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Determinacion del tipo de superficie

y area de la boveda del Salon Eliptico
del Palacio Federal Legislativo*

en Caracas, Venezuela

Determination of the type of surface and
area of the vault of the elliptical hall of
Palacio Federal Legislativo of Caracas
(Venezuela)

Resumen

La medicion de la superficie de la boveda del Salon Eliptico, se baso en una
técnica no tradicional. Para ello se utilizaron simultaneamente dos laseres de
baja potencia, tanto para el vértice cupulina de la boveda, como para el tipo de
superficie y las longitudes de los semiejes principales de la misma, y se procedio
de la siguiente manera: en primer lugar fueron determinados los angulos de el-
evacion de los puntos correspondientes a la cupulina del salon para conocer
las longitudes de los semiejes; el semieje vertical b midio 6,57 m; y los semiejes
horizontales a y ¢ midieron 6,92 m y 13,05 m respectivamente, mientras que la
altura h a la que se encuentra la cupulina fue calculada en, aproximadamente,
15,92 m. A continuacion, con los valores anteriores se procedio a determinar si el
tipo de superficie correspondia en realidad a un elipsoide de revolucion cuyo eje
principal es horizontal y luego, para calcular el area, se empled la ecuacion exacta
de la superficie del semi-elipsoide y su resultado se contrastd con el obtenido
por integracion numérica por el método de Romberg para calcular el area por la
forma integral, cuyo valor fue, aproximadamente, de 476,76 m>.

Descriptores
Calculos de la superficie de la boveda del Salon Eliptico; matematica aplicada.

Abstract

The measurement of the surface of the vault of the Elliptical Hall was based on a
non-traditional technique. To this end, two low-power lasers were used simultane-
ously, both for the cupola vertex of the vault, as well as the type of surface and the
lengths of the main semi-axes of the same, and we proceeded as follows: first, the
elevation angles of the points corresponding to the dome of the room were deter-
mined to know the lengths of the semi-axes; the semi-vertical axis b measured 6.57
m; and the horizontal semi-axis a and ¢ measured 6.92 m and 13.05 m respectively,
while the height h at which the cupola is located was approximately 15.92 m, sec-
ond: with the above values it was determined if the type of surface actually cor-
responded to an ellipsoid of revolution whose main axis is horizontal; and third:
to calculate the areq, the exact equation of the surface of the semi-ellipsoid was
used, and its result was contrasted with that obtained by numerical integration by
the Romberg method to calculate the area by the integral form, whose value was
approximately 476.76 m?.

Descriptors
Dome Surface calculations of Elliptical Hall; applied mathematics.
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Nota de presentacion

La incorporacion de este trabajo al acervo
de la revista Tecnologia y Construccion tiene
una curiosa historia. Presentado por prime-
ra vez para su publicacion en 1994, hubo que
enfrentar un conjunto de dificultades —algunas
técnicas, por no disponer de una infraestruc-
tura que facilitara las herramientas adecuadas
para el procesamiento digital de la informacion
aqui contenida-, y otras que obedecieron a
compromisos contraidos por el autor.

La pintura de la Batalla de Carabobo, de
Martin Tovar y Tovar, fue realizada en Paris so-
bre grandes lienzos rectangulares que luego
—-como en un rompecabezas- se adoso a la bo-
veda del espacio conocido como Salon Eliptico.

El origen de esta investigacion se encuentra
en una solicitud recibida por el autor de parte
de los profesionales que se iban a encargar de
la restauracion de la pintura, Eduardo Remolina
T.y Maria T. Moreno de Remolina, conocidos por
su experiencia como restauradores en el Museo
del Prado de Madrid, quienes antes de compro-
meterse con el trabajo requerian conocer la
dimension exacta de la superficie a restaurar,
informacion que no aparece en los planos ori-
ginales de la edificacion, que datan de la época
de la presidencia de Antonio Guzman Blanco,
entre los anos 1884 y 1888. Por ese motivo, los
restauradores se vieron en la necesidad de re-
currir a diferentes especialistas del campo de
la ingenieria y la arquitectura para contrastar
distintas mediciones realizadas con técnicas di-
ferentes. Asi, cuando en agosto de 1990 fueron
presentados al Congreso los resultados obte-
nidos por los distintos especialistas, éste fue
seleccionado como el de mejor nivel técnico.

Mas tarde, una vez conocidos los calculos,
sugirieron al autor hacer diligencias para viajar
a Madrid y presentarlo ante la Camara de Apa-
rejadores de Madrid. Después recibiria también
la invitacion para hacer la presentacion corres-
pondiente en el Colegio Oficial de Arquitectos
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de Madrid y en la Real Academia de Bellas Artes
de San Fernando.

El tiempo transcurrio con el material guar-
dado en archivo hasta que a finales de 2025 el
autor nos visitd de nuevo aportando una nueva
revision y toda la informacion digitalizada, que
aqui presentamos.

Revista Tecnologia y Construccion

Batalla de Carabobo, pintura al 6leo de Martin
Tovar y Tovar (realizada en Paris entre 1885-
1887). El montaje de la obra se hizo bajo la
supervision del artista en el Salon Eliptico del

Capitolio, inaugurado el 28 de octubre de 1888.

Fuente: https://culturizando.com/pintura-batalla-de-
carabobo/
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ARTICULOS

MSc. Lic. Roberto Linares Santiago

Invitacion para la presentacion del estudio dimensional en Madrid

ESTUDIO DE ARQUITECTURA Y URBANISMO
GUILLERMO PAREDES
C/ CALERUEGA 35, 22D (28033 MADRID

Dr. Roberto Linares Santiago

Bolinsa5591@gmail.com

Estimado Dr, Linanes

Recuperado su espléndide estudio dimensional de la bdveda del Saldn Federal
del Congreso de Venemuels, y después de un reencuentro con los
restauradores espafioles D. Eduardo Remolina Torres v D, Marfa Teresa
Mareno Gil, que coincidieron con wsted durante la elaboracién del estudio, se
ha planteado, con entusizemo, que proceda a trasmitirle una Invitacidn para
que viaje a Madrid, y pueda exponer con todo lujo de detalles acompafiado de
la documentacién que posee, tanto en el Colegio Oficial de Arquitectos de
Madrid, come en la Real Academia de Bellas Artes de San Fernando, los
resultados de su estudio.

Le ruego considere y acepte b presente invitackin y nos indique las fechas

previstas para poder coordinar dicha visita,

Atte

GUILLERMO PAREDES

PAREDES ama-mo
SANTIAGOD ==
GUILLERMO S

12347477 BRI,

arguitectogps@hotmail.com

El primer problema que se planteo al abor-
dar el trabajo fue el de precisar si la boveda
del Salon tenia forma elipsoidal o no; y de ser
asi, como calcular su area, pues dadas las ca-
racteristicas y condiciones fisicas de la pintu-
ra conocida como Batalla de Carabobo, no se
permitia sobre el 6leo hacer marcas que pudie-
ran alterar o deteriorar la forma original de los
lienzos que datan de 1888. En consecuencia, se
recurrio a la marcacion luminosa usando luz a-
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ser de baja potencia. No obstante, cabe desta-
car que los restauradores Eduardo Remolina T.
y Maria T. Moreno de Remolina, ya previamente
—entre los anos 1987 y 1990-, después de inves-
tigaciones en diferentes organismos del Estado
venezolano para conocer las dimensiones de
la pintura mural Batalla de Carabobo del Salon
Eliptico del Congreso pudieron constatar que,
en los documentos y planos de la edificacion
no aparecian las dimensiones de dicha superfi-
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cie. En tal sentido, se vieron en la necesidad de
recurrir a diferentes especialistas del campo de
la ingenieria y la arquitectura para contrastar
las distintas mediciones realizadas con tecni-
cas diversas, para determinar la superficie de la
boveda del Salon Eliptico donde se encuentra
la pintura que Martin Tovar y Tovar.

Como informacion anecdotica vale la pena
senalar que esa pintura fue realizada en Paris
sobre grandes lienzos rectangulares que fue-
ron luego adosados a la boveda en forma de
rompecabezas entre los anos 1884 y 1888. Su
costo fue de 400.000 bolivares, cantidad que
represento, aproximadamente, el 1,5% del pre-
supuesto del Estado venezolano de aquel en-
tonces. La pintura original tiene una superficie
aproximada de 476 + 9% m?vy, segln los restau-
radores, esta dimension haria de ella una de
las pinturas murales en 6leo sobre boveda de
mayor superficie en el mundo.

Para su calculo se utilizo, por primera vez,
una técnica no tradicional pues fueron em-
pleados simultaneamente dos laseres de baja
potencia, tanto para determinar el vertice ca-
pulina del Salon como el tipo de superficie y
las longitudes de sus semiejes principales. Para
ello, se determinaron los angulos de elevacion
de los puntos correspondientes a los semiejes
y a la cupulina del salon; el semieje horizontal
menor a mide 6,92 +58% m, el semieje horizon-
tal mayor ¢ mide 13,05 m, el semieje vertical b
mide 6,57 + 91% m, y la altura h a la que esta la
capulina es, aproximadamente, de 1592 + 0,6%
m. Luego, con los valores anteriores se proce-
did a determinar si el tipo de superficie corres-
pondia en realidad a un elipsoide de revolu-
cion cuyo eje principal es horizontal. Para ello
se realizaron las mediciones correspondientes,
con las que deberian estudiarse las condicio-
nes de la conicay para lo cual fue necesario ha-
cer, a escala, una reconstruccion tomando tres
puntos adicionales del plano longitudinal que
pasa por la cupulina, corroborandose, de esta
manera, que la boveda es un elipsoide casi per-
fecto. A continuacion, para calcular el area, se
empleo la ecuacion exacta de la superficie del
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semi-elipsoide, y su resultado se contrasto con
el obtenido por integracion numérica, por el
método de Romberg. La descripcion del trata-
miento teodrico, la metodologia y los resultados
a los que se arribo con esta técnica se presenta
a continuacion.

Tratamiento teorico

La elipse es una figura de importantes pro-
piedades geométricas y fisicas tanto en el uni-
verso como en la arquitectura dadas sus mani-
festaciones en las orbitas de los planetas y las
multiples aplicaciones tecnoldgicas y arquitec-
tonicas. En esta Ultima aplicacion es en la que
se basa nuestro estudio, pues en la arquitectu-
ra se habla de “galerias del murmullo”. Al res-
pecto Protter y Morrey (1980) sefalan que “las
galerias del murmullo son de forma elipsoidal;
donde una senal, bien sea de luz, sonido u otro
tipo de onda que tenga su frente en uno de los
focos de la elipse, todas las ondas reflejadas en
su supefficie interna pasaran por el otro foco”
(pp.776-777). Y, en efecto, éste es el caso del Sa-
lon Eliptico en el Salon Federal del Congreso de
Venezuela. Al respecto, y a titulo de informacion
teorica se hara una descripcion de los elemen-
tos geomeétricos a corroborar en la investigacion.

Definicion 1.

Elipse. Segin Lehmann (1984) “elipse es el
lugar geométrico de un punto que se mueve
en un plano de tal manera que la suma de las
distancias a dos puntos fijos del mismo plano
es siempre igual a una constante, mayor que la
distancias entre los dos puntos. Los dos pun-
tos fijos Fy F se llaman “focos de la elipse”
(p. 172). Segiin Marin (1965), “la elipse es el lu-
gar geométrico de los puntos de un plano cuya
suma de distancias a dos puntos fijos del mis-
mo plano, Fy F, denominados focos, es cons-
tante, y siendo M(x, y) un punto del lugar, donde
2a es la suma constante y 2c es la distancia fo-
cal; donde las coordenadas cartesianas de los
radios vectores ry p del punto M(xy) (p. 159)
son, respectivamente”:
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r2=FM?=(x+c)*+ y? (Ec. )

p? =FM? = (x — ¢)? + y? (Ecia)

Ahora bien: la elipse pertenece a la familia
de las conicas expresadas en forma general por
la siguiente ecuacion:

p (Ec.2)

P=1+ecosw

Donde p es el radio areolar, p es el parame-
tro de la conica, e la excentricidad y w el angulo
areolar.

Particularmente, para el problema que nos
ocupa, que es el de la elipse y su derivado cuer-
po de revolucion, es decir, el elipsoide, donde p
y p toman los valores p=b*/a y p=a-ex, respec-
tivamente, mientras que la excentricidad e=f/a,
nos da el grado de achatamiento de la elipse, y
en el caso de que e sea muy proximo a1 la elip-
se tiende a una circunferencia; pero si es menor
que 1, entonces la elipse tiende a achatarse. En
el grafico 1 se muestra una elipse en el plano
de proyeccion XY.

Grafico 1. Elipse en el plano de proyeccion XY mostrando
los radios vectoresry p
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En primera instancia, en una elipse, la suma
de los radios vectores ry p es constante y esta
dada por:

r+p=2a (Ec.3)

La distancia focal esta dada por:
FF' =2f (Ec. 4)

La excentricidad de la elipse, respecto al cir-
culo externo de radio a, esta definida por:

o= f (Ec. 5)
a

mientras que un segundo parametro identi-
ficado por t, denominado anomalia excentri-
ca, permite probar que la elipse es una curva
unicursal, es decir, seglin Marin (1965, pp. 160 y
150), las coordenadas cartesianas de cualquiera
de sus puntos se pueden expresar como fun-
ciones racionales de cierto parametro, que en
el caso de la elipse esta dado por:

A=1tg () (Ec. 6)

Ahora bien, en Proter y Morrey (1980, p. 263)
se demuestra que los radio vectores r=Fpy p=
FM, se pueden expresar a partir de sus coorde-
nadas cartesianas (Ec. 1) por las siguientes ecua-
ciones:

r=a+ex p=a-ex  (Ec7)

En particular, cuando es x = f, p es perpen-
dicular al eje focal y toma el valor a-ef, y se
hace igual al parametro p de la elipse, por con-
siguiente:

pap_ p

p =:a._.ef:= a- a a a

(Ec.8)

Por cuanto de la Ec. 8 resulta que la expre-
sion para la semi-longitud focal f, puede expre-
sarse por:

f2= a- b (Ec. 9)
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donde b es el eje menor de la elipse o radio
de la circunferencia interior de la elipse. Pero
dado que la excentricidad esta definida pore=
f/a, entonces:

aZ— b2 (Ec.10)

De esta forma se conoce la excentricidad
dadas las distancias de los semiejesay by asi
se podra saber qué tan achatada puede ser la
elipse generadora del elipsoide. Por Gltimo, ob-
tendremos la ecuacion de la elipse, que es una
ecuacion de segundo grado. Para tal fin son di-
versos los procedimientos geomeétricos y alge-
braicos que se pueden seguir. Para los efectos y
propositos del trabajo tomaremos la via de las
ecuaciones parametricas, como puede verse en
Lehmann (1984, p. 271) (grafico 2).

La elipse en el plano de proyeccion XY con
circunferencias de radios a 'y b es recorrida por
el punto M (x, y), el cual se mueve de acuerdo
con la rotacion de la recta [ en torno al centro
0 de la elipse y tomaremos como parametro al
angulo t. Ahora bien: de los triangulos rectangu-
los OM_ Py OBD, resultan las coordenadas para
x e y como se dan en las siguientes ecuaciones:

Grafico 2. Elipse en el plano de proyeccion XY
con circunferencias de radiosay b

- g~

x=OP=0My=cost=asent

y=PM=DB=0B=sent=bsent (Ec. 10a)

Por tanto, las ecuaciones paramétricas del
punto M (x, y) son:

x=acost, y=bsent (Ec. 11)

Eliminando el angulo excéntrico t de la Ec11
se obtiene la ecuacion rectangular:

X — =1 (Ec. 12)

De manera similar, una elipse en el plano Y
Z tendra excentricidad:

e"=1— —= (Ec. 13)

En nuestro caso particular hemos tomado
en el eje Z el semieje mayor ¢,y en el gje Y el
semieje vertical b como se muestra en el grafico
3. En este caso particular, la semi longitud focal
esta dada por:

Grafico 3. Elipse en el plano de proyeccion ZY
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(Ec. 14)

f2=cz_bz

Y cuya ecuacion paramétrica o ecuacion
reducida en coordenadas cartesianas, estara
dada por:

y? N zZ 5 (Ec5)
s

Definicion 2.

Elipsoide de revolucion. Se conoce por elip-
soide de revolucion al solido conico que tiene
la siguiente ecuacion:

2

2 2
X

=+
a2

y z
+c_2_1

b2 (Eca6)
donde a, by ¢ son tres constantes (Marin, 1965,
p.297; Lehmann,1984, p. 428). Ahora bien: si en
la forma canonica dada por Ec. 16, la terna de
parametros a, b, y ¢ son diferentes, el elipsoi-
de se denomina escaleno y las ecuaciones pa-
ramétricas de la superficie seran:

r=a(senucosv),y=>b (senusenv),7=ccosu

(Ec.17)

Seglin Marin (1965), se cumplen tres condi-
ciones:
1)sia=b, el elipsoide es de revolucion respecto
del eje z. en cuyo caso la ecuacion canonica es:

x2 + yZ ZZ
—z ‘tz=1
a c (Ec.18)

2) cuando a >¢, el elipsoide es achatado o esfe-
roide con excentricidad:

A L6 (Ec19)

3) cuando a < ¢, el elipsoide es alargado con
excentricidad:

| 2026

c? (Ec.20)

y, en ambos casos, el elipsoide esta engendra-
do por la elipse meridiana (Marin, pp. 298-299
y p. 628).

Z+I=1 (Ec.21)

En el contexto del problema que nos ocupa,
los elementos geomeétricos necesarios son los
siguientes: los planos de coordenadas, los ejes
coordenados y el origen o centro del solido de
revolucion. En el grafico 4 se muestra un elip-
soide alargado en la direccion Z.

Grafico 4. Elipsoide alargado de revolucion en
torno al eje Z

En el elipsoide alargado de revolucion en
tomo al eje Z las intersecciones de la superfi-
cie con los planos principales X0Z, YOZ y XOX
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que reciben el nombre de secciones principa-
les y son, respectivamente, las siguientes elip-
ses: ABA'B, BCB'C'y CAC'A" de ecuaciones:

La primera seccion corta al eje OX en los
puntos y A (a, 0, 0) y A(-a,0,0) y al eje OY en los
puntos B (0, b,0) y B'(0, -b,0); la segunda corta al
eje OY en los puntos By B anteriores y al eje 0Z
en los puntos C (0,0, ¢) y C(0,0,-c). Y, por Gltimo,
la tercera corta al eje OX en los puntos Ay A"y
al eje OZ en los puntos Cy C. Estos seis puntos
se llaman vértices del elipsoide. Los segmentos
AA’, BB y CC  se llaman ejes principales y mi-
den, respectivamente, 2a, 2b y 2c; sus mitades
OA=a, OB=b y OC=c son los semiejes principales.
Las coordenadas de cualquier punto del elipsoi-
de deben satisfacer las condiciones siguientes:

Fc. 23
x?<a%, y?<b, z?<c? (Fe. 22

pues, en caso contrario, el primer miembro de
la ecuacion canonica (Ec16) seria mayor que la
unidad, y la superficie es interior al ortoedro
determinado por los seis planos siguientes:

teniendo en comidn con ellos los seis veértices
(Marin 1965, p. 297).

Método de calculo

1. Para determinar el semieje mayor c se
proyectaron los extremos del eje mayor sobre
el piso del Salon de la siguiente manera: se hi-
cieron incidir ortogonalmente los laseres en los
extremos del eje, y una vez conocidos ambos
extremos se procedio a medir por triangula-
cion, la altura h™ a la que se encuentra el plano
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XZ, usando, para ello, el laser como se muestra
en el grafico 5.

Grafico 5. Determinacion de la altura h” del elipsoide

horizontal principal de la boveda*

Semieje mayor ¢ = 13.05m,
Alturah’; h'=2ciga

Leyenda

Angulo de elevacién a :

g=18-%10
h'=898m.

* En la leyenda se indica para la altura h' del plano principal

vertical del elipsoide un valor de 8,98 m.

2.. En el grafico 6 se muestra como se pro-
cedio para determinar la cupulina de la boveda
elipsoidal horizontal.

A tal efecto, primero se obtuvo el centro del
eje mayor ¢, y con la ayuda de los laseres se
localizo el véertice de la siguiente manera:

2. Desde el centro del eje mayor, se hizo
incidir ortogonalmente el punto de luz con el
laser, identificado con | para el punto mas alto
del elipsoide o cupulina.

2.2. Con el segundo laser identificado con 2,
se obtuvo el angulo B para la determinacion,
por triangulacion, de la altura h a la que en-
cuentra la cupulina.

2.3. Desplazando ortogonalmente el laser 1
sobre el mismo eje, tanto a la derecha como
a la izquierda del centro del eje, distancias de
0,10 m; 0,20 m y 0,40 m se midieron los angulos
que forman la lampara de rayo laser 2 al incidir
sobre el punto de luz del rayo L y se determino
que la altura mayor correspondia al punto de

2026 |
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luz que incidia desde el centro del eje, cuyo va-
lor fue de h = (15,92 + 10) metros y, de acuerdo,
a este resultado se determind la longitud del
semieje vertical de la siguiente manera:

b=h-h"=(6,57+0,61)m

Grafico 6. Determinacion de la altura h o distancia a la
cupulina del elipsoide y la longitud del semi eje vertical b
de la boveda

Y

i Leyenda

i Longitud del eje AA'=2a'

] a'=n'/tg®

: longitud del semicje a
a=%a'

Angulo de¢ elevacién © do A
@ =33k 1°
ax 693+ 38m,

3. Para la determinacion del semi eje ma-
yor horizontal a, se localizaron los puntos Ay
A" sobre la elipse, usando el laser en la forma
indicada en el grafico 7. Seguidamente, una vez

Grafico 7. Determinacion de la longitud del semi eje
horizontal a de la boveda

A

t Leyenda

i Longitud del eje AA'=a'
L] a'=h'/1g®

: longitud del semicje a

a=%a
Angulo de slevacién 8 do A
@ =33k 1°
an693+38m,
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hecha la incidencia sobre el punto A, se deter-
minaron los puntos referenciales de sus pro-
yecciones y se midio el angulo 6 que formaba
el rayo del laser 2 y segln los valores obtenidos
para diferentes angulos, la longitud del semi
eje menor fue:

a = (6,93 = 0,39) metros

Determinacion del tipo de superficie de
la boveda

Para la determinacion del tipo de superfi-
cie se tomaron tres puntos de la semi-elipse
meridiana vertical CBC cuya curva pasa por la
cupulina B como se indica en el grafico 8.

Para este fin se tomaron los angulosy, y" vy
y“ correspondientes a los puntos 1, I'e 1" de la
curva. Y haciendo una reconstruccion a escala
1100 se obtuvieron los angulos areolares w, w”
y w " para los radios vectores p, p"y p_ de la
conica correspondiente, resultando asi —como
se observa en el grafico 8- las distanciasry p
que permiten conocer la condicion de la elipse
dada por la Ec. 3. Asi pues, la elipse meridiana
vertical, resultante de los valores mostrados en
el grafico 8, tiene segln la Ec. 13 una excentri-
cidad igual a:

Grafico 8. Muestra el procedimiento seguido
para determinar I, 1 el

DOI: https://doi.org/10.37883/TyC.2026.38.1.01



e=Y"" _ 085 +0,02

c

y el valor del parametro de conica segln la Ec.
8 es el siguiente:

p=—=3.669 +0.03

bZ
c

Por cuanto ahora, en virtud de los angulos
areolares w y los valores de e y p, se pueden
contrastar los valores empiricos de p con los
valores teoricos de p, obtenidos mediante la
ecuacion Ec. 2, tal quo para dichos valores se
comprueba que se cumple la condicion de la
elipse dada por la Ec. 3. Ademas, con los valores
de ey p se corrobora que la elipse meridiana
es poco achatada, y las curvas de las secciones
transversales son, consecuentemente, semi-cir-
cunferencias ya que a = b.

En consecuencia, comoc>a,c>byazb,se
puede inferir que la boveda del Salon Eliptico
es un elipsoide de revolucion alargado, donde
sus dos ejes menores son, aproximadamente,
igualesy la conica meridiana es una elipse, con
su eje mayor, colineal al eje OZ.

Ecuaciones para el calculo del area
Dado que a = b, las variables x, z e y de la
meridiana horizontal expresadas en término de

las ecuaciones paramétricas estaran dadas (se-
gln Marin, 1965, p. 628) por:

x=acosu,y=0,7=ccosu (Ec25)
y

pero sabiendo que a < b, entonces:

[

a
e?=1- —
c

(Ec. 26)

Y la superficie del semi-elipsoide estara expre-
sada por la siguiente integral:
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Grafico 9. Reconstruccion de las medidas de la elipse en el plano

meridional vertical

>

wl] 7
7

16.92 m-

S’(a)=2mac fogcosu\/l — (esenu)? du = 2macl; (EC 27)

donde mac es la superficie plana de la elipse
meridiana, mientras que I.es la integral eliptica
de segunda especie.

Haciendo, ahora el cambio de variable des-
pués de ciertas operaciones algebraicas se ob-
tiene la ecuacion exacta para la superficie del
elipsoide de revolucion dada por:

__ Tmac X arcsen e

S(a) + ma® (g 2g)

Expresion que da el valor exacto de la su-
perficie del semi-elipsoide como puede verse
también en Granville et al. (1978, pp. 294 y 341) y
Brand (1966, p. 463). Estos dos Gltimos autores
difieren de Marin en la orientacion de los ejes
coordenados y, por consiguiente, en la Ec. 27, el
factor cos u lo cambian por sen u.

2026 |

w=148"°
wv. 133°
wu= 180°

y =51°
v' = mﬂ
y'=395°

p=3.669
=084

r =13m.
r=1745,

"=825m.

p=13m.

p'=8.40m.

pU=17.41,

2c=26m.
2¢'=2585
2¢"= 2567
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Ecuacion para el calculo del perimetro

Por Gltimo, la longitud del arco total o peri-
metro de la elipse meridiana estara dada segin
Marin (1965, p. 178) por la siguiente expresion:

P=c f:" J1— (esenuw)?2du (k. 29)
donde el integrando es una integral eliptica de
segunda especie (Marin, p. 178).

Resultados

Inicialmente los calculos matematicos y es-
tadisticos fueron realizados con los modulos
de matematicas y estadisticas de la calculadora
41CV, pero posteriormente corroborados con
los paquetes de Mathcad 7.0 y SPSS 7.5. Asi, para
el calculo del area de la béveda se utilizo la Ec.

MSc. Lic. Roberto Linares Santiago

28, y para contrastar los resultados obtenidos
por dicha ecuacion con los de la integral elip-
tica dada por la Ec. 27 se utilizo la integracion
numérica de Romberg.

Los resultados a los que se arribo son el
producto de un exhaustivo estudio de las me-
diciones con sus respectivos errores sistemati-
cos provenientes de la dificultad que presento
el decorado que bordea la linea de la elipse
meridiana horizontal.

En lo referente a los angulos medidos con
transportadores de precision, se considerd un
error de un grado (12) en todas las mediciones
en las que se utilizaron los laseres.

Para calcular el area del elipsoide se recurrio
en primera instancia, a la expresion exacta dada
por la Ec. 28, con la que se obtuvieron cada uno
de los valores asentados en el cuadro 1y de to-
dos ellos resulto el siguiente valor:

S (476,76 £ 9%) m*

Cuadro 1. Se muestran los valores de los angulos o, By 6 para los semiejes a, by c con los
correspondientes valores de las superficies

B=49 p=50 p=51
f,=32 6,=33 0,=34 0,=32 6,=33 8,=34 8,=32 0,=33 0,=34
a,=18 b, =6.53 by=6.53 by, =6.53 b=7.07 by =7.07 be=7.07 b=7.64 by=7.64 by=7.64
Eje b a=19 b= 6.03 b, =603 b= 6.03 b= 6.57 b= 6.57 b= 6.57 b,=7.13 b =713 b=7.13
a,=20 b= 551 by= 5.51 by=5.51 b, =6.05 b,,= 6.05 b,,=6.05 b, =6.62 by =662  by=6.62
a,=18 8, =679 a,=6.53 a=6.29 =679 as= 6.53 8,=6.29 8, =679 ag=6.53 ;. ;6‘29
eje a a,=19 a,=7.19 8,=692 8, =666 a=7.19 a,,=6.92 a,=6.66 a,=719 =692 a,; = 6.66
=20 a,, = 7.60 oy =7.31 a, =704 8, =7.60 a, =731 8y, =7.04 a5 = 7.60 B = 7.31 a,=7.04
8, = 4785 8, = 4576 8,=4386 8§,=4785 8,=4576 §,=4386 S5,=4785 §,=4576 S,=4386
Superficiec  S(b) S, =511.1 S, =489.0 8,, =468.0 S, =511.1 S,,=489.0 8, =468.0 8,,=511.1 $,,=4890 S, =468.0
§,,=5453 Sy =521.1 S, =4988 5, =5453 §,,=5210 §,=4988 8,=5453 §,=5210 S, =4988
8,=4756  §,=4756 8,=4756 §,=501.3 §,=501.3 5,=5013 §,=5486 S,=5476 S, =5486
Superficic  Sfa) S,,=418.2 S, =418.2 S,:=418.2  §,,=4608 §,=4608 8, =4608 S§,=5062 §,=5062 8,,=5062
S,s=3782  8,=3782 8;,=3782 S,=4198 §8,,=4198 8, =4198 S, =4648 S, =4648 S, =4648

Fuente: elaboracion propia.
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Determinacion del tipo de superficie y area de la boveda del Salon Eliptico del Palacio Federal Legislativo...

En segundo lugar, el area se determind por
integracion numeérica segn el método de Rom-
berg (Mathcad Plus 5.0, p. 225; véase también
Mathcad 8, pa164) para los mismos valores de
a,byc vy se obtuvieron los mismos resultados
como se puede apreciar en los cuadros 2y 3.

Ahora bien: si consideramos la media como
el valor mas probable estadisticamente, enton-
ces el area de la boveda podria estar alrededor
de los 477 m? resultado que los restauradores
consideraron razonable. El cuadro 1 de doble
entrada compuesta que se muestra a conti-
nuacion, contiene los angulos a partir de los
cuales se obtienen las medidas de los semigjes
principales; en el calculo del semieje vertical b
intervienen los errores cometidos en la medi-
cion de los angulos a y B, mientras que para el
calculo del semieje menor horizontal a intervi-
nieron los errores cometidos en el anguloa vy 6,

dada la dificultad de medir directamente sobre
su proyeccion en el piso del salon, ademas de
la propagacion de cierto error debido al hecho
de que el eje a se calculd en funcion de los 54
valores de la superficie S dados en el cuadro 1,
se contrastaron con los 54 valores obtenidos de
6 cuadros del mismo tipo de los cuadros 2y 3
de doble entrada compuesta.

Para el calculo del area de la superficie por
integracion numerica se uso la Ec. 27. Es de
hacer notar que, para simplificar el calculo, se
observo que las matrices 3x3 del eje b corres-
pondientes a los angulos son iguales colum-
na a columna, pero diferentes matriz a matriz,
y por esta razon se construyeron los cuadros
iguales al cuadro 2. En cambio, para el eje a las
matrices 3x3 son iguales para By por esta razon
se construyeron cuadros iguales al cuadro 3. En
este caso particular se muestran los calculos

ARTICULOS

Cuadro 2. Muestra los valores de los ejes b y ¢, la excentricidad e2, la integral li y las superficies S'(b)

b
¢ 6.53 6.03 551 707 6.57 605 7.64 713 6.62
4
],
‘ 75 79 82 Y4 75 76 66 70 74
1305
85 24 87 86 85 88 87 86
2rxb.cl, 457 53 41821 3782 501 28 460 82 41977 548 62 506 2 464.82

Fuente: elaboracion propia.

Cuadro 3. Muestra los valores de los ejes a y ¢, la excentricidad e2, la integral li y las superficies S'(a)

a
e 6.79 6.53 6.29 7.19 6.92 6.66 7.60 731 7.04
c
1,
72 75 77 70 72 74 66 69 71
13.05
86 86 85 87 86 86 87 87 86
2racl, 47850 45763 43859 511.14 489.04 468.03 545.26 521.05 498.82

Fuente: elaboracion propia.
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de S’ para los valores de by a del cuadro 1 en
virtud de las ternas (a, 6, B,); (a, 6, B,) v (a,
0, B,). Las tres ternas siguientes serian las co-
rrespondientes a (a, 0, B,), (a, 6, B,) y (a, 0,
B, y después las ternas (a, 6, B,), (a, 6, B,) v
(a, 0, B,), y asi sucesivamente se obtienen las
restantes ternas. Al respecto, resultan 3 cuadros
iguales al cuadro 2, y procediendo similarmen-
te para los valores del eje a resultan 3 cuadros
mas como el cuadro 3. En dichos cuadros se
muestran tanto los valores de ¢, b, e los va-
lores del integrando |, y los de la superficie §”.
Inicialmente, los calculos se realizaron con la
calculadora HP 41CV creando subrutinas para el
integrando de la Ec. 27 acoplables al modulo de
matematicas; pero posteriormente se compro-
baron con el paquete Mathcad 7 0, con el que la
parte entera resulto ser igual para todos, pero

la parte decimal difirio en algunos casos, dada
la exactitud del método de Romberg.

El tratamiento estadistico fue realizado con
el programa SPSS 6. 1y 7.5, y para efecto de la
contrastacion, se utilizo el modelo normal para
contrastar la distribucion empirica (histogra-
ma) de los 54 valores de la superficie S(a) vy
S(b) = 2ma.c.];, asentados en el cuadro 1, con
el modelo probabilistico normal o gaussiano
(campana de Gauss) como se puede apreciar
en el grafico 10.

Para probar el ajuste entre los valores em-
piricos y los predichos por el modelo normal,
se utilizd el modelo 2 (chi cuadrado) que, en
nuestro caso particular, se tomo para & = 0.05
= (5%) y el nimero de grados de libertad (r =
k-m-1) se tomo igual a 6, ya que, el nimero de
intervalos (k) en consideracion es 9,y el nime-

Grafico 10. Contrastacion tedrico empirica contrastada. Histograma y gaussiana.
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ro de parametros (m) es 2 (la media y la des-
viacion tipica).

Para determinar las frecuencias absolutas
tedricas v, predichas por el modelo gaussiano
se procedio segln Linares (1994, pp. 35-40), y re-
sultaron ser para 9 clases los siguientes valores
1,2,7,13 16, 14, 8, 3,y 1 respectivamente, con los
valores tedricos v,y los empiricos n.-mostrados
en las etiquetas del histograma-, el ¥2 empirico,
segln la expresion de Pearson dada por:

k

2 Z (n; —v;)?
Xemp. = —

v.
i=1 t

resulta, en virtud de los valores antes mencio-
nados, igual a ¥? = 12,57, mientras que para 5%y
r =9 dio un valor de 12,59, con lo cual:

2 2
Xem;p. < Xteo.

y, por tanto, puede afirmarse que la distribucion
empirica se ajusta al modelo normal, luego los
estadisticos de dicha muestra son razonable-
mente aceptables. Como complemento de con-
firmacion de esta aseveracion se exploraron los
valores de la muestra con el modelo de cajas
de Tukey para conocer los valores atipicos y la
homogeneidad de la muestra Sy, a su vez, com-
pararlos con los de muestra §’. Es conveniente
aclarar que el diagrama de cajas de Tukey, aun-
que se considera una representacion semigra-
fica para mostrar y senalar los posibles datos
atipicos, es también (til para conocer algunas
caracteristicas de la distribucion. Este modelo
esta basado en el primer grupo de la familia
de los centiles posicionales o percentiles o sea
el grupo de los cuartiles, que dividen la mues-
tra en cuatro partes aproximadamente iguales,
donde el primer cuartil (X,,) es, por definicion,
el percentil de posicion a partir del cual el 25%
de los valores de la muestra son menores o
iguales que él; el segundo cuartil es la media-
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na (X.,) v el tercero  (X,.), a partir del cual el
75% de los valores son menores o iguales que
él. Estas medidas son conocidas como las bisa-
gras de Tukey. Toda la familia de los centiles,
se basan en los datos ordenados para construir
medidas de dispersion, como es el caso de la
amplitud intercuartilica o recorrido intercuarti-
lico (A), que es la diferencia, X, - X, = A. Espe-
cialmente para el modelo de cajas, los limites
admisibles superior e inferior, se calculan por
las siguientes relaciones:

lS = X_75 + 1.5 A
li = X.ZS —15A

Asi pues, toda observacion ubicada fuera de
estos limites o del intervalo definido por estos
limites es considerada atipica. Una razon de
peso para utilizar las medidas de posicién es
que la mediana X, como medida de centrali-
zacion y el recorrido intercuartilico A como me-
dida de dispersion, al depender del orden de
los datos y no de su magnitud, influyen poco en
los valores que resulten atipicos. Por ejemplo,
una circunstancia frecuente esta en la trans-
cripcion de los datos y en este caso, al cometer
dos o tres errores de transcripcion, la media y
la desviacion tipica pueden llegar a cambiar
mucho, pero su influencia sobre la mediana y
los cuartiles seria pequena. Por consiguiente,
si hay una pequena fraccion de valores atipi-
cos en la muestra, los cuartiles variaran poco y
pueden ayudarnos para identificar cuales son
los valores extremos, en cambio, si llegasen a
presentarse muchos valores atipicos, enton-
ces la media se alejara de la mediana, pero
en la direccion de estos valores extremos. El
caso nuestro, como puede verse en el grafico
11, solo presenta tres valores atipicos menores
que el extremo inferior I, que son el 19, 20 y
21 del cuadro |, y todos son iguales a 378,2 m2
El resto de los valores estan dentro los limites
establecidos por el modelo, donde la media y
la mediana estan proximas entre si, como pue-
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de verse en el grafico 11 por esto la muestra se
puede considerar bastante homogénea como

se puede apreciar en el grafico 12.

apreciar en el grafico 12.

Para los valores de la muestra S’, iguales a
los de los cuadros 2 y 3, el caso es exactamente
el mismo que el de la muestraS como se puede

También se utilizaron otras pruebas explora-
torias de normalidad, como por ejemplo la prue-
ba de normalidad Q-Q, donde se puede apreciar
la linealidad entre los valores de la muestray la
linea de normalidad Q-Q, tal cual se muestra en
el grafico 12.

Grafico 11. Contrastacion de los valores Sy S™ con el modelo de Tukey

VALOREE SEPARADOS POR CALCULO
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Grafico 12. Muestra el ajuste lineal en la prueba de normalidad Q-Q para S=S°
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Finalmente se considero el intervalo de con-
flanza para la media al 95% vy dio el siguiente
valor:

(464,82; 488,7) m’

por lo cual, la media recortada al 5% fue de
478,24 m? que resulta de eliminar el 5% de los
valores por encimay por debajo de los extremos
del intervalo de confianza, valor que es mayor
en una unidad que el sugerido de 476,76 m?.

Discusion de los resultados

Las limitaciones para obtener una mejor
aproximacion al valor real de la superficie estu-
vo, sin lugar a dudas, en el decorado que cubre
las lamparas de iluminacion de la pintura, pues
cuando se apuntaba con el haz rasante al borde
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