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Resumen
En este trabajo se presenta un desarrollo algebraico-cualitativo de la ecuación de FitzHug-Nagumo, cuya importancia
fundamental estriba en que dicha ecuación permite una descripción cualitativa de procesos neuronales y también se adapta
a otros procesos de índole no-lineal. Este trabajo está conformado en dos resultados principales. La primera se enfoca
al análisis dinámico sin variación espacial para el caso en que al sistema descrito se le aplica una excitación constante
y posea un solo punto de estabilidad; adicionalmente, se muestran simulaciones numéricas para excitación tipo pulso
de duración finita. La segunda contempla un análisis del comportamiento ondulatorio para la ecuación reducida. Por
el carácter de escalamiento de las ecuaciones que si bien representan magnitudes físicas las unidades asociadas a las
mismas son arbitrarias. En conclusión, el modelo simplificado de FitzHugh-Nagumo permite una comprensión rigurosa del
fenómeno de excitabilidad. El análisis dinámico confirma que el potencial de reposo actúa como un atractor asintóticamente
estable, mientras que bajo excitación constante el sistema exhibe ciclos límite asociados a bifurcaciones de Andronov-Hopf.
Finalmente, el estudio ondulatorio demuestra que la topología del frente de onda depende críticamente de su velocidad de
propagación, posibilitando la deducción de soluciones analíticas exactas de tipo solitón mediante la superposición no lineal
de sub-frentes intrínsecos.

Palabras clave: Ecuación FitzHugh-Nagumo; Bifurcaciones; Ciclo límite; teoría cualitativa; Onda viajera.

Abstract
The purpose of this research is to present an algebraic-qualitative development of the FitzHugh-Nagumo equation, whose
fundamental importance lies in the fact that this equation allows for a qualitative description of neuronal processes and
is also adaptable to other nonlinear processes. This work consists of two main results. The first focuses on the dynamic
analysis without spatial variation for the case in which the described system is subjected to constant excitation and
has a single point of stability; additionally, numerical simulations for pulse excitation of finite duration are shown. The
second includes an analysis of the wave-like behavior of the reduced equation. Due to the scaling nature of the equations,
although they represent physical magnitudes, the units associated with them are arbitrary. In conclusion, the simplified
FitzHugh-Nagumo model allows for a rigorous understanding of the excitability phenomenon. Dynamic analysis confirms
that the rest potential acts as an asymptotically stable attractor, while under constant excitation the system exhibits limit
cycles associated with Andronov-Hopf bifurcations. Finally, wave study demonstrates that the wavefront topology depends
critically on its propagation speed, enabling the derivation of exact soliton-type analytical solutions through the nonlinear
superposition of intrinsic sub-fronts.

Keywords: FitzHugh-Nagumo equation; Bifurcations; Limit cycle; Qualitative theory; Traveling wave.
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1. Introducción
El estudio de los procesos eléctricos desempeña un
papel fundamental en la fisiología de las células
nerviosas. Este conocimiento data desde el siglo XIX,
cuando los trabajos pioneros del médico, fisiólogo y
físico italiano Luigi Galvani sentaron las bases para la
conceptualización de la corriente eléctrica en sistemas
biológicos (Bresadola, 1998; Focaccia & Simili, 2007
Piccolino, 2008), posteriormente han habido avances
lentos en la biología en lo que a la descripción algebraica
de los procesos eléctricos en el sistema nervioso en
egeneral. Es a mediados del siglo XX en que realmente
hubo un avance importante, basado en una serie de
experimentos propuesto por los fisiólogos y biofísicos
británicos Alan Lloyd Hodgkin y Andrew Fielding
Huxley estudiaron el comportamiento de las corrientes
iónicas de Sodio (Na+) y Potasio (K+) en el axón
gigante de la neurona de una especie de calamar al ser
estimulada con una corriente externa. Finalmente, en
1952, estos investigadores propusieron un sistema de
cuatro ecuaciones diferenciales no lineales, conocido
como el modelo de Hodgkin y Huxley, este modelo
describe la dinámica del potencial de membrana de una
neurona ante la acción de una corriente aplicada (Huxley
y Hodgkin, 1952).

Sus estudios revelaron que el voltaje observado se debe
a la permeabilidad iónica, selectiva y dependiente, a
su vez, del mismo voltaje, a través de la membrana
de la célula nerviosa. El modelo en cuestión es muy
satisfactorio en el sentido de que reproduce la mayoría de
las propiedades electrofisiológicas del axón gigante del
calamar. Sin embargo, por la dimensión y la no linealidad
del sistema, se dificulta su análisis tanto cualitativo
como cuantitativo. Por lo indicado, los estudios que se
han efectuado con el modelo se apoyaron solamente en
simulaciones computacionales, basadas en soluciones
numéricas.

No obstante, con el fin de entender y comprender
mejor el fenómeno neuroeléctrico, se han construido
modelos de orden inferior tal que presentan una
estructura algebraica más simple y que aún mantengan
la esencia de la descripción de algunos de los procesos
involucrados en la dinámica de una neurona. El trabajo
de Richard FitzHugh (Fitzhugh, 1961), en el Laboratorio
de Biofísica de los National Institutes of Health, USA,
constituyó un gran avance en esta dirección. Basado
en el trabajo previo de Balthazar van der Pol (van der
Pol, 1926), propuso una simplificación considerable del
modelo de Hodgkin y Huxley. Su modelo consta de dos
ecuaciones diferenciales de primer orden, una lineal
y la otra cúbica. Siendo las mismas suceptibles de un
análisis bastante completo, este sistema permite una
comprensión cualitativa del fenómeno de excitabilidad.

Simultánea e independientemente del trabajo de
FitzHugh, el ingeniero japonés Jin-ichi Nagumo
propuso, como análogo neuronal, un circuito eléctrico
no lineal (Naguno, et al., 1962), gobernado por un
sistema de dos ecuaciones también semejantes a las
de van der Pol. Actualmente, el análogo simplificado
propuesto por estos autores, se le conoce como modelo
de FitzHugh-Nagumo (FHN).

Es imperativo destacar que, desde la década de 1970, la
literatura en torno a este modelo ha crecido de manera
exponencial, consolidándose en una vasta bibliografía
que abarca numerosas publicaciones académicas (Scott,
1975; Casten et al., 1975; Lakshmanan, 1981; Rajagopal,
1984) y textos fundamentales (Volkenshtein, 1985;
Tuckwell, 2009). Esta producción científica aborda
enfoques teóricos, numéricos y cualitativos (Schiesser
y Griffiths 2012), tanto para el estudio de sistemas
dinámicos con enclavamiento espacial como para
el análisis ondulatorio en sistemas descritos por
ecuaciones diferenciales no lineales (Flores, 2003;
Cheng, 1998; Elagan et al. 2011 ). Dada la amplitud de las
investigaciones existentes, resulta inalcanzable realizar
una revisión exhaustiva de todas las fuentes en esta
sección.

En la actualidad, la relevancia del modelo de
FitzHugh-Nagumo trasciende las fronteras de la
biofísica para consolidarse en diversas áreas de las
ciencias. Su versatilidad ha permitido el estudio de una
amplia gama de fenómenos, tales como:

En Neurociencia para estudiar la dinámica compleja de
las neuronas y las redes neuronales (Sherwood 2022; Al
Beattie et al. 2024).

En Cardiología para estudiar los miocitos ( Keener, 1988;
Glass y Josephson 1995; Nagai et al. 2000).

En Biología para sistemas neuronales y cardíacos,
(Murray 2001; Gelens et al. 2014; Di Talia y Vergassola
2022);

En Sistemas electrónicos y ópticos para emular
células neuronales utilizando circuitos electrónicos
(Linares-Barranco et al. 1991; Takembo et al. 2019; Li et
al. 2021).

En matemáticas y física se utiliza para comprender los
comportamientos dinámicos exhibidos por los sistemas
excitables a través del análisis de sistemas dinámicos
(Rocsoreanu et al. 2012; Lei y Yang 2021; Brandibur y
Kaslik 2022).

En fisicoquímica para estudiar la dinámica de las
reacciones química (Kuramoto et al. 1998; Lin et al.
2004).

En ciencias de la computación para el desarrollo y
análisis de algoritmos computacionales (Dehghan y
Narimani 2018; Fuselier y Wright 2013; Rogers y
McCulloch 1994).

Finalmente este trabajo está estructurado en dos
bloques principales. La primera se enfoca al análisis
dinámico sin variación espacial para el caso en que al
sistema descrito se le aplica una excitación constante y
posea un solo punto de estabilidad; adicionalmente, se
muestran simulaciones numéricas para excitación tipo
pulso de duración finita. El segundo parte contempla
un análisis del comportamiento ondulatorio para la
ecuación reducida tanto para un frente de onda de un
solo pedestal, como la construcción de una solución tipo
solitón con un frente de onda con dos pedestales.
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2. Ecuación de Fitzhugh-Nagumo
Las ecuación de Fitzhug-Nagumo (FHN) unidimensional
espacial en su forma general adimensional está
conformado por el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales de carácter no-lineal (Fitzhugh, 1961;
Naguno et al., 1962; Tuckwell, 2009):

∂v
∂t = ∂2v

∂x2
+ f(v)−w + I(x, t)

∂w
∂t = b(v− γw)

(1)

donde f(v) es un polinomio de tercer grado de la siguiente
forma:

f(v) = v(1− v)(v− a); 0 < a < 1
2 (2)

la función v(x, t) está asociada a una tensión eléctrica
de la membrana neuronal (referida a una tensión de
referencia de polarización) y la función w(x, t) está
asociada a las concentraciones de Sodio-Potasio y se
considera como una variable de restauración del sistema.
Los parámetros b y γ son constantes positivas. El
término I(x, t) representa una corriente externa aplicada
para efectos de excitación.

En algunos casos de estudio, a γ y al término
I(x, t) se le asignan con valor 0, en tales casos el
conjunto de ecuaciones se les denomina ecuaciones
de Fitzhug-Nagumo simplificadas.

∂v
∂t = ∂2v

∂x2
+ f(v)

∂w
∂t = bv

(3)

Adicionalmente, si se escoge b = 0, se obtiene la ecuación
de Fitzhug-Nagumo reducida.

∂v
∂t =

∂2v
∂x2

+ f(v) (4)

La ecuación anterior es la más simplificada en la que
se puede efectuar análisis del tipo ondulatorio donde
aparece el comportamiento de perturbaciones del tipo
solitón. En lo sucesivo, las ecuaciones a analizar serán el
sistema (1) para un análisis dinámico con enclavamiento
espacias, y el sistema (4) para el análisis ondulatorio.

3. Análisis de fase de la ecuación
FitzHugh-Nagumo

En esta sección, el análisis se enfoca en el
comportamiento del sistema FitzHugh-Nagumo con
un enclavamiento espacial (∂/∂x = 0) y excitación con
corriente constante I(x, t) = I = cte, por lo que de (1) el
sistema a tratar será el siguiente:

∂v
∂t = f(v)−w + I
∂w
∂t = b(v− γw)

(5)

Desde el punto de vista del análisis de sistemas lineales
convencional, el Jacobiano del sistema (5) es el siguiente:

J(v,w)
∣∣∣
vc,wc

=
(
f ′(v) −1
b −bγ

)
vc,wc

(6)

los autovalores λ1,2 de (6) son:

λ1,2 = 12T ∓ 1
2

[
T2 − 4D

]1/2
(7)

donde T es la traza de J y D es la determinante de J

T = f ′(vc)− bγ (8)
D = b− bγf ′(vc) (9)

Estas relaciones precedentes, permiten establecer las
características de estabilidad de los puntos críticos de
forma global y la corriente de excitación I. De la teoría de
sistemas lineales las características de la estabilidad de
los puntos críticos se resumen en un gráfico del plano
(T, D) mostrado en la Figura 1, donde se muestra las
regiones con el respectivo tipo de estabilidad.

Los resultados experimentales de Hodgkin y Huxley
(1952) indican que las neuronas presentan un solo
estado de equilibrio correspondiente al potencial de
reposo de la membrana. Para analizar esta situación
en el modelo matemático, se debe considerar que los
parámetros del sistema FHN tienen valores tales que
garantizan la existencia de un único punto de equilibrio
estático. Para ello, se examinan dos casos: el caso
autónomo no-excitado, cuando la estimulación externa
es cero (I = 0) y el caso autónomo excitado, cuando a la
célula se aplica, externamente, una corriente continua
(I ̸= 0).

Figura 1. Esquema de estabilidad de puntos críticos del
sistema (5).

3.1. Caso autónomo no-excitado (I = 0)

Analizando primero el caso en el que I = 0, esto significa
que a la membrana neuronal no se le aplica corriente
alguna. Bajo estas condiciones, los experimentos
muestran que el potencial de reposo se comporta
como un atractor, es decir, si el potencial de la
membrana es perturbado (con un pulso de corriente),
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este espontáneamente se recupera regresando a su valor
inicial (potencial de reposo).

En el modelo matemático, cuando I = 0, el punto
(vc,wc) = (0, 0), es el único estado de equilibrio
del sistema FHN: las ceroclinas de este sistema se
intersectan en el origen del espacio de fase. Para
determinar si este estado de equilibrio del modelo es
estable, como debe corresponder a la realidad biológica
observada, de (7) para (vc, wc) = (0, 0) los autovalores
son los siguientes:

λ1,2 = −a + bγ2 ∓
√
(a− bγ)2 − 4b

2 (10)

Aquí se generan dos casos: los autovalores son reales ó
los autovalores son complejos:

• Caso real. Este se produce cuando (a− bγ)2 > 4b, y
para que los autovalores sean menores que cero, se
tiene que cumplir que a+bγ >

√
(a− bγ)2 − 4b, lo

cual implica que γa > −1; ésto se cumple siempre
puesto que en el plantemiento del modelo FHN se
ha supuesto que a, b > 0 y γ = 0.

• Caso complejo. Si (a − bγ)2 < 4b, la parte real de
los autovalores es menor que cero si a + bγ > 0.
Esto también se cumplirá siempre, ya que a, b > 0
y γ ≥ 0.

Por lo antes expuesto, se puede establecer que, si en el
sistema de FHN existe un solo punto crítico y está en
ausencia de estimulación externa (cuando I = 0), para
todo valor de los parámetros a, b > 0 y γ > 0, el estado de
equilibrio (vc,wc) = (0, 0) es siempre asintóticamente
estable.

3.2. Caso autónomo excitado (I ̸= 0)

La existencia de puntos críticos en el sistema (5)
depende de los valores de a, I, γ, b, las cuales pueden
variar de un punto crítico a tres puntos críticos. En las
Figuras 2 a 5, se muestran en forma esquemática los
diferentes casos para los puntos críticos posibles del
sistema.

• Casos para sistema (5) con un solo punto crítico

Figura 2. Ceroclinas del sistema con un solo punto crítico
caso 1.

Figura 3. Ceroclinas del sistema con un solo punto crítico,
caso 2.

Figura 4. Ceroclinas del sistema con un solo punto crítico,
caso 3.

• Casos para sistema (5) con más de un punto crítico.

(a) Ceroclinas del sistema con dos puntos críticos

(b) Ceroclinas del sistema con tres puntos críticos

Figura 5. Casos para sistema (5) con dos y tres puntos
críticos

Revista de la Facultad de Ingeniería UCV Vol. 41| No. 1| 2026



Análisis cualitativo de estabilidad, bifurcaciones y soluciones exactas tipo solitón para el modelo de FitzHugh-Nagumo | 27

En términos algebraicos es más útil analizar las
condiciones y las propiedades de los puntos críticos, que
el valor del punto crítico (vc,wc) como tal; de (5) se puede
definir la siguiente ecuación:

h(v) = f(v)− v/γ + I

= −v3 + (1 + a)v2 − (a + 1/γ)v + I
(11)

donde un punto crítico (vc,wc) satisface la ecuación
h(vc) = 0; sean v1 y v2 las raíces de h′(v), donde:

v1 = 13 (1 + a)−
1
3
√
∆ (12)

v2 = 13 (1 + a) +
1
3
√
∆ (13)

∆ = (1 + a)2 − 3(a + 1/γ) (14)

con estos datos se pueden deducir las condiciones de los
puntos críticos respecto a ∆ e I:

• Si ∆ < 0, existe un solo punto crítico ∀I.

• Si ∆ = 0, existe un solo punto crítico ∀I.

Para ∆ > 0, el análisis es más elaborado; analizando
el comportamiento de h′(v) y h′′(v) para v1,2 se obtiene
que para v1, la función h(v) es un mínimo local y para
v2, la función h(v) es un máximo local; definiendo los
parámetros auxiliares:

Iinf = f(v)− v/γ
∣∣∣
v=v1

(15)

Isup = f(v)− v/γ
∣∣∣
v=v2

(16)

las condiciones son:

• Si I > Isup ó I < Iinf , existe un solo punto crítico.

• Si I = Isup ó I = Iinf , existen dos puntos críticos.

• Si Iinf < I < Isup, existen tres puntos críticos.

en la Figura 6, se esquematiza en forma global las
condiciones, las regiones y las fronteras para la cantidad
de puntos críticos del sistema (5).

Figura 6. Esquema de las condiciones y regiones de puntos
críticos sistema (5)

El trabajo se enfocará principalmente en dos premisas
las condiciones donde existe un solo punto crítico
ya que dicha condición es la que se evidencia en
forma experimental, que desde el punto de vista
algebraico corresponde al caso en que ∆ ≤ 0. El caso
correspondiente ∆ > 0 no se analizará en este trabajo,
ya que implica un desarrollo sobre la teoría de estabilidad
de Liapunov para determinar el comportamiento en la
estabilidad de los puntos críticos involucrados, el cual
va mas allá del propósito original de este trabajo. Sin
embargo, lo que se puede inferir de la Figura 6, es la
existencia de bifurcaciones para la situación ∆ > 0
ya que existen zonas con transiciones abruptas en la
cantidad de puntos críticos inclusive fronteras donde
ellas mismas de por si son transiciones abruptas.

• caso ∆ < 0

Figura 7. Retrato de fase sistema (5), a = 0, 15; b = 0, 14;
γ = 2, 5; I = 0, 0.

Figura 8. Retrato de fase sistema (5) a = 0, 15; b = 0, 14;
γ = 2, 5; I = 0, 1.

Figura 9. Retrato de fase sistema (5) a = 0, 15; b = 0, 14;
γ = 2,5; I = 0,3.
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• Caso ∆ < 0

Figura 10. Retrato de fase sistema (5) a = 0, 15; b = 1, 14;
γ = 2, 5; I = 0, 0.

Figura 11. Retrato de fase sistema (5) a = 0, 15; b = 1, 14;
γ = 2, 5; I = 0, 11.

Figura 12. Retrato de fase sistema (5) a = 0, 15; b = 1, 14;
γ = 2, 5; I = 0, 3.

• Caso ∆ = 0

Figura 13. Retrato de fase sistema (5) a = 0, 25; b = 0, 1;
γ = 2, 5; I = 0, 0.

Figura 14. Retrato de fase sistema (5) a = 0, 25; b = 0, 1;
γ = 2, 5; I = 0, 07.

Figura 15. Retrato de fase sistema (5) a = 0, 25; b = 0, 1;
γ = 2, 5; I = 0, 18.

• Caso ∆ = 0

Figura 16. Retrato de fase sistema (5) a = 0, 25; b = 0, 8;
γ = 2, 5; I = 0, 0.

Figura 17. Retrato de fase sistema (5) a = 0, 25; b = 0, 8;
γ = 2, 5; I = 0, 075.
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Figura 18. Retrato de fase sistema (5) a = 0, 25; b = 0, 8;
γ = 2, 5; I = 0, 18.

3.3. Régimen Oscilatorio (bifurcaciones)

Continuando con la premisa que se cumplen las
condiciones de existencia de un solo punto crítico
(∆ ≤ 0), y desarrollando (8) se obtiene que:

T = −3v2 + 2(1 + a)v− (a + bγ) (17)
cuyas raíces son:

v1 = 13 (1 + a−
√

δ1) (18)

v2 = 13 (1 + a +
√

δ1) (19)

donde δ1 = (1 + a)2 − 3(a + bγ).

• Si δ1 < 0 y observando (17) la traza siempre será
negativa, y de la Figura 1 se extrae que el punto
crítico es estable (ya sea nodo ó foco), esto indica
que el punto crítico siempre es un atractor ∀ I. En
este caso, el incrementar la corriente tiene sólo el
efecto de aumentar el valor de la componente v del
equilibrio.

• Si δ1 ≥ 0 esto implica que existen raíces reales, y
por ende la traza T tiene un cambio de signo, de la
Figura 1 se extrae que el punto crítico es inestable;
la situación anterior se conoce como el escenario
de la bifurcación de Andronov-Hopf. Asociado a este
proceso de inestabilización del equilibrio aparece
un ciclo límite estable, y adicionalmente, este
ciclo depende de las amplitudes de la corriente de
excitación. El rango está dado por los siguientes
valores:

Iinf = −v1(1− v1)(v1 − a) + v1/γ (20)
Isup = −v2(1− v2)(v2 − a) + v2/γ (21)

lo que significa que para bγ ≤ 1
3 (a

2 − a + 1) y si I cumple

I < Iinf ó I > Isup ⇒ el punto crítico es estable

Iinf ≤ I ≤ Isup ⇒ el punto crítico es inestable

En las Figuras 19 a 21, se muestra este caso y además
se exhibe cómo al variar los valores de la corriente I
se encuentra la transición, entre régimen excitable y
el régimen oscilatorio de la dinámica del sistema.

En las Figuras 22 y 23, se muestra que este régimen
oscilatorio está asociado a una inestabilidad del punto
crítico donde también se evidencia la existencia de una
frontera límite

• Caso donde se muestra la bifurcación
(Iinf = 0, 0739, Isup = 0, 122)

Figura 19. Retrato de fase sistema (5) a = 0, 15; b = 0, 08;
γ = 2, 5; I = 0, 0.

Figura 20. Retrato de fase sistema (5) a = 0, 15; b = 0, 08;
γ = 2, 5; I = 0, 1.

Figura 21. Retrato de fase sistema (5) a = 0, 15; b = 0, 08;
γ = 2, 5; I = 0, 22.
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• Esquemas mostrando el comportamiento de
frontera límite para la situación donde ocurre
la condición de bifurcación de Andronov-Hopf
(Iinf = 0, 0495, Isup = 0, 146 )

Figura 22. Retrato de fase sistema (5) a = 0, 15; b = 0, 03;
γ = 2, 5; I = 0, 1 con condiciones iniciales ubicados fuera
de la frontera límite .

Figura 23. Retrato de fase sistema (5) a = 0, 15; b = 0, 03;
γ = 2, 5; I = 0, 1 con condiciones iniciales ubicados dentro
de la frontera límite, evidenciando el comportamiento de la
inestabilidad del punto crítico.

3.4. Excitación con pulso de corriente

En las secciones anteriores se ha mostrado el
comportamiento del sistema (5) para el caso de
excitación estática (el tiempo de duración de la excitación
es infinitamente largo respecto a cualquier tiempo
de relajación del sistema). Sin embargo, es sabido en
forma experimental que el proceso de transmisión
de información de índole nervioso es influenciado
principalmente por la rata de pulsos transmitidos y
en menor grado por la amplitud de los mismos, de allí
que sea un poco más realista este tipo de tratamiento
tratamiento.

Los resultados obtenidos son puramente numéricos, sin
embargo, todo el análisis anterior es estremadamente
útil para establecer los comportamientos asintóticos
ya sea para la excitación desde un estado de reposo,
y la correspondiente relajación a partir del cese de la
excitación. También este tipo de tratamiento pone en
evidencia la condición de potencial umbral, es decir, el

sistema presenta una inercia propia aun después del cese
de excitación, y además se evidencia que esta inercia
tiene un límite de saturación.

Los resultados se muestran en las Figuras 24 a 35,
las mismas se presentan como una combinación de
los retrato de fase (v, w) del sistema (5) para estado
excitado y estado de-excitado, conjuntamente con la
respuesta en tiempo del potencial v para distintos
niveles de excitación y distintos tiempos de duración
del pulso. Las Figuras 24 a 29, corresponden al caso de
un sistema con carácter no oscilatorio, y Las Figura 30
a 35 corresponden al caso de un sistema con carácter
oscilatorio (con bifurcación).

Resultados de potencial de membrana para el caso en que
la excitación es un pulso de corriente con duración finita.
Iestim = 0, 02; t1 = 1, 0, t2 = 5, 0; t3 = 15, 0; t4 = 22, 0.

(a) Retrato de fase para evolución del sistema en
condición de excitación.

(b) Retrato de fase para condición de cese de excitación.

Figura 24. Orbitas de respuesta del potencial de la
membrana (5) a = 0, 15; b = 0, 14; γ = 2, 5. En
(a) se muestran las órbitas según la duración del pulso
con condiciones iniciales de reposo; en (b), se muestran
las órbitas de relajación usando como condición inicial el
estado precedente correspondiente.
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Figura 25. Respuesta temporal del potencial de la
membrana (5) con condiciones iniciales y finales en estado
de reposo. Las curvas en azul muestran las respuestas
para las distintas duraciones de los pulsos de corriente.
La curva en rojo corresponde al caso de estimulación bajo
la condición de excitación con un pulso de corriente de
duración infinita.

Resultados de potencial de membrana para el caso en que
la excitación es un pulso de corriente con duración finita.
Iestim = 0, 1; t1 = 1, 0; t2 = 10, 0, t3 = 25, 0, t4 = 45, 0.

(a) Retrato de fase para evolución del sistema en
condición de excitación.

(b) Retrato de fase para condición de cese de excitación.

Figura 26. Orbitas de respuesta del potencial de la
membrana (5) a = 0, 15, b = 0, 14, γ = 2, 5. En
(a) se muestran las órbitas según la duración del pulso
con condiciones iniciales de reposo; en (b), se muestran
las órbitas de relajación usando como condición inicial el
estado precedente correspondiente.

Figura 27. Respuesta temporal del potencial de la
membrana (5) con condiciones iniciales y finales en estado
de reposo. Las curvas en azul muestran las respuestas
para las distintas duraciones de los pulsos de corriente.
La curva en rojo corresponde al caso de estimulación bajo
la condición de excitación con un pulso de corriente de
duración infinita.

Resultados de potencial de membrana para el caso en que
la excitación es un pulso de corriente con duración finita.
Iestim = 0, 3; t1 = 0, 7, t2 = 1, 7, 0; t3 = 3, 5, t4 = 7, 0.

(a) Retrato de fase para evolución del sistema en
condición de excitación.

(b) Retrato de fase para condición de cese de excitación.

Figura 28. Orbitas de respuesta del potencial de la
membrana (5) a = 0, 15, b = 0, 14, γ = 2, 5. En
(a) se muestran las órbitas según la duracón del pulso
con condiciones iniciales de reposo; en (b), se muestran
las órbitas de relajación usando como condición inicial el
estado precedente correspondiente.
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Figura 29. Respuesta temporal del potencial de la
membrana (5) con condiciones iniciales y finales en estado
de reposo. Las curvas en azul muestran las respuestas
para las distintas duraciones de los pulsos de corriente.
La curva en rojo corresponde al caso de estimulación bajo
la condición de excitación con un pulso de corriente de
duración infinita.

Resultados de potencial de membrana para el caso en que
la excitación es un pulso de corriente con duración finita.
Iestim = 0, 02; t1 = 1, 0; t2 = 15, 0; t3 = 35, 0; t4 = 55, 0.

(a) Retrato de fase para evolución del sistema en
condición de excitación.

(b) Retrato de fase para condición de cese de en condición
de excitación excitación.

Figura 30. Orbitas de respuesta del potencial de la
membrana (5) a = 0, 15, b = 0, 03, γ = 2, 5. En
(a) se muestran las órbitas según la duracón del pulso
con condiciones iniciales de reposo; en (b), se muestran
las órbitas de relajación usando como condición inicial el
estado precedente correspondiente.

Figura 31. Respuesta temporal del potencial de la
membrana (5) con condiciones iniciales y finales en estado
de reposo. Las curvas en azul muestran las respuestas
para las distintas duraciones de los pulsos de corriente.
La curva en rojo corresponde al caso de estimulación bajo
la condición de excitación con un pulso de corriente de
duración infinita.

Resultados de potencial de membrana para el caso en que
la excitación es un pulso de corriente con duración finita.
Iestim = 0, 12; t1 = 1, 0, t2 = 3, 0; t3 = 5, 0; t4 = 15, 0.

(a) Retrato de fase para evolución del sistema en
condición de excitación.

(b) Retrato de fase para condición de cese de excitación

Figura 32. Orbitas de respuesta del potencial de la
membrana (5) a = 0.15, b = 0.03, y = 2.5. En (a) se
muestran las órbitas según la duración del pulso con
condiciones iniciales de reposo; en (b), se muestran las
órbitas de relajación usando como condición inicial el
estado precedente correspondiente.
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Figura 33. Respuesta temporal del potencial de la
membrana (5) con condiciones iniciales y finales en estado
de reposo. Las curvas en azul muestran las respuestas
para las distintas duraciones de los pulsos de corriente.
La curva en rojo corresponde al caso de estimulación bajo
la condición de excitación con un pulso de corriente de
duración infinita.

Resultados de potencial de membrana para el caso en
que la excitación es un pulso de corriente con duración
finita. Iestim = 0, 4; t1 = 0, 4, t2 = 0, 7; t3 = 1, 2; t4 = 5, 0.

(a) Retrato de fase para evolución del sistema en
condición de excitación.

(b) Retrato de fase para condición de cese de excitación.

Figura 34. Orbitas de respuesta del potencial de la
membrana (5) a = 0, 15; b = 0, 03; γ = 2, 5. En
(a) se muestran las órbitas según la duracón del pulso
con condiciones iniciales de reposo; en (b), se muestran
las órbitas de relajación usando como condición inicial el
estado precedente correspondiente.

Figura 35. Respuesta temporal del potencial de la
membrana (5) con condiciones iniciales y finales en estado
de reposo. Las curvas en azul muestran las respuestas
para las distintas duraciones de los pulsos de corriente.
La curva en rojo corresponde al caso de estimulación bajo
la condición de excitación con un pulso de corriente de
duración infinita.

De los gráficos se puede inferir lo siguiente:

• Existen situaciones de intensidad y duración
de excitación donde nunca alcanza el potencial
umbral de disparo.

• Existen situaciones que dependiendo de la
intensidad y dependiendo de la duración de
excitación donde se alcanza o no se alcanza el
potencial umbral de disparo.

• Existen situaciones de intensidad y duración de
excitación donde aparece condición de saturacíon
(en el caso no oscilatorio), lo que quiere decir
que no importa que tan intensa sea el nivel de
corriente, la respuesta del sistema no crece en
forma indefinida.

Se debe mencionar que las transiciones en los niveles
del pulso de excitación deben ser instantáneos, si las
transiciones son extremadamente lentas, la respuesta
del sistema es completamente distinta a la morfología
del los potenciales de acción nerviosa y más bien tiende
a ser siempre estable y apareada a la excitación.

4. Análisis Ondulatorio ecuación FHN
reducida

Uno de los aspectos en que se analiza (4) es describir
algunas propiedades del tipo ondulatorio. Se buscan
soluciones del tipo onda viajera v(x, t) = v(z), donde
z = x−ct. La forma convencional consiste en transformar
(4) al espacio z el cual queda de la siguiente forma:

−cdvdz =
d2v
dz2

+ v(1− v)(v− a) (22)

la ecuación anterior ha sido objeto de extensos análisis
para la búsqueda de soluciones del tipo ondas solitón.
En lo sucesivo se mostrará un análisis básico en
espacio de fase, y también se mostrará dos técnicas
para la determinación de algunas soluciones analíticas
particulares.
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4.1. Análisis en plano de Fase

definiendo un espacio de fase (v, w) dondew = dvdz = v
′,

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones autónomo

v′ = w
w′ = −cw− v(1− v)(v− a) (23)

del sistema (23) se deduce que existen tres puntos
críticos (vc,wc); donde P1 = (0, 0), P2 = (1, 0) y P3 =
(1, 0); con un tratamiento semejante al de la sección
anterior, el Jacobiano del sistema (23) es el siguiente:

J(v,w)=

 0 1

v(v− a)− v(1− v)− (v− a)(1− v) −cγ


vc,wc

(24)

los autovalores λ1,2 de (24) para los puntos críticos P1 y
P3 son:

λ1,2 = − c2 ∓ 1
2

[
c2 + 4a

]
(25)

para el punto críticos P3 los autovalores λ1,2 son:

λ1,2 = − c2 ∓ 1
2

[
c2 − 4a(1− a)

]1/2
(26)

donde T = −c < 0 es la traza de J, y D = 4a(1 − a) > 0
es la determinante de J, esto indica que el punto crítico
P3 es asintóticamente estable, y adicionalmente si c2 <

4a(1 − a), P3 es un nodo y si c2 > 4a(1 − a), P3 es
una espiral. En las Figuras 36 a 41, se muestran unos
resultados típicos para los casos indicados para c.

• Orbitas sistema (23) para el caso a = 0, 4, c2 >
4a(1− a).

Figura 36. Retrato de fase sistema (23) con condiciones
iniciales v ≥ 0 yw arbitrarias

Figura 37. Retrato de fase sistema (23) con condiciones
iniciales v < yw arbitrarias.

• Orbitas sistema (23) para el caso a = 0, 4, c2 >
4a(1− a).

Figura 38. Retrato de fase sistema (23) con condiciones
iniciales v ≥ 0 yw arbitrarias

Figura 39. Retrato de fase sistema (23) con condiciones
iniciales v < yw arbitrarias

• Orbitas sistema (23) para el caso a = 0, 4, c = 0.

Figura 40. Retrato de fase sistema (23) con condiciones
iniciales v ≥ 0 yw arbitrarias

Figura 41. Retrato de fase sistema (23) con condiciones
iniciales v < yw arbitrarias.
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4.2. Soluciones Analíticas

La cuestión es determinar soluciones del tipo onda
viajera para (23), por un procedimiento convencional se
obtiene la siguiente ecuación que describe las órbitas.

dw
dv =

cw + v(1− v)(a− v)
w

implica

v
(
dw
dv − c

)
= cw + v(1− v)(a− v) (27)

por la forma de la ecuación obtenida, un intento
preliminar es hallar soluciones del tipo polinomial
w = a0 + a1v + a2v2 + a3v3; al introducirlo en (27) e
igualando los términos polinomiales del mismo orden,
se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones para los
coeficientes:

a0(a1 − c) = 0
2a0a2 + a1(a1 − c) = a

3a0a3 + 2a1a2 + a2(a1 − c) = −(1 + a)
3a1a3 + 2a22 + a3(a1 − c) = 1

3a2a3 + 2a2a3 = 0
3a23 = 0

de aquí que a3 = 0 y a2 = ±1/
√
2, por lo que el sistema

remanente a resolver es:

a0(a1 − c) = 0
2a0a2 + a1(a1 − c) = a
2a1a2 + a2(a1 − c) = −(1 + a)

aquí se presentan dos conjuntos de soluciones:

Caso 1.

c = −1 + a2a2
, a0 =

a
2a2

, a1 = −1 + a2a2

Caso 2.

a0 = 0, a1 = − a
2a2

, c = 1
2a2

Caso 3.

a0 = 0, a1 = − 1
2a2

, c = a
2a2

Adicionalmente, existen dos caso más que también son
solución de (27), los cuales son:

Caso 4. La funciónw = β1v(1− v), que por un procedimiento
análogo a los anteriores arroja el siguiente resultado:

β1 = 1√
2 , c = 1√

2 (1− 2a)

Caso 5. La función w = β1v(a − v), el cual arroja el
siguiente resultado:

β1 = 1√
2 , c = 1√

2 (a− 2)

Todos los casos indicados son isomorfos (w =polinomios
de segundo grado en v), cuya solución general para v(z)
se obtiene integrando la primera ecuación de (23) y
regresando el cambio de variable de z:

v(x, t) = 1
2a2

[
µ tan(µ(x + ct)/2 + A0)− a1

]
(28)

donde µ =
√
4a0a2 − a21 y A0 es una constante de

integración (en ocasiones denominada ángulo de fase
inicial).

A modo de ejemplo, usando el caso 4 (c = 1√
2 (1 − 2a))

e imponiendo que v(0) = 1/2 se obtiene el siguiente
resultado:

v(x, t) = −12
[
tanh

(
1
2
√
2 (x + ct)

)
− 1

]
(29)

en la siguiente Figura 42 se muestra la distribución
espacio-temporal de la amplitud del frente de onda.

Figura 42. Frente de Onda solitón caso 4 (23) para el caso
a = 0,4.

Puesto que el problema es no lineal, se infiere que las
soluciones indicadas no son las únicas, por lo que se han
propuesto otras técnicas para construcción de soluciones
analíticas adicionales del tipo ondulatorio para (4), una
de ellas es obtenida por el procedimiento de Painlevé
(Cheng, 1998, p. 149), otra técnica consiste en aplicar
una transformación bilineal (Elagan, et al., 2011); donde
se parte de la premisa que (4) admite una solución del
tipo:

v(x, t) = α
gx(x, t)
g(x, t) (30)

donde α es una constante no arbitraria a determinar.
Introduciendo (30) en (4) e igualando los términos de
la misma potencia en g e imponiendo que se desea una
solución no trivial, esto implica que α =

√
2 por lo que el

sistema a resolver es el siguiente:

gt − 3gxx
√
2(1− a)gx = 0

gtx − gxxx + agx = 0 (31)

asumiendo que g(x, t) = g(x + ηt) = g(z) el sistema
anterior se transforma en la siguiente:

ηg′ − 3g′′ +
√
2
(
1 + a

)
g′ = 0

ηg′′ − g′′′ + ag′ = 0 (32)

Revista de la Facultad de Ingeniería UCV Vol. 41| No. 1| 2026



36 | F. Martinez

donde g′ = dg
dz , buscando soluciones de la forma

g = exp (λz), el sistema indicial (λ, η) queda de la forma:

η +
√
2(1 + a)− 3λ = 0

λ(−λ2 + ηλ + a) = 0 (33)

esto indica que existen tres posible autovalores λ1,2,3
que cumplan con el sistema indicial, una solución obvia
es λ1 = 0 que arroja que η1 = −

√
2(1 + a), los otros

autovalores se hallan resolviendo el sistema combinado
remanente arrojando los siguientes resultados:

λ2 = a√
2 , η2 = 1√

2 (2− a)

λ3 = 1√
2 , η3 = 1√

2 (2a− 1)
(34)

lo que permite establecer una expresión para g(x, t):

g(x, t) = A1 + A2 exp
[
1√
2

(
x− 1√

2 (2a− 1)t
) ]

+ A3 exp
[
a√
2

(
x− 1√

2 (2− a)t
) ] (35)

finalmente, con (30) la solución v(x, t) es la siguiente:

u(x, t) = u1 + u2
A1 + u3 + u4

(36)

donde

u1 = A2 exp
[
1√
2

(
x− 1√

2 (2a− 1)t
) ]

u2 = A3a exp
[
a√
2

(
x− 1√

2 (2− a)t
) ]

u3 = A2 exp
[
1√
2

(
x− 1√

2 (2a− 1)t
) ]

u4 = A3 exp
[
a√
2

(
x− 1√

2 (2− a)t
) ]

Figura 43. Frente de Onda solitón (23) para el caso
a = 0, 5, A1,A2,A3 = 1.

Figura 44. Frente de Onda solitón (23) para el caso
a = 0, 25; A1, A2, A3 = 1, comportamiento regresivo.

Se debe indicar el hecho que la solución (36) se compone
de la combinación no-lineal de dos sub-frentes de
onda, cuyas velocidades corresponden a las velocidades
obtenidas en las soluciones solitonicas del caso 4 y el
caso 5 analizadas anteriormente.

5. Conclusiones
A partir del análisis cualitativo, numérico y analítico
desarrollado en este trabajo en torno a la ecuación de
FitzHugh-Nagumo, se desprenden que:

En ausencia de estimulación externa (I = 0), el modelo
presenta un comportamiento fisiológicamente
congruente y matemáticamente robusto. El origen
(vc,wc) = (0, 0) se erige como el único punto de
equilibrio del sistema. Además se demostró que, para
cualquier combinación admisible de los parámetros
intrínsecos (a,b > 0 y γ > 0), este estado de
equilibrio es asintóticamente estable, actuando como un
atractor global que garantiza el retorno del potencial de
membrana a su estado basal tras sufrir perturbaciones
transitorias.

La introducción de una corriente de excitación constante
(I ̸= 0) complejiza la estructura algebraica del modelo,
permitiendo la coexistencia de uno a tres puntos críticos.
Para el escenario biológicamente relevante de un único
punto crítico (caracterizado por un discriminante
∆ < 0), el sistema experimenta una bifurcación
de Andronov-Hopf. Este fenómeno delimita un rango
crítico para la corriente externa tal que Iinf ≤ I ≤ Isup,
dentro del cual el punto de equilibrio pierde su
estabilidad y da origen a un ciclo límite estable, lo que se
traduce en la transición hacia un régimen de oscilaciones
autosostenidas. Fuera de estos umbrales, el sistema
recupera su estabilidad estacionaria.

Las simulaciones numéricas bajo estímulos no
constantes revelan propiedades críticas sobre los
mecanismos de activación neuronal. Primero, se
constata la existencia de un potencial umbral estricto,
donde ciertas combinaciones de intensidad y duración
del pulso resultan insuficientes para activar el potencial
de acción. Segundo, en el régimen no oscilatorio, el
modelo manifiesta un límite de saturación que impide
un crecimiento indefinido de las variables de estado ante
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incrementos desmedidos de la corriente. Finalmente, se
determinó una alta sensibilidad a la tasa de transición
del estímulo: para reproducir fielmente la morfología
del impulso nervioso, las transiciones del pulso deben
ser casi instantáneas, ya que variaciones lentas inducen
un acoplamiento artificial que desvirtúa la dinámica
propia del sistema.

Al evaluar la ecuación diferencial parcial (4) reducida
con b = 0 mediante la transformación de onda viajera
z = x − ct, se evidencia que la topología del espacio
de fase transformado está supeditada de forma crítica
a la velocidad de propagación c. El punto de equilibrio
transmuta entre un nodo y una espiral dependiendo de
si el término c2 supera o no el umbral de estabilidad
dado por 4a(1− a). Asimismo, mediante la aplicación de
métodos algebraicos polinomiales y transformaciones
bilineales, se validó la factibilidad de deducir soluciones
analíticas exactas para frentes de onda de tipo solitón.

Finalmente se concluye que estas estructuras complejas
son el resultado de una superposición no lineal de
sub-frentes de onda, cuyas velocidades intrínsecas están
determinadas de manera unívoca por las soluciones
basales del sistema.
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