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fácil pasar por las mismas rutas de personajes deslumbrantes del páıs e incluso mentes que

han dejado su huella en la humanidad, es llevar el mismo nombre de aquella institución de:

Marcel Roche, Augusto Pi Sunyer, Maritza Montero ó Pedro Rı́os Reyna.
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Introducción

La simetŕıa espejo, es una conjetura que proviene de la f́ısica, espećıficamente de la

identificación de modelos relacionados con la teoŕıa de cuerdas. Esta conjetura no era del

todo bien entendida, pues se supońıa que dos tipos de teoŕıas (de tipo A y de tipo B) daban

origen a invariantes equivalentes, pero en principio la naturaleza de estas teoŕıas era distinta,

luego, no estaba clara es qué sentido se considerba la equivalencia.

En 1994, Maxim Kontsevich propuso un acercamiento matemático a la conjetura de la

simetŕıa espejo, él propuso que la simetŕıa espejo consist́ıa en una equivalencia de categoŕıas

trianguladas constrúıdas desde diferentes aspectos de la geometŕıa de variedades Calabi-Yau

donde se definen las teoŕıas de tipo A y B, éstas se denominan variedades espejos. La métrica

de Calabi-Yau está determinada por una forma simpléctica y una estructura compleja, cada

pieza es una rama distinta de las matemáticas. En teoŕıas de tipo A, sólo nos preocupamos de

la estructura compleja y nos trasladaremos a la geometŕıa algebraica, y en las teoŕıas de tipo

B, sólo discutimos geometŕıa simpléctica. Luego, que ambas teoŕıas sean equivalentes quiere

decir, que las teoŕıas de deformación de ambas estructuras, las cuales están controladas por

categoŕıas trianguladas, son equivalentes.

Nuestro objetivo es seguir esta construcción, a fin de establecer un principio análogo para

el caso de un objeto que posea dos estructuras.

1



CAṔıTULO 1

Preliminares algebraicos

En este caṕıtulo daremos los conceptos básicos de las estructuras algebraicas que nece-

sitaremos a lo largo del trabajo, se empieza por conceptos esenciales de la teoŕıa como son

los de álgebra y módulo, dando algunos ejemplos interesantes, luego hacemos una revisión

de la teoŕıa de homoloǵıa y finalizamos con los conceptos y resultados básicos de la teoŕıa

de categoŕıa y categoŕıa derivada, las referencias que usaremos son [?].

1. Módulos y álgebras

Sea R un anillo conmutativo con unidad.

Definición 1.1. Un R-módulo a izquierda,(a derecha) es un grupo abeliano M junto

con una acción a izquierda,(respectivamente a derecha) de R

R×M → M ,(resp, M ×R → M),

tal que:

• r(a + b) = ra + rb,(resp (a + b)r = ar + br)

• (r + s)a = ra + sa, a, b ∈ M ,(resp a(r + s) = ar + as, a, b ∈ M)

• r(sa) = (rs)a r, s ∈ R,(resp (sa)r = a(rs) r, s ∈ R)

Ejemplos 1.2. • Si k es un cuerpo, un k-espacio vectorial es un k-módulo.

• Las matrices cuadradas (nxn) con entradas reales forman un anillo R, y el espacio

eucĺıdeano Rn es un módulo a izquierda sobre este anillo,si definimos la operación

de módulo mediante la multiplicación usual de matrices.

• Todo grupo abeliano es un z-módulo

Proposición 1.3. Si R y S son anillos ϕ : R → S un homomorfismo de anillos y M un

S-módulo, entonces M tiene estructura de R-módulo.

Definición 1.4. Sean M y N R-módulos. Una aplicación η : M → N es llamada una

apliación R-lineal si:

2



1. MÓDULOS Y ÁLGEBRAS 3

• η(m + m
′
) = η(m) + η(m′)

• η(am) = aη(m)

Para todo a ∈ R y m,m′ ∈ M

Denotamos por HomR(M, N) el conjunto de todoas las aplicaciones R-lineales de M en

N , y el caso particular M = N lo denotaremos por End(M).

Proposición 1.5. Si M es un R-módulo entonces End(M) tiene estructura de R-módu-

lo, End(M) es anillo y M es un End(M)-módulo .

Definición de álgebra, álgebra graduada etc.

Definición 1.6. Una álgebra de Lie A es un espacio vectorial sobre un cuerpo F junto

con una operación binaria [., .] : A × A → A llamada corchete de Lie, que satisface las

propiedades siguientes:

• Es bilineal, es decir, [ax+ by, z] = a[x, z] + b[y, z] y [z, ax+ by] = a[z, x] + [z, y] para

todo a, b en F y todo x, y, z en A.

• Satisface la identidad de Jacobi, es decir, [[x, y], z] + [[z, x], y] + [[y, z], x] = 0 para

todo x, y, z,∈ A

Un homomorfismo ϕ : A → B entre álgebras de Lie A y B sobre un mismo cuerpo, es

una función lineal, que satisface:

[ϕ(x), ϕ(y)] = ϕ([x, y])

Ejemplos 1.7. (1) Los campos vectoriales sobre una variedad diferenciable forman

un álgebra de Lie de dimensión infinita, donde el corchete de Lie se define de la

siguiente manera:

[X, Y ]f = (XY − Y X)
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(2) Sea (A, ∗) una álgebra asociativa, se puede dar una álgebra de Lie, donde el corchete

de define como:

[X, Y ] = (X ∗ Y − Y ∗X),esta operación conoce como el conmutador.

Definición 1.8. Una álgebra diferencial graduada A es una álgebra graduada junto con

una aplicación d : A → A la cual es de grado 1 o de grado -1 que satisface las siguientes

condiciones:

(1) d ◦ d = 0.

(2) d(a.b) = (da).b + (−1)|a|a.(db).

Dadas dos álgebras diferencilaes graduadas A y B, sea f : A → B una aplicación lineal,

diremos que es un morfismo de álgebra diferencial graduada si:

• f(xy) = f(x).f(y), ∀x, y ∈ A.

• f(ax) = af(x), ∀a ∈ F, ∀x ∈ A.

Ejemplos 1.9. • Las formas diferenciales sobre una variedad, junto con la deriva-

da exterior y el producto wedge es una álgebra diferencial graduada.

• La cohomoloǵıa singular con coeficientes en una anillo es una álgebra diferencial

graduada.

2. Álgebra homológica

Sea R un anillo conmutativo con identidad.

Definición 1.10. Un complejo de cadenas es un par (C•, {fn}) donde:

• C•={Ci}i∈I es una familia de R-módulos (en general C•= ⊕i∈IC
i como R-módulos)

donde I un conjunto totalmente ordenado.

• fn : Cn → Cn−1 es R-lineal ∀n.

• Se satisface la siguiente condición: ∀n

fn−1 ◦ fn = 0

Observación 1.11. Si las aplicaciones son de grado 1, es decir fn : Cn → Cn+1 y se

satisface la condición

fn+1 ◦ fn = 0

entonces decimos que el par (C•, {fn}) es un complejo de cocadenas.



2. ÁLGEBRA HOMOLÓGICA 5

Ejemplos 1.12. (1) Sea X un espacio topológico, definimos Sn(X) como el grupo

(abeliano) libre generado por todos los n-śımplices singulares T , es decir,

Sn(X) = 〈T : ∆n → X es cont́ınua 〉

donde ∆n = {(x0, ..., xn ∈ Rn+1 :
∑n

i=0 xi = 1)} . Definimos:

∂i : Sn(X) → Sn−1(X)

(∂iT ) (x0, ..., xn−1) = T (x0, ..., xi−1, 0, xi, ..., xn−1), ∀ i = 1, 2, ..., n

y definimos dn : Sn(X) → Sn−1(X) por

dnT =
n∑

i=0

(−1)i∂iT.

Se tiene que (Sn(X), dn)n≥0 es un complejo, y se denomina complejo simplicial

de X.

(2) Dada una álgebra (A,m) le asociamos el siguiente complejo: Cn
Hoch(A,M) = Hom(A⊗n,M),

el espacio de las aplicaciones n-lineales de A en M , donde M es un bimódulo. Se

define el diferencial de Hochschild ∂Hoch : Cn
Hoch(A,M) → Cn+1

Hoch(A, M) definido por:

∂Hoch(f)(a1, · · · , an+1) =

a1f(a2, · · · , an+1) +
n∑

i=1

(−1)if(a1, · · · , aiai+1, · · · , an+1) + (−1)nf(a1, · · · , an)an+1

De la asociatividad de la multiplicación se sigue que ∂2
Hoch = 0.

Dado que fn+1 ◦ fn = 0 para un complejo de cadenas, se tiene que Im(fn−1) ⊂ Ker(fn),

de igual forma para un complejo de cocadenas fn◦fn−1 = 0 implica que Im(fn+1) ⊂ Ker(fn).

Definición 1.13. Dado un complejo de (co)-cadenas (C ., fn) decimos que es exacto en

el término k-ésimo si para cada k fijo se tiene que:

Ker(fk)=Im(fk+1), (Ker(fk)=Im(fk−1)).

Si el complejo es exacto en cada término decimos que es aćıclico (ó exacto).
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Definición 1.14. Sean A• y B• dos complejos de cadenas, una aplicación de cadenas

f : A• → B• es una colección de homomorfismos fi : Ai → Bi tal que: fi−1 ◦ ∂ = ∂ ◦ fi, es

decir, ∀i, el siguiente diagrama conmuta:

· · · ∂ // Ai
∂ //

fi

²²

Ai−1
∂ //

fi−1

²²

· · ·

· · · ∂ // Bi
∂ // Bi−1

∂ // · · ·

Definición 1.15. Dado un complejo de (co)cadenas C•, se define el n-ésimo grupo de

homoloǵıa de C ., Hn(C), (de cohomoloǵıa, Hn(C)) como el cociente:

Hn(C) = Ker(fn)
Im(fn−1

(Hn(C) = Ker(fn)
Im(fn+1)

Proposición 1.16. Toda transformación de cadena f : C• → D• induce una aplicación:

H(f) : H•(C) → H•(D)

Definición 1.17. Una homotoṕıa de cadenas entre dos transformaciones f, g : C• → D•

es una familia hn : Cn → Dn+1 tal que:

dD.hn + hn−1.dC = fn − gn

Decimos que f y g son homotópicos si existe una homotoṕıa de cadenas entre ellos y en

este caso escrib́ımos f ' g.

Proposición 1.18. Si f ' g entonces H(f) = H(g)

Definición 1.19. Un quasi-isomorfismo entre dos complejos A• y B• es una aplicación

f : A• → B•, donde f induce un isomorfismo en (co)homoloǵıa.

3. Teoŕıa de categoŕıa

La teoŕıa de categoŕıas es una teoŕıa matemática que trata de forma abstracta con las

estructuras matemáticas y sus relaciones.

La teoŕıa de las categoŕıas fue introducida en Topoloǵıa algebraica, por Samuel Eilenberg

y Saunders MacLane.
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Los desarrollos subsiguientes de la teoŕıa fueron impulsados por las necesidades de com-

puto del Álgebra homológica y más tarde por las necesidad de axiomáticas en Geometŕıa

algebraica.

Definición 1.20. Una categoŕıa C consiste en los siguientes datos:

• Una clase de objetos Ob(C).

• Para cada par de objetos x, y ∈ Ob(C) un un conjunto de flechas o morfismos

ζ(x, y) = α : x → y.

• Una ley de composición:

◦ : ζ(x, y)× ζ(x, z) → ζ(x, z)

(x
α→ y, y

β→ z) 7−→ x
β◦α→ z

Estos datos están sujetos a los siguientes axiomas

(1) La composición es asociativa, si X
α→ Y

β→ Z
γ→ W , entonces

γ(βα) = (γβ)α.

(2) Para cada objeto X de C, existe un morfismo identidad idX : X → X tal que

α ◦ idX = α y idY ◦ α = α para todo α ∈ C(X, Y ).

Ejemplos 1.21. (1) C = Top, Obj(Top):= Espacios topológicos,y para cada par de

objetos C(x, y) = {f : x → y f es continua}.
(2) C = V ectk, Obj(V ectk)= k-espacios vectoriales, y para V, W ∈ Ob(V ect) se tiene

C(V, W ) = {T : V → W : T es lineal }.
(3) La categoŕıa dgVect. Los objetos de dgVect son pares (V, dV ) donde V es un

espacio vectorial Z-graduado y dV : V → V es una aplicación tal que d2
V = 0,

dados dos objetos en dgVect, (V, dV ) y (W,dW ) un morfismo entre ellos es una

transformación lineal T : V → W tal que T ◦ dV = dW ◦ T .

(4) La categoŕıa k-Alg. Los objetos de k-Alg son álgebras sobre un anillo conmuta-

tivo con unidad k y los morfismos son los homomorfismos de k-álgebras, con la

composición usual.

(5) Si C es una categoŕıa, entonces la categoŕıa opuesta Cop se define por:

• Ob(Cop) = Ob(C),
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• Cop(X,Y ) = C(Y, X).

La composición ∗ en Cop es β ∗ α = α ◦ β, donde ◦ es la composición en C.

Definición 1.22. Sean C y D categoŕıas. Un funtor F de C a D consiste de lo siguiente

(1) Una aplicación F : Ob(C) → Ob(D).

(2) Aplicaciones FXY : C(X, Y ) → D(F(X),F(Y )), para cada par de objetos X,Y ∈
Ob(C).

Estos datos deben satisfacer los axiomas

(1) FXX(idX) = idF(X)

(2) FXZ(βα) = FY Z(β)FXY (α).

Ejemplos 1.23. (1) El funtor identidad Id : C → C, que está dado por Id(X) = X

y Id(α) = α, para todo X ∈ Ob(C) y todo α ∈ C(X,Y ).

(2) Sea A ∈ Ob(C) fijo y consideremos el funtor Hom(A, ) : C →Set dado en objetos

por Hom(A,X) = C(A,X) y para ψ ∈ C(X, Y ) la aplicación Hom(A, )(ψ) ∈
Set(C(A,X), C(A, Y )), está dada por la composición con ψ a la izquierda, es decir

Hom(A, )(ψ)(α) = ψα.

(3) El funtor ”forget”(olvido) f : Top → Set, que env́ıa a cada espacio topológico en su

conjunto subyacente.

Definición 1.24. Una categoŕıa C admite sumas directas (finitas), si para cualquier

conjunto finito de objetos X1, ..., Xn ∈ Ob(C) existe un objeto X de C y un morfismo πi :

Xi → X tal que para cualquier otro objeto Y y morfismo fi : Xi → Y existe un único

morfismo f : X → Y tal que f ◦ πi = fi, para todo i.

Definición 1.25. Decimos que una categoŕıa C es aditiva si se satisface lo siguiente:

• ∀x, y ∈ Obj(C) se tiene una estructura de grupo abeliano en C(x, y) .

• La operación suma (+) que dota a C(X, Y ) con la estructura de grupo abeliano,es

distributiva con respecto a ◦C (La composición de la categoŕıa).

– f ◦ (g + h) = f ◦ g + f ◦ h∀f ∈ C(x, z)yg, h ∈ C(x, y).

– (f + g) ◦ h = f ◦ h + g ◦ h, ∀f, g ∈ C(y, z) y h ∈ C(x, y) .

• C admite sumas directas finitas.
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• Existe un objeto ”distinguido”, que denomiremos el objeto 0, tal que C(0, 0) = 0

(el grupo trivial), y se satisface ∀A ∈ C, C(A, 0) = 0 = C(0, A).

Ejemplos 1.26. • Grab:= Categoŕıas de grupos abelianos, donde la suma es la

suma directa usual.

• V ectK := Categoŕıas de espacios vectoriales.

Definición 1.27. Dada una categoŕıa aditiva C, un morfismo f ∈ C(X,Y ) es un monomor-

fismo (resp. epimorfismo) si para cualquier g ∈ C(Z,X) se tiene que fg = 0 implica que

g = 0 (resp. para cualquier g ∈ C(Y, Z) se tiene que gf = 0 implica que g = 0).

Definición 1.28. Dado un morfismo f : X → Y , el kernel de f es un objeto ker(f)

junto con un morfismo k : ker(f) → X tal que fk = 0 y si g ∈ C(Z,X) es tal que fg = 0,

entonces g = kh para alguna h ∈ C(Z, ker(f)). El cokernel es un objeto coker(f) y un

morfismo ck : Y → coker(f) tal que ckf = 0 y si g ∈ C(Y, Z) es tal que gf = 0, entonces

g = hck para alguna h ∈ C(coker(f), Z).

Definición 1.29. Una categoŕıa abeliana C es una categoŕıa aditiva tal que

(1) Cada morfismo tiene kernel y cokernel.

(2) Cada monomorfismo es el kernel de su cokernel y cada epimorfismo es el cokernel

de su kernel.

(3) Cada morfismo se expresa como la composición de un epimorfismo con un monomor-

fismo.

Definición 1.30. Sean F ,G : C → D funtores. Una transformación natural Φ de F a G
consiste de un sistema de morfismos ΦX ∈ D(F(X),G(X)), uno para cada objeto X ∈ Ob(C),

tal que para cada α ∈ C(X, Y ) el siguiente diagrama conmuta

F(X)
FX(α)

//

ΦX

²²

F(Y )

ΦY

²²

G(X)
GX(α)

// G(Y )

Si cada ΦX es un isomorfismo, decimos que Φ es una equivalencia natural y que los

funtores F y G son equivalentes.
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Ejemplos 1.31. (1) Para cada funtor F : C → D, el morfismo identidad ΦX =

idF(X) constituye una equivalencia natural de F consigo mismo.

(2) Sea A ∈ Ob(C) un objeto fijo y consideremos el funtor Hom(A, ) : C →Set.

Sean G : C →Set un funtor arbitrario y a ∈ G(A) un elemento fijo. Definimos

una transformación natural Φa de Hom(A, ) a G como sigue. Dado X ∈ Ob(C),

Φa
X : Hom(A,X) → G(X) está dado por

Φa
X(ψ) = G(ψ)(a).

Definición 1.32. Dos categoŕıas C y D se dicen equivalentes si existen funtores F1 :

C → D y F2 : D → C tal que F2 ◦ F1 y F1 ◦ F2 son funtores equivalentes a los funtores

identidad.

Definición 1.33. Consideremos R un anillo conmutativo con unidad y C una categoŕıa

abeliana. Decimos que C es una categoŕıa R-lineal si para todos A,B ∈ Ob(C) se tiene que

el espacio C(A,B) es un R-módulo.

Proposición 1.34. Sea ρ : S → R un homomorfismo de anillos y C una categoŕıa

R-lineal C, entonces C posee una estructura de categoŕıa S-lineal.

Demostración. Para todos A,B ∈ Ob(C) se tiene que el espacio C(A,B) es un S-

módulo con la acción dada por ρ, los morfismos de C como categoŕıa S-lineal son los morfismos

de C R-lineales compatibles de manera obvia con la acción de S sobre C(A, B). ¤

4. Categoŕıa derivada

Dada una categoŕıa abeliana A, podemos considerar la categoŕıa C(A) de complejos de

A, uno de los problemas de esta categoŕıa es que dos complejos quasi-isomorfos dan lugar a

la misma homoloǵıa, de modo que se presenta la necesidad de identificar todos los complejos

quasi-isomorfos, con este fin, definimos la categoŕıa derivada.

La categoŕıa derivada de A, D(A), se obtiene a partir de C(A) inviertiendo formalmente

todos los quasi-isomorfismos. De modo que D(A) es la localización de C(A) con respecto a la

clase de quasi-isomorfismos, a fin de describir este proceso formalmente se tiene la siguiente

definición,
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Definición 1.35. Una clase S de morfismos en una categoŕıa C se dice que forma un

sistema multiplicativo si satisface las siguientes condiciones:

(1) Para cada X ∈ Ob(C), idx ∈ S. Si s, t ∈ S entonces s ◦ t ∈ S (siempre que se pueda

componer).

(2)

(3)

.

Teorema 1.36. La clase de quasi-isomorfismos es un sistema multiplicativo en C(A) la

categoŕıa de complejos de A.

Definición 1.37. La categoŕıa derivada D(A) se define como sigue:

• Obj(D(A)) = Obj(C(A)).

• Los morfismo de D(A) son los morfismos de C(A) localizados por la clase de quasi-

isomorfismos.

5. Funtores derivados

Definición 1.38. Sea M un objeto de una categoŕıa abelianaA. Una resolución a derecha

de M es un complejo de cocadenas I• con I i = 0 para i ≤ 0 y un morfismo ξ : M → I•,

llamado morfismo de aumentación, de manera tal que:

0 → M
ξ→ I0 d→ I1 d→ I2 d→... (*)

es exacta. Si además cada I i es inyectivo, entonces se dirá que (*) es una resolución inyectiva

de M .

Para un objeto en una categoŕıa abeliana no necesariamente se tiene una resolución

inyectiva, formalmente diremos que A tiene sufiecientes objetos inyectivos si para cada objeto

A de existe un monomorfismo A → I con I inyectivo. Se tiene el siguiente

Lema 1.39. En una categoŕıa abeliana A; un objeto I es inyectivo si y sólo si el fun-

tor contravariante HomA(−, I) es exacto, es decir HomA(−, I) preserva sucesiones exactas

cortas.

Lema 1.40. Si una categoŕıa abeliana A tiene suficientes objetos inyectivos, entonces

todo objeto en A tiene una resolución inyectiva.
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Observación 1.41. De manera dual se tienen resultados sobre objetos proyectivos.

El método a seguir para obtener funtores derivados es el siguiente: Dada una resolución,

aplicamos el funtor contravariante de dos categoŕıas abelianas A y R, T : A → R tomamos

la homoloǵıa del complejo resultante y éste nos dá una secuencia de funtores, los cuales

llamamos ”funtores derivados”de T .

Definición 1.42. Sea T : A → B un funtor entre categorias abelianas, si A tiene

suficientes objetos inyectivos constrúımos el funtor derivado a derecha de T , RnT para (n ≥
0), como sigue: Si A ∈ Ob(A), escogemos una resolución inyectiva A → I• y se define:

RnT (A) = Hn(T (I•)) la homoloǵıa n-ésima del complejo T (I•).

Los objetos RnT (A) no dependen de la escogencia de la resolución inyectiva I• y cualquier

morfismo α : A → A′ se levanta naturalmente en el morfismo RnT (α) = α∗ : RnT (A) →
RnT (A′), haciendo de RnT un funtor contravariante de A en R.

SiA tiene suficientes objetos proyectivos T : A → R es un funtor entre categorias abeliano

exacto a derecha, entonces para cualquier resolución proyectiva x• → A de un objeto A de

A se tiene que T (x1) → T (x0) → T (A) → 0 es exacta. Por lo tanto L0T (A) = H0(T (X•)) ∼=
T (A).

De manera dual si A tiene suficientes objetos inyectivos; A → I• es una resolución

inyectiva de A y T es exacto a izquierda entonces 0 → T (A) → T (I0) → T (I1) es exacta y

por lo tanto R0T (A) = H0(T (I•)) ∼= T (A) .



CAṔıTULO 2

Fundamentos de Geometŕıa Diferencial

Este caṕıtulo está dedicado a revisar los aspectos básicos de geometŕıa diferencial. Comen-

zaremos revisando el concepto de variedad diferenciable, daremos las definiciones de fibrados

y de haces, ésta última definición es fundamental para concretar lo que más adelante desar-

rollaremos como la versión homológica de la simetŕıa espejo.

1. Variedades diferenciables

Definición 2.1. Dado un espacio topológico M , Hausdorff, segundo numerable, un atlas

sobre M es una colección de pares Q = {Ui, ϕi}i∈I tal que:

• ϕi : Ui → Rn es un homeomorfismo.

• La colección {Ui}i∈I cubre a M ; M =
⋃

i∈I Ui

Decimos que el atlas es diferenciable, si para cada par de cartas (Ui, ϕi) y (Uj, ϕj) se

tiene que ϕi ◦ ϕ−1
j y ϕj ◦ ϕ−1

i es diferenciable como funciones de Rn a Rn.

Figura 2.1. Cambio de carta

13
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Decimos que un atlas diferenciable Q = {Ui, ϕi}i∈I es maximal si cada carta (U,ϕ) tal

que:

• ϕ : U → Rn homeomorfismo.

• ∀(Ui, ϕi) ∈ Q se tiene que:

ϕi ◦ ϕ−1 y ϕ ◦ ϕ−1
i son C∞.

Entonces (U,ϕ) ∈ Q.

No todo atlas es maximal, sin embargo el siguiente teorema garantiza la existencia de un

atlas maximal, la demostración se puede ver en [??]

Teorema 2.2. Todo atlas está contenido en un atlas maximal.

Definición 2.3. Una variedad diferenciable es un espacio topológico M , Hausdorff, se-

gundo numerable junto con un atlas maximal.

Nota: En virtud del teorema 1.2 bastará considerar un atlas cualquiera y la estructura

de variedad la determinará el atlas maximal que lo contiene.

Ejemplos:

• La esfera n-dimensional es un ejemplo clásico de variedad diferenciable. Tomemos

las cartas Ui = {x ∈ S1 : xi ≥ 0} y Ui−1 = {x ∈ S1 : xi ≤ 0} Π : Ui → Rn ,

Π(x) = (x1, ..., xn)

Definición 2.4. Una aplicación f : M → N entre dos variedades diferenciables, decimos

que es diferenciable ó C∞ si para cualquier carta (uφ) sobre M y (v, ψ) sobre N la función

ψ ◦ f ◦ φ−1 es diferenciable C∞ como función de Rm en Rn.

Definición 2.5. Sea M una variedad diferenciable y γ : R → M una curva diferenciable

conγ(0) = p (γ necesita solo ser definida en un entorno de 0.) Sea f : U → R diferenciable

donde U es una vecindad abierta de p. Entonces la derivada direccional de f a lo largo de γ

en p es:

Dγ(f) = df(γ(t))
dt

∣∣∣
t=0

El operador es Dγ es llamado el vector tangente a γ en p.
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Definición 2.6. Un gérmen sobre una función diferenciable f en p ∈ M sobre una

variedad suave M es una clase de equivalencia f bajo la siguiente relación: f1 ≈ f2 ⇔
f1(x) = f2(x) para todo x en algún entorno de p.

Definición 2.7. Si M es una variedad diferenciable y p ∈ M , Tp(M) denota el espacio

vectorial de todos los vectores tangentes a gérmenes en p.

Definición 2.8. Si φ : M → N es una función diferenciable,entre dos variedades difer-

enciables, entonces se define el diferencial de φ en p ∈ M para ser la función:

φ∗ : Tp(M) → Tφ(p)(N)

dados por φ∗(Dγ) = Dφ◦γ

Definición 2.9. Una variedad n-dimensional junto con un atlas tal que, para dos cartas

cualesquieras φ, ψ en el atlas, el Jacobiano de la función cambio de cartas φ◦ψ−1 tiene deter-

minante positivo para todos los puntos del dominio, la variedad se denomina una variedad

orientada, el atlas maximal con esta propiedad se llama una orientación de la variedad.

2. Fibrado vectorial

Definición 2.10. Un fibrado vectorial E sobre una varieadad M consiste de una variedad

E y una aplicación diferenciable, llamada la proyección:

Π : E → M

Tal que E es localmente trivial, es decir:

Para cada cubrimiento abierto de la variedad U

U ×RK es difeomorfo a Π−1U , es decir:

ΦU : U ×Rk → Π−1U ΦU(p, y) ∈ Π−1(P )

Ejemplos 2.11. • Sea M una variedad, ϕ : U → Rn, U ⊂ M , TpM es el espacio

tangente en un punto p de M . Entonces el fibrado tangente es TM =
⋃

p∈M TpM .

En el caso en que M=S1 se tiene que TpM = R y el fibrado tangente seŕıa un

cilindro circular recto.

• El fibrado cotangente es un fibrado vectorial, la fibra en cada punto es el dual del

espacio tangente.
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Teorema 2.12. Si E y F son fibrados vectoriales sobre M entonces: E×F ,E⊗F , ∧.E

E + F son fibrados sobre M .

Definición 2.13. Un morfismo desde el fibrado vectorial π1 : E1 :→ M al fibrado

vectorial π2 : E2 :→ N vienen dada por las funciones cont́ınuas, tales que:

(1) gπ1 = π2f

E1

f
//

β

²²

E2

α

²²
M

g
// N

(2) Para cada x en X1, la función π−1
1 (x) → π−1

2 (g(x)) inducida por f una transforma-

ción ĺıneal entre espacios vectoriales. La composisicón de morfismos, es un morfismo.

Dado un fibrado vectorial π : E → X y un subconjunto abierto U de X, podemos

considerar las secciones suaves de π en U , es decir funciones diferenciables s : U → E con

πs = idU .

En este caso decimos que la sección es local, si la aplicación s : M → E tal que π ◦ s = id

entonces decimos que la sección es global. Denotaremos el espacio de secciones locales por

Γ(U,E) y las secciones globales por Γ(M, E).

Ejemplos 2.14. (1) Γ(M, TM):= El espacio de campos vectoriales sobre M .

(2) Γ(M, ΛTM∗) = Ω(M):= El espacio de formas diferenciales sobre M .

(3) Γ(M, ΛTM):= El espacio de policampos vectoriales sobre M .

3. Variedad Compleja

Definición 2.15. Una variedad diferenciable que admite un cubrimiento abierto {Uα}
y una aplicación de coordenadas ϕα ◦ ϕ−1

β tal que: ϕα : Uα → Cn es holomorfa sobre:

ϕβ(Uα ◦ Uβ) ⊂ Cn ∀a, b

se denomina variedad compleja.

Ejemplos:
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(1) Sea C = C ∪ ∞ y sea f(z) = z donde z pertenece a S/∞ y g(z) = 1
z

donde z

pertenece a S/0 y 1/∞ se define como 0, como se definen estas funciones f y g son

cartas compatibles y f, g es un atlas para S donde S se conoce como la esfera de

Riemann.

(2) Toda superficie de Riemann es una variedad compleja.

Teorema 2.16. Una variedad quasi-compleja (M,J), es una variedad M diferenciable

donde J es una aplicación tal que: J : TxM → TxM y se satisface que: J2 = I

Definición 2.17. Una variedad compleja M de dimensión n es un espacio topológico

Hausdorff M , junto con un atlas complejo A = {(Uα, ϕα) : α ∈ Λ} de pares (Uα, ϕα) donde

para cada α,

(1) Uα es un abierto de M y ∪αUα = M .

(2) ϕα es un homeomorfismo de Uα sobre un abierto de Cn.

(3) Para todo Uα, Uβ con Uα ∩ Uβ 6= ∅, la aplicación entre abiertos de Cn,

ϕα ◦ ϕ−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) → ϕα(Uα ∩ Uβ),

es biholomorfa, es decir, holomorfa, invertible y con inversa holomorfa.

(4) A es maximal con respecto a la propiedad anterior, esto es si (U,ϕ) es tal que para

Uα ∩ U 6= ∅ la aplicación ϕα ◦ ϕ−1es biholomorfa, para todo (Uα, ϕα) ∈ A, entonces

(U,ϕ) ∈ A.

Al atlas complejo A también se le denomina estructura holomorfa sobre M . Clara-

mente una variedad compleja M de dimensión n posee una estructura de variedad diferen-

ciable real de dimensión 2n.

Ejemplos.

(1) El espacio de n-tuplas complejas Cn posee de manera canónica una estructura de

variedad compleja.

(2) El espacio complejo proyectivo CPm se puede definir como el conjunto de rectas

complejas de Cm+1. Si definimos la relación de equivalencia sobre Cm+1 − {0} por:

(z0, ..., zm) ∼ (αz0, ..., αzm), ∀ α ∈ C − {0},
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entonces CPm = (Cm+1−{0})/ ∼. Denotamos la clase de equivalencia de (z0, ...zm)

por [z0, ..., zm]. Consideremos el cubrimiento de abierto {Ui}, con i = 0, ..., m, de

CPm definido por:

Ui := {[z0, ..., zm]|zi 6= 0}
y las aplicaciones ϕi : Ui → Cm,

ϕi([z0, ..., zm]) = (
z0

zi

, ...,
zi−1

zi

,
zi+1

zi

, ...,
zm

zi

).

Es fácil calcular ϕi ◦ ϕ−1
j :

ϕi ◦ ϕ−1
j (w1, ..., wm) = (

w1

wi

, ...,
wi−1

wi

,
wi+1

wi

, ...,
wj

wi

,
1

wi

,
wj+1

wi

, ...,
wm

wi

),

la cual es holomorfa sobre su dominio de definición, pues wi 6= 0, ∀i.

Definición 2.18. Sea M una variedad compleja. Una función f : M → Cn es holomorfa

si f ◦ϕ−1
α es holomorfa para cada (Uα, ϕα) ∈ A. Una aplicación biholomorfa ϕ = (z1, ..., zn) :

U ⊂ M → ϕ(U) ⊂ Cn se denomina un sistema de coordenadas holomorfas sobre U ,

una función f : M → N de variedades complejas es holomorfa, si lo es en términos de

coordenadas holomorfas sobre N , esto es, el siguiente diagrama

M
f

//

ϕ

²²

N

φ
²²

Cm

φ◦f◦ϕ−1

// Cn

conmuta, para sistemas de coordenadas holomorfos ϕ y φ.

Dada una variedad compleja M y z ∈ M , el espacio tangente a M en z se define por

TC,zM = T<,zM ⊗< C,

donde T<,zM es el espacio tangente a M en z considerando a M como una variedad real. Se

tiene,

TC,zM = C
〈

∂

∂zi

,
∂

∂z̄i

〉
.

donde,
∂

∂zi

:=
1

2

(
∂

∂xi

− i
∂

∂yi

)
,

∂

∂z̄i

:=
1

2

(
∂

∂xi

+ i
∂

∂yi

)
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Si consideramos T
(1,0)
z M = C 〈∂/∂zi〉 ⊂ TC,zM , llamado el espacio tangente holomorfo a

M en z y T
(0,1)
z M = C 〈∂/∂z̄i〉 ⊂ TC,zM llamado el espacio tangente anti-holomorfo a M en

z, claramente se tiene

TC,zM = T (1,0)
z M ⊕ T (0,1)

z M.

Definición 2.19. Dada una variedad diferencial M , una estructura casi-compleja J

sobre M es un endomorfismo J : TM → TM tal que J2 = −Id. Decimos que el par (M,J)

es una variedad casi-compleja.

Lema 2.20. Toda variedad compleja es una variedad casi-compleja.

Demostración. Sea M una variedad compleja de dimensión n. Para cada X ∈ T<,zM ,

escogemos (Uα, ϕα) ∈ A, el atlas complejo de M , con z ∈ Uα y definimos:

JUα(X) = ϕ−1∗
α ◦ jn ◦ ϕ∗α(X).

donde jn es la multiplicación por i en Cn; veamos que esta definición no depende de la carta

escogida.

Si tomamos otro (Uβ, ϕβ) ∈ A que contiene a z, entonces ϕαβ = ϕα ◦ ϕ−1
β es holomorfa,

y ϕα = ϕαβ ◦ ϕβ, aśı

JUβ
(X) = ϕ−1∗

β ◦ jn ◦ ϕ∗β(X) = ϕ−1∗
β ◦ jn ◦ (ϕβα ◦ ϕα)∗(X)

= ϕ−1∗
β ◦ jn ◦ ϕ∗βα ◦ ϕ∗α(X) = ϕ−1∗

β ◦ ϕ∗βα ◦ jn ◦ ϕ∗α(X)

= ϕ−1∗
α ◦ jn ◦ ϕ∗α(X) = JUα(X),

lo que muestra que JU no depende de U, de modo que la colección de los JU es un tensor J

en TM bien definido. Claramente se tiene J2 = −Id. ¤

Consideramos el espacio tangente complejo a M , TCM := T<M ⊗ C y extendemos los

endomorfismos reales y operadores diferenciales de TM a TCM por C-linealidad. Consider-

amos los subespacios de TCM , T (1,0)M y T (0,1)M . El siguiente lema algebraico es sencillo de

demostrar.
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Lema 2.21. Se tiene

(a) T (1,0)M = {X − iJX|X ∈ TM} y (b) T (0,1)M = {X + iJX|X ∈ TM}.

Recordemos que dada una variedad diferencial M , una distribución sobre M , es un

conjunto de subespacios Dp de TpM , para cada p ∈ M y que una distribución es integrable

si para cada para de campos vectoriales X,Y tales que Xp, Yp ∈ Dp se tiene que [X, Y ]p ∈ Dp.

Se tiene puede ser enunciado como sigue:

Teorema 2.22 (Newlander-Nirenberg). Sea (M,J) una variedad casi-compleja. La es-

tructura casi compleja J proviene de una estructura holomorfa en M si y sólo si la distribu-

ción T (0,1)M es integrable.

Definición 2.23. Una estructura casi-compleja que proviene de una estructura holo-

morfa se llama una estructura compleja.

Sea M una variedad compleja, de manera análoga al caso de variedades diferenciables,

consideramos Ωk(M) el espacio de las k-formas con valores complejos sobre M . Consideramos

el espacio dual T ∗
C,zM de TC,zM ; usando la descomposición TC,zM = T

(1,0)
z M ⊕ T

(0,1)
z M

obtenemos

T ∗
C,zM = T (1,0)∗

z M ⊕ T (0,1)∗
z M

y esto induce una descomposición

k∧
T ∗
C,zM =

⊕

p+q=k

(

p∧
T (1,0)∗

z M ∧
q∧

T (0,1)∗
z M).

De manera que podemos escribir

Ωk(M) =
⊕

p+q=k

Ωp,q(M)

donde

Ωp,q(M) = {ω ∈ Ωk(M) : ω(z) ∈
p∧

T (1,0)∗
z M ∧

q∧
T (0,1)∗

z M, ∀z ∈ M}.
Diremos que una forma ω ∈ Ωp,q(M) es de tipo (p, q) o simplemente una (p,q)-forma.

Denotamos por πp,q la proyección πp,q : Ω•(M) → Ωp,q(M), de modo que para ω ∈ Ωp,q(M)

y z ∈ M ,

dω(z) ∈ (

p∧
T (1,0)∗

z M ∧
q∧

T (0,1)∗
z M) ∧ T ∗

C,zM
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donde d es el diferencial de De Rham, es decir

dω ∈ Ωp+1,q(M)⊕ Ωp,q+1(M).

Definimos los operadores de Dolbault:

∂̄ : Ωp,q(M) → Ωp,q+1(M) ∂ : Ωp,q(M) → Ωp+1,q(M)

por

∂̄ = πp,q+1 ◦ d y ∂ = πp+1,q ◦ d.

Como d = ∂ + ∂̄ y d2 = 0, tenemos que ∂∂ = 0, ∂̄∂̄ = 0 y ∂∂̄ = −∂̄∂.

En términos de coordenadas holomorfas ϕ = (z1, ..., zn), una k-forma ω ∈ Ωk(M) de tipo

(p, q) se puede escribir como:

ω(z) =
∑

]I=p
]J=q

ϕIJ(z, z̄)dzI ∧ dz̄J ,

donde, ]I significa la cardinalidad del conjunto I y para I = {i1 < ... < ip} se tiene

dzI = dzi1 ∧ ... ∧ dzip .

Los operadores ∂ y ∂̄ están dados por:

∂̄ω(z) =
∑
I,J,j

∂

∂z̄j

ϕIJ(z, z̄)dz̄j ∧ dzI ∧ dz̄J

∂ω(z) =
∑
I,J,j

∂

∂zj

ϕIJ(z, z̄)dzj ∧ dzI ∧ dz̄J

Definición 2.24. Sea M una variedad compleja y π : E → M un fibrado vectorial

complejo sobre M (i.e. para cada x ∈ M la fibra π−1(x) es un espacio vectorial complejo).

Decimos que E es un fibrado vectorial holomorfo si existe una trivialización con funciones

de transición holomorfas. Es decir, existe un cubrimiento abierto {Uα} de M y para cada Uα

un difeomorfismo ϕα : π−1(Uα) → Uα × Ck tal que el siguiente diagrama conmuta:

π−1(Uα)
ϕα

//

π

²²

Uα × Ck

p1
yyrrrrrrrrrrr

Uα
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y para cada par de abiertos Uα y Uβ que se intersectan se tiene que

ϕα ◦ ϕ−1
β (x, v) = (x, gαβ(x)v),

donde gαβ : Uα ∩ Uβ → Glk(C) ⊂ Ck2
son funciones holomorfas.

Ejemplos.

(1) El fibrado tangente de una variedad compleja M de dimensión m es holomorfo.

Para ver esto, tomamos el atlas holomorfo A = {(Uα, φα)} de M y definimos ϕα :

TM |Uα → Uα×Cm por ϕα(Xx) = (x, (φα)∗(X)). Las funciones de transcición gαβ =

(φα)∗ ◦ (φβ)−1∗ son holomorfas.

(2) Sea M una variedad compleja, los fibrados cotangente y Λp,0M son holomorfos. De

hecho, usando de nuevo un atlas holomorfo de la variedad M , podemos trivializar

a Λp,0M localmente, la regla de la cadena

dzα1 ∧ .... ∧ dzαp =
∑

β1,...,βp

∂zα1

∂wβ1

...
∂zαp

∂wβp

dwβ1 ∧ ... ∧ dwβp

muestra que las funciones de transición son holomorfas.

Para cada fibrado complejo π : E → M , se define el fibrado Λp,qE := Λp,qM ⊗ E de

formas E-valuadas sobre M de tipo (p, q), hacemos

Ωp,q(M ; E) = Γ(M, Λp,qE) := (p,q)-formas de M con valores en E.

Un elemento t́ıpico ω ∈ Ωp,q(M ; E) es de la forma

ω =
∑

i

ωi ⊗ ei

donde {ei} es una base local para E y ωi ∈ Ωp,q(M). Nótese que los fibrados Λp,qM no son

en general fibrados holomorfos para q 6= 0.

Definición 2.25. Sea π : E → M un fibrado vectorial complejo. Una estructura

holomorfa sobre E, es una familia de operadores ∂ε : Ωp,q(M ; E) → Ωp,q+1(M ; E), donde

p, q ∈ {1, · · · , n}, tal que:

(1) ∂ε ◦ ∂ε = 0

(2) ∂ε(u ∧ α) = ∂(u) ∧ α + (−1)p+qu ∧ ∂ε(α); u ∈ Ωp,q(M), α ∈ Ω•(M ; E)
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Proposición 2.26. Un fibrado vectorial complejo π : E → M es holomorfo si y sólo si

posee una estructura holomorfa ∂ε.

4. Variedad Simpléctica

Definición 2.27. Una variedad simpléctica es un par (M,ω) donde M es una variedad

diferenciacle y ω es una 2-forma de M tal que:

(1) dω = 0

(2) ω es no-degenerada, ie, si ω(a, b) = 0 para todo b, entonces a = 0

Definición 2.28. Una subvariedad Lagrangiana de una variedad simpléctica (M, ω) es

una subvariedad cerrada L de M de dimensión dim(M)/2 tal que ω |L= 0

5. Haces

Se definirán en dos pasos, primero introduciremos el concepto de prehaz, y luego le

agregaremos un axioma a esta definición (el llamado axioma de pegado).

Definición 2.29. Sea X un espacio topológico, C una categoŕıa (por lo general una

categoŕıa de conjuntos,de anillos conmutativos ó grupos abelianos) un prehaz F de objetos

en C sobre X es:

• Para cada conjunto abierto U en X, existe un objeto F (U) en C.

• Para cada inclusión de conjuntos abiertos V ⊂ U , existe un morfismo F (U) → F (V )

en la categoŕıa C.

• Para cada conjunto abierto U en X, tenemos i : u → u : u = idF (U) (la inclusión de

U en U es la identidad.)

• Dados cualquiera tres conjuntos abiertos W ⊂ V ⊂ U , tenemos i : u → uV,W ◦ i :

u → uU,V = i : u → uU,W

Esta definición puede darse en términos de teoŕıa de categoŕıas. Se define la categoŕıa

de los conjuntos abiertos sobre X, como la categoŕıa TopX cuyos objetos son los conjuntos

abiertos de X y cuyos morfismos son las inclusiones. TopX es entonces la categoŕıa corre-

spondiente al orden parcial ⊂ sobre los conjuntos abiertos de X. Un C-prehaz sobre X es

un funtor contravariante desde TopX a C.

Si C es una categoŕıa concreta, entonces cada elemento de F (U) es llamado una sección.
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Los haces son prehaces sobre los cuales las secciones sobre conjuntos abiertos pueden ser

pegadas para dar secciones sobre abiertos más grandes. Se establacen secciones para que C

sea una categoŕıa concreta. Sea U la unión de la colección de los conjuntos abiertos {Ui}.
Para cada Ui es fi, es decir, resU,Ui

(f)= fi

Si las fi representan funciones, estamos diciendo que cualquiera de ellas conincidirá con

alguna en donde se solapen.

El axioma de haz enuncia que podemos obtener con los fi una sección f sobre U cuya

restricción a cada Ui es fi, es decir resU,Uj
(f) = fi

Notamos que podemos escribir los objetos y los morfismos como:

F (U) → ∏
i F (Ui) ⇒

∏
i F (Ui ∩ Uj)

La primera aplicación aqúı es el producto de las aplicaciones restricción resU,Ui
: F (U) →

F (Ui) y cada par de flechas representa las dos restricciones resUi,Ui∩Uj
: Ui → Ui ∩ Uj,

resUj ,Ui∩Uj
: Uj → Ui ∩ Uj

La condición de que F sea haz es exactamente a la que F (U) es el ĺımite del resto del

diagrama, aśı debemos reescribir la noción de de recubrimiento,

∏
i,j Ui ∩ Uj →

∏
i Ui → U

La condición de que U es la unión de los Ui es la de U el coĺımite del resto del diagrama.

El axioma de pegado es ahora el que F torna todos los coĺımtes en ĺımites.

Ejemplos.

(1) Para cada conjunto abierto U en X, sea F (U) el conjuunto de todas las aplicaciones

f : U → E tales que π(f(x)) = x para todo x en U , tal función es llamada sección

de π, donde F es un haz de conjuntos sobre X.

(2) Cualquier fibrado vectorial proporciona un haz de conjunto, identificando las sec-

ciones.

Definición 2.30. Un haz coherente sobre une espacio anillado (X, O) es un haz F de

OX-módulos con las siguientes dos propiedades:

(1) Para algún punto en x ∈ X existe una vecindad abierta U ⊂ X tal que la resolución

inyectiva F | U de F a U es generado por un número finito de secciones cualesquiera

(2) Para cualesquiera conjuntos abiertos U ⊂ X, cualquier n ∈ N y algún morfismo

φ : On
X | U → F | U de OX-módulos, el kernel de φ es de rango finito.
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Un ejemplo de un haz coherente son los haces de las secciones sobre un fibardo vectorial.

Otra definición de haz(esta la pongo porque no se cual dejar)

A continuación se introducirán varias operaciones de tipo algebraico sobre el concepto

de haz a introducir.

Una noción importante antes de introducir el concepto de haz, se introducirá el concepto

de ”prehaz”(de grupos abelianos) sobre un espacio topológico X. Un prehaz A sobre X es

una función que asigna, a cada subconjunto abierto U ⊂ X, un grupo abeliano A(U) y que

asigna, para el par U ⊂ X de conjuntos abiertos, un homomorfismo (llamado la restricción)

i : U → V : A(V ) → A(U) donde i : U → U = 1 y i : U → V, i : V → W = i : U → W

cuando U ⊂ V ⊂ W , si usamos la terminoloǵıa usual,enunciamos la siguiente definición:

Definición 2.31. Sea X un espacio topológico. Un ”pre-haz”A (de grupos abelianos)

sobre X es un funtor contravariante que parte de la categoŕıa de conjuntos abiertos de X

y inclusiones a la categoŕıa de grupos abelianos. En general se puede definir un pre-haz

con valores en una categoŕıa arbitraria. Si cada A(U) es un anillo y rU,V es el anillo de

homomorfismos, sobre X y si suponemos que B es un pre-haz sobre X tal que cada B(U)

es un A(U)−modulo y que rU,V : B(V ) → B(U) son homomorfismos de módulos, entonces

decimos que B es un A-módulo.

Es usual referirnos a los elementos de A(U) como ”secciones de A sobre U”. Si s ∈ A(V ) y

U ⊂ V , donde usaremos la notación s|U , s restricto a U para rU,V (s) y llamarla la restricción

de s a U”.

Ejemplo:

Si M es un grupo abeliano, entonces existe un ”pre-haz constante”A con A(U) = M para

todo U y rU,V = 1 para todo U ⊂ V .

Definición 2.32. Un ”haz”(de grupos abelianos) sobre X es un par (A, π) donde:

Sea: A∆A el subespacio de A×A que consiste en todos los pares 〈α, β〉 con π(α) = π(β).

Entonces la función A∆A → A tomando 〈α, β〉 → A α−β es continúo.De forma equivalente

α → −α de A → A es continúo y 〈α, β〉 → α + β de A∆A → A .



CAṔıTULO 3

Simetŕıa espejo homológica

1. Variedades Calabi-Yau

Definición 3.1. Sea M una variedad de Riemann con una estructura quasi-compleja J

y una métrica g. Decimos que g es Hermitiano con respecto a la estructura quasi-compleja

J si: g(X,Y ) = g(JX, JY ) para todos los campos vectoriales X y Y

Teorema 3.2. Sea (M, J, g) una variedad compleja, con estructura compleja J , una

métrica Riemaniana-Hermitiana g, ω la forma Hermitiana asociada y ∆ la conexión de

Levi-Cività. Las siguientes condiciones son equivalentes:

• ∆ω = 0

• ∆J = 0

• dω = 0

Definición 3.3. Cualquier variedad de Riemann compleja (M, J, g) que satisfaga al

menos una de las condiciones del teorma anterior es una variedad de Kahler.

Ejemplos:

(1) El espacio eucĺıdeano complejo Cn con la métrica hermı́tica estándar es una variedad

de Kahler.

(2) Cada superficie de Riemann es una variedad de Kahler, puesto que la condición de

que ω sea cerrado es trivial en dos dimensiones (reales).

Teorema 3.4. Sea M una variedad de Kahler compacta de dimensión par, entonces los

siguientes puntos son equivalentes:

• El fibrado tangente es trivial.

• M tiene estructura holomorfa.

• M es curvatura de Ricci

• La primera integral de clase de Chern c1(M) de M desaparece.

26
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• M tiene métrica de Kahler con holonomı́a global contenida en SU(n).

Entonces se define una variedad de Calabi-Yau si M es una variedad de Kahler que

satisface cualquiera de las condiciones (equivalentes) del teorema anterior.

Ejemplo:

Una Variedad de Calabi-Yau 1-dimensional es una curva eĺıptica compleja, en particular

una algebraica.

2. Teoŕıa de Deformación

Definición 3.5. Sea k un cuerpo de caracteŕıstica cero, un anillo de Artin (AR) sobre

k es un anillo R conmutativo, local tal que R/R+ = K donde R+ es el único ideal maximal

de R.

Definición 3.6. Sea A un objeto con una estructura algebraica. Decimos que una de-

formación de A es una estructura algebraica. Una deformación de A es un aestructura AR,

del mismo tipo que A, tal que AR

R+A
es isomorfa a A.

Cuando AR = A ⊗ R y R = R[[t]], entonces decimos que la llamada deformación es

formal,si R[t]
t2

,entonces decimos que la deformación es infinitesimal.

Definición 3.7. Sea A una álgebra asociativa, una deformación formal de A, está dada

por una álgebtra At junto con una serie formal F
∑

n≥0 fnt
n con coeficientes en Hom(A ⊗

A,A) tal que F es el producto en At y (A0, f0) es la álgebra A junto con su producto.

Ejemplo: Sea A = C[x, y]/(y2 − x3) y At = C[x, y, t]/(y2 − x3 − x2t).

Definición 3.8. Sea A una álgebra asociativa, una deformación infinitesimal de A,está da-

da por una álgebra At junto con una aplicación F = f0+tf1 con t2 = 0 y f1 ∈ Hom(A⊗A,A),

tal que F es el producto en At y (A0, f0) es la álgebra A junto con su producto.

La cohomoloǵıa de Hochschild controla las deformaciones infinitesimales.

3. Álgebras y módulos A∞

Definición 3.9. Sea A• un k-módulo Z-graduado. Una estructura de álgebra A∞ sobre

A• está dada por una coderivación δ de grado 1 sobre T (A[1]), tal que δ2 = 0.
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Si denotamos por mk la componente en Hom((A[1])⊗k, A[1]) de δ, entonces la condición

δ2 = 0 se puede escribir como:

∑
r+s+t=n

(−1)(r+1+t)rmr+1+t(1
⊗r ⊗ms ⊗ 1⊗t) = 0

Equivalentemente, podemos definir las algebras A∞ de la siguiente forma

Definición 3.10. Una estructura de álgebra A∞ sobre A• está dada por una familia de

homomorfismos mk : (A[1])⊗k → A[1] de grado 1 tal que la coderivación δ de grado 1 sobre

T (A•[1]) (dada por el Lema ??) satisface δ2 = 0, es decir

∑
r+s+t=n

(−1)(r+1+t)rmr+1+t(1
⊗r ⊗ms ⊗ 1⊗t) = 0.

En particular se tiene que m2
1 = 0, por lo tanto este es un diferencial sobre A•, de modo

que definimos la cohomoloǵıa del álgebra A∞ (A•, δ), como la cohomoloǵıa del complejo

(A•, m1).

Ejemplos 3.11. Sea (A•,m, d) una adg, si hacemos

m1(x) = (−1)x̄dx, m2(x, y) = (−1)x̄(ȳ+1)m(x, y)

y mk = 0 para k ≥ 3; entonces la familia {mk} determina una estructura de algebra A∞

sobre A•.

Definición 3.12. Sean (A•, δA) y (B•, δB) dos álgebras A∞, un A∞-morfismo f : (A•, δA) →
(B•, δB) es un homomorfismo de coálgebras f : T (A[1]) → T (B[1]) tal que fδA = δBf .

Definición 3.13. Decimos que dos álgebras A∞, (A•, δA) y (B•, δB) son quasi-isomorfas

si existe un A∞-morfismo que induce isomorfismo en cohomoloǵıa.

La demostración del siguiente teorema se puede hallar en [?]

Teorema 3.14. Sea (A•, δ) un álgebra A∞. Entonces la cohomoloǵıa H•(A) tiene una

estructura de álgebra A∞, tal que:

(1) m1 = 0 y m2 es inducido por mA
2 .



4. DEFORMACIONES DE ÁLGEBRAS A∞ 29

(2) Existe un quasi-isomorfismo de álgebras A∞, H•(A) → A• que levanta la identidad

de H•(A).

Definición 3.15. Sean f, g : (A•, δA) → (B•, δB) dos A∞-morfismos, decimos que f y g

son homotópicos si existe una aplicación h : T (A[1]) → T (B[1]) de grado -1 tal que

∆h = f ⊗ h + h⊗ g y f − g = δBh + hδA.

Definición 3.16. Un A∞-morfismo f : (A•, δA) → (B•, δB) es una equivalencia ho-

motópica si existe un A∞-morfismo g : (B•, δB) → (A•, δA) tal que las composiciones fg y

gf son homotópicas a la identidad. Dos álgebras A∞ son homotópicamente equivalentes se

existe una equivalencia homotópica entre ellas.

El siguiente teorema es útil para demostrar que un A∞-morfismo es una equivalencia

homotópica, su prueba puede verse en [8, 11]

Teorema 3.17. Para A∞-morfismos se tienen los siguientes resultados:

(1) La relación de homotoṕıa es una relación de equivalencia en el conjunto de A∞-

morfismos.

(2) Un A∞-morfismo es un quasi-isomorfismo si y sólo si es una equivalencia homotópi-

ca.

Definición 3.18. Sea A una álgebra A∞

Un módulo A∞ es un espacio graduado M junto con la aplicación:

bn : SM ⊗ (SA)⊗n−1 → SM,n ≥ 1,

es homogénea de grado 1.

4. Deformaciones de álgebras A∞

Como antes, sea k un cuerpo y sea R un anillo local tal que k ∼= R/R+.

Definición 3.19. Sea (A•, δA) un álgebra A∞, una deformación de (A•, δA) sobre R es

un par ((A•
R, δAR), iA) tal que (A•

R, δAR) es un álgebra A∞ sobre R e iA : A•
R/R+A•

R → A•

es un isomorfismo de álgebras A∞.
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De nuevo, esto es equivalente a que δAR se proyecte a δA bajo la proyección natural

π : A•
R → A•

R/R+A•
R ∼= A•.

Cuando A•
R = A• ⊗R, se débe tener δAR = δA + e donde e ∈ Coder(T (A• ⊗R+[1])), o

equivalentemente e ∈ Coder(T (A•[1])⊗R+), de grado 1. La condición δN
AR = 0 implica que

0 = δ2
AR

= (δA + e)2

= δAe + eδA + e2

= δEnd(T (A[1]))(e) + e2

De modo que e debe satisfacer la ecuación de Maurer-Cartan.

Definición 3.20. Sea (A•, δA) una A∞-álgebra sobre R y sean (A•
R, δA•R , iA), (B•

R, δB•R , iB)

deformaciones de (A•, δA) sobre R. Decimos que (A•
R, δA•R , iA) es isomorfa a (B•

R, δB•R , iB) si

existe un A∞-isomorfismo Φ : A•
R → B•

R tal que el isomorfismo inducido Φ̄ : A•
R/R+A•

R →
B•
R/R+B•

R satisface iBΦ̄ = iA.

Definición 3.21. Definimos el funtor de deformación DefA : Artin → Set asociado a

A•. El functor DefA está dado por:

(1) Sea R ∈ Ob(Artin). DefA(R) es el conjunto de todas las clases de isomorfismo de

las deformaciones de A• sobre R.

(2) Sea ϕ ∈ MorArtin(R,R′) y sea A•
R una deformación de A• sobre R. Hacemos

DefA(ϕ)(A•
R) = A•

R ⊗R′.

Es fácil ver que DefA es un functor formal de moduli.

Sean (A•, δ) una A∞-álgebra, b ∈ A1 ⊗R, denotemos por

eb =
∑

k≥0

b⊗k

y para un elemento no-homogéneo a ∈ T (A•[1]) denotaremos por

m(a) = m1(a1) + m2(b1, b2) + m3(c1, c2, c3) + ...

donde a = a1 ⊕ (b1 ⊗ b2)⊕ (c1 ⊗ c2 ⊗ c3)⊕ · · · .
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Definimos eb ∈ Coder(T (A•[1]) ⊗ R+) como la coderivación que generan los morfismos

{mb
n} definidos por

mb
1(a) = m(eb, a, eb)

mb
n(a1, ..., an) = m(eb, a1, e

b, a2, ..., an−1, e
b, an, e

b)

eb es la coderivación asociada al elemento b, se tiene que (A• ⊗R+, eb) es una deformación

de (A•, δA) si m(eb) = 0. Este hecho se sigue del siguiente resultado

Proposición 3.22. mb
1m

b
1 = 0 si y sólo si m(eb) = 0, y en general

∑
r+s+t=n

(−1)(r+1+t)rmb
r+1+t(1

⊗r ⊗mb
s ⊗ 1⊗t) = 0

si y sólo si m(eb) = 0.

Demostración.

mb
1(m

b
1(a)) = mb

1(m(eb, a, eb))

= m(eb,m(eb, a, eb), eb)

= ±m(m(eb, eb), a, eb, eb)±m(eb, eb, a, m(eb, eb))

= ±m(m(eb), a, eb)±m(eb, a, m(eb)).

La segunda parte de la proposición se demuestra de manera análoga. ¤

Llamamos a m(eb) = 0 la ecuación de Maurer-Cartan y decimos que un elemento b ∈
A1 ⊗R+ es un elemento de Maurer-Cartan de A• ⊗R si eb satisface m(eb) = 0.

Definición 3.23. Definimos el funtor de Maurer-Cartan MC(A) : Artin → Set asoci-

ado al álgebra A∞ (A•, δA), el funtor MC(A) está dado por:

(1) Sea R un objeto de Artin. MC(A)(R) es el conjunto de todos los elementos de

Maurer-Cartan de A• ⊗R.
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(2) Si ϕ : R → R′ es un morfismo en Artin y b es un elemento de Maurer-Cartan de

A• ⊗ R, entonces (1 ⊗ ϕ)(b) es un elemento de Maurer-Cartan de A• ⊗ R′. Aśı se

obtiene una aplicación ϕ∗ de MC(A)(R) en MC(A)(R′).

MC(A)(R) es un funtor formal de moduli. Sin embargo el conjunto MC(A)(R) es usual-

mente demasiado grande, de manera que lo dividimos mediante una apropiada relación de

equivalencia.

Definición 3.24. Sean b, b′ ∈ MC(A)(R), decimos que b es equivalente a b′, si existe

una equivalencia homotópica h : A• ⊗R → A• ⊗R tal que h(b) = b′.

Definición 3.25. Definimos el funtor MC(A) : Artin → Set asociado al álgebra A∞

(A•, δA), al que también denominaremos de Maurer-Cartan, el funtor MC(A) está dado por:

(1) Sea R un objeto de Artin. MC(A)(R) es el conjunto de todas las clases de equiv-

alencias de los elementos de MC(A)(R).

(2) Si ϕ : R→ R′ es un morfismo en Artin y ϕ∗ : MC(A)(R) → MC(A)(R′), entonces

hacemos ϕ∗(b) = ϕ∗(b)

El siguiente resultado muestra que el funtor de Maurer-Cartan es un invariante homotópi-

co.

Teorema 3.26 (Fukaya). Si (A•, δA) y (B•, δB) son álgebras A∞ homotópicamente equiv-

alentes, entonces el funtor MC(A) es equivalente al funtor MC(B).

Presentamos ahora el resultado más importante de esta sección y el cual establece, que

las deformaciones de una A∞-álgebra están controladas por la ecuación de Maurer-Cartan.

Teorema 3.27. Sea A• una A∞-álgebra, entonces el funtor MC(A) y el funtor DefA

son equivalentes.

5. Simetŕıa Espejo Homológica

La versión homológica, ó la conjetura homológica espejo, reformula esta conjetura como

equivarianza de categorias trianguladas constrúıdas desde distintas propiedades de la var-

iedad de Calabi-Yau de dos geoometŕıas. La variedad de Calabi-Yau está determninada por
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dos partes: La parte compleja y la parte simpléctica, si estudiamos la parte compleja, nos

encargamos de estudiar geometŕıa algebraica, en cambio para comprender la parte simplécti-

ca, nos enfocamos en geometŕıa simpléctica. El objetivo de esta versión es encontrar alguna

relación entre estas dos geometŕıas. Kontsevich encontró ésta relación. La versión homológica

formula que la categoŕıa de haces coherentes es equivalente a la cetegoŕıa de Fukaya.

Definición 3.28. Sea (M, ω), una variedad simpléctica, L0, L1, subvariedades Lagrangianas

compactas intersectadas transversalmente. Los complejos CF (L0, L1) = ∧|L0∩L1| induce un

diferencial m1, un producto m2, y las operaciones:

(1) CF ∗(L0, L1) ⊗ ... ⊗ CF ∗(Lk−1, Lk)−→mkCF ∗(L0, Lk)[2..k]. Hemos fijado en el disco

de aplicaciones J-holomorfas u desde el disco D2 con puntos identificados desde

la frontera, a discos en la variedad, entre L0, ..., Lk con u(z0) = q ∈ L0 ∩ Lk,

u(zi) = pi ∈ Li−1 ∩Li, la dimensión de la variedad M(p1, ..., pk, q, [u], J) es gradq−
(gradp1 + ...gradpk) + k − 2. Asumiendo la transversavilidad,

(2) mk(pk, ..., p1) =
∑

q∈L0∩Lk,ind([u])=0(#M(p1, ..., pk, q, [u], J))T ω(u)q. Mirando δ, obr-

tendremos las siguientes relaciones Ainfty

Proposición 3.29. Asumiendo que los discos y esferas no se autointersectan,

∀m ≥ 1, (p1, ..., pm), pi ∈ Li−1 ∩ Li

∑
k,l≥1,k+l=m+1,0≤j≤l−1(−1)∗ml(pm, ..., pj+k+1, mk(pj+k, ..., pj+1), pj, ..., p1) = 0

donde ∗ = grad(p1) + ... + grad(pj + j)

Definición 3.30. La categoŕıa A∞ es una categoŕıa lineal donde los morfismos de los

espacios tienen asociados operaciones algebraicas (mk)k≥1 que satisfacen las relaciones A∞

relaciones.

Particularmente:

Definición 3.31. Una categoŕıa de Fukaya es una categoŕıa A∞ cuyos objetos son sub-

variedades Lagrangianas y los morfismos son los complejos de Floer.

Definición 3.32. Sea X una variedad compleja, O(X) es el haz de todas las funciones

holomorficas sobre X. Un haz coherente F es un haz de los O(x)−modulos tal que:
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• F es de tipo finito, es decir, existe un cubrimiento abierto que refine a Ui. Es decir

FUi
es generado por un número finito de secciones, ie, existe una aplicación surjectiva

OX |⊕n
Ui
→ F |Ui

• Para todo U ⊂ X abierto, phi : O(X) |⊕n
U → FU un homomorfismo de OX −modulo,

el kerφ es de tipo finito.

Ahora bien se define la categoŕıa de haces coherentes como todos los haces complejos coher-

entes y acotados.

Conjetura de la simet́ıa espejo homológica:

La categoria derivada de Fukaya Fuk(M) es quivalente a la categoŕıa derivada de Haces

coherentes QCoh(X).



CAṔıTULO 4

Principios HMS generalizados

1. Construcción de Fukaya

Existen dos descripciones de variedad compleja, una, que el cambio de cartas de la var-

iedad sea holomorfo y la otra viene dada por el siguiente teorema:

Teorema 4.1. Newlander-Niremberg Sea M una variedad diferenciable,y sea J : TMx →
TMx si dim(M) = 2n y J es integrable (como distribución), entonces M es una variedad

compleja.

Corolario 4.2. Una estructura Holomorfa sobre E, es una secuencia de operadores:

δε : ω0,q(M,E) → ωp,q+1(M,E) para p, q ∈ {1, ..., n} tal que:

• δε ◦ δε = 0

• δε(u ∧ α) = d(u) ∧ α + (−1)p+qu ∧ δε(α) (Regla de derivación de Leibnitz) con

u ∈ ωp,q(M), α ∈ ω1(M ; E)

Consideremos el fibrado vectorial End(M) cuya fibra en p es Hom(Ep, Ep).

Sea ωp,q(M, End(M)) el conjunto de todas las secciones suaves de ∧p,q ⊗ End(E)

Definimos los operadores:

• ◦ : ωp,q(M,End(M))⊗ ωp′,q′(M, E) → ωp+p′,q+q′(M, E).

• ◦ : ωp,q(M ; End(M))⊗ ωp′,q′(M, End(E)) → ωp+p′,q+q′(M, End(E))

Usando:

End(E)⊗ E → E, End(M)⊗ End(M) → End(E)

y el producto wedge de manera obvia.

Una estructura holomorfa δε sobre E induce una estructura holomorfa sobre End(E) por:

δε(B) = δε ◦B − (−1)gradBBδε

Teorema 4.3. Sea δε′ otra estructura holomorfa sobre ΠE : E → M entonces, existe

una sección B ∈ ω0,1(M,End(E)) tal que:

35
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δε′(α) = δε(α) + B ◦ α, con α ∈ ω(M, E) (1)

Donde B satisface la ecuación diferencial δεB + B ◦B = 0 (2)

Por otro lado, sea B =∈ ω0,1(M, End(M)) una sección que satisface (2) definimos a δε′

. Luego δε′ define una estructura holomorfa sobre Π : E → M .

Prueba: Por definición, encontramos que: δε′ − δε(u ∧ α) = (−1)graduu ∧ (δε′ − δε)(α)

Como consecuencia,que δε′ − δε es inducido por la sección de ω0,1(M, End(M)), la cual

para mostrar la propiedad (2) vemos:

δε′(δε′(α)) = δε′(δε(α) + B ◦ α) = δε(δε(α) + B ◦ α) + B ◦ (δε(α + B ◦ α) = δεB ◦ α−B ◦
δε(α) + B ◦ δε(α) + B ◦B ◦ α = (δεB + B ◦B)) ◦ α

Definición 4.4. Un módulo diferencial graduado sobre una álgebra diferencial graduada

(A, ., d) es por definición, una terna (C∗, ., d) tal que:

(1) Para cada k ∈ Z, Mk es un R-módulo (escrib́ımos grada = k si a ∈ Mk)

(2) . : Ak ⊗M l → Mk+l es un homomorfismo de R-módulos con la asocitividad.

(3) d : Mk → Mk+1 es un homomorfismo R-módulos tal que d ◦ d = 0

(4) d(a.x) = d(a).x + (−1)gradaa.d(x) para a ∈ A, x ∈ M .

Definición 4.5. Dados dos módulos diferenciales graduados (M, .M , dM) y (N, .N , dN)

sobre (A, .A, dA) una aplicación f : M → N es un homomorfismo de módulos diferenciales

graduados si se tiene que:

(1) f(mM(a, b)) = (−1)afmN(a, f(b)) para todo a ∈ A y b ∈ M .

(2) dN ◦ f = f ◦ dM

Es natural preguntarse ¿cuándo en el fibrado existe una estructura compleja? la respuesta

en cuando δε induce una estructura de módulo diferencial graduado. Se concluye que la

construcción de Fukaya se fundamenta en sustituir la estructura de variedad compleja por

una de un fibrado holomorfo inducido por el diferencial δε, en otras palabras la estructura

holomorfa sobre E es una estructura sobre Ω(M,E) de módulo diferencial graduado,aśı,en

vez de estudiar la deformación de la estructura compleja como tal, estudiamos la deformación

del diferencial la cual es más simple, ésta es controlada por (2) la ecuación de Maurer-Cartan.
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2. Construcción de Cao y Zhou

Definición 4.6. Una álgebra de Gerstenhaber es una álgebra diferencial graduada con-

mutativa,con un corchete de Lie de grado -1,que satisface la identidad de Poisson,el grado

de un elemento lo denotamos por ||, el cual cumple con las siguientes propiedades:

• | a | (ab) =| a | + | b |.
• | [a, b] |=| a | + | b |.
• (ab)c = a(bc), ab = (−1)|a||b|ba.

• [a, bc] = [a, b]c + (−1)|a|−1|b|b[a, c].

• [a, b] = −(−1)|a|−1|b|−1[b, a].

• [[a, b], c] = [a, [b, c]]− (−1)|a|−1|b|−1[b, [a, c]].

Sean dos álgebras, de Batalin Vilkovisky, (A,∧, []) (B,∧ ’, []’),sea f una aplicación lineal

de grado cero, diremos que es un morfismo de álgebra de Batalin Vilkovisky si:

• f es morfismo de álgebras asociativas graduadas,es decir f (ab) = f (a)f (b)

• f es un morfismo de álgebras de Lie graduadas, es decir f ([a, b]) = [f (a), f (b)]

Ejemplos:

(1) Sea g una álgebra de Lie , entonces el álgebra exterior del álgebra de Lie, ∧∗(g) es

naturalmente una álgebra de Gertenharber, para el producto exterior y una prolon-

gación natural del corchete de g

(2) Sea X una variedad diferenciable, sea τX → X su espacio tangente, y ∧∗ → X el

álgebra exterior asociada al fibrado. Sea ω∗(x) = Γ(X,∧∗τX) el espacio de secciones,

en otras palabras el espacio de los campos tensoriales diferenciables contravariantes.

Entonces (ω∗(x),∧[, ]) es una álgebra exterior de Gerstenarber para el prducto ex-

terior ∧ de campos tensoriales, donde [, ] es el operador de Schouten.

Definición 4.7. Una Álgebra de Batalin Vilkovisky es una álgebra (conmutativa) grad-

uada, con un operador diferencial de segundo orden ∆ que satisface:

• (ab) = a + b

• (∆(a)) = 1 + (a)

• (ab)c = a(bc), (ab) = (−1)(a)(b)ba

• ∆2 = 0
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Sean dos álgebras de Batalin Vilkovisky,(A, ∆,∧, [, ]),(B, ∆′,∧′, [, ]′), sea f una aplicación

lineal de grado cero, diremos que es un morfismo de álgebra de Batalin Vilkovisky si:

• f es morfismo de álgebras asociativas graduadas,es decir f (ab) = f (a)f (b)

• f es un morfismo de álgebras de Lie graduadas, es decir f ([a, b]) = [f (a), f (b)]

• Se satisface f (a, b) = f (a), f (b)

Ejemplos:

(1) Tomemos (∧∗(g),∧, δ) es una álgebra de Batalin Vilkovisky, donde δ es el diferencial

del complejo homológico de Chevalley-Eilemberg del álgebra de Lie g con coeficientes

escalares:

δ(x1 ∧ ... ∧ xn) =
∑

1≤i≤j≤p(−1)i + j[xi, xj] ∧ x1 ∧ ... ∧ xi ∧ ... ∧ xi ∧ ... ∧ xp

(2) Para una variedad de Poisson (P,∧), sea (ω∗(P ),∧, δ) las estrucutura natural de

Gerstenhaber asociada a él. Entonces el operador d∧ = [i(∧), d] genera el corchete

de Gertenhaber, aśı se obtiene una álgebra de Batalin-Vilkovisky (∧∗(P ),∧, d∧)

Álgebras de Batalin Vilkovisky proveniente del espacio de campos polivecto-

riales

Definición 4.8. Sea ω∗(M) = Γ(M,∧∗TM) es espacio de campos polivectoriales sobre

M

Definición 4.9. Dados dos campos de vectores diferenciables X y Y sobre una variedad

M , se define el corchete de Lie para campos vectoriales,denotado como [X,Y ],de la siguiente

manera:

[X,Y ]f = X(Y (f))− Y (X(f))

El corchete de Lie para campos vectoriales puede ser extendido por el corchete de Schoten-

Nijenhuis, [., .]s, definido como:

[., .]s : ω−∗(M)× ω−∗(M) → ω−∗(M)

de grado -1, dado localmente por:

[X1 ∧ ... ∧Xp, Y1 ∧ ... ∧ Yq]s =
∑p

i=1

∑q
j=1 =

(−1)i+j+p+1[Xi, Yj] ∧X1 ∧ ... ∧Xi ∧ ... ∧Xp ∧ Y1 ∧ ... ∧ Yj ∧ ... ∧ Yq
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para campos vectoriales locales, pues bien, (ω∗(M),∧, [., .]s) define una G-álgebra, para cover-

tirla en álgebra de Batalin Vilkovisky, enunciamos la siguiente proposición:

Proposición 4.10. Sean P ,Q dos campos vectoriales de una variedad M , y sea [P,Q] su

corchete de Schouten-Nijenhuis. El producto interior i([P,Q]) está expresado, en términos

del diferencial exterior δ y de sus productos interiores i(P ) e i(Q), mediante:

i([P,Q]) = −[[i(Q), δ], i(P )]

Ahora (ω∗(M),∧, [., .]s, δ) define una álgebra de Batalin Vilkovisky.

Álgebras de Batalin Vilkovisky provenientes de variedades de Calabi-Yau.

Recordemos que a una variedad de Kahler es llamada una variedad de Calabi-Yau si ella

admite una forma de volúmen paralelo holomorfo. Esta terminoloǵıa proviene de la solución

de Yau para la solución de la conjetura de Calabi.

Dada una variedad Calabi-Yau n-dimensional M , la forma del volúmen holomorfo Ω

define un isomorfismo Ω−∗,∗(M) → Ωn−∗,∗(M).

Definición 4.11. Sea ∆ : Ω−∗,∗(M) → Ω−(∗−1),∗(M) la conjugación de δ via isomorfismo.

Se puede probar que [., .]∆ = [., .]s tal que ∆ dá lugar a una álgebra de Batalin Vilkovisky

sobre Ω−∗,∗(M).

Si partimos del resultado de que δΩ = 0, uno puede ver que δ∆ + ∆δ = 0.

Aśı pues (Ω−∗,∗(M),∧, δ, ∆, [., .]) induce una álgebra de Batalin Vilkovisky.

Definición 4.12. Una variedad de Poisson es una variedad diferencial M , tal que el

álgebra C∞(M) de funciones diferenciables sobre M admite una aplicación lineal, llamada

el corchete de Poisson. Diremos que una variedad de Poisson es regular, si ω tiene rango

constante

Sobre una variedad de Poisson se define σ : ω−∗(M) → ω−(∗+1)(M) mediante σ(P ) =

[ω, P ], entonces (ω∗(M),∧, [., .]s) es una G-álgebra, hay una estructura de álgebra de Batalin

Vilkovisky asociada a la variedad de Poisson. Koszul definió el operador ∆ = [i(ω), d] : Ω∗ →
Ω∗−1(M) donde i(ω) denota la contracción de ω. Se ha probado que [δ, ∆] = ∆2 = 0y[., .]s

satisface la regla de derivación de Leibnitz:

[α • (β ∧ γ)]∆ = [[α • β]∆ ∧ γ + (−1)(|α|−1)|β|β ∧ [α • γ]∆
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Por lo tanto (Ω∗(M),∧, d, ∆, [., .]∆) es una álgebra de Batalin Vilkovisky.

Álgebras de Batalin-Vilkovisky provenientes de una variedad simpléctica. Una

variedad simpléctica M es de forma natural una variedad de Poisson, por lo tanto existen

una álgebras diferenciales asociadas.De hecho, la forma simplética ω induce un isomorfismo

φ : ω∗(M) → ω−∗(M) y β : ω−∗(M) → ω∗(M). Si mencionamos el teorema de Darboux

se puede probar que el bivector (archivado) ω = ωφ es una estructura de Poisson. Además

se puede ver que: d = [ω, •, .]∆. La forma simpléctica induce un isomorfismo de álgebra

diferencial graduada. La forma simpléctica induce un isomorfismo de álgebras diferencial

graduada, (ω−∗,∧, σ, ∆, [., .]S) ∼= (ω∗,∧, d, ∆, [•, •]∆.

Como resultado hemos propuesto una versión de la conjetura de simetŕıa espejo homológi-

ca:

Para una variedad de Calabi-Yau M y su variedad espejo M definida de forma conve-

niente, las álgebras diferenciales de Batalin Vilkovisky:

(Ω∗,∗(M),∧, d, (d∗c), [., .](d∗c))

y

(Ω−∗,∗(M),∧, δ, ∆, [., .]S)

Definición 4.13. Denotamos por ADBVqi la subcategoria de ADBVq consiste de álge-

bras de Batalin Vilkovisky en ADBVq las caules admiten integrales ”nice”. Un quasi-isomorfismo

entre dos elementos en ADBVq (ADBVqi) es un morfismo en ADBVq (ADBVqi) el cual in-

duce un morfismo sobre los grupos de cohomoloǵıa.

por lo tanto las dos estructuras de álgebras de Batalin Vilkovisky son quasi-isomorfas.

Definición 4.14. Sea A una Q-álgebra. Una métrica invariante sobre una álgebra con-

mutativa (H,∧) sobre A es una aplicación no-degenerada η : H ×H → A tal que:

(1) η(X, Y ) = η(Y,X)

(2) η(X ∧ Y, Z) = η(X, Y ∧ Z)

para X,Y ,Z ∈ H, la terna (H,∧, η) es llamada el Álgebra de Frobenius.

Ejemplo:

• Sea M una variedad de dimensión finita, diferenciable,orientada y cerrada ,entonces

el teorema de la cohomoloǵıa de de Rham H∗(M) junto con el producto wedge ∧
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es una álgebra conmutativa sobre R. Sea
∫

M
: H∗(M) → R , entonces el teorema

de dualidad de Poincaré garantiza que
∫

M
induce una estructura de álgebra de

Frobenius sobre (H∗(M),∧).

Definición 4.15. Sea A una Q-álgebra. Una métrica invariante sobre una álgebra con-

mutativa (H,∧) sobre A es una aplicación no-degenerada η : H ×H → A tal que:

(1) η(X, Y ) = η(Y,X)

(2) η(X ∧ Y, Z) = η(X, Y ∧ Z)

para X,Y ,Z ∈ H, la terna (H,∧, η) es llamada el Álgebra de Frobenius.

Ejemplo:

• Sea M una variedad de dimensión finita, diferenciable,orientada y cerrada ,entonces

el teorema de la cohomoloǵıa de de Rham H∗(M) junto con el producto wedge ∧
es una álgebra conmutativa sobre R. Sea

∫
M

: H∗(M) → R , entonces el teorema

de dualidad de Poincaré garantiza que
∫

M
induce una estructura de álgebra de

Frobenius sobre (H∗(M),∧).

Un quasi-isomorfismo entre dos álgebras diferenciales graduadas A y B es una serie de

álgebras diferenciales graduadas A0, ..., An y un homomorfismo entre las álgebras diferenciales

graduadas fi : Ai → Ai+1 para 0 ≤ i ≤ n− 1 tal que A0 = A , An = B y cada fi induce un

isomorfismo en cohomoloǵıa.

Ecuaciones WDVV y estructura formal de variedad de Frobenius.

Denotamos por {xa} las coordenadas en la base {ea}. Consideremos una familia de mul-

tiplicaciones tanto asociativas como conmutativas ∧x sobre H, uno por cada x ∈ H, tal

que:

η(X ∧x Y, Z) = η(X,Y ∧x Z)

para todo X, Y, Z, x ∈ H. Entonces tenemos una familia de 3-tensores φabc(x), estas familias

tienen la propiedad que:

∂
∂xd φabc(x) = ∂

∂xc φabd(x)

Dada una familia, uno puede encontrar una función Φ : H → k tal que: φabc = ∂3Φ
∂xa∂xb∂xc

por lo anterior,Φ satisface las ecuaciones de (WDVV): ∂3Φ
∂xa∂xb∂xc η

pq ∂3Φ
∂xa∂xb∂xc = ∂3Φ

∂xa∂xb∂xc η
pq ∂3Φ

∂xa∂xb∂xc
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La función Φ es llamada la función potencial. Una estructura formal de variedad de

Frobenius sobre (H,∧, η) es una serie de potencia formal Φ que satisfacen las ecuaciones de

WDDV

Algunas teoŕıas de homotoṕıa racional.

Estructura de variedad formal de Frobenius sobre la cohomoloǵıa de una álgebra de

Gerstenhaber.

(1) La cohomoloǵıa algebraica H(A, ∂) = Ker∂
Im∂

es libre y de rango finito como un k-

módulo.

(2) Es una integral nice sobre A.

(3) Las inclusiones (Ker∆, ∂) → (A, ∂) y (Ker∂, ∆) → (A, ∆) induce un isomorfismo

en cohomoloǵıa.

Conexiones con las series formales:

Dada una álgebra diferencial de Lie (L, [., .], d) f́ıjamos una descomposición L = H ⊕
dM ⊕M tal que H ⊂ Kerd , la aplicación natural H → H(l, d) es un isomorfismo y d |M
es inyectivo. Tal que una descomposición es llamada la descomposición homológica. F́ıjamos

una base homogénea αj ∈ H, denotamos XJ es la base dual. Cada XJ nos dá el grado -

| αj + 1 |. El espacio dual se denota por s−1H t. Sea S(s−1H t) =
∑n(s−1H t) modificando el

método en referencia de forma inductiva constrúımos el diferencial b sobre S(s−1H t) y una

serie formal de potencias de la forma:

ω =
∑

αiX
i + ... +

∑
αi1...inX

i1 ¯ ...¯X in + ...

donde αi1...in ∈ L es de grado 1− | X i1 | −...− | X in |, tal que:

bω + dω + 1
2
[ω, ω] = 0

Aśı naturalmente se ha extendido b , d y [., .] sobre L¯ S(s−1H t).

Integrales ”Nice”

Definición 4.16. Un funcional k-lineal
∫

: A → k sobre una álgebra diferencial de Batal-

in Vilkovisky (A,∧, δ, ∆, [., .]) es llamda una integral, es para todos los elementos homogeneos

a, b ∈ A

(1)
∫

(δa) ∧ b = (−1)|a| + 1
∫

a ∧ δb

(2)
∫

(∆a) ∧ b = (−1)|a|
∫

a ∧∆b
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Dada una integral η(α, β) =
∫

α ∧ β define una forma lineal η sobre H(A, δ). Si η es no

degenerado dećımos que la integral es ”nice”. Entonces si A tiene una integral ”nice.entonces

(H(A, δ),∧, η) es una Álgebra de Frobenius.

Definición 4.17. Estructura formal de variedad de Frobenius sobre la cohomoloǵıa de

una álgebra de Batalin Vilkovisky.

Sea (A,∧, δ, ∆, [., .]) una álgebra de Batalin Vilkovisjy que satisface las siguientes tres

condiciones:

(1) El álgebra cohomológica H(A, δ) = Kerδ
Imδ

es libre y de rango finito como un k-módulo.

(2) Es una integral ”nice”sobre A.

(3) Las inclusiones (Ker∆, δ) → (A, δ) y (Kerδ, ∆) → (A, ∆) inducen isomorfismos en

cohomoloǵıa.

Entonces existe una construcción canónica de una variedad de estructura formal de Frobe-

nius con identidad de H(A, δ).

Esta construcción está implicita en referencia, en el caso especial de la extensión de la

teoŕıa de deformación extendida de las variedades Calabi- Yau basadas en el trabajo de

Tian y Todorov referencia, las cuales fueron formuladas matemáticamente por Baranikovv y

Kontsevich referencia. Encontraremos descripciones en términos de la construcción de Chen

de las conexiones de series formales de potencia. Partiendo de que (s, A, δ, [., .]) es una álgebra

de Batalin Vilkovisky referencia se puede tomar una conexión con la serie formal de potencias

Γ y una derivación δ sobre K = S(H(A, δ)t) tal que:

δΓ + δT + 1
2
[Γ • Γ] = 0.

La condición 3 implica que δ = 0. Entonces,Γ satisface:

δT + 1
2
[Γ • Γ] = 0,

entonces uno puede tomar Γ = Γ1+∆B, donde Γ1 =
∑

αjX
j. El conjunto δΓ = δ+[Γ, •],

entonces δΓ es una derivación de AK = (A,⊗K,∧).

Ahora δ2
Γ = [(δΓ + 1

2
[ΓΓ]•] = 0

Se puede probar que H(AK , δΓ) ∼= H(A, δ) ⊗K, tal que la multiplicación en H(AK , δΓ)

induce una deformación de la multiplicación en H(A, δ). Dado un X ∈ H(A, δ), la contracción

de X por la derecha induce una una derivación a derecha de grado | X | sobre K y también

sobre AK . Para α ∈ AK , denotamos por Xα la contracción de X por ambos lados, tomamos:
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δ(XΓ) + [Γ • (XΓ)] = 0

Entonces XΓ representa una clase in H(AK , δΓ Siguiendo a Bershadsky en referencia:

Φ =
∫

1
6
Γ3 − 1

2
δB∆B

Un cálculo en Barannikov-Kontsevich referencia y Manin referencia muestra que:

X3Φ =
∫

(XΓ)(XΓ)(XΓ),

es decir, Φ es la función potencial de la deformación.

Invarianza de Gauge: Expondremos algunos de los resultados de Cao-Zhou referencia .

Sea m el ideal maximal de K.Consideremos el grupo:

G = exp(sA⊗m)e

con la multiplicación eAeB = eC definida por la fórmula de Campbell-Baker-Hausdorff.

Asumimos que (A,∧, δ, ∆, [., .]) es una álgebra de Batalin Vilkovisky que satisface las tres

condiciones, entonces en nueve se muestra que dadas dos soluciones normalizadas univer-

sales Γ y Γ, existe un elemento agregado A ∈ (Im∆⊗m), tal que eA.Γ = Γ.Por lo tanto el

potencial de la función Φ es Gauge invariante: Φ(eA.Γ) = Φ(Γ).

Invarianza bajo quasi-isomorfismos.

Un homomorfismo entre dos álgebras de Batalin- Vilkovisky con integrales ”Nice”sobre

k (Ai,∧i, δi, ∆i, [., .]i, fi), i = 1, 2 es un homomorfismo de álgebras graduadas f : A1 → A2

tal que fδ1 = δ2f , f∆1 = ∆2f y
∫
2
f(α) =

∫
1
α para todo α ∈ A. Es un quasi-isomorfismo

si f induce un isomorfismo (H1, δ1) → (H2, δ2) y (H1, ∆1) → (H2, ∆2). Se probó el siguiente

resultado en nueve: Si hay un isomorfismo entre dos álgebras de Batalin Vilkovisky que

satisface las tres condiciones, entonces variedades de Frobenius puede estar identificadas una

de otra.

3. Equivalencia Morita

Dada una álgebra A conmutativa sobre un anillo k, por conveniencia escribiremos D(A)

para la categoŕıa derivada D(mod−A). Dadas dos k-álgebras, es natural preguntarse cuando

D(A) y D(B) son categorias equivalentes. Por supuesto, si A y B son equivalentes Morita,

esto es que son equivalentes como k-módulo, entonces D(A)y D(B) son equivalentes.
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4. El caso de operads

Definición 4.18. Un operad C consiste en una familia de k-módulos {C(j)}j≥0, junto

con una aplicación unitaria η : k → C(1) una acción a derecha del grupo se simetŕıas
∑

Js

sobre C(j) para cada j, y aplicaciones:

γ : C(k)⊗ C(j1)⊗ ...⊗ C(jk) → C(j)

para k ≥ 1 y js ≥ 0, donde
∑

js = j.Se pide que γ sea unitaria, asociativa, y equivariante

en los siguientes sentidos.

(1) Los siguientes diagramas asociativos conmutan, donde
∑

js = j y
∑

it = i; fijamos

gs = j1 + ... + js, y hs = igs−1+1 + ... + jgs para 1 ≤ s ≤ k:

C(k)⊗ (
k⊗

s=1

C(js))⊗
j⊗

r=1

C(ir)
γ⊗Id

//

shuffle

²²

C(j)⊗ (

j⊗
r=1

C(ir))

γ

²²

C(i)

C(k)⊗ (
k⊗

s=1

(C(js)⊗ (

js⊗
q=1

C(igs−1+q))))
Id⊗(⊗sγ)

// C(k)⊗ (
k⊗

s=1

C(hs)).

γ

OO

(2) El siguiente diagrama unitario conmuta:

C(k)⊗ (k)k
∼= //

Id⊗nk

²²

C(k)

C(k)⊗ C(1)k

γ

88rrrrrrrrrrr

k ⊗ C(j)
∼= //

Id⊗nk

²²

C(j)

C(1)⊗ C(j)

γ

99rrrrrrrrrr

(3) Los siguientes diagramas de equivariancia conmutan, donde σ ∈ ∑
k, τs ∈

∑
js,σ(j1, ..., jk) ∈

∑
k permuta k espacios de letras como σ permuta k letras, y τ1 ⊕ ... ⊕ τk ∈

∑
k es

el bloque de las sumas:
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C(k)⊗ C(j1)⊗ ...⊗ C(jk)
σ⊗σ−1

//

γ

²²

C(jσ(1))⊗ ...⊗ C(jσ(k))

γ

²²

C(j)
σ(jσ(1),...,jσ(1))

// C(j).

C(k)⊗ C(j1)⊗ ...⊗ C(jk)
Id⊗τ1⊗...⊗τk //

γ

²²

C(jσ(1))⊗ ...⊗ C(jσ(k))

γ

²²

C(j)
τ1⊗...⊗τk

// C(j).

Definición 4.19. Sea C un operad. Una C-álgebra es un k-módulo A junto con una

aplicación σ : C(j) ⊗ Aj → A, j ≥ 0, tal que es asociativo, unitario y equivariante en los

siguientes sentidos:

(1) En el sentido asociativo el diagrama conmuta, donde j =
∑

js

C(k)⊗ C(j1)⊗ ...⊗ C(jk)⊗j
γ⊗Id

//

shuffle

²²

C(j)⊗ Aj

θ

²²
A

C(k)⊗ C(j1)⊗ Aj1 ⊗ ...⊗ C(jk)⊗ Ajk

Id⊗θk

// C(k)⊗ Ak.

θ

OO

(2) El siguiente diagrama unitario conmuta

k ⊗ A
∼= //

n⊗Id
²²

A

C(1)⊗ A

σ

;;vvvvvvvvvv

(3) Los siguientes diagramas equivariantes conmutan, donde σ ∈ ∑
j
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C(j)⊗ Aj
σ⊗σ−1

//

γ
$$IIIIIIIIII

C(j)⊗ Aj

γ
zzuuuuuuuuuu

A

Ejemplos de operads:

(1) Sea P (n) := Hom(V ⊗n, V ) donde V es un espacio vectorial. La acción del grupo

de simetŕıas y la identidad de los elementos se definen de la manera obvia, y la

composición se define como sutituciones:

(mn1,...,nk
(φ⊗ (ψ1 ⊗ ψ2, ..., ψk)))(v1 ⊗ ...⊗ vn1+...+nk

:=

φ(ψ1(v1 ⊗ ...⊗ vn1)⊗ ...⊗ ψk(vn1+...+nk−1+1 ⊗ ...⊗ vn1+...+nk
))

donde φ ∈ P (k) = Hom(V ⊗k, V ), ψi ∈ P (ni) = Hom(V ⊗ni , V ), i = 1, .., k. Este

operad es llamado el operad de endomorfismo de un espacio vectorial.

(2) Otro ejemplo de operad es Assoc1. La n-ésima componente Assoc1(n) para n ≥ 0

se define como la colección universal de todos los operadores n-ĺıneales An → A

definido sobre todas las álgebras asociativas A con unidad. La dimensión de este

espacio es n! y es generada por los vectores:

a1 ⊗ a2 ⊗ ...⊗ an → aσ(1)aσ(2)...aσ(n)

donde σ ∈ Sn es una permutación.

Operads libres y árboles:

Definición 4.20. Sean O Y O′ operads, decimos que f : O → O′ es un morfismo de oper-

ad si se tiene asociado de forma subyacente un morfismo de r−módulo. f(n) : O(n) → O′(n)n≥2

en el cual conmuta de forma obvia con las operaciones γ.

Operdas que dan lugar a una categoŕıa.

El funtor olv́ıdo

(O(n), ◦n,n′
i → O(n) para n, n′ ≥ 1y1 ≤ i ≤ n

como un funtor autoadjuto, libre, al cual se le asocia una colección arbitraria, ε = ε(n)n ≥ 1

del grado de los Sn-espacios vectoriales del operad libre. Free(ε). A cintinuación se describirán

los árboles de una forma más clara: Un n-árbol T es por definición una terna (Vt, Nt, θT ) donde

Vt es un conjunto estratificado, cuyos elelmentos son llamados los vértices, una biyección

θT : V t
T → 1, 2, , , n =: [n];
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Una aplicación NT : VT → VT que satisface las condiciones: NT sólo tiene puntos fijos

rootT los cuales pertenecen a V i
T y son llamados los vértices de rotación Nk

T (v) = rootT ,

∀v ∈ VT y k ≥ 1. Para todo v ∈ V i
T la cardinalidad #v del conjunto N−1

T (v) es mayor ó igual

a 1, mientras que la cardinalidad de V i
T es 0

Dado un s-módulo ε = ε(n)n≥1 podemos asociarle a un n-arbol T el espacio vectorial:

ε(T ) =
⊗

v∈V s
T

ε(#v)

Ahora como un s-módulo un operad libre se define como:

Free(ε)(n) =
⊕

n−árboles T ε(T ),

Ejemplo:

Sea V un espacio vectorial Z-graduado. El S-módulo asociado es:

εεV (n) := Hom(V ⊗n, V

tiene una estructura natural de operad con la composicion, f ◦n,n′
i f ′ dada por insertar de

f
′ ∈ Hom(V ⊗n′ , V ) en la i-ésima entrada de f ∈ Hom(V ⊗n, V ).

Definición 4.21. Una álgebra sobre un operad P consiste de un espacio vectorial A y

una colección de aplicaciones multi-lineales fn : P (n)⊗Ak para todo n ≥ 0 que satisface los

siguientes axiomas:

(1) Para cualquier n ≥ 0 la aplicación fn es Sn − equivariante.

(2) Para cualquier a ∈ A tenemos f1(IdP ⊗ a) = a,

(3) Todas las composiciones en P van a composiciones de operaciones multilineales

sobre A

En otras palabras la estructura de álgebra sobre P sobre un espacio vectorial A está dado

por un homomorfismo de operad de P a los operads de endomorfismos sobre A.

Ejemplos:

(1) Una álgebra sobre el operad Assoc1 es una álgebra asociativa unitaria. Si reem-

plazamos el espacio uno-dimensional Assoc1(0) por el espacio cero 0, tenemos un

operad Assoc describiendo las álgebras asociativas sin unidad.

(2) De forma análoga existe un operad Lie, tal que las álgebras-Lie son álgebras de Lie.

La dimensión de la n-ésima componente Lie(n) es (n − 1)! para n ≥ 1 y 0 para

n = 0.
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Sea O un operad. Una estructura A∞ sobre O es un morfismo de operads:A → O. Si C es un

módulo diferencial graduado, una álgebra A∞ sobre C es una estructura A∞ sobre el operad

de endomorfismo, ie, un morfismo de operads A → End(C),

ésta noción se puede generalizar para el caso de álgebras AN
∞

Ahora, siguiendo el mismo principio de la versión homológica de la simetŕıa espejo, nos

podemos preguntar lo siguiente: Dados dos operads P y P ′, supongamos que se tiene una

P -álgebra A y una P -álgebra B, ¿cuándo A y B son equivalentes? consideremos el caso

en que A(respB) es también una P ′-álgebra (resp una P -álgebra) siguiendo el art́ıculo []

estableceremos la siguiente conjetura:

A y B son equivalentes si: D(P ) ∼= D(P ′).
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