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Introduccién

La simetria espejo, es una conjetura que proviene de la fisica, especificamente de la
identificacién de modelos relacionados con la teoria de cuerdas. Esta conjetura no era del
todo bien entendida, pues se suponia que dos tipos de teorfas (de tipo A y de tipo B) daban
origen a invariantes equivalentes, pero en principio la naturaleza de estas teorias era distinta,

luego, no estaba clara es qué sentido se considerba la equivalencia.

En 1994, Maxim Kontsevich propuso un acercamiento matematico a la conjetura de la
simetria espejo, €l propuso que la simetria espejo consistia en una equivalencia de categorias
trianguladas construidas desde diferentes aspectos de la geometria de variedades Calabi-Yau
donde se definen las teorias de tipo A y B, éstas se denominan variedades espejos. La métrica
de Calabi-Yau esta determinada por una forma simpléctica y una estructura compleja, cada
pieza es una rama distinta de las matemaéticas. En teorias de tipo A, sélo nos preocupamos de
la estructura compleja y nos trasladaremos a la geometria algebraica, y en las teorias de tipo
B, sélo discutimos geometria simpléctica. Luego, que ambas teorias sean equivalentes quiere
decir, que las teorias de deformacion de ambas estructuras, las cuales estan controladas por

categorias trianguladas, son equivalentes.

Nuestro objetivo es seguir esta construccion, a fin de establecer un principio analogo para

el caso de un objeto que posea dos estructuras.



CAP{TULO 1

Preliminares algebraicos

En este capitulo daremos los conceptos basicos de las estructuras algebraicas que nece-
sitaremos a lo largo del trabajo, se empieza por conceptos esenciales de la teoria como son
los de algebra y médulo, dando algunos ejemplos interesantes, luego hacemos una revisién
de la teoria de homologia y finalizamos con los conceptos y resultados bésicos de la teoria

de categoria y categoria derivada, las referencias que usaremos son [?].

1. Moédulos y algebras

Sea R un anillo conmutativo con unidad.

DEFINICION 1.1. Un R-mddulo a izquierda,(a derecha) es un grupo abeliano M junto
con una accién a izquierda,(respectivamente a derecha) de R
R x M — M (resp, M x R — M),
tal que:

e r(a+0b)=ra+rb,(resp (a+b)r =ar + br)
e (r+s)a=ra+sa,abe M,(resp a(r+s) =ar+as, a,b € M)
o r(sa) = (rs)ar,s € R,(resp (sa)r =a(rs) r,s € R)

EjEmPLOS 1.2. e Si k es un cuerpo, un k-espacio vectorial es un k-modulo.
e Las matrices cuadradas (nzxn) con entradas reales forman un anillo R, y el espacio
euclideano R" es un médulo a izquierda sobre este anillo,si definimos la operacion
de moédulo mediante la multiplicacion usual de matrices.

e Todo grupo abeliano es un z-modulo

PROPOSICION 1.3. Si R y S son anillos ¢ : R — S un homomorfismo de anillos y M un

S-maodulo, entonces M tiene estructura de R-maodulo.

DEFINICION 1.4. Sean M y N R-médulos. Una aplicaciéon n : M — N es llamada una

apliacion R-lineal si:
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n(m +m’) = n(m) +n(m’)
n(am) =

Para todoa € Ry m,m' € M

an(m)

Denotamos por Hompg(M, N) el conjunto de todoas las aplicaciones R-lineales de M en

N, y el caso particular M = N lo denotaremos por End(M).

PROPOSICION 1.5. Si M es un R-mddulo entonces End(M) tiene estructura de R-mddu-

lo, End(M) es anillo y M es un End(M)-mddulo .

Definicién de algebra, algebra graduada etc.

DEFINICION 1.6. Una algebra de Lie A es un espacio vectorial sobre un cuerpo F junto
con una operacién binaria [.,.] : A x A — A llamada corchete de Lie, que satisface las
propiedades siguientes:

e Es bilineal, es decir, [ax + by, 2] = alx, 2] + by, 2] v [z, ax + by] = a|z, 2] + [z, y] para
todo a,b en F'y todo x,y, z en A.

e Satisface la identidad de Jacobi, es decir, [[x,y], 2] + [[2, z],y] + [[y, 2], ] = O para
todo x,y,z,€ A

Un homomorfismo ¢ : A — B entre dlgebras de Lie A y B sobre un mismo cuerpo, es

una funcion lineal, que satisface:

[o(2), ¢(y)] = e[z, )

EJEmpLOS 1.7. (1) Los campos vectoriales sobre una variedad diferenciable forman
un algebra de Lie de dimensién infinita, donde el corchete de Lie se define de la

siguiente manera:

[X,Y]f = (XY —YX)
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(2) Sea (A, *) una algebra asociativa, se puede dar una dlgebra de Lie, donde el corchete

de define como:

(X, Y] = (X %Y — Y % X),esta operacién conoce como el conmutador.

DEFINICION 1.8. Una dlgebra diferencial graduada A es una &lgebra graduada junto con
una aplicacion d : A — A la cual es de grado 1 o de grado -1 que satisface las siguientes
condiciones:

(1) dod=0.
(2) d(a.b) = (da).b + (—1)!%la.(db).

Dadas dos dlgebras diferencilaes graduadas A y B, sea f : A — B una aplicacién lineal,

diremos que es un morfismo de dlgebra diferencial graduada si:

o f(ry) = f(x).f(y), Va,y € A.
e f(ar) = af(x), Ya € F, Vx € A.

EJjEmPLOS 1.9. e Las formas diferenciales sobre una variedad, junto con la deriva-
da exterior y el producto wedge es una algebra diferencial graduada.
e La cohomologia singular con coeficientes en una anillo es una &lgebra diferencial

graduada.
2. Algebra homoldgica
Sea R un anillo conmutativo con identidad.

DEFINICION 1.10. Un complejo de cadenas es un par (C*,{f,}) donde:

o C*={C"};cs es una familia de R-médulos (en general C*= @;;C" como R-mddulos)
donde I un conjunto totalmente ordenado.
o f,:C" — C™ ! es R-lineal Vn.

e Se satisface la siguiente condicién: Vn

fn—lofn:O

OBSERVACION 1.11. Si las aplicaciones son de grado 1, es decir f, : C" — C™"*! y se

satisface la condicién
fn+1 o fn =0

entonces decimos que el par (C*, {f,}) es un complejo de cocadenas.
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EJjeEmpLOS 1.12. (1) Sea X un espacio topoldgico, definimos S,,(X) como el grupo

(abeliano) libre generado por todos los n-simplices singulares T, es decir,
Sp(X) = (T : A" — X es continua )
donde A" = {(xo, ...,x, € R"™ : Y7 x; = 1)}. Definimos:

(97; : Sn(X) — nfl(X)

(a’LT) (.’L’(], "‘an—l) = T(x(]? "‘in—hoaxh "'7xn—1)7 Vi= 1727 ey T

y definimos d,, : S,,(X) — S,—1(X) por
d,T =Y (-1)'0,T.
=0

Se tiene que (S,(X),d,)n>0 es un complejo, y se denomina complejo simplicial
de X.

(2) Dada una élgebra (A, m) le asociamos el siguiente complejo: Cp, ., (A, M) = Hom(A®™, M),
el espacio de las aplicaciones n-lineales de A en M, donde M es un bimoédulo. Se

define el diferencial de Hochschild Oproen, : Ctyoo (A, M) — C3FL (A, M) definido por:

aHoch(f)(aly T ,an+1> =

n

CLlf(GQ, e 7an+1) + Z<_1)zf(a/l7 T 7aiai+17 T 7an+1) + (_1)nf(a1; e 7an)an+1

=1

De la asociatividad de la multiplicacién se sigue que 9%, = 0.

Dado que f,+1 o f, = 0 para un complejo de cadenas, se tiene que Im(f,_1) C Ker(f,),

de igual forma para un complejo de cocadenas f,,o f,_1 = 0 implica que Im(f,+1) C Ker(f,).

DEFINICION 1.13. Dado un complejo de (co)-cadenas (C-, f,,) decimos que es exacto en

el término k-ésimo si para cada k fijo se tiene que:

Ker(f)=Im(firr),  (Ker(fi)=Im(fi1)).

Si el complejo es exacto en cada término decimos que es aciclico (6 exacto).
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DEFINICION 1.14. Sean A® y B*® dos complejos de cadenas, una aplicacién de cadenas
f : A* — B°® es una coleccién de homomorfismos f; : A* — B? tal que: fi_j00 = 0o f;, es

decir, Vi, el siguiente diagrama conmuta:

) 6} ) 7]
Al Az—l JN

ifz‘ J{fil
0 0 0

HBzHBz—lﬂ

DEFINICION 1.15. Dado un complejo de (co)cadenas C*®, se define el n-ésimo grupo de

homologia de C", H,(C), (de cohomologia, H"(C')) como el cociente:
Hn(C) = fnf(}ﬁi

(H"(C) = Ker(fn)

Im(fnt1)

PROPOSICION 1.16. Toda transformacion de cadena f : C* — D*® induce una aplicacidon:
H(f): H*(C) — H*(D)
DEFINICION 1.17. Una homotopia de cadenas entre dos transformaciones f, g : C* — D*®
es una familia h, : C* — D"*! tal que:

dD-hn + hn—l-dC = fn — gn

Decimos que f y g son homotopicos si existe una homotopia de cadenas entre ellos y en

este caso escribimos f ~ g.
PROPOSICION 1.18. Si f =~ g entonces H(f) = H(g)

DEFINICION 1.19. Un quasi-isomorfismo entre dos complejos A® y B® es una aplicacién

f:A®* — B* donde f induce un isomorfismo en (co)homologia.

3. Teoria de categoria

La teoria de categorias es una teoria matematica que trata de forma abstracta con las
estructuras matematicas y sus relaciones.
La teoria de las categorias fue introducida en Topologia algebraica, por Samuel Eilenberg

y Saunders MacLane.
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Los desarrollos subsiguientes de la teoria fueron impulsados por las necesidades de com-
puto del Algebra homolégica y mas tarde por las necesidad de axiométicas en Geometria

algebraica.

DEFINICION 1.20. Una categoria C consiste en los siguientes datos:

e Una clase de objetos Ob(C).
e Para cada par de objetos z,y € Ob(C) un un conjunto de flechas o morfismos
((r,y)=a:z—y.

e Una ley de composiciéon:
o: ((x,y) x ¢z, 2) = ((z, 2)
B
(x >y, y = 2)—2x'= 2

Estos datos estan sujetos a los siguientes axiomas

..y, .. . « B v
(1) La composicién es asociativa, si X — Y — Z — W, entonces

7(Ba) = (vB)ex.

(2) Para cada objeto X de C, existe un morfismo identidad idx : X — X tal que
aoidy = ayidy oa =« para todo a € C(X,Y).

EjempLOS 1.21. (1) C = Top, Obj(Top):= Espacios topoldgicos,y para cada par de
objetos C(z,y) = {f : 2 — y [ es continua}.

(2) C = Vecty, Obj(Vecty)= k-espacios vectoriales, y para V,W € Ob(Vect) se tiene
C(V,W)={T:V — W : T es lineal }.

(3) La categoria dgVect. Los objetos de dgVect son pares (V,dy) donde V es un
espacio vectorial Z-graduado y dy : V' — V es una aplicacién tal que di = 0,
dados dos objetos en dgVect, (V,dy) y (W,dw) un morfismo entre ellos es una
transformacién lineal T : V — W tal que T ody = dy o T.

(4) La categoria k-Alg. Los objetos de k-Alg son algebras sobre un anillo conmuta-
tivo con unidad k y los morfismos son los homomorfismos de k-algebras, con la
composicion usual.

(5) Si C es una categoria, entonces la categoria opuesta C° se define por:

o OB(C?) = Ob(C),
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o CP(X,Y) = C(Y, X).

La composicion * en C? es *x a = o (3, donde o es la composicién en C.

DEFINICION 1.22. Sean C y D categorias. Un funtor F de C a D consiste de lo siguiente

(1) Una aplicacién F : Ob(C) — Ob(D).
(2) Aplicaciones Fxy : C(X,Y) — D(F(X),F(Y)), para cada par de objetos X,Y €
Ob(C).

Estos datos deben satisfacer los axiomas

(2) Fxz(Ba) = Fyz(B)Fxy(a).

EJEMPLOS 1.23. (1) El funtor identidad Id : C — C, que estd dado por Id(X) = X
y Id(a) = «, para todo X € Ob(C) y todo a € C(X,Y).

(2) Sea A € Ob(C) fijo y consideremos el funtor Hom(A, ) : C —Set dado en objetos
por Hom(A,X) = C(A, X) y para ¢ € C(X,Y) la aplicacion Hom(A, )(¢) €
Set(C(A, X),C(A,Y)), esta dada por la composicién con 9 a la izquierda, es decir
Hom(A, )(¥)(a) = o

(3) El funtor "forget” (olvido) f : Top — Set, que envia a cada espacio topoldgico en su

conjunto subyacente.

DEFINICION 1.24. Una categorfa C admite sumas directas (finitas), si para cualquier
conjunto finito de objetos X7, ..., X,, € Ob(C) existe un objeto X de C y un morfismo m; :
X, — X tal que para cualquier otro objeto Y y morfismo f; : X; — Y existe un tnico

morfismo f: X — Y tal que f om; = f;, para todo 1.

DEFINICION 1.25. Decimos que una categoria C es aditiva si se satisface lo siguiente:

e Vz,y € Obj(C) se tiene una estructura de grupo abeliano en C(z,y) .
e La operacién suma (+) que dota a C(X,Y") con la estructura de grupo abeliano,es
distributiva con respecto a oc (La composicién de la categoria).
— fo(g+h)=fog+ fohVfeCl(x,2)yg, h € C(x,y).
—(f+g)oh=foh+goh VfgeClly,z)yheCl(z,y).

e C admite sumas directas finitas.
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e Existe un objeto "distinguido”, que denomiremos el objeto 0, tal que C'(0,0) = 0

(el grupo trivial), y se satisface VA € C, C(A,0) =0 = C(0, A).

EJjEMPLOS 1.26. e GGrab:= Categorias de grupos abelianos, donde la suma es la
suma directa usual.

o Vecti:= Categorias de espacios vectoriales.

DEFINICION 1.27. Dada una categorfa aditiva C, un morfismo f € C(X,Y’) es un monomor-
fismo (resp. epimorfismo) si para cualquier g € C(Z, X) se tiene que fg = 0 implica que

g = 0 (resp. para cualquier g € C(Y, Z) se tiene que gf = 0 implica que g = 0).

DEFINICION 1.28. Dado un morfismo f : X — Y, el kernel de f es un objeto ker(f)
junto con un morfismo k : ker(f) — X tal que fk =0y si g € C(Z,X) es tal que fg =0,
entonces g = kh para alguna h € C(Z, ker(f)). El cokernel es un objeto coker(f) y un
morfismo ck : Y — coker(f) tal que ckf =0y sig e C(Y,Z) es tal que gf = 0, entonces
g = hck para alguna h € C(coker(f), Z).

DEFINICION 1.29. Una categoria abeliana C es una categoria aditiva tal que

(1) Cada morfismo tiene kernel y cokernel.

(2) Cada monomorfismo es el kernel de su cokernel y cada epimorfismo es el cokernel
de su kernel.

(3) Cada morfismo se expresa como la composicién de un epimorfismo con un monomor-

fismo.

DEFINICION 1.30. Sean F,G : C — D funtores. Una transformacién natural ® de F a G
consiste de un sistema de morfismos ®x € D(F(X), G(X)), uno para cada objeto X € Ob(C),

tal que para cada a € C(X,Y) el siguiente diagrama conmuta

Fx ()

F(X) == F(Y)

Gx(a) J/ N
6(x) L gy

Si cada ®x es un isomorfismo, decimos que ® es una equivalencia natural y que los

funtores F y G son equivalentes.
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EjempLOS 1.31. (1) Para cada funtor F : C — D, el morfismo identidad ®x =
idr(x) constituye una equivalencia natural de F consigo mismo.

(2) Sea A € Ob(C) un objeto fijo y consideremos el funtor Hom(A, ) : C —Set.
Sean G : C —Set un funtor arbitrario y a € G(A) un elemento fijo. Definimos
una transformaciéon natural ®* de Hom(A, ) a G como sigue. Dado X € Ob(C),

®% : Hom(A, X) — G(X) esta dado por
% (¥) = G(¢¥)(a).

DEFINICION 1.32. Dos categorias C y D se dicen equivalentes si existen funtores Fj :
C—>DyF,:D — Ctal que Fo 0 F; v F; o Fy son funtores equivalentes a los funtores
identidad.

DEFINICION 1.33. Consideremos R un anillo conmutativo con unidad y C una categoria
abeliana. Decimos que C es una categoria R-lineal si para todos A, B € Ob(C) se tiene que

el espacio C(A, B) es un R-mdédulo.

PROPOSICION 1.34. Sea p : S — R un homomorfismo de anillos y C una categoria

R-lineal C, entonces C posee una estructura de categoria S-lineal.

DEMOSTRACION. Para todos A, B € Ob(C) se tiene que el espacio C(A, B) es un S-
modulo con la accién dada por p, los morfismos de C como categoria S-lineal son los morfismos

de C R-lineales compatibles de manera obvia con la accién de S sobre C(A, B). 0

4. Categoria derivada

Dada una categoria abeliana A, podemos considerar la categoria C(A) de complejos de
A, uno de los problemas de esta categoria es que dos complejos quasi-isomorfos dan lugar a
la misma homologia, de modo que se presenta la necesidad de identificar todos los complejos

quasi-isomorfos, con este fin, definimos la categoria derivada.

La categoria derivada de A, D(.A), se obtiene a partir de C(A) inviertiendo formalmente
todos los quasi-isomorfismos. De modo que D(A) es la localizacion de C(.A) con respecto a la
clase de quasi-isomorfismos, a fin de describir este proceso formalmente se tiene la siguiente

definicién,
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DEFINICION 1.35. Una clase S de morfismos en una categoria C se dice que forma un

sistema multiplicativo si satisface las siguientes condiciones:
(1) Para cada X € Ob(C), id, € S. Si s, t € S entonces sot € S (siempre que se pueda
componer).
(2)
(3)

TEOREMA 1.36. La clase de quasi-isomorfismos es un sistema multiplicativo en C(A) la

categoria de complejos de A.

DEFINICION 1.37. La categorfa derivada D(A) se define como sigue:
o Obj(D(A)) = Obj(C(A)).
e Los morfismo de D(A) son los morfismos de C(.A) localizados por la clase de quasi-

isomorfismos.

5. Funtores derivados

DEFINICION 1.38. Sea M un objeto de una categoria abeliana A. Una resolucién a derecha
de M es un complejo de cocadenas I® con I° = 0 para i < 0 y un morfismo & : M — I°,
llamado morfismo de aumentacién, de manera tal que:

(RN LAY SR N )
es exacta. Si ademés cada I* es inyectivo, entonces se dird que (*) es una resolucién inyectiva

de M.

Para un objeto en una categoria abeliana no necesariamente se tiene una resolucién
inyectiva, formalmente diremos que A tiene sufiecientes objetos inyectivos si para cada objeto

A de existe un monomorfismo A — I con [ inyectivo. Se tiene el siguiente

LEMA 1.39. En una categoria abeliana A; un objeto I es inyectivo si y solo si el fun-
tor contravariante Homa(—,I) es exacto, es decir Homa(—,I) preserva sucesiones exactas

cortas.

LEMA 1.40. Si una categoria abeliana A tiene suficientes objetos inyectivos, entonces

todo objeto en A tiene una resolucion inyectiva.
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OBSERVACION 1.41. De manera dual se tienen resultados sobre objetos proyectivos.

El método a seguir para obtener funtores derivados es el siguiente: Dada una resolucién,
aplicamos el funtor contravariante de dos categorias abelianas Ay R, T': A — R tomamos
la homologia del complejo resultante y éste nos da una secuencia de funtores, los cuales

llamamos ”funtores derivados”de T'.

DEFINICION 1.42. Sea T : A — B un funtor entre categorias abelianas, si A tiene
suficientes objetos inyectivos construimos el funtor derivado a derecha de T', R"T para (n >
0), como sigue: Si A € Ob(A), escogemos una resolucién inyectiva A — I°* y se define:

R"T(A) = H™(T'(I*)) la homologia n-ésima del complejo T'(1°).

Los objetos R"T'(A) no dependen de la escogencia de la resolucion inyectiva I® y cualquier
morfismo o : A — A’ se levanta naturalmente en el morfismo R"T'(a) = a, : R"T(A) —

R"T'(A’), haciendo de R™T" un funtor contravariante de A en R.

Si A tiene suficientes objetos proyectivos T : A — R es un funtor entre categorias abeliano
exacto a derecha, entonces para cualquier resolucién proyectiva r, — A de un objeto A de
A se tiene que T'(z1) — T'(z9) — T(A) — 0 es exacta. Por lo tanto LoT(A) = Ho(T(X,)) =
T(A).

De manera dual si A tiene suficientes objetos inyectivos; A — I°* es una resolucién

inyectiva de A y T es exacto a izquierda entonces 0 — T(A) — T(I°) — T(I') es exacta y
por lo tanto R'T(A) = HY(T(I°*)) = T(A) .



CAP{TULO 2

Fundamentos de Geometria Diferencial

Este capitulo estd dedicado a revisar los aspectos basicos de geometria diferencial. Comen-
zaremos revisando el concepto de variedad diferenciable, daremos las definiciones de fibrados
y de haces, ésta ultima definicién es fundamental para concretar lo que mas adelante desar-

rollaremos como la versiéon homolégica de la simetria espejo.

1. Variedades diferenciables

DEFINICION 2.1. Dado un espacio topoldgico M, Hausdorff, segundo numerable, un atlas

sobre M es una coleccion de pares @ = {U;, ; }ier tal que:

e ,: U; — R"™ es un homeomorfismo.

e La coleccién {U;}ier cubre a M ; M = J,.; Us

Decimos que el atlas es diferenciable, si para cada par de cartas (Ui, ;) v (Uj, ;) se

tiene que ¢; o 90;1 Y ¥j 0@ ! es diferenciable como funciones de R™ a R™.

FiGuraA 2.1. Cambio de carta

13
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Decimos que un atlas diferenciable Q@ = {U;, ¢;}ic; es maximal si cada carta (U, ¢) tal

que:

e v : U — R™ homeomorfismo.
o YV(U;, i) € Q se tiene que:
wiop ty pop; ! son C™.
Entonces (U, ) € Q.

No todo atlas es maximal, sin embargo el siguiente teorema garantiza la existencia de un

atlas maximal, la demostracién se puede ver en [?7]
TEOREMA 2.2. Todo atlas estd contenido en un atlas maximal.

DEFINICION 2.3. Una variedad diferenciable es un espacio topolégico M, Hausdorff, se-

gundo numerable junto con un atlas maximal.

Nota: En virtud del teorema 1.2 bastara considerar un atlas cualquiera y la estructura
de variedad la determinara el atlas maximal que lo contiene.

Ejemplos:

e La esfera n-dimensional es un ejemplo clédsico de variedad diferenciable. Tomemos
las cartas U; = {v € S* 1 2; >0} y Uy = {z € S' : 2, <0} 0 : U; — R™,
(x) = (z1, ..., p)

DEFINICION 2.4. Una aplicacién f : M — N entre dos variedades diferenciables, decimos
que es diferenciable 6 C* si para cualquier carta (u¢) sobre M y (v,%) sobre N la funcién

o fop ! es diferenciable C* como funcién de R™ en R™.

DEFINICION 2.5. Sea M una variedad diferenciable y v : R — M una curva diferenciable
cony(0) = p (v necesita solo ser definida en un entorno de 0.) Sea f : U — R diferenciable
donde U es una vecindad abierta de p. Entonces la derivada direccional de f a lo largo de ~

en p es:

d
D) = 452

El operador es D, es llamado el vector tangente a v en p.
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DEFINICION 2.6. Un gérmen sobre una funcién diferenciable f en p € M sobre una
variedad suave M es una clase de equivalencia f bajo la siguiente relacién: f; ~ f, <

fi(x) = fo(x) para todo x en algun entorno de p.

DEFINICION 2.7. Si M es una variedad diferenciable y p € M, T,(M) denota el espacio

vectorial de todos los vectores tangentes a gérmenes en p.

DEFINICION 2.8. Si ¢ : M — N es una funcién diferenciable,entre dos variedades difer-

enciables, entonces se define el diferencial de ¢ en p € M para ser la funcion:
Gu 2 Tp(M) — Ty (N)

dados por ¢.(D.) = Do

DEFINICION 2.9. Una variedad n-dimensional junto con un atlas tal que, para dos cartas
cualesquieras ¢, 1 en el atlas, el Jacobiano de la funcién cambio de cartas ¢pov)~! tiene deter-
minante positivo para todos los puntos del dominio, la variedad se denomina una variedad

orientada, el atlas maximal con esta propiedad se llama una orientacion de la variedad.

2. Fibrado vectorial

DEFINICION 2.10. Un fibrado vectorial E sobre una varieadad M consiste de una variedad

FE y una aplicacién diferenciable, llamada la proyeccion:
IH:£E—-M

Tal que E es localmente trivial, es decir:
Para cada cubrimiento abierto de la variedad U

U x R¥ es difeomorfo a II71U, es decir:

Oy U x RF S TI7U @y (p,y) € IT7H(P)

EjEmpLOS 2.11. e Sea M una variedad, ¢ : U — R", U C M, T,M es el espacio

tangente en un punto p de M. Entonces el fibrado tangente es TM = | J T,M.

peM
En el caso en que M=S! se tiene que T,M = R y el fibrado tangente serfa un
cilindro circular recto.

e El fibrado cotangente es un fibrado vectorial, la fibra en cada punto es el dual del

espacio tangente.
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TEOREMA 2.12. Si E y F son fibrados vectoriales sobre M entonces: E X F. EQF, N'E
E + F son fibrados sobre M.

DEFINICION 2.13. Un morfismo desde el fibrado vectorial m; : F; :(— M al fibrado

vectorial mo : Fy :— N vienen dada por las funciones continuas, tales que:

(1) gm = mof

E14>E2

S
g
M= N

(2) Para cada z en X, la funcién 7' (z) — m, *(¢g(x)) inducida por f una transforma-

cién lineal entre espacios vectoriales. La composisicén de morfismos, es un morfismo.

Dado un fibrado vectorial 7 : E — X y un subconjunto abierto U de X, podemos
considerar las secciones suaves de 7 en U, es decir funciones diferenciables s : U — E con

s = ZdU

En este caso decimos que la seccion es local, si la aplicacion s : M — FE tal que mos = id
entonces decimos que la seccién es global. Denotaremos el espacio de secciones locales por

['(U, E) y las secciones globales por I'(M, E).

EJEMPLOS 2.14. (1) I'(M,TM):= El espacio de campos vectoriales sobre M.
(2) T'(M,ANTM*) = Q(M):= El espacio de formas diferenciales sobre M.
(3) T'(M, AT M):= El espacio de policampos vectoriales sobre M.

3. Variedad Compleja

DEFINICION 2.15. Una variedad diferenciable que admite un cubrimiento abierto {U,}

y una aplicacion de coordenadas ¢, o 9051 tal que: ¢, : U, — C" es holomorfa sobre:
©3(Uy 0 Ug) C C™ Va,b

se denomina variedad compleja.

Ejemplos:
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(1) Sea C = CUoo y sea f(z) = z donde z pertenece a S/oo y g(z) = 1 donde 2
pertenece a S/0y 1/00 se define como 0, como se definen estas funciones f y g son
cartas compatibles y f, g es un atlas para S donde S se conoce como la esfera de
Riemann.

(2) Toda superficie de Riemann es una variedad compleja.

TEOREMA 2.16. Una variedad quasi-compleja (M, J), es una variedad M diferenciable

donde J es una aplicacion tal que: J : T,M — T,M vy se satisface que: J*> =1

DEFINICION 2.17. Una variedad compleja M de dimensién n es un espacio topoldgico
Hausdorff M, junto con un atlas complejo A = {(U,, p,) : @ € A} de pares (U,, ¢,) donde
para cada «,

(1) U, es un abierto de M y U,U, = M.
(2) @q es un homeomorfismo de U, sobre un abierto de C™.

(3) Para todo U,, Us con U, N Usz # (), la aplicacién entre abiertos de C™,

Pa 005" ps(Ua NUp) — @a(Ua NUp),

es biholomorfa, es decir, holomorfa, invertible y con inversa holomorfa.

(4) A es maximal con respecto a la propiedad anterior, esto es si (U, ) es tal que para
U, NU # ( la aplicacién ¢, o ¢~ tes biholomorfa, para todo (Uy, ¢,) € A, entonces
(U, ) € A.

Al atlas complejo A también se le denomina estructura holomorfa sobre M. Clara-
mente una variedad compleja M de dimension n posee una estructura de variedad diferen-

ciable real de dimension 2n.

Ejemplos.
(1) El espacio de n-tuplas complejas C" posee de manera candnica una estructura de
variedad compleja.
(2) El espacio complejo proyectivo CP™ se puede definir como el conjunto de rectas

complejas de C"™ 1. Si definimos la relacién de equivalencia sobre C™* — {0} por:

(20, oey Zm) ~ (20, .., 2, vV a e C— {0},
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entonces CP™ = (C™*' — {0})/ ~. Denotamos la clase de equivalencia de (2, ...2y,)
por [zg, ..., zm]. Consideremos el cubrimiento de abierto {U;}, con i = 0,...,m, de

CP™ definido por:
Ui = {[207 "‘7Zm”’zi # 0}

y las aplicaciones ¢; : U; — C™,

20 Zi—1 Rit+1 Zm
©i([20, s 2m]) = (—, ...y , R
Zi Zi Zi Zi
e —1.
Es fécil calcular o; o )
w Wi_1 W w; 1 w; )
—1 o 1 i—1 i+1 J 7+1 m
@i © Y. (wla"'awm) - (_7 ceey Ty T ey Ty Ty Ty ey )7
J
Ww; w; w; w; w; w; Ww;

la cual es holomorfa sobre su dominio de definicion, pues w; # 0, Vi.

DEFINICION 2.18. Sea M una variedad compleja. Una funcién f : M — C™ es holomorfa
si foy,! es holomorfa para cada (U,, ¢.) € A. Una aplicacién biholomorfa ¢ = (24, ..., 2,,) :
UC M — oU) C C" se denomina un sistema de coordenadas holomorfas sobre U,
una funcion f : M — N de variedades complejas es holomorfa, si lo es en términos de

coordenadas holomorfas sobre N, esto es, el siguiente diagrama

f
M — N

‘| |+

Cm > C’ﬂ

gofop™?

conmuta, para sistemas de coordenadas holomorfos ¢ y ¢.

Dada una variedad compleja M y z € M, el espacio tangente a M en z se define por
Te .M =Ty .M @ C,

donde Ty .M es el espacio tangente a M en z considerando a M como una variedad real. Se

0o 0
TC,ZM =C <a—zz7 a—zl> .

0o _1(0 .0 0 _1(9 .0

tiene,

donde,
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Si consideramos T.""'M = € (8/8z) C T, ..M, llamado el espacio tangente holomorfo a
Men zy TOVM = (0/0z;) C Te,M llamado el espacio tangente anti-holomorfo a M en

z, claramente se tiene
Te.M =THOM @ TOD M.
DEFINICION 2.19. Dada una variedad diferencial M, una estructura casi-compleja .J

sobre M es un endomorfismo J : TM — TM tal que J? = —Id. Decimos que el par (M, J)

es una variedad casi-compleja.
LEMA 2.20. Toda variedad compleja es una variedad casi-compleja.

DEMOSTRACION. Sea M una variedad compleja de dimensién n. Para cada X € Ty M,

escogemos (U,, vq) € A, el atlas complejo de M, con z € U, y definimos:
Ju.(X) = 93" 0 jn 0 9 (X).
donde j, es la multiplicacién por i en C"; veamos que esta definicién no depende de la carta

escogida.

Si tomamos otro (Ugs, pg) € A que contiene a z, entonces @,p = @4 © 3051 es holomorfa,

Y Pa = Pag © Pp, ast

Jus(X) = @5 odnops(X) =05 0 jn o (Psa © pa) (X)
= 05" 0 n 0 Pha 0 PR(X) = 05" 0 Pl 0 Jin © Ph(X)

- Qoa_l* O Jn© SDZ(X) = JUa(X)7

lo que muestra que Jy no depende de U, de modo que la coleccion de los Jiy es un tensor J

en T'M bien definido. Claramente se tiene J? = —Id. OJ

Consideramos el espacio tangente complejo a M, TeM := TpM ® C y extendemos los
endomorfismos reales y operadores diferenciales de T'M a T¢ M por C-linealidad. Consider-
amos los subespacios de To M, TOOM v TOD M . El siguiente lema algebraico es sencillo de

demostrar.
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LEMA 2.21. Se tiene

() TOOM ={X —iJX|X eTM} y (b) TOYM ={X +iJX|X € TM}.

Recordemos que dada una variedad diferencial M, una distribucion sobre M, es un
conjunto de subespacios D, de T,,M, para cada p € M y que una distribucién es integrable
si para cada para de campos vectoriales X, Y tales que X,,, Y, € D, se tiene que [X, Y], € D,.

Se tiene puede ser enunciado como sigue:

TEOREMA 2.22 (Newlander-Nirenberg). Sea (M, J) una variedad casi-compleja. La es-
tructura casi compleja J proviene de una estructura holomorfa en M si y solo si la distribu-

cion TOVM es integrable.

DEFINICION 2.23. Una estructura casi-compleja que proviene de una estructura holo-

morfa se llama una estructura compleja.

Sea M una variedad compleja, de manera analoga al caso de variedades diferenciables,
consideramos Q¥ (M) el espacio de las k-formas con valores complejos sobre M. Consideramos
el espacio dual T M de T¢ . M; usando la descomposicion Te .M = 2(1’0)]\/[ &) TZ(O’UM
obtenemos

Ty M =T8O M @ TOD* M

y esto induce una descomposicion

k
NT:.M= P ( /p\ T M A /q\TZ(O’l)*M).

p+g=k
De manera que podemos escribir
OM(M) = P (M)
pt+q=k
donde
p q
OPI(M) = {w € Q" (M) : w(z) € AT M A \TOV* M, vz € M},

Diremos que una forma w € QP¢(M) es de tipo (p,q) o simplemente una (p, q)-forma.
Denotamos por 79 la proyeccién 7% : Q*(M) — QP4(M), de modo que para w € QP9(M)

yz €M,
p q

dw(z) € (NTHO* M A \TOV MY ANT; M
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donde d es el diferencial de De Rham, es decir
dw € QPTHI(M) @ QP (M),
Definimos los operadores de Dolbault:
0 : QPUM) — QPITL(M) Q0 QUM — QPFLU(M)
por
0=nPitlod y 0 =nPthio.
Como d =0+ 0y d> =0, tenemos que 90 =0, 00 =0 y 00 = —00.

En términos de coordenadas holomorfas ¢ = (21, ..., 2, ), una k-forma w € QF(M) de tipo

(p, q) se puede escribir como:

Z) = Z QD]J(Z, z)dZ[ A\ dZJ,

H=p
tJ=q
donde, I significa la cardinalidad del conjunto I y para I = {i; < ... < i,} se tiene

dZ[ = dZZ‘I VANRTRVAN dz,-p.

Los operadores 0 vy 0 estan dados por:

Ow( Za—gpu(z Z)dz; Ndzp N\ dzy
1,J,5
Z CPIJZZdZ]/\dZ[/\dZJ
IJ]

DEFINICION 2.24. Sea M una variedad compleja v 7 : E — M un fibrado vectorial
complejo sobre M (i.e. para cada x € M la fibra 771(x) es un espacio vectorial complejo).
Decimos que E es un fibrado vectorial holomorfo si existe una trivializaciéon con funciones
de transicién holomorfas. Es decir, existe un cubrimiento abierto {U,} de M y para cada U,

un difeomorfismo ¢, : 77 1(U,) — U, x C* tal que el siguiente diagrama conmuta:

Yo

7 W U,) — U, x C*

| A

Ua
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y para cada par de abiertos U, y U que se intersectan se tiene que

Pa © ngl(x?v) = (xvgaﬁ(x)v)’

donde gn5 : UoNUg — Gl(C) C C* son funciones holomorfas.

Ejemplos.

(1) El fibrado tangente de una variedad compleja M de dimensiéon m es holomorfo.
Para ver esto, tomamos el atlas holomorfo A = {(U,, ¢)} de M y definimos ¢, :
TM|y, — Uy X C™ por ¢ (X,) = (2, (¢a)"(X)). Las funciones de transcicién g,z =
(¢a)* © (¢5)~1* son holomorfas.

(2) Sea M una variedad compleja, los fibrados cotangente y AP° M son holomorfos. De
hecho, usando de nuevo un atlas holomorfo de la variedad M, podemos trivializar

a APOM localmente, la regla de la cadena

0z 0z,
Az, N oo Nd2g, = Z L —dwg, A ... A dwg,
o, QW O,

muestra que las funciones de transicién son holomorfas.

Para cada fibrado complejo 7 : £ — M, se define el fibrado AP?E = APIM @ E de

formas F-valuadas sobre M de tipo (p, q), hacemos
OP9YM; E)=T(M,A\"E) := (p,q)-formas de M con valores en E.

Un elemento tipico w € QP9(M; E) es de la forma

w = g w; & €;
i

donde {e;} es una base local para E' y w; € QP9(M). Nétese que los fibrados AP7M no son

en general fibrados holomorfos para ¢ # 0.

DEFINICION 2.25. Sea m : E — M un fibrado vectorial complejo. Una estructura
holomorfa sobre E, es una familia de operadores 0. : QP4(M; E) — QP¢t1(M; E), donde
p,q € {1,--- ,n}, tal que:

(1) d.00.=0
(2) O-(u A ) =0u) Aa+ (=1)PTu A d.(a); u € QPIM),a € Q(M; E)
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PROPOSICION 2.26. Un fibrado vectorial complejo © : E — M es holomorfo si y sélo si

posee una estructura holomorfa O-.

4. Variedad Simpléctica

DEFINICION 2.27. Una variedad simpléctica es un par (M,w) donde M es una variedad
diferenciacle y w es una 2-forma de M tal que:
(1) dvw=0

(2) w es no-degenerada, ie, si w(a,b) = 0 para todo b, entonces a = 0

DEFINICION 2.28. Una subvariedad Lagrangiana de una variedad simpléctica (M, w) es

una subvariedad cerrada L de M de dimensién dim(M)/2 tal que w |,= 0

5. Haces

Se definiran en dos pasos, primero introduciremos el concepto de prehaz, y luego le

agregaremos un axioma a esta definicién (el llamado axioma de pegado).

DEFINICION 2.29. Sea X un espacio topoldgico, C' una categorfa (por lo general una
categoria de conjuntos,de anillos conmutativos ¢ grupos abelianos) un prehaz F' de objetos

en C sobre X es:

e Para cada conjunto abierto U en X, existe un objeto F(U) en C.

e Para cada inclusion de conjuntos abiertos V' C U, existe un morfismo F(U) — F(V)
en la categoria C'.

e Para cada conjunto abierto U en X, tenemos i : v — u : u = idp(yy (la inclusién de
U en U es la identidad.)

e Dados cualquiera tres conjuntos abiertos W C V C U, tenemos i : u — uyw 01 :

u—>uU7V:i:u—>uU7W

Esta definicion puede darse en términos de teoria de categorias. Se define la categoria
de los conjuntos abiertos sobre X, como la categoria Topx cuyos objetos son los conjuntos
abiertos de X y cuyos morfismos son las inclusiones. T'opyx es entonces la categoria corre-
spondiente al orden parcial C sobre los conjuntos abiertos de X. Un C-prehaz sobre X es
un funtor contravariante desde Topx a C.

Si C es una categoria concreta, entonces cada elemento de F'(U) es llamado una seccién.
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Los haces son prehaces sobre los cuales las secciones sobre conjuntos abiertos pueden ser
pegadas para dar secciones sobre abiertos més grandes. Se establacen secciones para que C
sea una categoria concreta. Sea U la unién de la coleccién de los conjuntos abiertos {U;}.
Para cada U; es f;, es decir, resyy,(f)= fi

Si las f; representan funciones, estamos diciendo que cualquiera de ellas conincidira con
alguna en donde se solapen.

El axioma de haz enuncia que podemos obtener con los f; una secciéon f sobre U cuya
restriccion a cada U; es f;, es decir resyy, (f) = f;

Notamos que podemos escribir los objetos y los morfismos como:

FU) =1L FWU) =11 FUNU;)

La primera aplicacion aqui es el producto de las aplicaciones restriccion resypy, : F'(U) —
F(U;) y cada par de flechas representa las dos restricciones resy, v, @ Ui — U; N Uj,
resy, vinu; - Uy — Ui NU;

La condicién de que F' sea haz es exactamente a la que F'(U) es el limite del resto del
diagrama, asi debemos reescribir la nocién de de recubrimiento,

[L,UinU; = [L,Ui—U
La condicién de que U es la unién de los U; es la de U el colimite del resto del diagrama.

El axioma de pegado es ahora el que F' torna todos los colimtes en limites.

Ejemplos.

(1) Para cada conjunto abierto U en X, sea F'(U) el conjuunto de todas las aplicaciones
f:U — E tales que 7(f(x)) = x para todo = en U, tal funcién es llamada seccién
de m, donde F' es un haz de conjuntos sobre X.

(2) Cualquier fibrado vectorial proporciona un haz de conjunto, identificando las sec-

clones.

DEFINICION 2.30. Un haz coherente sobre une espacio anillado (X,0) es un haz F de

Ox-moédulos con las siguientes dos propiedades:

(1) Para algin punto en € X existe una vecindad abierta U C X tal que la resolucién
inyectiva ' | U de F' a U es generado por un ntimero finito de secciones cualesquiera
(2) Para cualesquiera conjuntos abiertos U C X, cualquier n € N y algin morfismo

¢:0% |U— F|U de Ox-médulos, el kernel de ¢ es de rango finito.
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Un ejemplo de un haz coherente son los haces de las secciones sobre un fibardo vectorial.

Otra definicién de haz(esta la pongo porque no se cual dejar)

A continuacién se introduciran varias operaciones de tipo algebraico sobre el concepto
de haz a introducir.

Una nocién importante antes de introducir el concepto de haz, se introducira el concepto
de "prehaz” (de grupos abelianos) sobre un espacio topoldgico X. Un prehaz A sobre X es
una funcién que asigna, a cada subconjunto abierto U C X, un grupo abeliano A(U) y que
asigna, para el par U C X de conjuntos abiertos, un homomorfismo (llamado la restriccién)
i:U—->V:AV)— AWU)dondei : U -U=1yi:U—->Vi:V-W=i:U—->W

cuando U C V C W, si usamos la terminologia usual,enunciamos la siguiente definicién:

DEFINICION 2.31. Sea X un espacio topoldgico. Un "pre-haz” A (de grupos abelianos)
sobre X es un funtor contravariante que parte de la categoria de conjuntos abiertos de X
y inclusiones a la categoria de grupos abelianos. En general se puede definir un pre-haz
con valores en una categorfa arbitraria. Si cada A(U) es un anillo y 7y es el anillo de
homomorfismos, sobre X y si suponemos que B es un pre-haz sobre X tal que cada B(U)
es un A(U) — modulo y que ryy : B(V) — B(U) son homomorfismos de médulos, entonces
decimos que B es un A-mddulo.

Es usual referirnos a los elementos de A(U) como "secciones de A sobre U”. Sis € A(V)y
U C V , donde usaremos la notacién s|y, s restricto a U para 7y (s) y llamarla la restriccion

de sa U”.

Ejemplo:
Si M es un grupo abeliano, entonces existe un ”pre-haz constante” A con A(U) = M para

todo U y ryy = 1 para todo U C V.

DEFINICION 2.32. Un "haz” (de grupos abelianos) sobre X es un par (A, ) donde:
Sea: AAA el subespacio de A x A que consiste en todos los pares («, 3) con 7(a) = 7(f).
Entonces la funcién AAA — A tomando («, 3) — A a— (3 es contintio.De forma equivalente

a— —ade A — Aescontinio y (o, ) — o+ [ de AAA — A .



CAPIiTULO 3
Simetria espejo homolégica

1. Variedades Calabi-Yau

DEFINICION 3.1. Sea M una variedad de Riemann con una estructura quasi-compleja .J
y una métrica g. Decimos que g es Hermitiano con respecto a la estructura quasi-compleja

J si: g(X,Y) = g(JX, JY) para todos los campos vectoriales X y Y

TEOREMA 3.2. Sea (M, J,g) una variedad compleja, con estructura compleja J, una
métrica Riemaniana-Hermitiana g, w la forma Hermitiana asociada y A la conexion de

Levi-Civita. Las siguientes condiciones son equivalentes:

e Aw=20
e AJ =0
e dv=0

DEFINICION 3.3. Cualquier variedad de Riemann compleja (M, J,g) que satisfaga al

menos una de las condiciones del teorma anterior es una variedad de Kahler.

Ejemplos:
(1) Elespacio euclideano complejo C™ con la métrica hermitica estdndar es una variedad
de Kahler.

(2) Cada superficie de Riemann es una variedad de Kahler, puesto que la condicién de

que w sea cerrado es trivial en dos dimensiones (reales).

TEOREMA 3.4. Sea M una variedad de Kahler compacta de dimension par, entonces los

siguientes puntos son equivalentes:

El fibrado tangente es trivial.

M tiene estructura holomorfa.

o M es curvatura de Ricci

La primera integral de clase de Chern ¢y(M) de M desaparece.

26
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o M tiene métrica de Kahler con holonomia global contenida en SU(n).

Entonces se define una variedad de Calabi-Yau si M es una variedad de Kahler que
satisface cualquiera de las condiciones (equivalentes) del teorema anterior.

Ejemplo:

Una Variedad de Calabi-Yau 1-dimensional es una curva eliptica compleja, en particular

una algebraica.

2. Teoria de Deformacion

DEFINICION 3.5. Sea k un cuerpo de caracteristica cero, un anillo de Artin (Ag) sobre
k es un anillo R conmutativo, local tal que R/R" = K donde R* es el tinico ideal maximal

de R.

DEFINICION 3.6. Sea A un objeto con una estructura algebraica. Decimos que una de-
formacion de A es una estructura algebraica. Una deformacién de A es un aestructura Ag,

del mismo tipo que A, tal que % es isomorfa a A.

Cuando A = A® Ry R = RJ[t]], entonces decimos que la llamada deformacién es

. R[t . ., e
formal,si %,entonces decimos que la deformacion es infinitesimal.

DEFINICION 3.7. Sea A una dlgebra asociativa, una deformacién formal de A, estd dada
por una algebtra A; junto con una serie formal F' ano fut™ con coeficientes en Hom(A ®

A, A) tal que F es el producto en A; y (Ao, fo) es la dlgebra A junto con su producto.
Ejemplo: Sea A = C[z,y]/(y* — 2%) y Ay = Clz,y,t]/(y* — 23 — 2?t).

DEFINICION 3.8. Sea A una élgebra asociativa, una deformacién infinitesimal de A,estd da-
da por una algebra A; junto con una aplicaciéon F' = fy+tfi cont?> =0y f; € Hom(A®A, A),
tal que F' es el producto en A; y (Ao, fo) es la dlgebra A junto con su producto.

La cohomologia de Hochschild controla las deformaciones infinitesimales.

3. Algebras y médulos A

DEFINICION 3.9. Sea A® un k-médulo Z-graduado. Una estructura de dlgebra A, sobre

A® estd dada por una coderivacién § de grado 1 sobre T'(A[1]), tal que 6% = 0.



3. ALGEBRAS Y MODULOS A 28

Si denotamos por my, la componente en Hom((A[1])®*, A[1]) de d, entonces la condicién
5% = 0 se puede escribir como:
Z (=)0 (1% @ my @ 19%) = 0
r+s+t=n

Equivalentemente, podemos definir las algebras A, de la siguiente forma

DEFINICION 3.10. Una estructura de algebra A, sobre A® estd dada por una familia de
homomorfismos my, : (A[1])®* — A[1] de grado 1 tal que la coderivacién § de grado 1 sobre

T(A*[1]) (dada por el Lema ?7?) satisface 6 = 0, es decir

Z (_1)(r+1+t)rmr+1+t<1®r ® m, ® 1®t) —0.
r+s+t=n

En particular se tiene que m? = 0, por lo tanto este es un diferencial sobre A®, de modo

que definimos la cohomologia del algebra A, (A®,d), como la cohomologia del complejo

(A., ml).
EJEMPLOS 3.11. Sea (A®,m,d) una adg, si hacemos

ma(z) = (=1)%dz, mo(z,y) = (=1)"7Vm(z,y)

y mp = 0 para k > 3; entonces la familia {m;} determina una estructura de algebra A,

sobre A°.

DEFINICION 3.12. Sean (A°*,04) y (B®, dp) dos dlgebras A, un As-morfismo f : (A®,54) —
(B*®,d5) es un homomorfismo de codlgebras f : T(A[l]) — T(B[1]) tal que fds = dpf.

DEFINICION 3.13. Decimos que dos algebras A, (A®,d4) y (B®,dp) son quasi-isomorfas

si existe un A,.-morfismo que induce isomorfismo en cohomologia.

La demostracién del siguiente teorema se puede hallar en [7]

TEOREMA 3.14. Sea (A*,6) un dlgebra As. Entonces la cohomologia H*(A) tiene una
estructura de dlgebra A, tal que:

(1) my =0 y my es inducido por ms.
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(2) Eziste un quasi-isomorfismo de dlgebras Ao, H*(A) — A*® que levanta la identidad

de H*(A).

DEFINICION 3.15. Sean f, g : (A®,d4) — (B*,dp) dos A-morfismos, decimos que f y g
son homotépicos si existe una aplicacion h : T(A[1]) — T(B[1]) de grado -1 tal que

Ah:f®h+h®g y f—g:53h—|—h5A.

DEFINICION 3.16. Un A,-morfismo f : (A®*,d4) — (B*,05) es una equivalencia ho-
motdpica si existe un A,-morfismo g : (B®,dg) — (A°®,d4) tal que las composiciones fg y
gf son homotdpicas a la identidad. Dos algebras A., son homotdpicamente equivalentes se

existe una equivalencia homotdépica entre ellas.

El siguiente teorema es tutil para demostrar que un A.,.-morfismo es una equivalencia

homotépica, su prueba puede verse en [8, 11]

TEOREMA 3.17. Para A-morfismos se tienen los siguientes resultados:

(1) La relacion de homotopia es una relacion de equivalencia en el conjunto de As-
morfismos.
(2) Un As-morfismo es un quasi-isomorfismo si y solo si es una equivalencia homotopi-

ca.

DEFINICION 3.18. Sea A una algebra A,

Un médulo A, es un espacio graduado M junto con la aplicacién:
b, : SM @ (SA)®"1 — SM,n > 1,
es homogénea de grado 1.
4. Deformaciones de algebras A,
Como antes, sea k un cuerpo y sea R un anillo local tal que k ¥ R/R .
DEFINICION 3.19. Sea (A®,04) un dlgebra A.,, una deformacién de (A®,d4) sobre R es

un par ((A%,0a,),74) tal que (A%, d4,) es un dlgebra A, sobre R e i4 : A% /Ry A} — A®

es un isomorfismo de algebras A.
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De nuevo, esto es equivalente a que 04, se proyecte a d4 bajo la proyecciéon natural
Ay — AR /Ry A =2 A

Cuando A}, = A®* ® R, se débe tener 4, = 04 + e donde e € Coder(T(A* ® R+[1])), o
equivalentemente e € Coder(T(A*[1]) ® R), de grado 1. La condicién 0% = 0 implica que

0 = &,
= ((5,44-6)2

= Jue+edy+é?

= Spnaran)(e) + €

De modo que e debe satisfacer la ecuacién de Maurer-Cartan.

DEFINICION 3.20. Sea (A®,04) una A.-dlgebra sobre Ry sean (A%, das ,i4), (B%,0ps ,i5)
deformaciones de (A®,d4) sobre R. Decimos que (A%, s ,i4) es isomorfa a (By,dps,,ip) si
existe un Ay-isomorfismo ® : A% — Bj tal que el isomorfismo inducido ® : A% /R, A% —

B3 /R, B} satisface ip® = i,.

DEFINICION 3.21. Definimos el funtor de deformacién Def, : Artin — Set asociado a

A*. El functor Def, esta dado por:

(1) Sea R € Ob(Artin). Def4(R) es el conjunto de todas las clases de isomorfismo de
las deformaciones de A® sobre R.

(2) Sea ¢ € Morawin(R,R’) y sea A% una deformaciéon de A® sobre R. Hacemos
Defa(p)(Ag) = Ap @ R

Es facil ver que Def, es un functor formal de moduli.

Sean (A®, ) una A,-algebra, b € A' ® R, denotemos por

eb — Zb®k

k>0

y para un elemento no-homogéneo a € T(A®[1]) denotaremos por
m(a) = my(a1) +ma(br, ba) + ms(ci, 2, c3) + ...

dOHdeCL:Cll@(bl®b2)@(01®62®03)@"'.
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Definimos e, € Coder(T(A*[1]) ® R4) como la coderivacién que generan los morfismos

{mb} definidos por

mi(a) = m(e" a,c’)

mi(al, Q) = m(eb, ar, €’ ay, ..., an_1, €, an, eb)

ey es la coderivacién asociada al elemento b, se tiene que (A®* ® R4, ep) es una deformacion

de (A®,04) si m(e®) = 0. Este hecho se sigue del siguiente resultado
PROPOSICION 3.22. m¥mb = 0 si y sélo si m(e®) =0, y en general

Z (_1)(T+1+t)rmf~+1+t(1®r ® mg ®1%) =0
r+s+t=n

si y solo si m(e®) = 0.
DEMOSTRACION.

mi(mi(a)) = mi(m(e’,a,e"))
= m(e’, m(e’, a,e’),e)

= +m(m(e’ e’),a e’ e®) £m(e e’ a,m(e’, )

= £m(m(e®),a,e’) £ m(e’, a,m(e?)).

La segunda parte de la proposicién se demuestra de manera analoga. 0

Llamamos a m(e?) = 0 la ecuacién de Maurer-Cartan y decimos que un elemento b €

A'®@ R, es un elemento de Maurer-Cartan de A® ® R si e, satisface m(eb) = 0.

DEFINICION 3.23. Definimos el funtor de Maurer-Cartan M C(A) : Artin — Set asoci-
ado al dlgebra A, (A°®,d4), el funtor MC(A) esta dado por:

(1) Sea R un objeto de Artin. MC(A)(R) es el conjunto de todos los elementos de
Maurer-Cartan de A®* ® R.
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(2) Sip: R — R’ es un morfismo en Artin y b es un elemento de Maurer-Cartan de
A* ® R, entonces (1 ® ¢)(b) es un elemento de Maurer-Cartan de A®* ® R’. Asi se
obtiene una aplicacién ¢, de MC(A)(R) en MC(A)(R').

MC(A)(R) es un funtor formal de moduli. Sin embargo el conjunto MC(A)(R) es usual-
mente demasiado grande, de manera que lo dividimos mediante una apropiada relaciéon de

equivalencia.

DEFINICION 3.24. Sean b,b' € MC(A)(R), decimos que b es equivalente a b/, si existe
una equivalencia homotépica h: A* ® R — A®* ® R tal que h(b) =V'.

DEFINICION 3.25. Definimos el funtor MC(A) : Artin — Set asociado al dlgebra A,

(A®,d4), al que también denominaremos de Maurer-Cartan, el funtor M C(A) esta dado por:

(1) Sea R un objeto de Artin. MC(A)(R) es el conjunto de todas las clases de equiv-
alencias de los elementos de MC(A)(R).
(2) Sip:R — R’ es un morfismo en Artiny ¢, : MC(A)(R) — MC(A)(R'), entonces

hacemos ¢, (b) = . (b)

El siguiente resultado muestra que el funtor de Maurer-Cartan es un invariante homotopi-

CO.

TEOREMA 3.26 (Fukaya). Si (A®,d4) y (B*,0p) son dlgebras A, homotdpicamente equiv-
alentes, entonces el funtor MC(A) es equivalente al funtor MC(B).

Presentamos ahora el resultado méas importante de esta seccion y el cual establece, que

las deformaciones de una A,.-algebra estan controladas por la ecuacién de Maurer-Cartan.

TEOREMA 3.27. Sea A® una A -dlgebra, entonces el funtor MC(A) y el funtor Def4

son equivalentes.

5. Simetria Espejo Homolégica

La version homoldgica, 6 la conjetura homoldgica espejo, reformula esta conjetura como
equivarianza de categorias trianguladas construidas desde distintas propiedades de la var-

iedad de Calabi-Yau de dos geoometrias. La variedad de Calabi-Yau esta determninada por
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dos partes: La parte compleja y la parte simpléctica, si estudiamos la parte compleja, nos
encargamos de estudiar geometria algebraica, en cambio para comprender la parte simplécti-
ca, nos enfocamos en geometria simpléctica. El objetivo de esta version es encontrar alguna
relacion entre estas dos geometrias. Kontsevich encontro ésta relacion. La version homologica

formula que la categoria de haces coherentes es equivalente a la cetegoria de Fukaya.

DEFINICION 3.28. Sea (M, w), una variedad simpléctica, Lo, L1, subvariedades Lagrangianas

— /\|LoﬂL1

compactas intersectadas transversalmente. Los complejos C'F(Lg, L1) | induce un

diferencial mq, un producto mo, y las operaciones:

(1) CF* (Lo, L)) ® ... ® CF*(Ly_1, Lk)mpCF*(Lo, Ly,)[2..k]. Hemos fijado en el disco
de aplicaciones J-holomorfas u desde el disco D? con puntos identificados desde
la frontera, a discos en la variedad, entre Ly, ..., Lk con u(zy) = q € Lo N Ly,
u(z;) = pi € Li—1 N L;, la dimensién de la variedad M (py, ..., px, q, [u], J) es gradq —
(gradp; + ...gradpy) + k — 2. Asumiendo la transversavilidad,

(2) mi(pr, -y p1) = quLomLk’ind([u])zo(#M(p1,...,pk,q, [u], J))T“("q. Mirando 4, obr-

tendremos las siguientes relaciones A;;, s,

PROPOSICION 3.29. Asumiendo que los discos y esferas no se autointersectan,
vm 2 17 (plv -"7pm); pi € Li—l N Lz

Zk,lzl,k+l:m+l,0§j§l71(_1)*ml (Prms s Pjthsts M (Pjas s Pit1), Pjs -, P1) = 0

donde * = grad(py) + ... + grad(p; + j)

DEFINICION 3.30. La categorfa A, es una categorfa lineal donde los morfismos de los
espacios tienen asociados operaciones algebraicas (my)r>1 que satisfacen las relaciones A

relaciones.
Particularmente:

DEFINICION 3.31. Una categoria de Fukaya es una categoria A, cuyos objetos son sub-

variedades Lagrangianas y los morfismos son los complejos de Floer.

DEFINICION 3.32. Sea X una variedad compleja, OX) es el haz de todas las funciones

holomorficas sobre X. Un haz coherente F' es un haz de los Ox) — modulos tal que:
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e I es de tipo finito, es decir, existe un cubrimiento abierto que refine a U;. Es decir

Fy, es generado por un numero finito de secciones, ie, existe una aplicacién surjectiva
®n

OX U; — F

e Para todo U C X abierto, phi : O(X) |7"— Fy un homomorfismo de Ox — modulo,

U;

el ker¢ es de tipo finito.

Ahora bien se define la categoria de haces coherentes como todos los haces complejos coher-

entes y acotados.

Conjetura de la simetia espejo homoldgica:
La categoria derivada de Fukaya Fuk(M) es quivalente a la categoria derivada de Haces

coherentes QCoh(X).



CAP{TULO 4

Principios HMS generalizados

1. Construccién de Fukaya

Existen dos descripciones de variedad compleja, una, que el cambio de cartas de la var-

iedad sea holomorfo y la otra viene dada por el siguiente teorema:

TEOREMA 4.1. Newlander-Niremberg Sea M una variedad diferenciable,y sea J : T M, —
TM, sidim(M) =2n y J es integrable (como distribucion), entonces M es una variedad

compleja.

COROLARIO 4.2. Una estructura Holomorfa sobre E, es una secuencia de operadores:
0 1 WM, E) — P9 (M, E) para p,q € {1,...,n} tal que:
.00, =0
e o (uNa)=du) Na+ (=1)PTu A d.(a) (Regla de derivacion de Leibnitz) con
u € whi(M),«a € w'(M; E)

Consideremos el fibrado vectorial End(M) cuya fibra en p es Hom(E,, E,).
Sea wP4(M, End(M)) el conjunto de todas las secciones suaves de APY ® End(E)

Definimos los operadores:
e 0:wPI(M,End(M)) @ w7 (M, E) — wPt? a4 (M, E).
e o:wP(M; End(M)) ®w? (M, End(E)) — wPt? 4+ (M, End(E))
Usando:
End(E)® E — E,End(M) @ End(M) — End(E)
y el producto wedge de manera obvia.

Una estructura holomorfa d. sobre E induce una estructura holomorfa sobre End(E) por:

§.(B) = 6.0 B — (—1)94B By,

TEOREMA 4.3. Sea 0o otra estructura holomorfa sobre Illg : E — M entonces, existe

una seccién B € W% (M, End(E)) tal que:

35
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de () = 0 () + Boa, con o € w(M,E) (1)

Donde B satisface la ecuacion diferencial 6.B + B o B =0 (2)
Por otro lado, sea B =€ W% (M, End(M)) una seccion que satisface (2) definimos a §¢

. Luego 0o define una estructura holomorfa sobre 11 : E— M.

Prueba: Por definicién, encontramos que: §o — d.(u A ) = (—1)97%%y A (60 — 6) ()

Como consecuencia,que d. — . es inducido por la seccién de w®!(M, End(M)), la cual
para mostrar la propiedad (2) vemos:

0 (0 (@) = 0 (6c(a) + Boa) = 6.(d.(a) + Boa)+ Bo (6 (a+ Boa)=06Boa— Bo
de(@) + Bod(a)+ BoBoa=(6B+ BoB))o«

DEFINICION 4.4. Un mdédulo diferencial graduado sobre una lgebra diferencial graduada

(A, .,d) es por definicién, una terna (C*, ., d) tal que:

1) Para cada k € Z, M* es un R-médulo (escribimos grada = k si a € M¥)
2
3
4

k& M!" — M5t es un homomorfismo de R-médulos con la asocitividad.
— M**1 es un homomorfismo R-mdédulos tal que dod =0

d(a. ) d(a).x + (=1)9%q.d(z) paraa € A,z € M.

(1)
(2) .
(3) d
(4)

DEFINICION 4.5. Dados dos médulos diferenciales graduados (M, .7, da) y (N, .n,dy)
sobre (A, .4,d4) una aplicacién f : M — N es un homomorfismo de médulos diferenciales

graduados si se tiene que:

(1) f(mar(a,b)) = (=) my(a, f(b)) para todoa € Ay be M.
(2) dyof=fody

Es natural preguntarse ;cuando en el fibrado existe una estructura compleja? la respuesta
en cuando &, induce una estructura de médulo diferencial graduado. Se concluye que la
construccién de Fukaya se fundamenta en sustituir la estructura de variedad compleja por
una de un fibrado holomorfo inducido por el diferencial d., en otras palabras la estructura
holomorfa sobre E es una estructura sobre (M, E') de médulo diferencial graduado,asi,en
vez de estudiar la deformacién de la estructura compleja como tal, estudiamos la deformacion

del diferencial la cual es més simple, ésta es controlada por (2) la ecuacién de Maurer-Cartan.
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2. Construcciéon de Cao y Zhou

DEFINICION 4.6. Una &lgebra de Gerstenhaber es una dlgebra diferencial graduada con-
mutativa,con un corchete de Lie de grado -1,que satisface la identidad de Poisson,el grado

de un elemento lo denotamos por ||, el cual cumple con las siguientes propiedades:

o lal(ab)=lal+]b]
o |[ab]|=[al+][0]
o (ab)c = a(bc), ab = (—1)llllpq,
e [a,bc] = [a,blc + (—=1)lal=1Plp[q, ¢].
o [a,b] = —(—1)lal=tPI=17p q].
[[a,8], c] = [a, [b, ] = (1)1 =PI b, [a, ]].

Sean dos algebras, de Batalin Vilkovisky, (A,A, []) (B,A 7, []),sea f una aplicacién lineal

de grado cero, diremos que es un morfismo de algebra de Batalin Vilkovisky si:

e f es morfismo de algebras asociativas graduadas,es decir f(ab) = f(a)f(b)

e f es un morfismo de édlgebras de Lie graduadas, es decir f([a, b]) = [f(a), f(b)]
Ejemplos:

(1) Sea g una dlgebra de Lie , entonces el dlgebra exterior del dlgebra de Lie, A.(g) es
naturalmente una algebra de Gertenharber, para el producto exterior y una prolon-
gacion natural del corchete de g

(2) Sea X una variedad diferenciable, sea 7X — X su espacio tangente, y A, — X el
algebra exterior asociada al fibrado. Sea w,(z) = I'(X, A.7X) el espacio de secciones,
en otras palabras el espacio de los campos tensoriales diferenciables contravariantes.
Entonces (w.(z),A[,]) es una algebra exterior de Gerstenarber para el prducto ex-

terior A de campos tensoriales, donde [,] es el operador de Schouten.

DEFINICION 4.7. Una Algebra de Batalin Vilkovisky es una algebra (conmutativa) grad-

uada, con un operador diferencial de segundo orden A que satisface:



2. CONSTRUCCION DE CAO Y ZHOU 38

Sean dos dlgebras de Batalin Vilkovisky, (A, A, A, [, ]),(B, A’ A, [,]), sea f una aplicacién
lineal de grado cero, diremos que es un morfismo de algebra de Batalin Vilkovisky si:
e f es morfismo de algebras asociativas graduadas,es decir f(ab) = f(a)f(b)
e f es un morfismo de édlgebras de Lie graduadas, es decir f([a, b]) = [f(a), f(b)]
e Se satisface f(a, b) = f(a), f(b)
Ejemplos:

(1) Tomemos (A(g), A, d) es una élgebra de Batalin Vilkovisky, donde ¢ es el diferencial
del complejo homoldgico de Chevalley-Eilemberg del dlgebra de Lie g con coeficientes

escalares:
O(Tr A NTp) = D cicicy (D) T T AL A AT A AT A ATy

(2) Para una variedad de Poisson (P,A), sea (w.(P),A,d) las estrucutura natural de
Gerstenhaber asociada a él. Entonces el operador d, = [i(A),d] genera el corchete

de Gertenhaber, asi se obtiene una algebra de Batalin-Vilkovisky (A.(P), A, dx)

Algebras de Batalin Vilkovisky proveniente del espacio de campos polivecto-

riales

DEFINICION 4.8. Sea w*(M) = I'(M, A*T'M) es espacio de campos polivectoriales sobre
M

DEFINICION 4.9. Dados dos campos de vectores diferenciables X y Y sobre una variedad
M, se define el corchete de Lie para campos vectoriales,denotado como [ X, Y],de la siguiente

manera:

(X, Y]y = X(Y(f)) =Y (X(f))

El corchete de Lie para campos vectoriales puede ser extendido por el corchete de Schoten-
Nijenhuis, [.,.]s, definido como:
[, ]s:w™ (M) xw (M) = w*(M)
de grado -1, dado localmente por:

(XA A AXp YIA LAY =300 070 =

()X VA XA G AXGA CAX,AYIA LAY A LAY,
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para campos vectoriales locales, pues bien, (w*(M), A, [., .]s) define una G-édlgebra, para cover-

tirla en algebra de Batalin Vilkovisky, enunciamos la siguiente proposicion:

PROPOSICION 4.10. Sean P,Q dos campos vectoriales de una variedad M, y sea [P, Q] su
corchete de Schouten-Nijenhuis. El producto interior i([P,Q]) estd expresado, en términos

del diferencial exterior § y de sus productos interiores i(P) e i(Q), mediante:

P, Q) = —[li(Q), a],i(P)]

Ahora (w*(M), A, [.,.]s, ) define una algebra de Batalin Vilkovisky.

Algebras de Batalin Vilkovisky provenientes de variedades de Calabi-Yau.

Recordemos que a una variedad de Kahler es llamada una variedad de Calabi-Yau si ella
admite una forma de volimen paralelo holomorfo. Esta terminologia proviene de la solucién
de Yau para la solucién de la conjetura de Calabi.

Dada una variedad Calabi-Yau n-dimensional M, la forma del volimen holomorfo 2

define un isomorfismo Q~**(M) — Q" **(M).
DEFINICION 4.11. Sea A : Q~**(M) — Q~¢=Y*(M) la conjugacién de § via isomorfismo.

Se puede probar que [.,.]a = [., .]s tal que A dé lugar a una élgebra de Batalin Vilkovisky
sobre Q~**(M).

Si partimos del resultado de que 69 = 0, uno puede ver que dA + Ad = 0.

Asf pues (Q7*(M), A, 0, A, ., .]) induce una algebra de Batalin Vilkovisky.

DEFINICION 4.12. Una variedad de Poisson es una variedad diferencial M, tal que el
algebra C*°(M) de funciones diferenciables sobre M admite una aplicacién lineal, llamada
el corchete de Poisson. Diremos que una variedad de Poisson es regular, si w tiene rango

constante

Sobre una variedad de Poisson se define o : w™*(M) — w™*TV(M) mediante o(P) =
[w, P], entonces (w*(M), A, [.,.]s) es una G-édlgebra, hay una estructura de dlgebra de Batalin
Vilkovisky asociada a la variedad de Poisson. Koszul definié el operador A = [i(w),d] : Q* —
Q*~!1(M) donde i(w) denota la contraccién de w. Se ha probado que [§, A] = A% = 0y[., ],

satisface la regla de derivacion de Leibnitz:

oo (BAY)]a = [laeplany+(=1)IEIBA[a0q]s
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Por lo tanto (Q*(M), A, d, A, [.,.]a) es una dlgebra de Batalin Vilkovisky.

Algebras de Batalin-Vilkovisky provenientes de una variedad simpléctica. Una
variedad simpléctica M es de forma natural una variedad de Poisson, por lo tanto existen
una algebras diferenciales asociadas.De hecho, la forma simplética w induce un isomorfismo
¢ w (M) - w* (M)y p:w* (M) — w*(M). Si mencionamos el teorema de Darboux
se puede probar que el bivector (archivado) w = w® es una estructura de Poisson. Adem4s
se puede ver que: d = [w,e,.|]a. La forma simpléctica induce un isomorfismo de &lgebra
diferencial graduada. La forma simpléctica induce un isomorfismo de algebras diferencial
graduada, (W™, A,0,A, [, .]s) = (WA, d, A, e, e]A.

Como resultado hemos propuesto una version de la conjetura de simetria espejo homologi-
ca:

Para una variedad de Calabi-Yau M y su variedad espejo M definida de forma conve-

niente, las algebras diferenciales de Batalin Vilkovisky:
(= (M), A, d, (d2), [, Jaz))

(Q**(M), A, 6, A, [, ]s)

DEFINICION 4.13. Denotamos por ADBV,; la subcategoria de ADBYV, consiste de alge-
bras de Batalin Vilkovisky en AD BV, las caules admiten integrales "nice”. Un quasi-isomorfismo

entre dos elementos en ADBV, (ADBV,;) es un morfismo en ADBV, (ADBV,;) el cual in-

duce un morfismo sobre los grupos de cohomologia.
por lo tanto las dos estructuras de algebras de Batalin Vilkovisky son quasi-isomorfas.

DEFINICION 4.14. Sea A una Q-algebra. Una métrica invariante sobre una dlgebra con-
mutativa (H, A) sobre A es una aplicacién no-degenerada n: H x H — A tal que:
(1) n(X,Y) = n(Y, X)
(2) n(XAY,Z) =n(X,Y N Z)
para X,Y,Z € H, la terna (H, A, n) es llamada el Algebra de Frobenius.
Ejemplo:
e Sea M una variedad de dimensién finita, diferenciable,orientada y cerrada ,entonces

el teorema de la cohomologia de de Rham H*(M) junto con el producto wedge A
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es una dlgebra conmutativa sobre R. Sea [, : H*(M) — R , entonces el teorema

de dualidad de Poincaré garantiza que | s induce una estructura de dlgebra de

Frobenius sobre (H*(M), \).

DEFINICION 4.15. Sea A una Q-algebra. Una métrica invariante sobre una dlgebra con-

mutativa (H, A) sobre A es una aplicacién no-degenerada n: H x H — A tal que:

(1) n(X,Y) =n(Y, X)
2) n(XAY, Z) =n(X,Y N Z)

para XY ,Z € H, la terna (H, A, n) es llamada el Algebra de Frobenius.
Ejemplo:

e Sea M una variedad de dimensién finita, diferenciable,orientada y cerrada ,entonces
el teorema de la cohomologia de de Rham H*(M) junto con el producto wedge A
es una algebra conmutativa sobre R. Sea [,, : H*(M) — R , entonces el teorema

de dualidad de Poincaré garantiza que | s induce una estructura de dlgebra de

Frobenius sobre (H*(M), N).

Un quasi-isomorfismo entre dos algebras diferenciales graduadas A y B es una serie de
algebras diferenciales graduadas Ao, ..., A,, y un homomorfismo entre las algebras diferenciales
graduadas f; : A; — Ay para0 <i<n—1tal que Ay = A, A, = By cada f; induce un
isomorfismo en cohomologia.

Ecuaciones WDVV y estructura formal de variedad de Frobenius.

Denotamos por {z*} las coordenadas en la base {e,}. Consideremos una familia de mul-
tiplicaciones tanto asociativas como conmutativas A, sobre H, uno por cada z € H, tal

que:
XN Y, Z)=n(X,Y A, Z)

para todo X, Y, Z, x € H. Entonces tenemos una familia de 3-tensores ¢up.(x), estas familias

tienen la propiedad que:

%Qsabc(x) = %Qsabd (27)

230
0z20xbOxc
3P 93P 3P Dq 3P

. . . . a B
por lo anterior,® satisface las ecuaciones de (WDVV): 525 nPl ot = o e P o a5

Dada una familia, uno puede encontrar una funciéon ® : H — k tal que: ¢ =
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La funcion ® es llamada la funcion potencial. Una estructura formal de variedad de
Frobenius sobre (H, A,n) es una serie de potencia formal ® que satisfacen las ecuaciones de
WDDV

Algunas teorias de homotopia racional.

Estructura de variedad formal de Frobenius sobre la cohomologia de una &lgebra de

Gerstenhaber.

(1) La cohomologfa algebraica H(A,d) = X0 eg libre y de rango finito como un k-

modulo.
(2) Es una integral nice sobre A.
(3) Las inclusiones (KerA,0) — (A4,0) y (Kerd,A) — (A, A) induce un isomorfismo

en cohomologia.

Conexiones con las series formales:

Dada una algebra diferencial de Lie (L, [.,.],d) fijamos una descomposicién L = H &
dM & M tal que H C Kerd , la aplicaciéon natural H — H(l,d) es un isomorfismo y d |y
es inyectivo. Tal que una descomposicién es llamada la descomposiciéon homoldgica. Fijamos
una base homogénea «; € H, denotamos X7 es la base dual. Cada X” nos d4 el grado -
| aj + 1 |. El espacio dual se denota por s"*H!. Sea S(s7'H') = >_"(s'H') modificando el
método en referencia de forma inductiva construimos el diferencial b sobre S(s™'H?) y una

serie formal de potencias de la forma:
donde ;. s € L es de grado 1— | X | —...— | X |, tal que:
bw + dw + 3w, w] =0
Asf naturalmente se ha extendido b , d y [.,.] sobre L ® S(s~'H?).

Integrales ” Nice”

DEFINICION 4.16. Un funcional k-lineal | : A — k sobre una dlgebra diferencial de Batal-

in Vilkovisky (A, A, 6, A, [.,.]) es llamda una integral, es para todos los elementos homogeneos
a,be A

(1) [(Sa) Ab=(=1)lel +1 [andb
(2) [(Aa)Ab=(=1) [aAAb
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Dada una integral n(«, 3) = [ a A § define una forma lineal 1 sobre H(A,d). Sin es no
degenerado decimos que la integral es "nice”. Entonces si A tiene una integral ”nice.®*tonces

(H(A,5),A,n) es una Algebra de Frobenius.

DEFINICION 4.17. Estructura formal de variedad de Frobenius sobre la cohomologia de
una algebra de Batalin Vilkovisky.
Sea (A, A,6,A,[.,.]) una algebra de Batalin Vilkovisjy que satisface las siguientes tres

condiciones:

(1) El algebra cohomolégica H (A, ) = II(S;? es libre y de rango finito como un k-mdédulo.

(2) Es una integral "nice”sobre A.
(3) Las inclusiones (KerA,d) — (A,6) v (Kerd,A) — (A, A) inducen isomorfismos en

cohomologia.

Entonces existe una construccion canénica de una variedad de estructura formal de Frobe-
nius con identidad de H(A,J).

Esta construccion esta implicita en referencia, en el caso especial de la extensién de la
teoria de deformacion extendida de las variedades Calabi- Yau basadas en el trabajo de
Tian y Todorov referencia, las cuales fueron formuladas mateméticamente por Baranikovv y
Kontsevich referencia. Encontraremos descripciones en términos de la construcciéon de Chen
de las conexiones de series formales de potencia. Partiendo de que (s, 4, 4, [, .]) es una élgebra
de Batalin Vilkovisky referencia se puede tomar una conexion con la serie formal de potencias
' y una derivacién § sobre K = S(H(A,0)") tal que:

oL + 6T + 3[L o T = 0.

La condicién 3 implica que § = 0. Entonces,[" satisface:

6T + [ eI =0,

entonces uno puede tomar I' = T’y + AB, donde I'; = Y a; X7. El conjunto ér = 6+T', o],
entonces Jr es una derivacion de Ax = (A, K, A).

Ahora 02 = [(6T + 3[I'T]e] =0

Se puede probar que H(Ag,dr) = H(A,J) ® K, tal que la multiplicacién en H(Ag, or)
induce una deformacién de la multiplicacién en H(A,¢). Dadoun X € H(A, ), la contraccién
de X por la derecha induce una una derivacién a derecha de grado | X | sobre K y también

sobre Ay . Para a € Ak, denotamos por X« la contraccién de X por ambos lados, tomamos:
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J(XT)+Te(XT)] =0
Entonces XT representa una clase in H(Ag, dr Siguiendo a Bershadsky en referencia:
o=/ %FB — %5BAB
Un célculo en Barannikov-Kontsevich referencia y Manin referencia muestra que:
X3¢ = [(XT)(XT)(XT),

es decir, @ es la funcién potencial de la deformacion.
Invarianza de Gauge: Expondremos algunos de los resultados de Cao-Zhou referencia .

Sea m el ideal maximal de K .Consideremos el grupo:

G = exp(sA @ m)*

con la multiplicacién ede? = e¢ definida por la férmula de Campbell-Baker-Hausdorff.

Asumimos que (A, A, 9, A [.,.]) es una dlgebra de Batalin Vilkovisky que satisface las tres
condiciones, entonces en nueve se muestra que dadas dos soluciones normalizadas univer-
sales I' y T, existe un elemento agregado A € (ImA ® m), tal que e.I' = T.Por lo tanto el
potencial de la funcién ® es Gauge invariante: ®(e4.T') = ®(T").

Invarianza bajo quasi-isomorfismos.

Un homomorfismo entre dos algebras de Batalin- Vilkovisky con integrales ”Nice”sobre
k (Ai, Niy 0y Ay, [ iy fi),4 = 1,2 es un homomorfismo de élgebras graduadas f : A; — A
tal que f0; = dof, fA1 = Aof v [, f(a) = [, o para todo o € A. Es un quasi-isomorfismo
si f induce un isomorfismo (Hy,d1) — (Ha,d2) y (Hi, A1) — (Ha, Ay). Se probé el siguiente
resultado en nueve: Si hay un isomorfismo entre dos dlgebras de Batalin Vilkovisky que
satisface las tres condiciones, entonces variedades de Frobenius puede estar identificadas una

de otra.

3. Equivalencia Morita

Dada una algebra A conmutativa sobre un anillo k, por conveniencia escribiremos D(A)
para la categoria derivada D(mod— A). Dadas dos k-algebras, es natural preguntarse cuando
D(A) y D(B) son categorias equivalentes. Por supuesto, si A y B son equivalentes Morita,

esto es que son equivalentes como k-mddulo, entonces D(A)y D(B) son equivalentes.
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4. El caso de operads

DEFINICION 4.18. Un operad C' consiste en una familia de k-médulos {C(j)};>0, junto
con una aplicacién unitaria 7 : & — C(1) una accién a derecha del grupo se simetrias »_ ;,

sobre C'(j) para cada j, y aplicaciones:
7:Ck)®CU)®...0 Clk) — C(Jj)

parak > 1y js > 0, donde > j; = j.Se pide que v sea unitaria, asociativa, y equivariante

en los siguientes sentidos.

(1) Los siguientes diagramas asociativos conmutan, donde »_ js = j vy > 4; = 4; fijamos

gs=J1+ .. +Js, ¥y hs =g, 41+ ...+ Jg, paral < s < k:

(k) @ (R CG)) & (R Clir) — ()@ (R i)
shuffle C(Z)
k Js k
(k) @ (Q(C () ® (Q) Cligs-1+0))) ————— C(k) & (Q) C(hy))
(2) El siguiente diagrama unitario conmuta:
C(k) ® (k) — C(k) k®C(j) — C()
C(k) @ C(1)* (1) ®C(j)

3) Los siguientes diagramas de equivariancia conmutan, donde o € ,Ts € ) Js,0(J1, -, Ji) €
g g q k
> bermuta k espacios de letras como o permuta k letras, y 7 @ ... ® 7, € >, es

el bloque de las sumas:
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C(k) @ C(j1) ® ... ® C(Ji) e Clio) ® - ® CJo(r))
C(j) C(5)-

T(Jo(1)rJo(1))

IdRT1®...QT
C) ®CG) ® ... ® Clix) -

CJo)) ® .. @ CJor))

C() C(j)-

T1R...0Tk

DEFINICION 4.19. Sea C' un operad. Una C-élgebra es un k-mddulo A junto con una
aplicacién o : C(j) ® A7 — A, j > 0, tal que es asociativo, unitario y equivariante en los

siguientes sentidos:

(1) En el sentido asociativo el diagrama conmuta, donde j = > jg

Y®Id

Ck)®C>H1) @ ... 0 C(jir)R’ Cj) ® A
le
shuffle A
o
Ck)®C(j1) @ A ® ... C(jir) @ A* p—” C(k) @ AF
(2) El siguiente diagrama unitario conmuta
k@A ——> A
n®1dl /
ClHeA

(3) Los siguientes diagramas equivariantes conmutan, donde o € > ;
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oc®o~1

Clj) ® A Cj)o A

N S
A
Ejemplos de operads:
(1) Sea P(n) := Hom(V®", V) donde V es un espacio vectorial. La accién del grupo

de simetrias y la identidad de los elementos se definen de la manera obvia, y la

composicion se define como sutituciones:

(Mg, (0 @ (V1 @ 2, o k))) (V1 @ oo @ Uy gomy, o=
P(Y1(v1 ® ... @ Uny) & oo @ Yk (Vg oty 141 © oo @ Uyt tmy )
donde ¢ € P(k) = Hom(V®* V), 4; € P(n;) = Hom(V®",V),i = 1,.., k. Este
operad es llamado el operad de endomorfismo de un espacio vectorial.
(2) Otro ejemplo de operad es Assocl. La n-ésima componente Assocl(n) para n > 0
se define como la coleccion universal de todos los operadores n-lineales A" — A
definido sobre todas las algebras asociativas A con unidad. La dimensién de este

espacio es n! y es generada por los vectores:
a1 @ a2 & ... @ Ap — Ag(1)Ag(2)---0o(n)

donde o € S,, es una permutacién.
Operads libres y arboles:

DEFINICION 4.20. Sean O Y O’ operads, decimos que f : O — O’ es un morfismo de oper-
ad si se tiene asociado de forma subyacente un morfismo de r— médulo. f(n) : O(n) — O'(n),~,
en el cual conmuta de forma obvia con las operaciones 7.

Operdas que dan lugar a una categoria.

El funtor olvido

YR O(n) paran,n’ > 1yl <i<n

(O(n), ;
como un funtor autoadjuto, libre, al cual se le asocia una coleccién arbitraria, e = e(n), > 1
del grado de los S,,-espacios vectoriales del operad libre. Free(e). A cintinuacion se describiran
los arboles de una forma més clara: Un n-arbol 7" es por definicion una terna (V;, Vi, 07) donde

V; es un conjunto estratificado, cuyos elelmentos son llamados los vértices, una biyeccion

QT:V}&‘_> 17277777’:: [n]v
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Una aplicacion Nr : Vp — Vi que satisface las condiciones: Np sélo tiene puntos fijos
rootr los cuales pertenecen a V;: y son llamados los vértices de rotaciéon Nf(v) = rootr,
Vv € Vp y k > 1. Para todo v € V;: la cardinalidad #v del conjunto NT_l(v) es mayor ¢ igual
a 1, mientras que la cardinalidad de V7. es 0

Dado un s-mdédulo € = €(n), ., podemos asociarle a un n-arbol 1" el espacio vectorial:

() = @,y c(#0)

Ahora como un s-médulo un operad libre se define como:

Free(e) (n) = @n—érboles T E(T)ﬂ
Ejemplo:

Sea V' un espacio vectorial Z-graduado. El S-mdédulo asociado es:
eey(n) := Hom(V®", V

’
tiene una estructura natural de operad con la composicion, f o™ f’ dada por insertar de

f € Hom(V®" V) en la i-ésima entrada de f € Hom(V®", V).

DEFINICION 4.21. Una 4lgebra sobre un operad P consiste de un espacio vectorial A y
una coleccién de aplicaciones multi-lineales f,, : P(n) ® A¥ para todo n > 0 que satisface los

siguientes axiomas:

(1) Para cualquier n > 0 la aplicacion f,, es S, — equivariante.
(2) Para cualquier a € A tenemos fi(Idp ® a) = a,
(3) Todas las composiciones en P van a composiciones de operaciones multilineales

sobre A

En otras palabras la estructura de algebra sobre P sobre un espacio vectorial A esta dado
por un homomorfismo de operad de P a los operads de endomorfismos sobre A.

Ejemplos:

(1) Una é&lgebra sobre el operad Assocl es una algebra asociativa unitaria. Si reem-
plazamos el espacio uno-dimensional Assocl(0) por el espacio cero 0, tenemos un
operad Assoc describiendo las algebras asociativas sin unidad.

(2) De forma andloga existe un operad Lie, tal que las dlgebras-Lie son dlgebras de Lie.
La dimensién de la n-ésima componente Lie(n) es (n — 1)! paran > 1 y 0 para

n = 0.
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Sea O un operad. Una estructura A, sobre O es un morfismo de operads:A — O. Si C' es un
maédulo diferencial graduado, una algebra A, sobre C' es una estructura A, sobre el operad
de endomorfismo, ie, un morfismo de operads A — End(C),

ésta nocién se puede generalizar para el caso de dlgebras AN

Ahora, siguiendo el mismo principio de la versién homoldgica de la simetria espejo, nos
podemos preguntar lo siguiente: Dados dos operads P y P’, supongamos que se tiene una
P-algebra A y una P-édlgebra B, jcuando A y B son equivalentes? consideremos el caso
en que A(respB) es también una P’-dlgebra (resp una P-algebra) siguiendo el articulo []
estableceremos la siguiente conjetura:

Ay B son equivalentes si: D(P) = D(P’).
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