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Introducción

La teoría de funciones especiales y particularmente la de polinomios ortogonales es bien

conocida por su importancia dentro de la Física-Matemática y otras áreas tales como las ecua-

ciones diferenciales, la teoría de aproximación y la teoría de fracciones continuas, entre otras.

Ejemplo de estas familias (usualmente llamadas polinomios ortogonales clásicos de variable con-

tinua) son las familias de polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi. Tales familias de polinomios

son ampliamente estudiados debido a su aplicación en las más diversas áreas de la ciencia actual.

El estudio sistemático de estas funciones comienza a finales del siglo XVIII, ya que surgen en

la resolución de problemas relativos a la física, siendo uno de los problemas más atractivos en

esos años el de la atracción de un cuerpo por una esfera. Este problema fué abordado muy exi-

tosamente por Adrien Marie Legendre (1752-1833), dando origen a los polinomios de Legendre.

Otro resultado destacable es el presentado por el francés Olinde Rodrigues, quien da una

fórmula para expresar a los polinomios de Legendre como derivadas recursivas de una función;

dicha fórmula se conoce hoy en día como fórmula de Rodrigues. Cabe destacar que junto con la

aparición de nuevas familias de polinomios ortogonales, se lograron establecer fórmulas de tipo

Rodrigues para estás.

La siguiente familia en orden de aparición fué la de los polinomios de Hermite, llamados así

en honor a Charles Hermite (1822-1901), quien los estudió en el contexto de desarrollos en series

de funciones, aunque al parecer, el primero en considerarlos fue Laplace, quien los utilizó en

problemas relativos a la teoría de probabilidades.
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Introducción 2

Edmond Nicolás Laguerre (1834-1886), al estudiar la relación entre las integrales de ciertas

funciones y las fracciones continuas, se topa con una nueva familia de polinomios ortogonales,

los cuales posteriormente fueron llamados polinomios de Laguerre en honor a su descubridor.

La última familia de polinomios ortogonales clásicos fue abordada por uno de los más

grandes matemáticos del siglo XIX, Karl Gustav Jacobi. Ellos son definidos a partir de la función

hipergeométrica de Gaus y la función Gamma de Euler. Posteriormente son llamados polinomios

de Jacobi.

En general una familia de polinomios ortogonales es una base polinomial ortogonal de un es-

pacio L2. Uno de los objetivos de este trabajo es hacer un estudio sistemático de las propiedades

generales de familias de polinomios ortogonales en L2(R, µ), donde µ una medida de Borel en R

de momentos finitos. En este contexto, si µ es una medida no atómica diremos que los polinomios

ortogonales son de variable continua, los ejemplos más importantes de polinomios ortogonales

de variable continua los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi.

Por otra parte en el caso en que µ sea una medida completamente atómica, diremos que los

polinomios ortogonales son de variable discreta. Como ejemplo de este tipo de familias tenemos

a los polinomios de Chalier, Mexnier, Kravchuk y Hahn; estas familias serán centrales en nuestro

estudio.

El estudio de los polinomios ortogonales clásicos de variable discreta fue iniciado por Cheby-

shev a mediados del siglo XVIII, y siguen siendo estudiados con interés en la actualidad. Un

tratamiento extensivo de éstas familias puede encontrarse en [10].

Los polinomios ortogonales clásicos de variable continua tienen en común que son solución

de una ecuación diferencial hipergeométrica de la forma

a(x)y′′(x) + b(x)y′(x) + λy(x) = 0, (0.1)

donde a, b son polinomios de grado a lo sumo dos y uno respectivamente y λ es una constante.

En 1997 O. Mazet [9] demostró que estas son las únicas soluciones de esta ecuación. Para más

sobre la historia de los polinomios ortogonales remitimos a [1].
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Estamos interesados ahora en discretizar la ecuación (0.1). Aproximando las derivadas de

primer y segundo orden adecuadamente se obtiene la siguiente ecuación en diferencias de se-

gundo orden

σ(x)∆∇y(x) + τ(x)∆y(x) + λy(x) = 0, (0.2)

donde σ, τ son polinomios de grado a lo sumo dos y uno respectivamente, λ es una constante y

los operadores en diferencias ∆ y ∇ vienen dados por

∆ f (x) = f (x + 1) − f (x),

∇ f (x) = f (x) − f (x − 1).

De manera análoga a la caracterización obtenida para las soluciones polinomiales de la

ecuación (0.1), en libro [10] se hace una caracterización de las soluciones polinomiales de la

ecuación (0.2). En este trabajo estudiamos en detalle estas caracterizaciones hechas por los au-

tores de [10]

Este trabajo está estructurado de la siguiente manera. Un capítulo 1 de preliminares donde

estudiaremos los aspectos básicos de la teoría general de los polinomios ortogonales en R, pre-

sentaremos como ejemplos de estos a las familias de polinomios ortogonales clásicos de variable

continua y de variable discreta.

En el capítulo 2 estudiaremos la discretización de la ecuación diferencial de tipo hiperge-

ométrica en término de los operadores de diferencias y su relación con la ecuación en difer-

encias de tipo hipergeométrica, estudiaremos las propiedades de los operadores de diferencias,

por último trataremos las propiedades generales de las soluciones de (0.2), en particular de la

propiedad hipergeométrica la cual nos permitirá demostrar la existencia de soluciones polinomi-

ales de dicha ecuación.

En el capítulo 3, daremos condiciones para la existencia de soluciones polinomiales de la

ecuación en diferencias así como la representación explícita de las mismas en términos de la for-

mula de Rodrigues, ya demostrada la existencia de dichas soluciones pasamos a dar condiciones

sobre las cueles resultan ser ortogonales en cierto intervalo, finalmente caracterizaremos dichas

soluciones.

Capitulo 4 trata sobre los polinomios ortogonales clásicos de variable discreta, en el cual

daremos las demostraciones de las propiedades enunciadas para los mismos en el capítulo 1.
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Para hacer lo mas autocontenido posible este trabajo, incluimos dos apéndices. El primero, so-

bre algunas funciones especiales, como la función gamma y la función beta, símbolo de Pochham-

mer, serie binomial y producto de series. El segundo, sobre polinomio ortogonales clásicos de

variable continua, donde daremos las demostraciones enunciadas para los mismos en el capítulo

1.



Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo daremos una breve introducción a la teoría de polinomios ortogonales.

Definiremos, demostraremos algunas de sus propiedades generales más importantes y daremos

ejemplos de polinomios ortogonales tanto de variable discreta como continua.

1.1 Polinomios ortogonales.

Consideremos el intervalo [a, b] ⊂ R con −∞ ≤ a < b ≤ ∞ y sea µ una medida de Borel en

[a, b] de momentos finitos; es decir, tal que para cada n ∈ N,
∫ b

a xndµ(x) < ∞. Como es usual

por L2 ([a, b], µ), denotaremos al espacio de las funciones f : [a, b] −→ R medibles tales que
∫ b

a f (x)dµ(x) < ∞. Al producto interno usual de este espacio lo denotaremos por 〈 , 〉, es decir,

para f , g ∈ L2 ([a, b], µ)

〈 f , g〉 =
∫ b

a
f (x)g(x)dµ(x). (1.1)

Para convertir este espacio en un espacio de producto interno, y de Hilbert, es necesario

pasar al espacio cociente por medio de la relación f ∼ g si, y solo si, f = g c.s.-µ. Al espacio

cociente lo seguiremos denotando L2 ([a, b], µ), pero hacemos notar que en este caso la noción de

igualdad, es la igualdad casi siempre con respecto a µ; este espacio es un espacio de Hilbert. Un

tratamiento extenso en lo referente a espacios de Hilbert podemos encontrarlo en [13].

La norma asociada a este producto interno es entonces

|| f || = 〈 f , f 〉1/2 =

(

∫ b

a
| f (x)|2dµ(x)

)1/2

, f ∈ L2 ([a, b], µ) . (1.2)

5



Polinomios ortogonales 6

Definición 1.1 Sean f , g ∈ L2 ([a, b], µ), diremos que f , g son ortogonales si, y sólo si, 〈 f , g〉 = 0 y

diremos que f ∈ L2 ([a, b], µ) es normal si || f || = 1.

Definición 1.2 Decimos que la familia finita o infinita de funciones { fn}n∈N es un sistema ortogonal

en L2 ([a, b], µ) si, y sólo si,

〈 fn, fm〉 = cmδn,m ∀ n, m ∈ N,

donde cm ∈ R y δn,m = 1 si n = m, δn,m = 0 si n 6= m es la delta de Kronecker. Decimos que el sistema

ortogonal { fn}n∈N es un sistema ortonormal si, y sólo si, cn = 1 ∀n ∈ N, es decir, si para cada

n ∈ N, fn es normal.

Dada una familia de { fn}n∈N de funciones linealmente independiente en L2 ([a, b], µ), siempre

es posible conseguir un sistema ortonormal {φn}n∈N en L2 ([a, b], µ) tal que

lin{ f1, f2, . . . , fn} = lin{φ1, φ2, . . . , φn}, ∀n ∈ N,

donde lin A, para A ⊆ L2 ([a, b], µ) es el conjunto de las combinaciones lineales de los elementos

de A. El método para conseguir un sistema ortonormal a partir de una familia linealmente

independiente es conocido como método de ortogonalización de Gram-Schmidt.

Como µ es una medida de momentos finitos tenemos que los monomios {xn}n∈N están

en L2 ([a, b], µ), además es fácil probar que son linealmente independientes, entonces usando el

método de ortogonalización de Gram-Schmidt podemos conseguir una familia de polinomios

{Pn}n∈N ortogonales en L2 ([a, b], µ). A esta familia la llamaremos polinomios ortogonales aso-

ciados a la medida µ o respecto a la medida µ.

Si µ es una medida no atómica diremos que los polinomios {Pn}n∈N son de variable continua.

Si además µ es absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue en R, es decir existe

una función ω : [a, b] −→ R
+ tal que µ(E) =

∫

E
ω(x)dx para todo E ∈ B([a, b]), entonces también

nos referiremos a la familia {Pn}n∈N como los polinomios ortogonales asociados al peso ω. En

este caso las integrales (1.1) y (1.2) toman la forma

〈 f , g〉 =
∫ b

a
f (x)g(x)ω(x)dx

y

|| f || =

(

∫ b

a
| f (x)|2ω(x)dx

)1/2

.
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En el caso en que µ sea una medida completamente atómica, diremos que los polinomios

{Pn}n∈N son de variable discreta. Notamos que si µ tiene un numero infinito de puntos de salto,

digamos en N, entonces L2 ([a, b], µ) = l2(N, µ).

Estamos interesados en medidas con respecto a las cuales el conjunto de los monomios

{xn}n∈N es denso en L2 ([a, b], µ). La densidad está garantizada si, por ejemplo, pedimos que µ

tenga momento exponencial; esto es, si existe ǫ > 0 tal que
∫ b

a eǫ|x|dµ(x) < ∞.

La familia de polinomios construida por el método de ortogonalización de Gram-Schmidt

es única salvo constante; de hecho, este método garantiza unicidad si se pide, por ejemplo que

dicha familia sea ortonormal. Notemos que esta no es la única condición de normalización que

se puede pedir; entre las normalizaciones más comunes se encuentran pedir que los polinomios

sean mónicos o que el término constante de cada Pn sea uno. En general fijada una normalización

podemos obtener una familia única de polinomios ortogonales respecto a la medida µ.

1.1.1 Construcciones equivalentes de los polinomios ortogonales

De la construcción de anterior es claro que todo polinomio de grado n puede expresarse como

combinación lineal de los polinomios P0, P1, . . . , Pn, usando este hecho no es difícil ver que la

condición

〈Pn, Pm〉 =
∫ b

a
Pn(x)Pm(x)dµ(x) = cnδn,m

es equivalente a

〈Pn, xk〉 =
∫ b

a
Pn(x)xk = 0, para k = 0, 1, . . . , n − 1. (1.3)

Observación 1.3 En términos de la condición anterior, una manera de expresar que la familia de {Pn}n∈N

ortogonales obtenidos por Gram- Schmidt es única salvo constante, es la siguiente, si para cada n ∈ N es

un polinomio de grado n tal que

∫ b

a
xkrn(x)dµ(x) = 0 para k ≤ n − 1,

entonces rn es múltiplo escalar de Pn. En efecto, como rn es de grado n, entonces puede escribirse como

combinación lineal de P0, P1, . . . , Pn, es decir rn(x) = ∑
n
k=0 λkPk(x), así pues para k ≤ n − 1, tenemos

λk||Pk||2 =
∫ b

a
rn(x)Pk(x)dµ(x) =

∫ b

a
rn(x){ak xk + · · · }dµ(x) = 0,

por tanto rn(x) = λnPn(x).
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Notemos que que suponiendo conocidos la sucesión de momentos mn =
∫ b

a xndµ(x), la

ecuación (1.3), determina al polinomio Pn, salvo una constante. En efecto, escribiendo

Pn(x) = anxn + · · · + a1x + a0,

tenemos que

∫ b

a
Pn(x)xkdµ(x) = an

∫ b

a
xk+ndµ(x) + an−1

∫ b

a
xk+n−1dµ(x) + · · · + a0

∫ b

a
xkdµ(x).

Variando k = 0, 1, 2, . . . , n, obtenemos

anmn + · · · + a1m1 + m0 = 0

anmn+1 + · · · + a1m2 + m1 = 0
...

anm2n−1 + · · · + a1mn + mn−1 = 0.

Éste es un sistema de n ecuaciones lineales con n + 1 incógnitas, por lo cual no podemos

afirmar unicidad en la solución de este sistema y por lo tanto los polinomios ortogonales quedan

determinados salvo una constante multiplicativa. Si pedimos que Pn sea mónico, es decir, que

an = 1, estamos agregando una ecuación más al sistema, lo cual nos permite garantizar la uni-

cidad en la solución del mismo, obteniendo así la sucesión {Pn} de polinomios ortogonales

mónicos. Utilizando el método de Kramer (ver [11]) para la solución de sistemas de ecuaciones

lineales encontramos una expresión para el polinomio mónico Pn dada por

Pn(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m0 m1 · · · mn

m1 m2 · · · mn+1
...

. . .
...

mn−1 mn · · · m2n−1

1 x · · · xn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m0 m1 · · · mn−1

m1 m2 · · · mn−1
...

. . .
...

mn−1 mn · · · m2n−2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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1.2 Propiedades generales de los polinomios ortogonales

Por la propiedad de ortogonalidad de la familia {Pn}n≥0, unido a que todo polinomio de

grado n se puede expresar como combinación lineal de los n + 1 primeros términos de la suce-

sión {Pk}n
k=0, se puede establecer que cualquiera de ellos se puede expresar a su vez como

combinación lineal de otros dos. Más precisamente tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.4 Los polinomios ortogonales {Pn}n≥0 satisfacen la siguiente relación de recurrencia

Pn(x) = (Anx + Bn)Pn−1(x) − CnPn−2(x) n = 0, 1, 2, . . . (1.4)

P−1(x) = 0, P0(x) = 1,

donde An, Bn, Cn son constantes, An > 0 y Cn > 0. Si el coeficiente principal de Pn(x) es denotado

por kn, tenemos

An =
kn

kn−1
; Cn =

An

An−1

||Pn−1||2
||Pn−2||2

. (1.5)

Esta relación es conocida como relación de recurrencia a tres términos.

Demostración

Sea Qn(x) = Pn(x) − AnxPn−1(x), con An =
kn

kn−1
. EL polinomio Qn resulta ser de grado

n − 1 y por lo tanto se puede escribir como una combinación lineal de P0, P1, . . . , Pn−1, es decir,

Qn(x) = λ0P0(x) + λ1P1(x) + · · · λn−1Pn−1(x)

y por ortogonalidad se sigue que para k = 0, 1, . . . , n − 1,

||Pk||2λk =
∫ b

a
Qn(x)Pk(x)dµ(x) =

=
∫ b

a
Pn(x)Pk(x)dµ(x) − An

∫ b

a
Pn−1(x)[xPk(x)]dµ(x).

Como el grado de xPk(x) es k + 1, por ortogonalidad las dos integrales del lado derecho se

anulan para k ≤ n − 3, es decir λk = 0 para k ≤ n − 3 , así

Pn(x) = (λn−1 + Anx)Pn−1(x) + λn−2Pn−2(x).

Por otra parte,

0 =
∫ b

a
Pn(x)Pn−2(x)dµ(x) = λn−1

∫ b

a
Pn−1(x)Pn−2(x)dµ(x) + An

∫ b

a
xPn−1(x)Pn−2(x)dµ(x)

+λn−2

∫ b

a
P2

n−2(x)dµ(x)

= An

∫ b

a
xPn−1(x)Pn−2(x)dµ(x) + λn−2||Pn−2||2.
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Dado que Qn−2(x) = Pn−1(x) − An−1Pn−2(x), la primera integral del lado derecho de la

ecuación anterior se puede reescribir como

∫ b

a
Pn−1(x)[xPn−2(x)]dµ(x) =

1
An−1

∫ b

a
Pn−1(x)[Pn−1(x) − Qn−1(x)]dµ(x)

=
1

An−1
||Pn−1||2,

de donde λn−2 =
An

An−1

||Pn−1||2
||Pn−2||2

= −Cn.

2

Teorema 1.5 (Fórmula Cristoffel-Darboux) Los polinomios ortogonales {Pn} satisfacen la siguiente

relación
n

∑
k=0

Pk(x)Pk(y)

||Pk||2
=

1
An+1||Pn||2

Pn+1(x)Pn(y) − Pn(x)Pn+1(y)

(x − y)
, (1.6)

donde An = kn
kn−1

, siendo kn el coeficiente principal de Pn.

Demostración

Usando la relación de recurrencia (1.4) tenemos que

Pn+1(x)Pn(y) = [(An+1x + Bn+1)Pn(x)− Cn+1Pn−1(x)]Pn(y)

= An+1xPn(x)Pn(y) + Bn+1Pn(x)Pn(y) − Cn+1Pn−1(x)Pn(y),

de manera que

Pn+1(x)Pn(y) − Pn+1(y)Pn(x) = An+1(x − y)Pn(x)Pn(y) − Cn+1Pn−1(x)Pn(y)

+Cn+1Pn−1(y)Pn(x)

= An+1(x − y)Pn(x)Pn(y)

+Cn+1[Pn(x)Pn−1(y) − Pn(y)Pn−1(x)].

Como
Cn+1

An+1||Pn||2
=

1
An||Pn−1||2

, dividiendo la expresión anterior por An+1(x − y)||Pn ||2

tenemos

Pn+1(x)Pn(y) − Pn(x)Pn+1(y)

An+1||Pn||2(x − y)
=

Pn(x)Pn(y)

||Pn||2
+

Pn(x)Pn−1(y) − Pn−1(x)Pn(y)

An||Pn−1||2(x − y)
. (1.7)

De la expresión anterior se obtiene que
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Pn(x)Pn−1(y) − Pn(y)Pn−1(x)

An||Pn||2(x − y)
=

Pn−1(x)Pn−1(y)

||Pn−1||2
+

Pn−1(x)Pn−2(y) − Pn−1(y)Pn−2(x)

An−1||Pn−2||2(x − y)
,

sustituyendo en (1.7), encontramos que

Pn+1(x)Pn(y) − Pn(x)Pn+1(y)

An+1||Pn||2, (x − y)
=

n

∑
k=n−1

Pk(x)Pk(y)

||Pk||2
+

Pn−1(x)Pn−2(y) − Pn−1(y)Pn−2(x)

An−1||Pn−2||2(x − y)
,

iterando el proceso, al cabo de n pasos llegamos a la siguiente expresión

Pn+1(x)Pn(y) − Pn(x)Pn+1(y)

An+1||Pn||2(x − y)
=

n

∑
k=1

Pk(x)Pk(y)

||Pk||2
+

P1(x)P0(y) − P1(y)P0(x)

A1||P0||2(x − y)

=
n

∑
k=0

Pk(x)Pk(y)

||Pk||2
.

lo cual concluye la demostración. 2

Observación 1.6 En el caso x = y en (1.6) usando la regla de L’Hopital tenemos que

n

∑
k=0

P2
k (x)

||Pk||2
=

1
An+1||Pn||2

lim
x→y

Pn+1(x)Pn(y) − Pn(x)Pn+1(y)

(x − y)

=
1

An+1||Pn||2
lim
x→y

P′
n+1(x)Pn(y) − P′

n(x)Pn+1(y)

=
P′

n+1(x)Pn(x) − P′
n(x)Pn+1(x)

An+1||Pn||2
.

La fórmula de Chritoffel-Darboux es de gran utilidad en la teoría de convergencia de series

de Fourier, pues permite escribir en forma compacta las sumas parciales de una serie.

Definición 1.7 Dada f ∈ L2 ([a, b], µ), definimos la serie de Fourier de f respecto al conjunto ortogonal

{Pn}, denotamos por s( f ), como la siguiente expansión

s( f )(x) =
∞

∑
n=0

f̂n Pn(x), (1.8)

donde la convergencia es respecto a la norma ‖ ‖ definida en (1.2) y los coeficiente f̂n se llaman coeficientes

de Fourier y están dados por

f̂n =
1

‖Pn‖
〈 f , Pn〉 =

1
||Pn||

∫ b

a
f (x)Pn(x)dµ(x). (1.9)

Para para k ≥ 1 la k-ésima suma parcial de f viene dada por

sk( f , x) =
k

∑
n=0

f̂nPn(x). (1.10)
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Usando Cristoffel-Darboux (1.6) podemos dar una forma integral para sk( f , x), específicamente

sk( f , x) =
k

∑
n=0

(

∫ b

a
f (y)Pn(y)dµ(y)

)

Pn(x)

||Pn||2

=
k

∑
n=0

∫ b

a
f (y)

Pn(x)Pn(y)

||Pn||2
dµ(y)

=
∫ b

a

(

k

∑
n=0

Pn(x)Pn(y)

||Pn||2

)

f (y)dµ(y)

=
1

An+1||Pn||2
∫ b

a
f (y)

[

Pn+1(x)Pn(y) − Pn+1(y)Pn(x)

(x − y)

]

dµ(y).

Cerramos esta sección con una proposición que muestra como se comportan los ceros de los

polinomios ortogonales.

Proposición 1.8 Los ceros de los polinomios ortogonales {Pn}n≥0 son todos reales y distintos y están en

el intervalo (a, b).

En primer lugar notemos que por ortogonalidad de Pn

∫ b

a
Pn(x)dµ(x) = 0,

para todo n ≥ 1 y por lo tanto existe por lo menos un punto en (a, b) donde Pn cambia de signo.

Si x1, x2, . . . , xm, con m ≤ n son todos los ceros de Pn , entonces el polinomio

(x − x1)(x − x2) · · · (x − xm)Pn(x),

no cambia de signo en (a, b); es decir, siempre es positivo ó negativo en (a, b). Luego
∫ b

a
(x − x1)(x − x2) · · · (x − xm)Pn(x)dµ(x) 6= 0. (1.11)

Así, necesariamente debe ocurrir que n = m, ya que si m < n, (1.11) contradice que Pn sea

ortogonal a todo polinomio de grado menor que n. 2

1.3 Ejemplos de familias de polinomios ortogonales.

Hasta ahora hemos presentado algunos resultados generales de las familias de polinomios

ortogonales por lo que la siguiente sección está orientada a presentar algunos ejemplos específi-

cos de algunas de las familias de polinomios ortogonales más notables, como lo son las familias

clásicas de variable continua y de variable discreta.
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1.3.1 Polinomios ortogonales clásicos de variable continua.

Las familias de polinomios ortogonales, usualmente llamadas clásicas de variable continua,

son los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi. La referencia obligatoria para el estudio de

los polinomios ortogonales clásicos es el libro de G. Szegö [11] .Las características fundamen-

tales que distinguen a estas familias de las restantes familias de polinomios ortogonales son sus

propiedades diferenciales, entre ellas las más relevantes son

i) Son las únicas soluciones polinomiales de una ecuación diferencial de segundo orden, de

la forma

a(x)y′′ + b(x)y′ + λy = 0, (1.12)

donde a, b son polinomios de grado a lo sumo dos y uno respectivamente y λ es una

constante. Esta ecuación es usualmente conocida como ecuación diferencial de tipo hiper-

geométrica y en lo que sigue nos referiremos a esta ecuación de esta manera.

ii) Pueden ser generados mediante una fórmula que contiene derivadas de orden n, conocida

como formula de Rodrigues, cuya forma general es

Pn(x) =
1

γnω(x)

dn

dxn
[ω(x)ρn(x)],

donde γn es una constante, ω es el peso y ρ es un polinomio independiente de n, de grado

a lo sumo dos. Tanto γn, ω así como ρ dependen de la familia en cuestión.

iii. Tienen una función generatriz, esto es, una función de dos variables digamos f (x, t), tal

que para t pequeño, el n-ésimo coeficiente de su desarrollo series de potencias respecto a

esta variable, es salvo constante, el polinomio pn(x), es decir

f (x, t) =
+∞

∑
n=0

pn(x)tn.

A continuación presentamos a éstos polinomios, junto con sus propiedades mas usuales, las

cuales solo enunciamos. Remitimos al apéndice B, para ver las demostraciones de las mismas.

Polinomios de Hermite.

Los polinomios de Hermite {Hn}n∈N son los polinomios ortogonales respecto a la medida

gaussiana

dµ(x) = e−x2
dx.
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Esta medida está asociada al peso ω dado por

ω(x) = e−x2
, x ∈ R.

Tomando la siguiente condición de ortogonalidad y normalización

∫ ∞

−∞
Hn(x)Hm(x)e−x2

dx =
√

π 2nn!δn,m ∀n, m ∈ N,

se tiene que la norma de estos polinomios es

||Hn||2 =
√

π 2nn!. (1.13)

La fórmula de Rodrigues de estos polinomios es

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
[e−x2

]. (1.14)

El polinomio de Hermite de grado n es la única solución polinomial de la ecuación diferencial

de tipo hipergeométrica

y′′ − 2xy′ + 2ny = 0. (1.15)

Demostración

Como e−x2
es el factor integrante de (1.15), podemos escribir ésta ecuación diferencial en su

forma equivalente como
d

dx
{e−x2

y′} + 2nye−x2
= 0.

Veamos ahora, que y = Hn es solución de esta ecuación diferencial. Sea r(x) = y′′ − 2xy′,

como y = Hn(x) es un polinomio de grado n se sigue que r es un polinomio de grado n, veamos

que r es múltiplo de Hn.

Sea ρ(x) un polinomio de grado a lo sumo n − 1, entonces basta ver que

∫ +∞

−∞
r(x)ρ(x)e−x2

dx =
∫ +∞

−∞
ρ(x)

d

dx
{e−x2

y′}dx = 0.

Integrando por partes encontramos que

∫ +∞

−∞
r(x)ρ(x)e−x2

dx = −
∫ +∞

−∞
ρ′(x)e−x2

y′dx,

integrando de nuevo por partes tenemos

∫ +∞

−∞
ρ′(x)e−x2

y′dx = −
∫ +∞

−∞
y

d

dx
{e−x2

ρ′(x)}dx.
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Ya que ρ es un polinomio de grado a lo sumo n − 1, se sigue que d
dx{e−x2

ρ′(x)} es de la forma

e−x2
u(x), donde u es un polinomio de grado a lo sumo n − 1 y por lo tanto esta última integral

se anula. De esta manera tenemos que r(x) = cHn(x). Aparte de la expresión de r(x) se deduce

que su coeficiente principal es an = −2nhn, donde hn es el coeficiente principal de Hn, por lo

tanto chn = −2nhn, es decir, c = −2n. 2

Su función generatriz viene dada por

∞

∑
n=0

Hn(x)

n!
tn = e2xt−t2

, t ∈ R (1.16)

y tenemos la siguiente representación explícita

Hn(x)

n!
=

[ n
2 ]

∑
k=0

(−1)k(2x)n−2k

(n − 2k)! k!
. (1.17)

De ésta fórmula explícita vemos que el coeficiente principal hn de Hn esta dado por

hn = lim
x→∞

Hn(x)

xn
= 2n. (1.18)

Por el Teorema 1.4, tenemos que los polinomios de Hermite Hn satisfacen la siguiente relación

de recurrencia.

Hn(x) = 2xHn−1(x) − 2(n − 1)Hn−2(x), n ≥ 2, (1.19)

H0(x) = 1, H1(x) = 2x

y por el Teorema 1.5, para cada n ∈ N la fórmula de Christoffel-Darboux para estos polinomios

es

n

∑
k=0

(2kk!)−1Hk(x)Hk(y) = (2n+1n!)−1 Hn+1(x)Hn(y) − Hn(x)Hn+1(y)

x − y
. (1.20)

Polinomios de Laguerre

Para α > −1 los polinomios de Laguerre {Lα
n}n∈N son los polinomios ortogonales respecto a

la medida µα dada por

dµα(x) = 1[0,∞](x)e−xxαdx.

Esta medida está asociada al peso ωα dado por

ωα = e−xxα, x ∈ [0, ∞].



Ejemplos de familias de polinomios ortogonales 16

Como condición de ortogonalidad y normalización en este caso consideramos la siguiente

∫ ∞

0
Lα

n(x)Lα
m(x)e−xxαdx = Γ(α + 1)

(

n + α

n

)

δn,m, n, m ∈ N, (1.21)

donde Γ es la función gamma y para α ∈ R y n ∈ N

(

α

n

)

se conoce como coeficiente binomial

generalizado y está dado por
(

α

n

)

=
α(α − 1)(α − 2) · · · (α − n + 1)

n!
.

Otro operador de interés es el símbolo de Pochhamer, el cual se define para x ∈ R y n ∈ N como

(x)n =
n

∏
k=1

(x + k − 1) = x(x + 1)(x − 2) · · · (x + n − 1).

Para mas sobre éstos ver el apéndice A.

Para cada n ∈ N la norma de estos polinomios es

||Lα
n||2 = Γ(α + 1)

(

n + α

n

)

. (1.22)

La fórmula de Rodrigues para los polinomios de Laguerre es

e−xxαLα
n(x) =

1
n!

dn

dxn

{

e−xxα+n
}

. (1.23)

El polinomio de Laguerre de grado n es la única solución de la ecuación diferencial de tipo

hipergeométrica

xy′′ + (α + 1 − x)y′ + ny = 0. (1.24)

Demostración

Comencemos notando que

xy′′ + (α + 1 − x)y′ + ny = 0

es equivalente a

d

dx

{

e−xxα+1y′
}

+ ne−xxαy = 0,

dado que
d

dx

{

e−xxα+1y′
}

=
{

xy′′ + (α + 1 − x)y′
}

e−xxα,



Ejemplos de familias de polinomios ortogonales 17

sea r(x) = xy′′ + (α + 1 − x)y′ = d
dx

{

e−xxα+1y′
}

exx−α, veamos que r es múltiplo de y = Lα
n(x).

Para ello sea ρ(x) un polinomio de grado a lo sumo n − 1, entonces basta ver que
∫ +∞

0
ρ(x)r(x)e−x xα =

∫ ∞

0
ρ(x)

d

dx

{

e−xxα+1y′
}

dx = 0.

Integrando por partes esta última expresión tenemos
∫ ∞

0
ρ(x)r(x)e−x xαdx = −

∫ ∞

0
y′ρ′(x)e−xxα+1dx,

integrando de nuevo por partes encontramos que
∫ ∞

0
y′ρ′(x)e−xxα+1dx =

∫ ∞

0
y

d

dx

{

ρ′(x)e−xxα+1
}

dx.

Pero d
dx

{

ρ′(x)e−xxα+1
}

tiene la forma e−xxα+1s(x), donde s es un polinomio de grado a lo

sumo n − 1 y por lo tanto la última integral se anula. Así hemos demostrado que r(x) = cLα
n(x),

de la expresión de r(x) igualando los coeficientes principales, se deduce que c = −n . 2

La función generatriz en este caso esta dada por

(1 − r)−α−1exp

( −xr

1 − r

)

=
+∞

∑
n=0

Ln(x) rn para |r| < 1. (1.25)

Los polinomios de Laguerre admiten la siguiente representación explícita

Lα
n(x) =

n

∑
k=0

(

n + α

n − k

)

(−x)k

k!
. (1.26)

Si denotamos como lα
n el coeficiente principal de Lα

n(x), entonces el mismo esta dado por

lα
n = lim

x→∞

Lα
n(x)

xn
=

(−1)n

n!
. (1.27)

Por el Teorema 1.4, tenemos que los polinomios de Laguerre satisfacen la siguiente fórmula

de recurrencia

nLα
n(x) = (2n − x + α − 1)Lα

n−1(x) − (n + α − 1)Ln−2(x), n ≥ 2 (1.28)

Lα
0 = 1 ; Lα

1 = −x + α + 1.

Por el Teorema 1.5, tenemos que la fórmula de Cristoffel-Darboux para los polinomios de

Laguerre viene dada por

n

∑
k=0

{(

k + α

k

)}−1

Lk(x)Lk(y) = (n + 1)

{(

n + α

n

)}−1 Lα
n(x)Lα

n+1(y) − Lα
n+1(x)Lα

n(y)

x − y
. (1.29)
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Los polinomios de Jacobi.

Para α, β > −1 los polinomios de Jacobi {P
α,β
n }n∈N son los polinomios ortogonales con re-

specto a la medida de Jacobi

dµα,β(x) = 1[−1,1](1 − x)α(1 + x)βdx.

Esta medida está asociada al peso ωα,β dado por

ωα,β(x) = (1 − x)α(1 + x)β, x ∈ [−1, 1].

Notemos que la condición α, β > −1 es suficiente para garantizar la integrabilidad de ωα,β en

el intervalo [−1, 1].

Para obtener una familia especifica de polinomios, tomaremos la siguiente normalización

P
α,β
n (1) =

(

n + α

n

)

=
Γ (n + α + 1)

Γ (n + 1) Γ (α + 1)
. (1.30)

Dada la simetría de [−1, 1] y que ωα,β verifica

ωα,β(−x) = ωβ,α(x), (1.31)

no es difícil ver que

P
α,β
n (−x) = (−1)nP

α,β
n (x) , (1.32)

de donde

P
α,β
n (−1) = (−1)n

(

n + β

n

)

= (−1)n Γ (n + β + 1)

Γ (n + 1) Γ (β + 1)
. (1.33)

Para cada n ∈ N la norma de estos polinomios viene dada por

||Pα,β
n ||2 =

2α+β+1

(2n + α + β + 1)n!
Γ (n + α + 1) Γ (n + β + 1)

Γ (n + α + β + 1)
. (1.34)

La fórmula de Rodrigues para los polinomios de Jacobi es

(1 − x)α (1 + x)β P
α,β
n (x) =

(−1)n

2nn!
dn

dxn

{

(1 − x)α+n (1 + x)β+n
}

. (1.35)

El polinomio de Jacobi de grado n, es la única solución polinomial de la ecuación diferencial

hipergeométrica

(

1 − x2) y′′ + [β − α − (α + β + 2) x] y′ + n (n + α + β + 1) y = 0. (1.36)
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La demostración de esta propiedad es completamente análoga a como se procedió en los casos

Hermite y Laguerre.

Su función generatriz para |r| < 1, viene dada por

∞

∑
n=0

P
α,β
n (x) rn = 2α+β

(

1 − 2xr + r2)− 1
2

(

(

1 − 2xr + r2)
1
2 − r + 1

)−α

(

(

1 − 2xr + r2)
1
2 + r + 1

)−β

. (1.37)

La fórmula de Rodrigues para estos polinomios es

(1 − x)α (1 + x)β P
α,β
n (x) =

(−1)n

2nn!
dn

dxn

{

(1 − x)α+n (1 + x)β+n
}

(1.38)

y tenemos la representación explícita

P
α,β
n (x) =

1
2n

n

∑
k=0

(

n + α

n − k

)(

n + β

k

)

(x − 1)k(x + 1)n−k. (1.39)

Notemos que si l
α,β
n es el coeficiente principal de P

α,β
n entonces

l
α,β
n = lim

x→∞

P
α,β
n (x)

xn
= 2−n

(

2n + α + β

n

)

. (1.40)

Por el Teorema 1.4, tenemos que los polinomios de Jacobi P
α,β
n , satisfacen la siguiente fórmula

de recurrencia

2n(n + α + β) (2n + α + β − 2) P
α,β
n (x) =

(2n + α + β − 1)
{

(2n + α + β) (2n + α + β − 2) x + α2 − β2} P
α,β
n−1 (x)

−2 (n + α − 1) (n + β − 1) (2n + α + β) P
α,β
n−2 (x) ,

para n = 2, 3, 4, ... y

P
α,β
0 (x) = 1 y P

α,β
1 (x) =

1
2

(α + β + 2) x +
1
2

(α − β) .

Por el Teorema 1.5, tenemos la siguiente fórmula de Christoffel-Darboux para los polinomios

de jacobi

n

∑
k=0

{

h
α,β
k

}−1
P

α,β
k (x) P

α,β
k (y) =

2−α−β

2n + α + β + 2
Γ (n + 2) Γ (n + α + β + 2)

Γ (n + α + 1) Γ (n + β + 1)

×P
α,β
n+1 (x) P

α,β
n (y) − P

α,β
n (x) P

α,β
n+1 (y)

x − y
.
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1.3.2 Polinomios ortogonales clásicos de variable discreta

Las familias de polinomios ortogonales clásicos de variable discreta son los polinomios de

Hanh, Charlier, Kravchuk y Meixner. Estás familias tienen en común que son soluciones polino-

miales de la siguiente ecuación en diferencias

σ(x)∆∇y + τ(x)∆y + λy = 0, (1.41)

donde σ, τ son polinomios de grado a lo sumo uno y dos respectivamente, λ es una constante y

∆,∇ son los operadores de diferencias dados por

∆ f (x) = f (x + 1) − f (x) y ∇ f (x) = f (x) − f (x − 1). (1.42)

La ecuación (1.41) es llamada por los autores de [10] ecuación en diferencias de tipo hiper-

geométrica y así la llamaremos a lo largo de este trabajo. Otra característica especial de estos

polinomios es que pueden ser expresados en términos de diferencias recursivas de cierta función,

más precisamente tal representación tiene la forma

Pn(x) =
Bn

ρ(x)
∇n[ξ(x)ρ(x + n)], (1.43)

donde Bn es una constante que depende solo de n, y ρ , ξ son fijos para cada familia e independi-

entes de n. Ésta es un análogo a la fórmula de Rodrigues para los polinomios clásicos de variable

continua.

Estas familias de polinomios son estudiados ampliamente hoy en día y son de gran utilidad en

el campo de la combinatoria, teoría de representaciones de grupos y matemática computacional.

La ecuación (1.41) puede ser pensada como una discretización de la ecuación (1.12) en tér-

minos de los operadores de diferencias antes mencionados, los cuales estudiaremos con de-

tenimiento en el capítulo siguiente. A continuación presentamos estas familias de polinomios

discretos así como algunas de sus propiedades más importantes, las cuales demostraremos en el

capítulo 2.

Polinomios de Charlier

Para a > 0, la familia de polinomios de Charlier {ca
n}n∈N es ortogonal en el espacio l2(N, µa),

donde la medida µa es la medida de Poisson dada por

µa({x}) =
e−aax

x!
, x ∈ N.
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Para cada n ∈ N, el polinomio ca
n es solución única de la ecuación en diferencias

x∆∇y + (a − x)∆y + ny = 0. (1.44)

La función generatriz para estos polinomios es

e−r
(

1 +
r

a

)x
=

∞

∑
n=0

(−1)nca
n(x)

n!
rn. (1.45)

La fórmula tipo Rodrigues para estos polinomios viene dada por

ca
n(x) =

x!ea

ax+n
∇n

[

e−aax+n

x!

]

. (1.46)

El cuadrado de la norma de estos polinomios es

||ca
n(x)||2 =

n!
an

. (1.47)

Polinomios de Meixner

Para a > 0 y 0 < b < 1, la familia de polinomios de Meixner {ma,b
n }n∈N es ortogonal en

l2(N, µa,b), donde la medida discreta µa,b tiene átomos en x ∈ N con

µa,b({x}) =
bxΓ(a + x)

x!Γ(a)
. (1.48)

Para cada n ∈ N, el polinomio ma,b
n es solución de la ecuación en diferencias

x∆∇y + [ab − x(1 − b)]∆y + n(1 − b)y = 0. (1.49)

El cuadrado de la norma de estos polinomios es

||ma,b
n ||2 =

n!(a)n

bn(1 − b)a
. (1.50)

La función generatriz para estos polinomios viene dada por

∞

∑
n=0

ma,b
n (x)

n!
rn =

(

1 − r

b

)x
(1 − r)−(a+x), (1.51)

La fórmula de Rodrigues para estos polinomios viene dada por

ma,b
n (x) =

x!Γ(a)

bx+nΓ(a + x)
∇n

[

bx+nΓ(x + a + n)

x!Γ(a)

]

. (1.52)
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Polinomios de Kravchuk

Sean N ∈ N y 0 < p < 1, la familia de polinomios de Kravchuk {k
p
n}N

n=0 es ortogonal en el

espacio l2({0, 1, . . . , N + 1}, µp), donde µp es la medida binomial dada por

µp({x}) =
N!pxqN−x

x!Γ(N + 1 − x)
=

(

N

x

)

pxqN−x x ∈ {0, 1, . . . , N + 1} y p + q = 1. (1.53)

Para cada n ∈ {0, 1 . . . , N} el polinomio k
p
n(x) es solución de la ecuación

x∆∇y +
Np − x

q
∆y +

n

q
y = 0. (1.54)

El cuadrado de la norma de estos polinomios viene dada por

||kp
n ||2 =

(

N

n

)

(pq)n (1.55)

La función generatriz para estos polinomios está dada por

N

∑
n=0

k
p
n(x)rn = (1 + qr)x(1 − pr)N−x (1.56)

Una fórmula tipo Rodrigues para el polinomio k
p
n(x) es

k
p
n(x) =

(−1)n

n!

(

N

x

)−1

p−xq−N+x+n ∇n

[

N!px+nqN−n−x

x!Γ(N − n − x + 1)

]

. (1.57)

Polinomios de Hanh

Para N ∈ N y α, β > −1, la familia de polinomios de Hanh {h
α,β
n }Pn∈N es ortogonal en el

espacio l2({0, 1, . . . , N}, µα,β), donde la medida discreta µα,β está dada por

µα,β({x}) =
Γ(N + α − x)Γ(β + x + 1)

x!Γ(N − x)
, x ∈ {0, 1, . . . , N}. (1.58)

Para cada n ∈ {0, 1, . . . , N} el polinomio h
α,β
n (x) es solución de la ecuación

x(N + α − x)∆∇y + [(β + 1)(N − 1) − (α + β + 2)x]∆y + n(α + β + n + 1) = 0. (1.59)

El cuadrado de la norma de estos polinomios es

||hα,β
n ||2 =

Γ(α + n + 1)Γ(β + n + 1)(α + β + n + 1)N

(α + β + 2n + 1)n!(N − n − 1)!
. (1.60)

La correspondiente fórmula tipo Rodrigues para estos polinomios es la siguiente

h
α,β
n (x) =

(−1)n

n!
x!Γ(N − x)

Γ(N + α − x)Γ(β + x + 1)
∇n

[

Γ(N + α − x)Γ(n + β + x + 1)

x!Γ(N − n − x)

]

. (1.61)



Capítulo 2

Ecuación en diferencias de tipo

hipergeométrica

En este capítulo estudiamos la discretización de la ecuación diferencial de tipo hiperge-

ométrica en término de los operadores de diferencia y la relación de dicha discretización con

la ecuación en diferencias de tipo hipergeométrica, ambas introducidas en el capitulo anterior

en la sección de ejemplos de familias de polinomios ortogonales clásicos de variable continua

y de variable discreta, respectivamente. En segundo lugar estudiamos de manera detallada los

operadores de diferencias, sus propiedades generales y otras propiedades útiles, que llamaremos

propiedades polinomiales. Cerramos estudiando las propiedades generales de las soluciones de

(1.41) dando una fórmula explícita de tipo Rodrigues para las mismas.

2.1 Discretización de la ecuación diferencial de tipo

hipergeométrica.

Como dijimos antes, los polinomios ortogonales clásicos en R, es decir, los polinomios de

Hermite, Laguerre y Jacobi, son soluciones polinomiales de la ecuación de tipo hipergeométrica

a(x)y′′(x) + b(x)y′(x) + λy(x) = 0, (2.1)

donde a, b son polinomios de grado a lo sumo 1 y 2 respectivamente y λ una constante.

23
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Es bien sabido que las derivadas y′(x) y y′′(x) pueden ser aproximadas por diferencias con

un error de orden cuadrático. Específicamente cuando h −→ 0

y′′(x) =
1
h

[

y(x + h) − y(x)

h
− y(x) − y(x − h)

h

]

+O(h2),

y′(x) =
1
2

[

y(x + h) − y(x)

h
+

y(x) − y(x − h)

h

]

+ O(h2),

donde la notación f (t) = O(g(t)) cuando t −→ a, significa que el cociente f (t)/g(t) está

acotado cuando t −→ a, es decir, existe M ∈ R tal que

∣

∣

∣

∣

f (t)

g(t)

∣

∣

∣

∣

≤ M, t −→ a.

Reemplazando estas aproximaciones en la ecuación (2.1), obtenemos la ecuación

a(x)

h

[

y(x + h) − y(x)

h
− y(x) − y(x − h)

h

]

+

+
b(x)

2

[

y(x + h) − y(x)

h
+

y(x) − y(x − h)

h

]

+ λy(x) = 0. (2.2)

La cual aproxima a (2.1) con un error de orden cuadrático. Haciendo el cambio lineal de variable

x = hu, la ecuación (2.2) se transforma en

a(hu)

h

[

y(h(u + 1)) − y(hu)

h
− y(hu) − y(h(u − 1))

h

]

+

+
b(hu)

2

[

y(h(u + 1)) − y(hu)

h
+

y(hu) − y(h(u − 1))

h

]

+ λy(hu) = 0. (2.3)

Por otra parte, haciendo ahora el cambio lineal de las funciones

y(hu) = ȳ(u),
b(hu)

h
= b̄(u),

a(hu)

h2 = ā(u), (2.4)

en la ecuación anterior obtenemos

ā(u) [(ȳ(u + 1) − ȳ(u))− (ȳ(u)− ȳ(u − 1))] +

+
b̄(u)

2
[(ȳ(u + 1) − ȳ(u)) + (ȳ(u)− ȳ(u − h))] + λȳ(u) = 0. (2.5)

La cual se puede reescrir como en términos de los operadores ∆ y ∇, de la forma

ā(u)(∆ȳ(u)−∇ȳ(u)) +
b̄(u)

2
(∆ȳ(u) +∇ȳ(u)) + λȳ(u) = 0. (2.6)
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Pero
b̄(u)

2
(∆ȳ(u) + ∇ȳ(u)) = b̄(u)∆ȳ(u) − b̄(u)

2
(∆ȳ(u) −∇ȳ(u))

entonces, la ecuación (2.6) puede escribirse como

(

ā(u)− b̄(u)

2

)

(∆ȳ(u)−∇ȳ(u)) + b̄(u)∆ȳ(u) + λȳ(u) = 0. (2.7)

Es fácil ver que ∆ȳ(u)−∇ȳ(u) = ∆∇ȳ(u), de modo que (2.7) es equivalente a

σ(u)∆∇y(u) + τ(u)∆y(u) + λy(u) = 0, (2.8)

donde

σ(u) = ā(u)− b̄(u)

2
y τ(u) = b̄(u). (2.9)

Notemos que σ, τ polinomios de grado a lo sumo dos y uno respectivamente, por lo tanto la

ecuación (2.8) es de la misma forma que la ecuación (1.41), es decir una ecuación en diferencia de

tipo hipergeométrica, en consecuencia dada la linealidad de los cambios previamente realizados

tenemos que resolver la ecuación la ecuación (2.2) es equivalente a resolver (2.8).

Como los operadores ∆,∇ determinan los valores de la función f (x), en saltos de longitud

igual a 1, de ahora en adelante restringiremos nuestro estudio a las funciones cuyo soporte

sea un subconjunto de los números naturales digamos A, ahora bien, para simplificar un poco

la notación, hagamos a = min{A} y b = sup{A} entonces A = [a, b] ∩ N, este conjunto lo

denotaremos de ahora en adelante como [a, b]N , más precisamente

A = [a, b] ∩ N =: [a, b]N (2.10)

2.2 Operadores de diferencia

Estamos interesados ahora en estudiar las soluciones polinomiales de (1.41), dado que ésta

ecuación viene expresada mediante los operadores de diferencias ∆ y ∇. Esta sección estará

precisamente dedicada al estudio de las propiedades más importantes de estos operadores, las

cuales serán centrales en el próximo capítulo el cual está dedicado al estudio de las soluciones

de (1.41).



Operadores de diferencias 26

Los operados de diferencia ∆, ∇ son usualmente llamados operadores de diferencias pro-

gresivas y regresivas respectivamente. Algunas de sus propiedades más notables se muestran a

continuación.

Teorema 2.1 (Propiedades generales) Los operadores de diferencia ∆,∇ satisfacen las siguientes propiedades

generales

i. ∆, ∇ son operadores lineales.

ii. ∆n f (x) = ∇n f (x + n), n ∈ N.

iii. ∆∇ f (x) = ∇∆ f (x) = ∆ f (x) −∇ f (x) = f (x + 1) − 2 f (x) + f (x − 1).

iv. Regla del producto

∆[ f (x)g(x)] = f (x)∆g(x) + g(x + 1)∆ f (x).

v. Fórmula de sumación por partes

∑
x∈[a,b−1]N

f (x)∆g(x) = f (x)g(x)
∣

∣

∣

b

a
− ∑

x∈[a,b−1]N

g(x + 1)∆ f (x),

vi. ∇n f (x) =
n

∑
k=0

(−1)k

(

n

k

)

f (x − k), n ∈ N.

Demostración

i. Esto es consecuencia inmediata de la definición de ∆ y ∇.

ii. Procedemos por inducción sobre n, para n = 1 por definición tenemos

∇ f (x + 1) = f (x + 1) − f (x + 1 − 1) = f (x + 1) − f (x) = ∆ f (x).

Ahora supuesta cierta la igualdad para n, por definición tenemos que

∆n+1 f (x) = ∆(∆n f (x)) = ∇n f (x + n + 1) −∇n f (x + n)

= ∇(∇n f (x + n + 1))

= ∇n+1 f (x + n + 1).

iii. Por una parte, usando la definición,

∆∇ f (x) = ∆( f (x) − f (x − 1)) = f (x + 1) − f (x) − f (x) + f (x − 1)

= f (x + 1) − 2 f (x) + f (x − 1).
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Por otra parte, usando (i.) y (ii.), tenemos que

∆∇ f (x) = ∆( f (x − 1) − f (x)) = ∆ f (x) − ∆ f (x − 1)

= ∆ f (x) −∇ f (x) = ∇( f (x + 1) − f (x))

= ∇∆ f (x).

iv. Con un simple cálculo obtenemos

∆[ f (x)g(x)] = f (x + 1)g(x + 1) − f (x)g(x)

= ( f (x + 1)g(x + 1) − f (x)g(x + 1)) + ( f (x)g(x + 1) − f (x)g(x))

= g(x + 1)∆ f (x) + f (x)∆g(x).

v. Recordemos que [a, b]N = [a, b] ∩ N, por lo tanto

∑
x∈[a,b−1]N

f (x)∆g(x) =
b−1

∑
k=a

f (k)g(k + 1) −
b−1

∑
k=a

f (k)g(k)

=
b−1

∑
k=a

f (k)g(k + 1) −
b−2

∑
k=a−1

f (k + 1)g(k + 1)

=
b−1

∑
k=a

f (k)g(k + 1) −
b−1

∑
k=a

f (k + 1)g(k + 1) + f (b)g(b) − f (a)g(a)

= f (b)g(b) − f (a)g(a) −
b−1

∑
k=a

( f (k + 1) − f (ki))g(k + 1)

= f (k)g(k)
∣

∣

∣

b

a
−

b−1

∑
k=a

g(k + 1)∆ f (k)

= f (x)g(x)
∣

∣

∣

b

a
− ∑

x∈[a,b−1]

g(x + 1)∆ f (x).

v. Por inducción sobre n, el caso n = 1 se reduce a

1

∑
k=0

(−1)k

(

n

k

)

f (x − k) = f (x) − f (x − 1) = ∇ f (x),

ahora, supuesta cierta la relación para n, usando la linealidad y definición de ∇, tenemos
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∇n+1 f (x) = ∇(∇n f (x)) = ∇
(

n

∑
k=0

(−1)k

(

n

k

)

f (x − k)

)

=
n

∑
k=0

(−1)k

(

n

k

)

∇ f (x − k)

=
n

∑
k=0

(−1)k

(

n

k

)

f (x − k) −
n

∑
k=0

(−1)k

(

n

k

)

f (x − k − 1)

=
n

∑
k=0

(−1)k

(

n

k

)

f (x − k) +
n+1

∑
k=1

(−1)k

(

n

k − 1

)

f (x − k)

= f (x) +
n

∑
k=1

[(

n

k

)

+

(

n

k − 1

)]

(−1)k f (x − k) + (−1)n+1 f (x − n − 1).

Usando la conocida relación de Stiefel
(

n

k

)

+

(

n

k − 1

)

=

(

n + 1
k

)

,

en la ecuación anterior resulta que

∇n+1 f (x) = f (x) +
n

∑
k=1

(−1)k

(

n + 1
k

)

f (x − k) + (−1)n+1 f (x − n − 1)

=
n+1

∑
k=0

(−1)k

(

n + 1
k

)

f (x − k).

Teorema 2.2 (Propiedades polinomiales) Sea p un polinomio de grado n, entonces los operadores de y ∇
satisfacen la siguientes propiedades

i. ∆p(x), ∇p(x) son polinomios de grado n − 1.

ii. ∆m p(x) = ∇m p(x) = 0 si m > n.

iii. ∆n p(x) = ∇n p(x) = ann!, donde an es el coeficiente principal de p(x).

iv Si f (x) es una función en [a, b]N , tal que ∆n f (x) es polinomio de grado n + 1, entonces f (x) es un

polinomio de grado n.

v. ∆n−1(xn) = n!
(

x +
n − 1

2

)

.
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Demostración

Dada la linealidad de los operadores de diferencias, para verificar estas propiedades es

suficiente con verificarlas para p(x) = xn.

i. Por definición

∆p(x) = ∆xn = (x + 1)n − xn =
n−1

∑
k=0

(

n

k

)

xk,

de donde el grado de ∆p(x) es n − 1. De manera análoga se ve que ∇p(x) es de grado n − 1.

ii. Como m > n, entonces m = n + y, donde y ∈ N y y ≥ 1. Por asociatividad ∆m p(x) =

∆y(∆n p(x)). Aplicando n veces (i.), tenemos que ∆n p es un polinomio de grado n − n = 0, es

decir, es una constante digamos c. De manera que

∆m p(x) = ∆y(c) = 0.

iii. Para n = 1, tenemos que ∇x = 1. Ahora, supuesto que ∇nxn = n!, tenemos que

∇n+1(xn+1) = ∇n(∇xn+1) = ∇n((x + 1)n+1 − xn+1)

= ∇n

(

n

∑
k=0

(

n + 1
k

)

xk

)

.

Por hipótesis inductiva y la propiedad (ii.), resulta ∇n(xk) = δk,nn!, de donde, en la ecuación

anterior, se obtiene

∇n+1(xn+1) =
n

∑
k=0

(

n + 1
k

)

∇n(xk)

=

(

n + 1
n

)

n! = (n + 1)!.

Notemos que para el caso general tomando p(x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a0 el resultado es

el siguiente

∇n p(x) = an∇n(xn) + an−1∇n(xn−1) + · · · + a0∇n(1),

de donde

∇n p(x) = an∇n(xn) = ann!.

La demostración de ∆n p(x) = ann! es análoga.

v. Por (ii.), el polinomio ∆n−1(xn) es de primer grado, entonces, podemos escribir

∆n−1(xn) = αn(x + βn), (2.11)
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donde αn, βn son constantes. Para hallar αn, βn, observemos que por (iii.)

n! = ∆n(xn) = ∆(∆n−1(xn)) = αn(∆(x + β)) = αn. (2.12)

Para n + 1, tenemos que

αn+1(x + βn+1) = ∆n(xn+1) = ∆n−1(∆(xn+1))

= ∆n−1

[

n

∑
k=0

(

n + 1
k

)

xk

]

=
n

∑
k=0

(

n

k

)

∆n−1(xk)

=

(

n + 1
n − 1

)

∆n−1(xn−1) +

(

n + 1
n

)

∆n−1(xn)

=
n(n + 1)

2
(n − 1)! + (n + 1)[αn(x + βn)]. (2.13)

Por (2.12), αn+1 = (n + 1)! y αn = n!, al reemplazar en (2.13) y comparando términos se

obtiene

βn+1 = βn +
1
2

.

La ecuación anterior es equivalente a

βn+1 − βn =
1
2

. (2.14)

Así que

βn+1 − β1 =
n

∑
k=1

βk+1 − βk =
n

2
.

Haciendo n = 1 en (2.11), se obtiene β1 = 0. Por lo tanto βn =
n − 1

2
.

2

2.3 Soluciones de la ecuación en diferencias de tipo hipergeométrica

Aplicando propiedades de la derivada no es difícil ver que si y es una solución de la ecuación

(2.1), entonces y′ es solución de una ecuación de la misma forma, tal comportamiento se conoce

como propiedad hipergeométrica. Los operadores de diferencias si bien no se comportan de

la misma manera que la derivada, como lo podemos ver en la regla del producto demostrada

previamente, estos funcionan de manera parecida, de hecho como veremos en esta sección las

soluciones de (1.41) también tienen la propiedad hipergeométrica, más precisamente tenemos el

siguiente
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Teorema 2.3 Propiedad hipergeométrica. Si y(x) es solución de la ecuación (1.41), entonces ∆y(x) =

v1(x) satisface la ecuación

σ(x)∆∇y(x) + τ1(x)∆y(x) + µ1y(x) = 0, (2.15)

donde

τ1(x) = τ(x + 1) + ∆σ(x), (2.16)

µ1(x) = λ + ∆τ(x). (2.17)

Además si λ 6= 0 vale el recíproco, es decir, para toda v1 solución de (2.15) existe y solución

de (1.41) tal que v1(x) = ∆y(x).

Demostración

Supongamos que y(x) es solución de (1.41), entonces aplicando ∆ a esta resulta

∆[σ(x)∆∇y(x)] + ∆[τ(x)∆(x)] + λy(x) = 0. (2.18)

Aplicando propiedades de los operadores en en diferencia, obtenemos

∆[σ(x)∆∇y(x)] = ∆σ(x)∆∇(x + 1) + σ(x)∆2∇y(x)

= ∆σ(x)∆2y(x) + σ(x)∆∇(∆y(x))

= ∆σ(x)∆v1(x) + σ(x)∆∇v1(x).

∆[τ(x)∆y(x)] = ∆[∆y(x)τ(x)]

= τ(x + 1)∆2y(x) + ∆y(x) ∆τ(x)

= τ(x + 1)v1(x) + v1(x)∆τ(x).

Sustituyendo en (2.18), podemos escribir

σ(x)∆v1(x) + [∆(x) + τ(x + 1)]∆v1(x) + v1(x)[λ + ∆τ(x)] = 0. (2.19)

Recíprocamente si λ es no nulo, supongamos que v1 satisface (2.15), sea

y(x) = − 1
λ

[σ(x)∇v1(x) + τ(x)v1(x)], (2.20)

entonces
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−λ∆y(x) = ∆[σ(x)∇v1(x) + τ(x)v1(x)]

= σ(x)∆∇v1(x) + [∆σ(x) + τ(x + 1)]∆v1(x)

+∆τ(x)v1(x)

= −λv1(x).

Es decir ∆y(x) = v1(x), de manera que (2.20) se puede reescribir como

−λy(x) = σ(x)∆∇y(x) + τ(x)∆y(x),

por lo tanto y satisface (1.41) y v1(x) = ∆y(x). 2

Razonando de manera análoga por inducción matemática podemos extender el Teorema pre-

vio, al siguiente resultado

Teorema 2.4 Sea y(x) solución de (1.41) y para cada m ∈ N sea vm(x) = ∆my(x), entonces vm satisface

la ecuación

σ(x)∆∇vm(x) + τm(x)∆vm(x) + µmvm(x) = 0, (2.21)

donde

τm(x) = τm−1(x + 1) + ∆σ(x), τ0 = τ; (2.22)

µm = µm−1 + ∆τm−1, µ0 = λ. (2.23)

Si además µk 6= 0 para k = 0, 1, . . . , m− 1 y vm es solución de (2.21), entonces existe y solución

de (1.41) tal que vm = ∆my(x).

Ahora hallaremos las expresiones explícitas para τm, y µm, que nos serán de gran utilidad

más adelante. Notemos que (2.22) puede escribirse como

τm(x) + σ(x) = τm−1(x + 1) + σ(x + 1), (2.24)

iterando el lado derecho de esta ecuación, resulta

τm(x) + σ(x) = τm−1(x + 1) + σ(x + 1) = τm−2(x + 2) + σ(x + 2) = · · ·

= τ0(x + m) + σ(x + m)

= τ(x + m) + σ(x + m). (2.25)
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Por otra parte, como

µm = µ0 +
m

∑
k=1

(µk − µk−1).

Usando (2.23), se obtiene

µm = µ0 +
m

∑
k=1

(µk − µk−1) = λ +
m

∑
k=1

∆τk−1(x). (2.26)

Aplicando ∆ a (2.22), tenemos que

∆τm(x) = ∆τm−1(x + 1) + ∆2σ(x), (2.27)

dado que ∆τm(x), ∆2σ(x) independientes de x, la expresión anterior se puede escribir como

∆τm = ∆τm−1 + ∆2σ,

iterando el lado derecho de la esta ecuación, resulta

∆τm = ∆τ0 + m∆2σ = ∆τ + m∆2σ. (2.28)

Sustituyendo esta igualdad en (2.26) y simplificando, encontramos la siguiente expresión

explícita para µm.

µm = λ + m∆τ +
1
2

m(m − 1)∆2σ. (2.29)

2.3.1 Forma autoadjunta de la ecuación en diferencias de tipo hipergeométrica

En esta sección daremos una forma equivalente de escribir la ecuación (1.41), la cual la

llamaremos forma autoadjunta, la cual será de gran utilidad en el capítulo siguiente. Para esto

supongamos que existe una función ρ(x) que satisface la ecuación

∆[σ(x)ρ(x)] = τ(x)ρ(x). (2.30)

Multiplicando ambos lados de (1.41) por ρ(x), obtenemos

σ(x)ρ(x)∆∇y(x) + τ(x)ρ(x)∆y(x) + λρ(x)y(x) = 0.

Pero, por (2.30)
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σ(x)ρ(x)∆∇y(x) + τ(x)ρ(x)∆y(x) = σ(x)ρ(x)∆∇y(x) + ∆[σ(x)ρ(x)]∆y(x)

= ∆[σ(x)ρ(x)∇y(x)],

de donde la ecuación (1.41) puede escribirse como

∆[σ(x)ρ(x)∇y(x)] + λρ(x)y(x) = 0. (2.31)

A la ecuación anterior se le denomina forma autoadjunta de la ecuación (1.41). Notemos que

para poder reducir (1.41) a su forma autoadjunta, hemos supuesto la existencia de una función

ρ(x) que satisface la propiedad (2.30), la existencia de tal función está garantizada, tal como

veremos en el capítulo siguiente.

Análogamente la ecuación (2.21), se puede escribir en la forma autoadjunta

∆[σ(x)ρm(x)∇vm(x)] + µmρm(x)vm(x) = 0, (2.32)

donde la función ρm satisface la ecuación

∆[ρm(x)σ(x)] = τm(x)ρm(x). (2.33)

Obviamente la ecuación (2.33) guarda una estrecha relación con la (2.30), lo que nos interesa

ahora es hallar una expresión para ρm, en términos precisamente de ρ, para ello observemos que

la ecuación (2.33) es equivalente a

ρm(x + 1)σ(x + 1) − σ(x)ρm(x) = τm(x)ρm(x),

a su vez esta última expresión puede escribirse como

ρm(x + 1)σ(x + 1)

ρm(x)
= τm(x) + σ(x). (2.34)

Sustituyendo (2.24) en (2.34), tenemos que

ρm(x + 1)σ(x + 1)

ρm(x)
= τm−1(x + 1) + σ(x + 1),

la cual de nuevo por (2.34), es equivalente a la siguiente relación

ρm(x + 1)σ(x + 1)

ρm(x)
=

ρm−1(x + 2)σ(x + 2)

ρm−1(x + 1)
,
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esta última igualdad se puede reescribir de la siguiente manera

ρm−1(x + 1)σ(x + 1)

ρm(x)
=

ρm−1(x + 2)σ(x + 2)

ρm(x + 1)
.

Notemos que la ecuación anterior implica que la función fm(x) definida por

fm(x) =
ρm−1(x + 1)σ(x + 1)

ρm(x)
,

es periódica, con periodo 1, dado que nuestro principal interés es hallar cualquier solución de

(2.33), tomaremos fm(x) ≡ 1, así que

ρm(x) = ρm−1(x + 1)σ(x + 1). (2.35)

Por otra parte como, ρ0(x) = ρ(x), iterando conseguimos que

ρm(x) = ρm−1(x)σ(x + 1)

= [ρm−2(x + 2)σ(x + 2)]σ(x + 1)

= · · · = ρ0(x + m)σ(x + 1)σ(x + 2) · · · σ(x + m)

= ρ(x + m)
m

∏
k=1

σ(x + k),

es decir,

ρm(x) = ρ(x + m)
m

∏
k=1

σ(x + k). (2.36)

2.4 Formula tipo Rodrigues

El siguiente resultado nos da una fórmula de tipo Rodrigues para las diferencias de las solu-

ciones de la ecuación en diferencias de tipo hipergeométrica.

Teorema 2.5 Sea y una solución de la ecuación (1.41) , fijemos n ∈ N, entonces si para k < m

µk = λ + k∆τ +
1
2

k(k − 1)∆2σ(x) 6= 0, k < n,

entonces

∆my(x) =
Am(λ)

An(λ)ρm(x)
∇n−m[ρn(x)vn(x)], (2.37)
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donde vn(x) = ∆ny(x) y

Ap(λ) =
p−1

∏
k=0

(−1)pµk, A0(λ) = 1; p ≤ n. (2.38)

Demostración

Para m < n sea vm(x) = ∆my(x), como y es solución de (1.41), por el Teorema (2.4) vm es

solución de la ecuación

σ(x)∆∇vm(x) + τm(x) + µmvm(x) = 0,

y por tanto satisface

∆[σ(x)ρm(x)vm(x)] + µmvm(x) = 0.

La condición µk 6= 0 para k < n, nos permite escribir la ecuación anterior de la forma

ρm(x)vm(x) = − 1
µm

∆[σ(x)ρm(x)∇vm(x)].

Ahora iterando el argumento del lado derecho de esta ecuación, tomando en cuenta la fórmula

explícita (2.35) y la propiedad ∇vm(x + 1) = ∆vm(x) obtenemos

ρm(x)vm(x) = − 1
µm

∇[σ(x + 1)ρm(x + 1)∇vm(x + 1)]

= − 1
µm

∇[ρm+1(x)vm+1(x)]

=

(

− 1
µm

)(

− 1
µm+1

)

∇2[ρm+2(x)vm+2(x)]

=
1

∏
n−1
k=m(−1)kµk

∇n−m[ρn(x)vn(x)]

=
Am(λ)

An(λ)
∇n−m[ρn(x)vn(x)],

Por lo tanto

∆my(x) =
Am(λ)

An(λ)
∇n−m[ρn(x)vn(x)].

2



Capítulo 3

Estudio de la ecuación en diferencias de

tipo hipergeométrica.

El objetivo de este capítulo es estudiar la soluciones polinomiales de la ecuación en diferencias

de tipo hipergeométrica, dicho estudio se basa en al método presentado por los autores A.F

Nikiforov, V.B Ubarov y S.K Suslov en el libro [10], en el cual se derivan las propiedades y se

caracterizan las soluciones polinomiales de la ecuación antes mencionada en términos de los

operadores de diferencias presentados en el capítulo previo.

Antes de proseguir con nuestro estudio debemos hacer énfasis en que estamos trabajando en

un espacio de funciones de dominio el subconjunto de lo números naturales [a, b]N .

Estudiar las soluciones de (1.41), no resulta tarea fácil mucho menos caracterizar las solu-

ciones de dicha ecuación, los Rusos antes mencionados desarrollan en el libro [10] un método

general para realizar dicho estudio, basándose precisamente en las propiedades de los oper-

adores de diferencias, cabe destacar que tal método es elegante, en el sentido que con pocos

elementos y con una teoría realmente poco exigente, logran su cometido.

37
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3.1 Existencia de soluciones polinomiales

Estamos interesados en ver bajo que condiciones, la ecuación (1.41), admite soluciones poli-

nomiales. El siguiente resultado nos da precisamente las condiciones necesarias para asegurar la

existencia de soluciones polinomiales de la ecuación en diferencias de tipo hipergeométrica.

Teorema 3.1 Para cada n ∈ N fijo, sea λ = λn dado por

λ = λn = −n∆τ(x) − 1
2

n(n − 1)∆2σ(x). (3.1)

Si

µk,n = µk

∣

∣

∣

λ=λn

= −(n − m)

(

∆τ +
n + m − 1

2
∆2σ(x)

)

6= 0 k < n, (3.2)

entonces (1.41) es decir

σ(x)∆∇y(x) + τ(x)∆y(x) + λny(x) = 0, (3.3)

admite una solución polinomial y = yn.

Demostración

Reemplazando λ = λn en (2.23) tenemos

µn = λn + n∆τ(x) +
1
2

n(n − 1)∆2σ(x) = 0.

Así que tomando m = n en la ecuación (2.21), vemos que

σ(x)∆∇vn(x) + τn(x)∆vn(x) + µnvn(x) = 0.

tiene una solución particular vn(x) = C, donde C es una constante. Por otro lado como µk,n 6= 0

para k ≤ n − 1, por el Teorema (2.4) existe yn solución de la ecuación (1.41) tal que vn(x) =

∆nyn(x), es decir ∆nyn(x) = C, entonces la por la propiedad polinomial (iv) del Teorema 2.2, se

tiene que yn(x) es un polinomio de grado n. 2

Para cada n ∈ N el Teorema anterior nos garantiza la existencia de soluciones polinomiales

de la ecuación (1.41) para el valor λ = λn, por lo tanto al variar n ∈ N obtenemos una familia

{yn}n∈N de polinomios, donde cada yn es solución de la ecuación

σ(x)∆∇y(x) + τ(x)∆y(x) + λny(x) = 0, (3.4)
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y una familia de ecuaciones en diferencias de tipo hipergeométrica en la que solo cambian las

constantes λn, mientras que los polinomios σ, τ son los mismos para cada valor de n. Para estos

polinomios tenemos el siguiente resultado, el cual nos da forma explícita de sus diferencias. .

Teorema 3.2 Bajo las condiciones del teorema anterior, para la cada n ∈ N la solución polinomial yn de

(1.41) se expresan mediante la fórmula de Rodrigues

∆myn(x) =
Am,nBn

ρm(x)
∆n−m[ρn(x)] (3.5)

donde Bn =
∆nyn

An,n
y

Ap,n = Ap(λn) =
n!

(n − p)!

p−1

∏
k=0

(

∆τ(x) +
1
2
(n + k − 1)∆2σ(x)

)

, A0 = 1, , p ≤ n. (3.6)

En particular

yn(x) =
Bn

ρ(x)
∇n[ρn(x)]. (3.7)

Demostración

Como µk,n 6= 0 para k < n, por el teorema (2.37) tenemos que para m < n

∆
y
n(x) =

Am(λn)

An(λn)ρm(x)
= ∇n−m[ρn(x)∆nyn],

como yn es un polinomio de grado n, entonces ∆nyn es constante y podemos escribir

∆myn(x) =
Am,n∆nyn(x)

An,nρm(x)
=

An,mBn

ρm(x)
∇n−m[ρn(x)].

Por otra parte como A0,n = 1, ρ0 = ρ, haciendo m = 0, en (3.5) encontramos la correspondi-

ente fórmula de tipo Rodrigues para el polinomio yn = v0,n

yn(x) =
Bn

ρ(x)
∇n[ρn(x)]. (3.8)

2

Para m < n, usando (3.2) tenemos

Am,n = = Am(λn) = (−1)m
m−1

∏
k=0

(k − n)

(

∆τ(x) +
n + k − 1

2
∆2σ(x)

)

=
m−1

∏
k=0

(n − k)

(

∆τ(x) +
1
2
(n + k − 1) ∆2σ(x)

)

=
n!

(n − m)!

m−1

∏
k=0

(

∆τ(x) +
1
2
(n + k − 1)∆2σ(x)

)

.
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es decir,

Am,n =
n!

(n − m)!

m−1

∏
k=0

(

∆τ(x) +
1
2
(n + k − 1)∆2σ(x)

)

. (3.9)

2

3.1.1 Consecuencias de la fórmula de Rodrigues

Teorema 3.3 Coeficientes principales

Si escribimos a yn(x), como yn(x) = anxn + bnxn−1 + · · · , entonces

an =
An−1,n Bn

n!
∆τn−1 = Bn

n−1

∏
k=0

(

∆τ +
n + k − 1

2
∆2σ

)

; a0 = B0, (3.10)

bn

an
= n

τn−1(0)

∆τn−1
− 1

2
n(n − 1).

Demostración

Supongamos que yn(x) = anxn + bnxn−1 + · · · , entonces por las propiedades polinomiales

teorema (2.1),

∆n−1yn = an∆n−1(xn) + bn∆n−1(xn−1) = ann!
(

x +
n − 1

2

)

+ bn(n − 1)!. (3.11)

Poniendo m = n − 1 en (3.5), se obtiene

∆n−1yn(x) =
An−1,nBn

ρn−1(x)
∇[ρn(x)],

pero

∇[ρn(x)] = ∆[ρn(x − 1)] = ρn(x) − ρn(x − 1)

= ρn−1(x + 1)σ(x + 1) − ρn−1(x)σ(x)

= ∆[ρn−1(x)σ(x)] = τn(x)ρn−1(x).

Así que

∆n−1yn(x) = A1,nBnτn−1(x) (3.12)

Igualando (3.12), (3.11)

An−1,nBnτn−1 = ann!
(

x +
n − 1

2

)

+ bn(n − 1)!, (3.13)
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y aplicando ∆ a ambos lados resulta

An−1,nBn∆τn−1 = n!an,

despejando an, por (3.9) y (2.27), al simplificar encontramos que

an =
Bn An−1,n

n!
∆τn−1 = Bn

n−1

∏
k=0

(

∆τ +
n + k − 1

2
∆2σ

)

.

Notemos que la igualdad anterior, implica

n!
∆τn−1

=
Bn An−1,n

an
,

usando esta última igualdad y poniendo x = 0 en (3.13), resulta

bn

an
= n

τn−1(0)

∆τn−1
− 1

2
n(n − 1).

2

3.2 Propiedad de ortogonalidad

En esta sección veremos que bajo ciertas condiciones de las funciones ρ, y σ las soluciones poli-

nomiales son ortogonales en cierto intervalo. Más concretamente tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.4 Si ρ(x), σ(x) son funciones tales se cumplen las siguientes condiciones

i. ρ(x) > 0 para x ∈ [a, b − 1]N (3.14)

ii. Si b , entonces

σ(x)ρ(x)xk
∣

∣

∣

a,b
= 0, ∀ k ∈ N (3.15)

iii. Si b = ∞, entonces

lim
x−→∞

ρ(x)xk = 0 y σ(x)ρ(x)xk
∣

∣

∣

x=a
= 0, ∀ k ∈ N. (3.16)

entonces las soluciones polinomiales (1.41), son ortogonales en l2([a, b − 1]N , µ), donde µ es la medida

discreta con peso en cada x ∈ [a, b − 1]N dado por µ({x}) = ρ(x); esto es

〈yn, ym〉 = ∑
x∈[a,b−1]N

ym(x)yn(x)ρ(x) = δm,nd2
n, (3.17)

donde d2
n = 〈yn, yn〉.
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Demostración

Sean yn, ym soluciones polinomiales de (1.41), es decir, satisfacen las ecuaciones

σ(x)∆∇yn(x) + τn(x)∆yn(x) + λnyn(x) = 0,

σ(x)∆∇ym(x) + τm(x)∆ym(x) + λmym(x) = 0.

O equivalentemente

∆[σ(x)ρ(x)∇yn(x)] + λnρ(x)yn(x) = 0,

∆[σ(x)ρ(x)∇ym(x)] + λmρ(x)ym(x) = 0.

Multiplicando la primera por −ym , la segunda por yn y sumando las ecuaciones resultantes

se obtiene

(λm − λn)ym(x)yn(x)ρ(x) = ym(x)∆[σ(x)ρ(x)∇yn(x)]

−yn(x)∆[σ(x)ρ(x)∇ym(x)]. (3.18)

Sumando sobre los valores x ∈ [a, b − 1]N, tenemos

(λm − λn) ∑
x∈[a,b−1]N

ym(x)yn(x)ρ(x) =

= ∑
x∈[a,b−1]N

ym∆[σ(x)ρ(x)∇yn(x)] − ∑
x∈[a,b−1]N

yn(x)∆[σ(x)ρ(x)∇yn(x)], (3.19)

por la formula de sumación por partes, la ecuación anterior se reduce a la siguiente expresión

(λm − λn) ∑
x∈[a,b−1]N

ym(x)yn(x)ρ(x) = ρ(xi)σ(xi)[ym(xi)∆yn(xi)− yn(xi)∆ym(xi)]
∣

∣

∣

b

a
. (3.20)

Ahora, como ym(x)∆yn(x) − yn(x)∆ym(x), es un polinomio, entonces para b finito la condi-

ción (3.15) implica que

(λm − λn) ∑
x∈[a,b−1]N

ym(x)yn(x)ρ(x) = 0,

y para b infinito, tomando limite cuando b −→ ∞ en (3.20) la condición (3.16) nos permite

concluir lo mismo. Además si m 6= n, entonces λn 6= λm, así que

(λm − λn) ∑
x∈[a,b−1]N

ym(x)yn(x)ρ(x) = 0, si n 6= m. (3.21)

2
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Observación 3.5 Sobre las condiciones de borde.

i. La ecuación (2.30), es decir

∆[σ(x)ρ(x)] = τ(x)ρ(x), (3.22)

nos dice que

σ(x + 1)ρ(x + 1) − σ(x)ρ(x) = ∆[σ(x)ρ(x)],

= τ(x)ρ(x)

o lo que es equivalente
ρ(x + 1)

ρ(x)
=

σ(x) + τ(x)

σ(x + 1)
,

entonces la condición (3.14), implica que ρ(x + 1)/ρ(x) es positivo en [a, b − 2]N, por lo tanto σ(x) +

τ(x) y σ(x + 1), tienen el mismo signo en [a, b − 2]N, sin perdida de generalidad podemos tomar ambos

positivos en este intervalo, pero σ(x + 1) es positivo en [a, b − 2] si y sólo si, σ(x) es positivo en [a +

1, b − 1]N, de manera que la condición (3.14) equivale a las condiciones

σ(x) > 0, para x ∈ [a + 1, b − 1]N (3.23)

σ(x) + τ(x) > 0, para x ∈ [a, b − 2]N (3.24)

ii. Si b es finito como (2.30) es equivalente a

σ(x + 1)ρ(x + 1) = [σ(x) + τ(x)]ρ(x), (3.25)

entonces

σ(b)ρ(b) = [σ(b − 1) + τ(b − 1)]ρ(b − 1)

como ρ(b − 1) > 0, la condición (3.15) implica que

σ(b − 1) + τ(b − 1) = 0. (3.26)

iii. Por tomando k = 0 y x = a en (3.15), vemos que σ(a)ρ(a) = 0, entonces por positividad de

ρ(x) tenemos que σ(a) = 0, es decir, a es un raíz de σ(x). Ya que el cambio lineal de variable x = u + a

preserva el tipo de ecuación, sin perdida de generalidad podemos tomar a = 0, siempre y cuando σ(x) no

sea una función constante, de manera que σ(0) = 0.
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Una consecuencia inmediata de las condiciones de borde (3.15),(3.16) y la ecuación (2.36), es

que para k ∈ N

σ(x)ρk(x) xp
∣

∣

∣

a,b−k
= 0, p ∈ N. (3.27)

Por otro lado usando las ecuaciones (2.30), (2.36) y las condiciones de la observación previa,

por inducción matemática tenemos que

ρk(x) > 0, para x ∈ [a, b − k − 1] k = 0, 1, 2, . . . .

Razonando de manera análoga al teorema anterior podemos establecer el siguiente resultado.

Teorema 3.6 Sea k ∈ N fijo, entonces los polinomios vk,n = ∆kyn son ortogonales en [a, b − k − 1],

respecto al peso ρk, es decir,

〈vk,m, vk,n〉 =
b−k−1

∑
xi=a

vk,n(xi)vk,m(xi)ρk(xi) = δn,md2
k,n, (3.28)

donde

d2
k,n =

b−k−1

∑
xi=1

v2
k,n(xi)ρk(xi), d2

0,n = d2
n. (3.29)

Concluiremos esta sección hallando una expresión explícita del cuadrado de la norma d2
n de

los polinomios yn.

Para cada k ∈ N la relación entre d2
k,n y d2

k,n, nos las da el siguiente lema.

Lema 3.7 Sea k ∈ N, entonces vale la siguiente igualdad

d2
k,n =

1
µk,n

d2
k+1,n. (3.30)

Demostración

Consideremos el polinomio vk,n = ∆kyn, entonces satisface la ecuación

∆[σ(x)ρk(x)∇vk,n(x)] + µk,nρk,nvk,n(x) = 0,

multiplicando ambos lados por vk,n, tenemos

vk,n∆[σ(x)ρk(x)∇vk,n(x)] + µk,nρk,nv2
k,n(x) = 0.
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sumando sobre los valores x ∈ [a, b − k − 1]N y usando (3.29)

∑
x∈[a,b−k−1]N

vk,n(x)∆[σ(x)ρk(x)∇vk,n(x)] + µk,nd2
k,n = 0. (3.31)

Por la fórmula de sumación por partes

∑
x∈[a,b−k−1]N

vk,n(x)∆[σ(x)ρk(x)∇vk,n(x)] = vk,n(x)σ(x)ρk(x)∇vk,n(xi)
∣

∣

∣

b−k

a
−

− ∑
x∈[a,b−k−1]N

σ(x + 1)ρk(x + 1)v2
k+1,n. (3.32)

La condición (3.27) implica que

vk,n(x)σ(x)ρk(x)∇vk,n(x)
∣

∣

∣

b−k

a
= 0.

Por otro parte, es fácil ver usando (3.27) y (2.35) que

∑
x∈[a,b−k−1]N

σ(x + 1)ρk(x + 1)v2
k+1,n = d2

k+1,n,

sustituyendo en (3.31) se sigue el resultado. 2

Teorema 3.8 Para cada n ∈ N, el cuadrado de la norma del polinomio yn, viene dada por

d2
n = (−1)n An,nB2

nSn, (3.33)

donde Sn =
b−n−1

∑
xi=a

ρn(xi).

Demostración

Como d2
0,n = d2

n, se sigue del lema previo

d2
0,n =

1
µ0,n

d2
1,n =

1
µ0

1
µ1,n

· · · 1
µn−1,n

d2
n,n,

es decir,

d2
n =

1

∏
n−1
k=0 µk,n

d2
n,n.

Por la formula de Rodrigues (3.5) vn,n = An,nBn, entonces

d2
n,n =

b−n−1

∑
xi=a

v2
n,nρn(xi) = v2

n,n

b−n−1

∑
xi=a

ρn(xi) = A2
n,nB2

nSn,

usando (3.6) se tiene

d2
n = (−1)n An,nB2

nSn, (3.34)

donde Sn =
b−n−1

∑
xi=a

ρn(xi).
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3.3 Caracterización de la soluciones polinomiales de la ecuación en

diferencias de tipo hipergeométrica

Todo el estudio que hemos realizado haste ahora depende de la función ρ(x) que está deter-

minada por σ(x) y τ(x) por medio de la ecuación (2.30)

∆[σ(x)ρ(x)] = τ(x)ρ(x), (3.35)

es de gran interés, ya que constituye una relación entre las funciones mencionadas, de hecho,

esta equivale a

ρ(x + 1)

ρ(x)
=

σ(x) + τ(x)

σ(x + 1)
. (3.36)

Si hacemos f (x) = σ(x)+τ(x)
σ(x+1) , entonces la ecuación anterior se escribe como

ρ(x + 1)

ρ(x)
= f (x).

Entonces nuestro problema fundamental es resolver la ecuación previa. Para tal propósito,

notemos que σ(x) es un polinomio de grado a lo sumo 2, entonces σ(x) + τ(x) es también y en

ambos casos, se pueden expresar como el producto de polinomios de grado 1, por lo tanto f (x)

se puede escribir de la forma

f (x) =
(a1x + b1)(a2x + b2)

(a3x + b3)(a4x + b4)
,

de manera que nos interesará solo estudiar el caso en el que la función f pueda ser expresada

como el producto o el cociente de dos funciones.

Para resolver esta ecuación, haremos uso del siguiente resultado.

Proposición 3.9 Si las funciones ρ1(x) y ρ2(x) son soluciones de las ecuaciones

ρ(x + 1)

ρ(x)
= f1(x),

ρ(x + 1)

ρ(x)
= f2(x), (3.37)

respectivamente, entonces la solución de la ecuación

ρ(x + 1)

ρ(x)
= f (x). (3.38)

Con f (x) = f1(x) f2(x) es ρ(x) = ρ1(x)ρ2(x) y con f (x) = f1(x)/ f2(x) esta dada por ρ(x) =

ρ1(x)/ρ2(x).
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Demostración

Si f (x) = f1(x) f2(x), entonces por (3.37)

f (x) = f1(x) f2(x) =
ρ1(x + 1)ρ2(x + 1)

ρ1(x)ρ2(x)
,

entonces ρ(x) = ρ1(x)ρ2(x) es solución de (3.38). Análogamente cuando f (x) = ρ1(x)/ρ2(x). 2

Observación 3.10 Si ρ1(x) y ρ2(x) son soluciones de la ecuación

ρ(x + 1)

ρ(x)
=

σ(x) + τ(x)

σ(x + 1)
, (3.39)

entonces
ρ1(x + 1)

ρ1(x)
=

ρ2(x + 1)

ρ2(x)
,

esta igualdad se reescribe como

ρ1(x + 1)

ρ2(x + 1)
=

ρ1(x)

ρ2(x)
,

por lo tanto el cociente ρ1(x)/ρ2(x) es una función constante, es decir, ρ1(x) = Cρ2(x). Esto nos permite

concluir que si ρ(x) la solución general de la ecuación anterior, entonces ρ(x) = Cρ1(x), donde ρ1 es

cualquier solución particular de la misma.

Observación 3.11 Sea γ una constante, entonces haciendo f (x) = γ + x, f (x) = γ − x, f (x) = γ,

en (3.38), tenemos las ecuaciones

ρ(x + 1)

ρ(x)
= γ + x. (3.40)

ρ(x + 1)

ρ(x)
= γ − x. (3.41)

ρ(x + 1)

ρ(x)
= γ. (3.42)

Una solución particular para (3.40), es

ρ(x) = Γ(x + γ),

ya que por propiedades de la función gamma
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Γ(x + γ + 1)

Γ(x + γ)
= x + γ.

Análogamente una solución particular de (3.41), es

ρ(x) =
1

Γ(γ + 1 − x)
.

Por último es claro que

ρ(x) = γx,

es una solución particular de (3.42).

Es claro que la solución de la ecuación (3.36), depende del grado del polinomio σ, para hallar

la solución de la misma considerando los casos en que el grado de σ sea 1 y 2, respectivamente.

Caso 1. σ es polinomio de grado dos.

Por la observación (3.5) podemos tomar a = 0, entonces σ(0) = 0. Estudiamos dos subcasos,

dependiendo de si el coeficiente principal de σ es negativo ó positivo.

i) Si el coeficiente principal de σ es negativo, como σ(0) = 0, entonces podemos escribir

σ(x) = x(k1 − x), de manera que σ(x) + τ(x) = (x + k2)(x − k3), donde k1, k2, k3 son con-

stantes.

Para que se cumpla la condición (3.23), es decir σ(x) = x(k1 − x) > 0 en [1, b − 1]N, entonces

b debe ser un número finito, digamos N. Además x(k1 − x) > 0 en [1, N − 1]N si, y sólo si, k1 > x

para todo x ∈ [1, N − 1]N, esto ocurre si, y sólo si, k1 > N − 1, esto equivale a que k1 = N + α,

donde α > −1.

Por otra parte como b es finito la condición (3.26), nos dice que σ(N − 1) + τ(N − 1) = 0, es

decir, (N − 1 − k2)(k3 − N + 1) = 0, la cual se cumple si tomamos k3 = N − 1.

Razonando de la misma manera vemos que la condición (3.24), es decir σ(x) + τ(x) = (x +

k2)(N − 1 − x) > 0, se cumple si, y sólo si, k2 > 0 y sin perdida de generalidad podemos tomar

k2 de manera que k2 = 1 + β, donde β > −1. Tomando en cuenta lo anterior vemos la ecuación

(3.36) se escribe como

ρ(x + 1)

ρ(x)
=

(x + 1 + β)(N − 1 − x)

(x + 1)(N + α − x)
.
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Ahora, por la proposición (3.9), tomando en cuenta las soluciones particulares de (3.40) y

(3.41) anteriormente, tenemos que

ρ(x) = C
Γ(x + β + 1)Γ(N + α − x)

Γ(x + 1)Γ(N − x)
, (3.43)

Tomando en este caso el factor de normalización Bn = (−1)n

n! y la constante C = 1, los poli-

nomios obtenidos son los polinomios de Hanh, los cuales introducimos en el capitulo 1.

ii. Coeficiente principal de σ(x) positivo.

Remitimos a [10], para ver que en este caso las correspondientes expresiones que se obtienen

para σ(x) y σ(x) + τ(x), son las mismas pero con el signo contrario a las correspondientes del

caso anterior, por lo tanto los polinomios obtenido en este caso satisfacen la misma ecuación en

diferencias que los del caso anterior, en este sentido no se da origen a otra nueva familia.

Caso 2: σ(x) es polinomio de grado 1.

En este caso podemos tomar sin perdida de generalidad σ(0) = 0, de manera que basta

considerar σ(x) = x. Consideraremos tres subcasos

i) σ(x) + τ(x) = µ(γ + x) En este caso, la ecuación (3.36) se reduce a

ρ(x + 1)

ρ(x)
=

µ(x + γ)

x
.

Ahora, por la proposición (3.9) y tomando en cuenta las soluciones particulares de (3.40) y (3.42),

tenemos que

ρ(x) = C
µx + Γ(x + γ)

Γ(x + 1)
. (3.44)

Por otra parte, dado que

σ(x)ρ(x)xl = C
µxΓ(x + γ)

Γ(x + 1)
xl+1 6= 0

para todo l ∈ N y para todo x finito, es decir la condición (3.15), nunca se cumple, debe ser

b = ∞. Para b = ∞, la condición (3.16), es decir,

lim
x−→∞

ρ(x)xl = lim
x−→∞

µxΓ(x + γ)

Γ(x + 1)
xl = 0,

se satisface si, y sólo si, es 0 < µ < 1. Por otra parte la condición (3.24), es decir, σ(x) + τ(x) =

µ(x + γ) > 0 para todo x ∈ N, se satisface si, y sólo si, γ > 0. Ahora bien, tomando en este

Bn = µ−n y C = 1/Γ(γ). Obtenemos la fórmula explícita de ρ(x), dada por
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ρ(x) =
µx(γ)x

Γ(x + 1)
. (3.45)

Como dijimos en el capítulo 1, la familia de polinomio ortogonales respecto al peso anterior,

son los polinomios de

ii) σ(x) + τ(x) = µ(γ − x)

Para valores de x ∈ N muy grandes, σ(x) + τ(x) = µ(γ − x) toma valores negativos, de

manera que para satisfacer la condición (3.24), debe ser b un número finito, digamos b = N + 1.

Por otra parte es claro que (3.26), es decir, σ(N) + τ(N) = 0 se cumple si, y sólo si, γ = N. La

condición (3.24) implica que σ(x) + τ(x) = µ(N − x) > 0 en [0, N − 1]N, de donde µ > 0 y sin

perdida de generalidad podemos escribir a µ de la forma µ = p/q, donde p + q = 1 y p q > 0.

En este caso ρ(x) viene dado por

ρ(x) = C
µx

Γ(x + 1)Γ(N − 1 − x)
(3.46)

Y tomando C = qN N!, obtenemos

ρ(x) =

(

N

x

)

pxqN−x. (3.47)

Con Bn = (−1)nqn/n!, como se vio en en capitulo 1, la familia obtenida es la familia de poli-

nomios de Kravchuk.

iii) σ(x) + τ(x) = µ

Razonando de manera análoga a los casos anteriores encontramos que b = ∞, µ es un numero

positivo y tomando C = e−µ, obtenemos la siguiente representación para ρ(x)

ρ(x) =
e−µµx

x!
. (3.48)

Los polinomios asociados este peso son los polinomio de Charlier, introducidos en el capitulo 1.

Caso 3: σ(x) = 1 Este caso no es considerable, ya que la condición σ(a) = 0 nunca se satisface.



Capítulo 4

Propiedades de los polinomios clásicos

de variable discreta

En este capítulo damos la demostración de algunas de las propiedades enunciadas en el capítulo

1, sobre los polinomios clásicos de variable discreta.

4.1 Polinomios de Charlier

Como dijimos en el capítulo 1, para a > 0, la familia de polinomios de Charlier {ca
n}n∈N es

ortogonal en el espacio l2(N, µa), donde la medida µa es la medida de Poisson dada por

µa({x}) =
e−aax

x!
, x ∈ N.

Por el Teorema (3.2), la fórmula de Rodrigues para estos polinomios es

Ca
n(x) =

x!ea

ax+n
∇n

[

e−a ax+n

x!

]

(4.1)

y por el Teorema 3.8 su norma para cada n ∈ N viene dada por

||ca
n(x)||2 =

n!
an

. (4.2)

A partir de la fórmula de Rodrigues de estos polinomio es posible dar la representación

explícita de los mismos, como se muestra en el siguiente

51
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Teorema 4.1

(Fórmula explícita)

Ca
n(x) =

n

∑
k=0

(−1)k

(

n

k

)(

x

k

)

k!a−k . (4.3)

Demostración

Por linealidad y como ∇n f (x) =
n

∑
k=0

(−1)k

(

n

k

)

f (x − k), desarrollando la fórmula anterior

Ca
n(x) =

x!ea

ax+n
∇n

[

e−a ax+n

x!

]

.

=
x!
ax

n

∑
k=0

(−1)k

(

n

k

)

ax−k

(x − k)!

=
n

∑
k=0

(−1)k

(

n

k

)

x!
(x − k)!

a−k

=
n

∑
k=0

(−1)k

(

n

k

)(

x

k

)

k!a−k.

2

De la fórmula explícita, podemos demostrar el siguiente resultado para su función generatriz

Teorema 4.2 (Función Generatriz)

∞

∑
n=0

(−1)n

n!
Ca

n(x) rn =
(

1 +
r

a

)x
, |r| < a (4.4)

Para |r| < a (ver apéndice) vale el siguiente desarrollo de Taylor

(

1 +
r

a

)x
=

∞

∑
n=0

(

x

n

)

( r

a

)n
,

desarrollando la serie de Taylor de er, tenemos que

e−r
(

1 +
r

a

)x
=

(

∞

∑
m=0

(−r)m

m!

)(

∞

∑
n=0

(

x

n

)

( r

a

)n
)

=

(

∞

∑
m=0

(−1)m

m!
rm

)(

∞

∑
n=0

(

x

n

)

a−n rn

)

=
∞

∑
n=0

Cn rn.
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Donde por la fórmula del producto de series, Cn viene dado por

Cn =
n

∑
k=0

(−1)n−k

(n − k)!

(

x

k

)

a−k

= (−1)n
n

∑
k=0

(−1)k

(n − k)!

(

x

k

)

a−k

=
(−1)n

n!

n

∑
k=0

(−1)k n!
k!(n − k)!

k!
(

x

k

)

a−k

=
(−1)n

n!

n

∑
k=0

(−1)k

(

n

k

)(

x

k

)

k! a−k =
(−1)n

n!
Ca

n(x).

2

4.2 Polinomios de Meixner

Recordemos que para a > 0 y 0 < b < 1, la familia de polinomios de Meixner {ma,b
n }n∈N es

ortogonal en l2(N, µa,b), donde la medida discreta µa,b tiene átomos en x ∈ N con

µa,b({x}) =
bxΓ(a + x)

x!Γ(a)
. (4.5)

Por el Teorema 3.2, la fórmula de Rodrigues para estos polinomios es

ma,b
n (x) =

x!Γ(a)

bx+nΓ(a + x)
∇n

[

bx+nΓ(x + a + n)

x!Γ(a)

]

(4.6)

y por el Teorema 3.8, la norma de estos polinomios viene dada por

||ma,b
n ||2 =

n!(a)n

bn(1 − b)a
. (4.7)

De la fórmula de Rodrigues para estos polinomios tenemos el siguiente resultado

Teorema 4.3 (Fórmula explícita)

ma,b
n (x)

n!
=

n

∑
k=0

(

x

k

)(−a − x

n − k

)

(−1)nb−k. (4.8)

Demostración Por la fórmula de Rodrigues

ma,b
n (x) =

x!Γ(a)

bx+nΓ(a + x)
∇n

[

bx+nΓ(x + a + n)

x!Γ(a)

]

=
x!

Γ(a + x)

n

∑
k=0

(

n

k

)

Γ(a + x + n − k)

(x − k)!
(−1)kb−k

=
n

∑
k=0

n!
(n − k)!

k!
x!

(x − k)!
Γ(a + x + n − k)

Γ(a + x)
(−1)k b−k

= n!
n

∑
k=0

(

x

k

)

Γ(a + x + n − k)

(n − k)!Γ(a + x)
(−1)k b−k. (4.9)
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Como (ver apéndice)
(−a

n

)

= (−1)n Γ(a + n)

Γ(a)n!
,

entonces
(−a − x

n − k

)

= (−1)n−k Γ(a + x + n − k)

(n − k)!Γ(a + x)
.

usando esta relación en (4.9), se obtiene (4.8).

Por último damos la función generatriz de estos polinomios

Teorema 4.4 (Función generatriz)

+∞

∑
n=0

ma,b
n (x)

n!
rn =

(

1 − r

b

)x
(1 − r)−(a+x) , |r| < b. (4.10)

Por la serie binomial para |r| < b, tenemos que

(

1 − r

b

)x
=

+∞

∑
n=0

(

x

n

)

(−1)n
( r

b

)n

(1 − r)−(a+x) =
+∞

∑
m=0

(−a − x

m

)

(−1)mrm

Usando estos desarrollos y la fórmula del producto de series, se obtiene

+∞

∑
n=0

ma,b
n (x)

n!
rn =

+∞

∑
n=0

n

∑
k=0

(

x

k

)(−a − x

n − k

)

(−1)n b−k rn

=
+∞

∑
n=0

n

∑
k=0

[(

x

k

)

(−1)k
( r

b

)k
] [(−a − x

n − k

)

(−1)n−krn−k

]

=

(

+∞

∑
n=0

(

x

n

)

(−1)n
( r

b

)n
)(

+∞

∑
m=0

(−a − x

m

)

(−1)mrm

)

=
(

1 − r

b

)x
(1 − r)−(a+x).

2

4.3 Polinomios de Kravchuk

Por lo dicho en el capítulo anterior para N ∈ N y 0 < p < 1, la familia de polinomios de

Kravchuk {k
p
n}N

n=0 es ortogonal en el espacio l2({0, 1, . . . , N + 1}, µp), donde µp es la medida

binomial dada por

µp({x}) =
N!pxqN−x

x!Γ(N + 1 − x)
=

(

N

x

)

pxqN−x x ∈ {0, 1, . . . , N + 1} y p + q = 1. (4.11)
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Por el Teorema 3.2, la fórmula de Rodrigues para estos polinomios es

k
p
n(x) =

(−1)n

n!

(

N

x

)−1

p−xq−N+x+n ∇n

[

N!px+nqN−n−x

x!Γ(N − n − x + 1)

]

. (4.12)

La norma en este caso, por el Teorema 3.8 viene dada por

||kp
n ||2 =

(

N

n

)

(pq)n (4.13)

A continuación damos la fórmula explícita y la fúnción generatriz

Teorema 4.5 (Fórmula explícita)

k
p
n(x) =

n

∑
k=0

(

x

k

)(

N − k

n − k

)

(−p)n−k qk (4.14)

Demostración

Aplicando linealidad y la relación para ∇n, resulta

k
p
n(x) =

(−1)n qx

n!
x!(N − x)! pn−x∇n

[

px q−x

x!(N − n − x)!

]

=
(−1)n qx

n!
x!(N − x)! pn−x

n

∑
k=0

(−1)k

(

n

k

)

px−k q−x+k

(x − k)!(N − n − x)!

= (−1)n
n

∑
k=0

(−1)k x!
k!(n − k)!

(N − x)!
(n − k)!(N − n − x + k)!

pn−kqk

=
n

∑
k=0

(

x

k

)(

N − x

n − k

)

(−1)n−k pn−k qk

=
n

∑
k=0

(

x

k

)(

N − x

n − k

)

(−p)n−k qk.

2

Teorema 4.6 (Función generatriz)

(1 + qr)x(1 − pr)N−x =
N

∑
n=0

k
p
n(x)rn (4.15)

Demostración

En efecto, por la serie binomial (ver apéndice), tenemos que
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(1 + qr)x =
∞

∑
n=0

(

x

n

)

qn rn,

(1 − pr)N−x =
∞

∑
m=0

(

N − x

m

)

(−p)m rm.

Así que

(1 + qr)x(1 − pr)N−x =

(

∞

∑
n=0

(

x

n

)

qn rn

)(

∞

∑
m=0

(

N − x

m

)

(−p)mrm

)

=
∞

∑
n=0

Cnrn,

donde por la fórmula del producto de series

Cn =
n

∑
k=0

(

x

k

)

qk

(

N − x

n − k

)

(−p)n−k =
n

∑
k=0

(

x

k

)(

N − x

n − k

)

qk(−p)n−k. (4.16)

Para n > N, implica que n − k > N − k > N − x, al ser n − k, N − x números naturales se sigue

que (ver apéndice), (N−x
n−k ) = 0, entonces Cn = 0 para n > N, y por lo tanto se concluye que

Cn =
N

∑
k=0

(

x

k

)(

N − x

n − k

)

qk(−p)n−k = k
p
n(x).

2

4.4 Polionomios de Hanh

Para N ∈ N y α, β > −1, la familia de polinomios de Hanh {h
α,β
n }Pn∈N es ortogonal en el

espacio l2({0, 1, . . . , N}, µα,β), donde la medida discreta µα,β está dada por

µα,β({x}) =
Γ(N + α − x)Γ(β + x + 1)

x!Γ(N − x)
, x ∈ {0, 1, . . . , N}. (4.17)

Por el Teorema 3.2, la fórmula de Rodrigues para los polinomios de Hanh es

h
α,β
n (x) =

(−1)n

n!
x!Γ(N − x)

Γ(N + α − x)Γ(β + x + 1)
∇n

[

Γ(N + α − x)Γ(n + β + x + 1)

x!Γ(N − n − x)

]

(4.18)

y por el teorema Teorema 3.8la norma de estos polinomios viene dada por

||hα,β
n ||2 =

Γ(α + n + 1)Γ(β + n + 1)(α + β + n + 1)N

(α + β + 2n + 1)n!(N − n − 1)!
. (4.19)

.



Apéndice A

Algunas funciones especiales

En este apéndice tratamos las funciones Gamma, Beta , algunas de sus identidades. También

se define el símbolo de Pochhammer, el coeficiente binomial, por último presentamos la Serie

Binomial así como el producto de series. Para un estudio más amplio de las cuestiones tratadas

remitimos a los libros [2] y [6].

La función Gamma.

Para Rez > 0, definimos la función Gamma por

Γ(z) =
∫ +∞

0
ez−1e−tdt. (A.1)

Integrando por partes es fácil ver que la función Gamma satisface la siguiente relación de

recurrencia

Γ(z + 1) = zΓ(z), (A.2)

en particular haciendo z = n, con n ∈ N

Γ(n + 1) = n!. (A.3)

La función Beta

Para Re(m) > 0, Re(n) > 0, definimos la función Beta por
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B(m, n) =
∫ 1

0
tm−1(1 − t)n−1dt. (A.4)

Haciendo el cambio de variable t = 1 − u, vemos directamente que B(m, n) es simétrica, es

decir, B(m, n) = B(n, m). Por otra parte, el cambio de variable t = 1+u
2 , lleva el intervalo [1, 0] al

intervalo [-1,1], así

B(m, n) =
1

2m+n−1

∫ 1

−1
(1 + u)m−1(1 − u)n−1du. (A.5)

Por último, la relación entre la función Gamma y la función Beta viene dada por la siguiente

igualdad

B(m, n) =
Γ(m)Γ(n)

Γ(n + m)
. (A.6)

Símbolo de Pochhammer

El símbolo de Pochhammer denotado con (α)n, se define para todo real no nulo y n ∈ N por

(α)n = α(α + 1)(α + 2) · · · (α + n − 1) =
n

∏
k=1

(α + k − 1), (A.7)

y

(α)0 = 1.

Algunas consecuencias de la definición son las siguientes propiedades del símbolo de Pochham-

mer

i. (1)n = n!;

ii. (x)n+m = (x)m(x + m)n, para m, n ∈ N;

iii. (x)n = (−1)n(1 − n − x)n;

iv. (x)n−k =
(−1)k(x)n

(1 − n − x)k
.

Por la relación de recurrencia de la función Gamma, tenemos la relación entre el Símbolo de

Pochhammer y la función Gamma

(α)n =
Γ(α + n)

Γ(α)
. (A.8)

Serie Binomial

Para cualquier α ∈ R y n ∈ N, definimos el coeficiente binomial generalizado denotado por
(

α

n

)

como
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(

α

n

)

=
α(α − 1)(α − 2) · · · (α − n + 1)

n!
. (A.9)

Notemos que en particular
(

m

n

)

= 0, si m < n y n, m ∈ N. (A.10)

Por otra parte podemos escribir el coeficiente binomial en termino de la función Gamma y el

símbolo de Pochhammer como
(

α

n

)

=
Γ(α + 1)

Γ(α − n + 1)Γ(n + 1)
=

(α − n + 1)n

n!
, (A.11)

de donde
(−α

n

)

=
(−a − n + 1)n

n!
=

(−1)n(α)n

n!
= (−1)n Γ(a + n)

Γ(α)n!
.

Se llama Serie Binomial al siguiente desarrollo en series de potencias

+∞

∑
n=0

(

α

n

)

xn = (1 + x)α, |x| < 1, (A.12)

donde α es cualquier numero real.

De la definición se obtenemos el siguiente desarrollo

(1 − x)−α =
+∞

∑
n=0

(−α

n

)

(−1)nxn =
+∞

∑
n=0

(α)n

n!
xn, |x| < 1. (A.13)

Producto de series

Dadas dos series
+∞

∑
n=1

an,
+∞

∑
n=1

bn absolutamente convergentes, el producto de las series está dado

por
(

+∞

∑
n=1

an

)(

+∞

∑
n=1

bn

)

=
+∞

∑
n=1

cn, (A.14)

donde

cn =
n

∑
k=1

akbn−k, n ≤ 1. (A.15)

La convergencia absoluta de las series
+∞

∑
n=1

an y
+∞

∑
n=1

bn garantizan la convergencia del producto.



Apéndice B

Propiedades de los polinomios clásicos

de variable continua

En este capítulo daremos las demostraciones respectivas de las propiedades enunciadas en el

capítulo 2, en la sección de ejemplos de las familias de polinomios clásicos de variable continua.

Polinomios de Hermite

Fórmula de Rodrigues

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
[e−x2

]. (B.1)

Demostración

Notemos en primer lugar que
dn

dxn
[e−x2

] = rn(x)e−x2
, donde rn(x) es un polinomio de grado

n, veamos entonces que es múltiplo de Hn(x), por la observación (1.3), basta ver que

∫ +∞

−∞
rn(x)ρ(x)e−x2

dx =
∫ +∞

−∞

dn

dxn
[e−x2

]ρ(x)dx = 0,

donde ρ(x) polinomio de grado a lo sumo n − 1. En efecto, integrando n veces por partes la

integral anterior puede escribirse como

∫ +∞

−∞

dn

dxn
[e−x2

]ρ(x)dx = (−1)n
∫ +∞

−∞
e−x2

ρ(n)(x)dx,
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como el grado de ρ(x) es a lo sumo n− 1, la integral de la derecha se anula, luego cHn(x) = ρ(x),

la constante c se halla comparando ambos lados de cHn(x) = ρ(x). 2

Función generatriz

∞

∑
n=0

Hn(x)

n!
tn = e2xt−t2

, t ∈ R. (B.2)

Demostración

Consideremos la función

ψ(x, t) = e2xt−t2
= ex2

e−(x−t)2
.

Su desarrollo en serie de Taylor en la variable t viene dado por

ψ(x, t) =
∞

∑
n=0

An(x)

n!
tn,

donde

An(x) =
∂nψ(x, t)

∂tn

∣

∣

∣

∣

t=0
.

Hagamos φ(x) = ex2
, u(x, t) = x − t y v(u) = e−u2

, entonces

ψ(x, t) = φ(x)v(u(x, t)) = φ(x)v(u).

Veamos que
∂n

∂tn
ψ(x, t) = (−1)nφ(x)

∂n

∂un
v(u(x, t)), n ∈ N. (B.3)

Aplicando la regla de la cadena tenemos que

∂

∂t
ψ(x, t) = φ(x)

∂

∂u
v ◦ u (x, t)

= φ(x)
∂

∂u
v(u(x, t))

∂

∂t
u(x, t)

= (−1)φ(x)
∂

∂u
v(u(x, t)).

Esto prueba la validez de (B.3) para n = 1. Veamos ahora el paso inductivo si suponemos cierta

la relación para n, entonces
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∂n+1

∂tn+1 ψ(x, t) =
∂

∂t

(

∂n

∂tn
ψ(x, t)

)

= (−1)nφ(x)
∂

∂t

(

∂n

∂un
v(u(x, t))

)

= (−1)φ(x)
∂n+1

∂un+1 v(u(x, t))
∂

∂t
u(x, t)

= (−1)n+1φ(x)
∂n+1

∂un+1 v(u(x, t)).

Así hemos probado la validez de (B.3), y como consecuencia de esta igualdad se tiene que

An(x) =
∂n

∂tn
ψ(x, t)

∣

∣

∣

∣

t=0
= (−1)nφ(x)

∂n

∂un
v(u(x, t))

∣

∣

∣

∣

t=0

= (−1)nex2 ∂n

∂n
v(x − t)

∣

∣

∣

∣

t=0

= (−1)nex2 ∂n

∂un
v(x)

= (−1)nex2 dn

dxn
e−x2

que es, exactamente la fórmula de Rodrigues para el n-esimo polinomio de Hermite Hn, de

donde A(x) = Hn(x) y por lo tanto

∞

∑
n=0

Hn(x)

n!
tn = e2xt−t2

.

2

A partir de esta última fórmula podemos dar la representación explícita de los polinomios de

Hermite tal como se muestra en el siguiente item.

Fórmula explícita

Hn(x)

n!
=

[ n
2 ]

∑
k=0

(−1)k(2x)n−2k

(n − 2k)! k!
.

Demostración

Consideremos de nuevo la función ψ(x, t) = e2xt−t2
; desarrollando e2xt y e−t2

en series de

Taylor respecto a la variable t obtenemos

e2xt−t2
= e−t2

e2xt =

(

+∞

∑
m=0

(−1)m

m!
t2m

)(

+∞

∑
n=0

(2x)n

n!
tn

)

.
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Poniendo ahora an =
(2x)n

n!
y

bm =











0 si m es impar
(−1)m/2

( m
2 )!

si m es par

tenemos que

e2xt−t2
= e−t2

e2xt =

(

+∞

∑
m=0

bm tm

)(

+∞

∑
n=0

an tn

)

=
+∞

∑
n=0

cntn,

entonces por la fórmula del producto de series tenemos que el coeficiente cn de tn en el desarrollo

anterior viene dado por

cn =
n

∑
k=o

bkan−k =
[ n

2 ]

∑
k=0

b2kan−2k

=
[ n

2 ]

∑
k=0

(−1)k(2x)n−2k

(n − 2k)! k!
,

así

e2xt−t2
=

+∞

∑
n=0





[ n
2 ]

∑
k=0

(−1)k(2x)n−2k

(n − 2k)! k!



 tn.

Por otra parte, sabemos que la función generatriz de los polinomios de Hermite viene dada

por
∞

∑
n=0

Hn(x)

n!
tn = e2xt−t2

,

de donde
Hn(x)

n!
=

[ n
2 ]

∑
k=0

(−1)k(2x)n−2k

(n − 2k)! k!
.

2

Polinomios de Laguerre

Fórmula de Rodrigues

e−xxαLα
n(x) =

1
n!

dn

dxn

{

e−xxα+n
}

. (B.4)
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Demostración

Al usar la fórmula del producto de Leibnitz se obtiene

dn

dxn

{

e−xxα+n
}

=
n

∑
k=0

(

n

k

)

dn−k

dxn−k
[e−x]

dk

dxk
[xn+α]

=

{

n

∑
k=0

(

n

k

)

(α + n)(α + n − 1) · · · (α + n + 1 − k)(−x)n−k

}

e−xxα. (B.5)

Sea

r(x) =
n

∑
k=0

(

n

k

)

(α + n)(α + n − 1) · · · (α + n + 1 − k)(−x)n−k, (B.6)

entonces r es un polinomio de grado n. Veamos ahora que r = cLα
n, para ello basta ver que para

todo polinomio ρ de grado a lo sumo n − 1 se tiene que

∫ ∞

0
ρ(x)r(x)e−xxαdx =

∫ ∞

0
ρ(x)

dn

dxn

{

e−xxα+n
}

dx = 0. (B.7)

Integrando n veces por parte en (B.7), se obtiene que

∫ ∞

0
ρ(x)

dn

dxn

{

e−xxα+n
}

dx = (−1)n
∫ ∞

0
ρ(n)(x)e−xxn+αdx.

Como el grado de ρ es a lo sumo n− 1, tenemos que ρ(n)(x) = 0 y por lo tanto ésta última integral

se anula, así r(x) = cLα
n(x), comparando los coeficientes de ambos lados de esta expresión se

encuentra que que c = n!. 2

A partir de la fórmula de Rodrigues (B.4), podemos dar la representación explícita de los

polinomios de Laguerre {Lα
n}n≥0.

Fórmula explícita

Lα
n(x) =

n

∑
k=0

(

n + α

n − k

)

(−x)k

k!
. (B.8)

Demostración

De la fórmula de Rodrigues para los polinomios de Laguerre y de la ecuación (B.5), tenemos
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que

Lα
n(x) =

1
n!

dn

dxn

{

e−xxα+n
}

e−xxα

=
1
n!

n

∑
k=0

(

n

k

)

(α + n)(α + n − 1) · · · (α + n − k + 1)(−x)n−k

=
1
n!

n

∑
k=0

(

n

n − k

)

(α + n)(α + n − 1) · · · (α + k + 1)(−x)k

=
1
n!

n

∑
k=0

(

n

n − k

)

(α + k + 1)(n−k)(−x)k.

así, sólo resta ver que
(

n

n − k

)

(α + k + 1)(n−k) =
n!
k!

(

n + α

n − k

)

.

En efecto
(

n

n − k

)

(α + k + 1)(n−k) =
(k + 1)(n−k)

(n − k)!
(α + k + 1)(n−k)

= (k + 1)(n−k)

(

n + α

n − k

)

=
Γ(k + 1 + n − k)

Γ(k + 1)

(

n + α

n − k

)

=
n!
k!

(

n + α

n − k

)

.

2

Función generatriz

.

(1 − r)−α−1exp

( −xr

1 − r

)

=
+∞

∑
n=0

Ln(x) rn para |r| < 1. (B.9)

Demostración

Dado que para |r| < 1 (ver apéndice A) y para todo n ∈ N, se tiene que

(1 − r)−n−α−1 =
+∞

∑
m=0

(n + α + 1)k

m!
rn
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Tenemos que

(1 − r)−α−1exp

( −xr

1 − r

)

=

(

+∞

∑
n=0

( −xr

1 − r

)n 1
n!

)

(1 − r)−α−1

=
+∞

∑
n=0

(−x)n

n!
rn (1 − r)−n−α−1

=

(

+∞

∑
n=0

(−x)n

n!
rn

)(

+∞

∑
m=0

(n + α + 1)m

m!
rm

)

.

Ahora, para cada n fijo sea k = n + m, entonces

(

+∞

∑
n=0

(−x)n

n!
rn

)(

+∞

∑
m=0

(n + α + 1)m

m!
rm

)

=
+∞

∑
n=0

+∞

∑
k=n

(−x)n

n!

(n + α + 1)(n−k)

(k − n)!
rk

=
+∞

∑
k=0

+∞

∑
n=k

(−x)k

k!

(k + α + 1)(k−n)

(n − k)!
rn

=
+∞

∑
n=k

+∞

∑
k=0

(−x)k

n!

(

n

k

)

(k + α + 1) rn, (B.10)

como (ver apéndice A)
(

n

k

)

= 0 si k > n, entonces por la fórmula explícita de éstos polinomios

tenemos

+∞

∑
n=k

+∞

∑
k=0

(−x)k

n!

(

n

k

)

(k + α + 1) rn =
+∞

∑
n=0

n

∑
k=0

(−x)k

k!
(k + α + 1)(k−n)

(n − k)!
rn

=
+∞

∑
n=0

n

∑
k=0

(−x)k

k!

(

n + α + 1
n − k

)

rn

=
+∞

∑
n=0

Lα
n(x) rn.

Sustituyendo en (B.10), podemos escribir
(

+∞

∑
n=0

(−x)n

n!
rn

)(

+∞

∑
m=0

(n + α + 1)m

m!
rm

)

=
+∞

∑
n=0

Lα
n(x) rn, (B.11)

es decir,

(1 − r)−α−1exp

( −xr

1 − r

)

=
+∞

∑
n=0

Lα
n(x) rn.

2
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Polinomios de Jacobi.

Fórmula de Rodrigues

(1 − x)α (1 + x)β P
α,β
n (x) =

(−1)n

2nn!
dn

dxn

{

(1 − x)α+n (1 + x)β+n
}

. (B.12)

Demostración

Aplicando la regla de Leibnitz para el producto tenemos que

dn

dxn

{

(1 − x)α+n(1 + x)β+n
}

=
n

∑
k=0

(

n

k

)

dn−k

dxn−k
[(1 − x)α+n]

dk

dxk
[(1 + x)β+n]

=
n

∑
k=0

(

n

k

)

(−1)k(k + α + 1)(n−k)(1 − x)α+k(n + β − k + 1)k(1 + x)n+β−k

= (1 − x)α(1 + x)βr(x), (B.13)

donde

r(x) =
n

∑
k=0

(

n

k

)

(−1)k(k + α + 1)(n−k)(1 − x)k(n + β − k + 1)k(1 + x)n−k

es un polinomio de grado n. Veamos que r es múltiplo de P
α,β
n . Debemos ver que

∫ 1

−1

dn

dxn

{

(1 − x)α+n (1 + x)β+n
}

ρ (x) dx = 0,

donde ρ es un polinomio de grado menor que n. Integrando n veces por partes la expresión

anterior encontramos que
∫ 1

−1

dn

dxn

{

(1 − x)α+n (1 + x)β+n
}

ρ (x) dx = (−1)n
∫ 1

−1

{

(1 − x)α+n (1 + x)β+n
}

ρ(n) (x) dx

Esta última integral se anula debido a que ρ es es un polinomio de grado a lo sumo n − 1 y

por tanto ρ(n) = 0, así r(x) = cP
α,β
n (x). Para encontrar el valor de c basta evaluar x = 1 en la

relación anterior y usar las condición de normalización (1.30). 2

Tomando en cuenta (B.13) y la formula de Rodrigues (B.12), se puede dar la forma explícita

para los polinomios de jacobi.

Fórmula explícita

P
α,β
n (x) =

1
2n

n

∑
k=0

(

n + α

n − k

)(

n + β

k

)

(x − 1)k(x + 1)n−k. (B.14)
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Aplicando la regla del producto de Leibnitz a (B.12), obtenemos

(1 − x)α (1 + x)β P
α,β
n (x)

=
(−1)n

2nn!

n

∑
k=0

(

n

k

)

dn−k

dxn−k

[

(1 − x)n+α
] dk

dxk

[

(1 + x)n+β
]

=
(−1)2n

2nn!

n

∑
k=0

(

n

k

)

(−1)−k (k + α + 1)(n−k) (1 − x)α+k (n + β − k + 1)k (1 + x)n+β−k

= (1 − x)α (1 + x)β
n

∑
k=0

1
(n − k)!k!

(k + α + 1)(n−k)

[

(x − 1)

2

]k

× (n + β − k + 1)k

[

(1 + x)

2

]n−k

= (1 − x)α (1 + x)β
n

∑
k=0

(

n + α

n − k

)(

n + β

k

)[

(x − 1)

2

]k [ (1 + x)

2

]n−k

=
1
2n

(1 − x)α (1 + x)β
n

∑
k=0

(

n + α

n − k

)(

n + β

k

)

(x − 1)k(x + 1)n−k.

2

En el siguiente item presentamos sin demostración la función generatriz de estos polinomios,

una demostración de la misma puede encontrarse en [4].

Función Generatriz

Para |r| < 1

∞

∑
n=0

P
α,β
n (x) rn = 2α+β

(

1 − 2xr + r2)− 1
2

(

(

1 − 2xr + r2)
1
2 − r + 1

)−α

(

(

1 − 2xr + r2)
1
2 + r + 1

)−β

. (B.15)

La fórmula de Rodrigues nos permite calcular el cuadrado de la norma L2 de los polinomios

de Jacobi, que denotaremos

Norma

||Pα,β
n ||2 = h

α,β
n =

∫ 1

−1
(P

α,β
n (x))2 (1 − x)α (1 + x)β dx

=
2α+β+1

(2n + α + β + 1)n!
Γ (n + α + 1) Γ (n + β + 1)

Γ (n + α + β + 1)
. (B.16)
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Demostración

Usaremos el hecho de que P
α,β
n (x) se puede escribir como

P
α,β
n (x) = l

α,β
n xn + r (x) ,

donde r es un polinomio de grado a lo sumo n − 1 y l
α,β
n es el coeficiente principal, de este modo

tenemos

∫ 1

−1
(1 − x)α (1 + x)β P

α,β
n (x) P

α,β
n (x) dx =

=
∫ 1

−1
(1 − x)α (1 + x)β l

α,β
n xnP

α,β
n (x) dx+

+
∫ 1

−1
(1 − x)α (1 + x)β r (x) P

α,β
n (x) dx.

El segundo miembro de la derecha es cero por la ortogonalidad y por lo tanto, usando la

fórmula de Rodrigues, se tiene que

∫ 1

−1
(1 − x)α (1 + x)β P

α,β
n (x) P

α,β
n (x) dx =

= l
α,β
n

∫ 1

−1
(1 − x)α (1 + x)β P

α,β
n (x) xndx

=
(−1)n

2nn!
l
α,β
n

∫ 1

−1

dn

dxn

{

(1 − x)α+n (1 + x)β+n
}

xndx.

Integrando por partes n veces esta última integral obtenemos

(−1)n (−1)n

2nn!
l
α,β
n n!

∫ 1

−1
(1 − x)α+n (1 + x)β+n dx =

=
1
2n

l
α,β
n

∫ 1

−1
(1 − x)α+n (1 + x)β+n dx.

Haciendo ahora el cambio de variable 2s = 1 + x y usando la expresión de la función Beta en

términos de la función Gamma (ver apéndice A), resulta

22n+α+β+1

2n
l
α,β
n

∫ 1

0
(1 − s)α+n sβ+nds =

2α+β+1

2n + α + β + 1
Γ (n + α + 1) Γ (n + β + 1)

Γ (n + α + β + 1) Γ (n + 1)
,

usando la fórmula explícita del coeficiente principal (1.40). 2
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