UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE MATEMATICA

Soluciones polinomiales de la ecuacion

en diferencia de tipo hipergeomeétrica.

Trabajo Especial de Grado presentado
ante la ilustre Universidad Central de
Venezuela por el Br. Kenyer Aguiar
para optar al titulo de Licenciado en
Matematica.

Tutor: Dr. Cristina Balderrama.

Caracas, Venezuela

Junio, 2009



ii

A mi familia y a la memoria de mi abuela adorada Juana Rodriguez.



Contenido

Introduccién

1 Preliminares

1.1 Polinomios ortogonales. . . . . ... ... ... ... .. L o
1.1.1 Construcciones equivalentes de los polinomios ortogonales . . . . .. .. ..
1.2 Propiedades generales de los polinomios ortogonales . . . . . ... ... .......
1.3 Ejemplos de familias de polinomios ortogonales.. . . . . ... ... ... .......
1.3.1 Polinomios ortogonales cldsicos de variable continua. . . ... ... .....

1.3.2 Polinomios ortogonales cldsicos de variable discreta . . . ... ... ... ..

Ecuacién en diferencias de tipo hipergeométrica
2.1 Discretizacién de la ecuacion diferencial de tipo
hipergeométrica. . . . . . ... . ...
2.2 Operadores de diferencia . . . ... .. .. ... ... ... L
2.3 Soluciones de la ecuacion en diferencias de tipo hipergeométrica . . . . .. ... ..
2.3.1 Forma autoadjunta de la ecuacién en diferencias de tipo hipergeométrica . .

24 Formula tipo Rodrigues . . . ... ... ... .. ... ... . . o

Estudio de la ecuacién en diferencias de tipo hipergeométrica.

3.1 Existencia de soluciones polinomiales . . . . . ... ... ................
3.1.1 Consecuencias de la formula de Rodrigues . . . . .. ... ...........

3.2 Propiedad de ortogonalidad . . . . . ... ... ... o o oo oL

3.3 Caracterizacién de la soluciones polinomiales de la ecuacién en diferencias de tipo

hipergeométrica . . . . . . .. ...

ii

12
13
20

23

23
25
30
33
35



4 Propiedades de los polinomios cldsicos de variable discreta
4.1 Polinomios de Charlier . . . . . . . . ... . . ...
42 Polinomios de Meixner . . . . . . . . ... L
4.3 Polinomios de Kravchuk . . . . ... ... . . oo oo

44 Polionomiosde Hanh . .. ... .. ... ... ... . ... . .. . . .
A Algunas funciones especiales

B Propiedades de los polinomios clasicos de variable continua

51
51
53
54
56

57

60



Introduccion

La teorfa de funciones especiales y particularmente la de polinomios ortogonales es bien
conocida por su importancia dentro de la Fisica-Matematica y otras 4reas tales como las ecua-
ciones diferenciales, la teoria de aproximacién y la teorfa de fracciones continuas, entre otras.
Ejemplo de estas familias (usualmente llamadas polinomios ortogonales clasicos de variable con-
tinua) son las familias de polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi. Tales familias de polinomios

son ampliamente estudiados debido a su aplicacién en las més diversas dreas de la ciencia actual.

El estudio sistematico de estas funciones comienza a finales del siglo XVIII, ya que surgen en
la resolucién de problemas relativos a la fisica, siendo uno de los problemas maés atractivos en
esos afnos el de la atraccion de un cuerpo por una esfera. Este problema fué abordado muy exi-

tosamente por Adrien Marie Legendre (1752-1833), dando origen a los polinomios de Legendre.

Otro resultado destacable es el presentado por el francés Olinde Rodrigues, quien da una
férmula para expresar a los polinomios de Legendre como derivadas recursivas de una funcién;
dicha férmula se conoce hoy en dia como férmula de Rodrigues. Cabe destacar que junto con la
aparicion de nuevas familias de polinomios ortogonales, se lograron establecer férmulas de tipo

Rodrigues para estas.

La siguiente familia en orden de aparicion fué la de los polinomios de Hermite, llamados asi
en honor a Charles Hermite (1822-1901), quien los estudi6 en el contexto de desarrollos en series
de funciones, aunque al parecer, el primero en considerarlos fue Laplace, quien los utiliz6 en

problemas relativos a la teoria de probabilidades.
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Edmond Nicolds Laguerre (1834-1886), al estudiar la relacién entre las integrales de ciertas
funciones y las fracciones continuas, se topa con una nueva familia de polinomios ortogonales,

los cuales posteriormente fueron llamados polinomios de Laguerre en honor a su descubridor.

La dltima familia de polinomios ortogonales cldsicos fue abordada por uno de los maés
grandes matematicos del siglo XIX, Karl Gustav Jacobi. Ellos son definidos a partir de la funcién
hipergeométrica de Gaus y la funcion Gamma de Euler. Posteriormente son llamados polinomios

de Jacobi.

En general una familia de polinomios ortogonales es una base polinomial ortogonal de un es-
pacio L%. Uno de los objetivos de este trabajo es hacer un estudio sistematico de las propiedades
generales de familias de polinomios ortogonales en L?(IR, 1), donde 1 una medida de Borel en R
de momentos finitos. En este contexto, si # es una medida no atémica diremos que los polinomios
ortogonales son de variable continua, los ejemplos més importantes de polinomios ortogonales

de variable continua los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi.

Por otra parte en el caso en que i sea una medida completamente atémica, diremos que los
polinomios ortogonales son de variable discreta. Como ejemplo de este tipo de familias tenemos
a los polinomios de Chalier, Mexnier, Kravchuk y Hahn; estas familias serdn centrales en nuestro

estudio.

El estudio de los polinomios ortogonales clasicos de variable discreta fue iniciado por Cheby-
shev a mediados del siglo XVIII, y siguen siendo estudiados con interés en la actualidad. Un
tratamiento extensivo de éstas familias puede encontrarse en [10].

Los polinomios ortogonales cldsicos de variable continua tienen en comtn que son solucién

de una ecuacién diferencial hipergeométrica de la forma

a(x)y" (x) + b(x)y'(x) + Ay(x) =0, 0.1)

donde a, b son polinomios de grado a lo sumo dos y uno respectivamente y A es una constante.
En 1997 O. Mazet [9] demostré que estas son las tinicas soluciones de esta ecuacién. Para mas

sobre la historia de los polinomios ortogonales remitimos a [1].
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Estamos interesados ahora en discretizar la ecuaciéon (0.1). Aproximando las derivadas de
primer y segundo orden adecuadamente se obtiene la siguiente ecuacién en diferencias de se-
gundo orden

o(x)AVy(x) + t(x)Ay(x) + Ay(x) =0, (0.2)

donde o, T son polinomios de grado a lo sumo dos y uno respectivamente, A es una constante y

los operadores en diferencias A y V vienen dados por

Af(x) = flx+1) = f(x),
V(x) = f(x) = fx=1).

De manera andloga a la caracterizacién obtenida para las soluciones polinomiales de la
ecuacién (0.1), en libro [10] se hace una caracterizaciéon de las soluciones polinomiales de la
ecuacién (0.2). En este trabajo estudiamos en detalle estas caracterizaciones hechas por los au-
tores de [10]

Este trabajo estd estructurado de la siguiente manera. Un capitulo 1 de preliminares donde
estudiaremos los aspectos basicos de la teoria general de los polinomios ortogonales en IR, pre-
sentaremos como ejemplos de estos a las familias de polinomios ortogonales cldsicos de variable
continua y de variable discreta.

En el capitulo 2 estudiaremos la discretizacién de la ecuacién diferencial de tipo hiperge-
ométrica en término de los operadores de diferencias y su relaciéon con la ecuacién en difer-
encias de tipo hipergeométrica, estudiaremos las propiedades de los operadores de diferencias,
por ultimo trataremos las propiedades generales de las soluciones de (0.2), en particular de la
propiedad hipergeométrica la cual nos permitird demostrar la existencia de soluciones polinomi-
ales de dicha ecuacion.

En el capitulo 3, daremos condiciones para la existencia de soluciones polinomiales de la
ecuacion en diferencias asi como la representacion explicita de las mismas en términos de la for-
mula de Rodrigues, ya demostrada la existencia de dichas soluciones pasamos a dar condiciones
sobre las cueles resultan ser ortogonales en cierto intervalo, finalmente caracterizaremos dichas
soluciones.

Capitulo 4 trata sobre los polinomios ortogonales cldsicos de variable discreta, en el cual

daremos las demostraciones de las propiedades enunciadas para los mismos en el capitulo 1.
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Para hacer lo mas autocontenido posible este trabajo, incluimos dos apéndices. El primero, so-
bre algunas funciones especiales, como la funcién gamma y la funcién beta, simbolo de Pochham-
mer, serie binomial y producto de series. El segundo, sobre polinomio ortogonales cldsicos de

variable continua, donde daremos las demostraciones enunciadas para los mismos en el capitulo
1.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos una breve introduccién a la teoria de polinomios ortogonales.
Definiremos, demostraremos algunas de sus propiedades generales mds importantes y daremos

ejemplos de polinomios ortogonales tanto de variable discreta como continua.

1.1 Polinomios ortogonales.

Consideremos el intervalo [4,b] C R con —co < a < b < ooy sea y una medida de Borel en
[a,b] de momentos finitos; es decir, tal que para cadan € N, [ ab x"du(x) < oo. Como es usual
por L2 ([a b] 1), denotaremos al espacio de las funciones f : [4,b] — R medibles tales que
f f(x ) < co. Al producto interno usual de este espacio lo denotaremos por ( , ), es decir,
para f,g = L2 ([a, b], 1) .

(,8) = | FEg(du). (1.1)

Para convertir este espacio en un espacio de producto interno, y de Hilbert, es necesario
pasar al espacio cociente por medio de la relacién f ~ g si, y solo si, f = g c.s.-u. Al espacio
cociente lo seguiremos denotando L? ([a, b], #), pero hacemos notar que en este caso la nocién de
igualdad, es la igualdad casi siempre con respecto a y; este espacio es un espacio de Hilbert. Un
tratamiento extenso en lo referente a espacios de Hilbert podemos encontrarlo en [13].

La norma asociada a este producto interno es entonces

1/2
= 450072 = ([ IrPan) £ e (n . 12
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Definicion 1.1 Sean f,g € L*([a,b], ), diremos que f,g son ortogonales si, y slo si, (f,g) =0y
diremos que f € L? ([a,b], 1) es normal si || f|| = 1.

Definicién 1.2 Decimos que la familia finita o infinita de funciones { f, }new es un sistema ortogonal
en L2 ([a,b], u) si, y solo si,
<fn/fm> :Cm(sn,m Vi’l,ﬂ’lGN,

donde ¢y € Ry Opym = 1sin = m, by, = 05sin # mes la delta de Kronecker. Decimos que el sistema
ortogonal {f,}neN es un sistema ortonormal si, y sélo si, c, = 1 Vn € N, es decir, si para cada

n €N, f,es normal.

Dada una familia de { f, } e de funciones linealmente independiente en L? ([a, b], ), siempre

es posible conseguir un sistema ortonormal {¢, },en en L? ([a,b], 1) tal que

lin{fl,fz,. . ~/fn} = lil’l{(,b],(,bz,. . .,(Pn}, Vn € N,

donde lin A, para A C L2 ([a,b], u) es el conjunto de las combinaciones lineales de los elementos
de A. El método para conseguir un sistema ortonormal a partir de una familia linealmente
independiente es conocido como método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt.

Como p es una medida de momentos finitos tenemos que los monomios {x"},cN estan
en L2 ([a,b], u), ademds es facil probar que son linealmente independientes, entonces usando el
método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt podemos conseguir una familia de polinomios
{P,} e ortogonales en L? ([a,b], ). A esta familia la llamaremos polinomios ortogonales aso-
ciados a la medida y o respecto a la medida p.

Si 4 es una medida no atémica diremos que los polinomios { P, } ,en son de variable continua.
Si ademds y es absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue en R, es decir existe
una funcién w : [a,b] — R™ tal que u(E) = [, w(x)dx para todo E € B([a, b]), entonces también
nos referiremos a la familia {P, },en como los polinomios ortogonales asociados al peso w. En

este caso las integrales (1.1) y (1.2) toman la forma

(£9) = [ s

i1 = ([ R
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En el caso en que u sea una medida completamente atémica, diremos que los polinomios
{Py }nen son de variable discreta. Notamos que si y tiene un numero infinito de puntos de salto,
digamos en IN, entonces L? ([a,b], u) = I>(IN, u).

Estamos interesados en medidas con respecto a las cuales el conjunto de los monomios
{x"},en es denso en L? ([a,b], ). La densidad est4 garantizada si, por ejemplo, pedimos que y
tenga momento exponencial; esto es, si existe € > 0 tal que | ab eldu(x) < co.

La familia de polinomios construida por el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt
es Unica salvo constante; de hecho, este método garantiza unicidad si se pide, por ejemplo que
dicha familia sea ortonormal. Notemos que esta no es la tinica condicién de normalizacién que
se puede pedir; entre las normalizaciones méds comunes se encuentran pedir que los polinomios
sean monicos o que el término constante de cada P, sea uno. En general fijada una normalizacién

podemos obtener una familia tnica de polinomios ortogonales respecto a la medida .

1.1.1 Construcciones equivalentes de los polinomios ortogonales

De la construccion de anterior es claro que todo polinomio de grado n puede expresarse como
combinacién lineal de los polinomios Py, Py, ..., P,, usando este hecho no es dificil ver que la
condicién

b
(P, P) = / Py () Por ()1t () = Cubpm
a
es equivalente a

b
<Pn,xk> :/ Pn(x)xkzo, para k=0,1,...,n—1. (1.3)

Observaciéon 1.3 En términos de la condicién anterior, una manera de expresar que la familia de { P, }nen
ortogonales obtenidos por Gram- Schmidt es iinica salvo constante, es la siguiente, si para cada n € IN es

un polinomio de grado n tal que
b
/ xKra(x)du(x) =0 parak <n—1,

entonces ry, es miiltiplo escalar de P,. En efecto, como r,, es de grado n, entonces puede escribirse como

combinacion lineal de Py, Py, . .., Py, es decir 1, (x) = Y }_o AcPi(x), ast pues para k < n — 1, tenemos

MIPIP = [ ra(Pdxan() = [ raotaat + - ydu(x) =0,

por tanto r,(x) = A, Py (x).
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. . . b
Notemos que que suponiendo conocidos la sucesién de momentos m, = [ x"du(x), la

ecuacién (1.3), determina al polinomio P,, salvo una constante. En efecto, escribiendo
Pu(x) = apx" 4 - - 4 a1x +ay,

tenemos que

b b b b
/ P (x)xkdu(x) = an/ XKy (x) 4 an,l/ K Lgy () + -+ ao/ xrdu(x).
a

a a a

Variando k = 0,1,2,...,n, obtenemos

ApyMy + - -+ +aymy + my =0
apMy+ - +aymy+my =0
apMop 1 + -+ +aymy +m,_1 =0.

Este es un sistema de n ecuaciones lineales con n + 1 incégnitas, por lo cual no podemos
afirmar unicidad en la solucién de este sistema y por lo tanto los polinomios ortogonales quedan
determinados salvo una constante multiplicativa. Si pedimos que P, sea moénico, es decir, que
a, = 1, estamos agregando una ecuacién mads al sistema, lo cual nos permite garantizar la uni-
cidad en la solucién del mismo, obteniendo asi la sucesion {P,} de polinomios ortogonales
monicos. Utilizando el método de Kramer (ver [11]) para la solucién de sistemas de ecuaciones

lineales encontramos una expresién para el polinomio ménico P, dada por

my mq e my

mq mp - My
Mmy—1 My Moy —1

1 X x"

Py(x) =

my mi Mpy—1

my Mmoo My
mpy—1 My -+ Mpyp—2
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1.2 Propiedades generales de los polinomios ortogonales

Por la propiedad de ortogonalidad de la familia {P,},>0, unido a que todo polinomio de
grado n se puede expresar como combinacién lineal de los n + 1 primeros términos de la suce-
sion {Pc}]_,, se puede establecer que cualquiera de ellos se puede expresar a su vez como

combinacion lineal de otros dos. Mds precisamente tenemos el siguiente resultado.
Teorema 1.4 Los polinomios ortogonales { P, },>0 satisfacen la siquiente relacién de recurrencia
P,(x) = (Apx+By)P,_1(x) —CyPy—2(x) n=0,1,2,... (1.4)
P_4(x) = 0, Po(x) =1,

donde Ay, B,, C, son constantes, A, > 0 y C, > 0. Si el coeficiente principal de P, (x) es denotado

por ky, tenemos

kn An Hpn,1||2
; Cp = — 15
kn—l ! An—l Hpn72||2 ( )

Esta relacién es conocida como relacién de recurrencia a tres términos.

Ay =

Demostracion

k
Sea Q,(x) = Py(x) — AyxP;_1(x), con A, = P "—. EL polinomio Q, resulta ser de grado
n—1
n — 1y por lo tanto se puede escribir como una combinacién lineal de Py, P, ..., P,_1, es decir,

Qn(x) = )Lopo(x) + )L1P1 (x) + - An,an,l(x)
y por ortogonalidad se sigue que parak =0,1,...,n—1,
b
PP = [ Qulx)Bel)dn(x) =
b b
= [ PP () — Ay [ Paca () [xP)]dp(x).

Como el grado de xPy(x) es k+ 1, por ortogonalidad las dos integrales del lado derecho se

anulan para k < n — 3, es decir Ay = 0 para k <n —3, asi
Py(x) = (A1 + Apx)Py1(x) + Ap—aPya(x).
Por otra parte,
0= /ab Py(x)Py o(x)du(x) = A, 1/ Py 1(x) Pu_a(x)dp(x) + Ay / XPy1(x) Py o (x)dp(x)
+Mqlzﬁxmww>

— A, / XPy_1 (%) Py (x)dui(x) + Au_a||Pu_al[*
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Dado que Qu-2(x) = P,_1(x) — Ay—1P,—2(x), la primera integral del lado derecho de la

ecuacion anterior se puede reescribir como

b 1 b
/a Pa () [¥Pra()ldp(r) = / P, 1 (x)[Pa1(x) — Quo1(%)]dp(x)
_ 1 2
- An71||Pn_1H 7
Ay ||Pn—1H2
de donde A,,_» = = —C,.
"2 A |[Paal?

Teorema 1.5 (Férmula Cristoffel-Darboux) Los polinomios ortogonales {P,} satisfacen la siguiente

relacion
£ REORG) _ 1 Pa(R) ~ PPy ",

= PR AvallPal? (x=y) '

donde A, = k’;—il, siendo ky el coeficiente principal de P,,.

Demostracion

Usando la relaciéon de recurrencia (1.4) tenemos que

Pn-i—l(x)Pn (y) = [(An-i-lx =+ Bn-i—l)Pn (x) - Cn-i—lpn—l(x)]Pn (y)
= Au1xPu(x)Pu(y) + By Pu(x) Pu(y) — CoprPu1(x) Pu(y),

de manera que

Pui1(%)Pu(y) = Pupa(y)Pu(x) = Auy1(x —y)Pu(x)Pu(y) — Cup1Pu—1(x) Pu(y)
+Cos1Pu1(y) P (x)
= Anpa(x = y)Pu(x)Pu(y)
+Cos1[Pu(x) Pa-1(y) — Pu(y) Pa—1(x)].

C 1
Como An-i—lrirlin”z = AP dividiendo la expresién anterior por A,.1(x — y)||P||?

tenemos

Po1(X)Pa(y) = Pu(x)Pusa(y) _ Pa(x)Puly) | Pa(x)Pu1(y) — Pua (%) Pu(y)
Apsa||Pal[*(x —y) [P [? An|[Paal]*(x —y) '

De la expresion anterior se obtiene que

(1.7)
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Py(x) Pu—1(y) — Pu(y) Pu1(x) _ Py—1(x) Pu1(y) + Py1(x)Pu2(y) — Pa—1(y) Pu—2(x)
An|[Pal[>(x = ¥) [ Paalf? An-1|[Pu—2|*(x =) '
sustituyendo en (1.7), encontramos que
Prr(®)Pu(y) = Pu(®)Puss(y) _ ¢ BBy) | Paoa(®)Pua(y) = Pua(y)Paa(x)
2 = X 7 T 2 ’
Al Pal 2, (x = y) i P An-1|[Pa—2][(x —y)
iterando el proceso, al cabo de n pasos llegamos a la siguiente expresion
Pri1(X)Pu(y) = Pu(¥) Puia(y)  _ i N)P(y) | Pu(x)Poly) — Pi(y)Po(x)
A [Pa P (x = y) P IPkH2 Arl[Pol*(x = y)
L A
= IIPk! !2
lo cual concluye la demostracion. 0

Observacion 1.6 Enel caso x =1y en (1.6) usando la regla de L’'Hopital tenemos que

1, Pf(x) 1 - D1 (X) Pu(y) = Pu(x) Prsa ()
= 1
LiplE = Aaimrim =)

1 /
n—&-lHP H Y

P;;H( )Pu(x) —P,Q(x)PnH(x)
Ap||Pal|?

La férmula de Chritoffel-Darboux es de gran utilidad en la teoria de convergencia de series

de Fourier, pues permite escribir en forma compacta las sumas parciales de una serie.

Definicién 1.7 Dada f € L? ([a, b], i), definimos la serie de Fourier de f respecto al conjunto ortogonal

{P,}, denotamos por s(f), como la siguiente expansion
s(f)(x) = Z n Pu(x), (1.8)

donde la convergencia es respecto a la norma || || definida en (1.2) y los coeficiente f, se llaman coeficientes

de Fourier y estdn dados por

S 1
fe= g8 = [, fom o) ()

Para para k > 1 Ia k-ésima suma parcial de f viene dada por

k
sk(f,x) = Zof;Pn(x). (1.10)

11



Ejemplos de familias de polinomios ortogonales

Usando Cristoffel-Darboux (1.6) podemos dar una forma integral para si(f, x), especificamente

se(f,x) = ) ( ahf(y)Pn(y)du(y>> %

_ b Py (x)Pu(y)
= /a (Zw>f(y)dﬂ(y)

n=0
1 b Pyy1(x)Py(y) — Puy1(y)Pu(x)
ah <y>[ (x—y)

Cerramos esta seccién con una proposiciéon que muestra como se comportan los ceros de los

du(y).

polinomios ortogonales.

Proposicién 1.8 Los ceros de los polinomios ortogonales { Py },>0 son todos reales y distintos y estdn en

el intervalo (a, b).

En primer lugar notemos que por ortogonalidad de P,

/ " py(x)du(x) = 0,

para todo n > 1y por lo tanto existe por lo menos un punto en (a,b) donde P, cambia de signo.

Sixy,x2,...,xm,con m < nson todos los ceros de P, , entonces el polinomio
(x = x1)(x — 22) -+ (x — %) Pa(),
no cambia de signo en (a,b); es decir, siempre es positivo 6 negativo en (a,b). Luego
[ )= x) - (= )P ()au(x) £ 0. (1.11)

Asi, necesariamente debe ocurrir que n = m, ya que si m < n, (1.11) contradice que P, sea

ortogonal a todo polinomio de grado menor que . O

1.3 Ejemplos de familias de polinomios ortogonales.

Hasta ahora hemos presentado algunos resultados generales de las familias de polinomios
ortogonales por lo que la siguiente seccién estd orientada a presentar algunos ejemplos especifi-
cos de algunas de las familias de polinomios ortogonales mds notables, como lo son las familias

clasicas de variable continua y de variable discreta.

12
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1.3.1 Polinomios ortogonales cldsicos de variable continua.

Las familias de polinomios ortogonales, usualmente llamadas clasicas de variable continua,
son los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi. La referencia obligatoria para el estudio de
los polinomios ortogonales clasicos es el libro de G. Szego [11] .Las caracteristicas fundamen-
tales que distinguen a estas familias de las restantes familias de polinomios ortogonales son sus

propiedades diferenciales, entre ellas las mas relevantes son

i) Son las tnicas soluciones polinomiales de una ecuacién diferencial de segundo orden, de
la forma

a(x)y" +b(x)y’ + Ay =0, (1.12)

donde 4,b son polinomios de grado a lo sumo dos y uno respectivamente y A es una
constante. Esta ecuacion es usualmente conocida como ecuacién diferencial de tipo hiper-

geométrica y en lo que sigue nos referiremos a esta ecuacion de esta manera.

ii) Pueden ser generados mediante una férmula que contiene derivadas de orden #, conocida

como formula de Rodrigues, cuya forma general es

1 dar

Pu(x) = Ynw(x) dx"

[w(x)e" ()],

donde 1, es una constante, w es el peso y p es un polinomio independiente de 1, de grado

a lo sumo dos. Tanto 7, w asi como p dependen de la familia en cuestion.

iii. Tienen una funcién generatriz, esto es, una funcién de dos variables digamos f(x,t), tal
que para t pequefio, el n-ésimo coeficiente de su desarrollo series de potencias respecto a

esta variable, es salvo constante, el polinomio p,(x), es decir
+o00
ft) = Y pul)r.
n=0

A continuacién presentamos a éstos polinomios, junto con sus propiedades mas usuales, las

cuales solo enunciamos. Remitimos al apéndice B, para ver las demostraciones de las mismas.

Polinomios de Hermite.

Los polinomios de Hermite {H, },en son los polinomios ortogonales respecto a la medida
gaussiana

du(x) =e “dx.

13



Ejemplos de familias de polinomios ortogonales

Esta medida esta asociada al peso w dado por

Tomando la siguiente condicién de ortogonalidad y normalizacién
/ Hy(x)Hp (x)e™ ¥ dx = /T 2"118,,n ¥, m € N,

se tiene que la norma de estos polinomios es
|Ha || = V72!, (1.13)

La férmula de Rodrigues de estos polinomios es

2 d" 2

Ha(x) = (=1)"e” [, (1.14)

El polinomio de Hermite de grado 7 es la tinica solucién polinomial de la ecuaciéon diferencial
de tipo hipergeométrica

y" —2xy' +2ny = 0. (1.15)

Demostracion

** s el factor integrante de (1.15), podemos escribir ésta ecuacion diferencial en su

Como e~
forma equivalente como
d
ﬂ{e_"zy’} + 2nye ™ = 0.

Veamos ahora, que y = H,, es solucién de esta ecuacion diferencial. Sea r(x) = y” — 2xy/,
como y = H,(x) es un polinomio de grado n se sigue que r es un polinomio de grado n, veamos
que 7 es multiplo de H,,.

Sea p(x) un polinomio de grado a lo sumo n — 1, entonces basta ver que

/J:O r(x)p(x)e ¥ dx = /J:Op(x)%{e_xzy’}dx =0.
Integrando por partes encontramos que
/J:O r(x)p(x)e Y dx = — /:O o' (x)e ¥y dx,
integrando de nuevo por partes tenemos

toe —x% te o d —x% 1
/ p(x)e " ydx = —[m yo e p(x)pdx.

— 00
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Ejemplos de familias de polinomios ortogonales

Ya que p es un polinomio de grado a lo sumo n — 1, se sigue que %{e*xzp’ (x)} es de la forma
e‘xzu(x), donde u es un polinomio de grado a lo sumo n — 1 y por lo tanto esta tltima integral
se anula. De esta manera tenemos que r(x) = cH,(x). Aparte de la expresion de r(x) se deduce
que su coeficiente principal es a, = —2nh,, donde h, es el coeficiente principal de H,, por lo

tanto ch, = —2nh,, es decir, c = —2n. O

Su funcién generatriz viene dada por

> H
) ’;('x Jpr — A e R (1.16)
n=0

y tenemos la siguiente representacion explicita

Hy(x) Y % . (1.17)

De ésta formula explicita vemos que el coeficiente principal h, de H, esta dado por

H,(x)

X—00 _xn

=", (1.18)

Por el Teorema 1.4, tenemos que los polinomios de Hermite H,, satisfacen la siguiente relacién
de recurrencia.

H,(x) =2xH,_1(x) —2(n —1)H,_2(x), n > 2, (1.19)
Ho(x) =1, Hj(x)=2x

y por el Teorema 1.5, para cada n € IN la férmula de Christoffel-Darboux para estos polinomios

es

n

Z (Zkk!)*lHk(x)Hk(y) _ (2n+ln!)71 Hya (x)Hﬂ (y) — f/{ﬂ(x)Hn-&-l (y) ) (1.20)
k=0 =

Polinomios de Laguerre

Para « > —1 los polinomios de Laguerre {L}},cn son los polinomios ortogonales respecto a
la medida y, dada por
dpa(x) = Ljg o) (x)e” " x"dx.

Esta medida esta asociada al peso w, dado por

wy = e *x%, x €[0,00].

15



Ejemplos de familias de polinomios ortogonales
Como condicién de ortogonalidad y normalizacién en este caso consideramos la siguiente
oo o o —X n + o
/o Ly (x)Ly, (x)e *x%dx = T'(a + 1)( " >5n,m/ n,méeN, (1.21)

.y 14 . . . .
donde I es la funciéon gamma y paraax € Ry n € IN < ) se conoce como coeficiente binomial
n

generalizado y estd dado por

) ala—1)(a—=2)---(a—n+1)
n n! '
Otro operador de interés es el simbolo de Pochhamer, el cual se define para x € Ry n € IN como
n
() =]](x+k=1) =x(x+1)(x =2)--- (x+n—1).
k=1
Para mas sobre éstos ver el apéndice A.

Para cada n € IN la norma de estos polinomios es
n-+uo
HLzHZ:r(aJrl)( y > (1.22)
La férmula de Rodrigues para los polinomios de Laguerre es

— X TN 1 dn —X 041
e *x"L%(x) = — T {em*x" Y. (1.23)

El polinomio de Laguerre de grado n es la tinica solucién de la ecuacién diferencial de tipo
hipergeométrica

xy’ + (@ +1—x)y +ny=0. (1.24)

Demostracion

Comencemos notando que
xy' + (a+1—x)y +ny=0

es equivalente a

% {e—xxa+1y/} 4 ne—xxzxy — 0/

dado que

% {e—xxa+1y/} =[xy + (a+1—x)y' b e ¥,

16



Ejemplos de familias de polinomios ortogonales 17

sea r(x) = xy’ + (a +1—x)y’ = L {e7*x*F1y'} ¢¥x~*, veamos que r es multiplo de y = L%(x).

Para ello sea p(x) un polinomio de grado a lo sumo n — 1, entonces basta ver que

/OJroop(x)r(x)exx“ = /Omp(x)% {e’xx““y’} dx = 0.

Integrando por partes esta tltima expresion tenemos

/oo p(x)r(x)e*xxadx = _/ ylp/(x)efxxac+ldx,
0 0

integrando de nuevo por partes encontramos que

o e} d
V) —xa+1 _ " ! —xa+1
/0 yp'(x)e*x dx—/o Vo {p (x)e *x }dx.
Pero L {p'(x)e *x**1} tiene la forma e~*x**1s(x), donde s es un polinomio de grado a lo

sumo n — 1y por lo tanto la tltima integral se anula. Asi hemos demostrado que 7(x) = cL%(x),

de la expresion de r(x) igualando los coeficientes principales, se deduce que ¢ = —n . O

La funcién generatriz en este caso esta dada por

_ to0
(1—7r)"*texp (1—f:> =Y Lu(x)r" para |r| < 1. (1.25)
n=0

Los polinomios de Laguerre admiten la siguiente representacién explicita

=Y (Z i Z) =) i, (1.26)

k=0
Si denotamos como I4 el coeficiente principal de L%(x), entonces el mismo esta dado por
L —1)"
= Jim Ln¥) _ (ZD" (1.27)
x—oo  xM n!

Por el Teorema 1.4, tenemos que los polinomios de Laguerre satisfacen la siguiente férmula
de recurrencia
nLy(x) = 2n—x+a—1)L; 1(x) —(n+a—1)L,_2(x), n>2 (1.28)
Lg=1 ; Li=-x+a+l

Por el Teorema 1.5, tenemos que la férmula de Cristoffel-Darboux para los polinomios de

Laguerre viene dada por

F(E)) tonw = e {(75)) T EREAW ZBalIBE)

= n xX—y
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Los polinomios de Jacobi.

Para «, 3 > —1 los polinomios de Jacobi {P,‘f’l3 }nen son los polinomios ortogonales con re-

specto a la medida de Jacobi
Apa,p(x) = L1 17(1 = 2)"(1 + x)Pdx.
Esta medida esté asociada al peso w, g dado por
wep(x) = (1—x)*(1+x)f, xe[-11]

Notemos que la condicion &, B > —1 es suficiente para garantizar la integrabilidad de w, g en
el intervalo [—1,1].

Para obtener una familia especifica de polinomios, tomaremos la siguiente normalizacién

wp . (nF+a)  T(n+aitl)
Py (1)_< " >_I"(n—|—1)I"(zx—|—1)' (1.30)
Dada la simetria de [—1,1] y que w, g verifica
Wi p(—x) = wWpa(x), (131)
no es dificil ver que
Py (—x) = (=1)"By* (x), (1.32)
de donde
p _ (_1\n 1’l—|—,3 _ (_1\n I"(n+,8+1)
P 0 = (") = ) e e (1.3
Para cada n € IN la norma de estos polinomios viene dada por
w2 20 h T(n+a+1)T(n+p+1)
Hpn’ H = : (1.34)
(2n+a+p+1)n! Fn+a+p+1)
La férmula de Rodrigues para los polinomios de Jacobi es
_ w B paB _ (_1)11 d" o a+n B+n
(1= 1+ 0P PP () = 1 {(1 )% (1 4 x) } . (1.35)

El polinomio de Jacobi de grado #, es la tnica solucién polinomial de la ecuacién diferencial

hipergeométrica

(1-xA)y' +[B—a—(a+B+2)x]y +n(n+a+p+1)y=0. (1.36)
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Ejemplos de familias de polinomios ortogonales 19

La demostraciéon de esta propiedad es completamente andloga a como se procedié en los casos
Hermite y Laguerre.

Su funcién generatriz para |r| < 1, viene dada por

—_

) —
ZPff’ﬁ (x)r" = 2*tF(1—2xr+1%) 2 ((1—2xr+r2)5 —r+1>
n=0

<(1—2xr+r2)%+r+1>ﬁ. (1.37)
La férmula de Rodrigues para estos polinomios es
(1—x)" (1+x)P PP (x) = %;ﬁc {(1 )1+ x)f‘+”} (1.38)
y tenemos la representacion explicita
PP (x) = 21 3 <’::z> (anr/s> (x — D)f(x + 1), (1.39)

Notemos que si lﬁ’ﬁ es el coeficiente principal de Pff’ﬁ entonces
PP 2
4P — lim J:z”(”“‘Jrﬁ). (1.40)
x—oo X" n

Por el Teorema 1.4, tenemos que los polinomios de Jacobi P # satisfacen la siguiente férmula

de recurrencia

nn+a + B)(n+a+p—2)PF (x) =
Cntat+p-1){Cn+a+p)2n+a+p—2)x+a>—p} P (x

2(n+a—-1)(n+p—1)2n+a+p) P, (x),
paran =2,3,4,..y

BF ) =1y PP () = 2 (at p42)xt o (a—p).

2

Por el Teorema 1.5, tenemos la siguiente férmula de Christoffel-Darboux para los polinomios

de jacobi
Z{hzx,ﬁ} P (x) PP () — 27%F  Tm+2)T(n+a+p+2)
& e VT i tatpt2T(ntat )T (n+p+1)

Ph @ PP ) - P ) B ()

x—y
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1.3.2 Polinomios ortogonales cldsicos de variable discreta

Las familias de polinomios ortogonales cldsicos de variable discreta son los polinomios de
Hanh, Charlier, Kravchuk y Meixner. Estds familias tienen en comtn que son soluciones polino-

miales de la siguiente ecuacién en diferencias
a(x)AVy + t(x)Ay + Ay =0, (1.41)

donde ¢, T son polinomios de grado a lo sumo uno y dos respectivamente, A es una constante y

A,V son los operadores de diferencias dados por

Af(x) = flx+1) = f(x) y Vf(x) = f(x) = flx—=1). (1.42)

La ecuacion (1.41) es llamada por los autores de [10] ecuacién en diferencias de tipo hiper-
geométrica y asi la llamaremos a lo largo de este trabajo. Otra caracteristica especial de estos
polinomios es que pueden ser expresados en términos de diferencias recursivas de cierta funcion,
mads precisamente tal representacion tiene la forma

B,
p(x)

Pu(x) = ——< V" [E(x)o(x +n)], (1.43)

donde B, es una constante que depende solo de 1, y p, ¢ son fijos para cada familia e independi-
entes de n. Esta es un analogo a la férmula de Rodrigues para los polinomios clasicos de variable
continua.

Estas familias de polinomios son estudiados ampliamente hoy en dia y son de gran utilidad en
el campo de la combinatoria, teoria de representaciones de grupos y matemdtica computacional.

La ecuaciéon (1.41) puede ser pensada como una discretizaciéon de la ecuacion (1.12) en tér-
minos de los operadores de diferencias antes mencionados, los cuales estudiaremos con de-
tenimiento en el capitulo siguiente. A continuacién presentamos estas familias de polinomios
discretos asi como algunas de sus propiedades mds importantes, las cuales demostraremos en el

capitulo 2.

Polinomios de Charlier

Para a > 0, la familia de polinomios de Charlier {c?},c es ortogonal en el espacio I*(IN, p;),
donde la medida y, es la medida de Poisson dada por

e*ﬂ X

ua({x}) = , x€N.

x!
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Para cada n € N, el polinomio ¢}, es solucién tinica de la ecuacién en diferencias
xAVy + (a — x)Ay +ny = 0. (1.44)
La funcién generatriz para estos polinomios es
e (1+ g)x - io (—1)117'0(’% (1.45)

La férmula tipo Rodrigues para estos polinomios viene dada por

xle” e gt
an = v [ (146
El cuadrado de la norma de estos polinomios es
n!
[len (o)I? = . (1.47)

Polinomios de Meixner

Paraa > 0y 0 < b < 1, la familia de polinomios de Meixner {mﬁ’b}neN es ortogonal en

I?(N, j1, ), donde la medida discreta y,, tiene dtomos en x € N con

Hap({x}) = %&T) (1.48)

Para cada n € N, el polinomio mZ’b es solucién de la ecuacién en diferencias
xAVy + [ab — x(1—b)]Ay +n(1 —b)y = 0. (1.49)
El cuadrado de la norma de estos polinomios es
abl12 __ n!(a)ﬂ
|[my”||” = b1 = b} (1.50)
La funcién generatriz para estos polinomios viene dada por
i m%" (x)
= n!

La férmula de Rodrigues para estos polinomios viene dada por

= (1 - %)x (1—r)~(at®), (1.51)

(1.52)

b (x) = x!T'(a) on [b””r(x +a+n)

n A= b+ (a + x) x!T'(a)
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Polinomios de Kravchuk

Sean N € Ny 0 < p < 1, la familia de polinomios de Kravchuk {k},})V_; es ortogonal en el
espacio 1({0,1,...,N + 1}, ), donde j,, es la medida binomial dada por
x ,N—x

_ N'PL] _ N x ,N—x _
Vp({x})_x!F(N—i—l—x) = <x>p q xe€{0,1,...,N+1} y p+g=1 (1.53)

Para cada n € {0,1..., N} el polinomio k/,(x) es solucién de la ecuaciéon

xAVy + Npq— :

Ay + Zy ~0. (1.54)
El cuadrado de la norma de estos polinomios viene dada por

1= () tpar (155

La funcién generatriz para estos polinomios esta dada por
N
Y kn(x)rt = (1 +qr)* (1 - pr)N=x (1.56)
n=0

Una férmula tipo Rodrigues para el polinomio k}, (x) es

_1\n -1 1pX+1n N—n—x
kﬁ (x) = ﬁ <N> pfxq7N+x+n Vi N!p*™q (1.57)

n! \x XT'(N—n—x+1)|"
Polinomios de Hanh

Para N € N y a,f > —1, la familia de polinomios de Hanh {th3 }p,eN es ortogonal en el

espacio I*({0,1,..., N}, jia ), donde la medida discreta i, g estd dada por

Hap({x}) = F(N+‘jd;(’;\)[r_(ﬁx;r D veqo1,... N} (1.58)

Para cada n € {0,1,...,N} el polinomio hﬁ’ﬁ (x) es solucién de la ecuacion
X(N+a—x)AVy+[(B+1)(N—=1)— (a+B+2)x]Ay +n(a + p+n+1) =0. (1.59)

El cuadrado de la norma de estos polinomios es

wpp Tl+n+T(B+n+1)(a+B+n+1)y
[ (17 = : (1.60)
(a+B+2n+1)n!(N—n—-1)!
La correspondiente formula tipo Rodrigues para estos polinomios es la siguiente
—1)" ! - —
hfl’ﬁ(x) _ (—1) xII'(N —x) o I([N+a—x)[(n+p+x+1) (1.61)

n!' I'(N+a—x)T(B+x+1) xII'(N —n —x)



Capitulo 2

Ecuacidn en diferencias de tipo

hipergeométrica

En este capitulo estudiamos la discretizaciéon de la ecuacién diferencial de tipo hiperge-
ométrica en término de los operadores de diferencia y la relaciéon de dicha discretizacion con
la ecuacion en diferencias de tipo hipergeométrica, ambas introducidas en el capitulo anterior
en la seccion de ejemplos de familias de polinomios ortogonales cldsicos de variable continua
y de variable discreta, respectivamente. En segundo lugar estudiamos de manera detallada los
operadores de diferencias, sus propiedades generales y otras propiedades ttiles, que llamaremos
propiedades polinomiales. Cerramos estudiando las propiedades generales de las soluciones de

(1.41) dando una férmula explicita de tipo Rodrigues para las mismas.

2.1 Discretizacion de la ecuacion diferencial de tipo

hipergeométrica.

Como dijimos antes, los polinomios ortogonales cldsicos en IR, es decir, los polinomios de

Hermite, Laguerre y Jacobi, son soluciones polinomiales de la ecuacién de tipo hipergeométrica
a(x)y” (x) +b(x)y'(x) + Ay(x) =0, 2.1)

donde 4, b son polinomios de grado a lo sumo 1 y 2 respectivamente y A una constante.

23



Discretizacion de la Ecuacién diferencial de tipo hipergeométrica. 24

Es bien sabido que las derivadas y'(x) y y”(x) pueden ser aproximadas por diferencias con
un error de orden cuadrético. Especificamente cuando i — 0

h

y//(x) 1 {V(X‘th)l_y(x) y(x) _:Z(x_h)] +O(l’l2),

v (x) = % [y(x + h})l —y(x) |y - Z(x - h)] L o),

donde la notacion f(t) = O(g(t)) cuando t — 4, significa que el cociente f(t)/g(t) esta

acotado cuando t — a, es decir, existe M € IR tal que

f(t)
g(t)

Reemplazando estas aproximaciones en la ecuacion (2.1), obtenemos la ecuacién

<M, t —a.

a(x) [y(x+h) —y(x) y(x)—ylx—h)
0 7 - 7 ] *

+

b(;) [y(x + h;)l —y(0)  yx) —ylr=h)| Ay(x) = 0. (2.2)

=

La cual aproxima a (2.1) con un error de orden cuadratico. Haciendo el cambio lineal de variable

X = hu, la ecuacién (2.2) se transforma en

a(hu) Ty(h(u+1)) —y(hu) _ y(hu) —y(h(u—l))] L

h h h

be) [ythtu+ 1) =y0) | y0m) =y =1D] 3y o o

+

Por otra parte, haciendo ahora el cambio lineal de las funciones

ym) =gy, ) gy, gy, 24
en la ecuacién anterior obtenemos
a(u) [(7(u+1) —g(u)) — (7(u) —y(u —1))] +

a(u)(8y(u) = Vy(u)) + == (87(u) + Vyu)) + Ag(u) = 0. (2.6)
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Operadores de diferencias
Pero . B
b - b
P (ag(u) + V() = b(u)agte) — "2 (agu) — V()
entonces, la ecuacién (2.6) puede escribirse como
(w009~ 252 (9t0) = Vgta)) + bla)g(a) + Agta) = 0. )
Es facil ver que Aj(u) — Vi(u) = AVi(u), de modo que (2.7) es equivalente a
o(u)AVy(u) + t(u)Ay(u) + Ay(u) =0, (2.8)
donde
- b(u) ;
ou)=a(u)——= vy 7(u)=>b(u). (2.9)

2

Notemos que o, T polinomios de grado a lo sumo dos y uno respectivamente, por lo tanto la
ecuacion (2.8) es de la misma forma que la ecuacién (1.41), es decir una ecuacién en diferencia de
tipo hipergeométrica, en consecuencia dada la linealidad de los cambios previamente realizados
tenemos que resolver la ecuacién la ecuacion (2.2) es equivalente a resolver (2.8).

Como los operadores A, V determinan los valores de la funcién f(x), en saltos de longitud
igual a 1, de ahora en adelante restringiremos nuestro estudio a las funciones cuyo soporte
sea un subconjunto de los nimeros naturales digamos A, ahora bien, para simplificar un poco
la notacién, hagamos a = min{A} y b = sup{A} entonces A = [a,b] NN, este conjunto lo

denotaremos de ahora en adelante como [, b], més precisamente

A=[a,b]NN =: [g,b]N (2.10)

2.2 Operadores de diferencia

Estamos interesados ahora en estudiar las soluciones polinomiales de (1.41), dado que ésta
ecuacioén viene expresada mediante los operadores de diferencias A y V. Esta seccién estard
precisamente dedicada al estudio de las propiedades més importantes de estos operadores, las
cuales serdn centrales en el proximo capitulo el cual esta dedicado al estudio de las soluciones

de (1.41).
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Los operados de diferencia A, V son usualmente llamados operadores de diferencias pro-
gresivas y regresivas respectivamente. Algunas de sus propiedades mds notables se muestran a

continuacion.

Teorema 2.1 (Propiedades generales) Los operadores de diferencia A, V satisfacen las siguientes propiedades

generales
i. A, V son operadores lineales.
ii. N"f(x)=V"f(x+n), neN.
iii. AVf(x) =VAf(x) =Af(x) = Vf(x)=f(x+1)—=2f(x) + f(x —1).
iv. Regla del producto
Alf(x)g(x)] = f(x)Ag(x) +g(x + 1)Af(x).
v. Formula de sumacién por partes

Y fx)ag) = Fx)g0)|

xela,b—1]N

- 2 8(x+DAf(v),

T xelab—1)n

vi. V'f(x) = Zn:(—l)k<z>f(x —k), neN.

Demostracion
i. Esto es consecuencia inmediata de la definicion de Ay V.

ii. Procedemos por induccién sobre 7, para n = 1 por definicién tenemos

Vilx+1)=f(x+1)— f(x+1-1) = f(x+1) — f(x) = Af(x).
Ahora supuesta cierta la igualdad para n, por definicién tenemos que
AT (x) = AANf(x)=V"f(x+n+1)—V"f(x+n)

= V(V'f(x+n+1))
= V"™ f(x+n+1).

iii. Por una parte, usando la definicién,

AVf(x) = A(f(x) —f(x—1)) = f(x+1) = f(x) = f(x) + f(x = 1)
= flx+1)—=2f(x)+ f(x—1).



Operadores de diferencias

27

Por otra parte, usando (i.) y (ii.), tenemos que

AVF(x) = A(f(x=1) = f(x)) = Af(x) = Af(x = 1)
= Af(x) = Vf(x) = V(f(x+1) = f(x))
= VAf(x).

iv. Con un simple célculo obtenemos

Alf(x)g(x)] = flx+1)g(x+1) - f(x)g(x)
= (fle+1D)glx+1) = flx)g(x +1)) + (f(x)g(x + 1) — f(x)g(x))
= 8lx +1)Af(x) + f(x)Ag(x).

v. Recordemos que [4, b]n = [a,b] NN, por lo tanto

b—1 b—1
Y. flo)aglx) = I; flk)glk+1) = I; fk)g(k)

xela,b—1]N

b—1 b—2
- I;f(k)g(k+1)— Y, flk+1)glk+1)

k=a—1

b—1 b—1
= kZ flk)glk+1) = kZ fle+1)g(k+1) + f(b)g(b) — f(a)g(a)
b—1

= f(b)g(b) — fla)g(a) — Y (flk+1) — f(ki))g(k+1)

k=a

b—1
= S0, - Tate+Dase
= g, - L s naf)
x€la,b—1
v. Por induccion sobre 7, el caso n = 1 se reduce a
le(—l)k<n>f(x —k)=f(x) - f(x—=1) = Vf(x),
k=0 k

ahora, supuesta cierta la relacion para 7, usando la linealidad y definicién de V, tenemos
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V() = v<v"f<x>>:v<i<—1>k<2)f<x—k>>

L
- ,ﬁ)(nk(Z)Vf(ka)

= L (s p - L () ek

= L () R ( ) e

= s+ 1| (5) + ()] VB e

v = £+ L0 () A+ D -
k=1
= L (")

Teorema 2.2 (Propiedades polinomiales) Sea p un polinomio de grado n, entonces los operadores de y V

satisfacen la siguientes propiedades
i. Ap(x), Vp(x) son polinomios de grado n — 1.
ii. A"p(x)=V"p(x)=0sim>n.
iii. A"p(x) = V"p(x) = a,n!, donde a, es el coeficiente principal de p(x).

iv Si f(x) es una funcion en [a, b, tal que A" f(x) es polinomio de grado n + 1, entonces f(x) es un

polinomio de grado n.

-1
o. A" Hx") = n! <x+ ! 5 >
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Demostracion

Dada la linealidad de los operadores de diferencias, para verificar estas propiedades es
suficiente con verificarlas para p(x) = x".

i. Por definicién

Ap(x) =Ax" = (x+1)" —x" = ni:l <Z> ",

k=0

de donde el grado de Ap(x) es n — 1. De manera andloga se ve que Vp(x) es de grado n — 1.
ii. Como m > n, entonces m = n+y, dondey € Ny y > 1. Por asociatividad A" p(x) =
AY(A"p(x)). Aplicando n veces (i.), tenemos que A"p es un polinomio de grado n —n = 0, es

decir, es una constante digamos c. De manera que
A"p(x) = AY(c) = 0.

iii. Para n = 1, tenemos que Vx = 1. Ahora, supuesto que V"x" = n!, tenemos que

vi’l+1(x1’l+1) — vn(vxn+l) — Vn((x + 1)n+l _ xn+l)

= v (é (”:1>xk> .

Por hipétesis inductiva y la propiedad (ii.), resulta V" (x*) = 6, ,n!, de donde, en la ecuacién
anterior, se obtiene

I () = i< _I: >

k=0

(e
n

Notemos que para el caso general tomando p(x) = a,x" +a,_1x"' + - - + g el resultado es
el siguiente

V'p(x) = a, V'(x") + a, 1 V' (X" ) + - +ayV"(1),

de donde
V'p(x) = a,V"(x") = a,n!.

La demostracion de A"p(x) = a,n! es analoga.

v. Por (ii.), el polinomio A"~ 1(x") es de primer grado, entonces, podemos escribir

A (H") = an(x + Ba), (2.11)

29
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donde «,,, B, son constantes. Para hallar «,, B,, observemos que por (iii.)
n! = A"(x") = A(A"H(x™)) = ay(A(x + B)) = ay. (2.12)
Para n + 1, tenemos que
“n+l(x+,3n+1) — An(xn—H) — An—l(A(xn—H))
n 1 n
— Al [Z <n—li_ >xk — <Z> Anfl(xk)
k=0 k=0
_ (AL v nt1\ vue1gn
= <n—1>A (x"7) + ; A" (x™)
n(n+1
= % (n— 1)1+ (14 1) [an(x + Bo)]. (2.13)

Por (2.12), ay11 = (n+1)! y &y, = n!, al reemplazar en (2.13) y comparando términos se

obtiene

1
,BnJrl = ,Bn + E
La ecuacién anterior es equivalente a
1
Brn+1— Bn = 5 (2.14)

Asi que
< n
But1—B1 =Y Brs1— Bk = 5-
k=1 2

n—1
5

Haciendo n = 1 en (2.11), se obtiene f; = 0. Por lo tanto B, =

2.3 Soluciones de la ecuacién en diferencias de tipo hipergeométrica

Aplicando propiedades de la derivada no es dificil ver que si y es una solucién de la ecuacién
(2.1), entonces ¥ es solucién de una ecuacion de la misma forma, tal comportamiento se conoce
como propiedad hipergeométrica. Los operadores de diferencias si bien no se comportan de
la misma manera que la derivada, como lo podemos ver en la regla del producto demostrada
previamente, estos funcionan de manera parecida, de hecho como veremos en esta seccién las
soluciones de (1.41) también tienen la propiedad hipergeométrica, més precisamente tenemos el

siguiente
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Teorema 2.3 Propiedad hipergeométrica. Si y(x) es solucién de la ecuacién (1.41), entonces Ay(x) =

v1(x) satisface la ecuacién

a(x)AVy(x) + 1 (x)Ay(x) + my(x) =0, (2.15)

donde
7(x) =7(x+1)+ Ac(x), (2.16)
pi(x) = A+ At(x). (2.17)

Ademas si A # 0 vale el reciproco, es decir, para toda v; soluciéon de (2.15) existe y soluciéon

de (1.41) tal que v1(x) = Ay(x).
Demostracion
Supongamos que y(x) es solucién de (1.41), entonces aplicando A a esta resulta
Alo(x)AVy(x)] + A[t(x)A(x)] + Ay(x) = 0. (2.18)
Aplicando propiedades de los operadores en en diferencia, obtenemos

Ao(x)AVY(x)] = Ac(x)AV(x+1) +0(x)ATy(x)
= Ac(x)Ay(x) + o(x) AV (By(x))
= Ao(x)Avq(x) +o(x)AVoy(x).

Alt(x)Ay(x)] = A[Ay(x)T(x)]
= 1(x+1)A%y(x) + Ay(x) At(x)

= T(x+1)v1(x) +v1(x)AT(x).

Sustituyendo en (2.18), podemos escribir

o(x)Avq (x) 4+ [A(x) + T(x + 1)]Av1 (x) + v1(x)[A + AT(x)] = 0. (2.19)
Reciprocamente si A es no nulo, supongamos que v; satisface (2.15), sea

y(x) = — 2 [0() Vo () + T(x)on ()], (2.20)

entonces
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—AMy(x) = Alo(x)Vor(x) + t(x)vq(x)]
= 0(x)AVoy(x) + [Ac(x) + T(x + 1)]Avy (x)
+AT(x)v1(x)
= —/\’01 (.X‘)
Es decir Ay(x) = v1(x), de manera que (2.20) se puede reescribir como
—Ay(x) = o(x)AVy(x) +7(x)Ay(x),
por lo tanto y satisface (1.41) y v1(x) = Ay(x). O

Razonando de manera analoga por induccién matemdtica podemos extender el Teorema pre-

vio, al siguiente resultado

Teorema 2.4 Sea y(x) solucion de (1.41) y para cada m € IN sea vy, (x) = A™y(x), entonces vy, satisface

la ecuacién

T(x) AV (x) + T (x) AV (X) + pmom(x) =0, (2.21)

donde
Tu(x) = Tuoa(x +1) + A0 (x), 0 =T 02)
Hm = Pm—1+ BTu-1, po = A. (2.23)

Siademas py # Oparak =0,1,...,m —1y v, es solucion de (2.21), entonces existe y solucién

de (1.41) tal que v,, = A™y(x).

Ahora hallaremos las expresiones explicitas para T, y pm, que nos serdn de gran utilidad

maés adelante. Notemos que (2.22) puede escribirse como
Tu(x) +0(x) = Tp1(x+1) +o(x+ 1), (2.24)
iterando el lado derecho de esta ecuacion, resulta

Tu(x)+o(x) = Traa(x+1)+o(x+1) =12 +2)+0(x+2)="--
= T(x+m)+o(x+m)

= T(x+m)+o(x+m). (2.25)
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Por otra parte, como
m
o = po+ Y (e = pe1).
k=1
Usando (2.23), se obtiene
m m
= o+ Y_ (e — 1) = A+ Y At (x). (2.26)
k=1 k=1
Aplicando A a (2.22), tenemos que
ATy (x) = ATy 1(x + 1) + A%o(x), (2.27)
dado que AT, (x), A%0(x) independientes de x, la expresién anterior se puede escribir como
ATy, = ATy + A0,
iterando el lado derecho de la esta ecuacion, resulta
AT, = Aty + mA?0 = AT + mA?o. (2.28)

Sustituyendo esta igualdad en (2.26) y simplificando, encontramos la siguiente expresiéon

explicita para .
1 2
Um = A+ mAT + Em(m —1)A%0. (2.29)

2.3.1 Forma autoadjunta de la ecuacién en diferencias de tipo hipergeométrica

En esta secciéon daremos una forma equivalente de escribir la ecuaciéon (1.41), la cual la
llamaremos forma autoadjunta, la cual serd de gran utilidad en el capitulo siguiente. Para esto

supongamos que existe una funcién p(x) que satisface la ecuacion

Alo(x)p(x)] = T(x)p(x)- (2.30)

Multiplicando ambos lados de (1.41) por p(x), obtenemos

o(x)p(x)AVy(x) + T(x)o(x)Ay(x) + Ap(x)y(x) = 0.

Pero, por (2.30)
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o(x)p(x)AVy(x) + T(x)p(x)Ay(x) = o(x)p(x)AVy(x) + Alo(x)p(x)]Ay(x)
= Alo(x)p(x)Vy(x)],

de donde la ecuacién (1.41) puede escribirse como

Alo(x)p(x) Vy(x)] + Ap(x)y(x) = 0. (2.31)

A la ecuacion anterior se le denomina forma autoadjunta de la ecuacién (1.41). Notemos que
para poder reducir (1.41) a su forma autoadjunta, hemos supuesto la existencia de una funcién
p(x) que satisface la propiedad (2.30), la existencia de tal funcién estd garantizada, tal como
veremos en el capitulo siguiente.

Analogamente la ecuacion (2.21), se puede escribir en la forma autoadjunta
Ao (x)om () Vom (2)] + pmpm (x)om(x) = 0, (232)

donde la funcién p,, satisface la ecuacién

Alpm (x)o(x)] = Tu(x) pm(x). (2.33)

Obviamente la ecuacion (2.33) guarda una estrecha relacién con la (2.30), lo que nos interesa
ahora es hallar una expresion para p,,;, en términos precisamente de p, para ello observemos que

la ecuacién (2.33) es equivalente a

om(x + Do (x +1) = 0 (x)0m(x) = T (x)om(x),
a su vez esta tltima expresion puede escribirse como

Pm(x+1)o(x+1)
Pm(x)

= Ty (x) + 0 (x). (2.34)

Sustituyendo (2.24) en (2.34), tenemos que

pm(x+1o(x+1)
om(x)

la cual de nuevo por (2.34), es equivalente a la siguiente relacién

=Ty1(x+1)+o(x+1),

pm(x+1)o(x+1) _ pw-1(x+2)o(x+2)
Om (x) pm—l(x + 1)

7
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esta tltima igualdad se puede reescribir de la siguiente manera

bt Do(x 1) s+ 2oz +2)

Notemos que la ecuacién anterior implica que la funcién f,,(x) definida por

 Pmi(x+1)o(x+1)
) =

es periddica, con periodo 1, dado que nuestro principal interés es hallar cualquier soluciéon de

7

(2.33), tomaremos f,,(x) =1, asi que
Pm(x) = pm—1(x+ 1)o(x+1). (2.35)
Por otra parte como, pg(x) = p(x), iterando conseguimos que

om(x) = oma(x)o(x+1)
= [om—2(x +2)0(x +2)]o(x +1)
= o =pox+m)o(x+1)o(x+2) - o(x+m)
_ p(x+m)lf110(x+k),

es decir,

om(x) = p(ox +m) [ [o(x + ). (236)
k=1

2.4 Formula tipo Rodrigues

El siguiente resultado nos da una férmula de tipo Rodrigues para las diferencias de las solu-

ciones de la ecuacion en diferencias de tipo hipergeométrica.
Teorema 2.5 Sea y una solucién de la ecuacion (1.41) , fijemos n € IN, entonces si para k < m
1y = A+ kAT + %k(k —1)A%0(x) #0, k<n,
entonces

Am(M)

= T pn) L ea)ou(x)), (2.37)
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donde v, (x) = A"y(x) y 1
po
Ap(A) = TT(-1)Pm, Ao(A) =1;p <n. (2.38)
k=0

Demostracion
Para m < n sea vy, (x) = A™y(x), como y es solucién de (1.41), por el Teorema (2.4) v, es

soluciéon de la ecuacion

T(x)AV Uy (x) + Ty (%) + pmom(x) =0,

y por tanto satisface

Alo(x)pm (x)vm (x)] + pmvm(x) = 0.

La condicién py # 0 para k < n, nos permite escribir la ecuacién anterior de la forma

o (1) (%) = —yim Ao (x)om (X) Vo ()]

Ahora iterando el argumento del lado derecho de esta ecuacién, tomando en cuenta la férmula

explicita (2.35) y la propiedad Vv,,(x +1) = Av,,(x) obtenemos

on(x)om(x) = —yimvwx+1>pm<x+1>wm<x+1>]

_ __v [om-+1(xX)0mi1(x)]

> ( P‘m+1> 2lom2(X) 012 ()]

1
T (1) VkV "lon(x)vn(x)]
A

= A:((i\)) V" M o (x)va(x)],

Por lo tanto

ay(x) = T ()0, ()




Capitulo 3

Estudio de la ecuacion en diferencias de

tipo hipergeométrica.

El objetivo de este capitulo es estudiar la soluciones polinomiales de la ecuacién en diferencias
de tipo hipergeométrica, dicho estudio se basa en al método presentado por los autores A.F
Nikiforov, V.B Ubarov y S.K Suslov en el libro [10], en el cual se derivan las propiedades y se
caracterizan las soluciones polinomiales de la ecuacién antes mencionada en términos de los

operadores de diferencias presentados en el capitulo previo.

Antes de proseguir con nuestro estudio debemos hacer énfasis en que estamos trabajando en
un espacio de funciones de dominio el subconjunto de lo nameros naturales [a, b].

Estudiar las soluciones de (1.41), no resulta tarea facil mucho menos caracterizar las solu-
ciones de dicha ecuacién, los Rusos antes mencionados desarrollan en el libro [10] un método
general para realizar dicho estudio, basandose precisamente en las propiedades de los oper-
adores de diferencias, cabe destacar que tal método es elegante, en el sentido que con pocos

elementos y con una teorfa realmente poco exigente, logran su cometido.
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3.1 Existencia de soluciones polinomiales

Estamos interesados en ver bajo que condiciones, la ecuaciéon (1.41), admite soluciones poli-
nomiales. El siguiente resultado nos da precisamente las condiciones necesarias para asegurar la

existencia de soluciones polinomiales de la ecuacién en diferencias de tipo hipergeométrica.

Teorema 3.1 Para cada n € N fijo, sea A = A, dado por

A=Ay = —nAT(x) — %n(n ~1)A20(x). (3.1)
Si
n+m—1 5
Hen = Mk N —(n—m) <AT+ fA a(x)) #0k<mn, (3.2)
entonces (1.41) es decir
a(x)AVy(x) + (x)Ay(x) + Ay(x) =0, (3.3)

admite una solucién polinomial y = y,.

Demostracion

Reemplazando A = A, en (2.23) tenemos

fn = Ay +nAT(x) + %n(n —1)A%0(x) = 0.

Asi que tomando m = n en la ecuacién (2.21), vemos que
a(x)AVv,(x) + T (x)Avy (x) + pyon(x) = 0.

tiene una solucién particular v,(x) = C, donde C es una constante. Por otro lado como py, 7# 0
para k < n —1, por el Teorema (2.4) existe y, solucion de la ecuaciéon (1.41) tal que v,(x) =
A"y, (x), es decir A"y, (x) = C, entonces la por la propiedad polinomial (iv) del Teorema 2.2, se
tiene que y,(x) es un polinomio de grado n. O

Para cada n € IN el Teorema anterior nos garantiza la existencia de soluciones polinomiales
de la ecuacion (1.41) para el valor A = A, por lo tanto al variar n € IN obtenemos una familia

{Yn }nen de polinomios, donde cada v, es solucién de la ecuacion

o(x)AVy(x) + T(x)Ay(x) + Auy(x) =0, (3.4)
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y una familia de ecuaciones en diferencias de tipo hipergeométrica en la que solo cambian las

constantes A,, mientras que los polinomios ¢, T son los mismos para cada valor de n. Para estos

polinomios tenemos el siguiente resultado, el cual nos da forma explicita de sus diferencias. .

Teorema 3.2 Bajo las condiciones del teorema anterior, para la cada n € IN la solucién polinomial y,, de

(1.41) se expresan mediante la férmula de Rodrigues

o Am,an A

A"y, (x) = "on(x
) =y [on (x)]
A"y,
donde B, = ——
onde Ao y
n P 1
(n—p)! Py 2
En particular
B
a(x) = V" x)].
() = 25" o ()

Demostracion
Como piy, # 0 para k < n, por el teorema (2.37) tenemos que para m < n

Ap(An) -
A (x) = — 5T = V" "0, (x) A"y,
n( ) An()\n)f)m(x) [Pn( ) yn]
como Y, es un polinomio de grado n, entonces A"y, es constante y podemos escribir

o Am,nAnyn(x) - An,mBn
Annpm(x) Pm(x)

A"y (x) VM on (x)].

(3.5)

(3.6)

(3.7)

Por otra parte como Ag, = 1, po = p, haciendo m = 0, en (3.5) encontramos la correspondi-

ente formula de tipo Rodrigues para el polinomio y, = v

By

y”(x) = p(x)vn[pn(x)]
Para m < n, usando (3.2) tenemos
m_1 n+k—1
Apn = =AuA,) =(=1D" k—n x) 4+ ———— A%0(x
, () = (1) T =) (ae(e) 4 5 o))
m—1 1
= n—k —(n+k— 20(x
T 0= (v + 05— 1) Ao )
n! m-l
— (11_7'7”)' ] <Ar(x)+%(n+k—1)A2U(x)>.
" k=0

(3.8)

|
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es decir,
nt et 1 )
Apn = G g <AT(x) + E(n +k—-1)A U'(X)> : (3.9)
O
3.1.1 Consecuencias de la férmula de Rodrigues
Teorema 3.3 Coeficientes principales
Si escribimos a y,,(x), como y,(x) = ayx" + byx" "1 4 - - -, entonces
Ay_14B Bt k—1
a, = AT, =B, [ <AT + LA%) ; a9 = By, (3.10)
n! palin 2
bn Tn_l(o) 1
on = — Zn(n—1).
an " AT, 1 zn(n )

Demostracion
Supongamos que Y, (x) = a,x" + b,x" "1 + - -, entonces por las propiedades polinomiales

teorema (2.1),
—1
A"y = ay A () + by AT () = ayn! <x + ”T) + b (n = 1)L, (3.11)

Poniendo m = n — 1 en (3.5), se obtiene

An—l,an

Ay (x) = o1 (x) Vipn(x)],
pero
Vien(x)] = Alon(x = 1)] = pn(x) — pn(x — 1)
— P Dol +1) — puor(¥)(x)
= Alpp-1(x)o(x)] = T (x)pn-1(x).
Asi que

A"y (x) = AyuBaTy-1(x) (3.12)

Igualando (3.12), (3.11)

-1
AnflranTnfl = Elnl’l! <x + nT> + bn (Tl - 1)!, (313)
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y aplicando A a ambos lados resulta
Anfl,anATnfl = nlay,,

despejando a,,, por (3.9) y (2.27), al simplificar encontramos que

_ BnAnfl,n

ay T
n:

n—1
k—1
AT, 1 = By H <AT+ %A20> .
k=0

Notemos que la igualdad anterior, implica

n! o BnAnfl,n
ATy an ’

usando esta tltima igualdad y poniendo x = 0 en (3.13), resulta

E = TlT’H — En(ﬂ — 1)

3.2 Propiedad de ortogonalidad

En esta secciéon veremos que bajo ciertas condiciones de las funciones p, y ¢ las soluciones poli-

nomiales son ortogonales en cierto intervalo. Mdas concretamente tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.4 Si p(x), o(x) son funciones tales se cumplen las siguientes condiciones

i. p(x) > O0para x € [a,b—1]N (3.14)
ii. Si b, entonces
c(x)p(x)x*| =0, VkeN (3.15)

iii. Si b = oo, entonces

lim p(x)x¥* =0 v  o(x)p(x)x

X——00

=0, VkeN. (3.16)

entonces las soluciones polinomiales (1.41), son ortogonales en 1?([a, b — 1|N, 1), donde u es la medida

discreta con peso en cada x € [a,b — 1| dado por u({x}) = p(x); esto es

(Y, Ym) = Z Ym (X)yn(x)p(x) = 5m,nd%/ (3.17)

xela,b—1]N

donde d% = (Yn,Yn)-



Propiedad de ortogonalidad 42

Demostracion

Sean y,,, Y soluciones polinomiales de (1.41), es decir, satisfacen las ecuaciones
T(x)AVY, (%) 4+ T (%) Ayn (%) + Apyn(x) =0,

() AV Y () + T (X) Ay (X) + Ay (x) = 0.

O equivalentemente
Al (x)p(x) Vyu (x)] + Aup(x)yn(x) =0,
Al (x)p(x) Vym (2)] + Amp(x)ym(x) = 0.

Multiplicando la primera por —v,, , la segunda por v, y sumando las ecuaciones resultantes

se obtiene

(A = An)ym (X)yn(x)p(x) = ym(x)Alo(x)p(x) Vyn (x)]
—Yn(¥)A[o(x)o(x) Vym (x)]. (3.18)

Sumando sobre los valores x € [a,b — 1], tenemos

(Am — An) Z Ym (X)yn (x)o(x) =

xela,b—1]N

= )Y ynAe(@)p)Vy.(x)] = Y. yu(0)Ale(x)p(x)Vya(x)], (3.19)

x€la,b—1]N xela,b—1]N
por la formula de sumacién por partes, la ecuacién anterior se reduce a la siguiente expresion
A =A) Y, Ym(Dyn(0)p(x) = p(xi)o(x;) [ym (xi) Ay (xi) — yn(xi)Aym(xi)](Z- (3.20)
xE€[a,b—1]n
Ahora, como vy, (x) Ay, (x) — yn(x)Aym(x), es un polinomio, entonces para b finito la condi-
cién (3.15) implica que

Am=2n) Y ym(x)yn(x)p(x) =0,

xE€la,b—1]n
y para b infinito, tomando limite cuando b — oo en (3.20) la condicién (3.16) nos permite
concluir lo mismo. Ademds si m # n, entonces A, # Ay, asi que

Am—An) Y. Ym()yu(x)p(x) =0, si n#m. (3.21)

xela,b—1]N



Propiedad de ortogonalidad 43

Observacion 3.5 Sobre las condiciones de borde.

i. La ecuacion (2.30), es decir
Alo(x)p(x)] = T(x)p(x), (3.22)

nos dice que

o(x+Dp(x+1) —o(x)p(x) = Alo(x)p(x)],

0 lo que es equivalente
p(x+1)  o(x)+t(x)

p(x) o(x+1)
entonces la condicion (3.14), implica que p(x + 1)/p(x) es positivo en [a,b — 2], por lo tanto o(x) +

7

T(x) y o(x + 1), tienen el mismo signo en [a,b — 2|, sin perdida de generalidad podemos tomar ambos
positivos en este intervalo, pero o(x + 1) es positivo en [a,b — 2] si y sélo si, o(x) es positivo en [a +

1,b — 1), de manera que la condicion (3.14) equivale a las condiciones

o(x) >0, parax € la+1,b—1]N (3.23)

o(x)+7(x) >0, para x € [a,b —2|N (3.24)

ii. Si b es finito como (2.30) es equivalente a

o(x+1p(x +1) = [o(x) + T(x)]p(x), (3.25)

entonces

o(b)p(b) = [o(b—1) +7(b—1)]p(b —1)

como p(b —1) > 0, la condicién (3.15) implica que
ob—1)+7t(b—-1) =0. (3.26)

iii. Por tomando k = 0 y x = a en (3.15), vemos que o(a)p(a) = 0, entonces por positividad de
p(x) tenemos que o(a) = 0, es decir, a es un raiz de o(x). Ya que el cambio lineal de variable x = u+a
preserva el tipo de ecuacion, sin perdida de generalidad podemos tomar a = 0, siempre y cuando o(x) no

sea una funcion constante, de manera que o(0) = 0.
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Una consecuencia inmediata de las condiciones de borde (3.15),(3.16) y la ecuacién (2.36), es

que para k € IN

o(x)pr(x) xP T 0, peN. (3.27)

Por otro lado usando las ecuaciones (2.30), (2.36) y las condiciones de la observacién previa,

por induccién matemaética tenemos que
pk(x) >0, parax€a,b—k—1] k=0,1,2,....

Razonando de manera anédloga al teorema anterior podemos establecer el siguiente resultado.

Teorema 3.6 Sea k € N fijo, entonces los polinomios vy, = AFy, son ortogonales en [a,b —k — 1],

respecto al peso py, es decir,

(Vkms Vkn) Z Ot (X3) Ok (X3) 0k (%) = Sy s (3.28)
donde
= Z Ukn Dek(xi), d%,n :d%. (3.29)
x;=1

Concluiremos esta seccion hallando una expresién explicita del cuadrado de la norma d? de
los polinomios v;,.

Para cada k € IN la relacién entre d% .Y dk .- Nos las da el siguiente lema.
Lema 3.7 Sea k € IN, entonces vale la siguiente iqualdad

a2 —d? 3.30
kn = e, Jeri (3.30)

Demostracion

Consideremos el polinomio vy, = AFy,, entonces satisface la ecuacién

Ao (x)pk (%) VR ()] + ik, n0knVkn (¥) = 0,

multiplicando ambos lados por vy ,,, tenemos

O n A0 (x) i () VO 1 (%)] + iU (%) = 0.
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sumando sobre los valores x € [2,b — k — 1]y y usando (3.29)
Z Ok,n (X)A[U(x)pk(x)vvk,n (x)] + ,uk,nd%,n =0. (3-31)
xela,b—k—1]N
Por la férmula de sumacién por partes

Y 0 (1) A6 (0) V0 (2)] = v (1) ()6 () V()|

xela,b—k—1]N

a

— Yo o+ Dpr(x+1)vg,. (332

xela,b—k—1]N

La condicién (3.27) implica que

b—k
( —0.

Wk (%) (x)px (%) Vi (x) |

Por otro parte, es facil ver usando (3.27) y (2.35) que

(x'+'1)pk(x'+'1)vk+ln _'dk+ln/
xela,b—k—1]N

sustituyendo en (3.31) se sigue el resultado. O

Teorema 3.8 Para cada n € IN, el cuadrado de la norma del polinomio y,, viene dada por

d2 = (=1)"A,.B2S,, (3.33)
b—n—1
donde S, = Z On (X
Xi=a
Demostracion

Como d% = d%, se sigue del lema previo

1 1 1
d%n ::____d%n:: T T d%nl
’ Hon Ho U1,n Hn—1,n
es dedir,
1
d% d2,n.
Hk o0 Hkn
Por la formula de Rodrigues (3.5) v,,, = An,an, entonces
) b—n—1 ) )
dn,n = Z nnPn X;) = n n Z Pn X;) An,anSnr
Xi=a
usando (3.6) se tiene
&5 = (—1)"AyuB2Sy, (3.34)

b—n-1
donde S, = ) pu(xi).

Xi=a
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3.3 Caracterizaciéon de la soluciones polinomiales de la ecuacién en

diferencias de tipo hipergeométrica

Todo el estudio que hemos realizado haste ahora depende de la funcién p(x) que estd deter-

minada por o(x) y 7(x) por medio de la ecuacién (2.30)

Alo(x)p(x)] = T(x)p(x), (3.35)

es de gran interés, ya que constituye una relacion entre las funciones mencionadas, de hecho,

esta equivale a

p(x+1)  o(x)+ 7(x)

= . 3.36
p(x) o(x+1) (3:36)
Si hacemos f(x) = ‘7(;() xfl()x), entonces la ecuacioén anterior se escribe como
p(x+1)
— = f(x).
o (x)

Entonces nuestro problema fundamental es resolver la ecuacién previa. Para tal propésito,
notemos que o(x) es un polinomio de grado a lo sumo 2, entonces o(x) + T(x) es también y en
ambos casos, se pueden expresar como el producto de polinomios de grado 1, por lo tanto f(x)

se puede escribir de la forma
f(X) _ (alx + b])(azx + bz),
(azx + b3)(asx + by)

de manera que nos interesard solo estudiar el caso en el que la funcién f pueda ser expresada

como el producto o el cociente de dos funciones.

Para resolver esta ecuacién, haremos uso del siguiente resultado.

Proposicién 3.9 Si las funciones p1(x) y p2(x) son soluciones de las ecuaciones

p(x+1) p(x+1)
o S T AW
respectivamente, entonces la solucion de la ecuacion
p(x+1)
= f(x). (3.38
o) (x) )

Con f(x) = filx)fa(x) es p(x) = pi(x)pa(x) y con f(x) = fi(x)/ fa(x) esta dada por p(x) =
o1(x)/pa(x).
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Demostracion
Si f(x) = fi(x) f2(x), entonces por (3.37)
e () = P Dpa(x +1)
f(x)_fl( )f2( ) Pl(x)P2(x)

entonces p(x) = p1(x)p2(x) es solucién de (3.38). Andlogamente cuando f(x) = p1(x)/p2(x). O

Observacion 3.10 Si p1(x) y p2(x) son soluciones de la ecuacion

p(x+1)  o(x)+7(x)
o)~ oxt1) (3.39)

entonces
pr(x+1)  pa(x+1)
p1(x) p2(x)

7

esta iqualdad se reescribe como

pt1)  pi(x)
(1) palx)’

por lo tanto el cociente p1(x)/p2(x) es una funcién constante, es decir, p1(x) = Cpa(x). Esto nos permite

concluir que si p(x) la solucion general de la ecuacion anterior, entonces p(x) = Cpi(x), donde p; es

cualquier solucién particular de la misma.

Observacién 3.11 Sea <y una constante, entonces haciendo f(x) = y+x, f(x) =vy—x, f(x) =1,

en (3.38), tenemos las ecuaciones

ST (3.40)
plx+1) _
o) v —X. (3.41)
p(x+1) _ 3.4
e o4

Una solucion particular para (3.40), es

p(x) =T(x+7),

ya que por propiedades de la funcion gamma
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I'(x+vy+1)
———— =x+.
T(x+7) M
Andlogamente una solucion particular de (3.41), es
1
X) = 7.
p(x) I'(y+1—x)
Por 1iltimo es claro que
p(x) =7,

es una solucion particular de (3.42).

Es claro que la solucién de la ecuacion (3.36), depende del grado del polinomio ¢, para hallar
la solucién de la misma considerando los casos en que el grado de ¢ sea 1 y 2, respectivamente.

Caso 1. ¢ es polinomio de grado dos.

Por la observacion (3.5) podemos tomar a = 0, entonces ¢(0) = 0. Estudiamos dos subcasos,
dependiendo de si el coeficiente principal de ¢ es negativo 6 positivo.

i) Si el coeficiente principal de ¢ es negativo, como ¢(0) = 0, entonces podemos escribir

o(x) = x(k; — x), de manera que o(x) + 7(x) = (x + k2)(x — k3), donde ky,k», k3 son con-
stantes.

Para que se cumpla la condicion (3.23), es decir o(x) = x(k; —x) > 0 en [1,b — 1], entonces
b debe ser un nimero finito, digamos N. Ademds x(k; —x) > Oen [1, N — 1] si, y s6lo si, k1 > x
para todo x € [1, N — 1], esto ocurre si, y sélo si, k1 > N — 1, esto equivale a que k1 = N + g,
donde a > —1.

Por otra parte como b es finito la condicion (3.26), nos dice que o(N —1) + (N —1) =0, es
decir, (N —1 —kp)(ks — N+ 1) =0, la cual se cumple si tomamos k3 = N — 1.

Razonando de la misma manera vemos que la condicion (3.24), es decir o(x) + 7(x) = (x +
ky)(N —1—x) > 0, se cumple si, y solo si, ko > 0y sin perdida de generalidad podemos tomar
k, de manera que k; = 1+ , donde B > —1. Tomando en cuenta lo anterior vemos la ecuacién

(3.36) se escribe como

p(x+1) (x+1+B)(N—-1-x)
p(x)  (x+1)(N+a—x)

48
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Ahora, por la proposicién (3.9), tomando en cuenta las soluciones particulares de (3.40) y

(3.41) anteriormente, tenemos que

_ T(x+B+1)T(N+a—x)
P = T T I )

(3.43)

(="

Tomando en este caso el factor de normalizacion B, = ~—~

y la constante C = 1, los poli-

nomios obtenidos son los polinomios de Hanh, los cuales introducimos en el capitulo 1.

ii. Coeficiente principal de o(x) positivo.

Remitimos a [10], para ver que en este caso las correspondientes expresiones que se obtienen
para o(x) y o(x) + 7(x), son las mismas pero con el signo contrario a las correspondientes del
caso anterior, por lo tanto los polinomios obtenido en este caso satisfacen la misma ecuacién en
diferencias que los del caso anterior, en este sentido no se da origen a otra nueva familia.

Caso 2: 0(x) es polinomio de grado 1.

En este caso podemos tomar sin perdida de generalidad ¢(0) = 0, de manera que basta
considerar ¢(x) = x. Consideraremos tres subcasos

i) o(x) + 7(x) = p(y + x) En este caso, la ecuacion (3.36) se reduce a

px+1) _ plx+7)

p(x) X

Ahora, por la proposicién (3.9) y tomando en cuenta las soluciones particulares de (3.40) y (3.42),

tenemos que
_ ot I(x+7)

p(x) Tt 1) (3.44)

Por otra parte, dado que

o(x)p(x)x! = C%

para todo I € IN y para todo x finito, es decir la condicién (3.15), nunca se cumple, debe ser

xl+l ;é 0

b = oo. Para b = oo, la condicién (3.16), es decir,

- o W +)
xhl{loo (x)x _xhl>noo F(x+1) x =0,

se satisface si, y s6lo si, es 0 < u < 1. Por otra parte la condicion (3.24), es decir, o(x) + 7(x) =
i(x+ ) > 0 para todo x € IN, se satisface si, y s6lo si, ¥ > 0. Ahora bien, tomando en este

B, =pu "y C=1/T(y). Obtenemos la férmula explicita de p(x), dada por
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p(x) = % (3.45)

Como dijimos en el capitulo 1, la familia de polinomio ortogonales respecto al peso anterior,
son los polinomios de

i) o(x) +7(x) = u(y — %)

Para valores de x € IN muy grandes, o(x) + 7(x) = p(y — x) toma valores negativos, de
manera que para satisfacer la condiciéon (3.24), debe ser b un ntimero finito, digamos b = N + 1.
Por otra parte es claro que (3.26), es decir, ¢(N) + T(N) = 0 se cumple si, y s6lo si, ¥ = N. La
condicién (3.24) implica que o(x) + T(x) = u(N —x) > 0 en [0,N — 1]N, de donde u > 0 y sin
perdida de generalidad podemos escribir a y de la forma y = p/q, dondep+g =1y pq > 0.

En este caso p(x) viene dado por

I (3.46)

Y tomando C = qN N!, obtenemos

o) = () 647

Con B, = (—1)"g"/n!, como se vio en en capitulo 1, la familia obtenida es la familia de poli-
nomios de Kravchuk.

iit) o(x) + T(x) =y

Razonando de manera andloga a los casos anteriores encontramos que b = oo, y es un numero

positivo y tomando C = e #, obtenemos la siguiente representacién para p(x)

e 'yt

x!

p(x) = (3.48)

Los polinomios asociados este peso son los polinomio de Charlier, introducidos en el capitulo 1.

Caso 3: 0(x) = 1 Este caso no es considerable, ya que la condicién o(a) = 0 nunca se satisface.



Capitulo 4

Propiedades de los polinomios clasicos

de variable discreta

En este capitulo damos la demostracién de algunas de las propiedades enunciadas en el capitulo

1, sobre los polinomios cldsicos de variable discreta.

4.1 Polinomios de Charlier

Como dijimos en el capitulo 1, para a > 0, la familia de polinomios de Charlier {c}},cn es
ortogonal en el espacio lz(lN, tq), donde la medida y, es la medida de Poisson dada por
—a X

a
, x €N.
x!

e

pa({x}) =

Por el Teorema (3.2), la férmula de Rodrigues para estos polinomios es

xle? B gxtn
Chn(x) = e A% [e “ po } (4.1)
y por el Teorema 3.8 su norma para cada n € IN viene dada por
n!
lea )12 = 2. 2)

A partir de la féormula de Rodrigues de estos polinomio es posible dar la representacién

explicita de los mismos, como se muestra en el siguiente

51
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Teorema 4.1

(Férmula explicita)

C(x) = i(—1)k<z> (’;) kla=k. (4.3)

Demostracion
n
Por linealidad y como V" f(x) = ) _ (—1)* <Z> f(x — k), desarrollando la formula anterior
k=0
xlef? B gxtn

T
o

Il
1=
—~
|
—_
N—
T
7N
=

T
o

De la férmula explicita, podemos demostrar el siguiente resultado para su funcién generatriz

Teorema 4.2 (Funcién Generatriz)

£ i - (142 <

Para |r| < a (ver apéndice) vale el siguiente desarrollo de Taylor

(+5=£() 6"

n=0

desarrollando la serie de Taylor de ¢’, tenemos que

) = (ESENER )
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Donde por la férmula del producto de series, C,, viene dado por

- 6 ()

I
—~
|
—_
~—
=
m:
—
= |
|
L=
Z=
N
=~ R
N——
|
=

T
o

I
Y
|
S
N—
2
1=
Y
|
—_
SN—
=
=
S
=
»
SN—
=
Yy
R
~__~
N
L

T
o

Il
—
[
S
N—
=
1=
—
[
—_
N—
=
=
~_
Y
R
~_
fan
Q\
=~
|
—
[
—_
N—

T
o

4.2 Polinomios de Meixner

Recordemos que paraa > 0y 0 < b < 1, la familia de polinomios de Meixner {m%"} 1en es

ortogonal en I>(N, Hap), donde la medida discreta ji, ), tiene dtomos en x € IN con

map({x}) = %'
Por el Teorema 3.2, la férmula de Rodrigues para estos polinomios es
b (x) = x!T(a) b*"T(x +a+n)
b*+ T (a + x) x!T(a)
y por el Teorema 3.8, la norma de estos polinomios viene dada por
||m™b |2 = ”!(a)n

De la férmula de Rodrigues para estos polinomios tenemos el siguiente resultado

Teorema 4.3 (Férmula explicita)

=L () ) v

Demostracién Por la férmula de Rodrigues

., x!T(a) 2 [T (x4 a+n)
) bx+”F(a+x)v[ XL (a) ]
1 TFla+x+n—k B
g x! F(a+x+n—k) Nk ek
- LG GR Ta+ry VP

= \k k)T (a + x)

_ ”'Zn: (xI;'I("(a—l—x—i—nk) (—1)5b*,

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)
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Como (ver apéndice)
—a I'(a+n)
— (-
< n > (=1) [(a)n!’
entonces
—a—-x\ (_1)n7kf(a+x—|—n—k)
n—k ) (n—k)'T(a+x)
usando esta relacion en (4.9), se obtiene (4.8).
Por ultimo damos la funcioén generatriz de estos polinomios
Teorema 4.4 (Funcién generatriz)
= m(x) "
_h A\ — 0 _ N\ —(a+x)
n;) = (1 b) (1-7) | <b. (4.10)
Por la serie binomial para |r| < b, tenemos que
Y [x 0 [T\
(1-5) -2 <n> 1" (3)
A==} (‘“‘x>(_1)mwﬂ
m=0 m
Usando estos desarrollos y la férmula del producto de series, se obtiene
+o00 . a,b 400 o
Z my, '(x) noo_ Z <x> < a—x (_1)n bk pn
n—o M n=0k=0 \k/ \ n—k
pRagL x) r\k —a—x
= (=D (5 } [( > (—1)”’%’”"}
=0 k; { (k (b) n—k
© x> MmN\ [ [—a—x
= (=" (4 ) ( < >(—1)m m)
( r;) (n <b) =0 m
7\ X
_ _ _ ) —(a+x)
(1 b) 1-7) .
O

4.3 Polinomios de Kravchuk

Por lo dicho en el capitulo anterior para N € Ny 0 < p < 1, la familia de polinomios de
Kravchuk {kﬁ nN:() es ortogonal en el espacio [>({0,1,...,N + 1}, jp), donde p, es la medida

binomial dada por

_ N!pquix _ N x N—x o
Vp({x})_x!F(N+1—x)_<x>pq xe€{0,1,...,.N+1} y p+g=1 (4.11)

54



Propiedades de los polinomios cldsicos de variable continua

Por el Teorema 3.2, la férmula de Rodrigues para estos polinomios es

n -1 x+n  N—n—x
p _ (_1) N —x —N-+x+n on N!p q
knlx) = =5 <x> P v {x!l"(N—n—x%—l) ' (412)

La norma en este caso, por el Teorema 3.8 viene dada por

N
1= () tpar @13
A continuacién damos la férmula explicita y la finciéon generatriz

Teorema 4.5 (Férmula explicita)
« N —k .
=L ( ) ( k> (—p)" " g (4.14)

Demostracion

Aplicando linealidad y la relacién para V", resulta

) = ST e |

n! x!(N —n—x)!

_ D"y e Yk (" pk gk

N n! N =x)tp k;( D <k> (x —k)!(N —n—x)!
o ! N .

= (=D ,;(_1)kk!(nx— 0! (n— )vEN—n)—erk)u i

Teorema 4.6 (Funcién generatriz)
(14gr)*(1 = pr)¥ Z ki (x)r" (4.15)

Demostracion

En efecto, por la serie binomial (ver apéndice), tenemos que
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Asi que
(1) - p e = (f (3)r ) (i ™ x)(—p)'”rm)

donde por la férmula del producto de series
v (x\ (N—x nek _ o (X)) (N—x\ & n—k
Cn—k§<k>q (n_k>(—;7) —k; P N U I G Ol (4.16)
Para n > N, implica que n —k > N —k > N — x, al ser n — k, N — x nimeros naturales se sigue

que (ver apéndice), (Iy\{:,f) = 0, entonces C,, = 0 para n > N, y por lo tanto se concluye que

Cy = ké (;{C) (i:,f) g (=p)" " = K (x).

4.4 Polionomios de Hanh

Para N € N y «,8 > —1, la familia de polinomios de Hanh {hi‘,’l3 }p,eN es ortogonal en el

espacio 12({0,1,...,N}, ya,f;), donde la medida discreta i, g estd dada por

Hap({x}) = F(N+‘jc!;(’;\)]r_(ﬁg H e {(0,1,...,N}. (4.17)

Por el Teorema 3.2, la férmula de Rodrigues para los polinomios de Hanh es

—1)" x!IT(N —x) IIN+a—x)T(n+B+x+1)
by — n 41
) = T T N T a— T B YT(N — 11— %) (4.18)
y por el teorema Teorema 3.8la norma de estos polinomios viene dada por

1P| 2 = I"(zx+n+1)I"(,B+n+1)(a+,3+n+1)N. (4.19)

(«+B+2n+1)n!(N—-n—-1)!
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Apéndice A

Algunas funciones especiales

En este apéndice tratamos las funciones Gamma, Beta , algunas de sus identidades. También
se define el simbolo de Pochhammer, el coeficiente binomial, por dltimo presentamos la Serie
Binomial asi como el producto de series. Para un estudio mas amplio de las cuestiones tratadas
remitimos a los libros [2] y [6].

La funcién Gamma.

Para Rez > 0, definimos la funcién Gamma por

I'(z) = /O+O° e“~letdt. (A1)

Integrando por partes es facil ver que la funcién Gamma satisface la siguiente relaciéon de
recurrencia

I(z+1) =2zI(2), (A.2)

en particular haciendo z = n, conn € N

I'(n+1) =nl (A.3)

La funciéon Beta

Para Re(m) > 0, Re(n) > 0, definimos la funcién Beta por
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1
B(m,n) = / L1 — ), (Ad)
0
Haciendo el cambio de variable = 1 — u, vemos directamente que B(m,n) es simétrica, es
decir, B(m,n) = B(n,m). Por otra parte, el cambio de variable t = HT”, lleva el intervalo [1,0] al
intervalo [-1,1], asi
1 1 _ _
B(m, n) = W/_l(H”)m L1 — u)"du. (A.5)
Por ultimo, la relacién entre la funcién Gamma y la funcién Beta viene dada por la siguiente
igualdad
_ I'(m)I'(n)

Simbolo de Pochhammer
El simbolo de Pochhammer denotado con («),, se define para todo real no nulo y n € IN por

n
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(@) =a(a+1)(a+2)---(a+n—-1)=]J(a+k—-1), (A7)
k=1
y
(Dé)o =1.
Algunas consecuencias de la definicién son las siguientes propiedades del simbolo de Pochham-
mer

i. (1), =nl
ii. (X)p4m = (X)m(x+m),, param,neN;

iii. (x)y=(-1)"(1-n—x)y
(=1)*(x)n

iv. (X)y_k= 0—n—x;

Por la relacién de recurrencia de la funcién Gamma, tenemos la relaciéon entre el Simbolo de
Pochhammer y la funcién Gamma

(&) = =2 (A8)

Serie Binomial

Para cualquier « € Ry n € IN, definimos el coeficiente binomial generalizado denotado por

44
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Apéndice A
<1X>:a(ﬂé—l)(ﬂé—Z)"'(lX—l’l—i—l). (A9)
n n!
Notemos que en particular
m .
<n> =0, si m<ny n,me&N. (A.10)

Por otra parte podemos escribir el coeficiente binomial en termino de la funciéon Gamma y el

simbolo de Pochhammer como

<1x> _ F(a+1) (0 —n+1), (A11)

n Ta—n+)I(n+1) n! ’

de donde

<—a> _ (—a—n+1), _ (=1)™"(a)p _ (_1)nF(a+n)

n! n! T(a)n!

Se llama Serie Binomial al siguiente desarrollo en series de potencias

—+o00

). <z> =(1+x)" | <1, (A.12)

n=0

donde « es cualquier numero real.

De la definicién se obtenemos el siguiente desarrollo

-0 =1 ()

—+o0
y (“),” 2, |x] < 1. (A.13)
n=0 n=0 n:

Producto de series

+o00 —+o0
Dadas dos series Z ay, Z b, absolutamente convergentes, el producto de las series esta dado
=1 =1
por n n
+o0 —+o0 +o00
Yoaun | [ Yoba) =) e (A.14)
n=1 n=1 n=1
donde
n
Cn = agb,_r, n <1 (A.15)
k=1
—+o0 +oo

La convergencia absoluta de las series Z ay y Z b, garantizan la convergencia del producto.
n=1 n=1
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Apéndice B

Propiedades de los polinomios clasicos

de variable continua

En este capitulo daremos las demostraciones respectivas de las propiedades enunciadas en el
capitulo 2, en la secciéon de ejemplos de las familias de polinomios clasicos de variable continua.
Polinomios de Hermite

Férmula de Rodrigues

T e . (B.1)

Demostracion
n

dx"
1, veamos entonces que es multiplo de H,(x), por la observacién (1.3), basta ver que

Notemos en primer lugar que 6] = ry(x)e ™, donde r,(x) es un polinomio de grado

[ nweweFax = [ e s =0,

—o —oo dx"
donde p(x) polinomio de grado a lo sumo n — 1. En efecto, integrando n veces por partes la

integral anterior puede escribirse como

[ e o = (1 [ e e,

— 00 dxn —o0



Polinomios de Hermite

61

como el grado de p(x) es alo sumo n — 1, la integral de la derecha se anula, luego cH,(x) = p(x),

la constante ¢ se halla comparando ambos lados de cH, (x) = p(x).

Funcién generatriz

Demostracion

Consideremos la funcion

w(x, t) _ ert—t2 _ exze—(x—t)z‘

Su desarrollo en serie de Taylor en la variable ¢ viene dado por

0 An ;
pxt) =Y n('x)t /
n=0 .

donde

An(x) = % »

Hagamos ¢(x) = e u(x,t) =x—t yo(u) = e, entonces

Veamos que
n n

St = (~1) ()

Aplicando la regla de la cadena tenemos que

d d
S = p) - vou(n)

o(u(x,t)), neN.

|

(B.2)

(B.3)

Esto prueba la validez de (B.3) para n = 1. Veamos ahora el paso inductivo si suponemos cierta

la relacién para n, entonces
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an—i—l 9 "
W‘P(x/t) = g(ﬁlp(%tO

= (190G (5 outx0)

= (D) o(u(x 1) 2 u(x,
an+l
= (1)) e o(u(x ).

Asi hemos probado la validez de (B.3), y como consecuencia de esta igualdad se tiene que

Mlx) = grden| = (D) el )|
= ( 1)”ex23—Zv(x— t) -
2 J"

que es, exactamente la formula de Rodrigues para el n-esimo polinomio de Hermite H,, de

donde A(x) = H,(x) y por lo tanto

i Hﬂ('x) o ert—tz'
=0 n.

g
A partir de esta tltima férmula podemos dar la representacion explicita de los polinomios de

Hermite tal como se muestra en el siguiente item.

Férmula explicita

Hn(x) - [%] (_1)k(2x)n—2k
- (n — 2k)!k!

|
n: =0

Demostracion

2xt—12, 2

Consideremos de nuevo la funcién (x,t) = e ; desarrollando ¢** y e~ ! en series de

Taylor respecto a la variable ¢ obtenemos

+00 m +co n
2xt—t2 2 Oxt (_1) 2m (23() n
e =e e = ( E T t > (E Y t .

m=0
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Poniendo ahora a,, =

0 si m es impar

sim es par

tenemos que
, , +o0 o0

p2Xt—t2 =P 2xt _ Z by t" Z a, t" | = Z cut”,
n=0 n=0

entonces por la férmula del producto de series tenemos que el coeficiente c,, de t"* en el desarrollo

anterior viene dado por
n

e o= Y by = Z bokaty ok
k=0

[% 1) (zx)n 2k
= L (n—2k) k!’

k=0

o [ [7] k n—2k
oxt—12 - )¥(2x)
< Z<Z o )

}’1:

Por otra parte, sabemos que la funcién generatriz de los polinomios de Hermite viene dada

por
i X o= ertft2
n=0
de donde
[%] _ k(Zx)” —2k
= (n—2k)!k!
Polinomios de Laguerre
Férmula de Rodrigues
e “x"Ly(x) = 14 {e7*x" Y. (B.4)
" n!dx"
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Demostracion

Al usar la férmula del producto de Leibnitz se obtiene

d" —X . aFN _ - d" : d_k n+uo
dx”{e ay = k;;()dx”k ]dxk[x J

= {Zn: Z (Dé+n)(tx+n—1)---(tx+n+1—k)(—x)”_k}e_xx“. (B.5)
k=0

Sea
n

r(x) =Y <Z> (a+n)(a+n—1)-(a+n+1—k(—x)"F (B.6)

k=0

entonces 7 es un polinomio de grado n. Veamos ahora que r = cLj};, para ello basta ver que para

todo polinomio p de grado a lo sumo n — 1 se tiene que

/Ooop(x)r(x)e_xx"‘dx = /Ooop T {e M dx = 0. (B.7)

Integrando n veces por parte en (B.7), se obtiene que

* X040 _(_1\n ® (n) —x Nt
/Op po {e X hdx = (—1) /0 o™ (x)e *x"dx.

Como el grado de p es a lo sumo 1 — 1, tenemos que p™) (x) = 0y por lo tanto ésta tltima integral

se anula, asi r(x) = cL%(x), comparando los coeficientes de ambos lados de esta expresion se

encuentra que que ¢ = n!. 0

A partir de la férmula de Rodrigues (B.4), podemos dar la representacién explicita de los

polinomios de Laguerre {L%},,>0.

Férmula explicita

i (””‘) k') . (B.8)

Demostracion

De la férmula de Rodrigues para los polinomios de Laguerre y de la ecuacién (B.5), tenemos
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que

14 1 dn —X 041 —X 5.0
LY(x) = de”{e X e x

—lnntxntx n—1)---(a+n-— —x)"k
= S L (@1 @k )

= lf <nik>(“+”>(“+”_1)”'(“+k+1)(_x)k

|
n. =0

= Z <n i k> (a +k+ 1)(n7k)(_x)k'

k=0

n n!'(n+«
<n_k>(ﬂé+k+1)(n_k)—E<n_k>.

asi, solo resta ver que

En efecto

n (k+1) Kk
Qp«>“+k+”“*>: P @k Dy

n—+uw
= (k+ 1) <n —k>

- Megseh(rey

_71_!1’1—|—1X
kM \n—k/)°

Funcién generatriz

(1—7r)"lexp ( —xr> = f L,(x)r" para |r| < 1. (B.9)

1—7r =0

Demostracion
Dado que para |r| < 1 (ver apéndice A) y para todo n € N, se tiene que

“+00
(1 _ r)—n—zx—l _ Z (Tl +a+ 1)k "

|
=0 n.
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Tenemos que

(1—r)"exp (1—_xrr> = (:: <1_f:>n %) (1—r) !

+o0o (. A\n
— ( X;) # (1_1,)7117&71
= n!
o= (_x)n n o (n+a+1)m m
n=0 m=0
Ahora, para cada n fijo sea k = n + m, entonces
e e LA s T T p i DS (=) (et 1) g
(1;) T ) (ﬂ;o m! ! N 1;),;1 n! (k—n)! !
_ o ket ey ,
== K (n—k)!
oo foo [ .N\k
_ Z( ’f) <n>(k+zx+1)r”, (B.10)
akico mtoO\k

n
como (ver apéndice A) < k) = 0 si k > n, entonces por la férmula explicita de éstos polinomios

tenemos

(—0)f (k+a+1) g n
k! (n—k)!

n

JF
3
JF
3
|
o)
=
N
=
N~
=
+
=
+
=
=~
=
I
+
3
1=

=
I
o
T
o

I

+
3
1=
—~

|

T =
~—
=
Y
N

S 4+
| =
> +
—_
N———

=

n=0k=0
“+o00

= Ly(x)r"
n=0

Sustituyendo en (B.10), podemos escribir

. n=0

m=0

es decir,

(-0 ey (£22) = ¥ Laor

n=0
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Polinomios de Jacobi.

Férmula de Rodrigues

(1-x)"(1+x)PPP (x) = %dd; {(1 — )" (14 x)“”} : (B.12)

Demostracion

Aplicando la regla de Leibnitz para el producto tenemos que

dnn SR Z d”n kk [(1—x)*™"] dkk [(1+ x)PT7]
dx ;2 k . 4
0
= Zn: < ) k—i—tx—|—1)(n k)(l—x)rx+k(n+ﬁ k4 1), (1 + x)" Pk
k=0
donde

n
(=Y (’;) (1) (k + o+ 1)y (1 — x)¥( + B — K+ 1)i(1+ )"
es un polinomio de grado n. Veamos que r es mltiplo de P, #Debemos ver que

/1 4 {(1 —x)" (1 +x)ﬁ+n}p(x) dx =0,

_1dxn

donde p es un polinomio de grado menor que n. Integrando n veces por partes la expresion

anterior encontramos que

/1 T e ax = (-1

_1dx"

11 {(1 B x)aJrn (1 + x),BJrn} p(n) (x) dx

Esta dltima integral se anula debido a que p es es un polinomio de grado alo sumon —1y

por tanto p(") = 0, asi r(x) = PP (x). Para encontrar el valor de ¢ basta evaluar x = 1 en la

relacion anterior y usar las condicién de normalizacién (1.30). O

Tomando en cuenta (B.13) y la formula de Rodrigues (B.12), se puede dar la forma explicita

para los polinomios de jacobi.

Férmula explicita

PP () = 5, y <Zti> (”Zﬁ> (x — D)f(x + 1), (B.14)
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Aplicando la regla del producto de Leibnitz a (B.12), obtenemos
(1—x)"(1+x)P PP (x
(D) & () ank ntw d* n+p
- 2npl L k) dxn—k [(1 x) ] dxk [(1 +2) ]
(D) & —k wtk ntp—k
= ' ) (D) (ktat+1), » 1 =2 (n+B—k+1),(1+x)

n X = ¢
_ (1—x)“(1+x)ﬁ;m(k+“+1)(”_k)[( 21)]

~—

(1_|_x):|nk
2

— (1—x 1+xﬁi<z+a><n4k—,3> [(xgl)]k[(lgx)]nk
B zl”(l_x)a(ux)ﬁi(Zti)(n;:ﬁ)(x—l)k(x%—l)”k

><(n+,3—k+1)k[

En el siguiente item presentamos sin demostracién la funcién generatriz de estos polinomios,

una demostracion de la misma puede encontrarse en [4].

Funcion Generatriz

Para |r| <1

[

~ -
ZPﬁ'ﬁ (x)r" = 2P (1—2xr+7%) 2 <(1_2x”+72);_r+1>

| B
<(1 —2xr+7%)2 +r+ 1> : (B.15)

La férmula de Rodrigues nos permite calcular el cuadrado de la norma L? de los polinomios

de Jacobi, que denotaremos

Norma

1
IR =it = [ P )2 (0" (4 )P

) St T(n+a+1)T(n+p+1) (B.16)
- (@ntat+ptlnt Tnta+p+1) |
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Demostracion

Usaremos el hecho de que pyP (x) se puede escribir como
ByP (x) = P 47 (v),

donde r es un polinomio de grado alo sumon —1vy 14F es el coeficiente principal, de este modo

tenemos

/11 (1=x)" (14 %) PP (x) PP () dx =

1
- /1 (1— %) (1 + 2)P1Px PP (1) dxt

+ /1 (1— %) (1+2)Pr (x) PP (x) dx.
—1

El segundo miembro de la derecha es cero por la ortogonalidad y por lo tanto, usando la

férmula de Rodrigues, se tiene que

[0t R () P (x) =

-1

_ “ﬁ/ ) (14 x)P PYP (x) x"dx
— 1 dn

_ 04/5 0c+n B+n n
Z”n' /1dx” (14 x) }x dx.

Integrando por partes n veces esta tltima integral obtenemos

1V (—=1\" 1
( 1) ( 1) lz,ﬁ n! / (1 - x)Dé—H’l (1 + x)‘B—‘rn dx —
2" n! -1

. a/ﬁ/ zx+n 1+x)ﬁ+ndx

Haciendo ahora el cambio de variable 25 = 1 4 x y usando la expresién de la funcion Beta en

términos de la funcion Gamma (ver apéndice A), resulta

22n+0<+ﬁ+1 5/ gy ggs — 2041 T(n4+a+1)T(n+p+1)
2n 2n+a+p+1T(n+a+p+1)T(n+1)

usando la férmula explicita del coeficiente principal (1.40). O
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