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Resumen

Interpretacién Fisica de los Escalares de Estructura

Solmar A. Varela S.

Luis Herrera Cometta, Tutor

Alicia Di Prisco, Tutora

Universidad Central de Venezuela

Se estudia la evolucién de fluidos esféricamente simétricos, no disipativos y localmente
anisétropos, en el contexto de la Relatividad General, usando los escalares de es-
tructura obtenidos a partir de la descomposicion ortogonal del tensor de Riemann.
Se analizan dos soluciones de fluidos esféricamente simétricos en evolucion lenta y la
aparicién de fracturas en dos modelos de fluidos de densidad de energia inhomogénea,
cuyo estudio se enfoca en dar una interpretacion fisica de los escalares de estructura
Yr e Yrp. Los resultados obtenidos ponen en evidencia la relevancia fisica de dichos

escalares.
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INTRODUCCION

Este trabajo esta enfocado en el estudio de fluidos autogravitantes, esféricamente
simétricos, sin disipacién y localmente anisétropos en las presiones. En particular, se
realiza un estudio de la evolucion lenta y de la aparicién de fracturas para distintos
casos de fluidos en términos de los escalares de estructura, obtenidos de la descom-

posicion ortogonal del tensor de Riemann.

La descripcién detallada del colapso gravitacional y el estudio de la estructura de
objetos compactos sujetos a una variedad de condiciones es la motivacion de este tra-
bajo, ya que éstos permanecen entre los problemas més interesantes de la Relatividad

General.

Se asume el estudio de fluidos esféricamente simétricos debido a que esta simetria

simplifica los calculos y describe en una buena aproximacién los sistemas en estudio.

A pesar de que la isotropia local es una suposicién muy comun en el estudio de
sistemas autogravitantes, existen evidencias tedricas de que una pequena desviacion de
esta condicién puede afectar de forma significativa la evolucion del sistema. Ademas,

una variada gama de fenémenos fisicos pueden dar lugar a la anisotropia local [1].



Introduccion

En el capitulo siguiente se presentan las ecuaciones de campo y las condiciones
de acoplamiento para el fluido en estudio. Ademas, se deduce la ecuacion de equilibrio

hidrostatico a partir de las identidades de Bianchi.

En el segundo capitulo se introduce el tensor de Weyl y se contrastan dos difer-
entes definiciones de energia para dos sistemas de materia esféricamente simétricas,
evolucionando lentamente, sin disipaciéon y de densidad homogénea de energia, una
isotropa y la otra sostenida sélo por tensiones tangenciales. Las definiciones de energia

que se estudian son la funcién masa [2, 3] y la masa de Tolman-Whittaker [4, 5].

El tercer capitulo estd enfocado en el estudio de las fracturas en sistemas de
densidad de energia inhomogénea, especificamente se considera la fractura en un fluido

perfecto y en un fluido anisétropo.

La descomposicién ortogonal del tensor de Riemann se presenta en el cuarto
capitulo, donde se introducen los escalares de estructura, principales objetos de este

estudio.

En el capitulo 5 se muestra un estudio de los fluidos considerados en los capitulos
2 y 3, utilizando los escalares de estructura con el fin de dar a éstos una interpretacion

fisica.

Finalmente, los resultados son discutidos en las conclusiones.



CAPITULO 1

ECUACIONES DE CAMPO Y CONDICIONES DE
ACOPLAMIENTO. LEYES DE CONSERVACION.

En este capitulo se presentan las ecuaciones de campo para un fluido esféricamente
simétrico, no disipativo, anisétropo en las presiones que esta acotado por una superficie
Y. Ademss, se estudian las condiciones de acoplamiento y se muestran las ecuaciones

obtenidas a partir de las leyes de conservacién.

1.1. Ecuaciones de Campo

Para la distribucién de materia a estudiar, el elemento de linea en coordenadas

tipo Schwarzschild esta dado por:

ds? = e’dt? — edr® — r*(df* + sin? 0d¢?) (1.1)

donde v(t,7) y A(t,r) son funciones de sus argumentos. Las coordenadas estan numer-

adas de la forma 2° = t; 2! = r; 22 = 0; 23 = ¢.

La expresién (1.1) debe satisfacer las ecuaciones de Einstein



1.1. Ecuaciones de Campo

v 1 v v
RM — §6NR = 87TTM (12)

donde R, es el tensor de Ricci y R es el escalar de curvatura, definidos por

RMV = qur;‘m - anr;‘w + FZV,U - FZU,V (13)
R=R'=g"R,, (1.4)

T, representa el tensor energia-impulso y el factor 87 es una normalizacién que
permite obtener el limite newtoniano correcto. Ademds, se han utilizado unidades
geometrizadas en (1.2), de manera que tanto la velocidad de la luz ¢ como la constante

gravitacional G se toman iguales a 1.

En (1.3), I'7,, son los simbolos de Christoffel que, en coordenadas tipo Schwarzs-

child, los tinicos que no se anulan son

0 _ 7o 0 _ eAm) 0o _ v 1 _ Vel
I_\00 - 2 Fll - 2 ) FOl — 9 FOO - 2 )

1 A 1 N 1 -2 1 X qin2

2 _ 13 _ 1 2 : 3

donde los puntos y las primas indican derivacién con respecto a t y r, respectivamente.

Usando (1.3), (1.4) y (1.5), se verifica que las ecuaciones de campo son

1 _ 1 N

—87TT([)) = —ﬁ +e A (7’_2 — ?) (16)
1 B 1 vV

—87TT11 = —ﬁ +e A <T_2 + ?) (].7)



1.1. Ecuaciones de Campo

e_>‘ . .. e_)‘ v =N
812 = —8nTs = —T(QA +AA=0))+ e (2y” + 12— NV 42 ) (1.8)

r

A
—87TT01 == —; (19>

Para dotar a las componentes del tensor energia-impulso, que aparecen en la parte
izquierda de las ecuaciones (1.6)-(1.9), de significado fisico se aplicard el esquema

propuesto por Bondi [6].

Primero, se introduce un sistema de coordenadas localmente Minkowskiano (7, z, y, z)
en cada punto del espacio tiempo. Dichas coordenadas se relacionan con las coorde-

nadas (¢, 7,0, ¢) por medio de

dr = e’?dt, dx = eM?dr, dy=rdf, dz=rsinfdo (1.10)

En estas expresiones v y A son consideradas constantes, ya que sélo tienen valor
localmente. Se verifica, que en dichas coordenadas, el elemento de linea (1.1) se escribe

Cco1mo

ds* = dr* — d2® — dy® — d2* (1.11)

Se denota con una barra el sistema local Minkowskiano (7, x,y, z) y sin barra el

sistema (t,7,0,¢). Usando la transformacion

- Ozt 0P
V= 5 B Ls (1.12)

se obtienen las componentes del tensor energia-impulso 7§ en términos de las compo-

«
nentes Tﬁ



1.1. Ecuaciones de Campo

TO=T, T =T), T2=T} T$=T§, To—ec U T, (1.13)

Ahora, se supone un observador comévil (en cada punto) con la materia. El sis-
tema localmente Minkowskiano asociado a dicho observador se denotara con una tilde
(~) y la velocidad de un elemento de fluido respecto a el sistema barra es w. Para
este observador, el contenido fisico de la fuente consiste en un fluido anisétropo con
densidad de energia p, presion radial P, y presion tangencial P, , y las componentes

del tensor energia-impulso 7, vienen dadas por

p 0 0 0

~ 0P 0 0

T = (1.14)
00 P 0
00 0 P

Para escribir las componentes 7%’ en términos de las variables fisicas vistas por

el observador de coordenadas (~) se introduce la transformacién

T = AN T (1.15)

donde, Aj es la matriz de Lorentz que se expresa por

1

(17w2)1/2 (1,‘_:2)1/2 0 0
w 1 0 0
Ao — | (=e)2 (1-w?)l/? (1.16)
0 0 1 0
0 0 01



1.1. Ecuaciones de Campo

A partir de (1.15) y (1.16) se determinan las componentes T§ y usando (1.13)
se obtienen finalmente, las componentes del tensor energia-impulso 7§ en las coorde-
nadas (¢,r,0,¢) en término de variables fisicas medidas por un observador localmente

Minkowskiano y comovil con la materia, obteniéndose

p + P.w?
T 1.17
0 1_w2 ( )
P, + pw?
T = 1.18
T =T =—-P, (1.19)
(p-l—Pr)we(VJr/\)/Z
Toy = — s (1.20)

La velocidad de un elemento de fluido cualquiera en coordenadas (¢, r, 0, ¢), esta rela-
cionada con la velocidad dz/dr de un observador localmente Minkowskiano por la

expresion

d
w =L (1.21)

Debido a que las superficies r = constante y t = constante son esferas de area
47r?) en la expresion (1.21) se puede ver que w > 0 implica expansién de la esfera y

w < 0 indica contraccion.

La region exterior de la configuracion esté descrita por la métrica de Schwarzschild

oM
ds® = (1 — ?) du® + 2dudR — R*(d6? + sin fd¢?) (1.22)

donde u es una coordenada tipo tiempo tal que las superficies u = constante son,
asintoticamente, conos de luz abierto al futuro y M es la energia total. Ademas, R es

una coordenada nula tal que grr = 0. Las relaciones entre los sistemas de coordenadas

(t,r,0,0)y (u, R,0,$) estdn dadas por



1.2. Condiciones de acoplamiento

u:t—'r’—QMln(L 1)

2 (1.23)
R=r

Se tienen, por tanto, dos regiones a considerar: la region interior, cuyo espacio-
tiempo esta descrito por el elemento de linea (1.1) y la regién exterior descrita por la
métrica de Schwarzschild (1.22). Ambas regiones estédn separadas por una superficie

esférica r = rx(t).

1.2. Condiciones de acoplamiento

Para evitar la aparicién de comportamientos singulares de las variables fisicas
sobre la superficie ¥ que separa la region interior de la exterior, es necesario satisfacer

ciertas condiciones conocidas como condiciones de acoplamiento.

Una forma de definir dichas condiciones es la propuesta por Darmois. De acuerdo
con él, para acoplar las dos regiones del espacio-tiempo sobre una hipersuperficie,
necesariamente, debe haber continuidad tanto de la primera como de la segunda forma
fundamental a través de la misma. La primera se refiere a la continuidad de la métrica
inducida sobre la hipersuperficie y la segunda a la continuidad de la derivada covariante

del vector normal, proyectada sobre dicha hipersuperficie.

Una manera alternativa que garantiza la ausencia de comportamientos singulares

en X es planteando la continuidad, a través de la misma, de

= la primera forma fundamental;

= las componentes independientes del flujo de energia-impulso.

De la continuidad a través de 3 de la primera forma fundamental se obtiene [1]



1.2. Condiciones de acoplamiento

L oM _dR,
[6 — GAT%]ZdtQ = |:1 - Fb + 2%] . du2 (124)

donde el subindice ¥ indica que la cantidad estd evaluada en la superficie y R = R,(u)
es la ecuacién de la superficie en las coordenadas (u,, 0, ¢). La expresién (1.24) nos

lleva a

ev =12 (1.25)
Ry '
2M

e =1 T (1.26)

La continuidad de las componentes independientes del flujo de energia-impulso se

expresan como
(Tun*n*) = (Tuntn?)s) (1.27)
(T )5 = (Tunv")g) (1.28)

Los signos + y — indican que las cantidades estan evaluadas al exterior e interior

de X, respectivamente. Ademas

d
nl(f) = (—a%,a,(),()) (1.29)
n;(;) = (_f2ﬁ7 /67 07 O) (130)
d
) = adh + a%&}; (1.31)
B 671/2/2 wzef/\g/Q
oM ):(1—w%)1/25#+(1—w%)6ﬁ (1.32)

n* es un vector unitario normal a la superficie y v* es un vector unitario tipo tiempo

tal que v*v, = 1, donde



1.3. Leyes de conservacion

a= ! (1.33)

1/2
2M dR,

b= ! (1.34)

(e=A= — 7'"%6—”2)1/2

El resultado que se obtiene de esta condicion es:

[P]s =0 (1.35)
que expresa la continuidad de la presion radial.

Resumiendo, al cumplirse las condiciones (1.25), (1.26) y (1.35) se satisface el

acoplamiento de las métricas (1.1) y (1.22) a través de la superficie X.

1.3. Leyes de conservaciéon

Las leyes de conservacion escritas como

T =0 (1.36)

se obtienen de las ecuaciones de campo (1.2) o de las identidades de Bianchi, donde
”:”denota derivada covariante. Las ecuaciones (1.36) no aportan ninguna informacion
adicional a la contenida en (1.6)-(1.9) ya que son una consecuencia de éstas. Sin em-
bargo, la forma explicita de (1.36) puede ser 1til en muchos casos, como por ejemplo
al momento de integrar el sistema o al querer dar una interpretaciéon fisica a una

determinada situacion.

Asi por ejemplo, usando la forma explicita de la componente r de (1.36), o bien
derivando (1.7) con respecto a r, usando las otras ecuaciones de campo y considerando

el caso estatico

10



1.3. Leyes de conservacion

' =p ; Tl =-P, ; T8 =-P
se obtiene:

! 2(P, — P,
Po ey K= E)

que es la ecuacion de equilibrio hidrostatico para un fluido anisétropo.

11

(1.37)

(1.38)



CAPITULO 2

TENSOR DE WEYL. FUNCION MASA Y LA MASA DE
TOLMAN-WHITTAKER. EJEMPLOS.

En este capitulo se presenta el tensor de Weyl y se contrastan dos definiciones para
la energia total dentro de la superficie ¥ de distribuciones de materia esféricamente
simétricas que evolucionan lentamente y sin disipacién, la funcién masa y la masa
de Tolman-Whittaker. Finalmente, se ilustra la discusion sobre la energia con dos
ejemplos, el primero el de una esfera isétropa de densidad homogénea; el segundo, una

esfera de densidad homogénea sostenida solo por tensiones tangenciales.

Regimenes de evolucion: Antes de comenzar con la discusién del capitulo, se

mencionan los tres regimenes posibles de evolucion de la esfera:

= El régimen estatico, donde w y sus derivadas temporales son iguales a cero.

= El régimen de evolucion lenta, donde nuestra esfera cambia muy poco en una
escala de tiempo que es muy grande comparada con el tiempo caracteristico en
el cual el sistema reacciona a una perturbacion del equilibrio hidrostatico. De
esta forma, se considera que el sistema siempre esta en equilibrio hidrostatico y

su evolucion se puede visualizar como una secuencia de modelos estaticos. Esto

12



2.1. Tensor de Weyl

significa que la velocidad radial w, medida por el observador Minkowskiano, es

siempre mucho menor que la velocidad de la luz (w << 1). Ademés, se cumple

WVror i RARTAR A A0 (2.1)

= El régimen dindmico, que es el régimen més general donde w y sus derivadas

temporales son distintas de cero.

2.1. Tensor de Weyl

El tensor de Riemann o tensor de curvatura puede ser expresado en términos del
tensor de Weyl CF_;, el tensor de Ricci Ry y el escalar de curvatura R de la siguiente

manera

Rs = Clys + 5185985 — 535755 + 5356% — 51598, — gR(%gﬁa — 9s,05)  (2:2)

Al considerar el régimen de evolucién lenta, se obtiene que todas las componentes

diferentes de cero del tensor de Weyl pueden expresarse por medio de Ci,

3

€7>‘ 6)‘ v N 1 2 4 N —
E=_—Ch=—|+—-=————— 2.3
or2 232 2 (T2 + 4 r2 4 2 2r ) (2:3)
o, usando las ecuaciones de Einstein
dr [T 5,
E=—— [ r(p)dr+4n(P. — P) (2.4)
™ Jo

El primer término de (2.4) contiene la contribucién debido a la inhomogeneidad
en la densidad de energia en la distribucion, y el segundo término la anisotropia en las

presiones.

13



2.2. La funcién masa y la masa de Tolman-Whittaker

2.2. La funciéon masa y la masa de Tolman-Whittaker

Como consecuencia de las condiciones de acoplamiento, se puede escribir (1.26)

de la forma

1
M= §(TR§32)E (2.5)

donde M es el pardmetro de Schwarzschild y R3;, es la componente del tensor de

Riemann dada por

Ry =1—¢e? (2.6)

La interpretacién de M como la energia al total dentro de la superficie > sugiere que

la energia al interior de una esfera de radio r, con r < ry, se pueda definir como [2, 3]:

1 1 _
m(r,t) = 57’R§’32 = 57‘(1 —e™) (2.7)

que, usando (1.6) se puede escribir como

m(r,t) = 47r/ TOr?dr (2.8)
0

que es la denominada funciéon masa.

A partir de la definicién del tensor de Weyl (2.2), y de (1.6), (1.7), (2.3) (2.7) se
obtiene [1]

4 5E
m:yw@—g+pg+%r (2.9)

sustituyendo (2.4) en (2.9), se tiene para m [1]

14



2.2. La funcién masa y la masa de Tolman-Whittaker

4 4 "
m=—mrip— —7r/ 3 (p)dr (2.10)
3 3" ),

donde el primer término corresponde a la contribucién incompresible del fluido local-
mente isétropo y el segundo corresponde a la inhomogeneidad en la distribuciéon de

energia.

Tolman [4] y Whittaker [5], dieron una definicién alternativa para la energfa total
dentro de la superficie ¥, conocida como la masa de Tolman-Whittaker, para el caso

estatico o cuasiestatico
rs
mrw = 47r/ 7”2€(V+)‘)/2(p + P, + 2P, )dr (2.11)
0

Tomando en cuenta que en la expresién anterior se utiliza el elemento de volumen
propio 4mr2e*+N/2dr  se identifica la cantidad dentro del paréntesis como la densidad

de masa y por lo tanto, la masa interior a una esfera de radio r < ry se define como

mew (r,t) = 471'/ r?e@ N2 (p 4 P+ 2P )dr (2.12)
0

De la sustitucién de p, P.y P, en (2.12) por sus expresiones a través de las ecuaciones

de campo (1.6)-(1.9), se obtiene [1]
L wony2 s 2
mrw = e v'r (2.13)

derivando (2.13) con respecto a r y usando las ecuaciones de campo y la definicién del

tensor de Weyl (2.3), se obtiene la siguiente ecuacién diferencial para mpy,

My — 3Mrw = e tN/2p3 [4n(P, — P.) — E] (2.14)

al integrar se obtiene una expresién que relaciona mgy con el tensor de Weyl [1]
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2.2. La funcién masa y la masa de Tolman-Whittaker

r\’ 3 [ a2 4r’ Am 5
mTW:M — +7r € —~—4E—T(PJ_—PT) dr (215)
S - 37 T

Reemplazando E por su expresion en (2.4), se puede también escribir [1]

3 ()] 4 T
mow = M (i) - r3/ e N/2 {87”(1% —P))— ~—7T/ fS(p)’df} dr - (2.16)
r 0

rs
El primer término en la expresién (2.16) corresponde a la masa de Tolman-Whittaker
asociada a un fluido con distribucién de energia homogénea y localmente isétropo, y
los otros dos términos corresponden a las contribuciones debidas a la anisotropia y la
inhomogeneidad de la energia. Por otra parte, integrando (2.11) y usando (1.6) y la

ecuacion de equilibrio hidrostético (1.38), se obtiene [1]

mow = eVt (m 4+ Ax Pr?) (2.17)

y como consecuencia de las condiciones de acoplamiento

(mrw)s =myg =M (2.18)

que es lo que se espera.

Ademas, el término gravitacional de la ecuacién (1.38), se puede escribir, de acuer-

do con (2.13), como

—(p+ P) W 002 (2.19)
r

lo que nos indica que mry debe ser proporcional a la masa gravitacional activa.

Es interesante notar que la anisotropia local no contribuye explicitamente a la
funcién masa (2.10), mientras que si lo hace en mry (2.11). Al considerar el caso

homogéneo y localmente isétropo, se obtiene de (2.16)
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2.2. La funcién masa y la masa de Tolman-Whittaker

3
4
mrw = M (—TT ) = —37T,07“3 =m (2.20)
>

en general m # mrw.

Una definicién importante es la derivada convectiva (comévil) de una funciéon N

asociada a un elemento de fluido dado

DN .
PN _ Ny ™ 921
Dt Rr7 (2:21)

la cual mide la variacién temporal de N para dicho elemento.

Para determinar la variacién temporal de la funcién masa m para un elemento

dado de fluido, se tiene (a partir de (2.7))

Y
=1-— 2.22
‘ : (222)

derivando esta expresion con respecto a t se obtiene

he™ = Tm (2.23)

y usando (1.9) con (1.20) y (1.21)

m = —4nr*(P, + p)% (2.24)

Por otra parte, se deriva (2.8) con respecto a r
m' = 4mr?p (2.25)

Finalmente, sustituyendo (2.24) y (2.25) en (2.21) se obtiene

— = —47rr2PT—t (2.26)
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2.3. Ejemplos

La expresién anterior muestra cémo la presion radial realiza un trabajo sobre una
esfera comovil con el fluido, variando su funcién masa. Se nota también que cuando
el fluido es anisétropo, la tensién tangencial no aparece en la expresién (2.26), por lo
que no realiza trabajo sobre la esfera. Finalmente, evaluando (2.26) en la frontera del

fluido, de obtiene, debido a las condiciones de acoplamiento

(%_Z’LL —0 (2.27)

que evidencia el hecho de que los sistemas a considerar no tienen disipacién y por lo

tanto la energia total es constante.

2.3. Ejemplos

Los conceptos introducidos en la seccién anterior se utilizan en la descripcion del

colapso lento de dos modelos diferentes.

2.3.1. Contraccién lenta de una esfera homogénea y local-
mente isétropa (hli), (Solucién interior de Schwarzs-
child)

Se considera un fluido localmente isétropo (P, = P, = P), no disipativo y de
densidad homogénea (p = p(t)) que evoluciona lentamente. Se satisface la ecuacién
(1.38), ya que en el contexto de la aproximacion lenta el sistema siempre estd en

equilibrio hidrostético. Integrando (1.38) con p = p(t), se obtiene, para la presién

(1—na®)"* — (1 —n)'/

P :PT’:P:p
. 3(1—n)"? = (1 — na?)'/?

(2.28)

con

<1 (2.29)

N
Il
A
—_
5]
Il

T
s
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2.3. Ejemplos

Se observa que para n = 8/9 la expresién (2.28) es singular en r = 0. Es decir, hay
un valor limite en el grado de compactacion, mas alla del cual el sistema se sale del

régimen de equilibrio hidrostatico. Ademas, se obtienen las siguientes expresiones

m = %Tpr?’ (2.30)
M = %pr% (2.31)
e =1—na? (2.32)
el? = % 3(1—n)"” - (1~ m:2)1/2] (2.33)
De (2.4), se tiene que
E=0 (2.34)

y de las expresiones (2.10) y (2.16), se obtiene para este modelo

m = mrwy (2.35)

Ahora, de la ecuacion (2.26), usando (2.30), se obtiene

Dm  4m . 4 o dr o dr
STy dr i = _ampa? 2,
B 3 pre + 4w pr 7 wP.r o (2.36)
o bien
1 dr
—or = — P)— 2.37
3PT (p+ )dt (2.37)

Por otra parte, derivando (2.31) con respecto a t y recordando que la masa total

1d
p=—3p (—l) (2.38)
5
Igualando las expresiones (2.37) y (2.38), se encuentra, para dr/dt

dr pr 1dr
— = -— 2.39
dt  (p+ P) (rdt)z (2:39)

M es constante, se tiene
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2.3. Ejemplos

que usando (1.21), (1.25), (1.26) y (2.28) se escribe como

w= wge()‘*)‘z)/QL (2.40)
s

expresion que en el limite newtoniano se transforma en

W= (—)Er (2.41)

que es la ley de contraccion homologa.

Finalmente, a partir de (2.26) y usando (1.21), (2.28) y (2.40) se obtiene la deriva-

da convectiva de la masa

Dm — Dmew 3 /2.3 1/2 2\1/2
o = D - 40)2”(1 —n)'22? [(1 = n)'? = (1 — na®)"/?] (2.42)

En este modelo, se nota que

m = Maz® (2.43)

y ademas, ambas definiciones de masa coinciden

m = mqpy = Ma® (2.44)

0,04

T T T T 1
1) 0z 04 153 08 1

Figura 2.1: Grafica é%D—T = é%m&% en funcién de x, caso hli.
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2.3. Ejemplos

Por tanto, al considerar un observador comovil con el fluido, éste observara cam-
bios tanto en m como en mpry,. De hecho, el observador detectara incrementos en la

masa para 7 < 7y a medida que n aumenta (contraccién) [1].

2.3.2. Contraccion lenta de una esfera sostenida sélo por ten-
siones tangenciales (hpt), (Solucién de Florides)

Se considera un fluido no disipativo, de densidad homogénea (p = p(t)) sostenido
sélo por tensiones tangenciales (P, = 0). Dicha solucién, obtenida por Florides [7], es

un caso particular de los modelos de Bowers y Liang [8]. Se obtiene entonces [1]

3n?z?
b= 327rd (1 — nx?) (245)
4
m = §7Tp7”3 (2.46)
(1—n)*?
e = ——m—— 2.47
(1-— nx2)1/2 ( )
e =1-—na’ (2.48)
Y partir de (2.9) y (2.17)
1_p \ 34
mrw = m <1 — n:pQ) (2.49)
3Mna?
E= n (2.50)

43 (1 — na?)

Ademas, usando (2.37) y (2.38) con P, = 0, se obtiene para la velocidad

L p \14
W= ws ( n ) x (2.51)
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2.3. Ejemplos

0, en coordenadas (t,7,6, ¢)
dr

T =ws(1-n)a (2.52)

De (2.49), tomando en cuenta que Dm/Dt = 0, se obtiene la derivada convectiva

de mrw

DmTW 3 2 3 (1 — n)3/4
= —wyn T’ ———
Dt 8 (1 — na?)7/4

(1— 2% (2.53)

En este caso (hpt), la funcién masa y la masa de Tolman Whittaker no coinciden,

de hecho se relacionan como en (2.49), o equivalentemente

1—n 3/4
mrw = M (1 — mQ) 73 (2.54)

Si se consideran diferentes observadores coméviles con el fluido para diferentes
valores de x, m permanece constante a medida que pasa el tiempo, como es evidente
de (2.26). Sin embargo, en el proceso de contraccién, mpy disminuye al interior de
la esfera y tiende a concentrarse en la superficie, lo que explica la mayor estabilidad
de dicho modelo, ya que permite seguir la compactacién de la esfera sin que el sis-
tema salga del equilibrio considerado (ver figura 2.2). Esta disminucién también queda

evidenciada en (2.53) como lo indica la figura 2.3 .

0.8
0.6

o4

Figura 2.2: Grafica ™* en funcién de x, caso hpt.
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2.3. Ejemplos

Figura 2.3: Grafica 222w 8|, |-1 en funcién de x, caso hpt.
dat 3 J

Es importante destacar que para la misma distribucién de densidad de energia,

m es igual, independientemente de la anisotropia local.
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CAPITULO 3

ESCALARES DE ESTRUCTURA.

A partir de la analogia estructural existente entre la Relatividad General y el
Electromagnetismo de Maxwell se puede establecer un paralelismo entre el tensor de
Riemann (R,p+s) ¥ el tensor de Maxwell (F),,). Este paralelismo fue considerado por

Bel [11], quien introdujo los siguientes tensores definidos a partir del tensor de Riemann

Yop = Rompsuu’ (3.1)
* * 1 € *
Xaﬁ = Ra'yﬁJu’yu(S = §na'prep,36u7u6 (32)
* é 1 €p 6
Zog =" Roqpsuu’ = 577047517}% asU U (3.3)
donde
* 1 €
aBys — 577@753&50 (34)

Nayps € el tensor de Levi-Civita y u” es la cuadrivelocidad de un conjunto de obser-

vadores.

Para un fluido no disipativo, esféricamente simétrico y anisétropo en las presiones,
se pueden encontrar las expresiones para los tensores Y,g, Zog y Xop en términos de

las variables fisicas [12].
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47

szzzygr+3ﬁymg+4wnmy+ﬁgﬁ
8
xlzgmw+mmwiw
Zog =0

donde

1
I = T(s"s, + ~h")

3 v
p_Pt2P
3
=P — P,

. we—u/? e—z\/?
(72 )

(3.8)

(3.9)
(3.10)

(3.11)

Y hag = gap — Uaug es el tensor de proyeccion sobre el triespacio ortogonal a u.

Los tensores X,3 e Y,3 pueden descomponerse en términos de sus trazas y su

correspondiente parte sin traza, de la forma

1
Xaﬁ = gTthozﬁ + X<aﬂ>

con
TrX = X¢
1
De (3.6) se obtiene
TrX = Xp =8mp
y
ha
Xcapgs = XrF <Sa5,8 + T’G)

donde

XTF = (47TH — E)

25
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(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)



De forma similar para (3.5)

TrY =Yy = 4n(p+ 3P, — 210) (3.18)
Yeap> = Yrr (sasﬁ + %) (3.19)
Yrp = (4711 + E) (3.20)
con
b= i—? —dm(p— P+ P1) (3.21)

Las cantidades X7, Xrp, Yr v Yrr son conocidas como escalares de estructura.
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CAPITULO 4

APLICACION DE LOS ESCALARES DE ESTRUCTURA.

El objetivo del presente capitulo es estudiar las propiedades fisicas de los escalares
de estructura Yr y Yrp, mediante el andlisis de diferentes procesos fisicos que tienen
lugar en fluidos relativistas descritos por las soluciones de Einstein. Los procesos fisicos
a estudiar son la evolucién lenta y la fractura para los sistemas considerados en los

capitulos 2 y 3.

Para el estudio de estos procesos, se utilizara una expresién importante que rela-
ciona la masa de Tolman-Whittaker (myy ) con el escalar Yrp. A partir de la definicién

general de la masa de Tolman para el caso dindmico se obtiene[13]

P\D [ e N |
mew = M | — —i—r/ . YTFdr—i—Zlm’/ e (p+ P )wdr (4.1)

rs

Comparando esta expresion con (2.16) se observa que Y7 describe la influencia de
la anisotropia local en las presiones y de la inhomogeneidad de la densidad de energia

en la masa de Tolman [12].
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4.1. Aproximacion de colapso lento

Para el caso de un fluido en equilibrio o evolucionando lentamente, la expresién

(4.1) queda de la forma

rs

r\? s )2
mrw = M (—) +T3/ , YTFdT' (42)

Para este mismo caso se obtiene para Y7, usando (2.12) y (3.18)
mry = / r2e N2y dr (4.3)
0

donde se aprecia que Y es proporcional a la densidad de la masa de Tolman para

sistemas en equilibrio o cuasiequilibrio.

4.1. Aproximacién de colapso lento

4.1.1. Escalares de estructura para la solucion interior de
Schwarzschild

Se considera el fluido is6tropo de la seccién (2.3.1), cuya presion es (2.28)

1 — ne)Y2 — (1 — )2
3(1—n)"? = (1 — na)"

El escalar Yr para este caso se obtiene usando la expresién anterior en (3.18) con

IIT=0

(1 _ nx2)1/2
Yr=38 4.5
TR {3(1 )2 = (1= na?) 2 (4:5)
Se puede determinar la derivada convectiva o comévil de Y7, obteniéndose
Dyp _
Dt
3wy ) 6n(1—n)—3n%z2(1-n)—18n(1-n)3/2(1—na?)/2—3n2(1-n)1/2(1—na?)1/2 (46)
2735, [3(1-n)1/2—(1-na?)1/2]*
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4.1. Aproximacion de colapso lento

Esta expresién mide la variacion temporal de Y para un elemento de fluido.

2
r):Y

Figura 4.1: 74Yr funcién de x para una esfera de densidad homogénea y localmente

isotropa.

3
2r DY,

Dt
3 o8

. 3 ., . ,
Figura 4.2: QBTTEZDTX;T funcion de x para una esfera de densidad homogénea y localmente

isotropa.

La expresion para el escalar Yrp se obtiene usando (3.20) y (3.21) que, consideran-

do la isotropia de este caso, queda
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4.1. Aproximacion de colapso lento

(47)

y su respectiva derivada comévil viene dada por

DYrp
Dt

=0 (4.8)

4.1.2. Escalares de estructura para la solucion de Florides

Se considera el fluido anisétropo de la seccién (2.3.2), donde P, = 0 y la presién

tangencial es (2.45)

3n?z?
P, = 4.9
+ 32mrd (1 — na?) (49)
Usando esta expresién en (3.18), se obtiene que Y7 viene dado por

Vi 3n (2 — na? (4.10)

T 2 \1 - na? '

y su respectiva derivada convectiva es:

DYr 3wy (1—n) 2(4—3nx2)+6 (4.11)

— =——n(l—n) |nr*V— )

Dt 47 (1 — nx?)?
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4.1. Aproximacion de colapso lento

n=0.8

n=

I o

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

2
Figura 4.3: 4%YT funciéon de x para una esfera de densidad homogénea y sostenida

por tensiones tangenciales.

3
4r DY,

) Dt
3 o

. 3 ., . ) .
Figura 4.4: —gfz % funcion de x para una esfera de densidad homogénea sostenida

por tensiones tangenciales.

De manera similar, las expresiones para el escalar Yrr y su respectiva derivada

convectiva, son
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4.1. Aproximacion de colapso lento

Yyp = 8P, = —— " (4.12)

(4.13)

-0,5-

Figura 4.5: r4Yrp funcién de x para una esfera de densidad homogénea y sostenida

por tensiones tangenciales.

0,2

3
475 DYy

) Dt
3(1)2

. 3 ., . , .
Figura 4.6: %% funcién de x para una esfera de densidad homogénea sostenida

por tensiones tangenciales.
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4.1. Aproximacion de colapso lento

En la gréfica (4.1), se observa que a medida que n aumenta (contraccién) el escalar
Yr aumenta para un fluido perfecto y es mayor en la region mas interna de la esfera,
contrario al caso anisétropo, donde hay un incremento del escalar Y7 en el proceso de
contraccién (ver figura 4.3), pero es mayor para los valores de r cercanos a la superficie.
Si recordamos que Y7 es proporcional a la densidad de la masa de Tolman, este ultimo

resultado explica el hecho de que el modelo anisétropo sea mas estable que el isoétropo.

Con respecto al escalar Yrpr para el caso isétropo, el hecho de que éste sea cero

implica que la expresién (4.2) se reduce a

por lo que un observador comévil con el fluido observard un incremento de la masa
en el proceso de contraccién y por ende, un aumento de la fuerza gravitacional. Como
consecuencia, solo se puede compactar la esfera hasta un cierto valor limite mas alla del
cual el sistema se sale del equilibrio hidrostatico. De hecho, se observa que dicho valor

limite es n = 8/9, valor para el cual la expresién (4.4) es singular en r = 0.

En el caso anisétropo, el escalar Yrp es negativo (ver ecuacién (4.12)) y decrece
para r < 7y en el proceso de contracciéon de una esfera anisétropa (ver figura (4.5)).
Al considerar esto en (4.2) se obtiene que mpy disminuye al interior de la esfera en
el proceso de compactacion. La interpretacion de mpy como la masa gravitacional
activa implica que existe una menor atraccién de los elementos de fluido al interior de
la esfera, lo que permite una mayor compactacion de la misma dentro del régimen de

equilibrio hidrostatico, sin la limitacion observada en el caso isétropo.
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4.2. Fracturas en sistemas de densidad inhomogénea y escalares de estructura

4.2. Fracturas en sistemas de densidad inhomogénea y es-
calares de estructura

4.2.1. Escalares de estructura para el caso de fluido perfecto

Se considera el fluido de la seccién (3.2.1), caracterizado por (?7).

2.2
r$z% 9

donde K = 3/56m. El escalar Y7 cuando el fluido estd en equilibrio, se obtiene a partir

de la ecuacion (3.18)

STK (9—5
y, = SR (_) (4.16)

2 —
rexs \ 99—

y sustituyendo el valor de K

Yy (4.17)

~0,42857 (9 — 5z
N 9—zx

2 1.2
s

r 2y

0 T T T T 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
X

Figura 4.7: &Yy funcién de x para un fluido perfecto.
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4.2. Fracturas en sistemas de densidad inhomogénea y escalares de estructura

Se perturba el sistema con el fin de sacarlo del equilibrio

K—KP =23 1V

T 567

U=k (4.18)

I

y se obtiene que el escalar Y7 luego de la perturbacion queda como

(4.19)

)y 0,44652 (9 - 5x>
Y, =
9—x

2 1.2
s

0 T T T T 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
X

Figura 4.8: r%YT(P) funcién de x para un fluido perfecto.

De forma similar, el escalar Yrp viene dado por la expresién (3.20), que con-

siderando P, = P, queda como

Yrr=FE (4.20)

Para el fluido en consideracién, el escalar de Weyl E se determina de (2.3)

(- + ) )
(4.21)
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4.2. Fracturas en sistemas de densidad inhomogénea y escalares de estructura

Por tanto, la expresién correspondiente al escalar Yrr antes de la perturbaciéon es

Yrp=FE =

0,42857
— s [(—12® + 182 — 81
e e [(—12? + 18z — 81)]

donde se ha sustituido el valor numérico de K.

107

> TF

T T T T 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
x

Figura 4.9: 73Yrp funcién de x para un fluido perfecto.

Se perturba el sistema usando (4.18) y se obtiene, finalmente

P
YCI(‘F) =

0,4610063

_7’%13(3: —9)?

(—0,85862822 + 16,774779z — 77,465708)
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4.2. Fracturas en sistemas de densidad inhomogénea y escalares de estructura

Figura 4.10: T%YT(? funcién de x para un fluido perfecto.

0,972
0,9714
0,970+
0,969+

Y 0,968

0,967+

0,966

0,965+

0,964+

Figura 4.11: % funcién de x para un fluido perfecto.

4.2.2. Escalares de estructura para el caso de fluido anisétropo

El sistema a considerar es el fluido anisétropo de la seccién (3.2.2)

B-P =3 (4.24)



4.2. Fracturas en sistemas de densidad inhomogénea y escalares de estructura

donde K = 3/56m, v = iK y el radio ry del objeto esta dado por la expresién

adimensional (77).

Cuando el sistema esta en equilibio, el escalar Y estd dado por la siguiente

expresion:

167K [(2—3r"12 4
Yr = - 4.2
T (1 — 3172 QK) (4.25)

y sustituyendo los valores numéricos de K y ~

~0,8571428

Yr
2

1—3r-1/2

23 —-1/2
(—0,12499998 + —T) (4.26)

Figura 4.12: Y funcién de r para un fluido anisétropo.

Se perturba el sistema

TK®) — % + 0 AP = %(1 +a)K Y[, |al << 1 (4.27)

y el escalar Y queda como
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4.2. Fracturas en sistemas de densidad inhomogénea y escalares de estructura

3456 [15 —a —3(7—a)r /2

Yr = 4.98
T 2872 1—3r-1/2 (4.28)
Para el caso particular en que ¥ = ﬁ y a = —0,0340:
) _ 0,108571 B e
Vi = gy (15034 = 21102712 (4.29)

Figura 4.13: YT(P) funcién de r para un fluido anisétropo, con valores especificos de los

pardmetros ¥ y «.

El escalar de Weyl FE para el fluido anisétropo considerado es

K
+3(21()—()8WK) - 13]
(4.30)
El escalar de Y7 r se escribe como
~0,071429 1/ L
Vir = gy i7ay (3607 = 54! = 6) (4.31)
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4.2. Fracturas en sistemas de densidad inhomogénea y escalares de estructura

Figura 4.14: Yrp funcién de r para un fluido anisétropo.

Se usa la perturbacién (4.27) para sacar el sistema del equilibrio, y se obtiene

(P) _ K (P) o
YTF - r2(1—3331/§)2(4—56\1/) [(_1 + %(14‘11) + §(1 - 14‘1’))
+r7 V2 (6 — 32(140) — 3a(1 — 14W)) + 771 (=9 + 22(14¥) + 2a(1 — 147))]
(4.32)
Para el caso particular en que ¥ = fom KWP) = 56% + % = 0,0172796 y a« = —0,0340:

0,07238095

(P) _
Yo' = r2(1 — 3r—1/2)2

(—5,887727 + 35,67989r /2 — 53,838024r ") (4.33)
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Figura 4.15: Y%IFD) funcién de r para un fluido anisétropo, con valores especificos de los

parametros ¥ y a.

0,989+
0,988+

0,987+

0,986

0,985+

0,984+

Figura 4.16: % funcion de r para un fluido anisétropo.
TF

Para el caso de fluido perfecto se tiene que Yrp y YT(? son positivos para todo
r < ry (ver graficas (4.9) y (4.10)). Al realizar una comparacién del escalar Yrp
antes de la perturbacién con el escalar Yrp perturbado se observa en la figura (4.11)

que |YT(§)\ > |Yrr|. Considerando estos resultados en la expresién (4.1), se tiene que
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el segundo término se incrementa luego de la perturbacién, por tanto myy también

aumenta para todo r.

El hecho de que mpy sea considerada la masa gravitacional activa implica que los
elementos de fluido experimentan una mayor fuerza gravitacional, hecho que impide
la aparicién de fracturas en esta distribucion. Se concluye que todos los elementos del

fluido colapsan para este caso.

: . . - P
Para un fluido anisétropo, se tiene también que ]YT(F)| > |Yrp|, como se muestra

)

en la figura (4.16). Sin embargo, tanto Yrr como YT(]; son negativos (ver graficas (4.14)

y (4.15)), por lo que mpy va a disminuir luego de la perturbacion tal como se observa

en (4.1).

El hecho de que mpy disminuya para algtin sector interior a la esfera implica que
la fuerza hidrostatica puede superar a la gravitacional, hecho que puede conducir a la
aparicion de fracturas. En conclusién, para que ocurra una fractura en la distribucién,
es necesario que Yrp sea negativo y ademds, que |Yrp| aumente luego de la pertur-
bacién del sistema, al menos para algunas regiones (o bien que Y7 sea positivo y que

disminuya después de la perturbacion).
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Se ha realizado un estudio de fluidos autogravitantes sin disipacion, esféricamente
simétricos y localmente anisétropos en las presiones, en base a los escalares de estruc-

tura derivados de la descomposicion ortogonal del tensor de Riemann.

Se estudiaron dos procesos fisicos, la evolucion lenta y la fractura, analizando dis-
tintos casos particulares de fluidos esféricamente simétricos, con el fin de dar significado

fisico a los escalares de estructura, especificamente, Yr v Yrp.

En el estudio de fluidos en régimen de evolucion lenta, el comportamiento del
escalar Yr al interior de la distribucion implica una mayor estabilidad del modelo
anisotropo en comparacién con el modelo isétropo ya que en este ultimo la fuerza
gravitacional se incrementa al interior en el proceso de la compactacion. Al realizar el
estudio usando el escalar Yrp se obtiene que para un fluido perfecto, existe un valor
limite en el grado de compactacion de la esfera debido al aumento de mqyy, al interior
de la misma. Para el caso anisétropo, el escalar Yrr es negativo, y su disminucién
implica a su vez una disminucién de myy, al interior de la esfera, por lo que el grado

de compactacion dentro del régimen de equilibrio hidrostatico es mayor que en el caso
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isotropo, quedando asi en evidencia la mayor estabilidad del sistema anisétropo antes

mencionada.

En el estudio de fracturas, el escalar Y carece de importancia al momento de
explicar la aparicion del fenémeno. Sin embargo, se obtiene que para que ocurra frac-
tura en las distribuciones estudiadas, es necesario que Yrp sea negativo y que ademas
|Yrr| aumente luego de la perturbacion, de tal manera que mpy disminuya para algin
sector interior a la esfera (o bien que Yrg sea positivo y que disminuya después de la
perturbacion). Esta condicién se ve satisfecha en el ejemplo anisétropo lo que sugiere
que la apariciéon de fracturas estaria relacionada con la presencia de anisotropia en el

sistema, tal como se menciona en la seccién (3.2.2).
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