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Introduccion

El Movimiento Browniano o proceso de Wiener es el nombre dado al movimiento
irregular que realizan las particulas de polen suspendidas en un liquido. Este movimiento
fue observado por el botdnico inglés Robert Brown (1773-1858) en 1827, cuando investigaba
el polen de diversas plantas. El propio Brown descubri6 que particulas muy finas de varios
minerales seguian el mismo movimiento, por lo que descarté cualquier origen orgénico.

A partir de aqui aparecen distintos investigadores, que trataron de explicar éste feno-
meno, entre los més recientes resaltan Louis Bachelier (1870-1946) en 1900 quien utiliz6 éste
modelo para la descripciéon del cambio de los precios de las bolsas de valores; Albert Eins-
tein (1879-1955) en 1905 quien estudio la teoria fisica que explicaba éste movimiento, entre
otros. Sin embargo fue en 1923 cuando Nobert Wiener (1894-1964) logra dar una construc-
cién matemaética de dicho proceso, sentando asi las bases del movimiento Browniano, razén
por la cual éste proceso se denomina frecuentemente proceso de Wiener.

A partir de la formalizacién matematica dada por Wiener en 1923 al movimiento Brownia-
no, éste se convirti6é en un 4rea de investigacién muy activa. Desde entonces, se han gene-
rado y se siguen generando elegantes e importantes descubrimientos relacionados con éste
proceso estocdstico, no solo en la matematica, sino en ciencias como la fisica y la quimica,
finanzas, entre otras.

Luego de dicha formalizacién, muchos investigadores a nivel mundial se concentraron

en extender el movimiento Browniano a una medida en varias variables surgiendo asi la



Introduccion 2

llamada hoja Browniana la cual fue introducida por el estadistico Kitagawa en 1951, para
realizar andlisis de varianza en tiempo continuo.

Definimos entonces la hoja Browniana, movimiento Browniano en dos parametros o pro-
ceso de Wiener en dos pardmetros como un proceso estocastico de dos parametros {W(z),z =
(x,¥) € R%} definido sobre un espacio de probabilidad (Q), F, P) que satisface las siguientes

condiciones:

(i) W(R) € N(0,A(R)) para todo R=[x1, x2) X [y1,y2), A(R)=(x2 — x1)(y2 — ¥1), donde A de-

nota la medida de Lebesgue.
(i) W(O,y)= W(x,00=0 (0 < x,y < ).

(iii) W(z) es un proceso de incrementos independientes, es decir: W(R1), W(R3),. .., W(Ry),
(n=2,3,...) son variables aleatorias independientes si Ry, Ry, ..., Ry, son rectingulos

disjuntos.

(iv) W(z;w) tiene trayectorias continuas en z con probabilidad uno.

Un conjunto separado de ideas motivan el estudio de la hoja Browniana algunas de ellas
provienen del hecho de que este proceso es central para la teoria de integrales estocdsticas
multiparamétricas y es el ejemplo basico de una solucién a ecuaciones parciales estocasticas
de tipo hiperbdlica perturbadas por un ruido blanco. La hoja Browniana también est4 conec-
tada con el cédlculo de Malliavin. Este proceso también permite una representacién simple
del proceso de Ornstein-Uhlenbeck sobre un espacio de Wiener. Ademas la hoja Browniana
abre un amplio terreno de estudio en la teoria de potenciales.

Grandes investigadores como Pruit, Orey, Walsh entre otros, se encargaron de estudiar
el comportamiento de las trayectorias de éste proceso, asi como establecer un médulo de
continuidad y una ley del logaritmo iterado las cuales permiten medir las oscilaciones de

las trayectorias de la hoja.
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Debido a todo lo anterior hemos decidido realizar éste trabajo, el cual se basard en
la construcciéon del movimiento Browniano con su respectiva representacion en Matlab;
ademds extenderemos dicha construccién y representacion al movimiento Browniano en
dos parametros, el cual es también conocido como la hoja Browniana. Asi hemos decidido
estructurar éste trabajo de la siguiente manera:

Capitulo I: en éste capitulo recordaremos las definiciones de espacios de probabilidad,
variables aleatorias, vectores aleatorios y procesos estocasticos, asi como mencionaremos las
desigualdades relevantes, los teoremas, lemas y corolarios que necesitaremos en el resto de
los capitulos, tales como: el teorema de Egorov’s, Criterio de Convergencia de Kolmogorov,
Teorema de tres series de Kolmogorov, lema de Borel-Cantelli, entre otros.

Capitulo II: daremos la definicion del movimiento Browniano, asi como mencionare-
mos algunas de sus propiedades, luego demostraremos la existencia de éste movimiento
construyendo un proceso que satisfaga todas sus propiedades, y finalmente daremos su re-
presentacién en Matlab.

Capitulo III: en ésta parte daremos la definiciéon de la hoja Browniana, mencionaremos
algunas de sus propiedades y extenderemos la construccién del movimiento Browniano
hecha en el capitulo II, luego representaremos la hoja Browniana en Matlab y mencionare-

mos algunas areas de estudio donde éste proceso es aplicado.



Capitulo 1

Definiciones y conceptos preliminares.

1.1 Espacios de probabilidad

En ésta parte recordaremos algunas definiciones sobre espacios de probabilidad, la medida
de probabilidad y algunas de sus propiedades, asi como las variables aleatorias. Las cuales
seran necesarias para las demostraciones que realizaremos en los capitulos posteriores. Al-
gunas de las demostraciones que se encuentran en éste capitulo serdn omitidas, sin embargo
indicamos los libros donde pueden ser encontradas.

Sea () un espacio muestral, A un evento de Q).

Definicién 1.1 Denotaremos a la familia de subconjuntos de () formada por los eventos,

como la o -dlgebra F, con las siguientes propiedades:

1. ©eF.
2. A€ F = AC € F donde AC = Q\ A es el complemento de A en Q.

3. Al,Ag,...GF:>A::U§11A,-€}".
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Asi pues, la o-dlgebra F es cerrada bajo, uniones numerables, intersecciones numerables,

diferencias y complementos.
Definicién 1.2 El par (Q), F) es llamado un espacio medible.

Definicién 1.3 Sea () un espacio muestral y F una familia de eventos de (). Una medida
de probabilidad o probabilidad sobre el espacio medible (Q), F), es una funcién P :F — [0,1]

definida sobre F que satisface lo siguiente:
1. P es no negativa, es decir para todo evento A € F se tiene que P(A)> 0
2. P(©)=0, P (O)=1

3. Si Ay, Ay, ... € Fy{A;}$2,sondisjuntos dos a dos, es decir A; N Aj =@ para cada

i # j, entonces:
P (U Ai> =) _P(A)).
i=1 i=1
Definicién 1.4 La terna (Q),F,P) se denomina espacio de probabilidad, y el valor P(A) se de-

nomina probabilidad de A.

Los subconjuntos F de () que pertenecen a F son llamados conjuntos F-medibles. En el

contexto de probabilidad esos conjuntos son llamados eventos y utilizamos la interpretacion:

P(F) = “laprobabilidad de que el evento F ocurra”

En particular, si P(F )=1 decimos que F ocurre con probabilidad 1, o casi seguramente

(c.s).
Dada alguna familia ¢/ de subconjuntos de () se tiene que la o- dlgebra més pequefia que

contiene a U es Hy;:

Hu=N{H; H o-algebrade OO, U C H}
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y decimos que Hy; es la o-dlgebra generada por U.

Definicién 1.5 Si (Q),F, P) es un espacio de probabilididad, entonces una funcién Y: (2 —R"

es llamada F-medible si:
Y HU):={we; Y(w)eU} e F

para todo conjunto abierto U € R", (o equivalentemente para todo conjunto de Borel U C

R").

Definicién 1.6 Sea ((2,F, P) un espacio de probabilidad y sea (R, B) el espacio probabili-
zable formado por la recta real R y la o-dlgebra de los conjuntos de Borel B=5 (R).

Una aplicacién X: (O, F) — (R,B) es una variable aleatoria F-medible si y solo si X~1(B)
€ F,paratodo B C B ; es decir:

X 1IB)={weQ: X(w)eB}eF

es un evento.

1.2 Densidad

Definicién 1.7 Una funcién f : R — R es una funcién de densidad sobre R si y solo si f

satisface las siguientes condiciones:
i. Paratodox € R, f(x) > 0.
i. [T f(u)du=1.

Definicién 1.8 Una variable aleatoria X es continua o absolutamente continua si existe una

funcién de densidad f tal que para todoa € R
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F(a) = P(X < a) — / “00 F(u)du,

En este caso f se denomina funcion de densidad de probabilidad de X.

Ejemplo 1.1 La funcién definida por

es llamada funcion de densidad normal estdndar y su integral:
1 o2
N(x) = — / e2d
(¥)=—7=| erdy
es la funcion de distribucion normal estdndar.

Por otro lado podemos considerar la siguiente desigualdad, la cual es muy utilizada con
la distribucién normal, y que de hecho consideraremos més adelante para realizar algunas

demostraciones.

Lema 1.1 Para cada x > 0, se satisface:

x —X2 00 —u2
5 e 2 < / e 2 du
x< + 1 x

N

IA
K| =
o
o

Demostracion:

Integrando por partes se tiene que:
o0 1 1 ;uzd 1 =2 11
PR 2 = 2
/x ( + uZ) e Uu=x ‘ez2. (1.1)

2 —x
/ e 2 du<xlez. (1.2)
X

De aqui tenemos:

Para la otra desigualdad, utilizamos el hecho de que x < u < oo, y por monotonia de la

integral se sigue que:

o0 _112 o0 —u
/ (1 + lz) e 2 du < (14 x?) / e 2 du. (1.3)
x u x
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Aside (1.1),(1.2) y (1.3) se tiene:

x 2 oo _ 2 1 -2
eTx S/ e%dug_eTx.
x2+1 x X

Que era lo que se queria demostrar. O

Ahora mencionaremos la siguiente desigualdad, la cual serd de utilidad en las préximas

secciones:

Si 0<x<1 entonces se satisface que 1—x <e 7, (1.4)

En efecto pues, notemos que para 0 < x < 1:

0 4
—log(1—x) =272x

luego multiplicando por -1 y aplicando exponencial a ambos lados se obtiene la desigualdad

deseada. 0

1.3 Esperanzay varianza de variables aleatorias.

Unas de las caracteristicas interesantes de una variable aleatoria son la esperanza, la va-

rianza y los momentos.

Definicién 1.9 Si X es una variable aleatoria discreta con probabilidades p, = P(X = x;),

entonces:

o La esperanza se define como:

px =EX =) xpy
k=1
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o La varianza se define como:

[e¢]

0% = var(X) = Y (x — 1x)*pr.
k=1

Definicién 1.10 Si X es una variable aleatoria con densidad f, entonces

o La esperanza se define como:
ux = EX = / xf(x)dx.

o La varianza es definida como:

[e0]

0% = var(X) = / (x — ux)?f(x)dx.

—00

Un resultado que consideraremos luego es el siguiente:

Proposicién 1.1 Si Y es una variable aleatoria tal que var(Y)=0 entonces Y=E(Y) casi segu-

ramente respecto a la medida.

1.4 Vectores aleatorios

En lo que sigue utilizaremos estructuras aleatorias finito-dimensionales e infinito-dimensio-
nales. Iniciamos con los vectores aleatorios finito-dimensionales, antes de definir un proceso

estocastico.

Definicion 1.11 Un vector X= (X1,X>,...,X,;) es un vector aleatorio n-dimensional si sus com-
1,42
ponentes X1,X»,..., X, son variables aleatorias reales unidimensionales definidas sobre un

mismo espacio de probabilidad (Q),F, P).

Andlogamente a las variables aleatorias reales unidimensionales, podemos introducir
las definiciones de funcién de distribucién, esperanza y matriz de covarianza de un vector

aleatorio.
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Definicién 1.12 Un vector X= (X1,X>,...,X};) es un vector aleatorio n — dimensional si sus
componentes Xj,X»,. .., X, son variables aleatorias reales unidimensionales definidas sobre

un mismo espacio de probabilidad (€2, F, P).
Definicién 1.13 La funcién Fx: R” — R
Fx(x) = P(X1<x,X0<xp,...,Xn < xy)
= PH{w:Xj(w) <xq,..., Xn(w) < x}),

donde x=(x1,x2,...,x,) € R", es la funcion de distribucion Fx de X.

Definicién 1.14 Si la distribucién de un vector aleatorio X tiene densidad fx, podemos re-

presentar la funcion de distribucion conjunta Fx de X como:
Fx(x1, .o X0 )= [ W yn)dy - . dyn, con (x1, ..., Xz)€ R
Donde la densidad es una funcién que satisface lo siguiente:

fx(x) >0 para todo x € R" (1.5)

X1 Xn
Km...[wfx(yl,...,yn)dyl...dyn: 1. (1.6)
Ejemplo 1.2 La funcién definida como:

1 —Lx—p) = Y (x—p)T n
fx(x) = (27T)”/2(det2)1/2e{ 20E 1)) x € RY, (1.7)

Para algtin 4 € R™ y X una matriz simétrica definida positiva; es una densidad en R" pues

se puede verificar que (1.5) y (1.6) se cumplen, ademds a los vectores aleatorios con ésta
densidad se les llaman vectores aleatorios gaussianos o normales.

Ahora bien, la esperanza de un vector aleatorio tiene una funcién similar al valor es-
perado de una variable aleatoria. Asi, los valores de X(w) son concentrados alrededor de

ésta.
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Definicién 1.15 La Esperanza de un vector aleatorio X es dada por:
ux = EX=(EXy,.. . EXy).
Definicion 1.16 La Matriz de Covarianza de X es definida como:
Yx(i,j)=cov (X;, Xp):i,j=1,...,n,
donde
cov(X; Xj) = E[(Xi — pux,)(Xj — px;)]
= E(XiXj) — px;hx;
es la covarianza de X; y X;. Ademés cov(X;, X;)= 0% .

En general, podemos escribir: Zx = E[(X — ux)T (X — ux)].

De aqui en adelante denotaremos como:

2
01 012+ Oin
2
021 O -+ Opp
Y= ,
2
On1 On2 e ann

donde 02 = var(X;) = cov(X;, X;) parai =1,...,n;y parai # j (71.2]- = cov(X;, X;).

Ahora consideremos el siguiente resultado, el cual utilizaremos con frecuencia:
Teorema 1.1 Sean X; : () — R variables aleatorias; con 1 < i < n. Entonces:
X=(Xy,...,X;) es normal
siy solo si
Y=)""; A;X; es normal para todo Ay,...,A, € R.

La demostracion de éste teorema la podemos encontrar en [5].
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Ejemplo 1.3 En el ejemplo 1.2, se puede apreciar que la densidad de un vector aleatorio

Normal X y por lo tanto, su distribucién estdn completamente determinados por su espe-

ranza y y matriz de covarianza ¥, por ésta razén de aqui en adelante utilizaremos la notacién

N (u,%) para identificar a un vector aleatorio normal n-dimensional X con media y y matriz

de covarianza X.

De manera andloga a la propiedad de las variables aleatorias normales, tenemos el si-

guiente resultado:

Proposicién 1.2 Sea X=(Xj,. .., Xy;) un vector aleatorio que tiene distribuciéon NV (¢,X) y A una

matriz m xn. Entonces AXT tiene distribucion NV (AuT,AZAT).

Demostracién:

Sea X un vector aleatorio tal que X~ N (1,Z), y sea Y= AXT donde

a11

a1

X=(X1(w),..., Xp(w)) = (xq,..

Al multiplicar las matrices A y XT obtenemos:

aixi+

ax X1+

A1 X1+

A1n

A2n

.,Xn), para cada w € Q.

+a1nXn

+ax,xp

+aAmnXn

Ahora bien, por hipoétesis X es normal, asi que del Teorema 1.1, se sigue que cualquier

combinacién lineal de las componentes de X es una variable aleatoria normal, asi cada una
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de las componentes del vector Y es normal. Luego para ver que Y es normal consideramos

lo siguiente. Sean Ay, ..., A, escalares en R entonces:

A (a11X1 + -+ 111nxn) +--- )\n(amlxl + -+ amnxn) =
= xi(Man + - Aplg) + -+ Xa (a1 + 00+ Anlin),
utilizando el hecho de que el vector X es normal y el teorema 1.1, obtenemos la normalidad

del vector Y. Ahora bien, utilizando linealidad de la esperanza y multiplicacién de un vector

por una matriz obtenemos:

an A1n
EX;
a o .. a n
. 21 2 ,
EX,
Am1 - Omn
es decir: EY:AyT, pues u=E X=(E Xy,...,.EXy ).
También podemos verificar que: Zy=A & AT,
Por lo tanto Y tiene distribucién N (AuT , A = AT). a

1.5 Independencia
Definicién 1.17 Dos eventos Ay y Ay son independientes si:
P(A1NAy) = P(A1)P(Ay),
Definicién 1.18 Dos variables aleatorias X; y X, son independientes si:
P(Xy € By, Xy € By) = P(X; € B1)P(X; € By),

para todo subconjunto B; y B, borelianos de R

13
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Definicién 1.19 Los eventos Ay, ..., A, son independientes si, para cualquier eleccién de indices

1<ip<...<iy<nyenterosl <k <mn,

P(Aj, M-+ NA;) =P(A;) - P(A;).

i1

Definicién 1.20 Las variables aleatorias Xj, ..., X;; son independientes, si para cualquier elec-
cién de indices 1 <i; < ... < iy < n, enteros donde 1 < k < n y cualesquiera borelianos By,
...,BpdeR

P(X;, €Bi,...,X; €B;)=P(X; €B;)---P(X;, €B,).

Es decir los eventos {X; € By},...,{X, € B,} son independientes.
También podemos decir que:
Las variables aleatorias X3, ..., X, son independientes si y sélo si su funcién de distribu-

cién conjunta puede ser escrita como sigue:

Fx,,..x,(x1,...,xn) = Fx,(x1) ... Fx,(xn), (x1,...,%;) € R".

Si el vector X=(Xj, ..., X;) tiene densidad fx, entonces Xy, ..., X;, son independientes si'y
sélo si:

fxx, = fx,(x1) - fx,(xn), (x1,...,x2) € R".

Un resultado interesante y que consideraremos més adelante es el siguiente:

Proposicién 1.3 Sea Y un vector aleatorio en R" definido comoY = (Y3, ..., Yy), tal que

Y ~ N(p,2) con u € R" y ¥ sumatriz n X n de covarianzas entonces se verifica que:
Y. es diagonal si y solo si las componentes de Y son independientes.

Demostracién: Supongamos primero que las componentes de Y son independientes,

ademads sabemos que:



Capitulo 1. Preliminares

o1 012 - Oip
5 _ 021 17222 Tt O2p ’
Ol Ow ot Oy
donde o7 = wvar(Y;) = E[(Y;—p;)? para i =1,...,n;y para los i # j tenemos
que o 1] = cov(Y;,Y;) = E[Y;Yj] — E[Y;]E[Y]]. Luego por la suposicién hecha sobre la inde-
pendencia tenemos que (72 E[Y;]E[Y]] — E[Y;]E[Y;] = 0. De donde obtenemos que X es
diagonal.

Ahora supongamos que X es diagonal y del ejemplo 1.2 tenemos que la funcién de den-

sidad gaussiana de Y es:

1 vy (y—i)T n

como X es diagonal se tiene que det(X)#0 y podemos obtener ! como:

1
10 0
‘7121
1
s1_ 0 =z 0
0 0 Uén

Luego desarrollando el argumento de la exponencial:

(Yn — pn)?

2
Uhin

2
e
11

Asi por propiedad de la exponencial y lo anterior podemos escribir la densidad como:

1 —(y1—11)? 1 ~(1p-1)? 1 —(yn—pn)?

fY (Y) _ e 2a121 202

22 207,

V2o V2ron RV T
fro(1) - fr, (Yn)-

Con lo cual concluimos la demostracion. O

15
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1.6 Procesos Estocasticos

Los procesos estocasticos son estructuras aleatorias infinito-dimensionales. La teoria de pro-
cesos aleatorios se basa en el estudio y modelacion de sistemas que evolucionan a lo largo

del tiempo o del espacio de manera aleatoria, asi tenemos la siguiente definicién:

Definicién 1.21 Sea el espacio de probabilidad (€),F, P). Un proceso estocdstico X es una
coleccion de variables aleatorias {X;}cT, definidas sobre un espacio de probabilidad
(), F, P), y que asumen valores en R". El espacio de pardmetros T es usualmente conside-
rado como la semirecta [0,00), subintervalos [a,b] o también los enteros no negativos.

Otra manera de ver los procesos estocdsticos, es como una funcién de dos variables:

Xt . (Q,F,P) — (R,B)

w — Xi(w)€R.
Es dedir,
e Para todo instante de tiempo fijo t, X;=Xt(w), w € Q) es una variable aleatoria.

e Para todo w € () fijo, X;=X;(w) es una funcién del tiempo o trayectoria muestral del

proceso X.

Observacion: También podemos considerar T=[0, 00) X [0, o), obteniendo asi un proceso
estocastico de dos pardmetros {X;: z € R%} donde R? es el cuadrante positivo del plano
y X:=X(2):=X(x,y,w), con x,y € R. Este es el tipo de procesos los consideraremos en el

capitulo III para definir la hoja Browniana.

Ejemplo 1.4 X;: ntiimero de personas que esperan un autobids en un instante { donde

t € [10,11].
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De manera analoga a las variables aleatorias y los vectores aleatorios, también podemos
hablar de las caracteristicas no aleatorias de un proceso estocdstico, tales como son su dis-

tribucién, esperanza, covarianza, etc.
Uno de los aspectos importantes de los procesos estocasticos es que pueden ser considera-
dos como una coleccién de vectores aleatorios, lo cual motiva la siguiente definicién,

Definicién 1.22 Las distribuciones finito dimensionales (fidis) del proceso estocéstico X son las

distribuciones de los vectores finito dimensionales
(Xepreo o Xey) t1, .. tn €T
para toda posible eleccién de tiempos t1,...,t, € T (unintervalo) y todon > 1.

Definicién 1.23 Sea X=(X;, t € T), T C R un proceso estocastico entonces la funcién esperanza

de X es definida como:
ux(H)=pux,=EX;, cont € T.

Definicién 1.24 Sea X=(X;, t € T), T C R un proceso estocastico entonces la funcién de cova-

rianza de X es definida como:
cx(t,8)=cov(Xt,Xs)=E [( Xt - pux(#) )( Xs - px(s))], donde t,s € T.

Definicién 1.25 Sea X=(X;, t € T), T C R un proceso estocdstico entonces la funcién de va-

rianza de X es definida como:
*x(H)=cx(t,)=var(Xs), con t € T.

Ejemplo 1.5 Un proceso estocéstico es llamado gaussiano si todas sus fidis son Gaussianas

multivariadas. Y vimos en el ejemplo (1.3) que los pardmetros i y X de un vector gaussiano
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son su esperanza y matriz de covarianza respectivamente. Por lo tanto la distribucién de un
proceso estocdstico Gaussiano estd completamente determinado por su vector de medias y

su funcién de covarianza.

Los procesos estocasticos se pueden clasificar de distintas maneras y una de ellas es a
través de las caracteristicas probabilisticas de las variables aleatorias. Una manera espe-
cial de clasificarlos es mediante una estructura de dependencia, lo cual nos motiva a dar la

siguiente definicion:

Definicién 1.26 Un proceso estocastico X=(X;, t € T), T C R es estrictamente estacionario si las

distribuciones finito dimensionales verifican lo siguiente:

d
(th,. Y th ):(th—l-h/' .oy th_|_h )

para toda eleccién de indices ty,...,t, € T, n >1yhtal que t; +h,...,t, +h € T. Donde 4
indica la igualdad en distribucién, es decir los vectores anteriores tienen la misma funcién

de distribucién.

En particular si X es un proceso estrictamente estacionario, entonces para cualquier f; y
thenTcont; < tryty =t +hparaalgan h > 0, se tiene X;, = X;,, por lo tanto X es un

proceso de variables aleatorias idénticamente distribuidas.

Ejemplo 1.6 Sea X=(X;, t € T) un proceso con T=[0,00) 6 T=Z.

Un ejemplo de proceso estrictamente estacionario es una sucesion de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas X;, t € T. Dado que un proceso Gaussiano X
es determinado por sus funciones de esperanzas y covarianzas, se tiene que la definicién de

proceso estrictamente estacionario se reduce a:
px(t+h) = px(t) y ex(t+h,s +h) = cx(t,s),

paratodos,t € T,yhtalques+h,t+heT.

18
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En particular, tenemos que: jux(t)=px(0) para todo t, y cx(t, s)=cx(t —5,0) = ¢ (|t — s|) tomando
h = —s donde Cx es una funcién de una variable. Es decir, un proceso Gaussiano estricta-
mente estacionario tiene funcién de esperanza constante y la funciéon de covarianza sélo
depende de la distancia |t — s| entre las variables en consideracion.

Sea X=(X{,t € T) un proceso estocastico y T C R un intervalo, entonces:

Definiciéon 1.27 X tiene incrementos estacionarios si:

Xy — Xs gXHh — Xgypparatodot,s€ Tyhtalquet+h,s+heT

Definicién 1.28 X tiene incrementos independientes si para toda eleccion de t; € T con t; <

Lo<tyyn=>1,
Xty — Xtye o o Xty — Xt

son variables aleatorias independientes.

Definicién 1.29 Un proceso estocastico X=(X;, t € [0,00)) es H — auto — similar para algin

H > 0 si sus fidis satisfacen la condicion:
d
@ Xy, 0 X ) =Xty - Xat,),
para todo a« > 0, toda elecciéon de indices t; > 0,i =1,...,nyn > 1.

Intuitivamente, si un proceso es autosimilar entonces las trayectorias de (aH Xty o Xt,)y
de (Xaty,- - - Xat,) aun cuando no son idénticas, son similares visualmente. El proceso mas
estudiado que satisface ésta propiedad es el movimiento Browniano fraccionario.

A continuacién enunciaremos tres resultados importantes que utilizaremos en los proxi-

mos capitulos y cuyas demostraciones las podemos encontrar en [7].
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Lema 1.2 (Lema de Borel-Cantelli) Sea { A, } una sucesién de eventos. Si.

Y P(An) < oo,
n
entonces

P([Ayio]) =P (limsupA,) =0.

n—oo

Donde i.0 indica infinita veces.

Teorema 1.2 (Criterio de Convergencia de Kolmogorov). Supongamos que {X,

es una sucesion de variables aleatorias independientes. Si
(e°]
Y Var(Xj) < oo,
j=1

entonces

M

(X; — E(X;)) converge casi seguramente.
1

]

:n > 1}

Teorema 1.3 (Teorema de tres series de Kolmogorov). Sean {X,, : n > 1} una sucesién de

variables aleatorias independientes, luego las siguientes afirmaciones son equivalentes:

e Laserie ), X, converge casi seguramente.
e Existe una constante K > 0 tal que las siguientes tres series convergen:
i T P(|X0] > K);

ii. ¥ E(Xnljx,|<k);

iii. ¥, Var(Xpl|x, <k)-



Capitulo 1. Preliminares

21

Un resultado importante que se desprende de éste tiltimo teorema y que utilizaremos a

lo largo del trabajo es el siguiente:

Corolario 1.1 Sean {X,, : n > 1} una sucesion de variables aleatorias independientes, nor-

malmente distribuidas con E(X,,) = uy, var(X,) = 02, entonces:

Z X, converge casi seguramente siy solo si Z Un, Z 02 < 0.
n n n

Demostracion:

Supongamos primero que Y, #, y Y. 02 < oo, entonces por el criterio de convergencia de

Kolmogorov, se tiene que:
(o)
Y (Xu —E(Xyn)) converge casi seguramente.
n=1
Ademds sabemos que ), ji, converge casi seguramente. Por lo tanto

Y X, converge casi seguramente.
n

Ahora supongamos que ), X, converge casi seguramente, entonces por el Teorema 1.3,

existe C > 0 tal que:

Y _P(|Xu] > C); ZE(Xﬂl\Xn\SC); ZVW(Xn1|Xn\§C) convergen. (1.8)
n n

n
Ademds podemos escribir para todo n > 1:

Por otra parte, se tiene por (1.8) y el lema 1.2 que:

P{|Xu| >CVn>1}) =0 (cs); (1.10)
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Entonces por linealidad de la esperanza, (1.8) y (1.10):

Y E(Xu) =Y E[Xuljx, <c] + ) E[Xul|x,>c] (1.11)

Asi, por (1.8), (1.10) y (1.11):
Y E(Xy) < 0. (1.12)

n

Por otro lado, podemos escribir:

Y Var[Xy] =) Var[Xu1x,<c] + )_ Var[Xulx,>c] — Y Cov(Xnl|x,|<c, Xnl|x,[>C)-
n n n n
(1.13)

A partir de la definicién de varianza, (1.10) y (1.12) tenemos que para todo n > 1:

Var[Xulgx,>cyl = EXulgx,>c1)” — (E(Xulgx,>cp)
= E[Xulyx,>c))® (cs)
= E[X3l{x,>c}] (cs)
= 0 (cs),

ya que P({|X,| > CVn > 1})=0cs.
Ademas utilizando (1.10) y el hecho de que los conjuntos {|X,| > C} y {|X,| < C} son
disjuntos tenemos que:

COU(an\X,,\SC’ an\X”|>C) =0.

Asi de lo anterior, (1.8) y (1.13):

Y Var(Xulyx,scy) <o (cs). (1.14)

Con lo cual se obtiene lo que se queria demostrar.

22
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Como hemos mencionado anteriormente los procesos estocasticos se pueden clasificar
de acuerdo a las propiedades probabilisticas de las variables aleatorias, asi entre éstas clasi-
ticaciones tenemos a los procesos de incrementos independientes, y uno de los ejemplos mas
importantes de éste tipo de procesos es el movimiento Browniano, el cual estudiaremos a

continuacion.

23



Capitulo 2

Movimiento Browniano.

El movimiento Browniano o proceso de Wiener es el nombre dado al movimiento irregular
que realizan las particulas de polen suspendidas en un liquido. Este movimiento fue obser-
vado por el botédnico inglés Robert Brown (1773-1858) en 1827, cuando investigaba el polen
de diversas plantas. Observé que el polen de las muestras preparadas para la observacién en
microscopio estaban en constante movimiento. Como éste se repetia con todos los tipos de
sustancias organicas, crey6 que habia encontrado la molécula primitiva de los seres vivos,
sin embargo también encontré que las sustancias inorganicas como el polvo, presentaban el

mismo comportamiento.

A partir de aqui aparecen distintos investigadores, que trataron de explicar éste feno-
meno. De entre todos se destacan los siguientes: en 1858 Regnault pensé que el movimiento
era causado por el calentamiento irregular de la muestra provocado por la luz incidente. En
1863 Weiner comprueba que el movimiento no es mantenido por fuerzas de una particula
sobre otra, ni por diferencias de temperatura ni por evaporacién. Cantoni y Ochl en 1865
comprobaron que el movimiento de las particulas continuaba a pesar de mantener durante

un afio el liquido con las particulas entre dos ldminas de vidrio selladas y sin mover el ex-

24
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perimento. Exner en 1867 encuentra que el movimiento es tanto mas rapido cuanto maés
pequefias son las particulas, mas luz y mds calor reciben. En 1870 Jevons da la idea que
el movimiento es causado por fuerzas de naturaleza eléctrica, sin embargo Dancer, en el
mismo afio demuestra claramente el error del razonamiento de Jevons. En 1877, Delsaux
expresé por primera vez que el origen del movimiento Browniano esta en el impacto en-
tre las moléculas del soluto con las del disolvente. También éste punto de vista fue dado
independientemente por Carbonelle en el mismo afio. Ninguno de ellos lo demostré ade-

cuadamente y sus ideas no fueron tenidas en consideracion.

La primera investigacion precisa fue realizada por Guoy en 1888, quién concluy6 que
el movimiento era mds intenso cuando la viscosidad del disolvente era menor y relacion6
el movimiento a la agitacion térmica molecular del liquido. En 1900 Louis Bachelier (1870-
1946) utiliz6 el movimiento para la descripcion del cambio de los precios de las bolsas de
valores. Después de muchos intentos por explicar el fenémeno en 1905 Einstein (1879- 1955)
constituye uno de los puntos culminantes de la larga investigaciéon sobre la deduccién de las
leyes que gobiernan el movimiento Browniano.

Sin embargo la estructura matematica del movimiento Browniano, tal y como se la conoce
hoy en dia, es debida la matematico norteamericano Norbert Wiener (1894-1964) en 1923.

Por ésta razén el movimiento Browniano es también conocido como el proceso de Wiener.

2.1 Definicion.

Definicién 2.1 Un proceso estocdstico W=(W(t,w)=W(t); t € [0,00)) definido sobre un espa-
cio de probabilidad (Q},F, P) es llamado proceso de Wiener o movimiento Browniano si satisface

las siguientes condiciones:

i. W(0)=0 para casi todo w, (empieza en cero),
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ii. W()-W(s) € N(0,t-s), para todo 0< s < t < oo,

iii. W(t ) es un proceso de incrementos independientes, es decir:
W(t2)-W(t1), W(t3)-W(2),. .., W(t;)-W(t;_1) son variables aleatorias independientes para
todo0 <t <thp <t3< ... <t 1<t <00(i=23,...),

iv. W(t, w)tiene trayectorias continuas en t con probabilidad uno.

2.2 Propiedades.

A partir de la definicién anterior podemos obtener las siguientes propiedades del movimiento

Browniano:

a. Para cada t € [0,00), W(t) tiene distribucion N (0,t), esto se sigue de la parte (ii) de la

definicién, haciendo s=0 y utilizando (i).

b. W es un proceso Gaussiano.
En efecto, pues:
Sean ty,...,t, elementos de [0,00), «1,...,&;, nimeros reales, y consideremos A; como

)Ll-:z;?:i a; con n natural, entonces:
uW(t) +...+a,W(t,) =
= (M = A)W(t1) 4 ..o+ (Ap1 — A)W(t—1) + AW (tn)
= MW(t) + A (W(t) —W(H)) + ... + An(W(t,) — W(t,-1)),

Ahora bien, como los incrementos son normales e independientes, se tiene por el teo-

rema 1.1 que (W(ty),..., W(t;)) es normal.

c. Las Variables W(t)-W(s) y W(t-s) tienen distribuciéon N (0, t-s) con s < t.
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Pues, por (i),(ii) y la estacionariedad, se tiene que:

W) —W(s) £ W(t—s)—W(s—s)
L W(t—s)—W(0)

|l

Entonces de a. se tiene que W (t-s) tiene distribucion N (0, t-s). De hecho W(t)-W(s) y
W(t-s) tienen la misma distribucién pues son variables aleatorias normales con igual

media y varianza, asi podemos escribir: W(t)-W(s)g W(t —s).

. La funcién de covarianza del movimiento Browniano es:
cw(s, t) = E[W(s)W(t)] = min(s,t).

En efecto pues, utilizando (i), (ii), (iii), tenemos para s < t que:

cw(s t) = EW(s)W(t)
= E[W(s)W(t) — W(s)? + W(s)?]
= E[W(s)(W(t) — W(s))] + E[W(s)?]
= E[W(s)|E[W(t) — W(s)] + E[W(s)?]
= 0+s
= min(s,t).

Sit < s el procedimiento es analogo.

. El movimiento Browniano es un proceso gaussiano con:

uw(t)=0y cw(s, t)=min(s, t).

En efecto, pues,

A partir de la parte (i), (ii) de la definicion se tiene que la funcién de esperanzas es:
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uw(t)=EW(t)=0,

y el hecho de que cy (s, t)=min(s,t) lo obtuvimos en la parte anterior, como W es un
proceso gaussiano, entonces estd completamente determinado por sus funciones de

esperanza y covarianza, con lo cual se sigue el resultado.

f. Si W es un movimiento Browniano, se tienen las siguientes transformaciones de W:

- (Simetria). El proceso -W(t), t>0, es un movimiento Browniano.

— (Escala en el tiempo). Para todo ¢>0, el proceso cW(t/ cz), t >0 es un movimiento

Browniano.

— (Inversién en el tiempo). El proceso X definido por: X(0)=0, X(t)=tW(1/t) para

t > 0 es un movimiento Browniano.

g. Para algtin s > 0 fijo, el proceso W(t + 5)-W(s), t > 0, es un movimiento Browniano
independiente de c(W(u), u < s ), donde c(W(u), u < s ) representa la sigma algebra

generada por las variables aleatorias W(u) para u <s.

En base a las propiedades que hemos mencionado del movimiento Browniano, se puede

obtener una definicién equivalente, que enunciaremos en el siguiente teorema:

Teorema 2.1 Sea X=(X; = X(t), t € T) un proceso estocastico, entonces X es un movimiento

Browniano si y solo si
(i) X es un proceso gaussiano.
(ii) px(t)=0paratodot €T (el proceso es centrado).

(iii) cx(s,t)=min(s,t) para cada par s y t de elementos de T.
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(iv) X tiene trayectorias continuas.

Demostracién:

Supongamos primero que X satisface las condiciones (i),(ii),(iii) y (iv) y veamos que X es un

movimiento Browniano:

e Por (ii) se tiene que ux(t)=0 para todo t € T, en particular se satisface paraquet =0y

por (iii) se tiene que var(X()=0, asi por la proposicién 1.1 Xy = 0 c.s.

e Dado que X es un proceso gaussiano se tiene por el ejemplo 1.5 que cualquier coleccién
tinita de variables aleatorias de X es gaussiana, luego por el teorema 1.1 se tiene que
en particular X; — X, es normal para t y s elementos de T con s < t. Por otro lado
utilizando linealidad de la esperanza e (ii) obtenemos que E[X; — X,]=0, y por (iii) la

var[X; — Xs]=t — s. Obteniéndose asi que X; — X ~ N(0,t — s).
e Veamos que X tiene incrementos independientes:
Sean tq,...,t; € T, entonces los incrementos asociados a éstos indices son:
th — Xfl, .. .,th — th—l;
estos incrementos son gaussianos:

Sean K1,..., 0y escalares en R, entonces:
Dél(th — th) + ...+ ocn(th — th—l);

es combinacién lineal de variables gaussianas y como por hipétesis X es gaussiano,
se tiene que el vector de incrementos es gaussianos por el teorema 1.1, como esto
sucede para cualquier coleccion de elementos de T, se tiene que los incrementos son
gaussianos. Ahora para ver que los incrementos son independientes, es suficiente que

veamos su covarianza, Ya que son gaussianos.
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Sean i, j enteros no negativos tales que i > j, entonces, por linealidad de la esperanza

y (iii):

COU[(Xti - Xfiq)f (th - Xi]q)] = E[Xfith] - E[Xtinjq] - E[thXfiq] + E[Xti—lxtj—l] =0;

asi por la proposicion 1.3 se tiene que los incrementos son independientes, andlogamente se
procede si consideramos i < j.

Asi se tiene que X es por definicién un movimiento Browniano. La otra implicacién de la
demostracién la obtuvimos anteriormente utilizando las propiedades del movimiento Brow-
niano. De todo lo anterior y por la continuidad de las trayectorias, se tiene la equivalencia

de las definiciones. O

2.3 Construccion

El objetivo de ésta parte es dar una prueba constructiva de la existencia del movimiento
Browniano. Para ello, consideremos lo siguiente:

Sea {r;} una sucesién de ntimeros racionales diddicos positivos, es decir ntiimeros de
la forma k/2", k=1,2,3,..., n = 1,2,... y sea {X,,} una sucesiéon de variables aleatorias
independientes con distribuciéon N(0,1), definidas sobre un mismo espacio de probabilidad
(Q,F, P).

Sobre éste espacio de probabilidad construimos un movimiento Browniano de la si-

guiente manera:
i. W(0)=0y para todo entero positivo k > 0, definimos:
Wk)=X1+Xo+ ...+ Xk (2.1)

Con ésta definicion se tiene que W(k) es:
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e Normal por el teorema 1.1 ya que es la suma de variables aleatorias normales e

independientes.
e Es centrado por la linealidad de la esperanza y el hecho de que las {X,,} tienen
distribucion N (0,1).
e Sea 0 < k1 < ky < oo entonces por ser las {X;,} independientes se tiene que:
cov(W(kv), W(ka))=E[(W (ki) — E(W(k1))) (W(kz) — E(W(k2)))]
=E[W (ki)W (k2)]
=E[X}] + E[X1Xa] + - - - + E[X1 Xy,] +

+E[XoX1] + E[X3] + -+ + E[Xo X, | +

+E[Xi, X1] + E[Xj, Xa] + ...+ E[Xg ] + - - - + E[Xj, X,
=E[X}] + E[X3] +--- + E[X} ]

=var(Xq1) + - - - +var(Xy,)

=1+ +1
—k
=min(ky,kz).

ii. Para los racionales de la forma k + %, donde k es un entero positivo, definimos:

X1
W<k+1) _ W(k)+;/\7(k+1) . kzz.

5 (2.2)

Con ésta definicion se tiene que W(k + %) es:

e Normal por el teorema 1.1.

e Es centrado por la linealidad de la esperanza, la parte (i) anterior y el hecho de

que las {X,,} tienen distribucion N(0,1).
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e Sea0 < kj < ky < oo, por laindependencia de las {X;, } se tiene que E[W (i) X

E[X. i1 X, +1] 0 con i, j enteros positivos. Asi podemos escribir:

1 1 1 1
cov<W <k1—|—2> ,W(k2+2> ) _E [w <k1+2> W(k2+2)]
1 1
= EW U)W (k)] + S EW ()W (ko + 1)] 4+ L EIW (1) X, 4] +
1 1 1
+1 EW (ki + DW(k)] + JEW (ke + DW(ka + 1)) + JE[W(k +1)X,, 1] +
1 1 1
:imin(kl,kz) + imin(kl,kz +1)+ %min(kl +1,k) + imin(kl +1,ky+1)
=min <k1 + =, ko + >
iii. De acuerdo a la construccion se tiene que de manera recursiva hemos definido W(k/2")

conk=1,2,...; n=1,2,...,ngp, y satisface ser normal, centrado y tal que
cov(W(ky/2"),W(ky/2")) = min(ky/2", ko /2").

iv. Parak=1,2,...yn =np+1, sea:

W <2k + 1) W (3% k) + W(zk”) Xks1)2-

o ) 2 T o (2.3)

Y ademas W(zgﬁl ), también satisface que:

e Esnormal por el teorema 1.1.

e Es centrado por la linealidad de la esperanza, y la suposiciéon hecha en (iii) debida

a la construccion.

e Sea0 < ky < ky < 0o, con ky, kp enteros no negativos, entonces por la indepen-
dencia de las { X}, } y la suposicién hecha en (iii) dada la construccién se tiene que

para i, j enteros no negativos,

21 2i+1
E [W (27,> X(2j+1)2”] =E [W (2n> X(2j+1)2“] =E [X(2i+1)2*"X(2j+1)2*” =0.
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Asi podemos obtener:

cov < W <2k1+1

Jw(557)) e [ (3w (3)]+

1 2k1 2k2 +2 1 2k1 +2 Zkz

£ (F)w (550w (55w (3)] +

1 2k +2 2ky +2 1 2k
+4E{< w (55| + e [ (3) K] +

1 2k1 +2 1 2k»
e W () e+ gt [ () X +
1
+ ZW [ < ) 2k1+1)2"]+2n+1E [X(2k1+1)2*"X(2k2+1)2*"]
1

= ( (2k1/2")W(2k/2")) + 4E(W(2k1/2”)W((2kz-1—2)/2”))—I-

1 1
+ 2 E(W((2ky +2)/2")W (2k2/2”))+7E(W((2k1+2)/2”)W((2k2+2)/2”))
_1 (2 2k L 2k 2ky +2
4 on’ on 4 on’ on
" 1771111 2k1—|—2 2k2 . 2k1 +2 2ky +2

4 n on 7 on

= min(

2k; +1 2k7_ +1
4 2n .

v. Dada la construccién se puede verificar que para cualquier racional diddico no nega-

tivo 2% conk =1,2,...

yn = 1,2,..., se satisface que W(Zﬁn) es normal, centrado y
ky

cov(W(lzc—}q), W(’Zc—%)) = min (5%, 2—2) donde ]2<}1 y 2 son racionales diddicos no negativos.

Asi, se tiene que por induccién hemos definido nuestro proceso que satisface las condi-

ciones (i)-(iii) del teorema 2.1 para todo racional diddico positivo r, con n > 1.

Para un t > 0 arbitrario utilizamos la siguiente representacion:

donde ¢y(t) =0,1,2,...;

R0
-5

ex(t) =0,1,k=0,1,..., y definimos:
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W(t) = lim W(t,) (c.s)

n—oo

= Wleo(t) + Jim, 3= (V) ~ W(te) (e5),

donde t,, = 2;7:0 szﬁ

La existencia del limite de arriba se sigue del teorema de tres series de Kolmogorov, para

todo 0 < t < oo fijo. En efecto, pues:

Llamemos Yy = W(t;) — W(tx_1), es decir Yy son los incrementos del proceso definido
anteriormente sobre los racionales diddicos y que satisface las condiciones (i)-(iii) del teo-

rema 2.1, por lo tanto son normales e independientes. Ademas:

[ee]

E[Yk] < o0 pues Y ~ N(O, te — tk—l)
k=1

n——--oo n—=ao0o

lim ivar(Yk) = lim ivar(W(tk)—W(tk_ﬂ)
k=1 k=1

n

= lim Y ( —t 1)

n——~oo

k=1
n——aoo

= t—ty < oo

Luego,
Z E[Yk], Z var(Yk) < oo.
k=1 k=1

Ahora bien, por el corolario 1.1 tenemos que ) ;” ; Yi converge casi seguramente, es decir:

Y (W(tx) — W(tx_1)) converge casi seguramente.
k=1
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Asi hemos demostrado que para todo ¢t > 0 fijo, el limite:

n

lim Y (W(tx) — W(t_1)) (24)

n—oo

k=1
existe, y ademds también existe un conjunto )y C () de probabilidad cero tal que la serie

Y o1 (W(tx) — W(tg_1)) converge para todo w € Q) — Q.

Ahora veamos que la representacion de W () se satisface uniformemente en ¢ con probabi-

lidad uno. Para ver esto primero mostremos que:

sup [W(tx) — W(t-1)| < oo (c.s).
k=1 0<t<1

Para ello consideremos K = 2, u; = C,/2logK y C = constante > 1. Ademéas para un

proceso que satisface las condiciones (i)-(iii) del teorema 2.1 se tiene que W (tx) — W(tx_1) 4

W (ty — tx_1) donde por definicion t; = E 0 ]2] k € N asi:

1
sup [W(tx) = W(t-1)| >

)l >uy—| = P
0<t<1 VK

B

(3o

o ()]

K

— 2p \/_w( )>uk].

= P

| —

uego como = | tiene distribucion ,1), se tiene por la desigualda el lema
Lueg VKW (£ ) tiene distribucién A(0,1), se tiene por la desigualdad del 1

1.1 y mediante la acotacién hecha en el lema 3.1 del apéndice que:

p [ sup |W(tk) — W(te-1)| = uk% < 2Ke'?

0<t<1

Utilizando argumentos similares podemos obtener que:

n n
p [Z sup |W(tx) — W(t—1) Z
k=1 0<t<1 k=1
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Entonces por continuidad de la medida:

e} [e] 1 [e] —u2
P|Y sup [W(t) - Wit 1) > Y m—=| < Y 2Ke2.
k=1 0<t<1 =1 VK| &

2log2k

Consecuentemente, con L = }3°; \/ =~ y sustituyendo los valores de K'y 1y tenemos:

d 2 2
< = .
- k_zl 2k(C2-1) 2(C*-1) _1

p [Z sup |W(tx) — W(t-1)| = CL
=1 0<t<1

En el lado derecho obtenemos como cota una serie geométrica de razén %1) y haciendo

2(C
tender C — oo se tiene que:
P|Y. sup [W(ty) —W(t_1)| >CL| — 0.

k=1 0<t<1
Asi obtenemos el resultado deseado, es decir:

Y. sup [W(t) — W(k1)] < oo (c.s). (2.5)

k=1 0<t<1
Lo cual implica que:

sup |W(tx) — W(ty_1)] — 0 cuando k — oo (c.s). (2.6)

0<t<1

De donde
(W (tx) — W(tx_1)] — 0 cuandok — oo para todo t € [0,1] (c.s).

De aqui {W(tx)} es una sucesion de Cauchy en R y por ser R completo, se tiene que existe

W(t) en R, tal que:

lim W(t;) = W(t) para todo t € [0,1], (c.s).

k—o0

W(t) = W(eo(t)) + lim ) (W(tx) — W(ti—1)) (2.7)
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converge uniformemente en t con probabilidad 1.

Ahora veamos que el proceso {W(t) : 0 < t < oo} que hemos definido satisface las
condiciones del teorema 2.1, el cual es una definicién equivalente del movimiento Brow-

niano.

Dada la definicion de W(t) se tiene que el proceso {W(t#) : 0 < t < co}:

e Es normal, pues es la suma de variables aleatorias normales, centradas e indepen-

dientes, asi se tiene que convergen a una variable aleatoria normal.

e Para cada k natural f; es un racional diddico no negativo, y por la construccién que
hemos hecho sobre los racionales diddicos no negativos se tiene que W(#x) tiene dis-
tribucion N (0, t;) , asi por linealidad de la esperanza y el teorema de la convergencia

mondtona se tiene que el proceso {W(t) : 0 < t < co} es centrado.

i(t)
e Seal <s<t<ooys;= Zk 0 2k , Z 082] entonces:

Sj—8§j-1= 2].) con sj(s):0,1 y ¢€(s)=0,12,...,

y te —tg1 = elt) con ¢g(t)=0,1 ¢g(t)=0,1,2,...

Luego por la independencia, tenemos:
E[W(eo(s)) (W(t) = W(tk-1))] = E[(W(t) = W(tk-1))(W(sj) = W(sj-1))] =0,

ademads por ser el proceso centrado y haciendo uso del teorema de la convergencia

mondtona, obtenemos que:

cov(W(s), W(t))=E[(W(s) — E(W(s)))(W(t) — E(W(t)))] = E[W(s)W(¢)]
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n

lim Z W(t—1))W(eo(s))

n—o0 =1

;}lr{}oz W (te-1) hm Z Wi(s;- 1))]

_|_

=min(eo(t), €o(s)) + lim Z E[W(eo(t))(W(sj) —W(sj-1))] +
=1
+nhl>nw Z E[W(eo(s))(W(tk) — W(te—1))] +

m

+ lim lim Z ZE W(’fkfl))(W(Sj) - W(Sj—1>)]

n——-00 M ——00

k=1j=1
m

=&y (S) + mliinoo E(SJ — ijl)

=1
=¢o(s) +5—¢eo(s)

=min(s,t).
Analogamente se tiene sis > t.

e Ahora demostraremos que el proceso {W(t) : 0 < t < oo} tiene trayectorias continuas,
para ello utilizaremos el siguiente teorema, el cual da el médulo de continuidad del
movimiento Browniano o proceso de Wiener. Una de las formas a través de las cuales
podemos ver la continuidad y las oscilaciones de las trayectorias del movimiento Brow-
niano, es buscando un médulo de continuidad. Razén por la cual debemos introducir

la siguiente definicion:

Definicién 2.2  Una funcién g(-) es llamada mddulo de continuidad para la funcion
f:]0,T] —Rsi0<s<t<Tyl|t—s| <Jimplica que |f(t) — f(s)| < g(J) para todo
6 > 0. Un resultado relevante de P. Lévy (1937) asegura que g definida como:

g(0) :=4/20log (%), 6>0 (2.8)
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es un médulo de continuidad exacto para casi toda trayectoria Browniana, ésta afirmacién

es una consecuencia del siguiente teorema:

Teorema 2.2 (Médulo de Lévy (1937)).
Sea g: (0,1] — RT\{0} tal que g(6):=1/2d1og(1/J) se tiene que:

1
P |lim—— W(t) —W(s)| =1| =1.
gfgg((s)ofrg%ll (t) — W(s)|
-~

Demostracion:

Veamos primero que

1

lim—— W(t) — W(s)| > 1.

5@ o V0 WE) 2
t—s<

Sean > 1,0 < 6 < 1 entonces por la independencia de los incrementos y el hecho de
j =1y d (2
w(d)-w(5)Ew (%), 29)

W (2]7> - W (];1) ’ <(1- 9)1/2g(2_")} = (2.10)

que:

tenemos,

25W (217>’ < (1—9)2/21-n10g(2") 2’%] =

Llamemos x = (1 — #)'/2,/21-"1og(2") 22 y utilizando propiedades de la distribucién

normal obtenemos:
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Ahora bien, como 22 W <2l,1) ~ N(0,1) tenemos por el lema 1.1 que:

n 1 1 ® 2 1 X 2
P|22IW (=) >x :—/ e 20y > e X°/2
{ <2n) } V27 Jx - \/27'[(14—362)
_ 1 V2 e
2V + )
= g p—n(l- 9), a > 0.

Usando éste resultado se tiene que (2.10) se puede escribir como:

n

(1- az—”(l—"))z

eiaz—n(l—e)Zn . eiazne

VR
N
~
|
VR

~.
N
Ry
—_
"
|
—~
—_
[as)
SN—
—_
~
N
oq
~
N
SN—
_
A\

IN

7

donde la ultima desigualdad la obtenemos por la desigualdad (1.4) de la exponencial.

Asi tenemos que:

Z P { max
1<]<2"
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en el lado derecho de (2.11) tenemos una serie convergente. Asi por el lema 1.2 de Borel-
Cantelli, se tiene que existe un evento )y € F, P({)9)=1, y una variable aleatoria entera Ny

tal que para cada w € Qp:

maxX

1<j<on 2n 2n

W(j)—W(j_—l)‘>\/Hg(2”), con n > Np.

Considerando 6 = zl" se tiene que 6 — 0 cuando n — co; ademads si hacemos 6 | 0 a lo largo

de los racionales obtenemos:

1
lim—— W) —W(s)|>1. c 2.12
ot

completando de ésta manera la primera parte de la demostracién.

Veamos ahora que:

— 1
v ' W(t)—W(s)| <1,
im 75y o max | [W(h) = W(s)] <
t—s<d
para demostrar ésta desigualdad consideremos:
1+6

Entonces, por propiedad del maximo, subaditividad de la medida, (2.9) y sabiendo que,

k k 1
()= 720 (i)

obtenemos:

1
max ———=
o<i<j<2n g(k277)
k=j—i<2m0

P

(2.13)
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: [2]1’ oW () ()] 2 002 ()
S 25] znzl)P{ ’W(k;i)_w(;_'n)‘zaJre)g(%ﬂ

= 2"[% p[ ’w(zﬁﬂz(l%)g(zﬁn)}

_ znZiG p{ ’%‘ > (14¢) \/210g<k2%)],

k
como W) N(0,1) utilizamos la desigualdad del lema 1.1 y la acotacién del lema 3.2 en

Vk/2n
el apéndice, para obtener:

e \w (ZL) ) " ) (k2 (e
2 k; P [ T 2 1te) \/ZIOg (kz——n) =2 k:zl (1+e)y/nn(l—0)log(2)

(2.14)
Llamando
Ctte = !
(14¢€)y/t(1—0)log(2)
tenemos de (2.13) y (2.14) que:

P 1 ] I nCtte n(l+e)? 2 (14€)?
s g [ () < (an)| 210 | =2 G G e
k=j—i<2"®

como
2{: k(+e)? < /Ozn9+1 1?27, — (2n9;- 1)0,

donde v = 1+ (1 + ¢€)? y utilizando (2.15) tenemos:

42
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Pl B — | >

r P ogriri%z" g(k2=m) ‘W <2n) w (2n)' >1l+e
k=j—i<2"

< Ctte i Lz—"[(1+e)2(1—9)—(1+9)] < 0o

B n

n=1

7

pues (1 +¢€)?(1 —0) — (1+6) > 0 asi se tiene en el lado derecho una serie convergente.
Entonces por el lema 1.2 de Borel-Cantelli, existe un evento )y € F, P((2g)=1, y una variable

aleatoria entera Ny tal que:

1

2~ (1-0)Ne(w) < o para todo w € Oy (2.16)

y .

W () ~ W (d0))
max < (14+€) conn> Ny, we) 2.17
0<i<j<2" g(k/Z”) ( + ) = INg 0 ( )
k=j—i<2m®

Ahora extendamos el resultado anterior, para ello consideremos el conjunto D = |J;;_; Dy,
de racionales diddicos en [0,1], con D, = {k27",k = 0,1,...,2"}. Entonces para cada

w € Oy yn > Ny, la desigualdad:

2 i g(277) +g(t—s) (2.18)
j=n+1

W (t,w) =W (s,w)| < (1+€)

es valida para todo par (s, t) de racionales diddicos que satisfagan 0 < t —s < 2~7(1-0),

La demostracién de éste hecho la realizamos en el lema 3.3 del apéndice.
Ahora, regresando nuevamente a la demostracion original, supongamos que los racionales

diddicos s, t en (2.18) son tales que:

2—(”+1)(1—9) S S=t—s5s < 2—11(1—9)
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y por (2.16) se tiene que 27179 < 1/¢ para todo w € Oy y n > Np(w). Dado que g es

creciente en (0,1/¢], tenemos:

Y. g(27) <cg(2~ "), (2.19)
j=n+1

con C una constante positiva. Por otro lado, utilizando la definicién de g podemos obtener:

g(z—(n+1)) B 2 x 2—(n+1) 10g(2"+1) _ 279(”27“)
g(z—(nﬂ)(l—e)) —\/ 2 x 2—(n+1)(1-6) log(Z(”H)(l_e)) J1-0
de donde
27(71;1)9
g(z—(n+1)) _ g(z—(n+1)(1—9)) — (2.20)
y por el crecimiento de g:
g2~ I=0) < g(4). (221)
Asf a partir de (2.19) utilizando (2.20) y (2.21)
Y. s(27) < 27%5(0)
j=n+1 1-6

como esto se satisface para0 < s < tyd = t — s tales que § €[2~("T1(1-0) 2=n(1-0)) se tiene

por (2.18) que:

2C —(n+1)6
— <
OSnsl<atx§1|W(t) W(s)| < g(6)(1+¢€) 3 272 +1

t—s=4
para todo w € (g y n > Ny. Ahora tomemos n — co asi:

—= W) —W(s)| <1+e,
éﬁ‘gw)og?g%ll () —W(s)| <1+e
s<t

dado que g es creciente en (0,1/¢] podemos reemplazar la condiciéon t —s = d port —s < ¢
en la expresion anterior, luego haciendo tender 6 | 0 y € | 0 a lo largo de los racionales,

tenemos:
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ol W) <1 (es). |
5108(0) 0?%1 (W) =W(s)[ 1. (es) (2.22)
<t

Finalmente con (2.12) y (2.22) obtenemos el resultado deseado. a

2.4 Representacion.

En ésta parte presentamos dos algoritmos que podemos utilizar en Matlab para la repre-

sentacion del movimiento Browniano estandar:

e Algoritmo 1:

> = 1; N = 500; dt = T/N;

>dW = sqrt(dt)*randn(1,N);

>W = cumsum(dW) ;

>plot ([0:dt:T], [0,W], r-?)
>xlabel(’t’,’FontSize’,16);
>ylabel(°W(t)’,’FontSize’,16,’Rotation’,0)

>title(’Movimiento Browniano Estéandar’);
e Algoritmo 2

>T = 1; N = 500; dt = T/N;
>dW = zeros(1,N);

>W = zeros(1,N);

>dW(1) = sqrt(dt)*randn;
>W(1) = dw(1);
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>for j = 2:N

> dW(j) = sqrt(dt)*randn;
> W(j) = W(G-1) + dw(j);
>end

>plot([0:dt:T], [0,W],’r-")
>xlabel(’t’, ’FontSize’,16)

>ylabel(’W(t)’,’FontSize’,16,’Rotation’,0)

En ambos casos tomamos como ejemplo una particion del intervalo [0,1] de longitud
dt = % Luego en el primer algoritmo generamos primero los incrementos utilizando la
independencia de los mismos y el hecho de que cada altura del movimiento Browniano la
podemos escribir como:

i
W(t) =Y (W(tj) —W(tj-1)), coni>1,
j=1
donde W(t;) — W(tj_1) ~ N(0,t; —ti_1). En el segundo algoritmo utilizamos un raso-
namiento similar, pero considerando ésta vez un ciclo para representar las alturas en funcién
de los incrementos. Como podemos ver el primer caso resulta ser un poco més eficiente que
el segundo ya que no utilizamos un ciclo. Sin embargo por cualquiera de los dos métodos

obtenemos resultados similares al siguiente:

Movimiento Browniano Estandar
0.5 T T

-15r Y

25 L . . L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Hoja Browniana.

3.1 Procesos estocasticos en dos parametros.

A continuacién mencionaremos algunas definiciones que utilizaremos posteriormente.

Sea (Q), F, P) un espacio de probabilidad completo respecto a la medida Py R? el cuadrante
positivo del plano. Consideremos el espacio de medida (R2+,B(R2+),A), donde A es la medida
de Lebesgue. Si z,z/ € R3, entonces z=(x1,y1), z/=(x2,y2) con x1, X2, y1, y2 € R3 U {0}.

Utilizaremos el siguiente orden parcial en R? :

7”7 z=z si oy solo si xy<x2 y y1 <yo.

Sean z,z' € R%, z=(x1,y1), Z=(x2,y2) con x1 < X2 y y1 < Y2 denotaremos como R=[x1, x,)

X [y]-’ yz) y RZ:R(xl,yl):[O/ xl) X [O/ y].)‘

Definicién 3.1 Sea {X(z), con z=(x,y)€ R%} un proceso estocdstico de dos pardmetros y
R=[x1,x2)X[y1,12) CR%Z, (0 < x1 < xp < 00,0 < y; < yp < o0), definimos sobre R3 la
"X — medida” X(R) de R como:

X(R) = X(x2,y2) + X(x1,y1) — X(x1,y2) — X(x2, 1),

47
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también conocido como Incremento doble o incremento de X sobre R.

3.2 Hoja Browniana.

A partir de la formalizacién matematica dada por Wiener en 1923 al movimiento Browniano,
éste se convirti6 en un drea de investigacién muy activa. Desde entonces, se han generado y
se siguen generando elegantes e importantes descubrimientos relacionados con éste proceso
estocdstico, no solo en la matemadtica, sino en ciencias como la fisica y la quimica, entre otras.

A partir de dicha formalizacién, muchos investigadores a nivel mundial se concentraron
en extender el movimiento Browniano a una medida en varias variables surgiendo asi la
llamada hoja Browniana la cual fue introducida por el estadistico Kitagawa en 1951, para
realizar andlisis de varianza en tiempo continuo.

Un conjunto separado de ideas motivan el estudio de la hoja Browniana algunas de ellas
provienen del hecho de que este proceso es central para la teoria de integrales estocdsticas
multiparamétricas y es el ejemplo basico de una solucién a ecuaciones parciales estocésticas
de tipo hiperbdlica perturbadas por un ruido blanco. La hoja Browniana también est4 conec-
tada con el cédlculo de Malliavin. Este proceso también permite una representacién simple
del proceso de Ornstein-Uhlenbeck sobre un espacio de Wiener. Ademas la hoja Browniana
abre un amplio terreno de estudio en la teoria de potenciales.

Grandes investigadores como Pruit, Orey, Walsh entre otros, se encargaron de estudiar
el comportamiento de las trayectorias de éste proceso, asi como establecer un médulo de
continuidad y una ley del logaritmo iterado las cuales permiten medir las oscilaciones de
las trayectorias de la hoja. En lo que sigue daremos la definicién de tan importante proceso,
presentamos algunas de las propiedades que caracterizan sus trayectorias y daremos una

prueba constructiva de su existencia.

Definicién 3.2 Un proceso estocastico W={W(z),z = (x,y) € R%} es llamado un proceso

48
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de Wiener en dos pardmetros, movimiento Browniano de dos pardmetros u hoja Browniana si éste

satisface:

i. W(R) € N(0,A(R)) para todo R=[x1, x2) X [y1, ¥2), AR)=(x2 — x1)(y2 — y1),
ii. W(O0,y)= W(x,0)=0 (0 < x,y < 00),

iii. W(z) es un proceso de incrementos independientes, es decir: W(R1), W(R2),..., W(Ry),
(n=2,3,...) son variables aleatorias independientes si Ry, Ry, ..., R;, son rectingulos

disjuntos,

iv. W(z;w) tiene trayectorias continuas en z con probabilidad uno.

A partir de (i)-(iii) obtenemos que la funcién de covarianza de una hoja Browniana o

proceso de Wiener en dos parametros W(z) es:
cov(W(z), W(Z')) = E(W(2)W(Z")) = (x1 A x2)(y1 A y2) = min(x1, x2)min(yy,y2), (3.1)

donde 21 = (xl,yl) y 2y = (xz,yz).

En efecto pues, sean z,z’ € R% con z < Z/, entonces:
cov(W(z),W(z')) = E(W(x1,y1)W(x2,¥2))
= E[W(x1,y1)]E[W(x2,¥2) — W(x1,y1)] + var[W(x1, y1)]
= 0+ A([0,x1) x [0,11))

= min(xy, x2)min(y1, y2).

Los rectangulos [0,x1) x [0,y1) v [0,x2) X [0,2) los podemos ver en la siguiente figura,
donde notamos la independencia de los incrementos de la hoja, pues trabajamos sobre re-

giones disjuntas de dichos rectdngulos:
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¥l

Es decir una hoja Browniana es un proceso gaussiano de dos pardmetros W(z) continuo,

centrado con funcién de covarianza min(xy, xo)min(yy, y2).

3.3 Propiedades.

A partir de la definicién podemos obtener las siguientes propiedades de la hoja Browniana:
e W se anula sobre los ejes de coordenadas, es decir:

W(x,0) = W(0,y) =0 (c.s), con x, y > 0.

Para obtener una idea del comportamiento de las trayectorias de la hoja Browniana, veamos

cOdmo es su restriccidn sobre varias curvas.

e Para algtin 0 < xp < oo fijo el proceso
{xg 2 W(x0,y), 0 <y < oo},

es la restriccion de la hoja a una linea recta, y tal restricciéon es un movimiento Brow-
niano de un pardmetro, pues es un proceso gaussiano, con media cero y por (3.1) su
funcién de covarianza, es ciy (y1,y2) = x5 "E[W(x0,y1)W(x0,¥2)] = x5 'x0(y1 A y2) =
(y1 Ay2). Con0 < y; < y» < oo. Analogamente se tiene para {y; /*W(x,yo),
0 < x < oo}.



Capitulo -. Hoja Browniana

51

e También podemos considerar:
X(u)=W(u,1—u), con 0<u<I.

Este es un proceso gaussiano, centrado, que se anula en los tiempos 0y 1, es decir

con funcién de covarianza
cov(X(x),X(y)) = E[W(x,1—=x)W(y,1—y)] = min(x,y) — xy.
Un proceso que satisface las condiciones anteriores se conoce como puente Browniano.

e Alolargo de la curva xy = 1 definimos
X(y) =W(e¥,eY).

El proceso {X(y), —co < y < oo} es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck, es decir, un
proceso gaussiano, estrictamente estacionario, con media cero, varianza uno y funcién

de covarianza:

cov(X(x), X(y)) = E(W(e", e ")W(e, e ¥)) = ¥

e Al aplicar una transformacion de escala, inversion o traslacién a una o a las dos coor-

denadas de la hoja Browniana, obtenemos otra hoja Browniana,

— Escalamiento: A(x,y)=xW(a%x, b?y).

— Inversién: C(x, y)=xyW(%, %), C(x, ]/)=XW(%,]/)

— Traslacion: D(x, y)=W(xo + x, yo + y)-W(xo + x, v0)-W(x0, yo + y)+W(x0, y0)
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En base a las propiedades de la hoja Browniana, podemos de manera analoga al movi-
miento Browniano obtener una definicién equivalente de la hoja, que la presentaremos a
continuacién como un teorema, para asi, demostrar formalmente la equivalencia entre las

dos definiciones.

Teorema 3.1 Sea X=(X(s, ), (s, t)€ R%r) un proceso estocdstico de dos pardmetros, entonces

X es una hoja Browniana si y solo si
(i) X esun proceso gaussiano en dos variables.
(ii) px(s,t)=0 paratodos,t > 0.

(iii) cx((s1,t1),(s2,t2)) = min(sy,so ) min(ty,tp) para cada par (si,t1), (s2,t2) € RZ%, con

(s1,11) < (52, £2).
(iv) X tiene trayectorias continuas.
Observacion: Cuando hablamos de un proceso gaussiano en dos variables, nos referimos a

la extension natural de la definicién de un proceso gaussiano de un parametro.

Demostracion:

Supongamos primero que X satisface (i)-(iv), entonces,

e Sabemos por (ii) que ux((x,0)) = 0 y ademas por (iii) cx((x,0), (x,0)) = var(X(x,0)) =
0. Asi por la proposicién 1.1 se tiene que X((x,0)) = 0. Andlogamente se tiene que

X((0,y)) =0.

e Sea R=[x1,x2)x[y1,¥2), y utilizando la definicién del incremento doble tenemos que:

X(R) = X([x1,%2) x [y1,¥2)) = X(x2,y2) + X(x1,51) = X(x1,42) — X(x2, 1),

52
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luego por linealidad de la esperanza y (ii) se tiene que:

E[X(R)] = E[X(x2,y2) + X(x1,y1) — X(x1,¥2) — X(x2,51)] = 0, (3.2)

ademas de la definicién de varianza, 3.2, linealidad de la esperanza y (iii):

var (X(R)) = E[X*(R)] = E[X(x2,y2) + X(x1,y1) — X(x1,¥2) — X(x2,y1)]* =
=E[X?(x2,y2)] + E[X(x2,y2) X (%1, y1)] — E[X(x2,y2) X (x1,y2)] — E[X (%2, y2) X (x2, 1)
+E[X (x1,y1) X (x2,y2)] + E[X? (21, 51)] — E[X (21, 51) X (31, 92)] — E[X (%1, y1) X (32, 11)
—E[X(x2,y2) X (x1,y2)] — E[X (x1,y1) X (x1,y2)] + E[X?(x1,y2)] + E[X (22, y1) X (21, 2)]
—E[X(x2,y2) X (x2,y1)] — E[X (x1,51) X (%2, y1)] + E[X (x1, y2) X (x2,y1)] + E[X? )

=(x2 —x1)(y2 —y1)
~A(R). (3.3)

Asi por (i), (3.2) y (3.3) tenemos que X(R) ~ N(0,A(R)).
e Ahora consideremos Ry, Ry,. .., R, rectangulos tales que para cada i,j € {1,...,n}:
Ri=[xj-1,%i) X [yi-1,¥i),
Rj=lxj-1,%j) X [yj-1,¥j).
considerando (xg,y0) < (x1,¥1) < ... < (%n,¥n). Luego por la definicion del incre-
mento doble tenemos que:
X(Ri)=X(xi,yi) + X(xi-1,¥i-1) — X(xi-1,¥i) — X(xi,yi-1), (34)
X(Rj)=X(xj,yj) + X(xj—1,¥j-1) — X(xj-1,¥;) — X(xj,¥j-1)- (3.5)

Como X(R7), ..., X(R,) son variables aleatorias gaussianas, para ver la independencia

de ellas es suficiente mostrar por la proposicién 1.3 que parai < jconi,je {1,...,n}
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la cov(X(R;), X(R;)) = 0. Lo cual es cierto pues utilizando (3.4), (3.5), linealidad de la

esperanza y (iii) podemos obtener:

cov(X(R;), X(R;))=E[X(R;) X (R;)] — E[X(R;)]E[X(R;)] = E[X(R;)X(R;)] = 0,

]

analogamente se tiene sii > j. Con esto concluimos la primera implicacion.

La otra parte de la demostracion la obtenemos de manera andloga a la del teorema 2.1

3.4 Construccion.

El objetivo de ésta parte es dar una prueba constructiva de la existencia del movimiento
Browniano en dos parametros, basados en la existencia del movimiento Browniano de un
pardmetro. Para ello consideremos lo siguiente:

Sean {r,} una sucesiéon de nameros racionales diddicos positivos, {W;, (x)} movimientos

Brownianos de un pardmetro independientes, con x € [0, 00). Entonces consideramos:
i. W(x,0) = Wo(x) = 0y para todo entero no negativo k, definimos:
W(x, k) = Wy(x) +Wa(x) + ...+ Wi(x), x € [0,00). (3.6)
Con ésta definicion se tiene que W(x, k) es:

e Normal por el teorema 1.1 ya que es la suma de movimientos Brownianos (gaus-

sianos), de un pardmetro e independientes.

e Es centrado por la linealidad de la esperanza y el hecho de que {W,,(x)} son

movimientos Brownianos de un parametro, para todo x € [0, o).
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e Sea 0 < k; < ky < oo entonces por ser {W;, (x)} movimientos Brownianos inde-

pendientes y centrados; y por la linealidad de la esperanza, se tiene que:

cov (W(x, k1), W(x, k2)) = E[(W(x, k1) — E(W(x, k1)) (W(x,k2) — E(W(x,k2)))]
=E[W(x,k1)W(x,k2)] = E[WF(x)] + E[Wy (x)Wa(x)] + - - - + E[Wy (x) W, (x)] +
+E[Wa (x)Wi (x)] + E[W3 (x)] + - - + E[Wa (x) Wi, (x)] +

+E[W, (x) W1 (x)] + E[W, (x)Wa(x)] + -+ + E[WE ()] + - - + E[Wi, (x) Wi, (x)]
=E[W}(x)] + E[W3 (x)] + -+ + E[W, (x)]

=X+ +x

=xkq

=min(x,x)min(ky, kz).

ii. Para los racionales de la forma k + % con k entero no negativo definimos:

W, 1
W (s 1) = MR £ Wska ) ey (%) 67)

s k By ’
X, K+ 5 5 Vi
e Normal por el teorema 1.1 ya que es la suma de movimientos Brownianos (gaus-

sianos), de un pardmetro e independientes.

e Es centrado por la linealidad de la esperanza y el hecho de que {W,,(x)} son

movimientos Brownianos en un pardmetro, para todo x € [0, o).

e Sea 0 < k1 < ky < oo entonces por ser {W,, (x)} movimientos Brownianos inde-

pendientes y la linealidad de la esperanza, se tiene que:

E[W(x/ kl)Wk2+%(x)] = E[W(.’X’,kl + 1)Wk2+%(x)] = E[Wk1+%(x)wk2+%(x)] =0,



Capitulo -. Hoja Browniana 56

(X)W(x,kz)] = E[W, 1(x)W(x,ky +1)] = 0.

E[Wk ki+5

1
1+5

Asi podemos obtener que:

1 1 1 1
cov| W <x,k1+2> W (x,kz+2>> =E [W <X,k1+2> W <x,k2+2>]

— LW k)W k)] + %E[W(x,kl)W(x,kz +1)] + iE[W(x,kl)Wkﬁ%(x)]

+ ZEW (b + DW (k)] + ZEIW (b + DW (k4 1] 4 3 EW G b+ D)W, (0]

_|_

()W (x, k)] + iE[Wkﬁ%(x)W(x, ko +1)] + %E[Wkﬁ%(x)wkﬁ%(x)]

E[W(x, ki)W (x, k2)] + %E[W(x,kl)W(x,kz +1)] + iE[W(x,kl )W (x k)]

™
=
+>—l

+
IO R ] ]

E[W(x,lq + 1)W(x,k2 + 1)]

in(x, x)min <<k1 + ;) , <k2 + ;)) .

iii. Dada la construccién, se tiene de manera recursiva que hemos definido W(x, k/2")

parak=1,2,..;,yn=1,2,...,n9. Luegoparak =1,2,..., y n =1+ ng definimos:

(o 2K W (xof5) + Wi 57) W ()
(x’ o )“ 2 e
2k+1

Con ésta definicion se tiene que W (x, o ) satisface lo siguiente:

e Normal por el teorema 1.1 ya que es la suma de movimientos Brownianos (gaus-

sianos), de un pardmetro e independientes.

e Es centrado por la linealidad de la esperanza y el hecho de que {W,, (x)} son

movimientos Brownianos en un pardmetro, para todo x € [0, 00).

e Sea 0 < k; < kp < oo entonces por ser {W;, (x)} movimientos Brownianos inde-

pendientes se tiene que:
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o) ] 2 v (5 ]

k
E {wzklﬂ (x)W( 25 )} =0,
2"0

ko +1
E {WZ’HH (X)W (x, 22,: )} =E |:W2k1+1 (%) Wak, 11 (x)] =0.
on on

2"0

Luego por la linealidad de la esperanza y lo anterior podemos obtener que:

o (257 25)) <o (-2 25
) B
o ] ()
A s ]
E

1 k2+1
t v [Wz%l < 2”0) 2\/2n+1 [w%l(x)w@, 210 )] -

1
i E [Wzle ( )WM (x)]

_ ky ko 1 k1 ko +1
=3B |W (g )W (g )|+ 38 W (i ) (= 5 )| +

1 ki+1 ky+1 1 ki+1 ko
A (A e )
=min(x,x)min <<2k12:_ 1) , <2k22:_ 1>> .

Asi por induccién hemos definido nuestro proceso que satisface las condiciones (i)-(iii)

+

del teorema 3.1 para todo (x,7), donde 0 < x < ooy r es un ntimero racional diddico no

negativo. Luego para un 0 < y < oo arbitrario, tenemos:

_ v &)
L
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conegg(y) =0,1,2,..., e(y) =0,1, para k €N, definimos:

W(xy) = Lm W(xya) (cs), ynzzsk(y)

n—oo

= Woeoly) + fim, Y (W ye) ~ W) (es).

Ahora bien, la existencia del limite lim, . Y} (W(x,yx) — W(x,yx—1)) se sigue del teo-

rema de tres series de Kolmogorov. Para demostrarlo consideremos:

Yk - W(x/yk) - W(xlykfl)/

asi, E(Yy)=0, luego por linealidad de la esperanza y la definicién de varianza de la hoja
Browniana que definimos a lo largo de los racionales diddicos no negativos en la segunda

variable tenemos:

var(Yy) = var(W(x, y)) +var(W(x, yk-1)) — 2E(W(x, yi) W(x, yk-1))
= A((0,x] X (0, yx]) + A0, x] X (0, yx—1]) — 2min(x, x)min(yx, yx-1)

= x(yx —Yxk-1), con k>1.

Entonces, de lo anterior obtenemos que:

[e0]

Y EYi <o y Y wvarlYy] < oo
k=1 k=1

Asi por el Teorema 1.3, tenemos que ) ;> ; Y, converge casi seguramente, es decir:

o0

Y W ye) = WX ye-1) <o (cs).
k=1

Asi W(x,y) = lim,—c W (x,y5) estd bien definido, ya que el limite existe. Ahora veamos

que W(x,y) converge uniformemente en y, para ello es suficiente probar que:

(o] T

Z sup |[W(x,y) —W(x,y,)| <oo (cs), yr= Z gk(ky), I?:=1[0,1] x [0,1]. (3.8)
r=0 (x,y)€l? k=0 2
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Entonces veamos que (3.8) es cierto, para ello consideremos K = 2F, uy = C,/2logK,
C=constante> 1 con k € N. Luego, como W(x,yx) — W(x,yx_1) ~ N(0,x(yx — yx_1)), es
decir W(x, yx) — W(x, yx_1) \/> N(0,1) y (x,y) € I?, tenemos utilizando la desigualdad

del lema 1.1 y acotando que:

P| sup |w<x,yk>—w<x,yk1)|zuk% < PN > ] < 2Ke /2
(x,y)612 K

Luego aplicando un razonamiento similar al anterior y la continuidad de la medida:

k=1 (xy)el?

P[i sup [W(x,yx) — W(x, yx-1) i\/—"—] i e /2

Ahora sustituyendo el valor de u; y llamando L = Y ;2 ; 1/ ZIOg 2 tenemos:

3 2
P|Y sup [W(xy) - Wxye )| > LC| < i
k=1 (x,y)el? 2( ) —1

Como y; — y podemos acotar:

P{i sup w<x,y>w<x,yr>>Lc] < P[i sup [W(x,ye) — W(x,yi 1) = LC

r=0 (x,y)€l? k=1 (x,y)€l?
2
< T 0 cuando C—oo.

De aqui obtenemos,

sup |[W(x,y) —W(x,y,)| — 0 cuando r — oo, (c.s).
(x,y)612

es decir,
IW(x,y) —W(x,y,)| — 0 cuando r — oo, paratodo(x,y) € 1> (c.s).

Por lo tanto W(x, y) converge uniformemente en y con probabilidad 1.
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Ahora veamos que el proceso {W(x,y) : (x,y) € R%} con:

M:

W(x,y) = W(x eo(y)) + lim ) (W(x,yi) = W(x, yi-1)),

n—o00

k=1

es una hoja Browniana, pues:

e W(x,vy) es gaussiano por el teorema 1.1, pues anteriormente demostramos que W (x, r)
con 0 < x < 1y runracional diddico no negativo es un proceso construido a partir de
movimientos Brownianos de un pardmetro independientes y que satisface las condi-
ciones (i)-(iii) del teorema 3.1, asi estamos sumando variables aleatorias normales, cen-

tradas e independientes y que por lo tanto convergen a una variable aleatoria normal.

e W(x,y) es centrado, utilizando la linealidad de la esperanza, el teorema de convergen-
cia monétona y el hecho de que W(x,7) con 0 < x < 1y r un racional diddico no ne-
gativo es un proceso construido a partir de movimientos Brownianos de un parametro

independientes y que satisface las condiciones (i)-(iii) del teorema3.1.

e Funcién de covarianza. Sean y,z € [0,00), tales que y < z < oo con x € [0, ) fijo,

entonces por la independencia tenemos:
E[W(x,e0(y) (W(x,2j) — W(x,2-1))] = 0,
E[W(x, yx) = W(x, ye-1)) (W(x, 2j) = W(x,2j1))] = 0,
donde k,j > 1. Asi tenemos que:

cov (W(x,y),W(x,z)) = E[W(x,y)W(x,z)] — E[W(x,y)|E[W(x,z)]
=E[W(x,y)W(x,z2)]
:E[(W(x,so )+ lim Z (2, yx) (x/]/kl))>

<W(x eo(z)) + Jim i (x,2)) — (X/Zjl))ﬂ
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=E[W(x, e0(y))W(x, 0(2))] + lim i E[W(x, e0(y)) (W(x,2j) = W(x,2j-1))] +
=

+ lim 2 E[W(x, e0(z)) (W(x,yx) — W(x,yk-1))] +
k=1

n—oo

E[(W(x, yi) = W(x, yk-1)) (W(x, 2j) — W(x, zj-1))]

n—00 Mm—00

+1lim lim i 3

k=1j=1

=min(x,x)(eo(y), €0(z)) + nli;nooli E[W(x,e0(z))(W(x,yx) — W(x,yx-1))]
=1

=xeo(y) + x(y — eo(y))

=min(x,x)min(y,z).

e El resto de la seccion lo utilizaremos para demostrar la continuidad de las trayectorias

de proceso W(x, y) que hemos definido.

El siguiente lema nos permite ver que para casi todo w, W(x,y) es continuoeny (0 <y <1)

1/2

con el usual médulo de continuidad (2klog(1/h))"/ = para todo x € [0,1].

Lema 3.1 Consideremos g : (0,1] — (0,0), g(6) := /2610g(1/),6 >0,

— 1
P |li — |W(x,t) —W(x,s)|=1| =1
b A OB

Demostracién: Este lema se demuestra de manera analoga la teorema 2.2 basandose en

las propiedades del proceso, por lo cual omitiremos ésta vez la demostracion. O

Ahora bien, el proximo lema nos permitird obtener los resultados posteriores.

61
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Lema 3.2 Sean Wi (x), Wx(x),. .., una sucesién de movimientos Brownianos independientes.

Entonces se tiene que:

lim sup

Demostracién: Sabemos que por continuidad del movimiento Browniano, para cada

n > 1 podemos escribir |W,(x)| = limj, o |Wy(x + h) — W, (h)|, luego por ser {W,,(x) },,>1
movimientos Brownianos independientes se tiene por el teorema 2.2 que:

0< sup |Wyp(x)| < hlinO\/Zhlog(l/h), (cs), V n>1,

0<x<1

y como lim;,__,o/2hlog(1/h) = 0, entonces,

W, (x
lim Supogx§1| n(x)] —0, (cs),
n—->00 logn

con lo cual se demuestra el lema 3.2. O

Ahora bien, el siguiente lema nos permite ver que para casi todo w, W(x, y) es continuo

enxey, conx € [0,1] e y sobre los racionales diddicos de (0, 1].
Lema 3.3 Se tiene que:

lim  sup sup |[W(x+s,y) —W(x,y)|=0, (cs),
h—0  o<s<h  x€[0]
yely

donde I, es el conjunto de los racionales diddicos en (0,1].

Demostracion: Este lema es una consecuencia de la construccion hecha para W(x,y) y del

lema 3.2, ya que:

W(x,y) = lim W(x, 2 1;1/]) = n]i_r>nOOW(x,yn),

n—s00 2
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ej(y)
2

con  yn =Yg

Asi podemos escribir,

hlimo SUpgcs<p,  SUp [W(x+sy) —W(x,y)| =
- x€[0,1]
yel,

= lim sup lim sup |[W(x+s,yn) — W(x,y,)|

h—00<s<p " 0<x<1

SUPp<yx<1 (W(x +5,yn) — W(x,yn)|

= Iim sup lim lim lo
h—0 Ogsgh n—o0 logyn n—-00 &Yn
Ahora bien, como 27:0 sz(jy) > zln, se tiene que
su W(x +s, — W(x,
< lim sup lim Po<x<t W n) ( ]/n)| lim loguyy
h—00<s<p 7 log(1/2") n—sco
= —0. lim logy, =0logy =0 (c.s).
n——-o0

con lo cual se demuestra el lema 3.3. O

Los lemas 3.1 y 3.3 muestran que el proceso que hemos construido W(x, y) es continuo

con probabilidad 1. Por lo tanto W(x, y) es una hoja Browniana. O
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3.5 Representacion.

Ahora representaremos en Matlab, la hoja Browniana. Claramente si pensamos en la hoja
Browniana como una funcién de dos variables entonces tenemos que la superficie que ella
define es extremadamente irregular y su restricciéon a alguna curva seria semejante a las
trayectorias de un movimiento Browniano. Para representar la hoja consideramos el si-

guiente algoritmo:

T=1; N=30; dt=T/N;

[X,Y] = meshgrid(0:dt:1, 0:dt:1);
p=size(X); l=size(Y);

W=sqrt (dt*dt) .*randn(p(1,1),1(1,2));
W(1,:)=0; W(:,1)=0;

surf (X,Y,W)

axis([0 1 0 1 -0.5 0.5])

title(’Hoja Browniana.’)

Donde definimos primero los pardmetros, creamos un mallado en el plano para obtener
los rectdngulos independientes y luego generamos las variables aleatorias aplicadas a éstas
regiones, que satisfacen la condicion W(R) ~ N(0,A(R)) con R=[x1, x2) X[y1,y2), mas las

condiciones restantes de la definicién 3.2. Asi obtenemos:

Hoja Browniana.

-0.5=
0 0.5
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3.6

Aplicaciones de la hoja Browniana.

En ésta parte mencionaremos algunas areas de estudio donde se aplica la hoja Browniana.

En 4reas del analisis estocastico, como por ejemplo en el estudio de espacios de Wiener
y en el célculo de Malliavin, la hoja Browniana proporciona una representacion del

proceso de Ornstein-Uhlenbeck sobre el espacio de Wiener como:
Xi(s) = e 'W(s,e?), s>0, —c0 <t < oo.

donde ésta representacion resulta ser mas efectiva en el estudio de los procesos de

Malliavin. Para obtener més informacién el lector puede consultar [3].

La hoja Browniana es central en la teoria de integrales estocasticas multiparamétricas
y es el ejemplo basico de una solucién de una ecuacién diferencial parcial estocdstica

de tipo hiperbélica perturbada por un ruido blanco de la forma:

?W(ty,t)
0t10tr

donde 77 denota un ruido blanco de dos pardmetros, con las condiciones iniciales

=1(t1, t2),

W(t,0) = W(0,t,) = 0, para todo t; > 0y t, > 0. Més informacién la podemos

encontrar en [8].

En estadistica bivariada se hace uso la hoja Browniana, por ejemplo consideremos
{ Xy }n>1 una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das, y que son uniformemente distribuidas sobre [0,1] x [0,1]. Sea F,(f1,t2) el cual
denota los nameros enteros i € {1,...n} tal que X; € [0, 1] x [0, f]. Se puede mostrar

que:
Eq(t1,t2) — ntyty

NG

Donde W(ty,tp) = W(ty, t2) — 11, W(1,1). El proceso (W(t), t € [0,1] x [0,1]) es cono-

— W(tl, tz).

cido como pinned Brownian sheet y es andlogo al puente Browniano de un parametro,

para mas informacioén el lector puede consultar [6].
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Lema3.1 Seank > 1,k € N, C > 1, K = 2k, U = C\/210g2k y W un proceso estocdstico

definido sobre los racionales diddicos no negativos, entonces:
1 -
P ||[WVKW 2 )| = m| <2Ke'z.

Demostracion:

Para todo k > 1 sabemos que 2k > 2 de aqui :

\/2log2k > /21og2

como C > 1 entonces v/21tC > /27, asi /2t C+/2log2 > +/2m21og 2, de donde

V2 Cy/2log2k > 21 Cy/2log2 > \/2m2log2 > 1,
& & &

ast
20 1/2 D¢ /2

V2T ug /27 Cy/2log2*

Entonces por la desiqualdad (1.1) de la normal y utilizando lo anterior tenemos:

< 2671/!%/2 < 2k+1€7u%/2.

1 2 [® e 2 270kl —12)2  mpa—i2)2
PH\/EW<F)'ZW}_EL18 dxgmuke Ko< 28T e /e = 2Ke ™ Mk

k

que era lo que se queria demostrar. O
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Lema 3.2 Sean i,j, tales que 0 < i < j <2",0< 0 < 1L k=j—i< 2“9,nnatumlyWun

proceso estocdstico definido sobre los racionales diddicos no negativos, entonces:

W (£
p[ ‘ <—2>‘ > (1+e) \/21°g (%)] < S (kp-n) 142 donde Cte > 1.

Vk/2m Vn

Demostracion:

Llamemos

—(1+e) \/210g (k;n).

Utilizando la desigualdad (1.1) de la normal y simplificando, resulta que:

k
P |: ’Wk<—\/%2‘ > (1+¢€) \/210g (k21 )] < \/Zz_nxe—xz/z
1

V(1 +€)/nlog(2) — log(k)

y utilizando el hecho de que k = j — i < 29" y acotando obtenemos que:

1 1
\/nlog2—logk Vvn(l—0)log?2

considerando la desigualdad anterior y llamando Ctte =

Tre \/n Tios) se tiene la desigualdad
deseada. O

Lema 3.3 Si existe un evento Qg € F, P(Oy)=1, y una variable aleatoria entera Ny tal que:

2~ (1=0)Np(w) < %, para todo w € Oy (3.9)
y
max ‘W<2]"/w>_w(2i"’w>‘ < (14€) conn> Ny weQ (3.10)
0<i<j<2" g(k/2m) = o '

k=j—i<2n?
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entonces para cada w € Qg y n > Ny, la desigualdad:

W(Lw) -Wsw)|<1te) |2 Y g27) +g(t—s) (3.11)
j=n+1

es vdlida para todo par (s, t) de racionales diddicos que satisfagan 0 < t —s < 2~"(1-0),

Demostracion:

Consideremos el conjunto D = |J;;—1 Dy, de racionales diddicos en [0,1], con D, = {k27",k =

0,1,...,2"} y veamos que para cada m > n > Ny se satisface que:

Wtw) - W w)|<lte) |2 Y g2 +gt-s)]. (312)
j=n+1

Procedamos por induccion:

Para m = n + 1, tenemos por (3.9) con t = (j/2™),s = (i/2™) y 0 < i < j < 2™ que:

max |W (t,w) =W (s,w)| < (1+¢€)g(t —s)

cont<s<lyt—s<2 m1-0)
Asi por propiedad del mdximo, acotando y usando que m > n tenemos

m .
W(tw)=W(sw)<(1+e) |2 ) g27)+g(t—s)
j=n+1
con0 < t —s < 27179 Asi hemos probado que (3.12) es vdlida para m = n + 1.
Ahora supongamos que (3.12) se satisface para m = n+1,...,M — 1, y consideremos s < t

cons,t € Dy, 0 < t—s < 2719y ademds los mimeros: t'=maxfu € Dy : u < t}y

1

sl=minfu € Dp;_1: u > s}). Luego t' y s' satisfacen las siguientes relaciones:

th—t<2™™M
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69

y gracias a las consideraciones de que (m > n > Np), (0 < t —s < 27"(1-0)) , (3.9)

0<tH —sl<t—s<2 0 < 1
e
Asi por la suposicion de la induccidn tenemos que:
M-1 ,
]wul,w) - W(sl,w)‘ <(14e)|2 Y g@ ) +g(t —sh], (3.13)
j=n+1

y ademds por (3.10) con s = i/2M y s = j/2M~1 se tiene que:

‘W(sl,w) — W(s,w)) < (14+e)g2™) y )W(tl,w) — W(t,w)‘ < (14¢€)g(2™™). (3.14)

Ya que g es creciente sabemos:

g(th —s') < g(t—s). (3.15)

Luego utilizando la desigualdad triangular podemos escribir:

IW(t) — W(s)| < |W(t) — W(tl)‘ + )W(s) - W(sl)] + ‘.W(tl) . W(sl)] (3.16)

Entonces de (3.13), (3.14), (3.15) y (3.16) tenemos:

M .
(W(t) = W(s)| < (1+e) l Y, 8(27) +8(t—5)] :

i=n—+1
Con lo cual concluimos que (3.12) se satisface para m = M. Por lo tanto, hemos demostrado

(3.11), es decir, que:

W(E) - W(s)| < (1+e) l Y g2 ) +glt —s>] ,

j=n+1

es vdlida para todo par (s, t) de racionales diddicos que satisfagan 0 < t —s < 2-"(1-0), O
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