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Introducción

El Movimiento Browniano o proceso de Wiener es el nombre dado al movimiento

irregular que realizan las partículas de polen suspendidas en un líquido. Este movimiento

fue observado por el botánico inglés Robert Brown (1773-1858) en 1827, cuando investigaba

el polen de diversas plantas. El propio Brown descubrió que partículas muy finas de varios

minerales seguían el mismo movimiento, por lo que descartó cualquier origen orgánico.

A partir de aquí aparecen distintos investigadores, que trataron de explicar éste fenó-

meno, entre los más recientes resaltan Louis Bachelier (1870-1946) en 1900 quien utilizó éste

modelo para la descripción del cambio de los precios de las bolsas de valores; Albert Eins-

tein (1879-1955) en 1905 quien estudió la teoría física que explicaba éste movimiento, entre

otros. Sin embargo fue en 1923 cuando Nobert Wiener (1894-1964) logra dar una construc-

ción matemática de dicho proceso, sentando así las bases del movimiento Browniano, razón

por la cual éste proceso se denomina frecuentemente proceso de Wiener.

A partir de la formalización matemática dada por Wiener en 1923 al movimiento Brownia-

no, éste se convirtió en un área de investigación muy activa. Desde entonces, se han gene-

rado y se siguen generando elegantes e importantes descubrimientos relacionados con éste

proceso estocástico, no solo en la matemática, sino en ciencias como la física y la química,

finanzas, entre otras.

Luego de dicha formalización, muchos investigadores a nivel mundial se concentraron

en extender el movimiento Browniano a una medida en varias variables surgiendo así la

1



Introducción 2

llamada hoja Browniana la cual fue introducida por el estadístico Kitagawa en 1951, para

realizar análisis de varianza en tiempo continuo.

Definimos entonces la hoja Browniana, movimiento Browniano en dos parámetros o pro-

ceso de Wiener en dos parámetros como un proceso estocástico de dos parámetros {W(z), z =

(x, y) ∈ R2
+} definido sobre un espacio de probabilidad (Ω, F , P) que satisface las siguientes

condiciones:

(i) W(R) ∈ N (0,λ(R)) para todo R=[x1, x2)×[y1, y2), λ(R)=(x2 − x1)(y2 − y1), donde λ de-

nota la medida de Lebesgue.

(ii) W(0,y)≡ W(x,0)≡0 (0 ≤ x, y < ∞).

(iii) W(z) es un proceso de incrementos independientes, es decir: W(R1), W(R2),. . ., W(Rn),

(n=2,3,. . .) son variables aleatorias independientes si R1, R2, . . . , Rn, son rectángulos

disjuntos.

(iv) W(z;ω) tiene trayectorias continuas en z con probabilidad uno.

Un conjunto separado de ideas motivan el estudio de la hoja Browniana algunas de ellas

provienen del hecho de que este proceso es central para la teoría de integrales estocásticas

multiparamétricas y es el ejemplo básico de una solución a ecuaciones parciales estocásticas

de tipo hiperbólica perturbadas por un ruido blanco. La hoja Browniana también está conec-

tada con el cálculo de Malliavin. Este proceso también permite una representación simple

del proceso de Ornstein-Uhlenbeck sobre un espacio de Wiener. Además la hoja Browniana

abre un amplio terreno de estudio en la teoría de potenciales.

Grandes investigadores como Pruit, Orey, Walsh entre otros, se encargaron de estudiar

el comportamiento de las trayectorias de éste proceso, así como establecer un módulo de

continuidad y una ley del logaritmo iterado las cuales permiten medir las oscilaciones de

las trayectorias de la hoja.
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Debido a todo lo anterior hemos decidido realizar éste trabajo, el cual se basará en

la construcción del movimiento Browniano con su respectiva representación en Matlab;

además extenderemos dicha construcción y representación al movimiento Browniano en

dos parámetros, el cual es también conocido como la hoja Browniana. Así hemos decidido

estructurar éste trabajo de la siguiente manera:

Capítulo I: en éste capítulo recordaremos las definiciones de espacios de probabilidad,

variables aleatorias, vectores aleatorios y procesos estocásticos, así como mencionaremos las

desigualdades relevantes, los teoremas, lemas y corolarios que necesitaremos en el resto de

los capítulos, tales como: el teorema de Egorov’s, Criterio de Convergencia de Kolmogorov,

Teorema de tres series de Kolmogorov, lema de Borel-Cantelli, entre otros.

Capítulo II: daremos la definición del movimiento Browniano, así como mencionare-

mos algunas de sus propiedades, luego demostraremos la existencia de éste movimiento

construyendo un proceso que satisfaga todas sus propiedades, y finalmente daremos su re-

presentación en Matlab.

Capítulo III: en ésta parte daremos la definición de la hoja Browniana, mencionaremos

algunas de sus propiedades y extenderemos la construcción del movimiento Browniano

hecha en el capítulo II, luego representaremos la hoja Browniana en Matlab y mencionare-

mos algunas áreas de estudio donde éste proceso es aplicado.



Capítulo 1

Definiciones y conceptos preliminares.

1.1 Espacios de probabilidad

En ésta parte recordaremos algunas definiciones sobre espacios de probabilidad, la medida

de probabilidad y algunas de sus propiedades, así como las variables aleatorias. Las cuales

serán necesarias para las demostraciones que realizaremos en los capítulos posteriores. Al-

gunas de las demostraciones que se encuentran en éste capítulo serán omitidas, sin embargo

indicamos los libros donde pueden ser encontradas.

Sea Ω un espacio muestral, A un evento de Ω.

Definición 1.1 Denotaremos a la familia de subconjuntos de Ω formada por los eventos,

como la σ -álgebra F , con las siguientes propiedades:

1. ∅ ∈ F .

2. A ∈ F =⇒ AC ∈ F donde AC = Ω \ A es el complemento de A en Ω.

3. A1, A2, . . . ∈ F =⇒ A := ∪∞
i=1 Ai ∈ F .

4



Capítulo 1. Preliminares 5

Así pues, la σ-álgebra F es cerrada bajo, uniones numerables, intersecciones numerables,

diferencias y complementos.

Definición 1.2 El par (Ω,F ) es llamado un espacio medible.

Definición 1.3 Sea Ω un espacio muestral y F una familia de eventos de Ω. Una medida

de probabilidad o probabilidad sobre el espacio medible (Ω,F ), es una función P :F −→ [0,1]

definida sobre F que satisface lo siguiente:

1. P es no negativa, es decir para todo evento A ∈ F se tiene que P(A)≥ 0

2. P (∅)=0, P (Ω)=1

3. Si A1, A2, . . . ∈ F y {Ai}∞
i=1 son disjuntos dos a dos, es decir Ai ∩ Aj = ∅ para cada

i 6= j, entonces:

P

(
∞⋃

i=1

Ai

)
=

∞

∑
i=1

P(Ai).

Definición 1.4 La terna (Ω,F ,P) se denomina espacio de probabilidad, y el valor P(A) se de-

nomina probabilidad de A.

Los subconjuntos F de Ω que pertenecen a F son llamados conjuntos F -medibles. En el

contexto de probabilidad esos conjuntos son llamados eventos y utilizamos la interpretación:

P(F) = “la probabilidad de que el evento F ocurra”

En particular, si P(F )=1 decimos que F ocurre con probabilidad 1 , o casi seguramente

(c.s).

Dada alguna familia U de subconjuntos de Ω se tiene que la σ- álgebra más pequeña que

contiene a U es HU:

HU=
⋂

{H; H σ-álgebra de Ω, U ⊂ H}
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y decimos que HU es la σ-álgebra generada por U .

Definición 1.5 Si (Ω,F , P) es un espacio de probabilididad, entonces una función Y: Ω →Rn

es llamada F -medible si:

Y−1(U) := {ω ∈ Ω; Y(ω) ∈ U} ∈ F

para todo conjunto abierto U ∈ Rn, (o equivalentemente para todo conjunto de Borel U ⊂
Rn).

Definición 1.6 Sea (Ω,F , P) un espacio de probabilidad y sea (R, B) el espacio probabili-

zable formado por la recta real R y la σ-álgebra de los conjuntos de Borel B=B (R).

Una aplicación X: (Ω,F ) −→ (R,B) es una variable aleatoria F -medible si y solo si X−1(B)

∈ F , para todo B ⊂ B ; es decir:

X−1(B)= { ω ∈ Ω: X (ω) ∈ B } ∈ F

es un evento.

1.2 Densidad

Definición 1.7 Una función f : R −→ R es una función de densidad sobre R si y solo si f

satisface las siguientes condiciones:

i. Para todo x ∈ R, f (x) ≥ 0.

ii.
∫ ∞
−∞ f (u)du = 1.

Definición 1.8 Una variable aleatoria X es continua o absolutamente continua si existe una

función de densidad f tal que para todo a ∈ R
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F(a) = P(X ≤ a) =
∫ a

−∞
f (u)du.

En este caso f se denomina función de densidad de probabilidad de X.

Ejemplo 1.1 La función definida por

n(x) =
1√
2π

e
−x2

2 .

es llamada función de densidad normal estándar y su integral:

N(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e
−y2

2 dy

es la función de distribución normal estándar.

Por otro lado podemos considerar la siguiente desigualdad, la cual es muy utilizada con

la distribución normal, y que de hecho consideraremos más adelante para realizar algunas

demostraciones.

Lema 1.1 Para cada x > 0, se satisface:

x
x2 + 1

e
−x2

2 ≤
∫ ∞

x
e
−u2

2 du ≤ 1
x

e
−x2

2 .

Demostración:

Integrando por partes se tiene que:
∫ ∞

x

(
1 +

1
u2

)
e
−u2

2 du = x−1e
−x2

2 . (1.1)

De aquí tenemos: ∫ ∞

x
e
−u2

2 du ≤ x−1e
−x2

2 . (1.2)

Para la otra desigualdad, utilizamos el hecho de que x ≤ u < ∞, y por monotonía de la

integral se sigue que:
∫ ∞

x

(
1 +

1
u2

)
e
−u2

2 du ≤ (1 + x2)
∫ ∞

x
e
−u2

2 du. (1.3)
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Así de (1.1),(1.2) y (1.3) se tiene:

x
x2 + 1

e
−x2

2 ≤
∫ ∞

x
e
−u2

2 du ≤ 1
x

e
−x2

2 .

Que era lo que se quería demostrar. 2

Ahora mencionaremos la siguiente desigualdad, la cual será de utilidad en las próximas

secciones:

Si 0 < x < 1 entonces se satisface que 1− x ≤ e−x, (1.4)

En efecto pues, notemos que para 0 < x < 1:

− log(1− x) =
∞

∑
n=1

xn

n
≥ x

luego multiplicando por -1 y aplicando exponencial a ambos lados se obtiene la desigualdad

deseada. 2

1.3 Esperanza y varianza de variables aleatorias.

Unas de las características interesantes de una variable aleatoria son la esperanza, la va-

rianza y los momentos.

Definición 1.9 Si X es una variable aleatoria discreta con probabilidades pn = P(X = xn),

entonces:

• La esperanza se define como:

µX = EX =
∞

∑
k=1

xk pk.
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• La varianza se define como:

σ2
X = var(X) =

∞

∑
k=1

(xk − µX)2 pk.

Definición 1.10 Si X es una variable aleatoria con densidad f , entonces

• La esperanza se define como:

µX = EX =
∫ ∞

−∞
x f (x)dx.

• La varianza es definida como:

σ2
X = var(X) =

∫ ∞

−∞
(x− µX)2 f (x)dx.

Un resultado que consideraremos luego es el siguiente:

Proposición 1.1 Si Y es una variable aleatoria tal que var(Y)=0 entonces Y=E(Y) casi segu-

ramente respecto a la medida.

1.4 Vectores aleatorios

En lo que sigue utilizaremos estructuras aleatorias finito-dimensionales e infinito-dimensio-

nales. Iniciamos con los vectores aleatorios finito-dimensionales, antes de definir un proceso

estocástico.

Definición 1.11 Un vector X= (X1,X2,. . .,Xn) es un vector aleatorio n-dimensional si sus com-

ponentes X1,X2,. . .,Xn son variables aleatorias reales unidimensionales definidas sobre un

mismo espacio de probabilidad (Ω,F , P).

Análogamente a las variables aleatorias reales unidimensionales, podemos introducir

las definiciones de función de distribución, esperanza y matriz de covarianza de un vector

aleatorio.
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Definición 1.12 Un vector X= (X1,X2,. . .,Xn) es un vector aleatorio n − dimensional si sus

componentes X1,X2,. . .,Xn son variables aleatorias reales unidimensionales definidas sobre

un mismo espacio de probabilidad (Ω,F , P).

Definición 1.13 La función FX: Rn → R

FX(x) = P(X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, . . . , Xn ≤ xn)

= P({ω : X1(ω) ≤ x1, . . . , Xn(ω) ≤ xn}),

donde x=( x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, es la función de distribución FX de X.

Definición 1.14 Si la distribución de un vector aleatorio X tiene densidad fX, podemos re-

presentar la función de distribución conjunta FX de X como:

FX(x1, . . ., xn )=
∫ x1
−∞. . .

∫ xn
−∞fX(y1,. . .,yn)dy1 . . . dyn, con (x1, . . ., xn)∈ Rn.

Donde la densidad es una función que satisface lo siguiente:

fX(x) ≥ 0 para todo x ∈ Rn (1.5)

y ∫ x1

−∞
. . .

∫ xn

−∞
fX(y1, . . . , yn)dy1 . . . dyn= 1. (1.6)

Ejemplo 1.2 La función definida como:

fX(x) =
1

(2π)n/2(detΣ)1/2 e{−
1
2 (x−µ)Σ−1(x−µ)T}, x ∈ Rn. (1.7)

Para algún µ ∈ Rn y Σ una matriz simétrica definida positiva; es una densidad en Rn pues

se puede verificar que (1.5) y (1.6) se cumplen, además a los vectores aleatorios con ésta

densidad se les llaman vectores aleatorios gaussianos o normales.

Ahora bien, la esperanza de un vector aleatorio tiene una función similar al valor es-

perado de una variable aleatoria. Así, los valores de X(ω) son concentrados alrededor de

ésta.



Capítulo 1. Preliminares 11

Definición 1.15 La Esperanza de un vector aleatorio X es dada por:

µX = EX= (EX1,. . .,EXn).

Definición 1.16 La Matriz de Covarianza de X es definida como:

ΣX(i, j)=cov (Xi, Xj): i, j= 1,. . ., n,

donde

cov(Xi, Xj) = E[(Xi − µXi)(Xj − µXj)]

= E(XiXj)− µXi µXj ,

es la covarianza de Xi y Xj. Además cov(Xi, Xi)= σ2
Xi

.

En general, podemos escribir: ΣX = E[(X− µX)T(X− µX)].

De aquí en adelante denotaremos como:

Σ =




σ2
11 σ12 · · · σ1n

σ21 σ2
22 · · · σ2n

...
...

. . .
...

σn1 σn2 · · · σ2
nn




,

donde σ2
ii = var(Xi) = cov(Xi, Xi) para i = 1, . . . , n; y para i 6= j σ2

ij = cov(Xi, Xj).

Ahora consideremos el siguiente resultado, el cual utilizaremos con frecuencia:

Teorema 1.1 Sean Xi : Ω → R variables aleatorias; con 1 ≤ i ≤ n. Entonces:

X=(X1,. . .,Xn) es normal

si y solo si

Y=∑n
i=1 λiXi es normal para todo λ1,. . .,λn ∈ R.

La demostración de éste teorema la podemos encontrar en [5].
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Ejemplo 1.3 En el ejemplo 1.2, se puede apreciar que la densidad de un vector aleatorio

Normal X y por lo tanto, su distribución están completamente determinados por su espe-

ranza µ y matriz de covarianza Σ, por ésta razón de aquí en adelante utilizaremos la notación

N (µ,Σ) para identificar a un vector aleatorio normal n-dimensional X con media µ y matriz

de covarianza Σ.

De manera análoga a la propiedad de las variables aleatorias normales, tenemos el si-

guiente resultado:

Proposición 1.2 Sea X=(X1,. . .,Xn) un vector aleatorio que tiene distribuciónN (µ,Σ) y A una

matriz m ×n. Entonces AXT tiene distribución N (AµT,AΣAT).

Demostración:

Sea X un vector aleatorio tal que X∼ N (µ,Σ), y sea Y= AXT donde

A =




a11 · · · a1n

a21 · · · a2n
...

. . .
...

am1 · · · amn




,

y

X = (X1(ω), . . . , Xn(ω)) = (x1, . . . , xn), para cada ω ∈ Ω.

Al multiplicar las matrices A y XT obtenemos:

Y =




a11x1+ · · · +a1nxn

a21x1+ · · · +a2nxn
...

am1x1+ · · · +amnxn




.

Ahora bien, por hipótesis X es normal, así que del Teorema 1.1, se sigue que cualquier

combinación lineal de las componentes de X es una variable aleatoria normal, así cada una
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de las componentes del vector Y es normal. Luego para ver que Y es normal consideramos

lo siguiente. Sean λ1, . . . , λm escalares en R entonces:

λ1 (a11x1 + · · ·+ a1nxn) + · · ·+ λn(am1x1 + · · ·+ amnxn) =

= x1(λ1a11 + · · ·+ λmam1) + · · ·+ xn(λ1a1n + · · ·+ λmamn),

utilizando el hecho de que el vector X es normal y el teorema 1.1, obtenemos la normalidad

del vector Y. Ahora bien, utilizando linealidad de la esperanza y multiplicación de un vector

por una matriz obtenemos:

EY =




a11 · · · a1n

a21 · · · a2n
...

. . .
...

am1 · · · amn







EX1
...

EXn


 ,

es decir: EY=AµT, pues µ=E X=(E X1,. . .,EXn ).

También podemos verificar que: ΣY=A Σ AT.

Por lo tanto Y tiene distribución N (AµT , A Σ AT). 2

1.5 Independencia

Definición 1.17 Dos eventos A1 y A2 son independientes si:

P(A1 ∩ A2) = P(A1)P(A2),

Definición 1.18 Dos variables aleatorias X1 y X2 son independientes si:

P(X1 ∈ B1, X2 ∈ B2) = P(X1 ∈ B1)P(X2 ∈ B2),

para todo subconjunto B1 y B2 borelianos de R
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Definición 1.19 Los eventos A1, . . .,An son independientes si, para cualquier elección de índices

1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n y enteros 1 ≤ k ≤ n,

P(Ai1 ∩ · · · ∩ Aik) = P(Ai1) · · · P(Aik).

Definición 1.20 Las variables aleatorias X1, . . . , Xn son independientes, si para cualquier elec-

ción de índices 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n, enteros donde 1 ≤ k ≤ n y cualesquiera borelianos B1,

. . ., Bn de R

P(Xi1 ∈ Bi1 , . . . , Xik ∈ Bik) = P(Xi1 ∈ Bi1) · · · P(Xik ∈ Bik).

Es decir los eventos {X1 ∈ B1},. . .,{Xn ∈ Bn} son independientes.

También podemos decir que:

Las variables aleatorias X1, . . . , Xn son independientes si y sólo si su función de distribu-

ción conjunta puede ser escrita como sigue:

FX1,...,Xn(x1, . . . , xn) = FX1(x1) . . . FXn(xn), (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Si el vector X=(X1, . . . , Xn) tiene densidad fX, entonces X1, . . . , Xn son independientes si y

sólo si:

fX1,...,Xn = fX1(x1) . . . fXn(xn), (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Un resultado interesante y que consideraremos más adelante es el siguiente:

Proposición 1.3 Sea Y un vector aleatorio en Rn definido como Y = (Y1, . . ., Yn), tal que

Y ∼ N (µ, Σ) con µ ∈ Rn y Σ su matriz n× n de covarianzas entonces se verifica que:

Σ es diagonal si y solo si las componentes de Y son independientes.

Demostración: Supongamos primero que las componentes de Y son independientes,

además sabemos que:



Capítulo 1. Preliminares 15

Σ =




σ2
11 σ12 · · · σ1n

σ21 σ2
22 · · · σ2n

...
...

. . .
...

σn1 σn2 · · · σ2
nn




,

donde σ2
ii = var(Yi) = E[(Yi − µi)2] para i = 1, . . . , n; y para los i 6= j tenemos

que σ2
ij = cov(Yi, Yj) = E[YiYj] − E[Yi]E[Yj]. Luego por la suposición hecha sobre la inde-

pendencia tenemos que σ2
ij = E[Yi]E[Yj] − E[Yi]E[Yj] = 0. De donde obtenemos que Σ es

diagonal.

Ahora supongamos que Σ es diagonal y del ejemplo 1.2 tenemos que la función de den-

sidad gaussiana de Y es:

fY(y) =
1

(2π)n/2(detΣ)1/2 e{−
1
2 ( y−µ)Σ−1(y−µ)T}, y ∈ Rn,

como Σ es diagonal se tiene que det(Σ) 6=0 y podemos obtener Σ−1 como:

Σ−1 =




1
σ2

11
0 · · · 0

0 1
σ2

22
· · · 0

...
... . . . ...

0 0 · · · 1
σ2

nn




.

Luego desarrollando el argumento de la exponencial:

(y− µ)Σ−1(y− µ)T =
(y1 − µ1)2

σ2
11

+ · · ·+ (yn − µn)2

σ2
nn

Así por propiedad de la exponencial y lo anterior podemos escribir la densidad como:

fY(y) =
1√

2πσ11
e
−(y1−µ1)2

2σ2
11

1√
2πσ22

e
−(y2−µ2)2

2σ2
22 . . .

1√
2πσnn

e
−(yn−µn)2

2σ2
nn

= fY1(y1) . . . fYn(yn).

Con lo cual concluimos la demostración. 2
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1.6 Procesos Estocásticos

Los procesos estocásticos son estructuras aleatorias infinito-dimensionales. La teoría de pro-

cesos aleatorios se basa en el estudio y modelación de sistemas que evolucionan a lo largo

del tiempo o del espacio de manera aleatoria, así tenemos la siguiente definición:

Definición 1.21 Sea el espacio de probabilidad (Ω,F , P). Un proceso estocástico X es una

colección de variables aleatorias {Xt}t∈T, definidas sobre un espacio de probabilidad

(Ω,F , P), y que asumen valores en Rn. El espacio de parámetros T es usualmente conside-

rado como la semirecta [0,∞), subintervalos [a,b] o también los enteros no negativos.

Otra manera de ver los procesos estocásticos, es como una función de dos variables:

Xt : (Ω,F , P) −→ (R,B)

ω −→ Xt(ω) ∈ R.

Es decir,

• Para todo instante de tiempo fijo t, Xt=Xt(ω), ω ∈ Ω es una variable aleatoria.

• Para todo ω ∈ Ω fijo, Xt=Xt(ω) es una función del tiempo o trayectoria muestral del

proceso X.

Observación: También podemos considerar T=[0, ∞)× [0, ∞), obteniendo así un proceso

estocástico de dos parámetros {Xz: z ∈ R2
+} donde R2

+ es el cuadrante positivo del plano

y Xz:=X(z):=X(x, y, ω), con x, y ∈ R. Este es el tipo de procesos los consideraremos en el

capítulo III para definir la hoja Browniana.

Ejemplo 1.4 Xt: número de personas que esperan un autobús en un instante t donde

t ∈ [10,11].
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De manera análoga a las variables aleatorias y los vectores aleatorios, también podemos

hablar de las características no aleatorias de un proceso estocástico, tales como son su dis-

tribución, esperanza, covarianza, etc.

Uno de los aspectos importantes de los procesos estocásticos es que pueden ser considera-

dos como una colección de vectores aleatorios, lo cual motiva la siguiente definición,

Definición 1.22 Las distribuciones finito dimensionales (fidis) del proceso estocástico X son las

distribuciones de los vectores finito dimensionales

(Xt1
, . . . , Xtn), t1, . . . , tn ∈ T.

para toda posible elección de tiempos t1,. . .,tn ∈ T (un intervalo) y todo n ≥ 1.

Definición 1.23 Sea X=(Xt, t ∈ T), T⊂ R un proceso estocástico entonces la función esperanza

de X es definida como:

µX(t)= µXt= EXt, con t ∈ T.

Definición 1.24 Sea X=(Xt, t ∈ T), T ⊂ R un proceso estocástico entonces la función de cova-

rianza de X es definida como:

cX(t,s)= cov(Xt,Xs)= E [( Xt - µX(t) )( Xs - µX(s))], donde t, s ∈ T.

Definición 1.25 Sea X=(Xt, t ∈ T), T ⊂ R un proceso estocástico entonces la función de va-

rianza de X es definida como:

σ2
X(t)= cX(t,t)= var(Xt), con t ∈ T.

Ejemplo 1.5 Un proceso estocástico es llamado gaussiano si todas sus fidis son Gaussianas

multivariadas. Y vimos en el ejemplo (1.3) que los parámetros µ y Σ de un vector gaussiano
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son su esperanza y matriz de covarianza respectivamente. Por lo tanto la distribución de un

proceso estocástico Gaussiano está completamente determinado por su vector de medias y

su función de covarianza.

Los procesos estocásticos se pueden clasificar de distintas maneras y una de ellas es a

través de las características probabilísticas de las variables aleatorias. Una manera espe-

cial de clasificarlos es mediante una estructura de dependencia, lo cual nos motiva a dar la

siguiente definición:

Definición 1.26 Un proceso estocástico X=(Xt, t ∈ T), T⊂ R es estrictamente estacionario si las

distribuciones finito dimensionales verifican lo siguiente:

(Xt1 ,. . ., Xtn ) d=(Xt1+h,. . ., Xtn+h )

para toda elección de índices t1,. . .,tn ∈ T, n ≥1 y h tal que t1 + h,. . .,tn + h ∈ T. Donde d=

indica la igualdad en distribución, es decir los vectores anteriores tienen la misma función

de distribución.

En particular si X es un proceso estrictamente estacionario, entonces para cualquier t1 y

t2 en T con t1 < t2 y t2 = t1 + h para algún h > 0, se tiene Xt1 = Xt2 , por lo tanto X es un

proceso de variables aleatorias idénticamente distribuidas.

Ejemplo 1.6 Sea X=(Xt, t ∈ T) un proceso con T=[0,∞) ó T= Z.

Un ejemplo de proceso estrictamente estacionario es una sucesión de variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas Xt, t ∈ T. Dado que un proceso Gaussiano X

es determinado por sus funciones de esperanzas y covarianzas, se tiene que la definición de

proceso estrictamente estacionario se reduce a:

µX(t + h) = µX(t) y cX(t + h, s + h) = cX(t, s),

para todo s, t ∈ T, y h tal que s + h, t + h ∈ T.
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En particular, tenemos que: µX(t)=µX(0) para todo t, y cX(t, s)=cX(t− s,0) =
∼
c (|t− s|) tomando

h = −s donde
∼
c X es una función de una variable. Es decir, un proceso Gaussiano estricta-

mente estacionario tiene función de esperanza constante y la función de covarianza sólo

depende de la distancia |t− s| entre las variables en consideración.

Sea X=(Xt, t ∈ T) un proceso estocástico y T ⊂ R un intervalo, entonces:

Definición 1.27 X tiene incrementos estacionarios si:

Xt − Xs
d=Xt+h − Xs+h para todo t, s ∈ T y h tal que t + h, s + h ∈ T

Definición 1.28 X tiene incrementos independientes si para toda elección de ti ∈ T con t1 <

. . . < tn y n ≥ 1,

Xt2 − Xt1 ,. . .,Xtn − Xtn−1

son variables aleatorias independientes.

Definición 1.29 Un proceso estocástico X=(Xt, t ∈ [0,∞)) es H − auto − similar para algún

H > 0 si sus fidis satisfacen la condición:

(αHXt1 ,. . .,αHXtn) d=(Xαt1 ,. . .,Xαtn),

para todo α > 0, toda elección de índices ti ≥ 0, i = 1, . . . , n y n ≥ 1.

Intuitivamente, si un proceso es autosimilar entonces las trayectorias de (αHXt1 ,. . .,αHXtn) y

de (Xαt1 ,. . .,Xαtn) aun cuando no son idénticas, son similares visualmente. El proceso más

estudiado que satisface ésta propiedad es el movimiento Browniano fraccionario.

A continuación enunciaremos tres resultados importantes que utilizaremos en los próxi-

mos capítulos y cuyas demostraciones las podemos encontrar en [7].
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Lema 1.2 (Lema de Borel-Cantelli) Sea {An} una sucesión de eventos. Si.

∑
n

P(An) < ∞,

entonces

P( [An i.o] ) = P ( lim sup
n→∞

An) = 0.

Donde i.o indica infinita veces.

Teorema 1.2 (Criterio de Convergencia de Kolmogorov). Supongamos que {Xn : n ≥ 1}
es una sucesión de variables aleatorias independientes. Si

∞

∑
j=1

Var(Xj) < ∞,

entonces

∞

∑
j=1

(Xj − E(Xj)) converge casi seguramente.

Teorema 1.3 (Teorema de tres series de Kolmogorov). Sean {Xn : n ≥ 1} una sucesión de

variables aleatorias independientes, luego las siguientes afirmaciones son equivalentes:

• La serie ∑ n Xn converge casi seguramente.

• Existe una constante K > 0 tal que las siguientes tres series convergen:

i. ∑ n P( |Xn| > K);

ii. ∑ n E(Xn1|Xn|≤K);

iii. ∑ n Var(Xn1|Xn|≤K).
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Un resultado importante que se desprende de éste último teorema y que utilizaremos a

lo largo del trabajo es el siguiente:

Corolario 1.1 Sean {Xn : n ≥ 1} una sucesión de variables aleatorias independientes, nor-

malmente distribuidas con E(Xn) = µn, var(Xn) = σ2
n, entonces:

∑
n

Xn converge casi seguramente si y solo si ∑
n

µn , ∑
n

σ2
n < ∞.

Demostración:

Supongamos primero que ∑n µn y ∑ σ2
n < ∞, entonces por el criterio de convergencia de

Kolmogorov, se tiene que:

∞

∑
n=1

(Xn − E(Xn)) converge casi seguramente.

Además sabemos que ∑∞
n=1 µn converge casi seguramente. Por lo tanto

∑
n

Xn converge casi seguramente.

Ahora supongamos que ∑n Xn converge casi seguramente, entonces por el Teorema 1.3,

existe C > 0 tal que:

∑
n

P( |Xn| > C); ∑
n

E(Xn1|Xn|≤C); ∑
n

Var(Xn1|Xn|≤C) convergen. (1.8)

Además podemos escribir para todo n ≥ 1:

Xn = Xn1|Xn|≤C + Xn1|Xn|>C (1.9)

Por otra parte, se tiene por (1.8) y el lema 1.2 que:

P({|Xn| > C ∀ n ≥ 1}) = 0 (c.s); (1.10)
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Entonces por linealidad de la esperanza, (1.8) y (1.10):

∑
n

E(Xn) = ∑
n

E[Xn1|Xn|≤C] + ∑
n

E[Xn1|Xn|>C] (1.11)

Así, por (1.8), (1.10) y (1.11):

∑
n

E(Xn) < ∞. (1.12)

Por otro lado, podemos escribir:

∑
n

Var[Xn] = ∑
n

Var[Xn1|Xn|≤C] + ∑
n

Var[Xn1|Xn|>C]−∑
n

Cov(Xn1|Xn|≤C, Xn1|Xn|>C).

(1.13)

A partir de la definición de varianza, (1.10) y (1.12) tenemos que para todo n ≥ 1:

Var[Xn1{|Xn|>C}] = E[Xn1{|Xn|>C}]2 − (E(Xn1{|Xn|>C}))2

= E[Xn1{|Xn|>C}]2 (c.s)

= E[X2
n1{|Xn|>C}] (c.s)

= 0 (c.s),

ya que P({|Xn| > C ∀ n ≥ 1})=0 c.s.

Además utilizando (1.10) y el hecho de que los conjuntos {|Xn| > C} y {|Xn| ≤ C} son

disjuntos tenemos que:

Cov(Xn1|Xn|≤C, Xn1|Xn|>C) = 0.

Así de lo anterior, (1.8) y (1.13):

∑
n

Var(Xn1{|Xn|>C}) < ∞ (c.s). (1.14)

Con lo cual se obtiene lo que se quería demostrar.

2
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Como hemos mencionado anteriormente los procesos estocásticos se pueden clasificar

de acuerdo a las propiedades probabilísticas de las variables aleatorias, así entre éstas clasi-

ficaciones tenemos a los procesos de incrementos independientes, y uno de los ejemplos más

importantes de éste tipo de procesos es el movimiento Browniano, el cual estudiaremos a

continuación.
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Movimiento Browniano.

El movimiento Browniano o proceso de Wiener es el nombre dado al movimiento irregular

que realizan las partículas de polen suspendidas en un líquido. Este movimiento fue obser-

vado por el botánico inglés Robert Brown (1773-1858) en 1827, cuando investigaba el polen

de diversas plantas. Observó que el polen de las muestras preparadas para la observación en

microscopio estaban en constante movimiento. Como éste se repetía con todos los tipos de

sustancias orgánicas, creyó que había encontrado la molécula primitiva de los seres vivos,

sin embargo también encontró que las sustancias inorgánicas como el polvo, presentaban el

mismo comportamiento.

A partir de aquí aparecen distintos investigadores, que trataron de explicar éste fenó-

meno. De entre todos se destacan los siguientes: en 1858 Regnault pensó que el movimiento

era causado por el calentamiento irregular de la muestra provocado por la luz incidente. En

1863 Weiner comprueba que el movimiento no es mantenido por fuerzas de una partícula

sobre otra, ni por diferencias de temperatura ni por evaporación. Cantoni y Ochl en 1865

comprobaron que el movimiento de las partículas continuaba a pesar de mantener durante

un año el líquido con las partículas entre dos láminas de vidrio selladas y sin mover el ex-

24
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perimento. Exner en 1867 encuentra que el movimiento es tanto más rápido cuanto más

pequeñas son las partículas, más luz y más calor reciben. En 1870 Jevons da la idea que

el movimiento es causado por fuerzas de naturaleza eléctrica, sin embargo Dancer, en el

mismo año demuestra claramente el error del razonamiento de Jevons. En 1877, Delsaux

expresó por primera vez que el origen del movimiento Browniano está en el impacto en-

tre las moléculas del soluto con las del disolvente. También éste punto de vista fue dado

independientemente por Carbonelle en el mismo año. Ninguno de ellos lo demostró ade-

cuadamente y sus ideas no fueron tenidas en consideración.

La primera investigación precisa fue realizada por Guoy en 1888, quién concluyó que

el movimiento era más intenso cuando la viscosidad del disolvente era menor y relacionó

el movimiento a la agitación térmica molecular del líquido. En 1900 Louis Bachelier (1870-

1946) utilizó el movimiento para la descripción del cambio de los precios de las bolsas de

valores. Después de muchos intentos por explicar el fenómeno en 1905 Einstein (1879- 1955)

constituye uno de los puntos culminantes de la larga investigación sobre la deducción de las

leyes que gobiernan el movimiento Browniano.

Sin embargo la estructura matemática del movimiento Browniano, tal y como se la conoce

hoy en día, es debida la matemático norteamericano Norbert Wiener (1894-1964) en 1923.

Por ésta razón el movimiento Browniano es también conocido como el proceso de Wiener.

2.1 Definición.

Definición 2.1 Un proceso estocástico W=(W(t,ω)=W(t); t ∈ [0,∞)) definido sobre un espa-

cio de probabilidad (Ω,F , P) es llamado proceso de Wiener o movimiento Browniano si satisface

las siguientes condiciones:

i. W(0)=0 para casi todo ω, (empieza en cero),
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ii. W(t)-W(s) ∈ N (0,t-s), para todo 0≤ s < t < ∞,

iii. W(t ) es un proceso de incrementos independientes, es decir:

W(t2)-W(t1), W(t3)-W(2),. . .,W(ti)-W(ti−1) son variables aleatorias independientes para

todo 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ t3 ≤ . . . ≤ ti−1 ≤ ti < ∞ (i=2,3, . . .),

iv. W(t, ω)tiene trayectorias continuas en t con probabilidad uno.

2.2 Propiedades.

A partir de la definición anterior podemos obtener las siguientes propiedades del movimiento

Browniano:

a. Para cada t ∈ [0,∞), W(t) tiene distribución N (0,t), esto se sigue de la parte (ii) de la

definición, haciendo s=0 y utilizando (i).

b. W es un proceso Gaussiano.

En efecto, pues:

Sean t1, . . . , tn elementos de [0,∞), α1,. . .,αn números reales, y consideremos λi como

λi=∑n
j=i αj con n natural, entonces:

α1W(t1) + . . . + αnW(tn) =

= (λ1 − λ2)W(t1) + . . . + (λn−1 − λn)W(tn−1) + λnW(tn)

= λ1W(t1) + λ2(W(t2)−W(t1)) + . . . + λn(W(tn)−W(tn−1)),

Ahora bien, como los incrementos son normales e independientes, se tiene por el teo-

rema 1.1 que (W(t1),. . ., W(tn)) es normal.

c. Las Variables W(t)-W(s) y W(t-s) tienen distribución N (0, t-s) con s < t.
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Pues, por (i),(ii) y la estacionariedad, se tiene que:

W(t)−W(s) d= W(t− s)−W(s− s)
d= W(t− s)−W(0)
d= W(t− s).

Entonces de a. se tiene que W (t-s) tiene distribución N (0, t-s). De hecho W(t)-W(s) y

W(t-s) tienen la misma distribución pues son variables aleatorias normales con igual

media y varianza, así podemos escribir: W(t)-W(s) d= W(t− s).

d. La función de covarianza del movimiento Browniano es:

cW(s, t) = E[W(s)W(t)] = min(s, t).

En efecto pues, utilizando (i), (ii), (iii), tenemos para s < t que:

cW(s, t) = EW(s)W(t)

= E[W(s)W(t)−W(s)2 + W(s)2]

= E[W(s)(W(t)−W(s))] + E[W(s)2]

= E[W(s)]E[W(t)−W(s)] + E[W(s)2]

= 0 + s

= min(s, t).

Si t < s el procedimiento es análogo.

e. El movimiento Browniano es un proceso gaussiano con:

µW(t)=0 y cW(s, t)=min(s, t).

En efecto, pues,

A partir de la parte (i), (ii) de la definición se tiene que la función de esperanzas es:
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µW(t)=EW(t)=0,

y el hecho de que cW(s, t)=min(s, t) lo obtuvimos en la parte anterior, como W es un

proceso gaussiano, entonces está completamente determinado por sus funciones de

esperanza y covarianza, con lo cual se sigue el resultado.

f. Si W es un movimiento Browniano, se tienen las siguientes transformaciones de W:

– (Simetría). El proceso -W(t), t≥0, es un movimiento Browniano.

– (Escala en el tiempo). Para todo c>0, el proceso cW(t/c2), t ≥0 es un movimiento

Browniano.

– (Inversión en el tiempo). El proceso X definido por: X(0)=0, X(t)=tW(1/t) para

t > 0 es un movimiento Browniano.

g. Para algún s > 0 fijo, el proceso W(t + s)-W(s), t ≥ 0, es un movimiento Browniano

independiente de σ(W(u), u ≤ s ), donde σ(W(u), u ≤ s ) representa la sigma algebra

generada por las variables aleatorias W(u) para u ≤ s.

En base a las propiedades que hemos mencionado del movimiento Browniano, se puede

obtener una definición equivalente, que enunciaremos en el siguiente teorema:

Teorema 2.1 Sea X=(Xt = X(t), t ∈ T) un proceso estocástico, entonces X es un movimiento

Browniano si y solo si

(i) X es un proceso gaussiano.

(ii) µX(t)=0 para todo t ∈T (el proceso es centrado).

(iii) cX(s, t)=min(s, t) para cada par s y t de elementos de T.
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(iv) X tiene trayectorias continuas.

Demostración:

Supongamos primero que X satisface las condiciones (i),(ii),(iii) y (iv) y veamos que X es un

movimiento Browniano:

• Por (ii) se tiene que µX(t)=0 para todo t ∈ T, en particular se satisface para que t = 0 y

por (iii) se tiene que var(X0)=0, así por la proposición 1.1 X0 = 0 c.s.

• Dado que X es un proceso gaussiano se tiene por el ejemplo 1.5 que cualquier colección

finita de variables aleatorias de X es gaussiana, luego por el teorema 1.1 se tiene que

en particular Xt − Xs es normal para t y s elementos de T con s < t. Por otro lado

utilizando linealidad de la esperanza e (ii) obtenemos que E[Xt − Xs]=0, y por (iii) la

var[Xt − Xs]=t− s. Obteniéndose así que Xt − Xs ∼ N (0,t− s).

• Veamos que X tiene incrementos independientes:

Sean t1, . . . , tn ∈ T, entonces los incrementos asociados a éstos índices son:

Xt2 − Xt1 , . . . , Xtn − Xtn−1 ;

estos incrementos son gaussianos:

Sean α1, . . . , αn escalares en R, entonces:

α1(Xt2 − Xt1) + . . . + αn(Xtn − Xtn−1);

es combinación lineal de variables gaussianas y como por hipótesis X es gaussiano,

se tiene que el vector de incrementos es gaussianos por el teorema 1.1, como esto

sucede para cualquier colección de elementos de T, se tiene que los incrementos son

gaussianos. Ahora para ver que los incrementos son independientes, es suficiente que

veamos su covarianza, ya que son gaussianos.
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Sean i, j enteros no negativos tales que i > j, entonces, por linealidad de la esperanza

y (iii):

cov[(Xti − Xti−1), (Xtj − Xtj−1)] = E[Xti Xtj ]− E[Xti Xtj−1 ]− E[Xtj Xti−1 ] + E[Xti−1 Xtj−1 ] = 0;

así por la proposición 1.3 se tiene que los incrementos son independientes, análogamente se

procede si consideramos i < j.

Así se tiene que X es por definición un movimiento Browniano. La otra implicación de la

demostración la obtuvimos anteriormente utilizando las propiedades del movimiento Brow-

niano. De todo lo anterior y por la continuidad de las trayectorias, se tiene la equivalencia

de las definiciones. 2

2.3 Construcción

El objetivo de ésta parte es dar una prueba constructiva de la existencia del movimiento

Browniano. Para ello, consideremos lo siguiente:

Sea {rn} una sucesión de números racionales diádicos positivos, es decir números de

la forma k/2n, k=1, 2, 3, . . ., n = 1, 2, . . . y sea {Xrn} una sucesión de variables aleatorias

independientes con distribución N (0,1), definidas sobre un mismo espacio de probabilidad

(Ω,F , P).

Sobre éste espacio de probabilidad construimos un movimiento Browniano de la si-

guiente manera:

i. W(0)=0 y para todo entero positivo k > 0, definimos:

W(k) = X1 + X2 + . . . + Xk. (2.1)

Con ésta definición se tiene que W(k) es:
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• Normal por el teorema 1.1 ya que es la suma de variables aleatorias normales e

independientes.

• Es centrado por la linealidad de la esperanza y el hecho de que las {Xrn} tienen

distribución N (0,1).

• Sea 0 < k1 ≤ k2 < ∞ entonces por ser las {Xrn} independientes se tiene que:

cov(W(k1), W(k2))=E[(W(k1)− E(W(k1)))(W(k2)− E(W(k2)))]

=E[W(k1)W(k2)]

=E[X2
1 ] + E[X1X2] + · · ·+ E[X1Xk2 ] +

+E[X2X1] + E[X2
2 ] + · · ·+ E[X2Xk2 ] +

...

+E[Xk1 X1] + E[Xk1 X2] + . . . + E[X2
k1

] + · · ·+ E[Xk1 Xk2 ]

=E[X2
1 ] + E[X2

2 ] + · · ·+ E[X2
k1

]

=var(X1) + · · ·+ var(Xk1)

=1 + · · ·+ 1

=k1

=min(k1, k2).

ii. Para los racionales de la forma k + 1
2 , donde k es un entero positivo, definimos:

W
(

k +
1
2

)
=

W(k) + W(k + 1)
2

+
Xk+ 1

2√
4

. (2.2)

Con ésta definición se tiene que W(k + 1
2 ) es:

• Normal por el teorema 1.1.

• Es centrado por la linealidad de la esperanza, la parte (i) anterior y el hecho de

que las {Xrn} tienen distribución N (0,1).
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• Sea 0 < k1 ≤ k2 < ∞, por la independencia de las {Xrn} se tiene que E[W(i)Xj+ 1
2
] =

E[Xj+ 1
2
Xi+ 1

2
] = 0 con i, j enteros positivos. Así podemos escribir:

cov
(

W
(

k1 +
1
2

)
, W

(
k2 +

1
2

) )
= E

[
W

(
k1 +

1
2

)
W

(
k2 +

1
2

)]

=
1
4

E[W(k1)W(k2)] +
1
4

E[W(k1)W(k2 + 1)] +
1
4

E[W(k1)Xk2+ 1
2
] +

+
1
4

E[W(k1 + 1)W(k2)] +
1
4

E[W(k1 + 1)W(k2 + 1)] +
1
4

E[W(k1 + 1)Xk2+ 1
2
] +

+
1
4

E[Xk1+ 1
2
W(k2)] +

1
4

E[Xk1+ 1
2
W(k2 + 1)] +

1
4

E[Xk1+ 1
2
Xk2+ 1

2
]

=
1
4

min(k1, k2) +
1
4

min(k1, k2 + 1) +
1
4

min(k1 + 1, k2) +
1
4

min(k1 + 1, k2 + 1)

=min
(

k1 +
1
2

, k2 +
1
2

)
.

iii. De acuerdo a la construcción se tiene que de manera recursiva hemos definido W(k/2n)

con k=1,2,. . . ; n=1,2,. . .,n0, y satisface ser normal, centrado y tal que

cov(W(k1/2n), W(k2/2n)) = min(k1/2n, k2/2n).

iv. Para k = 1, 2, . . . y n = n0 + 1, sea:

W
(

2k + 1
2n

)
=

W( 2k
2n ) + W(2k+2

2n )
2

+
X(2k+1)2−n√

2n+1
. (2.3)

Y además W(2k+1
2n ), también satisface que:

• Es normal por el teorema 1.1.

• Es centrado por la linealidad de la esperanza, y la suposición hecha en (iii) debida

a la construcción.

• Sea 0 < k1 ≤ k2 < ∞, con k1, k2 enteros no negativos, entonces por la indepen-

dencia de las {Xrn} y la suposición hecha en (iii) dada la construcción se tiene que

para i, j enteros no negativos,

E
[

W
(

2i
2n

)
X(2j+1)2−n

]
= E

[
W

(
2i + 1

2n

)
X(2j+1)2−n

]
= E

[
X(2i+1)2−n X(2j+1)2−n

]
= 0.
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Así podemos obtener:

cov
(

W
(

2k1 + 1
2n

)
, W

(
2k2 + 1

2n

) )
=

1
4

E
[

W
(

2k1

2n

)
W

(
2k2

2n

)]
+

+
1
4

E
[

W
(

2k1

2n

)
W

(
2k2 + 2

2n

)]
+

1
4

E
[

W
(

2k1 + 2
2n

)
W

(
2k2

2n

)]
+

+
1
4

E
[

W
(

2k1 + 2
2n

)
W

(
2k2 + 2

2n

)]
+

1

2
√

2n+1
E

[
W

(
2k1

2n

)
X(2k2+1)2−n

]
+

+
1

2
√

2n+1
E

[
W

(
2k1 + 2

2n

)
X(2k2+1)2−n

]
+

1

2
√

2n+1
E

[
W

(
2k2

2n

)
X(2k1+1)2−n

]
+

+
1

2
√

2n+1
E

[
W

(
2k2 + 2

2n

)
X(2k1+1)2−n

]
+

1
2n+1 E

[
X(2k1+1)2−n X(2k2+1)2−n

]

=
1
4

E(W(2k1/2n)W(2k2/2n)) +
1
4

E(W(2k1/2n)W((2k2 + 2)/2n)) +

+
1
4

E(W((2k1 + 2)/2n)W(2k2/2n)) +
1
4

E(W((2k1 + 2)/2n)W((2k2 + 2)/2n))

=
1
4

min
(

2k1

2n ,
2k2

2n

)
+

1
4

min
(

2k1

2n ,
2k2 + 2

2n

)
+

+
1
4

min
(

2k1 + 2
2n ,

2k2

2n

)
+

1
4

min
(

2k1 + 2
2n ,

2k2 + 2
2n

)

= min
(

2k1 + 1
2n ,

2k2 + 1
2n

)
.

v. Dada la construcción se puede verificar que para cualquier racional diádico no nega-

tivo k
2n con k = 1, 2, . . . y n = 1, 2, . . ., se satisface que W( k

2n ) es normal, centrado y

cov(W( k1
2n ), W( k2

2n )) = min( k1
2n , k2

2n ) donde k1
2n y k2

2n son racionales diádicos no negativos.

Así, se tiene que por inducción hemos definido nuestro proceso que satisface las condi-

ciones (i)-(iii) del teorema 2.1 para todo racional diádico positivo rn con n ≥ 1.

Para un t > 0 arbitrario utilizamos la siguiente representación:

t =
∞

∑
k=0

εk(t)
2k ,

donde ε0(t) = 0, 1, 2, . . .; εk(t) = 0, 1; k = 0, 1, . . ., y definimos:
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W(t) = lim
n→∞

W(tn) (c.s)

= W(ε0(t)) + lim
n→∞

n

∑
k=1

(W(tk)−W(tk−1)) (c.s),

donde tn = ∑n
j=0

ε j(t)
2j .

La existencia del límite de arriba se sigue del teorema de tres series de Kolmogorov, para

todo 0 < t < ∞ fijo. En efecto, pues:

Llamemos Yk = W(tk)−W(tk−1), es decir Yk son los incrementos del proceso definido

anteriormente sobre los racionales diádicos y que satisface las condiciones (i)-(iii) del teo-

rema 2.1, por lo tanto son normales e independientes. Además:
∞

∑
k=1

E[Yk] < ∞ pues Yk ∼ N (0, tk − tk−1)

y

lim
n−→∞

n

∑
k=1

var(Yk) = lim
n−→∞

n

∑
k=1

var(W(tk)−W(tk−1))

= lim
n−→∞

n

∑
k=1

(tk − tk−1)

= lim
n−→∞

tn − t0

= t− t0 < ∞.

Luego,
∞

∑
k=1

E[Yk],
∞

∑
k=1

var(Yk) < ∞.

Ahora bien, por el corolario 1.1 tenemos que ∑∞
k=1 Yk converge casi seguramente, es decir:

∞

∑
k=1

(W(tk)−W(tk−1)) converge casi seguramente.
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Así hemos demostrado que para todo t > 0 fijo, el límite:

lim
n→∞

n

∑
k=1

(W(tk)−W(tk−1)) (2.4)

existe, y además también existe un conjunto Ω0 ⊂ Ω de probabilidad cero tal que la serie

∑∞
k=1(W(tk)−W(tk−1)) converge para todo ω ∈ Ω−Ω0.

Ahora veamos que la representación de W(t) se satisface uniformemente en t con probabi-

lidad uno. Para ver esto primero mostremos que:

∞

∑
k=1

sup
0≤t≤1

|W(tk)−W(tk−1)| < ∞ (c.s).

Para ello consideremos K = 2k, uk = C
√

2logK y C = constante > 1. Además para un

proceso que satisface las condiciones (i)-(iii) del teorema 2.1 se tiene que W(tk)−W(tk−1)
d=

W(tk − tk−1) donde por definición tk = ∑k
j=0

ε j(t)
2j y k ∈ N así:

P

[
sup

0≤t≤1
|W(tk)−W(tk−1)| ≥ uk

1√
K

]
= P

[∣∣∣∣
√

KW
(

1
2k

)∣∣∣∣ ≥ uk

]

= P
[∣∣∣∣
√

KW
(

1
K

)∣∣∣∣ ≥ uk

]

= 2P
[√

KW
(

1
K

)
≥ uk

]
.

Luego como
√

KW
(

1
K

)
tiene distribución N (0,1), se tiene por la desigualdad del lema

1.1 y mediante la acotación hecha en el lema 3.1 del apéndice que:

P

[
sup

0≤t≤1
|W(tk)−W(tk−1)| ≥ uk

1√
K

]
≤ 2Ke

−u2
k

2 .

Utilizando argumentos similares podemos obtener que:

P

[
n

∑
k=1

sup
0≤t≤1

|W(tk)−W(tk−1)| ≥
n

∑
k=1

uk
1√
K

]
≤

n

∑
k=1

2Ke
−u2

k
2 , n ≥ 1.
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Entonces por continuidad de la medida:

P

[
∞

∑
k=1

sup
0≤t≤1

|W(tk)−W(tk−1)| ≥
∞

∑
k=1

uk
1√
K

]
≤

∞

∑
k=1

2Ke
−u2

k
2 .

Consecuentemente, con L = ∑∞
k=1

√
2log2k

2k y sustituyendo los valores de K y uk tenemos:

P

[
∞

∑
k=1

sup
0≤t≤1

|W(tk)−W(tk−1)| ≥ CL

]
≤

∞

∑
k=1

2
2k(C2−1)

=
2

2(C2−1) − 1
.

En el lado derecho obtenemos como cota una serie geométrica de razón 1
2(C2−1)

y haciendo

tender C → ∞ se tiene que:

P

[
∞

∑
k=1

sup
0≤t≤1

|W(tk)−W(tk−1)| ≥ CL

]
−→ 0.

Así obtenemos el resultado deseado, es decir:

∞

∑
k=1

sup
0≤t≤1

|W(tk)−W(tk−1)| < ∞ (c.s). (2.5)

Lo cual implica que:

sup
0≤t≤1

|W(tk)−W(tk−1)| −→ 0 cuando k → ∞ (c.s). (2.6)

De donde

|W(tk)−W(tk−1)| −→ 0 cuando k → ∞ para todo t ∈ [0, 1] (c.s).

De aquí {W(tk)} es una sucesión de Cauchy en R y por ser R completo, se tiene que existe

W(t) en R, tal que:

lim
k→∞

W(tk) = W(t) para todo t ∈ [0, 1], (c.s).

Así

W(t) = W(ε0(t)) + lim
n→∞

n

∑
k=1

(W(tk)−W(tk−1)) (2.7)
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converge uniformemente en t con probabilidad 1.

Ahora veamos que el proceso {W(t) : 0 ≤ t < ∞} que hemos definido satisface las

condiciones del teorema 2.1, el cual es una definición equivalente del movimiento Brow-

niano.

Dada la definición de W(t) se tiene que el proceso {W(t) : 0 ≤ t < ∞}:

• Es normal, pues es la suma de variables aleatorias normales, centradas e indepen-

dientes, así se tiene que convergen a una variable aleatoria normal.

• Para cada k natural tk es un racional diádico no negativo, y por la construcción que

hemos hecho sobre los racionales diádicos no negativos se tiene que W(tk) tiene dis-

tribución N (0, tk) , así por linealidad de la esperanza y el teorema de la convergencia

monótona se tiene que el proceso {W(t) : 0 ≤ t < ∞} es centrado.

• Sea 0 ≤ s < t < ∞ y sj = ∑
j
k=0

εk(s)
2k , tk = ∑k

j=0
ε j(t)

2j entonces:

sj − sj−1 =
ε j(s)

2j con ε j(s) = 0, 1 y ε0(s) = 0, 1, 2, . . . ,

y
tk − tk−1 =

εk(t)
2k con εk(t) = 0, 1 ε0(t) = 0, 1, 2, . . .

Luego por la independencia, tenemos:

E[W(ε0(s))(W(tk)−W(tk−1))] = E[(W(tk)−W(tk−1))(W(sj)−W(sj−1))] = 0,

además por ser el proceso centrado y haciendo uso del teorema de la convergencia

monótona, obtenemos que:

cov(W(s), W(t))=E[(W(s)− E(W(s)))(W(t)− E(W(t)))] = E[W(s)W(t)]

=E[W(ε0(t))W(ε0(s))] + E

[
W(ε0(t)) lim

m→∞

m

∑
j=1

(W(sj)−W(sj−1))

]
+



Capítulo 2. Movimiento Browniano 38

+E

[
lim
n→∞

n

∑
k=1

(W(tk)−W(tk−1))W(ε0(s))

]
+

+E

[
lim
n→∞

n

∑
k=1

(W(tk)−W(tk−1)) lim
m→∞

m

∑
j=1

(W(sj)−W(sj−1))

]

=min(ε0(t), ε0(s)) + lim
m−→∞

m

∑
j=1

E[W(ε0(t))(W(sj)−W(sj−1))] +

+ lim
n−→∞

n

∑
k=1

E[W(ε0(s))(W(tk)−W(tk−1))] +

+ lim
n−→∞

lim
m−→∞

n

∑
k=1

m

∑
j=1

E[(W(tk)−W(tk−1))(W(sj)−W(sj−1))]

=ε0(s) + lim
m−→∞

m

∑
j=1

(sj − sj−1)

=ε0(s) + s− ε0(s)

=min(s, t).

Análogamente se tiene si s > t.

• Ahora demostraremos que el proceso {W(t) : 0 ≤ t < ∞} tiene trayectorias continuas,

para ello utilizaremos el siguiente teorema, el cual da el módulo de continuidad del

movimiento Browniano o proceso de Wiener. Una de las formas a través de las cuales

podemos ver la continuidad y las oscilaciones de las trayectorias del movimiento Brow-

niano, es buscando un módulo de continuidad. Razón por la cual debemos introducir

la siguiente definición:

Definición 2.2 Una función g(·) es llamada módulo de continuidad para la función

f : [0, T] −→R si 0 ≤ s < t ≤ T y |t− s| ≤ δ implica que | f (t)− f (s)| ≤ g(δ) para todo

δ > 0. Un resultado relevante de P. Lévy (1937) asegura que g definida como:

g(δ) :=

√
2δ log

(
1
δ

)
, δ > 0 (2.8)
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es un módulo de continuidad exacto para casi toda trayectoria Browniana, ésta afirmación

es una consecuencia del siguiente teorema:

Teorema 2.2 (Módulo de Lévy (1937)).

Sea g : (0, 1] −→ R+\{0} tal que g(δ):=
√

2δ log(1/δ) se tiene que:

P


lim

δ↓0

1
g(δ)

max
0≤s<t≤1

t−s≤δ

|W(t)−W(s)| = 1


 = 1.

Demostración:

Veamos primero que

lim
δ↓0

1
g(δ)

max
0≤s<t≤1

t−s≤δ

|W(t)−W(s)| ≥ 1.

Sea n ≥ 1, 0 < θ < 1 entonces por la independencia de los incrementos y el hecho de

que:

W
(

j
2n

)
−W

(
j− 1
2n

)
d= W

(
1
2n

)
, (2.9)

tenemos,

P
[

max
1≤j≤2n

∣∣∣∣W
(

j
2n

)
−W

(
j− 1
2n

)∣∣∣∣ ≤ (1− θ)1/2g(2−n)
]

= (2.10)

=
2n

∏
j=1

P
[ ∣∣∣∣2

n
2 W

(
1
2n

)∣∣∣∣ ≤ (1− θ)1/2
√

21−n log(2n) 2
n
2

]
=

Llamemos x = (1− θ)1/2
√

21−n log(2n) 2
n
2 y utilizando propiedades de la distribución

normal obtenemos:
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P
[

max
1≤j≤2n

∣∣∣∣W
(

j
2n

)
− W

(
j− 1
2n

) ∣∣∣∣ ≤ (1− θ)1/2g(2−n)
]

=
(

P
[ ∣∣∣∣2

n
2 W

(
1
2n

)∣∣∣∣ ≤ x
])2n

=
(

1− P
[ ∣∣∣∣2

n
2 W

(
1
2n

)∣∣∣∣ > x
])2n

=
(

1−
(

P
[

2
n
2 W

(
1
2n

)
> x

]
+ P

[
2

n
2 W

(
1
2n

)
< −x

] ))2n

=
(

1− 2P
[

2
n
2 W

(
1
2n

)
> x

] )2n

Ahora bien, como 2
n
2 W

(
1

2n

)
∼ N (0, 1) tenemos por el lema 1.1 que:

P
[

2
n
2 W

(
1
2n

)
> x

]
=

1√
2π

∫ ∞

x
e−u2/2du ≥ 1√

2π

x
(1 + x2)

e−x2/2

=
1
2

√
2x√

π(1 + x2)
2−n(1−θ)

=
α

2
2−n(1−θ), α > 0.

Usando éste resultado se tiene que (2.10) se puede escribir como:

P
[

max
1≤j≤2n

∣∣∣∣W
(

j
2n

)
−W

(
j− 1
2n

)∣∣∣∣ ≤ (1− θ)1/2g(2−n)
]
≤

(
1− α2−n(1−θ)

)2n

≤ e−α2−n(1−θ)2n
= e−α2nθ

,

donde la última desigualdad la obtenemos por la desigualdad (1.4) de la exponencial.

Así tenemos que:

∞

∑
n=1

P
[

max
1≤j≤2n

∣∣∣∣W
(

j
2n

)
−W

(
j− 1
2n

)∣∣∣∣ ≤ (1− θ)1/2g(2−n)
]
≤

∞

∑
n=1

e−α2nθ
< ∞, (2.11)
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en el lado derecho de (2.11) tenemos una serie convergente. Así por el lema 1.2 de Borel-

Cantelli, se tiene que existe un evento Ωθ ∈ F , P(Ωθ)=1, y una variable aleatoria entera Nθ

tal que para cada ω ∈ Ωθ:

max
1≤j≤2n

∣∣∣∣W
(

j
2n

)
−W

(
j− 1
2n

)∣∣∣∣ >
√

1− θg(2−n) , con n ≥ Nθ.

Considerando δ = 1
2n se tiene que δ → 0 cuando n → ∞; además si hacemos θ ↓ 0 a lo largo

de los racionales obtenemos:

lim
δ↓0

1
g(δ)

max
0≤s<t≤1

t−s≤δ

|W(t)−W(s)| ≥ 1. c.s, (2.12)

completando de ésta manera la primera parte de la demostración.

Veamos ahora que:

lim
δ↓0

1
g(δ)

max
0≤s<t≤1

t−s≤δ

|W(t)−W(s)| ≤ 1,

para demostrar ésta desigualdad consideremos:

θ ∈ (0, 1) y ε >
1 + θ

1− θ
.

Entonces, por propiedad del máximo, subaditividad de la medida, (2.9) y sabiendo que,

g
(

k
2n

)
=

√
k

2n 2 log
(

1
k2−n

)
,

obtenemos:

P


 max

0≤i<j≤2n

k=j−i≤2nθ

1
g(k2−n)

∣∣∣∣W
(

j
2n

)
−W

(
i

2n

)∣∣∣∣ ≥ 1 + ε


 ≤

(2.13)
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≤
[2nθ ]

∑
k=1

P
[

max
0≤i<i+k≤2n

∣∣∣∣W
(

k + i
2n

)
−W

(
i

2n

)∣∣∣∣ ≥ (1 + ε) g
(

k
2n

)]

≤
[2nθ ]

∑
k=1

2(n−1)

∑
i=0

P
[ ∣∣∣∣W

(
k + i
2n

)
−W

(
i

2n

)∣∣∣∣ ≥ (1 + ε)g
(

k
2n

)]

= 2n
[2nθ ]

∑
k=1

P
[ ∣∣∣∣W

(
k

2n

)∣∣∣∣ ≥ (1 + ε) g
(

k
2n

)]

= 2n
[2nθ ]

∑
k=1

P




∣∣∣W
(

k
2n

)∣∣∣
√

k/2n
≥ (1 + ε)

√
2 log

(
1

k2−n

) 
 ,

como
W( k

2n )√
k/2n ∼ N (0,1) utilizamos la desigualdad del lema 1.1 y la acotación del lema 3.2 en

el apéndice, para obtener:

2n
[2nθ ]

∑
k=1

P




∣∣∣W
(

k
2n

)∣∣∣
√

k/2n
≥ (1 + ε)

√
2 log

(
1

k2−n

) 
 ≤ 2n

[2nθ ]

∑
k=1

(k2−n)(1+ε)2

(1 + ε)
√

nπ(1− θ) log(2)
.

(2.14)

Llamando

Ctte =
1

(1 + ε)
√

π(1− θ) log(2)

tenemos de (2.13) y (2.14) que:

P


 max

0≤i<j≤2n

k=j−i≤2nθ

1
g(k2−n)

∣∣∣∣W
(

j
2n

)
−W

(
i

2n

)∣∣∣∣ ≥ 1 + ε


 ≤ 2n Ctte√

n
2−n(1+ε)2

[2nθ ]

∑
k=1

k(1+ε)2
(2.15)

como
[2nθ ]

∑
k=1

k(1+ε)2 ≤
∫ 2nθ+1

0
x(1+ε)2

dx =
(2nθ + 1)v

v
,

donde v = 1 + (1 + ε)2 y utilizando (2.15) tenemos:



Capítulo 2. Movimiento Browniano 43

∞

∑
n=1

P


 max

0≤i<j≤2n

k=j−i≤2nθ

1
g(k2−n)

∣∣∣∣W
(

j
2n

)
−W

(
i

2n

)∣∣∣∣ ≥ 1 + ε




≤ Ctte
∞

∑
n=1

1√
n

2−n[(1+ε)2(1−θ)−(1+θ)] < ∞,

pues (1 + ε)2(1− θ) − (1 + θ) > 0 así se tiene en el lado derecho una serie convergente.

Entonces por el lema 1.2 de Borel-Cantelli, existe un evento Ωθ ∈ F , P(Ωθ)=1, y una variable

aleatoria entera Nθ tal que:

2−(1−θ)Nθ(ω) ≤ 1
e

, para todo ω ∈ Ωθ (2.16)

y

max
0<i<j≤2n

k=j−i≤2nθ

∣∣∣W
(

j
2n , ω

)
−W

(
i

2n , ω
)∣∣∣

g(k/2n)
< (1 + ε) con n ≥ Nθ, ω ∈ Ωθ (2.17)

Ahora extendamos el resultado anterior, para ello consideremos el conjunto D =
⋃∞

n=1 Dn

de racionales diádicos en [0,1], con Dn = {k2−n, k = 0, 1, . . . , 2n}. Entonces para cada

ω ∈ Ωθ y n ≥ Nθ, la desigualdad:

|W (t, ω)−W (s, ω)| ≤ (1 + ε)

[
2

∞

∑
j=n+1

g(2−j) + g(t− s)

]
(2.18)

es válida para todo par (s, t) de racionales diádicos que satisfagan 0 < t− s < 2−n(1−θ).

La demostración de éste hecho la realizamos en el lema 3.3 del apéndice.

Ahora, regresando nuevamente a la demostración original, supongamos que los racionales

diádicos s, t en (2.18) son tales que:

2−(n+1)(1−θ) ≤ δ = t− s < 2−n(1−θ)
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y por (2.16) se tiene que 2−n(1−θ) ≤ 1/e para todo ω ∈ Ωθ y n ≥ Nθ(ω). Dado que g es

creciente en (0,1/e], tenemos:

∞

∑
j=n+1

g(2−j) ≤ Cg(2−(n+1)), (2.19)

con C una constante positiva. Por otro lado, utilizando la definición de g podemos obtener:

g(2−(n+1))
g(2−(n+1)(1−θ))

=

√
2× 2−(n+1) log(2n+1)

2× 2−(n+1)(1−θ) log(2(n+1)(1−θ))
=

2−
θ(n+1)

2√
1− θ

,

de donde

g(2−(n+1)) = g(2−(n+1)(1−θ))
2
−(n+1)θ

2√
1− θ

, (2.20)

y por el crecimiento de g:

g(2−(n+1)(1−θ)) ≤ g(δ). (2.21)

Así a partir de (2.19) utilizando (2.20) y (2.21)

∞

∑
j=n+1

g(2−j) ≤ C√
1− θ

2
−(n+1)θ

2 g(δ)

como esto se satisface para 0 < s < t y δ = t− s tales que δ ∈[2−(n+1)(1−θ), 2−n(1−θ)) se tiene

por (2.18) que:

max
0≤s<t≤1

t−s=δ

|W(t)−W(s)| ≤ g(δ)(1 + ε)
[

2C√
1− θ

2
−(n+1)θ

2 + 1
]

para todo ω ∈ Ωθ y n ≥ Nθ. Ahora tomemos n → ∞ así:

lim
δ↓0

1
g(δ)

max
0≤s<t≤1

t−s=δ

|W(t)−W(s)| ≤ 1 + ε,

dado que g es creciente en (0,1/e] podemos reemplazar la condición t− s = δ por t− s ≤ δ

en la expresión anterior, luego haciendo tender θ ↓ 0 y ε ↓ 0 a lo largo de los racionales,

tenemos:
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lim
δ↓0

1
g(δ)

max
0≤s<t≤1

t−s≤δ

|W(t)−W(s)| ≤ 1. (c.s). (2.22)

Finalmente con (2.12) y (2.22) obtenemos el resultado deseado. 2

2.4 Representación.

En ésta parte presentamos dos algoritmos que podemos utilizar en Matlab para la repre-

sentación del movimiento Browniano estándar:

• Algoritmo 1:

>T = 1; N = 500; dt = T/N;

>dW = sqrt(dt)*randn(1,N);

>W = cumsum(dW);

>plot([0:dt:T],[0,W],’r-’)

>xlabel(’t’,’FontSize’,16);

>ylabel(’W(t)’,’FontSize’,16,’Rotation’,0)

>title(’Movimiento Browniano Estándar’);

• Algoritmo 2

>T = 1; N = 500; dt = T/N;

>dW = zeros(1,N);

>W = zeros(1,N);

>dW(1) = sqrt(dt)*randn;

>W(1) = dW(1);
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>for j = 2:N

> dW(j) = sqrt(dt)*randn;

> W(j) = W(j-1) + dW(j);

>end

>plot([0:dt:T],[0,W],’r-’)

>xlabel(’t’,’FontSize’,16)

>ylabel(’W(t)’,’FontSize’,16,’Rotation’,0)

En ambos casos tomamos como ejemplo una partición del intervalo [0,1] de longitud

dt = 1
N . Luego en el primer algoritmo generamos primero los incrementos utilizando la

independencia de los mismos y el hecho de que cada altura del movimiento Browniano la

podemos escribir como:

W(ti) =
i

∑
j=1

(W(tj)−W(tj−1)), con i ≥ 1,

donde W(tj) − W(tj−1) ∼ N (0, tj − tj−1). En el segundo algoritmo utilizamos un raso-

namiento similar, pero considerando ésta vez un ciclo para representar las alturas en función

de los incrementos. Como podemos ver el primer caso resulta ser un poco más eficiente que

el segundo ya que no utilizamos un ciclo. Sin embargo por cualquiera de los dos métodos

obtenemos resultados similares al siguiente:

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

t

W(t)

Movimiento Browniano Estándar
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Hoja Browniana.

3.1 Procesos estocásticos en dos parámetros.

A continuación mencionaremos algunas definiciones que utilizaremos posteriormente.

Sea (Ω,F , P) un espacio de probabilidad completo respecto a la medida P y R2
+ el cuadrante

positivo del plano. Consideremos el espacio de medida (R2
+,B(R2

+),λ), donde λ es la medida

de Lebesgue. Si z, z′ ∈ R2
+, entonces z=(x1, y1), z′=(x2, y2) con x1, x2, y1, y2 ∈ R2

+ ∪ {0}.

Utilizaremos el siguiente orden parcial en R2
+:

” ≺ ” : z ≺ z′ si y solo si x1 ≤ x2 y y1 ≤ y2.

Sean z, z′ ∈ R2
+, z=(x1, y1), z′=(x2, y2) con x1 < x2 y y1 < y2 denotaremos como R=[x1, x2)

×[y1, y2) y Rz=R(x1,y1)=[0, x1)×[0, y1).

Definición 3.1 Sea {X(z), con z=(x, y)∈ R2
+} un proceso estocástico de dos parámetros y

R=[x1, x2)×[y1, y2) ⊆ R2
+, (0 ≤ x1 < x2 < ∞, 0 ≤ y1 < y2 < ∞), definimos sobre R2

+ la

”X−medida” X(R) de R como:

X(R) = X(x2, y2) + X(x1, y1)− X(x1, y2)− X(x2, y1),

47



Capítulo ·. Hoja Browniana 48

también conocido como Incremento doble o incremento de X sobre R.

3.2 Hoja Browniana.

A partir de la formalización matemática dada por Wiener en 1923 al movimiento Browniano,

éste se convirtió en un área de investigación muy activa. Desde entonces, se han generado y

se siguen generando elegantes e importantes descubrimientos relacionados con éste proceso

estocástico, no solo en la matemática, sino en ciencias como la física y la química, entre otras.

A partir de dicha formalización, muchos investigadores a nivel mundial se concentraron

en extender el movimiento Browniano a una medida en varias variables surgiendo así la

llamada hoja Browniana la cual fue introducida por el estadístico Kitagawa en 1951, para

realizar análisis de varianza en tiempo continuo.

Un conjunto separado de ideas motivan el estudio de la hoja Browniana algunas de ellas

provienen del hecho de que este proceso es central para la teoría de integrales estocásticas

multiparamétricas y es el ejemplo básico de una solución a ecuaciones parciales estocásticas

de tipo hiperbólica perturbadas por un ruido blanco. La hoja Browniana también está conec-

tada con el cálculo de Malliavin. Este proceso también permite una representación simple

del proceso de Ornstein-Uhlenbeck sobre un espacio de Wiener. Además la hoja Browniana

abre un amplio terreno de estudio en la teoría de potenciales.

Grandes investigadores como Pruit, Orey, Walsh entre otros, se encargaron de estudiar

el comportamiento de las trayectorias de éste proceso, así como establecer un módulo de

continuidad y una ley del logaritmo iterado las cuales permiten medir las oscilaciones de

las trayectorias de la hoja. En lo que sigue daremos la definición de tan importante proceso,

presentamos algunas de las propiedades que caracterizan sus trayectorias y daremos una

prueba constructiva de su existencia.

Definición 3.2 Un proceso estocástico W={W(z), z = (x, y) ∈ R2
+} es llamado un proceso
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de Wiener en dos parámetros, movimiento Browniano de dos parámetros u hoja Browniana si éste

satisface:

i. W(R) ∈ N (0,λ(R)) para todo R=[x1, x2)×[y1, y2), λ(R)=(x2 − x1)(y2 − y1),

ii. W(0,y)≡ W(x,0)≡0 (0 ≤ x, y < ∞),

iii. W(z) es un proceso de incrementos independientes, es decir: W(R1), W(R2),. . ., W(Rn),

(n=2,3,. . .) son variables aleatorias independientes si R1, R2, . . . , Rn, son rectángulos

disjuntos,

iv. W(z;ω) tiene trayectorias continuas en z con probabilidad uno.

A partir de (i)-(iii) obtenemos que la función de covarianza de una hoja Browniana o

proceso de Wiener en dos parámetros W(z) es:

cov(W(z), W(z′)) = E(W(z)W(z′)) = (x1 ∧ x2)(y1 ∧ y2) = min(x1, x2)min(y1, y2), (3.1)

donde z1 = (x1, y1) y z2 = (x2, y2).

En efecto pues, sean z, z′ ∈ R2
+ con z ≺ z′, entonces:

cov(W(z), W(z′)) = E(W(x1, y1)W(x2, y2))

= E[W(x1, y1)]E[W(x2, y2)−W(x1, y1)] + var[W(x1, y1)]

= 0 + λ([0, x1)× [0, y1))

= min(x1, x2)min(y1, y2).

Los rectángulos [0, x1) × [0, y1) y [0, x2) × [0, y2) los podemos ver en la siguiente figura,

donde notamos la independencia de los incrementos de la hoja, pues trabajamos sobre re-

giones disjuntas de dichos rectángulos:
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Es decir una hoja Browniana es un proceso gaussiano de dos parámetros W(z) continuo,

centrado con función de covarianza min(x1, x2)min(y1, y2).

3.3 Propiedades.

A partir de la definición podemos obtener las siguientes propiedades de la hoja Browniana:

• W se anula sobre los ejes de coordenadas, es decir:

W(x, 0) = W(0, y) = 0 (c.s), con x, y ≥ 0.

Para obtener una idea del comportamiento de las trayectorias de la hoja Browniana, veamos

cómo es su restricción sobre varias curvas.

• Para algún 0 < x0 < ∞ fijo el proceso

{x−1/2
0 W(x0, y), 0 ≤ y < ∞},

es la restricción de la hoja a una línea recta, y tal restricción es un movimiento Brow-

niano de un parámetro, pues es un proceso gaussiano, con media cero y por (3.1) su

función de covarianza, es cW(y1, y2) = x−1
0 E[W(x0, y1)W(x0, y2)] = x−1

0 x0(y1 ∧ y2) =

(y1 ∧ y2). Con 0 ≤ y1 < y2 < ∞. Análogamente se tiene para {y−1/2
0 W(x, y0),

0 ≤ x < ∞}.
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• También podemos considerar:

X(u) = W(u, 1− u), con 0 ≤ u ≤ 1.

Este es un proceso gaussiano, centrado, que se anula en los tiempos 0 y 1, es decir

X(0) = X(1) = 0

con función de covarianza

cov(X(x), X(y)) = E[W(x, 1− x)W(y, 1− y)] = min(x, y)− xy.

Un proceso que satisface las condiciones anteriores se conoce como puente Browniano.

• A lo largo de la curva xy = 1 definimos

X(y) = W(ey, e−y).

El proceso {X(y),−∞ < y < ∞} es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck, es decir, un

proceso gaussiano, estrictamente estacionario, con media cero, varianza uno y función

de covarianza:

cov(X(x), X(y)) = E(W(ex, e−x)W(ey, e−y)) = e−|x−y|

• Al aplicar una transformación de escala, inversión o traslación a una o a las dos coor-

denadas de la hoja Browniana, obtenemos otra hoja Browniana,

– Escalamiento: A(x, y)= 1
abW(a2x, b2y).

– Inversión: C(x, y)=xyW( 1
x , 1

y ), C(x, y)=xW( 1
x , y)

– Traslación: D(x, y)=W(x0 + x, y0 + y)-W(x0 + x, y0)-W(x0, y0 + y)+W(x0, y0)
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En base a las propiedades de la hoja Browniana, podemos de manera análoga al movi-

miento Browniano obtener una definición equivalente de la hoja, que la presentaremos a

continuación como un teorema, para así, demostrar formalmente la equivalencia entre las

dos definiciones.

Teorema 3.1 Sea X=(X(s, t), (s, t)∈ R2
+) un proceso estocástico de dos parámetros, entonces

X es una hoja Browniana si y solo si

(i) X es un proceso gaussiano en dos variables.

(ii) µX(s, t)=0 para todo s, t ≥ 0.

(iii) cX((s1, t1),(s2, t2)) = min( s1, s2 ) min( t1, t2 ) para cada par (s1, t1), (s2, t2) ∈ R2
+, con

(s1, t1) ≺ (s2, t2).

(iv) X tiene trayectorias continuas.

Observación: Cuando hablamos de un proceso gaussiano en dos variables, nos referimos a

la extensión natural de la definición de un proceso gaussiano de un parámetro.

Demostración:

Supongamos primero que X satisface (i)-(iv), entonces,

• Sabemos por (ii) que µX((x, 0)) = 0 y además por (iii) cX((x, 0), (x, 0)) = var(X(x, 0)) =

0. Así por la proposición 1.1 se tiene que X((x, 0)) = 0. Análogamente se tiene que

X((0, y)) = 0.

• Sea R=[x1, x2)×[y1, y2), y utilizando la definición del incremento doble tenemos que:

X(R) = X([x1, x2)× [y1, y2)) = X(x2, y2) + X(x1, y1)− X(x1, y2)− X(x2, y1),
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luego por linealidad de la esperanza y (ii) se tiene que:

E[X(R)] = E[X(x2, y2) + X(x1, y1)− X(x1, y2)− X(x2, y1)] = 0, (3.2)

además de la definición de varianza, 3.2, linealidad de la esperanza y (iii):

var ( X(R)) = E[X2(R)] = E[X(x2, y2) + X(x1, y1)− X(x1, y2)− X(x2, y1)]2 =

=E[X2(x2, y2)] + E[X(x2, y2)X(x1, y1)]− E[X(x2, y2)X(x1, y2)]− E[X(x2, y2)X(x2, y1)]

+E[X(x1, y1)X(x2, y2)] + E[X2(x1, y1)]− E[X(x1, y1)X(x1, y2)]− E[X(x1, y1)X(x2, y1)]

−E[X(x2, y2)X(x1, y2)]− E[X(x1, y1)X(x1, y2)] + E[X2(x1, y2)] + E[X(x2, y1)X(x1, y2)]

−E[X(x2, y2)X(x2, y1)]− E[X(x1, y1)X(x2, y1)] + E[X(x1, y2)X(x2, y1)] + E[X2(x2, y1)]

=(x2 − x1)(y2 − y1)

=λ(R). (3.3)

Así por (i), (3.2) y (3.3) tenemos que X(R) ∼ N (0, λ(R)).

• Ahora consideremos R1, R2,. . ., Rn rectángulos tales que para cada i, j ∈ {1, . . . , n}:

Ri=[xi−1, xi)× [yi−1, yi),

Rj=[xj−1, xj)× [yj−1, yj),

considerando (x0, y0) ≺ (x1, y1) ≺ . . . ≺ (xn, yn). Luego por la definición del incre-

mento doble tenemos que:

X(Ri)=X(xi, yi) + X(xi−1, yi−1)− X(xi−1, yi)− X(xi, yi−1), (3.4)

X(Rj)=X(xj, yj) + X(xj−1, yj−1)− X(xj−1, yj)− X(xj, yj−1). (3.5)

Como X(R1), . . . , X(Rn) son variables aleatorias gaussianas, para ver la independencia

de ellas es suficiente mostrar por la proposición 1.3 que para i < j con i, j ∈ {1, . . . , n}
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la cov(X(Ri), X(Rj)) = 0. Lo cual es cierto pues utilizando (3.4), (3.5), linealidad de la

esperanza y (iii) podemos obtener:

cov(X(Ri), X(Rj))=E[X(Ri)X(Rj)]− E[X(Ri)]E[X(Rj)] = E[X(Ri)X(Rj)] = 0,

análogamente se tiene si i > j. Con esto concluimos la primera implicación.

La otra parte de la demostración la obtenemos de manera análoga a la del teorema 2.1

3.4 Construcción.

El objetivo de ésta parte es dar una prueba constructiva de la existencia del movimiento

Browniano en dos parámetros, basados en la existencia del movimiento Browniano de un

parámetro. Para ello consideremos lo siguiente:

Sean {rn} una sucesión de números racionales diádicos positivos, {Wrn(x)} movimientos

Brownianos de un parámetro independientes, con x ∈ [0, ∞). Entonces consideramos:

i. W(x, 0) = W0(x) = 0 y para todo entero no negativo k, definimos:

W(x, k) = W1(x) + W2(x) + . . . + Wk(x), x ∈ [0, ∞). (3.6)

Con ésta definición se tiene que W(x, k) es:

• Normal por el teorema 1.1 ya que es la suma de movimientos Brownianos (gaus-

sianos), de un parámetro e independientes.

• Es centrado por la linealidad de la esperanza y el hecho de que {Wrn(x)} son

movimientos Brownianos de un parámetro, para todo x ∈ [0, ∞).
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• Sea 0 < k1 ≤ k2 < ∞ entonces por ser {Wrn(x)} movimientos Brownianos inde-

pendientes y centrados; y por la linealidad de la esperanza, se tiene que:

cov ( W(x, k1), W(x, k2)) = E[(W(x, k1)− E(W(x, k1)))(W(x, k2)− E(W(x, k2)))]

=E[W(x, k1)W(x, k2)] = E[W2
1 (x)] + E[W1(x)W2(x)] + · · ·+ E[W1(x)Wk2(x)] +

+E[W2(x)W1(x)] + E[W2
2 (x)] + · · ·+ E[W2(x)Wk2(x)] +

...

+E[Wk1(x)W1(x)] + E[Wk1(x)W2(x)] + · · ·+ E[W2
k1

(x)] + · · ·+ E[Wk1(x)Wk2(x)]

=E[W2
1 (x)] + E[W2

2 (x)] + · · ·+ E[W2
k1

(x)]

=x + · · ·+ x

=xk1

=min(x, x)min(k1, k2).

ii. Para los racionales de la forma k + 1
2 con k entero no negativo definimos:

W
(

x, k +
1
2

)
=

W(x, k) + W(x, k + 1)
2

+
Wk+ 1

2
(x)

√
4

, (3.7)

• Normal por el teorema 1.1 ya que es la suma de movimientos Brownianos (gaus-

sianos), de un parámetro e independientes.

• Es centrado por la linealidad de la esperanza y el hecho de que {Wrn(x)} son

movimientos Brownianos en un parámetro, para todo x ∈ [0, ∞).

• Sea 0 < k1 ≤ k2 < ∞ entonces por ser {Wrn(x)} movimientos Brownianos inde-

pendientes y la linealidad de la esperanza, se tiene que:

E[W(x, k1)Wk2+ 1
2
(x)] = E[W(x, k1 + 1)Wk2+ 1

2
(x)] = E[Wk1+ 1

2
(x)Wk2+ 1

2
(x)] = 0,
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E[Wk1+ 1
2
(x)W(x, k2)] = E[Wk1+ 1

2
(x)W(x, k2 + 1)] = 0.

Así podemos obtener que:

cov
(

W
(

x, k1 +
1
2

)
, W

(
x, k2 +

1
2

))
= E

[
W

(
x, k1 +

1
2

)
W

(
x, k2 +

1
2

)]

=
1
4

E[W(x, k1)W(x, k2)] +
1
4

E[W(x, k1)W(x, k2 + 1)] +
1
4

E[W(x, k1)Wk2+ 1
2
(x)]

+
1
4

E[W(x, k1 + 1)W(x, k2)] +
1
4

E[W(x, k1 + 1)W(x, k2 + 1)] +
1
4

E[W(x, k1 + 1)Wk2+ 1
2
(x)]

+
1
4

E[Wk1+ 1
2
(x)W(x, k2)] +

1
4

E[Wk1+ 1
2
(x)W(x, k2 + 1)] +

1
4

E[Wk1+ 1
2
(x)Wk2+ 1

2
(x)]

=
1
4

E[W(x, k1)W(x, k2)] +
1
4

E[W(x, k1)W(x, k2 + 1)] +
1
4

E[W(x, k1 + 1)W(x, k2)]

+
1
4

E[W(x, k1 + 1)W(x, k2 + 1)]

= min(x, x)min
((

k1 +
1
2

)
,
(

k2 +
1
2

))
.

iii. Dada la construcción, se tiene de manera recursiva que hemos definido W(x, k/2n)

para k = 1, 2, . . .; y n = 1, 2, . . . , n0. Luego para k = 1, 2, . . ., y n = 1 + n0 definimos:

W
(

x,
2k + 1

2n

)
=

W
(

x, k
2n0

)
+ W(x, k+1

2n0 )

2
+

W2k+1
2n

(x)
√

2n+1
.

Con ésta definición se tiene que W
(

x, 2k+1
2n

)
satisface lo siguiente:

• Normal por el teorema 1.1 ya que es la suma de movimientos Brownianos (gaus-

sianos), de un parámetro e independientes.

• Es centrado por la linealidad de la esperanza y el hecho de que {Wrn(x)} son

movimientos Brownianos en un parámetro, para todo x ∈ [0, ∞).

• Sea 0 < k1 ≤ k2 < ∞ entonces por ser {Wrn(x)} movimientos Brownianos inde-

pendientes se tiene que:
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E
[

W
(

x,
k1

2n0

)
W2k2+1

2n
(x)

]
= E

[
W

(
x,

k1 + 1
2n0

)
W2k2+1

2n
(x)

]
= 0,

E
[

W2k1+1
2n0

(x)W
(

x,
k2

2n0

)]
= 0,

E
[

W2k1+1
2n0

(x)W
(

x,
k2 + 1

2n0

)]
= E

[
W2k1+1

2n
(x)W2k2+1

2n
(x)

]
= 0.

Luego por la linealidad de la esperanza y lo anterior podemos obtener que:

cov
(

W
(

x,
2k1 + 1

2n

)
, W

(
x,

2k2 + 1
2n

))
= E

[
W

(
x,

2k1 + 1
2n

)
W

(
x,

2k2 + 1
2n

)]

=
1
4

E
[

W
(

x,
k1

2n0

)
W

(
x,

k2

2n0

)]
+

1
4

E
[

W
(

x,
k1

2n0

)
W

(
x,

k2 + 1
2n0

)]
+

+
1

2
√

2n+1
E
[

W
(

x,
k1

2n0

)
W2k2+1

2n
(x)

]
+

1
4

E
[

W
(

x,
k1 + 1

2n0

)
W

(
x,

k2

2n0

)]
+

+
1
4

E
[

W
(

x,
k1 + 1

2n0

)
W

(
x,

k2 + 1
2n0

)]
+

1

2
√

2n+1
E
[

W
(

x,
k1 + 1

2n0

)
W2k2+1

2n
(x)

]
+

+
1

2
√

2n+1
E
[

W2k1+1
2n0

(x)W
(

x,
k2

2n0

)]
+

1

2
√

2n+1
E
[

W2k1+1
2n0

(x)W
(

x,
k2 + 1

2n0

)]
+

+
1

2n+1 E
[

W2k1+1
2n

(x)W2k2+1
2n

(x)
]

=
1
4

E
[

W
(

x,
k1

2n0

)
W

(
x,

k2

2n0

)]
+

1
4

E
[

W
(

x,
k1

2n0

)
W

(
x,

k2 + 1
2n0

)]
+

+
1
4

E
[

W
(

x,
k1 + 1

2n0

)
W

(
x,

k2 + 1
2n0

)]
+

1
4

E
[

W
(

x,
k1 + 1

2n0

)
W

(
x,

k2

2n0

)]

=min(x, x)min
((

2k1 + 1
2n

)
,
(

2k2 + 1
2n

))
.

Así por inducción hemos definido nuestro proceso que satisface las condiciones (i)-(iii)

del teorema 3.1 para todo (x, r), donde 0 ≤ x < ∞ y r es un número racional diádico no

negativo. Luego para un 0 < y < ∞ arbitrario, tenemos:

y =
∞

∑
k=0

εk(y)
2k ,
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con ε0(y) = 0, 1, 2, . . ., εk(y) = 0, 1, para k ∈N, definimos:

W(x, y) = lim
n→∞

W (x, yn) (c.s), yn =
n

∑
k=0

εk(y)
2k

= W(x, ε0(y)) + lim
n→∞

n

∑
k=1

(W(x, yk)−W(x, yk−1)) (c.s).

Ahora bien, la existencia del límite limn→∞ ∑n
k=1(W(x, yk) −W(x, yk−1)) se sigue del teo-

rema de tres series de Kolmogorov. Para demostrarlo consideremos:

Yk = W(x, yk)−W(x, yk−1),

así, E(Yk)=0, luego por linealidad de la esperanza y la definición de varianza de la hoja

Browniana que definimos a lo largo de los racionales diádicos no negativos en la segunda

variable tenemos:

var(Yk) = var(W(x, yk)) + var(W(x, yk−1))− 2E(W(x, yk)W(x, yk−1))

= λ((0, x]× (0, yk]) + λ((0, x]× (0, yk−1])− 2min(x, x)min(yk, yk−1)

= x(yk − yk−1), con k ≥ 1.

Entonces, de lo anterior obtenemos que:

∞

∑
k=1

E[Yk] < ∞ y
∞

∑
k=1

var[Yk] < ∞.

Así por el Teorema 1.3, tenemos que ∑∞
k=1 Yn converge casi seguramente, es decir:

∞

∑
k=1

W(x, yk)−W(x, yk−1) < ∞ (c.s).

Así W(x, y) = limn→∞ W (x, yn) está bien definido, ya que el límite existe. Ahora veamos

que W(x, y) converge uniformemente en y, para ello es suficiente probar que:

∞

∑
r=0

sup
(x,y)∈l2

|W(x, y)−W(x, yr)| < ∞ (c.s), yr =
r

∑
k=0

εk(y)
2k , l2 := [0, 1]× [0, 1]. (3.8)
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Entonces veamos que (3.8) es cierto, para ello consideremos K = 2k, uk = C
√

2 log K,

C=constante> 1 con k ∈ N. Luego, como W(x, yk)−W(x, yk−1) ∼ N (0, x(yk − yk−1)), es

decir W(x, yk)−W(x, yk−1) ∼
√

x
2kN (0, 1) y (x, y) ∈ l2, tenemos utilizando la desigualdad

del lema 1.1 y acotando que:

P


 sup

(x,y)∈l2
|W(x, yk)−W(x, yk−1)| ≥ uk

1√
K


 ≤ P [|N | ≥ uk] ≤ 2Ke−u2

k/2.

Luego aplicando un razonamiento similar al anterior y la continuidad de la medida:

P




∞

∑
k=1

sup
(x,y)∈l2

|W(x, yk)−W(x, yk−1)| ≥
∞

∑
k=1

uk√
K


 ≤

∞

∑
k=1

2Ke−u2
k/2.

Ahora sustituyendo el valor de uk y llamando L = ∑∞
k=1

√
2 log 2k

2k tenemos:

P




∞

∑
k=1

sup
(x,y)∈l2

|W(x, yk)−W(x, yk−1)| ≥ LC


 ≤ 2

2(C2−1) − 1
.

Como yk → y podemos acotar:

P




∞

∑
r=0

sup
(x,y)∈l2

|W(x, y)−W(x, yr)| ≥ LC


 ≤ P




∞

∑
k=1

sup
(x,y)∈l2

|W(x, yk)−W(x, yk−1)| ≥ LC




≤ 2
2(C2−1) − 1

−→ 0 cuando C−→∞.

De aquí obtenemos,

sup
(x,y)∈l2

|W(x, y)−W(x, yr)| −→ 0 cuando r −→ ∞, (c.s).

es decir,

|W(x, y)−W(x, yr)| −→ 0 cuando r −→ ∞, para todo (x, y) ∈ l2 (c.s).

Por lo tanto W(x, y) converge uniformemente en y con probabilidad 1.
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Ahora veamos que el proceso {W(x, y) : (x, y) ∈ R2
+} con:

W(x, y) = W(x, ε0(y)) + lim
n→∞

n

∑
k=1

(W(x, yk)−W(x, yk−1)),

es una hoja Browniana, pues:

• W(x, y) es gaussiano por el teorema 1.1, pues anteriormente demostramos que W(x, r)

con 0 ≤ x ≤ 1 y r un racional diádico no negativo es un proceso construido a partir de

movimientos Brownianos de un parámetro independientes y que satisface las condi-

ciones (i)-(iii) del teorema 3.1, así estamos sumando variables aleatorias normales, cen-

tradas e independientes y que por lo tanto convergen a una variable aleatoria normal.

• W(x, y) es centrado, utilizando la linealidad de la esperanza, el teorema de convergen-

cia monótona y el hecho de que W(x, r) con 0 ≤ x ≤ 1 y r un racional diádico no ne-

gativo es un proceso construido a partir de movimientos Brownianos de un parámetro

independientes y que satisface las condiciones (i)-(iii) del teorema3.1.

• Función de covarianza. Sean y, z ∈ [0, ∞), tales que y ≤ z < ∞ con x ∈ [0, ∞) fijo,

entonces por la independencia tenemos:

E[W(x, ε0(y))(W(x, zj)−W(x, zj−1))] = 0,

E[(W(x, yk)−W(x, yk−1))(W(x, zj)−W(x, zj−1))] = 0,

donde k, j ≥ 1. Así tenemos que:

cov ( W(x, y), W(x, z)) = E[W(x, y)W(x, z)]− E[W(x, y)]E[W(x, z)]

=E[W(x, y)W(x, z)]

=E
[(

W(x, ε0(y)) + lim
n→∞

n

∑
k=1

(W(x, yk)−W(x, yk−1))
)

(
W(x, ε0(z)) + lim

m→∞

m

∑
j=1

(W(x, zj)−W(x, zj−1))
)]
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=E[W(x, ε0(y))W(x, ε0(z))] + lim
m→∞

m

∑
j=1

E[W(x, ε0(y))(W(x, zj)−W(x, zj−1))] +

+ lim
n→∞

n

∑
k=1

E[W(x, ε0(z))(W(x, yk)−W(x, yk−1))] +

+ lim
n→∞

lim
m→∞

n

∑
k=1

m

∑
j=1

E[(W(x, yk)−W(x, yk−1))(W(x, zj)−W(x, zj−1))]

=min(x, x)(ε0(y), ε0(z)) + lim
n−→∞

n

∑
k=1

E[W(x, ε0(z))(W(x, yk)−W(x, yk−1))]

=xε0(y) + x(y− ε0(y))

=min(x, x)min(y, z).

• El resto de la sección lo utilizaremos para demostrar la continuidad de las trayectorias

de proceso W(x, y) que hemos definido.

El siguiente lema nos permite ver que para casi todo ω, W(x, y) es continuo en y (0 ≤ y ≤ 1)

con el usual módulo de continuidad (2h log(1/h))1/2 para todo x ∈ [0, 1].

Lema 3.1 Consideremos g : (0, 1] → (0, ∞), g(δ) :=
√

2δ log(1/δ), δ > 0,

P


lim

δ↓0
sup

0≤x≤1
max

0≤s<t≤1
t−s≤δ

1
g(δ)

|W(x, t)−W(x, s)| = 1


 = 1.

Demostración: Este lema se demuestra de manera análoga la teorema 2.2 basándose en

las propiedades del proceso, por lo cual omitiremos ésta vez la demostración. 2

Ahora bien, el próximo lema nos permitirá obtener los resultados posteriores.
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Lema 3.2 Sean W1(x), W2(x),. . ., una sucesión de movimientos Brownianos independientes.

Entonces se tiene que:

lim
n−→∞

sup
0≤x≤1

|Wn(x)|
log n

= 0, (c.s).

Demostración: Sabemos que por continuidad del movimiento Browniano, para cada

n ≥ 1 podemos escribir |Wn(x)| = limh−→0 |Wn(x + h)−Wn(h)|, luego por ser {Wn(x)}n≥1

movimientos Brownianos independientes se tiene por el teorema 2.2 que:

0 ≤ sup
0≤x≤1

|Wn(x)| ≤ lim
h−→0

√
2h log(1/h), (c.s), ∀ n ≥ 1,

y como limh−→0
√

2h log(1/h) = 0, entonces,

lim
n−→∞

sup0≤x≤1 |Wn(x)|
log n

= 0, (c.s),

con lo cual se demuestra el lema 3.2. 2

Ahora bien, el siguiente lema nos permite ver que para casi todo ω, W(x, y) es continuo

en x e y, con x ∈ [0, 1] e y sobre los racionales diádicos de (0, 1].

Lema 3.3 Se tiene que:

lim
h−→0

sup
0≤s≤h

sup
x∈[0,1]

y∈Ir

|W(x + s, y)−W(x, y)| = 0, (c.s),

donde Ir es el conjunto de los racionales diádicos en (0,1].

Demostración: Este lema es una consecuencia de la construcción hecha para W(x, y) y del

lema 3.2, ya que:

W(x, y) = lim
n−→∞

W(x,
[2ny]

2n ) = lim
n−→∞

W(x, yn),
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con yn = ∑n
j=0

ε j(y)
2j .

Así podemos escribir,

lim
h−→0

sup0≤s≤h sup
x∈[0,1]

y∈Ir

|W(x + s, y)−W(x, y)| =

= lim
h−→0

sup
0≤s≤h

lim
n−→∞

sup
0≤x≤1

|W(x + s, yn)−W(x, yn)|

= lim
h−→0

sup
0≤s≤h

lim
n−→∞

sup0≤x≤1 |W(x + s, yn)−W(x, yn)|
log yn

lim
n−→∞

log yn

Ahora bien, como ∑n
j=0

ε j(y)
2j ≥ 1

2n , se tiene que

≤ lim
h−→0

sup
0≤s≤h

lim
n−→∞

sup0≤x≤1 |W(x + s, yn)−W(x, yn)|
log(1/2n)

. lim
n−→∞

log yn

= −0. lim
n−→∞

log yn = 0 log y = 0 (c.s).

con lo cual se demuestra el lema 3.3. 2

Los lemas 3.1 y 3.3 muestran que el proceso que hemos construido W(x, y) es continuo

con probabilidad 1. Por lo tanto W(x, y) es una hoja Browniana. 2
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3.5 Representación.

Ahora representaremos en Matlab, la hoja Browniana. Claramente si pensamos en la hoja

Browniana como una función de dos variables entonces tenemos que la superficie que ella

define es extremadamente irregular y su restricción a alguna curva sería semejante a las

trayectorias de un movimiento Browniano. Para representar la hoja consideramos el si-

guiente algoritmo:

T=1; N=30; dt=T/N;

[X,Y] = meshgrid(0:dt:1, 0:dt:1);

p=size(X); l=size(Y);

W=sqrt(dt*dt).*randn(p(1,1),l(1,2));

W(1,:)=0; W(:,1)=0;

surf(X,Y,W)

axis([0 1 0 1 -0.5 0.5])

title(’Hoja Browniana.’)

Donde definimos primero los parámetros, creamos un mallado en el plano para obtener

los rectángulos independientes y luego generamos las variables aleatorias aplicadas a éstas

regiones, que satisfacen la condición W(R) ∼ N (0, λ(R)) con R=[x1, x2)×[y1, y2), más las

condiciones restantes de la definición 3.2. Así obtenemos:

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0

0.5

1

−0.5

0

0.5

Hoja Browniana.
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3.6 Aplicaciones de la hoja Browniana.

En ésta parte mencionaremos algunas áreas de estudio donde se aplica la hoja Browniana.

• En áreas del análisis estocástico, como por ejemplo en el estudio de espacios de Wiener

y en el cálculo de Malliavin, la hoja Browniana proporciona una representación del

proceso de Ornstein-Uhlenbeck sobre el espacio de Wiener como:

Xt(s) = e−tW(s, e2t), s ≥ 0, −∞ < t < ∞.

donde ésta representación resulta ser más efectiva en el estudio de los procesos de

Malliavin. Para obtener más información el lector puede consultar [3].

• La hoja Browniana es central en la teoría de integrales estocásticas multiparamétricas

y es el ejemplo básico de una solución de una ecuación diferencial parcial estocástica

de tipo hiperbólica perturbada por un ruido blanco de la forma:

∂2W(t1, t2)
∂t1∂t2

= η̇(t1, t2),

donde η̇ denota un ruido blanco de dos parámetros, con las condiciones iniciales

W(t1, 0) = W(0, t2) = 0, para todo t1 ≥ 0 y t2 ≥ 0. Más información la podemos

encontrar en [8].

• En estadística bivariada se hace uso la hoja Browniana, por ejemplo consideremos

{Xn}n≥1 una sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-

das, y que son uniformemente distribuidas sobre [0, 1] × [0, 1]. Sea Fn(t1, t2) el cual

denota los números enteros i ∈ {1, . . . n} tal que Xi ∈ [0, t1]× [0, t2]. Se puede mostrar

que:
Fn(t1, t2)− nt1t2√

n
=⇒ W(t1, t2).

Donde W(t1, t2) = W(t1, t2)− t1t2W(1, 1). El proceso (W(t), t ∈ [0, 1]× [0, 1]) es cono-

cido como pinned Brownian sheet y es análogo al puente Browniano de un parámetro,

para más información el lector puede consultar [6].
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Lema 3.1 Sean k ≥ 1, k ∈ N, C > 1, K = 2k, uk = C
√

2 log 2k y W un proceso estocástico

definido sobre los racionales diádicos no negativos, entonces:

P
[∣∣∣∣
√

KW
(

1
K

)∣∣∣∣ ≥ uk

]
≤ 2Ke

−u2
k

2 .

Demostración:

Para todo k ≥ 1 sabemos que 2k ≥ 2, de aquí :

√
2 log 2k ≥ √

2 log 2

como C > 1 entonces
√

2πC >
√

2π, así
√

2πC
√

2 log 2 >
√

2π2 log 2, de donde

√
2π C

√
2 log 2k ≥

√
2π C

√
2 log 2 >

√
2π2 log 2 > 1,

así
2e−u2

k/2
√

2π uk
=

2e−u2
k/2

√
2π C

√
2 log 2k

< 2e−u2
k/2 ≤ 2k+1e−u2

k/2.

Entonces por la desigualdad (1.1) de la normal y utilizando lo anterior tenemos:

P
[∣∣∣∣
√

KW
(

1
2k

)∣∣∣∣ ≥ uk

]
=

2√
2π

∫ ∞

uk

e−x2/2dx ≤ 2√
2π uk

e−u2
k/2 < 2k+1e−u2

k/2 = 2Ke−u2
k/2

que era lo que se quería demostrar. 2
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Lema 3.2 Sean i, j, tales que 0 < i < j ≤ 2n, 0 < θ < 1, k = j − i ≤ 2nθ, n natural y W un

proceso estocástico definido sobre los racionales diádicos no negativos, entonces:

P




∣∣∣W
(

k
2n

)∣∣∣
√

k/2n
≥ (1 + ε)

√
2 log

(
1

k2−n

) 
 ≤ Ctte√

n
(k2−n)(1+ε)2

, donde Ctte > 1.

Demostración:

Llamemos

x = (1 + ε)

√
2 log

(
1

k2−n

)
.

Utilizando la desigualdad (1.1) de la normal y simplificando, resulta que:

P




∣∣∣W
(

k
2n

)∣∣∣
√

k/2n
≥ (1 + ε)

√
2 log

(
1

k2−n

) 
 ≤ 2√

2πx
e−x2/2

=
1√

π(1 + ε)
√

n log(2)− log(k)

y utilizando el hecho de que k = j− i ≤ 2θn y acotando obtenemos que:

1√
n log 2− log k

≤ 1√
n(1− θ) log 2

considerando la desigualdad anterior y llamando Ctte = 1
(1+ε)

√
π(1−θ) log(2)

se tiene la desigualdad

deseada. 2

Lema 3.3 Si existe un evento Ωθ ∈ F , P(Ωθ)=1, y una variable aleatoria entera Nθ tal que:

2−(1−θ)Nθ(ω) ≤ 1
e

, para todo ω ∈ Ωθ (3.9)

y

max
0<i<j≤2n

k=j−i≤2nθ

∣∣∣W
(

j
2n , ω

)
−W

(
i

2n , ω
)∣∣∣

g(k/2n)
< (1 + ε) con n ≥ Nθ, ω ∈ Ωθ, (3.10)
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entonces para cada ω ∈ Ωθ y n ≥ Nθ, la desigualdad:

|W (t, ω)−W (s, ω)| ≤ (1 + ε)

[
2

∞

∑
j=n+1

g(2−j) + g(t− s)

]
(3.11)

es válida para todo par (s, t) de racionales diádicos que satisfagan 0 < t− s < 2−n(1−θ).

Demostración:

Consideremos el conjunto D =
⋃∞

n=1 Dn de racionales diádicos en [0,1], con Dn = {k2−n, k =

0, 1, . . . , 2n} y veamos que para cada m ≥ n ≥ Nθ se satisface que:

|W (t, ω)−W (s, ω)| ≤ (1 + ε)

[
2

m

∑
j=n+1

g(2−j) + g(t− s)

]
. (3.12)

Procedamos por inducción:

Para m = n + 1, tenemos por (3.9) con t = (j/2m), s = (i/2m) y 0 < i < j < 2m que:

max |W (t, ω)−W (s, ω)| < (1 + ε)g(t− s)

con t < s < 1 y t− s ≤ 2−m(1−θ).

Así por propiedad del máximo, acotando y usando que m ≥ n tenemos

|W (t, ω)−W (s, ω)| ≤ (1 + ε)

[
2

m

∑
j=n+1

g(2−j) + g(t− s)

]

con 0 < t− s ≤ 2−n(1−θ). Así hemos probado que (3.12) es válida para m = n + 1.

Ahora supongamos que (3.12) se satisface para m = n + 1, . . . , M − 1, y consideremos s < t

con s, t ∈ DM, 0 < t − s < 2−n(1−θ) y además los números: t1=max{u ∈ DM : u ≤ t} y

s1=min{u ∈ DM−1 : u ≥ s}. Luego t1 y s1 satisfacen las siguientes relaciones:

s ≤ s1 ≤ t1 ≤ t , s1 − s ≤ 2−M , t1 − t ≤ 2−M,
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y gracias a las consideraciones de que (m ≥ n ≥ Nθ), (0 < t− s < 2−n(1−θ)) y (3.9)

0 ≤ t1 − s1 ≤ t− s < 2−n(1−θ) ≤ 1
e

.

Así por la suposición de la inducción tenemos que:

∣∣∣W(t1, ω)−W(s1, ω)
∣∣∣ ≤ (1 + ε)

[
2

M−1

∑
j=n+1

g(2−j) + g(t1 − s1)

]
, (3.13)

y además por (3.10) con s = i/2M y s1 = j/2M−1 se tiene que:

∣∣∣W(s1, ω)−W(s, ω)
∣∣∣ ≤ (1 + ε)g(2−M) y

∣∣∣W(t1, ω)−W(t, ω)
∣∣∣ ≤ (1 + ε)g(2−M). (3.14)

Ya que g es creciente sabemos:

g(t1 − s1) ≤ g(t− s). (3.15)

Luego utilizando la desigualdad triangular podemos escribir:

|W(t)−W(s)| ≤
∣∣∣W(t)−W(t1)

∣∣∣ +
∣∣∣W(s)−W(s1)

∣∣∣ +
∣∣∣.W(t1)−W(s1)

∣∣∣ (3.16)

Entonces de (3.13), (3.14), (3.15) y (3.16) tenemos:

|W(t)−W(s)| ≤ (1 + ε)

[
M

∑
j=n+1

g(2−j) + g(t− s)

]
.

Con lo cual concluimos que (3.12) se satisface para m = M. Por lo tanto, hemos demostrado

(3.11), es decir, que:

|W(t)−W(s)| ≤ (1 + ε)

[
∞

∑
j=n+1

g(2−j) + g(t− s)

]
,

es válida para todo par (s, t) de racionales diádicos que satisfagan 0 < t− s < 2−n(1−θ). 2
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