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Esta monografia esta organizada de la siguiente forma: la primera parte se
introduce la importancia del tema, la segunda parte se define lo que es un modelo
no lineal, tanto los modelos de serie de tiempo como los modelos causales
uniecuacionales de regresion no lineal; la 11 se refiere a conocimientos previos de
los métodos de estimacion no lineales tales como la expansion de Taylor, minimos
cuadrados no lineales y maxima verosimilitud indicando, las propiedades de cada
uno de los estimadores obtenidos por cada método, el problema de
parametrizacion y la transformacion de Box-Cox. En el siguiente punto, el IV se
plantea los contrastes: con restricciones lineales y no lineales: Wald, maxima
verosimilitud, y él de los multiplicadores de Lagrange . El punto V se plantean
varios test de no linealidad en los modelos causales. La VI parte trata del modelo
ARCH y GARCH los métodos de estimacion y contraste de hipdtesis, los modelos
relacionados con ellos, tales como: TARCH, INGARCH, se estudia una prueba
basada el exponente de Liapunov para detectar no linealidad, y el test BDS. Al
final hay un anexo del uso del SPSS para resolver algunos problemas de
estimacion no lineal planteados en esta monografia.

Palabras claves: regresion no lineal, expansion de Taylor, minimos cuadrados no
lineales, maxima verosimilitud, contrastes restringidos, contraste de no linealidad,
serie de tiempo no lineal: ARCH, GARCH-TARCH- INGARCH. Exponente de
Liapunov BDS.

INTRODUCCION.

Como sefiala Lachtermacher et al % en la practica los modelos del tipo lineal en serie de
tiempo tales como ARIMA(p,d,q) o los modelos causales de regresion lineal, no
siempre resultan los mas adecuados para analizar y predecir acuradamente un proceso
real. Por tal motivo se han propuestos modelos no lineales con la consecuencia de
desarrollar méetodos de estimacion apropiados para estos casos asi como los test que
permitan validar los resultados. La justificacion de estos desarrollos obedece a varias
razones: una de ella es que hay un gran numero de fenémenos que por su naturaleza son
altamente volatiles en el tiempo, tanto en el campo econdmico financiero como en otros
campos como la epidemiologia, las telecomunicaciones, el mercado energeético, otra
razon es que las relaciones entre un fendbmeno y los otros que se toman como
explicativos se ha observado que estas relaciones son mas que proporcionales, es decir,
no lineales.

! Profesor Asociado UCV.
2 Lachtermacher et al ( ) Backpropagation in Time Series Forecasting-Journal of Forescasting-Vol 14 pag
338-393



Las relaciones entre los diferentes actores de la economia, donde cada uno afecta el
comportamiento del otro desdibujan la posibilidad del empleo de modelos
uniecuacionales y multiecuacionales lineales para explicar y predecir la evolucion de las
variables microecondémicas y macroeconémicas en el tiempo, de ahi el interés cada vez
mas marcado en los modelos de regresion y de serie de tiempo no lineal que estan
incluido en los nuevos textos de econometria como Greene; W (1999), Gugarati; D
(2006), Pindych; R y Rubinfeld; D (2001). En esta monografia nos avocaremos al
estudio de este tipo de modelos no lineales tanto en regresion como en las series de
tiempo, concretamente los dos mas familiares: el modelo ARCH y el GARCH vy algunas
de sus variantes.

11.-MODELOS NO LINEALES.

Un modelo no lineal clasico en econometria es el modelo generalizado del consumo en
funcién de la renta dado por:

C.=a+ [P +s

Donde C, es el consumo en el periodo t, Pes el producto interno bruto en ese mismo
periodo, ¢, es la perturbacion aleatoria en el periodo t que se asume con distribucion
normal no necesariamente homoscedastica. Los parametros son: «, Y y, como puede

observarse este Ultimo pardmetro es un exponente.
Otro modelo no lineal es la generalizacion de la funcion de produccion de Cobb-
Douglas propuesto por Zellner et al (1970):

InY, +PY, =Ina+ S(1-0)C, + poInT, + ¢, .

Donde Y,,C,,T, son respectivamente, la produccion, el factor capital y el factor trabajo
en el periodo t; «, 3,5 son los parametros a estimar y finalmente &, es la perturbacion
aleatoria en el periodo t que se asume con distribucion normal N(0,c?).

En serie de tiempo tenemos como un ejemplo de modelo no lineal sin término de
promedio mavil él propuesto por Byers el al (1995):

p b
Yo=u+ Zl(ijt-j + zlgﬂjkYt-jat-k +a, (1)

j= j=1 k=
Este modelo se conoce como bilineal sin término de promedio movil en donde {v,} y
{a.} son sucesiones de variables aleatorias, u,@; Yy B, son parametros que deben ser

estimados.

Este modelo tiene una parte lineal autoregresiva de orden p representada por

P P q
1+ oY, +a, yunaparte no lineal X2 B, Y. @, si B =0 v(jk) entonces
=

j=lk=1
estariamos en presencia de un AR(p). Si la serie de tiempo es hetoroscedastica
condicional, es decir con varianza condicional de las perturbaciones diferentes en el
tiempo, entonces estos autores mencionan que tal modelo es inapropiado su aplicacién
directa. Kuldeep Kumar (1986) propuso un modelo mas simplificado que el anterior
dado por:



q

p
Yt = ZZIBjkYt—jat—k +a, (2)

j=1 k=1
Si ﬂjk =0 Vj>k el modelo se llama superdiagonal, si 3, =0 Vj<kel modelo se llama

subdiagonal y si ﬁjk =0 vj=k el modelo se llama diagonal. Un caso particular del
modelo dado en (2) es:

Ytt = ﬂYt—jal—k +

Empleando este modelo, el método de Monte Carlo y utilizando el momento de tercer
orden logra distinguir entre un modelo bilineal y un AR, MA 0 ARMA y de forma
similar si se trata de un modelo bilineal diagonal o no.

En estos tipos de modelos como los descritos surgen tres problemas fundamentales a la
hora de conocer si la serie proviene de un proceso no lineal.

1. Poseer alguna medida, cuya valoracion nos de una condicion necesaria de la
presencia de no linealidad tanto en modelos causales como los de serie de
tiempo.

2. Estimar los pardmetros asociados al modelo no lineal especificado.

3. Tener una medida de bondad de ajuste del modelo a los datos empiricos.

Para el primer caso hay varias propuestas que dan condiciones necesarias del
comportamiento no lineal de series temporales, entre ellos estén: el estadistico de Brock,
Dechert y Scheinkman BDS, el exponente de Lyapunov, multiplicadores de Lagrange
(LM) y finalmente el RBF. El problema que se presenta es la cantidad de datos
requeridos para aplicar alguna de estas técnicas. Un ejemplo de aplicacion de un caso
real del estadistico BDS estd en el articulo ya citado de Byers et al (1995), un
desarrollo del empleo del exponente de Lyapunov se encuentra en Cline; D.B.H (2006),
el empleo de los multiplicadores de Lagrange se encuentra por ejemplo en Medeiros;
M.C et al (2003) y finalmente el uso de test construidos con redes neuronales (RBF)
Blake; A.P et al (2003). Los test DBS y exponente de Lyapunov se puede aplicar a la
serie de tiempo observada sin hacer referencia a un modelo particular, por tanto puede
ser una buena estrategia determinar primero si la serie en cuestion responde a un
proceso no lineal, bien sea estocastico o deterministico. En el caso de modelos causales
estan los trabajos de MacKinnon et al (1983) y més recientemente los de Schimek, M
(2000) y Samorov, A et al (2006).

El segundo problema de estimacién, hay en forma general los siguientes metodos:
linealizacion del modelo empleando la expansion de Taylor, minimos cuadrados no
lineales, maximo verosimilitud o el método generalizado de los momentos. Estos
métodos son aplicados por igual a modelos de regresion no lineal como los de serie de
tiempo. Un método es preferido a otro tomando en cuenta las propiedades asintdticas de
los estimadores obtenidos y las facilidades computacionales que presentan.

Finalmente, entre las medidas de bondad de ajusten estan el coeficiente de
determinacion que en el caso de regresion no lineal hay que interpretarlo de una forma
diferente que cuando se emplea en el modelo lineal. Adicionalmente los diferentes test
que permiten validar el modelo propuestos. Cuando hay restricciones en los parametros,
bien sean estas lineales o no, estan entre otras, las pruebas o contrastes de Wald, la
razon de verosimilitud y los multiplicadores de Lagrange.



I11.-METODOS DE ESTIMACION NO LINEAL.

En este punto, veremos tres métodos de estimacion aplicados a la regresion no lineal y
posteriormente a las series temporales: el método de expansion de Taylor, minimos
cuadrados no lineales y finalmente el método de méaxima verosimilitud. En la
bibliografia especializada de econometria se encuentran ademas de estos métodos: el
método de los minimos cuadrados no lineales en dos etapas, empleo de variables
instrumentales no lineales y redes neuronales, este ultimo aplicado a las series de
tiempo.

Ejemplo 1:
Consideremos dos pares de modelos de regresion no lineales:

p - p _
a) Y =ﬂoqxiﬂle b) Y =ﬂol_j!:xiﬂl +é

p p
po+) fiXi+e Po+ Y piXi

al) Y = = by) Y= = +¢

En donde Y es una variable aleatoria observable enddgena, X,son p variables
exégenas, 4, A,...5,s0n los parametros a estimar ses una variable aleatoria,

generalmente se asume que tiene una distribucién normal.
Los modelos de regresion no lineales: a) y al) son linealizable mediante una
transformacion logaritmica directa, esto es son intrinsecamente lineales, en efecto al
tomar logaritmo neperiano en ambos modelos se obtiene:

a)Iny =In,BO+Zp,,b’i InX,+& a1) InY =4, +Zp',,3ixi +e

Al aplicar los minimos cuadrados las ecuaciones normales obtenidas son lineales en los
pardmetros.

No asi los modelos b) y bl) pero se pueden linealizar mediante el empleo de la
expansion de Taylor.> Si en estos modelos se aplica los minimos cuadrados ordinarios,
las ecuaciones normales son no lineales en los parametros

. pn ., . . * .
3gea f:R"2 R una funcién doblemente diferenciable en un punto X , esto es : existen el vector

gradiente Vf (X) y la matriz Hessiana H (X) y una funcién «:R" — R, entonces f(.) puede
expresarse como:

fF(X) = F(X)+VF(X) (X —>”<)+%(x — X)T H(X)(X —>*<)+Hx x| i x = %)

Limer(X: X — X) =0 (VF Q) = (@ 18%,8f /3.0 /x,); H()=10*f /oxox, })

X—=>X




Illa.- Expansion de Taylor:

Para resolver estos problemas, en donde no se puede linealizar directamente la ecuacion
de regresién mediante una transformacion, podemos emplear la expansion de Taylor
dada como:

Y= £ (X B)+6 =T (X )+ V(X B) (B - B )+

Donde X = (X, Xy, %, %5.-%;,) €S el vector asociado a la observacion i-ésima y
B=(f.P.5,.-B,) es el vector de parametros, perteneciente al espacio paramétrico

p+1 dimensional B, f(X,;/)es una funcion continua doblemente diferenciable enB,
entonces:

VE(X;: B) = (0F (Xo: /8)/ 0, 8F (%, B) 0B,0F (X3 ) 0f,.... B (%3 B)183,) ; i =1.2...n
Luego podemos escribir Y, = f (X;; 8) +¢,, empleando la expansion de Taylor como:
Vo2 F(X: )+ 200 (X 5198, (6, = B))+ 2, (3)

Donde g es un valor inicial del vector de pardmetros, si despejamos y agrupamos
convenientemente obtenemos lo siguiente:

o p o ° p °
Yi— F(X;; B)+ 28,06 (X;; B) 10, = 3 p,6F (Xi; B)1 9B + &, (4)
=1 j=1
Las derivadas evaluadas en ,B para cada observacién la denotamos como Z°, esto es:
of (X, B)/ 0B, =Z"4; j =01.2..p;i =1.2..n

Y of (X;;p)0B,=2,;,j=012..p;i=12..n
El miembro derecho de la ecuacion (4) lo denotamos por Y°:

Y= F(X B)+ 2B, 0 (X3 B) 8B, =Y, — £ (X,; B)+Z; =Y

ij?

170

El miembro izquierdo lo expresamos como: zp:ﬁjaf (X, ;B)/aﬂj +é& = zp:ﬂ Z.+¢
=1 j=1
Ahora, podemos escribir la ecuacion (3) como:

p
Y. = Zﬂ,—zi; + ¢,
j=1
En notacion matricial es:
Y=Z8+¢
A partir de aqui podemos aplicar cualquier criterio norma L, por ejemplo los minimos
cuadrados ordinarios:
Min
B=p (5
Iv-25|,.,



Entonces, obtenemos como estimador minimo cuadratico dado el valor inicial /3 , lo que
sigue:

p=(2'2)°Z'Y (6)

La pregunta obligada es ;cuél valor inicial? La repuesta esté en la nota®*

Si se asume que ¢ es normal N(0,c°l1) y si existe la matriz inversa (Z'Z)™ y el
estimador de o estéa dado por:

oc?=g".& I(n-p)donde & =Y —Z/} p =p+1, entonces el estimador converge
* d

asintéticamente a la distribucion normal B=N(B,c2(2'2)™)

Ejemplo 2:

Consideremos el modelo: Y, = f(X,; B)+¢,;Y, =™ +¢,;i=12..n y consideremos unos

valores iniciales de los pardmetros:a y gy evaluamos la funcion y sus derivadas en
estos valores:

F(X o, B)=ae® o (X, B)a=e™ of (X, a B)of=aXe™

p o °
Evaluamos ahora los componentes de la suma: )’ g, of (X;; )/ 83, dados como:

=

adf (X, a0 f)lda=ae™  Bof(X,,a B)Iof=faXe™
Con estos resultados podemos obtener:

Y= F(X B)+ 2B, 0 (X3 B) 0B, =Y, — £ (X,; B)+Z; =Y
j=1
Que en nuestro ejemplo es:

Y—ae”+aXe™+ paXe”i=Y°

* EI primer valor inicial nos dara una primera estimacion de los parametros al resolver el problema (6),

este valor lo empleamos como nuevo valor inicial y resolvemos nuevamente el problema (6) y asi

*(K)

sucesivamente hasta que se estabilicen los estimadores. Esto se puede expresar como sigue: Sea f3; el

*(K+1)

estimador logrado en la iteracion (K) y S, el obtenido en el paso (K+1), el proceso termina si para

un o 20, suficientemente pequefio:
‘(ﬂj*(mn —ﬁj*(K))/,B;(K)‘< Spara j=12..p.

5 . -z . . . .. .. Y
Consideremos una sucesion de variables aleatorias {Xn}, con la misma funcién de distribucion
Fy, (X6,,0,..0,) para toda variable aleatoria de la sucesion y, una variable aleatoria X con

distribucion F, (x;6,,6,...6,), si la sucesién {Xn} converge en probabilidad a X entonces, la sucesion
de  funciones de distribuciones  :F, (X;6,6,..6,)converge a la  funcion  de

distribucion F, (x;6,,6,...6,), esta Gltima se llama distribucién limite y se escribe:

lim Fo(x6.6,.0,)=F(x,6,6,.6,)



Ahora considerando «of (X, @, B)/8a=ae™ y Bof(X.,a, B)0f = B X ™
entonces obtenemos:

3 B0 (X, 5)/0f, = ae”™ + a X

=L

Al considerar la ecuacion:
° p o ° p °
Yi - f(xi;ﬂ)-i_zlﬂj of (Xi;ﬂ)/aﬂj Ezlﬂ,af (xi;ﬂ)/aﬂj
J= J=
Finalmente obtenemos:
Y —ae” + oozxieﬂXi + Ba X, = ae™i + Ba X, e
La ecuacion linealizada es:
Yi0 Eaziol"'ﬂzioz"'g '

Partiendo de esta Gltima ecuacion aplicamos los minimos cuadrados ordinarios para
obtener los estimadores de los pardmetros: «, 3 .

I11b.- Minimos cuadrados no lineales MCNL:

Consideremos el modelo general Y =f(X;8)+¢ donde f(X;p)es no lineal en los

pardmetros y ¢es un vector de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas. El problema es encontrar los estimadores de los parametros A tal que

minimicen a:

I = £ 0GB, = 00— F(X,: 8)) = S(B)

Tomando derivad;; parciales respecto a los pardmetros obtenemos:
3S(B) 18 =23 (Y, — T (X,; )8t (X,: )18 (5)

O escrito de otrI:forma:

05(8)19B, =251, [ (X D) (X f)10f,  i=1.23..p

Las derivadas quedaran como funciones no lineales en los pardmetros, por lo que habra
que emplear los algoritmos de optimizacion no lineal para resolver las ecuaciones
normales resultantes.

Igualando la ecuacion dada en 5) al vector nulo, obtenemos las siguientes ecuaciones
normales:

g(vi — £ (X )8 (X, ) 188 =0,,,

SO (XY 108 =3 T (X)) (X,i 5)1 9P

Que en notacién matricial es:

[or x5y 10p] v =[ot (x. gy 10p] £(X:87) (6)

Ahora, hacemos [af(x,,B*)/a,B]T =X"; f(X;B")=XpB" . Entonces la ecuacion (6) se
puede escribir en notacion matricial como:

XTY = XTX5"

El problema fundamental es que tanto [af (X,/i’*)/a,B]T; como f (X;B")no son
generalmente lineales en B y por tanto la solucién de las ecuaciones normales rara vez



se puede obtener de forma directa, entonces se requiere de algoritmos® eficientes en
termino de convergencia entre los que se encuentran lo que genéricamente se llaman
métodos de direcciones factibles, el método de Newton-Raphson y otros’

Ejemplo 3:
Y, =™ +¢;i=12..n Zn:(Yi—aeﬁxi)z;j=1,2
i=1
85(a, f)18a =23 (Y, — ™ )e”™  85(at, B)10ff =23 (Y, — ™) X &
i=1 i=1
—2§n:(Yi —o*ze;’xi)e;Xi =0
i=1

—22(Y, —ae” )X =0
i=1

Puede observarse con este ejemplo que las ecuaciones son no lineales y no tienen
solucion inmediata.

Un procedimiento para resolver las ecuaciones normales anteriores , si Se cuenta con un
valor inicial 8°= A, es el siguiente:

B = [ZXXHZX(Y — 0+ x:”ﬁ:)}
ﬁt:—l = ﬁt* + |:Zn: xioxioT ]_1|:_Zn: Xio(Yi0 - fio):|

ﬂ:,_l =ﬂt* +(x OTXO)—leTeO

El procedimiento termina cuando X °e’ esta proximo a cero. Green, W (1999)

® Un algoritmo es un procedimiento que consiste en generar de forma iterativa un conjunto de valores de
acuerdo a ciertas reglas establecidas, mediante el cual se obtiene una solucion que puede ser Gnica o no.

" Ver Bazaraa y Shetty (1979) Nonlinear Programming, John Wiley and Sons-pag 361-434. Avriel (2003)
Nonlinear Programming, Dover. Pag. 216 y siguientes. Uno de los algoritmos méas empleados de Newton-
Raphson que consiste en lo siguiente: Supongamos que deseamos obtener el minimo de la funcion dada
por f(X) la cual es continua y doblemente diferenciable y supongamos que poseemos un valor inicial

X", entonces:

n

FOO= FOX)+VFO4) (X =X )+2 (X = X,)THX, )X = X,) = 6(X)
Usando la primera condicidn de existencia de un punto extremo :

0G(X)/oX = VT ()Zn)T +H ()Zn)(X - )Zn) =0, . Entonces, definimos un nuevo valor:

X, = Xn—H(X,)"Vf(X) Este algoritmo es 0til cuando la funcion es no cuadratica, de serla se

obtendra la solucién en la primera iteracion. El algoritmo termina cuando se considere que la solucién se
ha estabilizado, tal como lo indicamos en la nota 4.



I11b.1.-Propiedades de los estimadote MCNL.

1.-El estimador MCNL: p° en general es una funcién no lineal del vector de
observaciones Y por tanto, y lo sera también del vector de perturbaciones & .

2.-Como consecuencia de lo anterior, no siempre el estimador MCNL es insesgado.
3.-[of (x,p7)18p] & =0, donde £ =Y — £ (X; 7).

4.-Como el problema de optimizacion es no lineal, no se puede garantizar que la
solucion obtenida como estimador, sea Unica.

5.-Para estudiar la distribucién asintética de p°, consideramos el concepto de

convergencia en probabilidad®. Como indicamos anteriormente:[af(x,ﬂ')/aﬁ] =X,

[of (X, ) 10p, of (X, B0, . . of(X,B)IapB,]

of (X,, 8188, o (X,,B)I8p, . . 8f(X,,5)18p,
estoes: X = . . .. .

| of(X,.B)I8p, of(X,.B)8B . . of(X,.B)/0p,]
Entonces si:

n—wo

P lim X X :pm%ﬁ; [af(x,;b)/aﬁ] [6f(X,;Z’)/65J =Q,

Donde Q,es una matriz positiva definida, esto es: Q, L X'Q,X >0
Y ademas, se verifica:

n n d
PImEY X, 620 y —=3'X, 5, >N(0,,5°Q:")
niz \/_

N—a i=1

Entonces:

* d 0-2 a

B—>N (ﬂiTQo )

Ejemplo 4.

Consideremos el siguiente modelo: Y, = ae”™ +¢, y supongamos que se ha obtenido el

ajuste por minimos cuadrados no lineales: Y, =ae”; para obtener el estimador de la
matriz de varianza covarianza de los estimadores procedemos de la siguiente forma:

calculamos las correspondientes derivadas parciales: oY,/da=e"*"; 0YJ/0p=ae’™y
con ellas definimos el vector gradiente y su transpuesta:

* }X‘ P * P
V@B =| . . ;Vf(a,ﬁ)T=[eﬁXt ae“t}

aeﬁxt

8 Una sucesién de variables aleatorias G, converge en probabilidad a una constante C si para cualquier

&> 0se verifica que: lim qun —c|<s)=l. Esto quiere decir, que a partir de N> N el suceso
N—o0

le —c| < &, es un suceso seguro. Esto se escribe como: Plimg, =c.

n—o



Con ellos obtenemos la matriz Q, .El estimador de la matriz de varianza covarianza es:

-1 N . -1

* N

.2 . . . .. .2 Zezﬂxt aZXeZﬁxt

o\ XVE@ ) Vi@ p)| =orf ,F

t=1 azl XteZﬂXt a thz 2/3)(1
t=: t=1

Donde: o,°=Y&°/Iny & =Y, =Y.
t=1

I11.c.- Maxima verosimilitud.

Consideremos que se tiene una muestra de n variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas: X, X,,...X, proveniente de una poblacion con funcion de

distribucion: F, (x;6,,6,..6,) Entonces, la funcion de densidad conjunta se expresa
como:

n
le,XZ,..Xn(Xl’ X2""Xn;(91""‘9k) = H in (Xi ’ 01’ ‘92‘9k)
i=1
Tomando logaritmo neperiano, obtenemos la funcion log-verosimilitud:
Lnfy o sn (X0 X5 0 X031 6,400.0,) = Z_l: Lnf,(x;;6,.6,..6,)

Considerando la condicion necesaria para la existencia de un punto extremo, obtenemos
los estimadores:

BN sy (KX 1o X301, 07) 180, = 3 0LN T (x,:0°1,05..0°) 100, = 0; j=12.k
i=1
Encontremos el estimador maximo verosimil de vector de pardmetros y o° del

modelo: Y, = f(X,;8)+¢ asumiendo que el vector de perturbaciones aleatorias se

D
distribuye como &=N(0,0%1,,). Entonces, Y, tiene una distribucion N(f(X;;f);c?)
Consideremos bajo el supuesto de normalidad la funcién de densidad marginal de cada
Y, dada por:

0, (V0. B) = J—a p{ o\ f(X..ﬂ)}

Luego la funcién de verosimilitud es:
n 1 n 2
o P)= = (X5
ITg (ic.ip) el p{ 707 (v, - f( /3)}
La funcion de log-verosimilitud es:
n 1
L Yo :8)=L " - f(X;
[lo (o f)=tn( =) +{ _2 (v, - .ﬁ)}

Consideramos ahora las condiciones necesarias para la existencia de un punto extremo,
entonces obtendremos los estimadores de 8 y o*:

( — (X8 /aﬂ}=0,,+l (1)

o] g _(Yi;ag;ﬁ*)/6ﬂ={

6LanY_(X,,Gg,,B)/60 —6[Ln(\/_a { z (v, —f(Xi;ﬂ)z}]/602=0 (2)

10



El primer conjunto de ecuaciones estad formado por p+1ecuaciones generalmente no
lineales, por tanto se emplearad las mismas técnicas que se emplean para los MCNL, de
la ecuacion (2) se obtiene el estimador de o una vez obtenido el del vector By este es:

o2 =g(vi - f(Xi,/})zln

Ejemplo 5.

Veremos como ejemplo la estimacion de los parametros de modelo logit. La variable
aleatoria discreta Y, tiene una ley de probabilidad de Bernoulli con probabilidad: P, y Q,

tal que P=P(Y, =) =expX,B/l+expX,) ¥ Q =P(Y,=0)=1/1+expX,), i=12..n

donde se tiene p regresores que explican el comportamiento de Y,, por tanto:
X =@ Xy, X0 X0 X)) Y B= (5, B, B,.--3,)" S& desea estimar tanto P, como g . Se
toma una muestra de tamafio n y definimos la funcién de verosimilitud como:

L(Y;R) =] P @-P)~"

Tomando Il_cl)garitmo neperiano obtenemos:

Lanﬁ;YiLnR+ﬁ;(l—Yi)Ln(1—R)

LnL=>Y,LnR->'Y,Ln(1—-P)+> Ln(1—P) Agrupando convenientemente tenemos:
i=1 i=1

LnL=YY,Ln[R /2~ R)]+ 2 Ln@-P) (1)
Considerando que: Q =1-P =1/(1+expX,8) y Ln[R/(1—-P)]=X,A sustituyendo en (1)
obtenemos:
LnL= zn:Yi Xiﬂ—zn: Ln(1l+exp X, f)
i=1 i=1

Para obtener el estimador de g usamos la condicidén necesaria para tener un punto
extremo:

ALNLIG B=B(YY, X, B)18 p— (Y Ln(1+expX, )/ f=0,,

6LnL/6ﬁ'j =zn:YiXij —ZH:Xij epri,l’3/(1+epri b)=o; j=012...p
i=1 i=1

Este problema hay que resolverlo mediante el método de Newton, una vez obtenido el
resultado se estima:

I5i =expX, b/(1+ expX; ,b);i =12..n.
Illcl.-Propiedades.

Las propiedades generales de los estimadores de maxima verosimilitud son:
1.- Dado una sucesion de estimadores de méaxima verosimilitud {ﬂ; } y sea pgel
pardmetro a estimar de una poblacion con funcion de distribucion: G, (X; 8) entonces:

Plimys:, }= /3 . Esto quiere decir, que el estimador MV es consistente.

N—»00
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2.-Invarianza. El estimador de méxima verosimilitud es invariante respecto a una
transformacion, esto es: dado el parametro g y una transformacion ¢(g), si By, es el

estimador de S, entonces ¢(4,,) 10 es de ¢(B) .

*

3.- La distribucion de {ﬁM} tiende asintoticamente a una distribucion normal:

N(&[1(B') donde 1(8)=—E@’InL/8pop")=E[@InLIdap)@InL/B)]°. Se puede
demostrar que la matriz de varianza covarianza del estimador de méaxima verosimilitud
es la dada."

4.-El estimador de maxima verosimilitud es un estimador eficiente y alcanza la cota de
Cramer Rao™! bajo ciertos supuestos (ver nota 10): VAR(E) >[1(p)]* si E(ﬁ) =B yen

general VAR() > (aE(ﬁ)/'aﬁ)[l A

Ejemplo 6.
Consideremos el mismo modelo del ejemplo 4: Y, =ae”™ +&, y supongamos que el

ajuste se obtuvo mediante el método de méaxima verosimilitud:Y, = «e”. Para obtener

la estimacién de la matriz de varianza covarianza debemos partir de la funcién de
verosimilitud siguiente:

[ | gt

La funcion log-verosimilitud es:

LnL=—gIn Zﬂ—gln o’ +{[— zlzli(yi _ae/fxi)z}

Ay =

Obtengamos las segundas derivadas evaluadas en: [a, ,B,af}

1 & ox - 1 3 X - 1 -3 :
o’LnL/da? =3 e | &’LnL/gp* =—a’ Y X' | &’LnL/dadf =—a Y X, e
o i il 1o} i

& ! & &

?Esto es: VAR(@INL/f) = 1(B)™ Un estimador de [1(5)] " es

[I "By )}1 = [62 In L(ﬂ;v)laﬁ;vaﬁ;ﬁ,] (ver Greene. W, Theil .H).

1% Demostracion que: VAR(GInL/93) = I () . Partimos de los siguientes supuestos generales:

1.-El rango de las variables aleatoriaY,, no depende del vector de pardmetro [ . 2.-La funcion de
densidad g, (.; ) posee derivadas de al menos de tercer orden con respecto a £y estan acotadas.

Entonces se verifica que I(aLn [y laﬂ)_*dx =0 _,,. Diferenciando esta ecuacion obtenemos:
S

p+l-

[{@*LnL 18pep)L + (@LnL 18B)@LnL 16B)" L Jix=0

S

VAR(aLnL*laﬂ)=—I[@ZLnL*/6ﬂ6,8]:dx=—E[@ZLnL*la,Baﬁ].(Dhrymes, P; Theil., H; Greene,
S

p+1- D€ aqui se obtiene que:

W)

1 \er Theil (1971) pag:385-387

12



n
*4
&

Luego la estimacion de la

d’LnL/dc0a=0; d°LnL/dc?9p=0; &°LnL/d(c?)* = 5
matriz de varianza covarianza de los estimadores de maxima verosimilitud es:

. -1
n * n *
Dot ayxe
i=1 i=1

* * * * O
aY Xe"i g?y X 2N
. ) Z=1: . 2 X
[I((x,ﬂ,af)} =0’ 0
*2
0 0 &
n

I11.d Parametrizacion,

Ahora veremos la aplicacion del método de maxima verosimilitud aplicado al problema
de la parametrizacion de la variable dependiente en un modelo no lineal. Esta supone un
cambio de variable'?. Veamos la funcién de produccién propuesto por Zellner et al
(1970) y visto en la pagina 2:

InY, + &, =Ina+ B(1-5)C,+ B5InT, + ¢ Esta funcion puede escribirse como la suma:
9(¥;0)=F(Xi: p)+¢

Donde: LnY,+&, =9g(Y,;0) y f(X,;a,B,6)=Lna+ B1-35)LnC, + B4LNT,

La funcion de densidad de Y, asumiendo que las perturbaciones aleatorias &, se
distribuyen segin una normal es:

f, (v,,9(), f())=[og(Y,,0)/8Y,|(270*) ™' exp-
La funcion de verosimilitud es:

-= Ij f (00, F0)= Ij{]ag (¥,,0)/Y,|(275?) ™' exp-
La flIJ_ncic’)n Iog-verosimililiud es:
LnL=Zn;Ian(yi,g(.),f(.))=znl:|n|ag(yi,9)/ayi|+|n(27mz)_n/2 B

212 [(Q(Y,,6) f(X,.c0, .6
(02

L [00v,.6)- (X, 2 8.5)F}

20

L 3. lot.0)- f(X.ap.0f

202|

12 E] cambio de variable consiste en el siguiente problema: Supongamos que tenemos dos variables
aleatorias: (Xl,Xz) con funcién de densidad: f,,,,(X,X,;®), consideremos una transformacion
biunivoca y continua dada por: Z =h (X,, X,)y W =h,(X,, X,) y supongamos que las funciones h,y
0Z10X, 0ZI0oX,

h, son continuas y diferenciables en S < R? tal que existe el jacobiano: J = ,
oW /06X, oW /oX,

supongamos ademas, que existe la transformacion inversa dada por: X, =0,(x,2)y X, =0,(X,,W),
entonces:

bd
Pla< X, <bjc< X, <d) =[] f,,,(X,X,;0)dxdx, =

[] tlo.(x. )9, (%, w)]|dzdw

13



Aplicando la condicion necesaria para la existencia de un punto extremo obtenemos:

oLnL/da=——=3 g(V,.0) - £(X,.a 5.5) 1/&):0
O izt L a

oLnL/oB=—13 | (v, 6)= £ (X, 3.5) (1—5)LnCi+éLnTi}=O
O i=1 L Al
O i=1 L Al

Ahora para obtener el estimador de ¢ partimos de:
BLnL/60==38Inog(Y,,6)/0Y,|/00+ -3 [9(",.6) f (X, . .5)pu(Y,;0)/ 80
i=1 i=1

2(72|

Donde: [6g(Y,;0)/8Y,|=(1/Y,+6), oIneg(Y,;0)/oY,[p0=1/LIY,+6) y 89(Y,;;0)/06=1.

Luego:
LNLIBO == (Y, [(L+Y, &)+ -
i=1

L3 |td- 10x s =0

20'2|

Finalmente obtenemos el estimador de o2:

LNL/dc? =—n/20°+ -3 [g(Y,,6)= F (X, @ B, 5)f =0
20_4 i=1

Nuevamente estamos en presencia de un sistema de ecuaciones no lineales lo que obliga
emplear algunos de los algoritmos propuestos para este tipo de problemas.

Ejemplo 7 con SPSS.

Consideremos que el indice de precio al mayorista IPM se puede explicar por la tasa de
cambio TCN , la masa monetaria M2M vy el tiempo t, el modelo es:

IPM = ﬂoM 2M ﬁlTCN p2 eﬂ3TIEMP0+5

Se cuenta con una base de datos mensual desde Enero de 1980 a Diciembre del 2002.
Para resolver el problema se empleé el software SPSS . El paguete exige que se ingrese
un valor inicial para cada pardmetro (Ver apéndice SPSS). Estos valores se van
cambiando buscando mejorar el modelo, tomando como criterio que el cuadrado medio
de la regresién mejore y que se estabilicen las estimaciones de los parametros. Para
aclarar esto veamos el siguiente cuadro:

RESULTADOS DE CINCO PRUEBAS
CAMBIANDO LOS VALORES INICIALES

Beta0 0,5 0,5 0,01 0,5 0,5
Betal 0,4 0,4 0,4 0,4 0,1
Beta2 0,5 0,5 0,5 0,5 0,2
Beta3 1,0 0,5 0,5 0,05 0,1
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El cuadro muestra los valores iniciales dados a los parametros en cinco pruebas, se
podra notar que las dos Ultimas son mas convincentes. En general, puede ocurrir que la
solucién Optima no sea Unica o que se obtenga un dptimo local. A continuacion
presentamos dos resultados seleccionados. El primero, los valores iniciales de los
pardmetros fueron beta0=0,05; betal=0,2; beta2=0,1; beta3=0,1. Para el segundo estos
valores fueron: beta0=0,05; betal=0,01; beta2=0,01; beta3=0,01

Estimaciones de los parametros

Interv alo de confianza al
95%
Limite

Parametro | Estimaciéon | Error tipico | Limite inf erior superior
betal ,003 ,001 ,002 ,005
batal ,383 ,016 ,351 ,414
beta2 ,657 ,012 ,633 ,681
beta3 ,001 ,000 ,000 ,002

Estimaciones de los parametros

Interv alo de confianza al
95%
Limite

Parametro | Estimaciéon | Error tipico | Limite inf erior superior
betal ,003 ,001 ,002 ,005
batal ,383 ,016 ,351 ,414
beta2 ,657 ,012 ,633 ,681
beta3 ,001 ,000 ,000 ,002

Se puede observar que las estimaciones obtenidas son idénticas. EI modelo ajustado es:
|PM * = O O3M 2M 0,383TCN 0,65760,001TIEMPO

Ademas de lo indicado para seleccionar la estimacién del modelo, debe tenerse presente
los supuestos tedricos del area donde se esta aplicando, puesto que puede ocurrir que las
estimaciones por mas que luzcan satisfactorias, debe verificarse si no contradice algun
supuesto importante, propio del fendbmeno que se quiere modelar.

Correlaciones de las estimaciones de |os parametros

beta0 batal beta2 beta3
beta0 1,000 -,983 -,265 ,829
batal -,983 1,000 ,123 -, 790
beta2 -,265 ,123 1,000 -,652
beta3 ,829 -, 790 -,652 1,000
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ANOVA?

Suma de Medias
Origen cuadrados gl cuadraticas
Regresion 2202161,8 4 550540,449
Residual 2783,301 272 10,233
Total sin correccion 2204945,1 276
Total corregido 1494274,2 275

Variable dependiente: IPMG

a. R cuadrado =1 - (Suma de cuadrados residual) /
(Suma corregida de cuadrados) =,998.

En los modelos no lineales el coeficiente de determinacion no tiene la misma
connotacion que en los lineales, sin embargo se puede tomar para seleccionar el mejor
ajuste después de elegir los valores iniciales. De acuerdo al valor obtenido de
R* =0,998podemos pensar que el modelo se adecua bien a los datos. La suma de
cuadrados del residual lo emplearemos para hacer contraste de hipotesis.

Il1le.-Transformacion de Box-Cox.

La transformacién de Box Cox consiste en lo siguiente. Asumamos el modelo dado por:
P

Y=+, p;T(X)+¢
j=1

Cada regresor f(X;) se modifica por; Z, =(Xf° —1)/20, donde 1e[-17] si

A=-1 f(xj)=(xj‘1—1)/(—1)=—xi+1, esto nos conduce a un modelo de regresion
j
lineal clésico, donde hay que tomar como regresores los inversos.
Si
A=1f(X,)=(x}-1)1
Si
ﬂ:O;Eng f(X;)= grg(xf —1)/1:0/0. Esta indeterminacion se resuelve mediante la
regla de L™ Hospital, obteniendo lo siguiente:
limdf (X,)/d2 =limd(X} ~1)/d2/(d2/d2) =limL.X} log X, = LogX,
En los tres casos podemos escribir el modelo como:
p
Y =ﬁO+Z; BZ +¢
J=

Si se asume que la variable a explicar tiene la forma g(Y)=(Y* -1)/1 y procedemos de
la misma forma obtenemos, para el caso de A=0 el modelo log-lineal dado por:

p
LogY =5, +> LogX, +¢
j=1

En la practica se puede variar el valor del parametro A1 y mediante el empleo de los
minimos cuadrados ordinarios encontrar el modelo que mejor se ajusta a los datos, sin
embargo como anota Novales (1992) el proceder de esta forma afecta la estimacién de
la matriz de varianza covarianza. Un tratamiento mas amplio de esta transformacion se
encuentra en Greene (1999).
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IV.-Contrastes Restringidos.

Tanto para modelos lineales como no lineales se proponen hipdtesis restrictiva con
respecto a los parametros. Puede darse uno de estos casos: a) el modelo es lineal y el
conjunto de restricciones también es lineal, este un caso frecuente en disefio de
experimento b) el modelo es lineal y el conjunto de restricciones al menos una
restriccion es no lineal c) el modelo es no lineal y el conjunto de restricciones es lineal,
un ejemplo el modelo de produccién de Cobb-Douglas donde se establece una o dos
restricciones lineales sobre los pardmetros d) el modelo y las restricciones son no
lineales.

Como ejemplo del primer caso tenemos el siguiente modelo de consumo en funcion de
la renta con dos rezagos:

Yo=B+ X + L, X +5

Donde Y, es el consumo en el periodo t, X,y X,, corresponden a las rentas del
periodo t y t—1respectivamente, &, es la perturbacion aleatoria que asumimos normal
Yy B,.B. B, son los pardmetros. Como puede observarse el modelo es lineal. Las
restricciones pueden ser: 8, > B, Y B, + 3, =1, la primera restriccion podemos escribirla
como: f,—p,—h=0

Esto altimo permite escribir las restricciones en forma matricial como:

1 1 of"% |1
h
Entonces, tenemos un modelo lineal con restricciones lineales.

Del segundo caso tenemos el modelo que es el mismo que el anterior pero con
restricciones no lineales:

Y, = :Bo +ﬂ1Xt +ﬂ2Xt—l +é&

El conjunto de restricciones ahora es:

pi+pr =1y p.p,=0

En el caso el modelo es no lineal y el conjunto de restricciones lineales tenemos el
ejemplo de la funcién de consumo dada por:

C=4+ ﬂlRt/1 +6,CL+¢g

Donde C, es el consumo del periodo t, C,_, es el consumo del periodo anterior y R, es
la renta. Las restricciones son:

Bll-p5,)=1

A=1

Por ultimo tenemos como ejemplo de un modelo y restricciones no lineales el siguiente:
Ct = ﬂo + ﬂlRt/1 + ﬂZCt—l +é&

1812 +1822 =1y ﬁl'ﬁz =0

Entonces, en forma general el problema es: dado el modelo Y =G(X;8)+¢ realizar el
contraste de hipotesis: H,:RB=r donde R es una matriz en el caso de ser las
restricciones lineales y r el vector de valores o H,:R(5)=rdonde R(f)es un conjunto
de ecuaciones no lineales. En este Gltimo caso no se verifica necesariamente que:

ER(b) = R(E(b)) pero si se demuestra la consistencia, esto es: Plim R(,b) = R(Plimﬁ') :
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Para realizar el contraste: H,:RB=r 0 H,:R(B)=r hay varios test: el uso del
estadistico F cuando se tiene una muestra suficientemente grande, en teoria para
muestras infinitas, el contraste de Wald (W) el cual solo requiere obtener el estimador
del vector de parametro sino considerar la restriccion formulada como hipotesis, el
método de la razén maxima verosimilitud (MV)que implica el céalculo del estimador
tanto del modelo no restringido, como del modelo con las restricciones formuladas en la
hipotesis y finalmente, el contraste del multiplicador de Lagrange o prueba de C.R Rao
(ML).

Podemos empezar con el caso méas sencillo: dado el modelo linealY = XB+¢ vy la

hipotesis H,:RB=r. El estimador minimo cuadratico sin considerar las restricciones

es: B =(X"X)™*XTY. Sise trata de una sola restriccion, esto es: R es un vector fila: v,

- - - d
y asumiendo que las perturbaciones aleatorias son normales: ¢, *N(0,5°) entonces para

medir la discrepancia entre lo observado y la hip6tesis nula, podemos emplear la prueba
t: que bajo la hipdtesis nula es:

t=A-vB) (v (0,2 (X X)W =V A=)/ (v (o 2(X X)W

En el caso de que R es una matriz de | filas, esto es: | restricciones lineales entonces
podemos emplear la prueba F para tamafio de muestras suficientemente grandes.

. T
F=(n- k)(Rﬁ— r) (RXTX)™RT)' (R=r)/1e" ¢
Bajo la hipotesis nula el estadistico se distribuye como una F,. _, . En cualquiera de los

dos casos, bajo la hipotesis nula, la esperanza de la discrepancia d debe ser igual al
vector nulo, esto es en forma general:

E(d) = E(RS—RA) =0,

Si se desea obtener el estimador del modelo restringido, entonces el problema es:
MinfY = Xg]._,

Sujeto a:

RE—r=0,

Empleando los multiplicadores de Lagrange™ obtenemos:

'3 Es una técnica que permite resolver problemas de programacion no lineal restringido, esto es, dada una
funcion: F(x,X,,..X,) la cual, por ejemplo, quiere minimizar y, un conjunto de

restricciones: G, (X;, X,,..X,)—b, =0, . Para i=12..m definimos entonces una nueva funcién
llamada lagrangiana dada por:

L(X, Xy, X5 A, Ay Ay ) = F(xl,xz,...xn)+zm:/”ti (G, (X, Xy %, ) —Db,)
i=1

Si las restricciones fuesen del tipo G, (X, X,,..X,)—b, 20, se restaria a cada restriccion una nueva
variable no negativas llamadas variables de holguras h; obteniendo lo siguiente:

L(X, Xy, X5 A4, A,y A) = F(xl,xz,...xn)+zm:ﬂ,i (G, (X, X,,..X,)=b, =h.)
i=1
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Min
B.A
L(B,A) = (Y = XB)' (Y = XB)+24(RB~T)
Las condiciones necesarias para la existencia de un punto extremo son:
BL(B.2)10B =2X" (Y =X Sy )+ 2/R" =0,

OL(B, )04 =2(R B, —1) =0,
De estas ecuaciones normales obtenemos:

XX R g, | [xTY
R of 71| Lr
Simplificando la notacion:

By =b de donde: y=B™b. La suma de los cuadrados de los errores para un modelo sin
restricciones lo expresamos como:

SCE:HY—XE’

p=2

Y la suma de cuadrados de los errores del modelo restringido lo a anotamos como:

SCE" = HY X fy

p=2

La variabilidad de Y recogida por el modelo restringido esta limitada por el conjunto de
restricciones, por tanto se verifica que:

SCE" > SCE

En efecto podemos descomponer el vector de los residuos del modelo restringido como
sigue:

e; =Y_xbrvn_ =Y—X/*B+x(b_ﬂ;lL)=é+X(b_bML)

N
e e, 2e'e
La igualdad se cumplesi g, =/ .
Cuando el modelo es no lineal y las restricciones son lineales el procedimiento puede
partir de la linealizacion del modelo y proceder de forma similar como se ha indicado
para hacer el contraste, el problema se presenta en la situacion de no linealidad de las

restricciones.
IVVa.-Prueba F asintotica.

Tomando en cuenta la relacion SCE™ > SCE, se pude construir el contraste F tomando
en cuenta que el tamafio de la muestra es suficientemente grande como para que se
justifique la aplicacion de este test desde el punto de vista asintotico, tedricamente esto
significa que se hace tan grande como se quiera:

Esta nueva funcion es la que emplearemos para encontrar la solucién éptima. Este método tiene validez
cuando el nimero de restricciones m es menor al nimero de variables n.

OL(X,, Xy X3 Ay, Ay s A ) 10X = 0; j =1,2..0, VX, = X
OL(X, Xy X3 Ay Ay A ) 104, =0, j=12.M VA, = A
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F =(n—k)(SCE" — SCE)/ISCE
Como se recordard p es el numero de regresores, n es el nimero de observaciones y

lel nimero de restricciones. Bajo la hipdtesis nula H,:R(8)=r, el estadistico F
converge asintéticamente a una distribucion F La hipotesis nula se rechaza si:

P(F

I,n—p

I;n—p *

>F")<a, siendo « el nivel de significacion.

1\VVb.-Prueba de Wald.

Esta prueba se usa indistintamente en el caso del modelo lineal o no lineal, la prueba se

construye tomando en cuenta la discrepancia: R(B)—r Y su varianza, esto es:

)
W =R |Var®RH)-n| RH)-1

En el caso de un modelo lineal con restricciones lineales, esto es:Y =XpB+¢,
H, :RB=r, tenemos que: ,b: (XTX)™XTY, y asumiendo que & tiene una distribucién
N(0,5°1) la estimacion de la matriz de varianza covariaza es Vér(,b)=a:2(XTX)'1
luego Vér(Rb— rN=R Vr;r(B)RT =0, ’R(X"X)™R" por tanto el contraste es:

W =o2(RA=r) (R(X"X)'RT)*(Rf=T)
Este estadistico se distribuye como una »’ con tantos grados de libertad como
restricciones estén presentes en: H,:RB=r.

Cuando el modelo es lineal: Y = XB+¢ y las restricciones no lineales: H,:R(B)=r,

una vez obtenido el estimador: g=(X"X)™"X'Y debemos obtener: Var(R(f8)-r), en
este caso empleamos en primer lugar la expansion de Taylor como una aproximacion de

R(/}) dada por:

R(S) =R(p)+[oR(5") 105} - )
Donde [6R(8)/8]es una matriz de dimension: Ixk , la varianza Var(R(,b)— r) es ahora:

Var(R(8)) = [or(8") 188 var (- p)or(s") 1 0p]
La estimacion de la matriz de varianza covarianza es:

var(R(8)) = o*[or(8") 198k X" ) [or(8") 1 0]

Ahora suponemos que el modelo es no linealY =G(X;8)+¢ Yy las restricciones

lineales: H, :RB=r. El estimador bse obtiene empleando el método de méaxima
verosimilitud, asumiendo que ¢ tiene una distribucién N(0,5°1). Por tanto:

Var(R —r) = Rvar(8)R" = R[I ()] 'R’
Cuya estimacion es:

Var(R i—r) = RVar(B)R" = R[I (Z;)T R
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Finalmente si el modelo y el conjunto de restricciones es no lineal: Y =G(X; ) +¢,
H,:R(B)=r entonces, si se emplea el estimador maximo verosimil obtenemos:

var(R()) = [oR(8)1apT1 (AT [oR() 10T
De forma general el estadistico tiene la forma en el caso de restriccion lineal:

* « -1 *
= [Rﬁ— r}[Var(R,B)} [Rﬂ— r}
Y en el caso de restriccion no lineal:

| =108 |var R | R 15
W sigue, bajo la hipdtesis nula una distribucion »?Z. La hipétesis nula se rechaza si:
P(le =

Ejemplo 8. Y, =ae”™ +¢ donde &, es una variable aleatoria N(0,6°) y supongamos
como hipotesis H, =a’+°=1, luego R(B)=a’+p° y r=1Asumamos que los
estimadores son de maxima verosimilitud, Como se vio en el ejemplo 6:

. . -1
Zn:e”x‘ azn: X, e %
i=1 i

. n . 0
aS X g2 z Xz Zﬂx,
*  * -1 E I Z
|:I(a,,8,0':_2)i| =O':2 0
*2
0 0 %
n

-1 L Z*X ' < Z*X
L. .2 Zeﬂt aZXeﬂt
=0¢ 1

* n

azlxtezﬁxt a Zx2 ZﬂXt
t=

Donde: R(a))/da=2a 8R(B)/8B =24 por tanto:

-1

2 Z":ezle (;zzn:X g2/ !
W=0.|2a2p . 2,28
aZXeZﬂXt a Z)(Z 2B Xt
Dependiendo del valor de W , rechazamos o no la hipotesis.

IVVc.-Contraste de los multiplicadores de Lagrange (ML).

Como sabemos siempre se cumple que SCE™ > SCE, por tanto el contraste partird de
esta relacion. El método no cambia sustancialmente si el modelo es o no lineal, el

cambio se nota cuando: H,:RB=ro0 H,:R(B)=r, esto es: si las restricciones son
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lineales o no. Entonces, consideremos el modelo Y =G(X;8)+¢ bajo la restriccion:
H,:RB8=r
El problema es:

I\flfgx LnL(B;A)g = ng[Ln L(B )+ A (RB— r)]

Las condiciones necesarias para la existencia de un punto extremo son:
oLNL(B,; ), 183 =[6LnL(b;/1)/aﬁ+ R%} —0,

ALnL(B,;A) 184 =[Rp-r]=0,

Si la hipotesis nula es cierta entonces H,:RpB=r, entonces: R'Adebe ser muy
proximo al vector nulo, por tanto:

aLnL(ﬁR;z)R/aﬁ;[al_m_(b;/l)/aﬁ];op

Es decir las dos funciones de méxima verosimilitud, la del modelo restringido y la del
modelo sin restriccion deben estar proximas. El estadistico tiene la forma

ML =n(OLNL(B,: A), 18 5)' 1(B,) ™ GLnL(B,: A), 10 p) eite, (1)
En el caso del contraste para la restriccion no lineal: H,:R(8)=r el problema es:
MaxLnL(8;2), = I\Q%X[LnL(,B;/i)+/1T (R(B)-1)]

BLNL(B,; 1), 188 = [aLnL(b; 2)18 p+ ;JaR(/})/aﬂ} 0,

LnL(A.: ). 194 =[R(b)—r}=0,

Si H,:R(B)=r es cierta entonces la discrepanciaR(s)—r debe estar muy proxima al
vector nulo y por tanto A'6R(B)/8p4 debe ser nulo luego, el estadistico nuevamente es
igual que el dado en (1). Este estadistico tiende asintéticamente a ;. /. La hipGtesis

nula se rechaza si: P(y{ >ML'|H,) <«

Ejemplo 9. Consideremos el modelo lineal Y =p+8X,+5,X,+& con las
restricciones H, : B2+ B, =1. (El desarrollo se deja al lector)
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IVd.-Contraste de la razén de verosimilitud®*.

Considerando la nota explicativa 14 dada al pie de pagina sabemos que en forma
general A, =sup L(X,,X,...X,;0)/sup L(x,,X,...X,;6 <1 Luego para cualquier tipo de modelo

0eQq 0eQ)
o de restricciones (lineales o no) se verifica que el logaritmo de la funcion de
verosimilitud asociada al modelo restringido es mayor que el logaritmo de la funcién
de verosimilitud asociada al modelo libre de restricciones. Esto es:

LaL(B,) = LnL(B)
Donde:

. n n 1
LnL(p) = Jacowano—E Ln(2ﬂ)—zln o’ - ozt €

El estimador Méaximo verosimil 2 =ee/n

LnL(B) = Jacoviano—gl_n(zﬁ)_gmo_*z _g

LnL(3,) = Jacoviano— g Ln(27) —g Inc?? —g

El estadistico de la razén de verosimilitud es:
RMV = LnL(4,)— LnL(f) = g(l_na;f —Lno™)

Bajo la Hipdtesis nula 2RMV  se distribuye asintdticamente como una y/. La hipotesis
nula se rechaza si: P(y{ 2RMV*|H,) <«
Ejemplo 10.

Retomemos el ejemplo 7 y consideremos ahora el modelo del 1PM dado por:

IPM = 8, M 2M ATCN #2g/3TEWPO+e

Y consideremos el siguiente conjunto de restricciones como H,: g, +8,=1, g, 20y
B, 20. Ahora los resultados usando SPSS son:

Estimaciones de los pardmetros

Interv alo de confianza al
95%
Limite

Pardametro | Estimacion | Error tipico | Limite inf erior superior
beta0 ,176 3,9E+013 -7,674E+013 8E+013
betal ,402 1,9E+009 | -3704114643 4E+009
beta2 ,598 1,5E+014 -2,985E+014 3E+014
beta3 -4,029 29217483 -57521159,6 6E+007

1 En general, el contraste de razén de verosimilitud consiste en lo siguiente. Consideremos la hip6tesis
nula H,:0e€Q, y la hipétesis alterna H,:0eQ—-Q, y sea la funcién de verosimilitud

L(X.,X,...X,;6) asociada a una muestra aleatoria X,, X,...X, proveniente de una poblacién

F, (X,Q,) . Se define la razén de verosimilitud a: A, =sup L(X,,X,...X,;6)/sup L(X,,X,...X,;6). El
0eQn 0eQ)

test consiste en elegir una region critica W < R", tal que para un valor 66[0,1], A, < Opara
todoXeS y A, >0 paratodoX ¢S .0 =sup{X € S|He Qo}s « . Se rechaza la hipotesis nula si

A, <0 0equivalentementesi X €S.
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Correlaciones de las estimaciones de |os parametros

beta0 betal beta2 beta3
beta0 1,000 ,998 -1,000 -,997
betal ,998 1,000 -,998 -1,000
beta2 -1,000 -,998 1,000 ,997
beta3 -,997 -1,000 ,997 1,000
ANOVAZ
Suma de Medias

Origen cuadrados gl cuadraticas
Regresion ,501 3 , 167
Residual 2204944.,6 273 8076,720
Total sin correccion 2204945,1 276

Total corregido 1494274,2 275

Variable dependiente: IPMG

a. R cuadrado = 1 - (Suma de cuadrados residual) /
(Suma corregida de cuadrados) = ..

Contratemos las hipotesis empleando el estadistico 2RMV 'y tomando los datos de la
matriz de ANOVA del ejemplo 7 referente al residual y de la misma forma, el residual
de la matriz ANOVA de este ejemplo, obtenemos:

*2

Or
=

2RMV = 2(LnL(5,) - LnL(8)) = n(Lno,? — Lno") = nLn(

)

O

Esto es equivalente a 2RMV = nLn(SCE,, / SCE) = 275Ln(2.204.944,6/ 2783301 =1846,263
P(xsq 21846263 =0. Esto implica rechazar la hipotesis nula: que los estimadores

obtenidos en el ejemplo 7 cumplen con todas las restricciones impuestas en dicha
hipotesis .

Es importante tomar en cuenta que el SPSS permite guardar las derivadas de los
parametros evaluadas en cada observacion. Con los calculos necesarios se puede
entonces emplear los contrastes que requieren de la matriz de informacion.

Ejemplo 11
Ahora redefinamos el modelo 1PM como:

IPM = g,M2M ATCN 72
Entonces la nueva solucién es:
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Estimaciones de los parametros

Interv alo de confianza al
95%
Limite
Parametro | Estimacion | Error tipico | Limite inf erior superior
beta0 ,006 ,001 ,005 ,008
betal ,327 ,011 ,304 ,349
beta2 , 739 ,011 717 , 760
Correlaciones de las estimaciones de los parametros
betal betal beta2
beta0 1,000 -,956 ,655
betal -,956 1,000 -,847
beta2 ,655 -,847 1,000
ANOVAR
Suma de Medias

Origen cuadrados gl cuadraticas
Regresion 2201115,4 3 733705,146
Residual 3829,658 273 14,028
Total sin correccion 2204945,1 276
Total corregido 1494274,2 275

Variable dependiente: IPMG

a. R cuadrado =1 - (Suma de cuadrados residual) /
(Suma corregida de cuadrados) =,997.

Ahora consideremos las restricciones: H, 8+, =1,8 20y B, 20 los resultados son:

Estimaciones de los parametros

Interv alo de confianza al

95%
Limite
Pardmetro | Estimacion [ Error tipico | Limite inferior | superior
beta0 ,007 ,001 ,005 ,010
betal ,356 ,014 ,328 ,385
beta2 ,644 ,014 ,616 ,671

Correlaciones de las estimaciones de los parametros

beta0 betal beta2
beta0 1,000 -,956 ,674
betal -,956 1,000 -,861
beta2 ,674 -,861 1,000
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ANOVA?

Suma de Medias
Origen cuadrados gl cuadraticas
Regresion 2198643,6 2 | 1099321,810
Residual 6301,476 274 22,998
Total sin correccion 2204945,1 276
Total corregido 1494274,2 275

Variable dependiente: IPMG

a. R cuadrado =1 - (Suma de cuadrados residual) /
(Suma corregida de cuadrados) =,996.

La solucion se deja al lector.
El siguiente grafico muestra los tres Gltimos contrastes:

cllnal{ &) /el Lol

Y

My \ / \ RIO)

Wald
LM

dLnb{d)/dd

Se puede observar en el gréafico que la relacion entre los tres contrastes es: el estadistico
de Wald siempre daré un valor mayor a los otros dos contrastes auque los tres tienen las
mismas propiedades asintoticas, es decir: son equivalentes asintéticamente. El contraste
de Wald solo requiere estimar mediante el método de méaxima verosimilitud el
parametro del modelo sin restricciones, el contraste de los multiplicadores de Lagrange
necesita solamente la estimacion del pardmetro del modelo reducido, mientras que el
contraste de maxima verosimilitud parte de la estimacion del pardmetro del modelo sin
restricciones y con restricciones requiriendo por tanto de dos estimadores.

V.-Contrastes de Hipdtesis de linealidad:
Hay varios test que permiten decidir en términos estadistico si un fendmeno responde a

un comportamiento no lineal, bien sea en el caso de un modelo de regresion o de serie
de tiempo, algunos de estos test no estan disponibles en las versiones de los software

26



mas usados en estadistica tales como el SAS o SPSS por ser de desarrollo muy
recientes. En este punto veremos algunos de estos test, el primero esta basado en la
descomposicion de la variacion total, conduciendo a una prueba F el segundo es el test
P,, y finalmente el test propuesto por Samorov, A.; Spokoiny, V. ;Vial, C (2005).

Va.-Prueba F®

Partimos de la descomposicion de la variacion total en tres componentes, bajo la
hipotesis nula que el modelo que mejor se adecua a los datos es un modelo de regresion
lineal H,:Y =XB+¢. Ademas, asumimos que existen E(Y/X), E(Y), Y el ajuste de

Y dado como Y. Entonces la variacion total de Y dada por:|y —E(Y)| _,la
descomponemos como:

I —EQ)],_, =[(Y= EC)+ (EQY 1 X)=Y)+ (Y= EY /X))

p=2

I —EC)],_, =[V-EC)

+HE(Y/X)—\?
p=2

+|lY —E(Y/X)||p=2

p=2

De donde:

$?=R"? +||Y —E(Y/ X)”p=2 /”Y - E(Y)||p=2

Si ¢”—R™>0indica el grado de error de especificacion al asumir que el modelo es

lineal.
La prueba Fes:

F=(M-p)¢*-R*)/(p-2)L-R")

Bajo la hipotesis nula F se distribuye como F
P(F >F)<a.

La hipotesis nula se rechaza si

p-2in-p,g.l *

p-2;n-p,g.|
Vb.-Contraste de P,

Consideremos dos funciones no lineales: G,(X;8) y G,(X;y)entonces las hipotesis
son:

Ho : y=Go(X;ﬂ)+go

H1 : f(y) =G1(Z;7)+81

Apliquemos la idea del contraste J '°, y consideremos que Y se puede expresar como
una combinacion lineal convexa de G,(X; )y G,(Z;y), esto es:
Y=01-a)G,(X;B)+cG,(Z;y)+e 0<a<1(1)

15 Este test est4 en Bolch, B; Huang, C (1974)

Multivariate Statistical Methods for Business and Economics.

% E] contraste J fue desarrollado por Davidson y MacKinnon en el articulo « Several Tests for Model
Specification in the Presence of Alternative Hipotheses” Econometrica Vol 49 pp 241-262-1981
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El conjunto de hipotesis anterior se modifica por la hipotesis: H,:a =0, entonces hay
que estimar el conjunto de parametros: «, 3,y . Una forma de proceder es estimar uno

de los vectores de pardmetros por minimos cuadrados no lineales y luego utilizarlo en la
ecuacion (1) para estimar por minimos cuadrados no lineales tanto el otro vector de
pardmetro y a con la restriccion: 0<a <1 el siguiente paso hacer el contraste de la

hipétesis nula: H,:a=0, empleando el estadistico: «*/,Var(a") que sigue una
distribucion normal estdndar. Ahora, haremos una modificacion introduciendo en la
hipdtesis alterna una funcion no lineal, mondtona, continua y diferenciable h(y) de
donde se obtiene lo siguiente:

-y -G, (X; B)]+ aln(y)-G,(Z: n)]= ¢

Para facilitar la aplicacidn practica se ha propuesto reescribir la Gltima expresion como:
y=G,(X: f) = oG, (Z;7)~h(V)]+ely -G, (X: Al+¢ (2)

Ahora podemos emplear la expansion de Taylor de G,(X;p), partiendo de un valor
inicial g°:

G, (X; 8) =G, (X; 5°)+ VG, (X; 5 )(B-5)

Esta expresion se sustituye en (2). Esta modificacion se llama contraste P .

Vc.-Otro Test de linealidad.

En este punto comentaremos brevemente el trabajo de Samorov el al (2005) que parten
del modelo:

y=f(X)+s. f(X)=0"X,+G(X,)+¢

XT=(X{,X;)

La dimension de cada grupo de variables es: dim(X,)=My dim(X,)=d-M donde
M <<d, G(X,)es una funcion no lineal desconocida cuya dimensioén es mucho menor
que de la parte lineal, la distribucion de & es también desconocida. En este articulo se
propone la solucién de varios problemas asociado al modelo propuesto que se denomina
modelo parcialmente lineal. El primer problema es determinar el grado de no linealiad,
esto es, el valor de M que puede tomar los valores: 0.,2...identificando por tanto
cuantas variables conforman a G(X,), el siguiente problema es estimar el vector de
pardmetro ¢ y finalmente hay que estimar la funcién G(X,). El test que se desarrolla
es: H,:y=60"X, versus H,:y= f(X)+& 0equivalentemente: H,:M =0y H,:M >0.
La idea parte de que si el modelo es lineal, entonces, Vf(X)= of (X)/oX debe ser
constante para todo X por tanto la varianza de Vvf(X) es una buena medida del grado de
no linealidad de las variables X . El contraste lo generalizan como: H,: M <M, versus
H,:M >M,, siendo M, un valor minimo prefijado para el cual la hipotesis nula no se
rechaza, si M, =1, se esta indicando que el componente no lineal es univariante. El
procedimiento supone la estimacion de la varianza, denotémosla por V., rechazamos la
hipotesis H,:M <M, si V;, . es significativamente diferente de cero. Se asume en

(Mo41)
todo caso que la dimensién del componente no lineal es relativamente pequefio. Los
autores de este trabajo proponen un algoritmo construidos bajo varios supuestos tanto
para estimar el vector de pardmetro ¢ como el estimador de la varianza: V.
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V1.-Modelos ARCH y GARCH.

Consideremos el proceso de parametro discreto {Yt;te E} y consideremos ademas un

conjunto de informacion Q, tal que Q, cQ,,, cQ,,,c..cQ ,Q={Yt;t<°0}, entonces,
podemos considerar a la esperanza condicional: E(Y,/Q,) y la varianza condicional:
VAR(Y, /Q,) esta dltima puede ser no homogénea, es decir diferente para cada periodo.
Este caso puede darse tanto en modelos no lineales como lineales. La presencia de
varianza condicional no homogenea en los modelos lineales se ha asociado a una mala
especificacion del mismo y se ha tratado de resolver afiadiendo nuevas variables
exogenas, pero la practica ha demostrado que este no es el mejor camino. Tanto la
media condicional como la varianza condicional se asocia al corto plazo, mientras que
la media no condicional E(Y,) y la varianza no condicional VAR(Y,) se asocian al largo
plazo.

Consideremos el modelo lineal autoregresivo de primer orden ARQ): v, =Y, +a,

D
donde se asume que a, = N(0,c2) .

La media no condicional de este proceso, o0 sea su media a largo plazo es:
E(Y,)=¢,E(Y_,)+E(a) Asumiendo que el proceso es estacionario entonces

u(l—¢)=0 mientras que la media a corto plazo o condicional es:
17
E(Yl /Qt—l) = (DlE(Yt—l /Qt—l) + E(a‘t) = @th—l

La varianza no condicional dado que el proceso es estacionario, es constante, en efecto:
VAR(Y,) = @ VAR(Y, ) +VAR(a,) =VAR(Y,) = p/VAR(Y,) + &~
Luego:
VAR(Y,) = o*(1— 7)™
La varianza condicional*® es:
VAR(Y, /Q,)=VAR(a,)=0c"

Entonces estamos en la situacion donde tanto la varianza no condicional como la
condicional son iguales para cualquier periodo, es decir el proceso es homoscedastico.

17 Consideremos en forma general dos vectores aleatorios X,y X,, laesperanzade X, condicionada a
X, es: E(X,/X,)= _[ X, Ty x, (X 1 X55)dX, |, por otra parte
S

w=E(X) =[x, (x;0)dx =

S
% x, (4% @)X, = [ [ %y, (61 %,50) F (%5 0)dx X, = [ £, (%3 0)(] X, Ty, (%1 X, @)l )X,
SS SS S

=E(E(X,/X,))

'® De la misma forma, consideramos dos vectores aleatorios X,y X, , la varianza de X, condicionada a
X, se obtiene a partir de: X, —z4 = X, —E(X,/X,)+E(X,/X,)— 4, . por tanto la varianza de
X, es:

VAR(X,) =VAR(X, —E(X,/ X,)+E(X,/ X,)— 1) = E(X, —E(X,/ X,)* + E(E(X,/ X,) — 1)°
considerando la nota anterior y que el producto cruzado es nulo, concluimos que:
VAR(X,)=ENAR(X,/X,)+VAR(E(X,/X,)
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Pero se puede preguntar que ocurre cuando el proceso autoregresivo tiene una varianza
heteroscedastica. De ahi surge la primera repuesta que da R. F. Engle (1982) con el
modelo ARCH vy la generalizacion de Bollerslev (1986) el GARCH. De estos trabajos
pioneros han surgido nuevas consideraciones expresadas en los aportes de Andrew A.
Weiss (1986), Ruey S Tsay (1987), James Rochon (1992) y mucho mas, recientes estan
los de Medeiros M el al (2003), Audrini F (2005) Chandra el al (2006) Cline(2006),
Ferlan R (2006) . Lo interesante de estos ultimos trabajos es que giran en torno a nuevas
metodologias que incluyen métodos no paramétricos y redes neurales para ampliar las
posibilidades de los modelos propuestos por ambos pioneros.

Vla.-ARCH

Veremos en primer lugar la propuesta planteada por R. F. Engle (1982), parte de un
modelo cuasilineal dado por:

Y, =atht1/2 yh=45 +131th1 (l)

Donde Var(e,)=1, Yy S, B, pardmetros desconocidos. Este es el modelo ARCH mas
sencillo. Asumiendo normalidad dado el conjunto de informacion disponible Y, la
distribucion condicional de Y, /Q,_ tiene una distribucion normal N(0,h,). La varianza
condicional h, puede expresarse mas generalmente como:

h =Nn(Y.Yor Y Bor B BoeBB,) (2)

Donde de la misma forma que en (1) g, 4, /5,...5,50n parametros desconocidos, el
valor de pdara el orden del modelo ARCH. Algunas formas de h que pueden ser
utiles en ciertas aplicaciones son:

h =exp(B, + AY.)

h, =B, + B|Y.|

Si se asume que la esperanza de Y, es la combinacion de variables enddgenas y
exogenas representadas por el vector de variablesz y el vector de parametrosy ;
7" =@ 710--7,) asociado al vector de variables Z , entonces: E(Y,/Q_,)=Zy , luego:

Y10, ~N(Z7.,g,) con:

0, = 9( . Ay s i 00 P10 0,) (3)

o, =Y, =2y

Un caso particular es g, =¢, +@a’, como varianza condicional Var(e,/c.,), la
varianza no condicional es Var(e,)=EVar(e,/a,_,))=a, + ,E(al,) = a, + aNar(a,_,)
Si {at} s un proceso estacionario en varianza entonces Var(e,) = a, I(1- ;)

Este caso es el modelo de regresion ARCH.
Considerando (1) y (2) se puede generalizar escribiendo:

h = h (@, g @11 Zi i 2oy P Py Vo Vi ¥ 50) = N (2,19, (e 0) (4)

O empleando el concepto de conjunto de informacion disponible: Q, , y considerando
los vectores de parametros By ¢ entonces:
he =h(Q._;a;9)
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Para el caso que solo se emplean solamente variables endogenas Ruey S. Tsay (1987)
propone lo siguiente:
d
Y /Q,_,=D(r;9,)
rt = r(Yt—lth—Z""!Yt—p;ﬂo1ﬂ11ﬂ2"'ﬁp) = ﬂlYt—l +132Yt—2""prYt—p
00 = (@t Fir Oy Por 01, P 0,) = Py H PO+ 0L, +. H 9,
Donde como siempre:

p
o, = Yt - Zl:@th—i

d
Como sugieren el autor al plantear este modelo: Y,/Q, ,~D(r;g,) donde
Q. t_l,Yt_z---Yt_p} indica que el proceso sigue una distribucion con media r, y
varianza g,. Este modelo se expresa como un ARCH(p,q). El problema est4 en la

determinacion de los valores de p y qque pueden resultar relativamente grande y que

entonces el modelo no cumpliria con el principio de parsimonia. Por tal motivo, este
autor propone otro modelo partiendo de un modelo ARMA(p,q) vy el empleo de
coeficientes aleatorios para el proceso {,} . Esto es:

BBXY, - 1) = ¢(B)e,

S, (B)ar, = Wy, (Y, (D) — 1) + W, (B)(Y, — 1) + &,

Donde: p(B)=1-p4B-..5,B"; ¢(B)=1-¢B—..,B" son polinomios de orden p y
genB respectivamente, con coeficientes constantes tal como ocurre en el clasico
modelo ARMA y §,(B)=1-6,,B-..5, B"; w(B)=w,B+...+w,_B*son polinomios en
Bde orden ry s con coeficientes aleatorios, Y, (1) representa el prondstico minimo
cuadrético de Y, dado el conjunto de informacion Q,_,, finalmente ¢, es la perturbacion

aleatoria o ruido blanco en el periodo t. Este modelo lo llama Ruey S. Tsay en su
articulo: CHARMA(p,q,r,s), aparte de las propiedades y métodos de estimacion sefiala
dos aplicaciones importantes aparte de su uso en series heteroscedasticas permite
manipular series de tiempo con presencia de valores atipicos y la otra aplicacion
importante es que permite refinar los coeficientes constantes, tal como llama el autor los
pardmetros, del modelo ARMA.

Vlal.-Estimacion.

Las técnicas de estimacion de los parametros son: el de méxima verosimilitud
paramétrico y no parametrico de Audrino F (2005), minima « divergencia de Ajay
Chandra et al (2006), minimos cuadrados generalizados factibles Green (1999). El
estimador de maxima verosimilitud siguiendo a Engle (1982) se emplea para estimar
los parametros de h =h(Y._.Y ,....Y,: 5. B.. B,--3,) O de la regresion ARCH dado

como E(Yt /Qt—l) = Zt7 y g, = g(at—l’at—Z""’at—p;¢0'¢l’¢2“'¢p) , €en este Ultlmo
consideramos el caso particular g, = ¢, + 2, .

d
En el primer caso, se parte de Y, /Q,_, =N(0,h,) por tanto:

1 Y2
fYt (yt 0, ht) = Wexp{_ ?}
t t
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La funcion de log-verosimilitud es:

ZIant(yt,Oh) gln(zﬂh)uz +t§1{ Zh}

0 n 1 0 \&
Inf, (y,;0,h)=—=In(27)—=2 Inh + -
Yinf, (%,0.h) =~Zin@n) - >3, z{ Zh}

t

Aplicando la condicion necesaria para la existencia de un 6ptimo:

2

n n n Y
> 3Inf, (yt;O,ht)/aﬂ=—126Inht/6ﬁ+za - {/9p=0
t=1 t 2t=1 t=1 2h

t

n n 2
Yalnf, (v,:0, )/6ﬁ———z alh, /aﬂ+za{—;;h}/aﬂ= 0
t=1 —l t t=1 t
Consideremos el caso partlcular.
h =B, +BY2 + BY,...3Y.,, entonces, ahora definimos  z, =(LY2,Y72..Y2) ¥

B= (B, B.....5,) Lamatriz de informacion esta dada como:

1 n
I =— Tz, /h
(B)= - 222 /h)
El segundo caso es:

E(Yt /Qt—l) = Zty
0 =9, + (platz—l + (pzatz—z +..+ (ppatz—p
a =Y, =Ly

. . d
Asumiendo normalidad, esto es: Y, /Q,_,~N(Zy,,09,) empleamos nuevamente el
estimador de méximo verosimilitud.

(Yt m) 1 a
f 2.y, -
Yt (yt 1 t7/ gt) 1/2 (2 gt )1/2 ex th

at
Hle(ytZ]/,g) H (2 t)1/2exp{ th}

La funcion log-verosimilitud es:

n ) n 1 n n atz
L[ T f, (ViZ,9) =-In@Rr)- -2 Ing, +2 -

t=1 2 23 t=1 2gt
La condicion necesaria de existencia de un punto extremo es:

n n n 2
oLn[| fy, (yt;Zty,g[)/6y=—%Z6ln g,/0y+ Za{— 20; }/6)/= 0
t=1 t=1 t=1

t

La matriz de informacion del estimador de y esta dada por:
18 _
=E§Z:Zt(g +2a22¢fgtzj

La matriz de informacion conjunta es:
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297 09 0y

1o, ( 1 ag, @
I((p;y)=ﬁ§;E( &ijlg
t=

En vez de emplear los estimadores maximos verosimiles se puede emplear el siguiente
procedimiento para el caso g, = ¢, + p,a’;:

1.-Se hace la regresion de Y, sobre Z, para obtener por minimos cuadrados »* vy el
error e, .

2.-Defina la regresion: e” =@, +¢pe” +&, y obtenga los estimadores minimos
cuadraticos:¢p; 'y @, como valores iniciales, que lo denotamos como el

Vector: ¢* = [gog,gol*].

3.-Calcule el ajuste f, = ¢, +¢,e? y defina la regresion de [(et*zlft)—l] en (L/f) y
(e / f,)y obtenemos los estimadores minimos cuadraticos, y con ellos definimos el
vector: 8* el primer estimador del vector [g,,¢,] es:

¢ =9 +0,

Puede observarse que f, es un estimador de g, =¢, +p,’,; €7 estimaa «/,

La matriz de varianza covarianza asintética de ¢~ es 2(R'R)™ donde R es la matriz de
los regresores, bajo el supuesto de normalidad.

4.-Recalcule f usando ¢ parat=1,2...n-1y con ello defina:

. {;z(co_f]]“ ; =i_<0_f°[ii_1}
f, fia fo f| fa
Calcule la estimacion de la regresion de es,/r.en Zr, los estimadores obtenidos lo
denotamos por el vector: ¢7. El primer estimador de y es:
Y=y
Este procedimiento se itera para refinar los resultados, lo estimadores obtenidos son

asintéticamente equivalentes a los de méaxima verosimilitud a pesar que no
necesariamente cinciden. Este procedimiento se puede generalizar para:

0, =@, + §01at2—1 + gozatz—z +..+ gopatz—p
Teorema (R. F. Engle (1982))

El proceso ARCH de orden p, con parametros no negativos g, 20,4 >0,..4, 20, es

estacionario en covarianza si, y solamente si, la ecuacion caracteristica tiene todas sus
raices fuera de un circulo de radio unitario. La varianza estacionaria esta dada por:

E(Y2) =4, /(1—21[3,-)

1% Bajo el supuesto que el modelo de regresion ARCH sea simétrico y regular entonces 1(¢;) =0, ver
R. F. Engle (1982).
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V1a2.-Otros métodos de estimacion.

Entre los otros métodos de estimacion estan: Audrino, F (2005) en donde no se asume el
supuesto de normalidad de las perturbaciones aleatorias también conocidazas como
innovaciones, aunque la propuesta se refiere a un ARCH(1), indica el autor que es
posible extenderlo a modelos con p>1. El método de estimacion es no paramétrico y se

basa en una transformacion logaritmica y emplear luego la estimacion de verosimilitud
local. Entonces consideremos el modelo:

Y1 =ath1l2 y h[ =ﬂo +:81 tzl

Y?=alh; Log(Y?)=Loga’+Logh= S+ Loge +Logh — 3

Donde g = E[Iogaf], haciendo las transformaciones:

V, =Log(Y") y U, =Log(e/') - B

G(Y,.,) = B+ Logh

Entonces:

V, =G(Y,,)+U,

Tomando en cuenta que: S= E[Iogaf] entonces: E(U,)=0, la sucesion de variables
aleatorias: {U,} , son independientes e idénticamente distribuidas e independientes de la
sucesion de variables aleatorias: {v,;s <t}. El problema es estimar G(Y,_), para ello se
emplea el local constante log-verosimilitud, dado una muestra de tamafio n definimos:

LogL(y,Gy)=§wt (Y))p(V,.G)

Donde: W, (Y) =W((y—Yt_1)/hn)20 cumple con la funcion de ponderar las observaciones,
dandole mayor peso a las cercanasa y p(V,,G,)=—log((f, —G,)), f, es lafuncion de

densidad, h, es el ancho de banda global, la secuencia {h, } satisface con:
limh, >0, nlimh, >, h >0, Vn>2

n—a0 n—o0

El estimador local constante log-verosimilitud es:
G’y =minXw, (Y )(log(f, ~G,))
t=2

El autor demuestra la unicidad del estimador asumiendo normalidad de U, la
consistencia y las condiciones de normalidad asintética. Los resultados los lleva a cabo
mediante la técnica de simulacion.

Bajo el supuesto de normalidad y asumiendo que la densidad estacionaria de Y, es
continua y positiva, acotada uniformemente y otros supuestos demuestra que la varianza
asintotica es:

fw?(uydu
GZ — =

dy

20 W (.) es el nacleo (kernel) que en general cumple con: W (.)>0, _[W (z)dz =1es una funcion

-0

simétrica no negativa y acotada
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El otro método es el de minima « divergencia desarrollado por Ajay Chandra, J et al
(2006), el problema es determinar la forma de la distribucion de probabilidad de «, en

el modelo:

Yo =a ', ho=B,+ BY+ BY LY,

Donde {a }es una sucesion de variables aleatorias independientes e igualmente
distribuidas con funcion de densidad g(«;<2) . Hagamos el cambio:

Y?=alh (4)

Denotemos por Z =Y?;, W_=@Y2.Y%...Y2) V., B =(5.6.5.-.5,), entonces:
h, =W,_, 3 luego podemos escribir (4) como:

Z, =W_B+W_ B’ -1

Si hacemos: ¢, =W,_, B(a? —1) el modelo queda finalmente como:

Z,=W_f+q,

Se cumple que E(g,/Q,,)=0. El vector de estimadores B* se puede obtener partiendo
de:

Min 3°(z, -W,_, 8)

t=p+l
Los residuos estan dados por: «; =Y, /h’, donde: h' = 8; + B7Y. + BY.°... Y2,
Encontremos ahora una funcion f,como ajuste de la verdadera funcion de
densidad g(«;©) utilizando la minima « divergencia, en general se parte de la
definicion dada por:

D, (f,.9(@: )= | K. {f, (@) 9(e:)}(c:Q)dp

Donde K, (x)={4/(1—x*)fl—x*"?}; —1< x<1. El estimador minimo« divergente es:

60 =minD, (f,,9,(@:9), D,(f,.0, (@)= TKK{fg(a)/énw:a)}én(a:a)da

(BN
>

0; (@) = n—ZW (X;—at) ; (4)

c.=n"* 1/4<1<1/3

n

Para que (4) sea mas facil de computar , los autores consideran como ejemplo el ndcleo
de Epanechbokov: W (x) =0,75(1— x*);| <1.

VI13a.-Test de hipotesis.

Consideremos la varianza condicional g, =g, +pa’, +p,al, +..+p,a’,, 0 de forma
mas general: Var(a, /o, ,,..a_,)=9,(a_,.-a_,;¢,-.¢_,) lineal 0 no, por ejemplo
puede ser exponencial. La hipotesis nula es:H;:p =, =...p, =0. Estoa hipotesis

mantiene que la varianza condicional es constante. Engle (1982) propone el siguiente
procedimiento, consideremos el vector e =(e.,,a,,...,), donde «;son los
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residuos, asumimos que existe g, /d¢ Y la esperanza : E(e'e) 21 por tanto la matriz de
informacidn es:

o) =1(6g° /oaaj E(ele)(agf’/oaajt

2 g g
El estadistico para realizar el contraste es:
ML =% fe(e'e)™e' f°
Donde g°es el vector columna: {ef/go—l}, este estadistico, bajo la hipdtesis nula,
tiende asintéticamente a una y*con p grados de libertad. La hip6tesis nula se rechaza
si la probabilidad de que el valor del estadistico exceda a una y; sea menor que el nivel
de significacion. Una forma expedita consiste en considerar los residuos y plantear el
modelo o =¢ o + g’ + b0, + ..+ ., + &y emplear la prueba F para contrastar
la hipotesis H,:¢ =@, =..,=0 Yy la pruba tpara cada uno de los parametros,

asumiendo como hipotesis nula H,:¢, =0,Vj=12..p. Una forma de aproximarse al

problema es, partiendo de un AR(p), estudiar los residuos y ver si hay un patron de
agrupamiento de los mismos.

Ejemplo 12

En este ejemplo emplea el indice de precio del consumidor en Venezuela desde Enero
de 1980 a Diciembre de 2002, en otros paises se considera que este tipo de indice
presenta hetoroscedasticidad condicional. Lo primero que se realiz6 fue considerar un

ARIMA(1,1,1)% como modelo tentativo, obteniendo los siguientes resultados.
Descripcion del modelo

Tipo de modelo
ID del modelo IPMG  Model_1 | ARIMA(1,1,1)

2! Obsérvese que para cada valor de t se obtiene un vector columna, por tanto € es una matriz.
El programa es SPSS es:

2GET DATA /TYPE=ODBC /CONNECT=

'DSN=Excel Files;DBQ=D:\ARTICULOS\DATOS
ARCH.x1s;DriverId=790;MaxBufferSiz'+

'e=2048; PageTimeout=5;"

/SQL = 'SELECT REI1C, "RE-1C° AS RE1C1, "RE-2C° AS RE2C, "RE-3C"
AS RE3'+

'C, "RE-4C° AS RE4C FROM "Hojazs™!

/ASSUMEDSTRWIDTH=255

CACHE.

DATASET NAME DataSet2 WINDOW=FRONT.

REGRESSION
/MISSING LISTWISE
/STATISTICS COEFF OUTS R ANOVA COLLIN TOL CHANGE
/CRITERIA=PIN(.05) POUT(.10)
/NOORIGIN
/DEPENDENT RE1C
/METHOD=ENTER RE1C1l RE2C RE3C RE4C
/SCATTERPLOT= (*SRESID ,RE1C ) (*ZRESID ,RELC )
/RESIDUALS DURBIN HIST (ZRESID) NORM (ZRESID)
/SAVE COOK RESID
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De acuerdo a los siguientes resultados, el modelo no se adecua satisfactoriamente, si se
observa el coeficiente de determinacion R? =1,0(este valor suele ser sospechoso, rara
vez un modelo explican la variabilidad de los datos perfectamente); el valor del indice
de informacion Bayesiano: BIC =1,020. El estadistico observado de Ljung-Box conduce
a rechazar la hipotesis nula que las correlaciones de los residuos es nula, es decir: los
residuos no provienen de un ruido blanco.

Estadisticos del modelo

Modelo

Estadisticos

s de ajuste df

| modelo

L

ul

ng-Box Q(18)

Ndmero de R-cuadrado
predictores | estacionaria

R-cuadrado

RMSE

MAPE

MaxAPE

MaxAE

BIC
normalizado | Estadisticos

GL

Sig.

Ndmero de
valores
atipicos

1PMG-Model

0 ,585

1,000

1,615

8,141

151,892

10,857

1,020 46,664

16

,000

0

Parametros del modelo ARIMA

Estimacion

Sig.

IPMG-Model_1

IPMG  Sin transformacién ~ Constante

AR

Dif erencia

MA

Retardo 1

Retardo 1

1,067
,868
1
,286

,516
,039

,078

2,069
22,289

3,682

,040
,000

,000

Si observamos la tabla anterior, el modelo ajustado es:

(1-0,868B)(1— B)Y, =1,067+0,286¢,_,
La prueba t nos indica que todos los parametros son significativamente diferentes de
cero, sin embargo esto no valida el modelo. Si se observa las funciones de
autocorrelacio y autocorrelacién parcial de los residuos algunas salen de los limites, lo
que coincide con el resultado del test de Ljung-Box.
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FAS residual

FAP residual

Retardo

-1,

0 -0,5

0,5

I
1,0 -1,0
Residual

-0,5

0,0 0,5

1,0

IPMG - Model_1

Para ilustrar la construccion de un ARCH proseguiremos con el ejemplo. Ahora,
construimos el modelo de regresion considerando los residuos, la variable dependiente

es .’ ylosregresores: a.’,a.’,, a5, ., ; €StO €s:

al*z =5, +ﬂ1at*—21 + ﬂzat*—zz + 1830(1*—23 + ﬂ40!:_22 +&
Los resultados se presentan a continuacion:

Variables introducidas/eliminadas(b)

Variables Variables
Modelo introducidas eliminadas Método
1
RE4C, RE2C,
RE3C, Introducir
RE1C1(a)

a Todas las variables solicitadas introducidas

b Variable dependiente: RE1C
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Resumen del modeld

Estadisticos de cambio
R cuadrado | Error tip. de la | Cambio en Sig. del Durbin-
Modelo R R cuadrado corregida estimacion R cuadrado | Cambio en F gll gl2 cambio en F Watson
1 ,5432 ,294 ,284 9,48563 ,294 27,757 4 266 ,000 2,107
a. Variables predictoras: (Constante), REAC, RE2C, RE3C, RE1C1
b. Variable dependiente: RE1C
ANOVAP
Suma de Media
Modelo cuadrados gl cuadratica F Sig.
1 Regresion 9990,156 4 2497,539 27,757 ,0002
Residual 23933,939 266 89,977
Total 33924,095 270
a. Variables predictoras: (Constante), RE4C, RE2C, RE3C, RE1C1
b. Variable dependiente: RE1C
Coeficientes?
Coeficientes
Coeficientes no estandarizad Estadisticos de
estandarizados 0s colinealidad

Modelo B Error tip. Beta t Sig. Tolerancia FIV
1 (Constante) ,486 ,603 ,806 421

RE1C1 ,143 ,059 ,144 2,422 ,016 , 750 1,332

RE2C ,035 ,057 ,036 ,618 ,537 ,802 1,247

RE3C 277 ,055 ,287 4,987 ,000 ,801 1,248

REA4AC ,249 ,057 ,258 4,343 ,000 , 749 1,335

a. Variable dependiente: RE1C

De acuerdo a los resultados de la prueba F que se muestra en la tabla ANOVA se

rechaza la hipétesis H,: B8, =8,=8,=8,=0

. De acuerdo a la prueba t solo la

constante y el parametro asociado a «,’, no son significativamente diferentes de cero.
Se puede aumentar el nimero de regresores para aumentar el valor de R*y ver si mejora
el modelo. En todo caso, es facil verificar que si realizamos la operacion
nR? = 271x0,294=76 y calcular P(y? >76) =0 rechazamos igualmente la hip6tesis nula
anterior. De acuerdo el valor del estadistico Durbin Watson la autocorrelacion de los
residuos es aproximadamente 0,0535 que es un valor no significativo. Observando el
indice de condicién se puede concluir que no hay presencia de colinealidad.
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Diagnésticos de colinealida#l

Indice de Proporciones de la varianza

Modelo  Dimensién | Autovalor | condicién | (Constante) REIC1 RE2C RE3C RE4C
1 1 2,256 1,000 ,04 ,07 ,07 ,07 ,08

2 ,858 1,621 ,95 ,04 ,02 ,01 ,03

3 725 1,765 ,01 ,23 ,30 ,28 21

4 ,660 1,849 ,00 13 43 44 14

5 ,501 2,121 ,00 ,52 ,19 ,20 ,54

a. Variable dependiente: RE1C
Estadisticos sobre los residuo8
Desviacion
Minimo Maximo Media tip. N

Valor pronosticado , 4893 44,1138 2,2681 6,08281 271
Valor pronosticado tip. -,292 6,879 ,000 1,000 271
Error tipico del valor
pronosticado ,589 6,632 ,857 ,964 271
Valor pronosticado
corregido ,4911 62,1935 2,3835 7,04578 271
Residuo bruto -35,55740 |(100,70521 ,00000 9,41511 271
Residuo tip. -3,749 10,617 ,000 ,993 271
Residuo estud. -4,940 11,017 -,005 1,077 271
Residuo eliminado -61,75787 |108,44568 -,11531 11,30054 271
Residuo eliminado estud. 5,174 14,913 ,012 1,268 271
Dist. de Mahalanobis ,046 130,986 3,985 17,065 271
Distancia de Cook ,000 3,864 ,052 ,356 271
Valor de influencia
centrado ,000 ,485 ,015 ,063 271

a. Variable dependiente: RE1C

V14a.-Modelos relacionados: ARCH-M, TARCH, AR-ARCH.

En este punto veremos brevemente algunos modelos relacionados con el ARCH, tales
como ARCH-M , TARCH vy finalmente el AR-ARCH. El modelo ARCH-M consiste en
introducir en el modelo la varianza condicional como regresor. Un caso de tal modelo

es:
Yt = 160 + ﬁlYt—l +ﬂzgt +é&,

=9, + ¢1at2—1 + ¢2at2—2 +..+ (ppatz—p
Otro modelo que se emplea en situacion de asimetria es el ARCH que dependen de un
umbral, estos modelos se llaman TARCH. Su forma es por ejemplo:

1/2

Yl = atgt

9, =9, + (¢1 + ajt—l)atz—l
?,>0,0,>0, ¢ +5<1

d_=1Lsie_<0,sid_=0;sia_ >0
La varianza condicional puede tener la forma:
9, =@, + (¢71 + 5dt—1)at2—1 + 04

Entonces:

@, >0,0,>0,y>0Yy @ +y+5/2<1
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La variable indicadora d,, indica si el umbral esta presente o no, toma el valor uno

cuando lo esta, y esto ocurre cuando la innovacion es negativa, por tanto el efecto de la
varianza condicional es mayor, un ejemplo de esto se da en el mercado de capitales, que
una mala noticia sobre el desenvolvimiento del mercado conduce a una mayor
volatilidad de los titulos valores.

Finalmente tenemos el modelo AR-ARCH, el modelo AR-ARMA lo desarrolla por
primera vez Emanuel Parzen®®, este autor clasifica las series de tiempo en tres
categorias, series con tendencias, estacionalidad y ciclos que denomina de memoria
larga, series que cumplen con la estacionalidad en media y varianza que Ilama series de
memoria corta y finalmente serie formadas exclusivamente con ruido blanco. Una de las
caracteristicas de las series de tiempo con memoria larga es que sus autocorrelaciones
muestrales decrecen muy lentamente. Para lograr que una serie de memoria larga se
convierta en memoria corta en vez de diferenciar la serie como propone la metodologia
de Box-Jenkins, es aumenta el niUmero de parametros AR sin importar el principio de
parcimonia, y la parte MA la deja solo en casos especiales. Para seleccionar el orden del
AR utiliza el criterio de informacion de Akaike. Otra propuesta para el estudio de series
de tiempo de memoria larga es emplear diferenciacion no entera, esto es: V¢ donde
d toma cualquier valor real, generalmente entre -1 y 1, este modelo se llama AFIRMA.
El modelo AR-ARCH consiste entonces, en un modelo con una parte autoregresiva y
otra autoregresiva con heteroscedasticidad condicional.. Un caso particular de AR-
ARCH lo presenta Cline, D.B.H (2006), en el cual considera el umbral. EI modelo AR-
ARCH lo define como: dada la sucesion de errores aleatorios {«, } independientes e

idénticamente distribuidas, con funcién de densidad simétrica a rededor de cero y
positiva en R , también se asume que E(|af|r) <. Consideremos ahora la sucesion de
variables aleatorias: {¢,}, entonces, el modelo AR-ARCH es:

P P
at = ¢0 +z¢iat—i +(¢O +z¢i2a12—i)1l2al*
) i1

p p
La parte autoregresiva es: ¢, + Y ¢, Y la parte ARCH es (¢, + Y. 42a2;)"*a;, donde
i=1 i=1

p
la varianza condicional o volatilidad es (g, + > ¢’«2,) =h,. El modelo es ergodico y
i=1

tiene una distribucién estacionario si:

(Zol) +(E0 o<t

El AR-ARCH bajo la condicion de umbral (TAR-ARCH) de orden p con rezago
k< pes:

P P
2 2 \U2 % i
O =@yt Z(pli a+ (o + Z¢li Ay a; St o, <0
i=1 i=1

12 * of
a Sl a_ 20

p p

2 2

O =Py + Z(oziat—i +(dy + Z¢2iat—i
i=1 i=1

2 parzen, E (1982)
ARARMA Models for Time Series Analysis and Forecasting.
Journal of Forecasting. Vol 1pp 67-82
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VIb.-GARCH.

El modelo GARCH es una generalizacion del ARCH, presentado por Bollerslev (1986),
el modelo es: dado el proceso estocastico: {o,;teE} entonces la distribucion dado el

conjunto de informacion Q,_, es:

@ 10 ~N(0,h)

La varianza condicional es:

h =g, + (Dlatz—l +¢’2at2—2 + ---+(pqat2—q +rho+rh, +o+ 7/pht—p

Donde:

p=0,g>0, ¢,>0, ¢ 20 para i=12..q; y,20para i=12...p. Este es GARCH(p,d),
cuando p=1y g=1 lavarianza condicional es:

ht =@+ (piatz—l + 7/1ht—1

Si p=0,y g=0 entonces el modelo es un ARCH(q)?*, si consideramos ahora, como en
el caso del ARCH que:

Y, =Z0+q,

Z, es el vector de variables enddgenas y @ es el vector de parametros. Consideremos los
polinomios ®(B) =(¢,B+¢,B* +...4+¢,B%) y I'(B)=(,B+,B*+..,B") donde Bes el
operador de retardo: B*w, =w,_, . Ahora escribimos la varianza condicional como:

h = ¢, + ®(B)a? +T'(B)h,

Si se verifica que todas las raices de 1-I'(z)=0 caen fuera de un circulo de radio
unitario, la varianza condicional resulta un ARCH (), esto es:
h = ¢,-T (D))" +d(B)L-T'(B)) ¢,

p 0
h, = ¢, (1- Z?ﬁ)_l + Z5ia12—i
p i=1

Teorema. Bollerslev (1986):
El GARCH(p,q) definido anteriormente es estacionario en sentido amplio con

E(¢,)=0, Var(a)=¢,1-0Q)+IQ)", Cov(,a,)=0s=tsi y solamente si
oD +I(2)<1.
Bollerslev, menciona una forma alternativa de expresar el modelo GARCH:

q p p

o =@, +Z¢iat2—i +Zﬂjax—j +zﬂjvt—j TV
i1 =it =it

Donde:

i.i.d
vi=a/—h =@?-)h; n ~N(@O1. De acuerdo a esto el GARCH(p,q) debe
interpretarse como un ARMA en «?de orden m=max(p,q) Yy p respectivamente.

La funcion de autocorrelacion y autocorrelacion parcial es como sigue:
La covarianza es:

q p m

Vo = Cov(atz;atz—n) = Z(Dﬂ/n—i +Z:Bj7n—i = ZKiyn—i para nzp+l; x=¢ +p i=12.9
i=1 i=1 i=1

Las ecuaciones de Yule-Walker estan dada por:

**En el articulo de Engle utiliza p en vez de ¢ . La estructura del ARCH es similar a un MA (q) definido
sobre los cuadrados de las innovaciones, mientras que el GARCH se asocia al ARMA.
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Po=7al Vo =2K:p0; NZP+1
i=1

Denotemos por ¢, la k-ésima correlacion parcial de «/, para determinar cada una
definimos el siguiente sistema de ecuaciones con k incognitas y k ecuaciones:

k
pn = le¢kipn—i n =l'2k

Si el proceso es un ARCH(q), entonces:
#. #0 Sl k<q

d. =08i k>q

Tanto p, como ¢, deben estimarse con los datos observados. Se espera que el
comportamiento de un modelo GARCH tenga similitud con el ARCH. En la préctica el

primer modelo requerira un numero de término menor al ARCH.
Ejemplo 13.

Tomando la informacién del ejemplo anterior, representamos las funciones de
autocorrelacion y autocorrelacion parcial de o,

RE1C
[] coeficiente
1,0 Limite de confianza
superior
Limite de confianza
inferior
0,5
L
O 00 I:l I N s N I s T e |
<
-0,5-
-1,0—

T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 8 9 10 11 12 13 14 15 16

T
7
NUm. de retardos

Se puede observar que tanto la funcion de autocorrelacion como la funcion de
autocorrelacion parcial hay varios valores que salen de los limites de confianza, por
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tanto son significativamente diferente de cero. Un modelo tentativo para la varianza
condicional es un ARCH(4). Si se emplea un GARCH debe esperarse un nimero menor
de pardmetros a estimar.

RE1C
[ coeficiente
1,0 Limite de confianza
superior
Limite de confianza
inferior
0,5
TE — p—
o f——1
S
S o || — o O e
n HiNN ]
O
<
-0,5-
-1,0

T T T T T T T T T ! ! T T T T !
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

NUm. de retardos

VI1b.-Estimacion de los parametros de GARCH-generalizacion.

La estimacién de los parametros parte del supuesto de que las innovaciones tienen una
distribucion normal, la exposicion se hara considerando los comentarios que hace
Green(1999) al articulo original de Bollerslev (1986). Asumiendo que «, Sigue una

distribucion normal N(0,h,) Partimos entonces, que la funcion de maxima verosimilitud
es:
n n n 2
L[] £, (270 = Sn(2e) - S 3 inhec+ 3, 42
t=1 ! 2 2 t=1 t=1 h

t

Donde:
h =g, +¢’1at2—1 +¢’2at2—2 + ---+¢t—qat2—q +rh, +r.h, +.+ 7pht—p

o, =Y, —-2,0
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Entonces, el problema es estimar tanto el vector de parametros: (@,,@,,..0,, 71, 72--7,) =

(p,,0.7)y el vector de parametros asociado a las variables endogenas 6. Para
simplificar la notacion haremos:

n n 1 n n az n
Lo[ T, (v:Z7.9,) = EIn(Z;z) —EZIn h%+Y {—h—‘z} =>l,(w)
t=1 t=1 t=1 t=1

t

Donde: w=(8,¢,,¢,7)=(6;1)
111 o 11 al 1( 1
al l[0A=-=| -5 |ohl 104 ==| = |oh? 1oy = -1|==| = |fv, =B
t(a)) 2|:ht2 (ht2)2:| t Z[htz] t }/[htz ] 2[ht2] tht
Para encontrar el estimador, aplicamos la condicién de existencia de un punto extremo:

111 & 1( 1 al 1( 1
ol (") 0A=—2| S —7— |oh?loa==| = |oh2 1oy —-1|==| = |fv, =0
t(a)) 2|:htz (ht2)2:| t 2[h2] t 7/(ht2 ] Z(htzj tht

t
La resolucion de la ecuacidn anterior exige el empleo de algoritmos de optimizacion no
lineal.

La varianza asintotica de los estimadores se obtiene de: (BT B)’l, que es equivalente de
partir del célculo de: azl(a)*)/a,m el cual requiere de la aplicacion de algun algoritmo,

Bollerslev (1986) propone el desarrollo del algoritmo BHHH. (Berndt,Hall,Hall and
Hausman). Green (1999) propone el método de Newton. Aqui estamos asumiendo que
no hay parametro ¢ de la regresion.
Para estimar el vector de pardmetros ¢ de la regresion y la matriz de varianza
consideramos que «, sigue una distribucion normal N(0,h) E(@°l, (w)/8106)=0
ol (w) /90 = “ﬁ—ft + %(iz}vt (n, 106)

t t

Al ()00 = %% L 2 L, (an 166)=0
h? 2l h
La matriz de varianza covarianza se obtiene de 8°l, (w)/0@8)y su obtencion requiere de
la aplicacion de técnicas de optimizacion no lineal.
Cuando el supuesto de normalidad de «, no es apropiado, se ha propuesto como técnica

de estimacion la del pseudos-méxima verosimilitud donde se ajusta la matriz de
varianza covarianza de los estimadores. (Green 1999)

VI12b.-Contraste de hipdtesis de los parametros de GARCH.

Para efectuar el contraste de hipétesis Bollerslev (1986) propone el uso del contraste de
multiplicadores de Lagrange sin descartar el posible uso del contraste de Wald. Para ello
descompone la varianza condicional como sigue:

h, = X =o)X, + ®,X,

La hipoétesis nula es: H,:w, =0, esto quiere decir que los pardmetros asociados a
h_,;i=12...pson nulos y si la hipdtesis no se rechaza entonces el modelo es un ARCH.
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Recordemos que el contraste de multiplicadores de Lagrange para el caso del modelo de
regresion restringido parte de

MaxLnL(4;2), = I\Q%x[LnL(ﬁ; A+ A (RE=1)]
De donde es test es:

ML =n(0LnL(f:; 1) /8 A)" 1(B) ™ (BLL(By; 1) 18 B) €7 e;
En este caso el estadistico tiene la forma:

1 _
ML=Eg§X0(XJXO) "X5 9,

Donde:
9o = (@ —1&2h* =1,..a7h7 1)

X, = (hoh, /8w, h,oh, | dw,...h 6h, 16w)”

Estan evaluados bajo la hipétesis nula.

Este estadistico se distribuye con una x?con tantos grados de libertad como elementos
tiene el vector w,, un test equivalente es:

ML = nR?

Donde R? es el coeficiente de correlacion mdltiple entre g,y X, que de la misma
forma se distribuye con una y?*con tantos grados de libertad como elementos tiene el
vector w, .

Es importante el comentario que hace el autor, para la hipétesis nula de que el modelo
es un ARCHY(q), el contraste de los multiplicadores de Lagrange, usando como hipotesis
alternativas GARCH(r,q) o ARCH(g+r) el resultado se confunde. Siguiendo a Green, el
contraste para ARCH(q) frente a GARCH(p,q) es exactamente el mismo que él de
ARCH(q) frente a ARCH(p+q).

VI13b Modelos relacionados. INGARCH

En los dltimos afios hay un creciente interés en aquellos procesos tanto de conjunto de
indice como espacio discreto, en especial los procesos de Poisson entre cuyas
aplicaciones estan: cierto tipo de transacciones que se realiza en el mercado y problemas
relacionados con epidemiologia, de ahi surge el estudio del modelo INGARCH. Los
autores Ferland, R et al (2006) presentan un estudio bastante completo en su articulo
donde estudian las propiedades generales de este modelo y luego lo particularizan a un
modelo INGARCH(1,1) y finalmente dan una aplicacion empleando los datos
epidemiolégico de la infeccién de campylobacterosis. Ahora cambiamos el proceso

d d
a, 1Q,_,~N(0,h) por «,/P_ ~P(h)lo que quiere decir que la distribucion condicional
del proceso dado el conjunto de informacidén “poissoniano”, es una distribucion de
Poisson.

El modelo INGARCH (p,q) se define como:
d
a /P =Ph)teZ
ht =@ +(p1at2—1 +(p2at2—2 + "'+(pt_qat2_q +7/1ht—1 +72ht_2 +...+ 7pht—p
p=0,g>0, ¢,>0, ¢ =0 para i=12.q; y,=0para i=12..p. Empleando los
polinomios en funcion del operador de retardo: ®(B)=(1+¢B+¢,B’+..+¢,B") y
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I'(B)=(1+7B+y,B*+..,B?) y asumiendo que las raices de ambos polinomios caen

- - 7 p - - -
fuera de un circulo unitario y ademas TI'(1)=>y, <1, entonces la varianza condicional
i=1

puede escribirse como sigue:
ht = I_‘_1(8)(500 + (D(B)at) = (por_l O+H (B)at

H(B)=0E)(B) = Tv B

Los coeficientes y, son dado por el desarrollo de ®(B)I'*(B). Para que un proceso
estacionario de segundo orden satisfaga la definicion de INGARCH (p,q) es necesario
q P
que T'(1)-®(1) >0 o equivalentemente que 0<> o +> 7, <1.
i=l i i=1
Para construir INGARCH los autores proceden de la siguiente forma: consideran dos
sucesiones de variables aleatorias independientes y distribuidas como una Poisson
{U.:tez} v {Z.,teZA(,j)eN}, la primera sucesion tiene media
comin:y, =¢,/T(). Las variables U y Zson variables independientes. Ahora se
define la sucesion {o;te z}:
1)a!” =0 para n<0
2) a/" =U, para n=0
n Xt(:fi)
3) " =U,+Y >.Z_,, para n>0.
i=1  j=1
Algunas propiedades de esta sucesion de variables aleatorias son:
1) Si r(1)-®(@) >0, entonces tiene al menos un limite seguro.

2) Lasucesion es un proceso estrictamente estacionario para cada n.
3) Si I'(Q))—d@) >0, entonces los dos primeros momentos son finitos.

4) INGARCH(p,d) esta relacionado con el ARMA (max{p,q}, p)

El modelo INGARCH(1,1) tiene la forma:
d

a /P =Ph)teZ
ht =@, + (platz—l + 7/1ht—1
Las propiedades mas importantes son en este caso:

1) lamediaes: u=¢,/Q-p, —y,)

2) Var(at) = /u(l_ (¢1 + 7/1)2 + ¢12)/(1_ ((01 + 71)2)

3) La funcion de autocorrelacion : y(r) = o,(L— 7, (@, + 1) (@, + 7))~ 1lL— (@, + 7,)?)

La estimacion de los parametros de modelo INGARCH es similar al método empleado
en GARCH, solo debemos cambiar la funcion de verosimilitud que en el segundo
asume normalidad de «,. En el caso INGARCH es por tanto:

n -4 /’Lat
L©) =[]>2

1
t=1 a,-
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VI1I1.-Constraste de linealidad: DBS.

En los ultimos afios han surgido un conjunto de test para contrastar la hipétesis nula de
linealidad de la serie de tiempo versus la alternativa de no linealidad. Uno de lo mas
reciente es el que presenta Escanio. J.C (2006). En su articulo hace un recuento de los
diferentes trabajos que tratan el tema. Despuées de hacer una breve critica de los test
basado en las correlaciones de los residuos para detectar la buena especificion de un
modelo con datos temporales, y de otra naturaleza como los basados en nucleos,
presenta su test que parte del concepto de transformada de Fourier explicando y
demostrando posteriormente las propiedades del mismo y finalmente presenta un
ejemplo via simulacion. Se menciona este trabajo, al inicio de esta parte de la
monografia dada su importancia, sin embargo escapa del nivel de la misma. Por tanto
presentaremos uno de los test mas usados como lo es el test BDS.

BDS.

7(2)={r Y ) (0 Y ) (Yo ) (Ve Yoo )b
7(3)= {(YYY)(YYY)(YYY) \ARAAN

(e)= jgle{s—nyi M-y, T OTm-1
lvi(m)—y; ()] es la distancia euclidea entre y,(n) y y,(n).
ok —[y, -y, M[f=1si |y, -y, m|< e
68—y, (M —y, M[}=0'si |y, -y, m)|> &

C.(e)=as"

W, (£,N)= VN (C, () ~Cy(e)")/ o, (&)

El primer test (BDS) debido a los autores Brock, Dechert y Scheinkman asumen como
hipdtesis nula que la serie responde a una sucesion de variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas en donde para una dimension n, C,(¢)=

Cl(g)”. La hipétesis alterna es que la serie responde a un sistema deterministico o
estocastico no lineal. Para contrastar la hipdtesis nula proponen el estadistico:

W,(e,N)=VN (C\(£)-C,(e) M a3(e)

Dado: C,(), C,(s)", o.(¢) es la desviacion estandar de (C,(g)-C,(¢)"). Esta viene
dada como:

ol(s) = 4" +24 th ic?i 4 (n-1)%c™ —n?hc?"?}

j=1
Para obtener el valor de h simplificaremos la notacion de la

funcién 8}  [x (n) - x, ()]} como H(i, j).

h= Zzn: anzn:(H (t,S)H(s, 1)+ H(t,r)H(r,s)+ H(s,t)H (&, 1)) (n(n —1)(n - 2))

t=1 s=t+l=s+1
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Bajo la hipdtesis nula este estadistico se distribuye como una normal N(0,1). Si el valor
del estadistico es tal que P(\Nn(g, N)= W, (e, Nj)<a entonces rechazamos la hipotesis

nula. El otro test conocido como test residual de Brock, consiste en utilizar un AR(p)
para ajustar la serie, si el coeficiente de correlacion espacial de la serie de los residuos y
de la serie x son significativamente diferentes entonces sospechamos la existencia de
una estructura caotica.

El cociente entre C,(¢) y & cuando & tiende a cero da una nueva dimension conocida

como dimensién de correlacion:
D(n)=1imC,(¢)/ &
-0

Si el proceso es aleatorio D(n) tiende a infinito.
( Internet:Gimeno R. Matilla Garcia,M. Rodriguez Ruiz, J; Sanz Carnero B. Perez
Espartero, Ana).
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ANEXO 1 SPSS: REGRESION NO LINEAL LIBRE Y RESTRINGIDA.

El siguiente anexo presenta las ventanas del SPSS para el problema de regresion no
lineal, la visualizacion de la mismas debe ser suficiente para un lector avisado, sin
embargo nos tomaremos la libertad de explicar la misma, sin tener la pretension de
dictar un curso de SPSS que los hay mejores, en mucho. Suponemos que el usuario
conoce el manejo de la base de datos de este paquete tan popular entre alumnos y
especialista, por tanto, aunque parezca trivial la explicacion que sigue lo haremos para
aquellos que no estan tan familiarizado, aunque insistimos, ver la secuencia deberia ser
lo suficientemente ilustrativo. La primera ventada es la seleccion del menu.

{2 *BCV1.sav [DataSet1] - SPSS Data Editor.

File Edit “iew Data Transform BEGERECN Graphs  Utilities Window Help

= E [% E" - . Reports 3 % Q
Descriptive Statistics »
1: Fecha Tables » Wisible: 11 of 11 Wariabh
Fecha | IFMG Cmpaf‘ef"ea"s " "1 owEn | LowEM | DLomzi | TCM | DLOTCM | DLOTCMT | TEMPO | war | war |
1] O1-JAnED General Linear Moce! * | 80850 00 491 m 430 =] Jii] 100
2| o1FEZED ;T:;i:;::;‘”ea'””de's > | 2z 00 492 o1 430 53 o0 200
3| 01-MARED , | 6349300 492 o0 430 &3 il 300
4] 01-APRED J rnear... o 430 &3 n 400
5| O7-MAY-ED | Curve Estimation... 2 430 E n 500
6| 01-JUN-ED Classify » 01 430 63 Jil] 6,00
7| 07-auLen Data Reduction y  HnaryLogste... oo 430 53 oo 700
Multinomial Logistic,..
8| 01-AUGED Scale R o 430 63 a0 800
8] 01-SEPE0 Menparametric Tests Y probi... m 4,30 63 il 900
10| 01-0cTED T"“E_SEI”ES : — i 430 83 00 10,00
1] D1-WOV-ED ;LL::;:RBSDME : .r.n‘. ' 02 430 E o 11,00
2g| shimation. ..
12| 01-DECE0 Missing Yalug Analysis. .. 2-Stage Least Squares... il 430 k3 o 12,00
13]  01-JanE1 Complex Samples > m 4,30 63 o 13,00
14| 01-FEBBT Qualty Control y | Qptimal Scaling... o 4,30 ] ] 1400
15| DI-MARS1T ROC Curve... 1062910 5,03 o 430 &3 il 15,00
16] D1-APRE1 g B | 108277 0 5,03 o0 430 &3 il 16,00
17| D1-mMaY-E1T a2 -9 -01| 1078800 503 o 430 CE n 17.00
18] O1-JUN-ET a4 08 -01] 1088170 5,04 o0 430 63 Jil] 18,00
18] O7-JuLst 85 07 00| 1079640 5,03 -0 230 63 o 13,00
20| 01-AUGET 86 07 00| 1084440 5,03 o 430 63 a0 20,00
21| 01-3EP-B1 a5 07 00 1090100 5,04 o 430 &3 il 2100
22| 01-0CT81 a5 -7 00 118270 5,05 02 430 &3 il 2200
23] 01-NOVET a5 07 o0 117Em1 507 JiE) 430 CE n 2300
24| 01-DEC-ET a5 07 01 1248310 5,10 -1 430 63 Jil] 2400
25| 01-JANEZ a8 -6 00| 1226870 5,09 o 230 63 o 2500
26| 01-FEBEZ a7 -6 S01) 1242140 5,09 oo 430 63 Jil] 26,00
27| 01-maRE2 89 05 00 1238440 5,09 o0 430 &3 a0 27 00
28] 01-APRE2 89 05 00 1233440 5,09 o0 430 &3 il 2800
29| D1-MAYE2 a9 -5 00| 1235280 509 o 430 CE n 2500
30| O1-Jun-E2 90 05 00 1240440 5,09 o0 430 63 Jil] 30,00
311 01-Juez 90 04 00l 1240630 509 o 130 63 o 3100 v
4 v \Data View £ variable Yiew § |< |
Monlinear Regression SPS5 Processor is ready

Al seleccionar Nonlinear, obtendra una nueva ventana donde aparece la lista de
variables.
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M Nonlinear, Regression

I B

B 5l % @

- =[x

“isible: 11 of 11 Wariablh

Do | TCW | DLOTCW | DLOTCMY | TIEMPO | war | war | w
ependent 430 63 in} 100
ﬁfﬁ € 430 B3 oo 200
839 LOIPMG Model E xpression: 430 63 0o 3,00
& DLOIFGM l:l 4,30 53 oo 400
&M 4,30 B3 00 500
& LoM 430 B3 00 6.00
& DLOM2N v D 430 B3 00 7.00
Functions: 430 B3 oo 8,00
ABSInumexpr] 4,30 B3 Juln] 500
et ... 7 430 ] ] 10,00
’éﬁlﬁ%";?;‘i’;ﬁﬂe] " 9 4,30 B3 00 11,00
i 4,30 B3 00 12,00
[ optior... | 11 430 [ o 13,00
if 430 B3 oo 14,00
B[ O1-TAARoT 0 ] 0] B2t 0 ] 01 430 B3 oo 15,00
16| 01-APR-B1 81 .09 00| 108277 0 5,03 00 4,30 63 00 16,00
17] 01-mayv-B1 82 -9 -01| 1076900 5,03 00 4,30 B3 00 17,00
18] 01-JUN-B1 84 08 -01] 1088170 5,04 00 4,30 B3 00 18,00
18]  01-JULB1 85 07 00| 1079640 5,03 - 4,30 B3 00 19,00
20| 01-AUGB1 86 -7 00| 1084440 5,03 01 430 B3 oo 20 00
21| 01-SEPB1 85 -7 00| 1080100 5,04 01 430 B3 oo 2100
22| 01-0CT81 85 07 00| 19270 5,05 02 4,30 63 00 2200
23| 01-MOvE1 85 07 00| 176910 5,07 03 4,30 53 00 2300
24| 01-DECB1 85 07 -01] 1248310 5,10 -0 4,30 B3 00 2400
25| D1-Jans2 88 - 06 00| 122897 0 5,09 01 4,30 B3 00 2500
26| 01-FEB&2 a7 -6 -01] 1242140 5,09 00 4,30 B3 00 26,00
27| 01-MaRB2 83 -0 00| 1236440 5,03 oo 430 B3 oo 27 00
28| 01-APRB2 83 05 00| 1238440 5,03 00 4,30 63 00 28,00
29| 01-Mava82 89 05 00| 1235280 5,09 00 4,30 63 00 2900
30| O1-JunB2 20 05 00| 1240440 5,09 00 4,30 B3 00 30,00
311 01-JuLs2 80 -04 00l 1240R3n 18 n 430 = i 310
4+ \Data View k\far\ahle view § |«

e
"
L

Ademéas una casilla donde debe especificar los pardmetros, al activar el boton
parameters, aparecerd una nueva ventana donde debe colocar el nombre del primer
parametro y el valor inicial, al terminar debe activar el botén Add, luego escribir el
nombre del segundo parametro y su valor adicional y, activar nuevamente el boton Add.
Este procedimiento continua tanta veces como parametro tiene el modelo.
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] - = [x]

EHE T & wh #FiE BELER % @

E] @ “isible: 11 of 11 “ariabh

| TCW | DLOTCW | DLOTCMY | TIEMPO | war | war | w
ym = Dependent il 430 =] oo 1,00
65) IPHG Model Expression: ;; jlgg ‘gg Igg g ‘gg

LOIPMG v ! v !

?DLDIPGM I:I 01 4,30 B3 oo 400
:gmzu i 430 B3 i 500
LOM2N 01 4,30 B3 juli] 600
& DLOMZN v g Nonlinear Regression: Parameters Em 0 430 53 oo 700
a 1 430 =] oo 300
d te betal Y 430 B3 o 500
[ Starting Value: |05 ] 430 5 oo 10,00
2 4,30 B3 oo 11,00
g Add L 01 4,30 B3 juli] 12,00
1 430 53 oo 13,00
1 430 53 oo 14,00
TE[ CH-MARST o1 430 3 oo 1500
16( 01-APRE1 oo 4,30 B3 oo 16,00
17| 01-may-81 ; 2 ; 2 ; oo 4,30 B3 oo 1700
18] O01-JUN-B1 B84 - 08 -01| 1083170 5,04 o 4,30 B3 juli] 18,00
19 Of-JuLgt 85 -07 00| 107964 0 5,03 - 01 4,30 B3 juli] 15,00
20| 01-AUG-E1 6 o7 00 1064440 503 o1 430 53 oo 2000
21| 01-5EP-ET a5 o7 0o 1080100 504 o1 430 3 oo 2100
221 01-0CT-| a5 -o7 o 19z p 5,05 oz 4,30 B3 oo 2200
23| 01-WOv-E1 85 -o7 Jo 17es10 a,07 03 4,30 B3 oo 2300
24| 01-DEC-81 85 -07 -01) 1246910 5,10 - 01 4,30 B3 juli] 24,00
25 01-JANE2 83 - 06 00| 122687 0 5,09 01 4,30 B3 juli] 25,00
25| 01-FEBE2 & 06 S0 1242140 509 oo 430 53 oo 26,00
27| 01-MaRE2 s 05 00| 1236440 509 oo 430 3 oo 2700
28| 01-APR-B2 a3 -5 L0 1238440 5,08 oo 4,30 B3 oo 28,00
29| 01-MAY-82 a9 -5 00 1235280 5,08 oo 4,30 B3 oo 29,00
30| 01-Jun-g2 80 - 05 00| 1240440 5,09 o 4,30 B3 juli] 30,00

3 01-JUL-52 =0 -4 000 124nRa 0 A N9 nn 43N F3 nn a1nn »

4 v \Data View k\far\ahle wiew [ | < ¥
SPSS Processor is ready U

Al finalizar la escritura de todos los parametros active continuar: Continue. Con este
ultimo paso se presentara en la ventana parameers la lista de los nombres de los
pardmetros con los valores iniciales seleccionados entre paréntesis. Si desea cambiar 0
remover algun parametro, debe activar nuevamente la ventana parameters, al hacerlo
aparecera la ventana con los pardmetros que utilizd para signarle nombres y valor
iniciales y podra usar los botones remove y change Esta misma ventana permite
cambiar o remover un parametro o su valor inicial.

Una vez realizado este procedimiento, escriba el nombre de la variable dependiente en
la casilla correspondiente.

En la casilla Model expression introduzca los pardmetros indicando si estan
multiplicado las variables o si son exponentes de las mismas, para ello emplee el
recuadro de nimeros y simbolos o la listas de funciones. En la listas de simbolos cuenta
con paréntesis, el simbolo de multiplicar con un asterisco etc. En el caso de necesitar
alguna funcion preestablecida en la lista de las mismas debe recordar que debe indicarle
el argumento, este aparecerd con un simbolo de interrogacion hasta tanto usted no lo
defina.
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Concluido lo sefialado active el botdn OK.

Si el modelo esté especificado con una o varias restricciones sobre los parametros active
el botdn constraints y marque el redondillo: Define parameters constraints, entonces
podra escribir cada restriccion con la ayuda del cuadro de nimeros y simbolos. Al lado
derecho de la casilla donde escribe la forma de la restriccion, tiene para seleccionar el
tipo de disigualda y el valor nimérico con la se compara la restriccion.

Repita este procedimiento tanta veces como restricciones tiene el modelo. Al finalizar le
dard al botén continuar. Hay que tener cuidado en el momento de especificar las
restricciones pues el paquete tiene ciertas limitaciones si en la ventana se seleccion6
como Options : Estimation Method Levenberg-Marquardt, que es un método de
estimacion que esta entre el método de la expansion de Taylor y el método de la
pendiente descendiente.

Los otros botones que estan en la primera ventana son: 1) Reset, que borra todo lo
escrito si se quiere modificar sustancialmente el modelo. 2) Save, que permite guardar
en la base de datos los valores predichos por el modelo, los residuos y las derivadas de
los parametros evaluadas en cada punto.3)Loss, permite definir una funcion de pérdida
0 penalizacion. 4) Paste, que permite obtener el programa del procedimiento empleado.
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