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Introduccion

Una ciclide general es una superficie tubular definida por la envolvente de
una familia cuadratica monoparamétrica de esferas en el espacio Euclideo.
Las Ciclides generales son las principales primitivas geométricas usadas en
la modelacién de estructuras tubulares de radio constante o variable y de
conexién suave. Estas superficies han sido estudiadas por importantes gedme-
tras en el area de C.A.G.D (Computer Aided Geometric Design) durante los
ultimos 20 anos, cabe destacar a W. Boehm, Pottman, Larry Schumaker,
entre otros. Diversos modelos matematicos se emplean en el estudio de las
ciclides, por ejemplo: el modelo propuesto por Dan Pedoe, el modelo de Moe-
biiis y el modelo de Laguerre. En este trabajo se emplea el modelo propuesto
por Dan Pedoe el cual establece una correspondencia biyectiva entre puntos
que vacen en el exterior de una cuadrica ¢ C R*, que denotaremos por o+
y esferas y/o puntos en el espacio 3D. A partir de esta correspondencia se
establece también una correspondencia entre rectas que yacen en ot con
circulos en 3D.

Al considerar una cénica de Bézier b(t) C ¢, se obtiene una familia
cuadratica monoparamétrica de esferas en R? y la superficie envolvente de
dicha familia serd la ciclide asociada a la conica b. Las rectas tangentes a
b se corresponden a las secciones circulares de la envolvente (ver Figura 1),
las cuales seran de gran ayuda para el despliegue de su grafico sin hacer uso
su ecuacion implicita.

R4

Figura 1: Rectas tangentes a la cénica b(t) y las secciones circulares de la
ciclide.

Independientemente del modelo usado para construir una ciclide, esta
superficie tiene asociado un circulo muy especial denominado circulo guia,
ver [3], el cual aparece por la propiedad de ortogonalidad entre las esferas,

ver [1]. Es nuestro interés estudiar este circulo y su relacién con la forma de
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la ciclide. Para ello, se llevo a cabo el diseno de una interfaz grafica con el
software MATLAB 2008 que permite la visualizacién de los resultados.

El manuscrito esta estructurado de la siguiente forma:

1. En el Capitulo 1, se comienza con la definicién de los polinomios de
Bernstein y el estudio de algunas propiedades importantes de estos;
A partir de estos polinomios se definen unas curvas muy importantes
en la modelacién geométrica que se denominan curvas de Bézier, estu-
diandose alguna de sus propiedades més importantes como por ejemplo
la interpolacién y la tangencia. Luego, se describe un algoritmo muy
eficiente para el despliegue de estas curvas conocido como Algoritmo
de de Casteljau. Por tltimo se define superficie envolvente.

2. En el Capitulo 2, se describe el modelo de Dan Pedoe, extendiendo
la idea original a una dimensién mayor, estableciendo una correspon-
dencia biyectiva entre puntos de R* que yacen en el exterior de una
cuadrica muy particular (o) y esferas y/o puntos de R3. A partir de
esta correspondencia se establece también una correspondencia entre
rectas de R* que no cortan a ¢ y circulos en 3D.

3. En el Capitulo 3, se introduce la definicién de ciclide general, como
la superficie envolvente de una familia monoparamétrica de esferas en
3D. En este trabajo una ciclide se define como la envolvente de una
familia monoparamétrica de esferas generada por una cénica de Bézier
b(t) C ™. Por tdltimo se define el circulo guia asociado a una ciclide
el cual se corresponde con la recta conjugada del 2-plano que contiene
a la cénica b(t) C R* y se estudian algunas propiedades interesantes
que relacionan este circulo con la ciclide.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se definen los Polinomios de Bernstein! de grado n y se
describen sus propiedades, usando estos polinomios se definen las curvas de
Bézier Polinomiales. Se estudia el algoritmo de de Casteljau, el cual optimiza
el despliegue de una curva de Bézier y permite calcular la recta tangente en
cada punto de la curva de Bézier. Este calculo sera de gran importancia para
la construccién de una ciclide. Por tltimo se trata la definiciéon de envolvente
de una familia de superficies y como se determina su ecuacion.

1.1. Polinomios de Bernstein

Definicién 1.1 Sean n un niumero natural. Se denomina Polinomios de
Bernstein de grado n, a las expresiones de la forma:

B! (t) = <7Z>t2(1 — )" dondei € {0,1,...,n} yt€R.

Estos polinomios tienen las siguientes propiedades:

1. El conjunto
B" ={B(t):0<i<n}

forma una base para los polinomios de grado menor o igual a n.

2. El conjunto B" esté relacionado de la siguiente manera con la base
canoénica de los polinomios de grado menor o igual a n:

fio i ((i)) BU(t) y ademsds, BI(t) = i (1)~ (") (Z )tj

j=i \i j=i J

1S. Bernstein, (1880-1968), Matemdtico Ucraniano. Su tesis de doctorado presentada
en la Sorbona en 1904 resolvia el 19° problema de Hilbert.
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Demostracién

n \k/) B n ( k)lkl n! b1 yamg _
k k)lk;l
n (n— k)1 — )" ;o n—k (n—k)! " i
=k (7 = F)n =) ! _;mt A=) =

n—k

3 <n | )tﬁ(l — ) = - =R
: J
J=0

Por otra parte:

e (g (e
EQErer e

(7;) (?: ) - z'<nni D1 —(Z_@f)i N G- i)!?;!, — )l
N J'(nn! J)! Z'(in i (?) G)

por lo tanto, se puede escribir:

ro-£ ()= Eor () (e

J=t J=

3. Son simétricos con respecto de t y de (1 — t), esto es:

B (t) = B, (1 =1).
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4. B™ forma una particién de la unidad:

Demostracion:
n n ' ' n
1= _ A\ — ) _ 4\t n )
(t+1—1) Z(i)m t) ZBZ (t)
=0 =0
O
5. Son recursivos:
B (u) = uB} (u) + (1 — u) B} (u),
donde:
B (u) = By 1(u) =0y By(u) =1
En la Figura 1.1 se ilustran los polinomios de Bernstein paran =5, ¢ =0,1,---,5

Figura 1.1: Polinomios de Bernstein de grado 5.

1.2. Curvas de Bézier Polinomiales

Definicién 1.2 Una Curva de Bézier* es un segmento de curva paramétrica
polinomial dada por una combinacion lineal de los polinomios de Bernstein.:

bt =3 BB

dondet € R y los b; € R™ se denominan puntos de control.

2P. Bézier, (1910-1999) Fue un ingeniero y el creador de las llamadas curvas y super-
ficies de Bézier. En la actualidad se usan de manera generalizada en la mayoria de los
programas de diseno grafico.
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Propiedades:

= Dada la simetria de los polinomios de Bernstein, se tiene que
b(t) = bBI(t) =Y b,_iB(1—t)
i=0 i=0

La diferencia entre uno y otro es el cambio en el recorrido de la traza
de la curva.

bo o

by

Figura 1.2: Interpolacion de los puntos extremos.

= La curva de Bézier interpola el primer y el dltimo punto de control
(ver Figura 1.2). Es decir, si b : [0,1] — R™, entonces:

b(0) =by y b(1) =D,
= Como la suma de los polinomios de Bernstein es igual a 1, b(t) es una
combinacion afin de sus puntos de control.

= La curva de Bézier es invariante bajo transformaciones afines, es
decir, dada ¢ una aplicaciéon afin, entonces:

p(b(t)) = SD(Z b;Bj'(t)) = Z (D) B (1)

Esto significa que es suficiente aplicarle la transformacién a los puntos
de control de la curva b(t), para obtener la imagen de la curva sin
tener que aplicar ¢ a cada punto (ver Figura 1.3).

= La curva de Bézier es una combinacion convexa de los b; por lo tanto
el segmento de curva yace en la capsula convexa que estos definen.

12



by

99(&32)

Figura 1.3: Invarianza afin de una curva de Bézier.

1.3. Algoritmo de de Casteljau

El algoritmo de de Casteljau® es utilizado generalmente para obtener los
puntos que yacen sobre una curva de Bézier. Este algoritmo consiste en una
secuencia de interpolaciones lineales que se hacen a partir de los puntos de
control, generandose asi puntos intermedios los cuales son obtenidos para
un valor fijo del parametro ¢, la siguiente férmula permite calcular los puntos
intemedios del algoritmo de de Casteljau:

1<r<n

bi(t) = (1 —t)bit +thi L
z() ( )7, + i+1» OSZS’R—T’

(1.1)

Observaciones:

a) Los puntos de control son los b?(¢) con 0 < i < n.

b) Los puntos de la curva son de la forma bf(t).

Los puntos intermedios b¥ del algoritmo de de Casteljau pueden ser or-
denados en una matriz triangular inferior de la siguiente manera:

3P. de Casteljau, nacié en 1930, Fisico y Matematico francés. Desarrollé un algorit-
mo para el despliegue de curvas de Bézier, el cual es uno de los métodos mas estables
numéricamente para la evaluacién de estas curvas.
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b

by by
By by by
By by b,

En el caso particular de n

bg

(1.2)

2 los puntos b3(¢) forman una parabola

de Bézier donde b, bY y by son sus puntos de control. Tlustremos como se
obtienen los puntos bi(t) sobre la curva.

Donde cada una de las entradas de la matriz (1.2) viene dada por la
expresion dada en (1.1). En este caso se tiene que:

by(t) = (1 — )by + thy,
bi(t) = (1 — )by + thy,
ba(t) = (1 — t)by + thy = (1 — t)*bg + 2t(1 — t)by + t*b,.

b

b

by

by

by

Figura 1.4: Algoritmo de de Casteljau. Caso n = 2

14



Definicién 1.3 El poligono formado por los puntos de control, dados por los
segmentos b; Ab;y1 con 0 <1 <n—1 se denomina poligono de control.
1.4. Rectas tangentes a una curva de Bézier.

Dado un polinomio de Bernstein B]' podemos calcular su derivada de la
siguiente manera:

I T S A e T A
nin—1 i o nn—1) -
=G _(1)!(n i it = - i!(n<—i—>1)!t (1—1)

Por lo tanto la derivada de un polinomio de Bernstein de grado n, se puede
expresar como la diferencia de dos polinomios de Bernstein de grado n — 1.

d _nin n—1 n—1
EBZ- (t) =n [BI5'(t) — By H(1)] -

Ahora bien, dada una curva de Bézier b(t) = Z b; Bi'(t), se tiene que:
i=0

Sl = S b (B0 - B =Y b (B0 - B

=0
n n—1
=nY BB () —nY bB(t)
=1 1=0
n—1 n—1 n—1
=nY biB () —n )Y BB () =n) (b —b)BP!
i=0 i=0 i=0
De donde se concluye que:
d n—1
Eﬂo(t) =nY (byg—b)B" (1.3)
i=0



Si se denota Ab; = b;,; — by, se tiene que:

IICEDIUED SR B

j=0

>_A

De la féormula (1.3) y la propledad anterior se obtiene la siguiente igualdad:

d n—1 — n—1
%Uo —nZAUoB _nA;UoB
= nAbIL(2).

De esta manera se tiene que el vector director de la recta tangente a la
curva b(t) para t =ty viene dado por:

Abg~(to) = b~ (to) — by~ (to) (1.4)

Este resultado sera de vital importancia en el desarrollo del trabajo, de-
bido a que las rectas tangentes a una parabola de Bézier se corresponden
con los perfiles circulares asociados a una superficie envolvente.

1.5. Curvas de Bézier Racionales.

Definicién 1.4 Una curva de Bézier racional de grado n es un segmento
de curva paramétrica determinado por la siguiente expresion.:

apbo By (t) + - - - + a, b, Bl ()

x(t) = 1.5
(®) aoBy(t) + -+ a, B (t) (15)

donde los b; yacen en R™ y los o; son escalares positivos.
Es importante destacar que si todos los pesos ap, ..., «, son iguales ob-

tenemos una curva de Bézier polinomial de grado n.
En las curvas que estan determinadas por (1.5) el algoritmo de de Castel-
jau estd dado por la siguiente férmula recursiva:

7"—1 7" 1

bI(t) = (1—1t) ZT bt 4t ’“Ibfﬂl

| al(t) = (1— )l (t) + tal7l(1).

Los puntos intermedios que nos permiten obtener los puntos sobre la curva
se expresan explicitamente de la siguiente forma:

16



Z Oéi+jlbi+jB;(t)

J=0

bi(t) = —
Z Oéi+jB; (t)
j=0

Las curvas de Bézier Racionales, tienen ventajas sobre las polinomiales, ya
que se puede modificar la forma de la curva al cambiar los pesos, preservando
el polinomio de control, la interpolacion y la tangencia.

Veamos un ejemplo de una curva de Bézier racional de grado 3 cuyos pun-
tos de control son b = (—=1,-5), by = (2,2), b = (6, —2), b = (10, 3),
en la Figura 1.5 los pesos son ag = 1,3 = 5,9 = 5,3 = 1 y en la Figura
1.6 ay se ha incrementado a 20.

b

bj

Figura 1.5: Curva de Bézier racional con cuatro puntos de control.

b

by

Figura 1.6: Curva racional de Bézier con as = 20.
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1.6. Superficie Envolvente

Sea f(x,y, z,t) = 0 una familia de superficies implicitas indexadas por el

parametro t y sea E(w, Yy, z,t) su derivada parcial con respecto a t.

Definicién 1.5 Si la variable t puede ser eliminada del sistema

f(z,y,2,t) =0.

of
a(l’aya Z7t) - Oa

entonces, la solucion del sistema es una superficie cuya ecuacion implicita

es de la forma
F(z,y,2) =0,

la cual se denomina envolvente /5] de la familia de superficies.

Figura 1.7: Envolvente de una familia de esferas.

El sistema anterior puede solucionarse utilizando teoria de eliminacion, en
particular utilizando el resultante de Sylvester?. En la Figura 1.7 se muestran
ejemplos de familias de esferas junto con sus respectivas envolventes.

4Ver [6] pagina 1.
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Capitulo 2
Modelo de Dan Pedoe.

En este capitulo se estudia una generalizacion del modelo presentado por
Dan Pedoe.! Originalmente este modelo establece una correspondencia entre
puntos del exterior de una cuddrica en R?® con circulos en el plano, haces
de circulos con rectas del espacio, relaciones entre circulos con el produc-
to escalar de R?, caracterizando un modelo matemético que tiene muchas
propiedades geométricas interesantes. En este caso particular generalizamos
el modelo, estableciendo una biyeccién entre puntos del exterior de una
cuddrica en R* con esferas en 3-D. Extendiendo propiedades geométricas
del modelo, tales como: la representacion de diferentes haces de esferas, el
concepto de angulo entre dos esferas como el producto escalar de puntos
de R* y describimos la forma de una familia cuadrdtica monoparamétrica
de esferas de acuerdo a la ubicacién de una cénica de Bézier en R?, con la
cuddrica en R%.

2.1. Descripcion del Modelo.

Sean P y P’ dos puntos de R* y denotamos a lpps la recta que pasa por
ellos. Esta recta se puede parametrizar usando la razén simple entre Py P’
mediante la parametrizacion:

lpp/ R — {—1} — ]R4

1 t
Lpp(t) P+—P. (2.1)

14t 14t

Definicién 2.1 Si Q = lpp:/(t) y Q' = lpp/(—t) entonces los puntos Q y Q'
son armoénicos conjugados respecto a los puntos P y P’.

Esta relacién asi definida es simétrica, es decir, P y P’ son armoénicos con-
jugados respecto a los puntos Q y Q.

ID. Pedoe, (1910-1998), Matematico y gedmetra inglés, nacié en Londres y buena parte
de su trabajo lo dedicé a las matemaéticas de la ingenieria.
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Definicién 2.2 Sean:

o={(r,y,z,w) eER*2* +y* + 22 —w=0}. (2.2)
ot ={(z,y,z,w) ER*| 2> + 9+ 22 —w >0} (2.3)
o ={(z,y,z,w) ER*|2* + 9+ 22 —w<0}. (2.4)

Sean P = (xp,yp,zp,wp) € ¢ y P’ = (x,y,z,w) un punto cualquiera
de R*. Consideremos la recta I[ppr que pasa por estos puntos dada en la
expresion 2.1 y que intersecta a ¢ en los puntos Q) y @QQ'. Es decir:

{Q,Q'} = @ﬂlPP/-

Por lo tanto, existe t € R — {—1} tal que:

Q= zp+itr yp+ty zp+tz wp+tw
S\ 14t T 14t 14+t 1+t

y ademas:
2 2 2
rp +tx n yp + ty L zp +tz wp + tw _ 0
1+t 1+t 1+t L+t )

Al agrupar convenientemente tenemos la siguiente expresion:

(2 +y* + 22 —w)t?+ Qaap+2yyp+222p —wp —w)t+ -
[L’p2—|—’yp2—|—2’p2—wp:0 (25)
Ahora bien, si Q) y Q' son arménicos conjugados, entonces las soluciones
de la ecuacion 2.5 tienen igual médulo, pero signos opuestos, y esto ocurre
si y solo si:
mp:2xxp+2yyp+2z2p —wp—w =0 (2.6)
La expresiéon 2.6 indica que el conjunto de puntos armoénicos conjugados

de P respecto a ¢ yacen sobre el 3-plano 7p.

Definicién 2.3 Dado un punto P € ¢*. El 3-plano polar asociado a P,
viene dado por la ecuacion

mp:2xxp+2yyp+222p —wp —w =20

El punto P se denomina polo del plano mp.
20



Figura 2.1: Puntos arménicos conjugados y su relacion.

La Figura 2.1 ilustra un ejemplo del plano polar y su polo en el caso 3-D.

Proposicién 2.1 Dado un punto P = (zp,yp, zp, wp) € ¢*. La proyeccion
ortogonal de la interseccion del plano polar mp, asociado al punto P con ¢
es la esfera (x —xp)* + (y —yp)® + (2 — 2p)? = 2% + yp + 2p — wp.
Demostracion:

Sea v = (z,y,z,w) € mp N . Luego por definicién de mp y ¢ se tiene
que:

2cxp+2yyp+2z2p —wp—w =20 27)
22+ 2+ 22 —w=0. '
El sistema anterior es, por sustituciéon equivalente a:
2 2 2 _
x4+ y 4+ 2 —2xxp — 2yyp — 2z2p + wp = 0. (2.8)

Completando cuadrados en las variables x, y, z, se obtiene la expresion:
(x—z2p)?+(y—yp)?+ (2 —2p) =25 +yp+ 25 —wp (2.9)

Como P = (zp,yp, zp,wp) € pT entonces z% + y% + 2% —wp > 0, por lo
tanto la ecuacién 2.9 representa una esfera en R3 con centro en (xp,yp, 2p)

y radio \/$%3 + Y% + 2% — wp.

O

Noétese que si P € ¢ entonces :Ef,—l-yf,—l-zg —w, = 0, por lo tanto la ecuacién
2.9 representa la proyeccién ortogonal del punto P en R3, y el plano polar
asociado a éste coincide con el plano tangente a ¢ en P.

El caso donde P € ¢~ no es de interés en este trabajo.

Reciprocamente si (z —xzp)? + (y —yp)® + (2 — zp)* = r? es una esfera en
3-D, entonces el punto (xp,yp, 2p, xfg + yl% + z]% — r2) representa un punto
de T,

En conclusion el modelo de Pedoe permite establecer una biyeccién entre
los puntos de ¢+t con esferas de R? y puntos de ¢ con puntos de R3.
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2.2. Angulo de interseccion entre 2 esferas.

Definicién 2.4 La ecuacion normal de una esfera con centro en (xc, yc, 2c)

y radio R = \/:L% + Y2 + 22 — we con we < 7L+ yi + 2% estd dada por la
ETPTESION.:

E(z,y,2): 2*+y*+ 2> = 2202 —2ycy — 2202 +we = 0.

Notese que por el reciproco de la proposicién 2.1 se tiene que la esfera
dada por E(z,y,z) = 0 se corresponde con el punto (z¢,yc, 20, we) € ™.

Sean Ep, Eg dos esferas dadas en forma normal, esto es:

Ep(z,y,2): 2 +y* + 22 —2zpx —2ypy —22p2z+wp =0
Eg(r,y,2): 2?2 +9y* +2° — 2292 —2yqy — 2202 +wg =0

Sean Cp y Cg sus respectivos centros y A uno de los puntos de interseccion,
por la ley del coseno se tiene que:

|CPCQ|2 = |CPA‘2 + ‘CQAP -2 |CPA| ‘CQA‘ COS(G) (210)
luego,

‘CPCQP = R?p + R2Q —2Rp RQ COS(Q)
2 Rp Rg cos(9) = R}, + R — |CpCol?, (2.11)

donde:
Ry =ab +yp+z2p —wp
Ré :xé—l—yéjLzé—wQ
ICpCol® = (zp — 0)* + (yr — yo)* + (2p — 2¢)*
Sustituyendo en 2.11 y simplificando se tiene la siguiente expresion:
2RpRgcos(0) =2xprg+2ypyg +22p 2 —wp —wq (2.12)
Definicién 2.5 Dadas dos esferas que se intersectan:
Ep(z,y,2): 2 +y* + 22 —2xpx —2ypy —22p2+wp =0
Eo(w,y,2): 2*+9y* +2° =290 — 2yqy — 2202 +wg =0
El angulo de interseccion viene dado por:

2 2 2 — —
COS(H) _ Irp XQ —+ Yyp y2QR‘t) RZQP 2Q wp wQ (213)
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Figura 2.2: Angulo entre dos esferas.

Proposicion 2.2 Dos esferas son ortogonales si y solo si sus correspon-
dientes puntos en R* son armdnicos conjugados con respecto a .

Demostracion

Sean Ep y Eg dos esferas como las dadas en la definicién 2.5 y sea 6 el
angulo de interseccién entre ellas. Supongamos que Ep y Eg son ortogonales,
entonces por definicién:

2xpr+2ypr+2zsz—wp—wQ:O (214)

Sean P = (zp,yp,zp,wp) vy Q = (zg,Y0, 20, wq) los puntos correspon-
dientes a las esferas Ep y Eg respectivamente y sean mp, mg sus planos
polares. Luego por 2.14, se tiene que P € mg y Q € 7p, esto es Py @
son armoénicos conjugados respecto a . El reciproco se cumple por la defini-
cién de armonicos conjugados respecto a . 0

Definicién 2.6 Sean Ep y Eq dos esferas como las dadas en la definicion
2.5, el producto interno entre esferas se define como:

1
[Ep - Eg| = 5[23:]33:@ +2ypyq +22p 2 —wp — wq)
1
= 5[3?; + R}, — D?|
donde D es la distancia entre sus centros.

Propiedades:

= Si Ep es tangente a Eg entonces, [Ep-Eg] = 3[Ry + R —(Rp+Rq)?),
donde [Ep - Eg]l = —Rp Rg

» Si Ep es secante a Eg entonces, [Ep - Eg] = Rp Rg cos(6), donde 6 es
el angulo de interseccion entre las esferas.

= Si Ep y Eg son concéntricas entonces, [Ep - Egl = 3[Rp + Rp).
» Si Ep = Eg entonces, [Ep - Eg] = R%.

» Si Ep es ortogonal a Eg entonces, [Ep - Eg] = 0.
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2.3. Correspondencia de rectas y haces de
esferas.

En la seccién 2.1 se establece una correspondencia biyectiva entre los
puntos de ¢* y las esferas de R3, a cada punto (2o, 0,20, wo) € @' le
corresponde una esfera cuya ecuacién viene dada por la siguiente expresion:

(. —20)*+ (Y —yo)> + (z — 20)* =2} + yp + 25 — wo.

Ahora bien, considéremos dos puntos distintos de R*: A = (2.4, Y4, 24, w4),
B = (zp,yB, 2B, wp). Sea lap larecta que pasa por éstos puntos parametriza-
da por:

lag : R — RY, tal que:
Iap(t) = (B —A)-t+ A (2.15)

Esta recta genera una familia lineal monoparamétrica de esferas 6 haz
de esferas que tiene por ecuacion:

Eit) : (z—a(t)*+(y—y (1)) +(z—=2(t))" = 2(t)*+y(t)*+2(t)*—w(t) (2.16)

donde:
x(t)=(xp—x4) t+za=2y -t+Ta
y(t) = (yp —ya) t+yas=yv-t+ya
2(t)=(zp—z24) t+za=2y -t+ 24
w(t) =(wp —wa ) - t+ws=wy -t +wy

De acuerdo al tipo de incidencia de la recta [ 45 con ¢, intersecante, tangente
o no intersecante, se tienen tres tipos de haces diferentes que se describen a
continuacion:

Proposicién 2.3 Silap C ¢ entonces el haz de esferas correspondientes
se intersectan en un circulo fijo en 3-D (Ver Figura 2.5).

Demostracién

Veamos que ﬂ E,,.(t) # 0. Para esto basta demostrar que
teR

ElAB (t,) N ElAB (tj) 7"é ®>

para cualesquiera t;,t; € R con t; # t;, donde Ej,,(t;) v Ei,,(t;) son las
esferas que corresponden a los puntos

Lap(ti) = (2(t:), y(t:), 2(L:), w(ti)) 32V41A3(tj) = (2(t;), y(t5), 2(t;), w(ty))



respectivamente. Considerensé las ecuaciones normales de dichas esferas:
B ) 2+ P+ 22 —2xa(t) — 2yy(t) — 22 2(t) +w(t;) =0
B, 2 +y*+ 22 —2xa(ty) —2yy(ty) — 22 2(t;) + w(t;) =0,

para que haya interseccién no vacia entre las esferas es suficiente demostrar
que:

2a(t;) x(l;) +2y(ti)y( j) +22() 2(t;) — w(ty) — w(ty)
R(t;) R(t))

<1, (2.17)

donde:

R (t:) = w(t:)® +y(t:)* + 2(t:)* — w(ts)
R(ty) = x(t;)” + y(t;)* + 2(t;)* — w(ty)
de esta forma estd bién definido el angulo 6 de interseccion entre las esferas

E () y E,,(t;), dado en 2.13 y por lo tanto las esferas se intersectan.
Demostrar la condicion 2.17 es equivalente entonces, a demostrar que

(2a(t:) x(ty) + 2y(t:) y(t;) + 2 2(t:) 2(t;) — w(t;) — w(ty))?
<4R(t;)? R(t;)*  (2.18)

Ahora bién, por hipétesis se tiene que [, C ¢, y usando la parametrizacién
dada en 2.1 se tiene que el discriminante A del polinomio de segundo grado:

P(t) = [x(t:)* + y(t:)” + 2(t:)* — w(t;)] 7 - (2.19)
+ [22(t) x(t)) + 2y(t:) y(t;) + 2 2(6) 2(4;) — w(ts) —w(t;)]t. ..
+ax(ty)? +y(ty)? + 2(t)° — w(ty)
es negativo, esto es:

A = [2x(t;) x(ty) + 2y(t:) y(t;) + 22(t:) 2(2;
—Alx(t:)? + y(t:)? + 2(t:)* — w(ty)][2(t;)
de donde:

[22(t;) x(t;) + 2y(t:) y(t;) + 22(t;) 2(t;) — w(t;) — w(t;))?
<A R*(t) R*(t;) (2.21)

Asi, pues queda demostrado que la interseccion del haz de esferas generado
por la recta [4p es no vacia. Para ver que la interseccién es un circulo comin
a todas las esferas del haz consideremos lo siguiente:

Sean P;, P, dos puntos distintos sobre la recta [45. En lo que sigue se
considerard la parametrizaciéon dada en (2.15), luego por definicién existen
ti1, to € R, t; # to tales que

Py =lap(t1) = (2(t1), y(t1), 2(t1), w(t1))
Py = lap(t2) = (x(t2), y(t2), 2(t2), w(tz)).
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Considérese el vector director de larectalap : V = (zy,yv, 2v,wy) = B — A.

Dado que l4p C ¢ entonces, por la proposicién 2.1 existen dos esferas
correspondientes a los puntos P; y P, cuyas ecuaciones estan dadas por las
siguientes expresiones:

By : (= a(t)’ + (5 = y(0)” + (2 = 2(0)” = (1)
{E2 o = 2(t2))? + (y — y(t2)? + (2 — 2(t2))* = r2(t2) (2.22)

donde:

(t1)? + y(t1)? + 2(t1)* — w(tr)
(t2)? + y(ta)? + 2(t2)* — w(ta).

*(t1)

2(ty) =

Sea Q) = (z,y,2) € Ey N Ey, luego las coordenadas del punto @) satisfacen
las ecuaciones dadas en 2.22, lo que equivale a satisfacer el siguiente sistemas:

r Xz
r T

2xa+2xvt))xz+ 2ya F2yvt)y
+(22z4a+22vt) 2z —wa—wyt; =0

(2za+2zvt)r+ (2ya F2yvitl)y
+(2z4+22v 1) 2 —wy —wy ty = 0.

(2.23)

[gualando las ecuaciones del sistema 2.23 se obtiene la siguiente expresién:
(t1 —t2) Qzay +2yyy + 222y —wy) =0, (2.24)

como t1 # ty entonces la ecuacién 2.24 es equivalente a:
Tr: 2xxy +2yyy + 222y —wy = 0. (2.25)

Esto quiere decir que el conjunto de puntos de la interseccion de las
esferas Fy y Fs esta contenido en el 2-plano wg (Ey N Ey C wg). Por ende, el

3
E, R

R4

/
/
Py /
Circulo comin E,
Py

Figura 2.3: Interseccién de las esferas E; y Es.
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problema inicial de la interseccién de dos esferas se resume a la interseccion
de un plano con una esfera, es decir la solucién del siguiente sistema:

(2.26)
Tr: 2xxy +2yyy + 222y —wy = 0.

{El o =)+ (= y(0) + (2 = 2(0))? = (1)
La representacion grafica de la solucion del sistema anterior es una circun-
ferencia en 3-D (ver Figuras 2.3 y 2.4). Nétese que el plano g no depende
de la escogencia de los puntos sobre la recta, de donde se establece que el
circulo no depende de los t;, t; seleccionados.
El radio y el centro de dicho circulo (ver figura 2.4) se calculan de la
siguiente manera:

» Centro: El centro de la esfera Ey es C) = (x(t1),y(t1),2(t1)) v la
distancia del plano 7 a C; viene dada por

drp. — 122(t1) zv + 2y(t) yv + 2 2(t1) 2y — wy/|
1 Va2 '

Sea v el vector normal unitario del plano 7g. El centro del circulo viene
dado por:
C=Ci+dgrg 0

= Radio: El radio R del circulo viene dado por:

R =/r2(t) — d%p,

.

L/,,‘,"’/ El
Figura 2.4: Centro y radio del circulo asociado a la recta Lypg

Notese que el radio y el centro del circulo interseccién no depende del
punto elegido, es decir: si,

C/ = 02 + dRE2 (—f))
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entonces:

C—-C' =Cy—Cy+ (drp, + dgg,) 0

y

02 = 01 + ||02 — Cl||'l3 = 01 -+ (dREl —+ dRE2)'I3,
de donde se deduce que C' = C’. Por otra parte, la condicién de que el radio
tampoco dependa del punto seleccionado se sigue de que la interseccion del
haz de esferas es no vacia.

En la Figura 2.5 se muestra el haz de esferas asociado a una recta que no
intersecta a ¢ y la interseccion del haz. En la Figura 2.6 se muestra el haz
de esferas asociado a una recta tangente a ¢ y el haz asociado a una recta
secante a .

R4

\

Figura 2.5: Haz de esferas asociado a una recta contenida en ¢™.
w .
AN

Figura 2.6: Haces de esferas asociados a una recta tangente y secante a .

Definicién 2.7 Dados dos puntos A, B € R* tales que la recta que pasa por
estos puntos lap(t) no intersecta a la cuddrica ¢ (lap C ¢*). La esfera
ecuatorial del haz de esferas asociado a lap(t) es aquella cuyo centro y
radio coinciden con los del circulo asociado a la recta l4p(t).
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2.4. Correspondencia entre conicas de Bézier
y haces de esferas.

Sea b(t) = (z(t),y(t), 2(t), w(t)) una conica de Bézier estandar dada en
(1.2), entonces de acuerdo a la ubicacién de b(t) respecto a ¢ se tienen los
siguientes casos:

Caso 1: Supéngase que b(t) estd contenida en p*. En este caso por la

proposicién 2.1, a cada punto de la curva le corresponde una esfera cuya
ecuacién es:

con

b,

b,

Figura 2.7: Familia de esferas correspondiente a una cénica de Bézier que
yace en el exterior de .

La Figura 2.7 muestra un ejemplo de la familia de esferas asociada a una
conica de Bézier que yace en el exterior de .

Caso 2: Supéngase que la curva b(t) es secante a ¢, aqui pueden ocurrir
varios casos, por ejemplo, que b(t) sea secante en dos puntos, en este ca-
so se generan esferas, correspondientes a la parte de la cénica que yace en
T, cuyos radios decrecen hasta hacerse igual a cero, luego los puntos de
la conica que yacen en ¢~ no estan en correspondencia con ninguna esfera
en 3D y finalmente se generan esferas de radio creciente partiendo de una
esfera de radio cero, que se corresponde con el punto de interseccion de la
curva con el paraboloide (ver Figura 2.8). En conclusion si b(t) es secante a
© se generan esferas degeneradas que no son de interés para este trabajo.
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Figura 2.8: Familia de esferas correspondiente a una cénica de Bézier que es
secante a ¢ en dos puntos.

Caso 3: Si b(t) es tangente a ¢ en uno o dos puntos, entonces el(los)
punto(s) de tangencia se corresponde(n) con una esfera de radio cero y al
resto de los puntos de la curva le corresponden esferas de radio positivo.
La Figura 2.9 muestra un ejemplo del haz de esferas correspondiente a una
conica tangente en by.

b,

Figura 2.9: Familia de esferas correspondiente a una cénica de Bézier que es
tangente a ¢ en un punto.
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Capitulo 3

Ciclides Generales y el Circulo
Guia.

Las ciclides generales son superficies tubulares, cuya expresién implicita
es de grado algebraico a lo sumo 4 (Ver [4]). Estas superficies interpolan
2 circulos coesféricos y permiten conectar dos segmentos de manera suave
(conexién G'), es decir, con planos tangentes continuos (ver Figura 3.1).
En este trabajo consideramos estas superficies determinadas por cénicas
de Bézier contenidas en R*, usando la correspondencia propuesta por Dan
Pedoe en [1]. Cada ciclide tiene asociado un circulo que se corresponde con
la recta conjugada del 2-plano que contiene a la conica de Bézier y es el
objeto geométrico de estudio de este capitulo.

Figura 3.1: Interpolacién de circulos y conexién G*' de dos segmentos.

Definicién 3.1 Se denomina ciclide general a la superficie envolvente de
una familia monoparamétrica cuadrdtica de esferas en R3.

En la Figura 3.2 se muestran ejemplos de algunas ciclides generales.
Sea b(t) C T una cénica de Bézier dada por (1.5), con puntos de control
bo, by, by € ©T, b; = (24, yi, 2i, w;), y peso a > 0, parametrizada por:

b(t) = (z(t),y(t), z(t),w(t)), con t €& [0,1]. (3.1)
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@0 Y%

Figura 3.2: Ejemplos de Ciclides Generales

donde:
£(t) = (1—t)2zo+2at(l—t)z; + 1?2y
(1—t)2+2at(1—t)+12
(=t Py +2at(I—t)y + 12y,
y(t) = (1—t2+2at(l—t)+
o) = (1—t)2z+2at(l—t)z; +1%2
(1—t)2+2at(1—1t)+1¢2
w(t) = (1—1t)2wo+2at(l—1t)w; + 2wy

(1—t)2+2at(1—t)+12

Dado que b(t) C ¢, entonces, por la proposicién 2.1, a cada punto de b(t)
le corresponde una esfera en 3-D que tiene por ecuacion:

E(z,y,2,t): 2 +y* + 2% — 2w x(t) — 2yy(t) — 22 2(t) + w(t) =0,

luego, la familia monoparamétrica cuadratica de esferas correspondiente a
la cémica b(t) es:
E={FE(z,y,z,t)=0:teR}

La ciclide general asociada a la cénica b(t) es entonces, por definicién la
envolvente de la familia £.

Dicha envolvente viene dada por la eliminacién del parametro t en el
siguiente sistema:

E(z,y,2,t) =0 52)
dx dy dz dw 3.2

donde:

dx dy dz dw db
(G0 %0 50.%0) -



Usando la resultante de Sylvester se resuelve el sistema 3.2 y se tiene que la
ecuacion implicita de la envolvente viene dada por:

Ey By — o*E} =0, (3.3)

donde E; = 2?2 + 9> + 22 — 2z 2, — 2yy; — 22 2z + w;, es la ecuacién de la
esfera correspondiente al punto de control b; con i = 0,1, 2. Obsérvese que
esta superficie es de grado algebraico a lo sumo 4.

3.1. Despliegue de una Ciclide General.

Sea b(t) C ¢ una curva de Bézier dada por (3.1). En 1.4 se observé que
la recta tangente a la curva b en t = ty, estd determinada por los puntos
obtenidos con el algoritmo de Casteljau:

b (te) = (1 —to)bo + tobs
[b%(to) — (1 - tO)[bl + to[bQ,

esta recta se puede parametrizar mediante la expresion:

[:R—R?
I(s) = (1 — ) by(to) + s by (to) (3.4)

De acuerdo a la incidencia de la recta I(s) con la cuddrica ¢ se tienen dos
casos: el primer caso es que la recta intersecte a la cuadrica en uno o dos
puntos, v por ende el haz de esferas asociado es tangente en un punto o no
se intersecta.

Otro caso es que la recta no intersecte a la cuadrica . En este ultimo
caso se tiene que por la proposicién (2.3) la recta I(s) tiene asociado un haz
de esferas que se intersecta en un circulo fijo en 3D.

Si se considera una curva de Bézier cuyas rectas tangentes estén en o
se deduce que la familia de rectas tangentes a la conica tiene asociada una
familia de circulos en 3D.

Esta familia de circulos representa los perfiles circulares de la ciclide aso-
ciada a la cénica b(t) los cuales son utilizados para su despliegue. La Figu-
ra 3.3 muestra un ejemplo de la familia de circulos asociada a una cénica
b(t) C T cuyas rectas tangentes yacen en ™.

Para una cénica de Bézier b(t) cuyas rectas tangentes yacen en ¢, con-
sidérese una particién finita H del intervalo [0, 1] :

H: {t0:0,t1,...,tn_1,tn: 1},
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Al 0/////5/‘

@ \®

Figura 3.3: Perfiles Circulares asociados a curvas cuyas rectas tangentes
yacen en

A esta particion le corresponden n + 1 circulos en 3D los cuales representan
los perfiles de la ciclide asociada a la cénica b(t). Al calcular los centros y
radios de estos circulos, como se indicé en la proposiciéon 2.3, junto con los
respectivos planos radicales se procede a triangular los segmentos de conos,
determinados por circulos consecutivos (ver Figura 3.4).

Figura 3.4: Conexién de dos circulos consecutivos

En resumen, dados los 3 puntos de control de una cénica de Bézier b(t) C ot
bg, by v by cuyas rectas tangentes yacen también en ¢T, los pasos a seguir
para el despliegue de una ciclide general son:
Se fija una particién finita del intervalo [0, 1].

H: {t0:0,t1,...,tn_1,tn: ]_}

1- Para t; € H se calcula la recta tangente a la curva b(t) en t = t;, la
cual estd determinada por los puntos en el algoritmo de de Casteljau:

bo(t:) = (1 —t;)bo + t;by
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Figura 3.5: Despliegue de una ciclide con 3 particiones diferentes.

2- Se calcula el plano radical correspondiente con la recta tangente a la
coHnica y el circulo asociado a dicha recta como se establecié en la
proposicién 2.3.

3- A partir de ¢ = 1 se triangula el segmento de cono que determina el
circulo, que se calculé en la iteraciéon anterior, con el circulo que se
calculé en la iteracion actual.

La Figura 3.5 muestra un ejemplo del despliegue de una misma ciclide fijando
tres particiones diferentes.
3.2. La recta conjugada de un 2-plano.

Sean by, by, by € ¢ tres puntos no colineales y II el 2-plano determinado
por los puntos by, by, bs.

Definicién 3.2 La recta conjugada de Il es la interseccion de los 3-planos
polares asociados a los puntos by, by y bs.

Proposicion 3.1 Dado un punto P en la recta conjugada de 11, se tiene
que para todo Q) € Il el punto P es armonico conjugado del punto Q).

Demostraciéon
Dado que P yace sobre la recta conjugada de II entonces, por definicion:

2xpxo+2ypyYo+22p 20 —wp —wy =10
2xpxy +2ypy1 +2z2p 21 —wp —wy =0 (3.5)

2xpra+2ypY2+22p2z —wp —we =0
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Sea @ €1Il:Q =s(bg—by)+t(by—by)+b; con s,t € R fijos. La ecuacién
del 3-plano polar asociado a @) esta dada por:

Q2029 +2yyg+2229 —wg—w =70 (3.6)

Veamos que el plano polar asociado a () contiene a P. Basta con verificar
que las coordenadas del punto P satisfacen la ecuacién 3.6.

2LL’P[8 (LL’O — LL’1) —|—t($(72 — Sl?l) + LL’1] + 2yp[s (yo — yl) +t(y2 — y1) + y1] + -
22p[s(z0 — 21) +t (20 — 21) + 21| — [s (wo — wy) + t (wy — wy) +wy] —wp =

s(2xpxo+2ypyo+22p20 —wy) — SLxpx; +2ypy1 +22p 2 —wy) + - -
tR2xpao +2ypya +22p20 —wo) —tR2axpr1 +2ypy1 +22p 21 —wy) + -+

2epr1 +2ypy1 +22p 2 —wp — wy = s(wp —wp) + t(wp —wp) + 0 =0.

Esto es:
QIPZL’Q—I—Qypr—i—QZPZQ—’LUQ—UJP:O

De la definicién 3.2 se observa que la recta conjugada del 2-plano II se puede
parametrizar calculando el espacio solucién del sistema:

2020+ 2yYyo+2220 —w—wy =0
201+ 2y +2z221 —w—wy; =0 (3.7)
2020 +2yYyYo+2220 —w —wy =0

La solucion del sistema 3.7 viene dada por:

_ =) 0]
U )
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donde:

T(t) = 2[yo(22 — 21) + y1(20 — 22) + y2(21 — 20)]t + -+~
Yo(wr — wa) + y1(wz — wo) + ya2(wo — w1),

y(t) = 2[1’0(21 - 2’2) + 1'1(22 — Zo) + 1’2(20 — Zl)]t + ...
LL’O(U)2 - wl) + Sl?l(wo — w2) + ;L’2(w1 — w0)7

Z(t) = 2[zo(y2 — y1) + 21(Yo — y2) + z2(y1 — Yo)lt,

W(t) = 4fyo(r122 — x221) + Y1 (220 — To22) + Y2(T021 — 2021)]t + - - -

2[yo(xowy — x1w2) + y1(zows — xawg) + Yo (wor1 — W1xo)],

C=T1Y2 — T1Yo — To Y2 + T2 Yo — T2 Y1 + To Y1,

cont e R.

Al intersectar la recta dada por la solucién anterior L(t) = (x(t), y(t), z(t), w(t))
con la cuadrica ¢ se obtiene un polinomio de segundo grado:

P(t) =[(232y0 — 20y2 — 221Y0 + 221y2 + 2xoy1 — 2Tay1)’ + - - -
2(—2w929 — 22129 — 2021 + 2T921 + 27020 + 271 29) ]+
[—4yow122 + 42071y + dyoT221 + 4y12020 — d21T0Y2 — 4Y1T220+
(4(xowg — Tywo — Towq + Towy + TrWe — ToWs)) -+ - -
(—2x920 — 22129 — 2w021 + 2w021 + 2wz + 2m120) |t + - - -
2(zowy — T1Wo — Towy + Tow, + T1wa — Tows) -+ -
— 2YpTow; — 2y1ToWa + 2W1ToY2 + 2Y1T2Wo + - - -

2y0I1U)2 - 2U)02U1y2. (38)

Al analizar el discriminante del polinomio obtenido en 3.8 se obtienen
condiciones para que la recta conjugada al plano II sea intersecante, tangente
0 no intersecante a la cuadrica .

Determinar las condiciones sobre los puntos by, b; y by para saber si el
polinomio P(t) tiene o no raices reales, resulta ser muy engorroso desde
un punto de vista netamente algebraico, debido a la complejidad de los
coeficientes.

Desde un punto de vista geométrico, estas condiciones se pueden determinar
mas facilmente, reduciendo el problema a la interseccién de 3 esferas, en este
caso la interseccién de las esferas correspondientes a los puntos by, by, bs
yacen en ¢*. Ver Figura 3.6.
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Figura 3.6: Interseccion de 3 esferas.

Proposicion 3.2 La recta conjugada al 2-plano 11 que pasa por los puntos
bg, by, by intersecta a la cuddrica @ si y solo si, la interseccion de las esferas
correspondientes a los puntos bg, by, by es no vacia.

Demostracion

(=) Supongamos que la recta conjugada a II, I intersecta a la cuddrica (.
Por definicién Iy estd determinada por el espacio solucién del sistema (3.7),
por lo tanto si la interseccién de dicha recta con la cuadrica ¢ es no vacia
entonces, el siguiente sistema tiene al menos una solucion:

20x0+2yyo+2220 —w —wy =0
201+ 2y +2z22 —w—w; =0 (3.9)
2029+ 2Yys+2229 —w —wy =0

P4yt +22—-w=0

El sistema 3.9 es equivalente, por sustitucion al siguiente sistemas:

24y + 22 —2xx0—2yyo— 2220+ wo =0
2yt 4+ 22200 —2yy — 222 +w; =0 (3.10)
P+l =222 —2yys — 222 +we =0

Las ecuaciones que conforman el sistema 3.10 son las ecuaciones normales
de las esferas correspondientes a los puntos by, b; y by respectivamente.

(<) Supongamos ahora que la interseccién de las esferas correspondientes
a los puntos bg, by, by es no vacia. Por otra parte, supongamos que I no
intersecta a la cuddrica, esto implica que el sistema 3.9 no tiene solucién y
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por lo tanto el sistema 3.10 tampoco, pero esto contradice la hipdtesis de que
la interseccion de las esferas correspondientes a los puntos bg, by, by es no
vacia. Luego, se tiene que Iy intersecta a la cuadrica. O

Nétese que en el caso que la recta conjugada al 2-plano II, Iy generado por
los puntos bg, by y by no intersecte a la cuadrica entonces, el haz de esferas
asociado a [g; se intersecta en un circulo fijo en 3D. Este circulo yace sobre
el plano que tiene por ecuacion:

Ti(Yoz2 —Yoz1 — Y122+ 20U+ 21Y2 — 20Y2) T+ - -
(Tozo+ 120 — X120 —To 22 — X221 + To21) Y+ -
(T1yo — T1 Y2+ ToYa — T2 Yo+ Tayr — To Y1) 2 — -+
21ToY2 T+ 20T1Y2 + Y122 — 20 T2Y1 + -+

21T2Y0 — Yox1 22 =0 (3.11)

Es facil verificar que la proyeccién ortogonal de los puntos by, by y by sobre
R3 satisfacen la ecuacién del plano 7. Por ejemplo, para el punto by, se tiene
que su proyeccién ortogonal sobre R? es el punto (o, yo, 20), sustituyendo
sus coordenadas en la ecuacién de 7 se obtiene:

(Yo 22 To — Yo 21 To — Y1 22 Lo + 20 Y1 To + 21 Y2 Lo — 20 Y2 o) + - - -
(@ 20 Yo + 1 22 Yo — T1 20 Yo — To 22 Yo — T2 21 Yo + To 21 Yo) + - - -
(@1 Yo 20 — 1 Y2 20 + o Y2 20 — T2 Yo 20 + T2 Y1 20 — To Y1 20) — * - -

21%0Y2 + 20T1Y2 +Y1To22 — 20 T2 Y1 + 21 X2Yo — Yo X122 =0
Anélogamente ocurre para la proyeccion ortogonal de los puntos by y bs.

De esta propiedad se deduce que el circulo guia yace en el plano generado
por la proyeccion ortogonal de los puntos bg, by y bs.

Se puede verificar que, el centro del circulo correspondiente a la recta Iy es
la solucion del sistema de ecuaciones:

(2(r1 —w0))x+ (2(y1 —¥0)) ¥y + (2(21 — 20)) 2 — w1 + wo = 0
Qe —z) o+ 22 —y)y+ (222 —2)) 2z —w2 +wr =0 (3.12)
[(bo —by) x (ba —by)] - (. — 22,y — Y2, 2 — 22) =0

El sistema 3.12 representa la interseccién de el plano 7 y los planos radicales
que corresponden a las rectas tangentes a la curva en sus extremos. La Figura
3.7 representa el sistema 3.12.
El plano 7, ademas de contener al circulo que corresponde a la recta
conjugada Il;; contiene a dos curvas importantes también, que son la curva
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de centro de los perfiles circulares de la ciclide asociada y la proyeccion
sobre R? de la cénica. Esto hace que la ciclide correspondiente a la cénica
sea simétrica con respecto a 7. (Ver Figura 3.8)

Figura 3.7: Centro del circulo correspondiente a If.

Figura 3.8: Simetria de una ciclide respecto de 7.

De ahora en adelante se consideraran las cénicas de Bézier en ¢+ C R* tales
que sus rectas tangentes no intersecten a ¢.

Proposicién 3.3 Dada una cénica de Bézier b(t) con puntos de control
bo, b1, by se tiene que, sil(t) es una recta tangente a b(t) entonces el plano
radical asociado a l(t) y el plano T son ortogonales.
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Demostracién

Si l(t) es la recta tangente a b(t), entonces dicha recta estd determinada
segin el algoritmo de de Casteljau por los puntos:
Q(t) = (b2 —Db1)t + Dby

Luego, el vector director de la recta [(t) es:

V(t) = (b1 —by)t + by — (b —by)t — by
=(2x1—zo—x2)t+x0— 21,201 — Yo — Y2) t+ Yo — Y1, -

(2z1—zo—22)t—i—zo—zl,(2w1—w0—w2)t+w0—w1)

Ahora bien, en la proposicion 2.3 se observé que, el vector normal al
plano radical asociado a una recta no intersecante, coincide con la proyeccion
ortogonal sobre R? del vector director de dicha recta en R*. Por lo tanto, el
vector normal al plano radical, correspondiente a la recta [(t) es la proyeccién
del vector V (t) sobre R3, es decir:

N(t)=((2x1 —xg —ma)t + 10 — X1, - -
Cuy—yo—y2)t+yo—v1, -
(221—20—22>t+20—21),

es el vector normal a plano radical asociado a [(t).

Por otra parte se sabe que el vector normal al plano 7 esta dado por:

N(t)=(yozo —Yoz1 — Y122+ 20Y1 + 21 Y2 — 20 Yo, - - -
T 20+ T1 20 — X120 — ToZ2 —Ta21 + T2y, -

T1Yo — T1Y2 + ToY2 — T2 Yo + Ta Y1 — To Y1)
Al hacer el producto escalar entre N y N se tiene que:
N-N=0

De donde, se deduce que los planos son ortogonales. O]

3.3. El Circulo Guia de una Ciclide.

Sea b(t) una cénica de Bézier con puntos de control by, b; y be tal que
la interseccién de las esferas asociadas a los puntos de control (esferas de
control) es vacia.
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Figura 3.9: El circulo Guia.

Definicién 3.3 El circulo Guia de la ciclide asociado a la conica b(t) se
corresponde con la recta conjugada del 2-plano I1 generado por los puntos de
control by, by y bo.

La Figura 3.9 muestra varios ejemplos de ciclides generales con sus res-
pectivos circulos guias.

Notese que si las esferas de control se intersectan entonces la recta con-
jugada del 2-plano que contiene a la cénica b(t), intersecta a la cuddrica ¢
y por lo tanto no existe el circulo guia.

Proposicién 3.4 Dada una cénica de Bézier b(t) C ¢t cuyas rectas tan-
gentes no intersecten a . El circulo guia asociado a la ciclide correspon-
diente a b(t) anilla a la ciclide.

Demostracion

Sea b(t) C " una cénica de Bézier tal que sus rectas tangentes no in-

tersectan a . Sea II el 2-plano que contiene a b(t) y [(t) la recta conjugada
de II. Considérese [(t), una recta tangente a la conica b(t).

Sean P, p los puntos correspondientes a las esferas ecuatoriales asociadas a
las rectas m y I(t) respectivamente. Por la proposicién 3.1 se tiene que p y
P son armonicos conjugados y por la proposicion 2.2 sus esferas correspon-
dientes son ortogonales.

Sean Ej y E_]p las esferas asociadas a los puntos p y P, entonces por las
propiedades del producto entre esferas dado en la seccién 2.2 se tiene que
[Ep.Ep] = 0. Ademas por la proposicién 3.3 se tiene que los circulos asocia-

dos a I(t) y [(t) yacen en planos ortogonales.
Existen 4 casos posibles que se describen a continuacion:

C1: Las esfe@ asociadas a p y P son tangentes. En este caso se tien_e
que [Ep.Ep] = 1p - rg = 0, donde r, v rp son los radios de E, v £y,
respectivamente, pero esto no es posible ya que ninguno de estos puede

ser nulo.
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C2: Las esferas asociadas a p y P son iguales. En este caso se tiene que
[Ep.Ep] = 7’]% = 0, esto tampoco es posible ya que r, > 0.

C3: Las esferas asociadas a p y P no se intersectan. En este caso se tiene
que no esta definido el angulo de interseccién y por lo tanto contradice
el hecho de que las esferas F, y £, sean ortogonales.

C4: Las esferas asociadas a p y P no se intersectan. En este caso se tiene
que ambos circulos estan anillados.

La Figura 3.10 ilustra como el circulo guia anilla a los perfiles circulares.

Figura 3.10: Relacion entre el circulo guia y los perfiles circulares de la
ciclide.

Proposicion 3.5 Al mowver los puntos de control by, by y by de la conica
b(t) sobre un mismo 2-plano de manera que se mantenga la no colineali-
dad entre estos puntos, el circulo quia de la ciclide asociada a la conica se
preserva.

Demostracion Se sigue de la proposicién 3.1. U

De la proposicién anterior se deduce que un circulo tiene asociada una
familia infinita de ciclides generales (ver la Figura 3.11).

La proposicién 3.5 permite cambiar la forma de la ciclide sin cambiar el
circulo guia de la misma. Notese que al cambiar el peso de la cénica los
puntos de control se mantienen y por lo tanto el circulo guia también. La
Figura 3.12 muestra como se cambia la forma de la ciclide al modificar el
peso.

3.4. Propiedades invariantes del circulo guia.

Es interesante saber bajo que condiciones se pueden mover los pun-
tos/esferas de control de una ciclide para mantener invariantes el centro
o el radio del circulo guia de dicha superficie.
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Figura 3.11: Ciclides que tienen el mismo circulo guia y puntos de control
sobre el mismo 2-plano.

Figura 3.12: Modificacién de la forma de una Ciclide General fijando el
circulo guia.

En la seccion 3.2, se caracterizd el centro del circulo asociado a la rec-
ta conjugada de un 2-plano en R* en funcién de los puntos que definen a
dicho plano. Ahora bien, dada una cénica de Bézier b(t), con puntos de con-
trol by, by y by se tiene que el centro del circulo guia asociado a la ciclide
correspondiente, esta dado por la solucién del sistema de ecuaciones lineales:

(2(z1—20))z+ (21 — o) y+ (2(21 —20)) 2 —wy +wo =0
2@ —z)r+ 2@ —y)y+ 2 -n)z-w+w =0 (3.13)
[(bo —b1) x (by —=Db1)] - (z — 21,y —y1,2 —21) =0
donde los puntos by, by y by son los puntos de control de una cénica en o+
cuyas rectas tangentes no intersectan a .

Al analizar el sistema anterior, se puede ver que si los puntos de control
yacen en un 3-plano de la forma w = f3, ie, wy = w; = wy = [ entonces, el
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sistema se convierte en:
(2 (1 —mo))x+ (2(¥1 — o))y + (2(21 —20)) 2 =0
22 —z) o+ 22 —y)y+ (2(22—2))2=0 (3.14)
[(bo —by1) X (ba —=b1)] - (* — 21,y — 91,2 — 21) =0

y por lo tanto el centro del circulo guia sélo depende de la proyeccion or-
togonal de los puntos de control by, by v by sobre R?. De esta relacién, se
establece la siguiente proposicion:

Proposicién 3.6 Al considerar dos cénicas de Bézier b(t),d(t) C R* de
manera que b(t) esté contenida en el 3-plano w = wy, y d(t) sea la proyeccion
ortogonal de b(t) sobre el plano w = wg, se tiene que las ciclides correspon-
dientes tienen circulos guias concéntricos, (ver Figura 3.5).

Figura 3.13: Circulos guias concéntricos.

Para caracterizar el radio del circulo guia asociado a una ciclide con pun-
tos de control by, b; y by se considera la funcién r(t) dada por:

r(t) = 2*(t) + y*(t) + 2(t) — w(t) (3.15)

donde: z(t),y(t), 2(t) y w(t) estan dados por la solucién del sistema 3.7. La
funcién r(t), representa los radios al cuadrado del haz de esferas asociado a
la recta conjugada Iy, del 2-plano IT que contiene a la cénica.

El radio de la esfera ecuatorial del haz asociado a Iy es el radio del circulo
guia, y su cuadrado coincide con el minimo de la funcién r(t). Esta expresién
resulta muy compleja debido a las expresiones de x(t),y(t), z(t) y w(t), sin
embargo bajo ciertas condiciones el problema de hallar dicho radio se reduce
notablemente. La siguiente proposicién ilustra un resultado importante:
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Proposicién 3.7 Dada una cénica de Bézier b(t) C ¢t cuyas rectas tan-
gentes no intersecten a @™ con puntos de control by, by, by € T tales que:

m Los centros de las esferas asociadas a los puntos bg,b; y by yacen
sobre el circulo en R dado por ~v(0) = (pcos(), psen(0),0). Esto es:

(0, Yo, 20) = (pcos(bo), p sen(by),0)
(21,91, 21) = (pcos(01), psen(6),0)
(22, Y2, 22) = (pcos(62), p sen(62),0)

= Los puntos de control yacen en el 3-plano w = W, esto es
wo =wy =wy =W,

entonces, se tiene que el radio del circulo guia asociado a la ciclide es igual

a VW,

Demostracién

Al sustituir las coordenadas de los puntos by, by y by en la ecuacién 3.15,
se tiene que:

rt) =+ W
El minimo de la funcién r(¢) se alcanza en t = 0y 7(0) = W es el cuadrado
del radio del circulo guia, por lo tanto el radio es vV O

Corolario 3.1 Si los puntos de control de una cénica en o+ yacen en el 3-
plano w = W y los centros de las esferas de control correspondientes yacen
sobre un circulo de radio r centrado en el origen, entonces el radio del circulo
guia es igual a V.

La demostracion se sigue de la proposicién 3.7, y del hecho que dos circulos
en 3D de igual radio, centrados en el origen son iguales, salvo una isométria.

La Figura 3.14 muestra ejemplos de ciclides generales con circulos guias de
igual radio.

A continuacién se describen algunos ejemplos interesantes de ciclides con
circulos guias diferentes:

Si se consideran dos cénicas de Bézier en R* b(t) y d(¢) con puntos de control

bg, b1, bs v do, dy, dy respectivamente, tales que la recta tangente a b(t) en

b, coincida con la recta tangente a d(t) en dy y ademés by # dy, entonces

las ciclides asociadas tienen un circulo de contacto en comun como se ilustra

en la Figura 3.15. Obsérvese que aunque las cénicas en R* no se conectan,
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Figura 3.14: Circulos guias con el mismo radio.

- R

Figura 3.15: Cénicas que no se conectan, pero tienen la misma tangente en
los extremos inicial y final.

B

Figura 3.16: Coénicas que se conectan sin mantener la tangencia en el punto
de conexion.

sus respectivas ciclides si lo hacen.

Si ahora se consideran las cénicas b(t) y d(t) tales que dy = by pero con
diferentes tangentes en el punto de conexién entonces las ciclides asociadas
no se conectan. Al contrario que en el caso anterior, las conicas se conectan
en un punto, pero las ciclides asociadas no lo hacen (ver Figura 3.16).

47



3.5. Splines Cuadraticos.

Definicién 3.4 Dos conicas de Bézier se conectan o tienen continuidad
G' en un punto comin, si tienen la misma recta tangente en ese punto.
También se dice que dos ciclides generales tienen continuidad G, si tienen
el mismo plano tangente en cada punto a lo largo de un circulo de soporte
en comun.

R
IR 5

Figura 3.17: Conexién G* de dos cénicas y sus respectivas ciclides.

Definicién 3.5 Un spline cuadratico es una curva polinomial a trozos
tal que:

1. Cada uno de sus tramos polinomiales es una curva de Bézier,

2. Dos trozos vecinos cualesquiera del spline se conectan con continuidad

G

Proposicion 3.8 Dado un spline cuadrdtico, las ciclides correspondientes
a cada cénica tienen continuidad G* en sus circulos de contacto.

Demostracién

Para que la continuidad de las ciclides correspondientes a C(t) y C**1(¢)
sea G! en R? a lo largo de un circulo/recta de soporte, es necesario que
los planos tangentes de las envolventes de estas ciclides (en cada uno de los
puntos de este circulo) sean iguales.
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Sean C(t) y C"*1(t) dos cénicas de Bézier con puntos de control, by, b,
bi2 ¥ Biit1)0, Bs1)1, bi+1)2 respectivamente, con conexion G' en el punto

P = by = [b(i—i-l)O-

El circulo de soporte correspondiente a la recta tangente a C%(t) en p,
estd contenido en la esfera que corresponde a dicho punto. Por lo tanto, los
planos tangentes a esta esfera, en los puntos del circulo soporte, son iguales a
los planos tangentes de la envolvente de la familia de esferas correspondiente
a C(t).

Lo mismo sucede con la envolvente de C**'(¢). De aqui se deduce que los
planos tangentes de C(t) a lo largo del circulo de contacto son iguales a los
planos tangentes a lo largo de la esfera correspondiente al punto p, que a su
vez son iguales a los planos tangentes a lo largo del circulo de contacto. (ver
Figura 3.17) O

La proposicién 3.4 permite implementar un algoritmo para el despliegue
de splines cuadraticos. Ademés se pueden conectar dos ciclides de manera
suave y que compartan el mismo circulo guia. La Figura 3.18 muestra algunos
ejemplos de splines cuadraticos con el mismo circulo guia.

£y € A
¢ v

Figura 3.18: Splines con un Circulo Guia.
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Conclusion

Una cénica de Bézier b(t) C ¢, cuyas rectas tangentes no corten a ¢,
estd en correspondencia con una superficie envolvente denominada ciclide.
La forma de dicha superficie, depende basicamente de 4 parametros que son,
las 3 esferas de control correspondientes a los puntos de control de la conica
b(t), y un escalar positivo a denominado peso. Por otra parte dicha super-
ficie estd anillada por un circulo, denominado circulo guia el cual depende
del 2-plano IT C R* que contiene a b(t).

Al mover los puntos de control de la cénica b(t), sobre el mismo 2-plano II,
la forma de la ciclide cambia, pero se mantiene invariante el circulo guia.
Entonces, un circulo en el espacio 3D tiene asociada una familia infinita de
ciclides. En la Figura 3.8 del capitulo 3, se muestra un ejemplo de ciclides
con diferentes formas e idéntico circulo guia.

Figura 3.19: Circulo Guia sobre el plano definido por los centros de las esferas
de control.

La proposicién 3.7 permite construir ejemplos de ciclides cuyos circulos
guias tengan el mismo centro, radio, incluso ambos, donde los circulos estén
contenidos en planos diferentes. Por ejemplo, para construir ciclides con
circulos guias concéntricos de igual radio procedemos de la siguiente manera:

1. Fijamos 3 esferas en 3D, Ey, Fs, E3 de manera que sus centros estén
sobre otra esfera fija ' y que el plano que contiene a los centros de
E1, Ey y E3 pase a través del centro de E. Estas 3 esferas se corres-
ponden con un circulo en 3D. Si se quiere mejor precision se hacen los
radios de las esferas Fy, Fy y E3 mas pequenos.(Ver Figura 3.20).

2. Se fijan 3 esferas mas, Ey, F5, Eg como en el paso anterior.
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Figura 3.20: Circulo a través de 3 esferas en R3.

3. Por ultimo se escogen los puntos de control sobre los 2-planos asociados
a los circulos obtenidos en los pasos 1 y 2, para obtener 2 ciclides con
circulos guias del mismo radio y concéntricos.

=
&

Figura 3.21: Construccion de ciclides con circulos guias de igual radio.

Para los ejemplos usados en el trabajo, se llevo a cabo el diseno y la
programacion de una interfaz grafica realizada con el software MATLAB
2008. La Figura 3.22 muestra una imagen de la interfaz.

o1



Puntos de Control y Ciclide asociada.

Esferas de Control:

Ciclides:
Esfera i - [Ciciie 1 -
(Ciclicle 2 =
Esferad e
sy
Centro X | »
Centro ¥: ‘ »
 Objetos Visibles. Centro r 2
Ofsters O Clke raie [0
@ Perfies. () C.Guis. Punto Asociado:
; [21255 11115 @ 380
) Panos R (7 RectaR
) Curva e oo de perfies Peso: o[ [ [ 1
SresemphsEs | [ pewoan ]

[¥| Punto Sobre 2Plano.
Plano: Piano2 -
[v] Algo Unil.

R: 4 ¢ (185

Figura 3.22: Interfaz Grafica para la construccion de ciclides generales.
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