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RESUMEN

En este trabajo especial de grado se plantea el disefio de una metodologia para
el analisis cinematico de mecanismos roboticos que posean entre tres y seis grados de
libertad. Primero se estudian las herramientas matematicas necesarias para describir
la localizacion de objetos en el espacio tridimensional, entre ellas la matriz de
transformacion homogénea. Utilizando estas herramientas y la representacion de
Denavit y Hartenberg, se estudia el problema cinematico directo que permite
determinar la posicidon y orientaciéon del extremo final o herramienta, dada una
configuracién de los elementos del brazo. Luego se plantea el problema cinematico
inverso y algunos métodos para obtener la solucidon de brazo o la configuracion que
deben adoptar los elementos para lograr el posicionamiento del extremo final o
herramienta. Posteriormente se evaluan e implementan los criterios, métodos y
herramientas para la planificacion de trayectorias. Finalmente se presenta una
metodologia de andlisis cinematico y algunos ejemplos de aplicacion.
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NOMENCLATURA

CAPITULO 111

a vector unitario en la direccion del eje OW del sistema de coordenadas movil

en el extremo de brazo robotico

o angulo de rotacion alrededor del eje OX

@ angulo de rotacion alrededor del eje OY

@ angulo de rotacion alrededor de un eje r arbitrario
I; matriz identidad 3 x 3

I matriz identidad 4 x 4

i, vector unitario i en la direccion del eje OU

i, vector unitario i en la direccion del eje OX

jv vector unitario j en la direccion del eje OV

Jy vector unitario j en la direccion del eje OY

K, vector unitario k en la direccion del eje OW

k, vector unitario k en la direccion del eje OZ

n vector unitario en la direccion del eje OU del sistema de coordenadas movil
n, eje de rotacion mediante cuaterniones

o origen del sistema de coordenadas

OU  ¢je coordenado movil en la direccion U

OV eje coordenado movil en la direccion V

OW  eje coordenado mévil en la direccion W

OUVW sistema de coordenadas mévil compuesto por los ejes coordenados OU, O V' y
ow

ox eje coordenado de referencia en la direccion X

0OY  ¢je coordenado de referencia en la direccion Y

0Z  eje coordenado de referencia en la direccion Z
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0XxYZ sistema de coordenadas de referencia compuesto por los ejes coordenados O,
OYyOZ
punto de coordenadas x, y, z

A punto p expresado en coordenadas homogéneas

Pu coordenada en la direccion del eje OU de un punto p, expresado con respecto
al sistema de coordenadas movil

Dy coordenada en la direccion del eje OV de un punto p, expresado con respecto
al sistema de coordenadas movil

DPw coordenada en la direccion del eje OW de un punto p, expresado con respecto
al sistema de coordenadas movil

Puw punto p expresado con respecto al sistema de coordenadas movil (ligado al

cuerpo)

P” ww punto p expresado en coordenadas homogéneas con respecto al sistema de

Dx

Py

P:

Pxyz

A
P xyz

coordenadas movil (ligado al cuerpo)

coordenada en la direccion del eje OX de un punto p, expresado con respecto
al sistema de coordenadas de referencia

coordenada en la direccion del eje OY de un punto p, expresado con respecto
al sistema de coordenadas de referencia

coordenada en la direccion del eje OZ de un punto p, expresado con respecto
al sistema de coordenadas de referencia

punto p expresado con respecto al sistema de coordenadas fijo (de referencia)
punto p expresado en coordenadas homogéneas con respecto al sistema de

coordenadas fijo (de referencia)

cuaternion unitario

matriz inversa o traspuesta de la matriz de rotacion 3 x 3
cuaternion

inverso del cuaternion

conjugado del cuaternion
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r vector unitario, eje arbitrario de rotacion

Iy componente en la direccion X del eje arbitrario de rotacion r
ry componente en la direccion Y del eje arbitrario de rotacion r
r; componente en la direccion Z del eje arbitrario de rotacion r
R matriz de rotacion 3 x 3

R matriz de rotaciéon compuesta 3 x 3

R'  matriz inversa de R

Rz matriz de rotacion previa (resultante)

R”  matriz traspuesta de R

R, ., matriz de rotacion 3 x 3 respecto al eje OX un angulo o

R, ;, matriz de rotacion 3 x 3 respecto al eje OX un angulo ¢

R, s matriz de rotacion 3 x 3 respecto al eje OX un angulo 6

R, 4 matriz de rotacion 3 x 3 respecto a un eje  arbitrario un angulo ¢

s vector unitario en la direccion del eje OV del sistema de coordenadas mévil en
el extremo de brazo robdtico

S parte escalar de un cuaternion

T matriz de transformacién homogénea 4 x 4

Ty« matriz de rotacion homogénea 4 x 4

T as matriz de traslacion homogénea 4 x 4

Ty, matriz de rotacion homogénea 4 x 4, alrededor del eje OX un angulo a

T, 4 matriz de rotacidon homogénea 4 x 4, alrededor del eje OY un angulo ¢

T,s matriz de rotacion homogénea 4 x 4, alrededor del eje OZ un angulo 6

0 angulo de rotacion alrededor del eje OZ
0 angulo de rotacion alrededor del eje n mediante cuaterniones
\4 parte vectorial de un cuaternion

factor de escala para coordenadas homogéneas

coordenada del punto p en la direccion del eje OX

< % 3

coordenada del punto p en la direccion del eje OY
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a;

a;

Pi

Px

Dy

p:

qi

coordenada del punto p en la direccion del eje OZ

CAPITULOSIVyV

parametro Denavit-Hartenberg, distancia mas corta medida a lo largo del eje x;
entre los ejes de la articulacion

componente en la direccion del eje OX del vector unitario a

componente en la direccion del eje OX del vector unitario a

componente en la direccion del eje OX del vector unitario a

matriz de transformacién homogénea compuesta D-H para sistema de
coordenadas adyacentes i e i — 1

parametro Denavit-Hartenberg, 4ngulo entre los ejes de articulacion medidos

en un plano perpendicular al eje x;

parametro Denavit-Hartenberg, distancia medida a lo largo del eje de la
articulacion i entre las normales X;.; y X;

subindice de elemento o de articulacion

numero de elementos que componen el mecanismo robotico
componente en la direccion del eje OX del vector unitario n
componente en la direccion del eje OY del vector unitario n
componente en la direccion del eje OZ del vector unitario n

grados de libertad

punto expresado en coordenadas homogéneas con respecto al sistema de
coordenadas del elemento i

coordenada del vector de posicion p de la mufieca en la direccion del eje OX
coordenada del vector de posicion p de la mufieca en la direccion del eje OY

coordenada del vector de posicion p de la mufieca en la direccion del eje OZ

parametro Denavit-Hartenberg para articulacion giratoria o articulacion

prismatica



. 4]

y:

Z;

aj

a

a3

c’®

vector de posicion de la articulacion de la mufieca para un robot paletizador
componentes de la sub matriz de rotacion 3 Re3x3

componente en la direccion del eje OX del vector unitario s

componente en la direccion del eje OX del vector unitario s

componente en la direccion del eje OX del vector unitario s

matriz de transformacién homogénea 4 x 4

matriz de transformacion homogénea que expresa el sistema de coordenadas i-
€simo con respecto al sistema de coordenadas de la base

parametro Denavit-Hartenberg, angulo de articulacion

eje x del sistema cartesiano ortonormal correspondiente a la articulacion i + 1
y fijo al elemento i

eje y del sistema cartesiano ortonormal correspondiente a la articulacion i + 1
y fijo al elemento i

eje z del sistema cartesiano ortonormal correspondiente a la articulacion i + 1

y fijo al elemento i

CAPITULO VI

componente del vector aceleracion para los tramos de
aceleracion/desaceleracion en la direccion del eje OX
componente del vector aceleracion para los tramos de
aceleracion/desaceleracion en la direccion del eje OY
componente del vector aceleracion para los tramos de
aceleracion/desaceleracion en la direccion del eje OZ

camino recorrido expresado en forma paramétrica

reparametrizacion del camino ¢

velocidad con la que se recorre la curva ¢
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0 angulo de giro final de los vectores n y s alrededor del vector a

@ angulo de giro del vector n alrededor del vector a

/c) longitud de arco de un camino ¢
n grado del polinomio algebraico

Q aceleracion angular

P,(x) polinomio algebraico de grado n
q(9), 6(?) angulo de la articulacion en funcién del tiempo

(i(t), [9(1‘) velocidad angular de la articulacion en funcién del tiempo

.ci(t), :9.(‘[) aceleracion angular de la articulacion en funcién del tiempo

R radio de la circunferencia

t tiempo

ta tiempo de aceleracion

te tiempo de ejecucion

t; tiempo final

t tiempo intermedio

to tiempo inicial

7 angulo de giro del vector a inicial alrededor del eje OZ

o punto intermedio en el posicion angular

0 angulo de giro del vector a inicial alrededor de un eje cualquiera que pertenece
al plano XY

V velocidad

vi componente del vector velocidad constante en la direccion del eje OX

\2) componente del vector velocidad constante en la direccion del eje OY

V3 componente del vector velocidad constante en la direccion del eje OZ

Vy componente del vector velocidad para los tramos de

aceleracion/desaceleracion en la direccion del eje OX
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Vz

componente del vector velocidad para los tramos de
aceleracion/desaceleracion en la direccion del eje OY
componente del vector velocidad para los tramos de
aceleracion/desaceleracion en la direccion del eje OZ

velocidad angular de rotacion



INDICE GENERAL

INTRODUCCION . ...

CAPITULO I. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA, IMPORTANCIA

Xiv

DEL ESTUDIO, OBJETIVOS Y METODOLOGIA DE TRABAJO...............
1.1 Planteamiento del problema..............coooiiiiiiiiiiiiiiii e, 5
1.2 Importancia del estudio..........ooviviiiiiiiiii i 5
1.3 Objetivos: general y especificos.......ovvvviiiiiiiiiiiiiiii e, 6
1.4 Metodologia de trabajo...........ccoieiiuiiiiiiii e 7
CAPITULO II. RESENA HITORICA Y ANTECEDENTES..............c........ 8
2.1 Origenes de 1a robOtICa. ......ouiieiei i 9
2.2 Desarrollo de 1a 1obOtica. .. ....ovuiieiiii i 11
2.3 Definicion y clasificacion...........o.vviiiiiiiiiiiiiiei i, 15
2.4 Aplicaciones de 10S TODOLS. ... .ouiiiiiii i 21
2.5 ANtECEACINLCS. .. .ttt ettt et 32
CAPITULO ITI. HERRAMIENTAS MATEMATICAS PARA LA
LOCALIZACION ESPACIAL..........coiiiiiii i, 34
3.1 Representacion de la posicion y la orientacion en el espacio............... 35
3.2 Matrices de rOtaCION. ... ..oueiut ittt e, 37
3.3 Composicion de matrices de rotacion............ccovevviriennieeneeniiiiieenn, 44
3.4 Matriz de rotacidn respecto a un eje arbitrario.....................cceeueene.. 46
3.5 Interpretacion geométrica de las matrices de rotacion.........................49
3.6 Coordenadas homogéneas y la matriz de transformacion homogénea.....52



3.7 Interpretacion geométrica de las matrices de transformacion

NOMO@ENEAS. ...ttt e 57
3.8 Composicion de matrices de transformacion homogeénea................... 58
3.9 CUALETIIONES . .. eeeeeeeee ettt et et et e, 61
3.10 Utilizacion de 10S CUQterNIONeS. . ......vueeeetieeneeeaiiiieeeeeieeiaenne. 64

CAPITULO IV. EL PROBLEMA CINEMATICO DIRECTO....................69

4.1 Manipuladores y grados de libertad................coooiiiiiiiiiiiii i, 70
4.2 El problema cinematico dir€Cto..........ouvvvriiiiiiiiiiiiieeieiieaneenans 72
4.3 Ecuaciones cinematicas para los manipuladores.............................. 83
4.4 La representacion de Denavit-Hartenberg para otros manipuladores...... 90
CAPITULO V. EL PROBLEMA CINEMATICO INVERSO...................... 99
5.1 EI método EOMELIICO. ....uiintiiti et 102

5.2 Desacoplo cinematico. Solucion para las tres ltimas articulaciones.....114

5.3 Método geométrico aplicado a otros brazos robdticos. Solucion para las

tres primeras articulaCiones. ...........eveiiiiiniii e 120
CAPITULO VI. ANALISIS DE TRAYECTORIAS Y MOVIMIENTO.......... 136
6.1 Tipos de trayeCtOrias. .. ...uuueet ettt et 138
6.2 Esquemas de planificacion de trayectorias............cooeveevininninninnnn. 145
6.3 Trayectorias y analisis del movimiento................coeviieiiinninnnnnnn. 158
6.4 Nociones fundamentales. ..., 160
6.5 Curvas en el espacio. Parametrizacion y reparametrizacion............... 162
6.6 Funciones Vectoriales. ..........ovviiiiiiiiiiiii e, 172
6.7 Métodos numéricos. Esquemas de interpolacién polinomial.............. 175
6.8 Generacion de trayectorias temporales en el espacio........................ 177

XV



6.9 Orientacion del extremo final del brazo robotico..................ooi. 186
6.10 Velocidad y aceleracion del extremo final y las articulaciones..........190
6.11 Matriz Jacobiana. Jacobiano del manipulador............................. 197

6.12 Consideraciones fINales. ..o 201

CAPITULO VIIL DISENO DE UNA METODOLOGIA DE ANALISIS

CINEMATICO DE MECANISMOS ROBOTICOS.................oooeeeiinnn. 203
7.1 Etapas en el proceso de andlisis.........c.ovveiiiiiiiieiiiniiiiieniininensn. 204
7.2 Metodologia de analisis CINEMALICO.........ovuveiiiiiieiiieeieeeieannnnn. 206

CAPITULO VIII. EJEMPLOS DE APLICACION DE LA METODOLOGIA

DE ANALISIS CINEMATICO..........ccoouiiiiiiiiiiiiieaii e 215
8.1 Ejemplos de aplicacion de la metodologia de andlisis cinematico........ 222
Ejemplo 8. 1. L. ..o 223
EJemplo 8.1, 2. . i 246
Ejemplo 8. 1.3, 250
Ejemplo 8. 1.4, .. 253
EJemplo 8. 1.5, 256
8.2 Comprobacion de resultados...........oeoveiiiiiiiiiiiiiiiiiee 258

CONCLUSIONES . e, 261

RECOMENDACIONES. ... e 263

APENDICE L. ..ottt sttt sttt st 264

APENDICE 2.ttt sttt ettt et st b et eae e 269

APENDICE 3.ttt ettt et e ne e be e e aee e 274

APENDICE 4.......oooiiiieeeeeee ettt ettt te et sseenaesseeseenseeseenes 283

APENDICE 5.ttt ettt st 297

APENDICE 6........ooooiiiiiiiiieeee ettt sttt ettt saeenne e 302

BIBLIOGRAFIA ... 307

Xvi



INDICE DE FIGURAS

CAPITULO 11

Figura 2.1. Precursores del concepto de robdtica............ooeviviiiiiiiiiiiniienn 11

Figura 2.2. Sistema tele-manipulador del tipo “maestro-esclavo” usado en la

actualidad. ... ... 11
Figura 2.3 Primeros robots industriales modernos. .............c.oeoevveiiiiiininen. 13
Figura 2.4. Primeras configuraciones de mecanismos roboticos................o.enune. 14
Figura 2.5. Robot SCARA . ... oot e, 14
Figura 2.6. Movimiento de los distintos elementos en un brazo robdtico.............. 16
Figura 2.7. Configuraciones frecuentes en robots industriales........................... 17
Figura 2.8. Robot PUMA de Unimate............ccooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiaee e, 18
Figura 2.9. Robots en la industria automotriz.................cooeiiiiiiiiiiniiiieennnn.. 21
Figura 2.10. Algunos robots manipuladores de la industria............................. 22
Figura 2.11. Algunos robots para operaciones de procesamiento....................... 23
Figura 2.12. Brazo robotico utilizado en el transbordador espacial Columbia........ 26
Figura 2.13. Algunos robots espaciales...........cooevieiiiiiiiiiiiiiiiii e, 26
Figura 2.14. Robot de exploracion submarina Jason Jr................ccoeviiniinnn.n.. 27
Figura 2.15. Robot PEBBLES....... ..o 28
Figura 2.16. Sistemas robéticos para intervenciones qUIrirgicas........................ 29
Figura 2.17. Otros sistemas roboéticos utilizados en la medicina........................ 30
Figura 2.18. Algunos robots usados en el area militar y policial........................ 31
CAPITULO 11T
Figura 3.1. Representacion en tres dimensiones de un vector o punto................. 36
Figura 3.2. Sistemas de coordenadas de referencia y ligado al cuerpo (mévil)....... 37
Figura 3.3. Rotacion del sistema OUVW alrededor del eje OX un angulo a........... 41
Figura 3.4. Rotacion respecto de un eje arbitrario.............ooeveiiiiiiiiiinninnannn. 47

Figura 3.5 Efecto de la matriz de rotacion respecto a un eje cualquiera aplicada a un

xvii



Figura 3.6 Interpretacion geométrica de la matriz de rotacion...................ccc..... 50

Figura 3.7 Interpretacion geométrica de una matriz de transformacion homogénea....

..................................................................................................................................... 57
Figura 3.8 Rotacion del punto p alrededordel eje AB............cooiiiiiiiiintn. 67
CAPITULO IV
Figura 4.1. Robot PUMA ilustrando articulaciones y elementos........................ 73
Figura 4.2. Tipos de articulaciones. ............ocvuiiuiiiiiiiniiiie e 74
Figura 4.3. Sistemas de coordenadas de elementos y sus parametros................... 75

Figura 4.4. Establecimiento del sistema de coordenadas de elementos para un robot

PUM A . e 81
Figura 4.5. Sistema de coordenadas de la mano [n, s, a].........ccoeeviiiiiiiiinnin.n 86
Figura 4.6. Vistas del robot ABBIRB-140...........cccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiee e, 91
Figura 4.7. Dimensiones del robot ABB IRB-140 (medidas en mm)................... 91
Figura 4.8. Establecimiento del sistema de coordenadas de elementos para un robot
ABB IRB-140. . 92
Figura 4.9. Vistas del robot FANUC serie R-2000iA/165 F.............cooiiiiiiiinn. 93
Figura 4.10. Dimensiones del robot FANUC serie R-2000iA/165 F (medidas en
11010 1) PSP 93
Figura 4.11. Establecimiento del sistema de coordenadas de elementos para un robot
FANUC serie R-20001A/165 F..ooniiii e, 94
Figura 4.12. Vistas del robot KUKA KR-100-2 PA.........coiiiiiiiiiiieen, 95

Figura 4.13. Dimensiones del robot KUKA KR-100-2 PA (medidas en mm)........ 96

Figura 4.14. Establecimiento del sistema de coordenadas de elementos para un robot

KUKA KR-T00-2 PA ... 97

Figura 4.15. Dependencia del parametro de articulacion 6, en funcion del valor de 65

para un robot paletizador KUKA KR-100-2 PA..........cooiiiiiiii, 98
CAPITULO V

Figura 5.1. Definicion de diversas configuraciones de brazo........................... 105

xviii



Figura 5.2 Definicion del vector P......c.ovuiiiiiii e 106

Figura 5.3. Solucion para la articulacion 1., 108
Figura 5.4. Solucion para la articulacion 2.............cooiiiiiiiiiiiiiiiiicee 110
Figura 5.5. Solucién para la articulacion 3. 112
Figura 5.6. Extremo final de un robot PUMA..............coiiiiiiiiii 115
Figura 5.7. Extremo final del robot ABB IRB 140 y solucion para la articulacion 1...

................................................................................................... 121

Figura 5.8. Solucioén para la articulacion 2 (IRB 140)...........ccooiiiiiiinninnn.. 122
Figura 5.9. Solucioén para la articulacion 3 (IRB 140)..........ccooveiiiiiiiinnin. 124
Figura 5.10. Extremo final del robot FANUC R-2000iA/165 F y solucion para la
articulacion L. .. ... 125
Figura 5.11. Solucion para la articulacion 2 (R-20001A/165 F).....ccooviiiiiinnn. 126
Figura 5.12. Solucion para la articulacion 3 (R-2000iA/165 F).......ocooeviiiiennn. 128

Figura 5.13. Sistema de cuatro barras utilizado en robots paletizadores de cuatro
G, 130
Figura 5.14. Extremo final del robot KR-100-2 PA y solucion para la articulacion 1...

................................................................................................... 131

Figura 5.15. Solucion para la articulacion 2 (KR-100-2 PA)........ccoeeviiinnnn... 132

Figura 5.16. Solucion para la articulacion 3 (KR-100-2 PA).............ocooenenenn. 134

Figura 5.17. Calculo de las coordenadas de la mufieca del robot paletizador KR-100

2P A 135
CAPITULO VI

Figura 6.1. Varias formas posibles de ruta para una sola articulacion................ 146

Figura 6.2. Perfiles de velocidad y aceleracion para un solo segmento ctibico que

inicia y termina inmdvil (velocidad cero)..........oooviiiiiiiiiiii 148
Figura 6.3. Interpolacion lineal que requiere de una aceleracion infinita............ 151
Figura 6.4. Segmento lineal con mezclas parabolicas................cooeviiiina... 152
Figura 6.5. Segmento lineal con mezclas parabolicas..................coovviiininn., 152

Xix



Figura 6.6. Perfiles de posicion, velocidad y aceleracion para la interpolacion lineal

con mezclas parabdlicas. El conjunto de curvas de la izquierda esta basado en una

mayor aceleracion durante las mezclas que la utilizada del lado derecho............. 154
Figura 6.7. Sistema de coordenadas intrinSecas..............ccevveiiiviiinninneennnnnn.. 160
Figura 6.8. Sistema de coordenadas cartesianas...............ccooeveiiniiiniienennnnn. 161
Figura 6.9. Curva paramétrica. Traza de un camino..................coeeevieennennn.. 163
Figura 6.10. Reparametrizacion del camino C..............ooooiiiiiiiiiiiiiiiiinen.. 165
Figura 6.11 Diagrama de la composicionde ¢ =¢ 0 @............ceeeeeiineiiniiinn... 166
Figura 6.12 La regularidad del camino ¢ no 1a conserva ¢ ............................. 167
Figura 6.13 Gréfica de curva descrita porCy € .......ocovvvuiivniiuieineiieaieiinain, 170
Figura 6.14. Curva descrita por un vector de posiciéon en movimiento................ 173
Figura 6.15. Derivada del vector posicion. Velocidad tangente a la trayectoria.....174
Figura 6.16. Recta en el espacio tridimensional.....................oooi.. 179
Figura 6.17. Arco de circunferencia en un plano cualquiera en el espacio...........180
Figura 6.18. Circunferencia en un plano perpendicularaleje z........................ 181
Figura 6.19. Circunferencia en un plano perpendicular al eje X....................... 182
Figura 6.20. Circunferencia en un plano perpendicular aleje y....................... 182
Figura 6.21. Interpolacion de puntos en el espacio............ccvvveiiiiiinininnnn.. 184
Figura 6.22. Determinacion de los vectores n y s utilizando el vector a y su plano
NOTIMAL ..o e 187
Figura 6.23. Esfera de radio uno, con los vectores a inicial y final, y los tres ejes de
014 P 188
Figura 6.24. Orientaciones del extremo del brazo robdtico durante el movimiento.....
................................................................................................................................... 190
Figura 6.25. Seleccion de los puntos de interpolacion..............c..cooeevininn.e. 196
Figura 6.26. Matriz Jacobiana directa € INVersa..........cccevvereerieeeeneenieneeneeneeneenees 198

Figura 6.27. Ecuaciones de posicion y orientacion expresadas en funcion de las

coordenadas articulares (problema cinematico directo)..............ooevviiiinnennn... 198

XX



Figura 6.28. Derivadas de las ecuaciones de posicion y orientaciéon y de las

coordenadas articulares en funcion del tiempo...........c.oovviiiiiiiiiiiiiiii 198
Figura 6.29. Matriz Jacobina J...........coooiiiiiiiiiiii i 199
CAPITULO VII
Figura 7.1. Orientacion relativa de los sistemas de coordenadas i-ésimo e (i-1)-
LTS 10010 207
Figura 7.2.Datos geométricos del robot PUMA, necesarios para la aplicacion del
algoritmo D-H. ... 208
Figura 7.3. Diagrama de flujo para los algoritmos de calculo cinematico inverso
desarrollados con este trabajo..........c.ovvviiiiiii i 212
CAPITULO VIII1

Figura 8.1a. Diferentes modelos de robots con configuracioén antropomorfica......217

Figura 8.1b. Diferentes modelos de robots con configuracion antropomorfica......218

Figura 8.2. Tiempo de ciclo para un robot Denso de la serie VM..................... 219
Figura 8.3. Datos técnicos del robot IRB 6600 de ABB....................coooin 220
Figura 8.4. Dimensiones y area de trabajo del robot IRB 6600 de ABB............. 221
Figura 8.5a. Piezas de la oreja de soporte especial de acero..................cooeennen. 223
Figura 8.5b. Dimensiones de la oreja de soporte especial de acero................... 224

Figura 8.5¢. Coordenadas de los puntos por donde pasa el cordon de soldadura...225

Figura 8.6. Introduccién de los datos en el programa cine_inve curva.m para
analizar el primer segmento en arco de circunferencia (A-C)...........c.ccoeiiienin. 226
Figura 8.7. Introduccion de los datos en el programa cinem_inver _r.m para analizar
el segundo segmento en linea recta (C-D).........cocoiiiiiiiiiiiiiiiiiiie 226
Figura 8.8. Introduccién de los datos en el programa cine_inve curva.m para
analizar el tercer segmento en arco de circunferencia (D-F)............................ 227
Figura 8.9. Resultados mostrados en la interfaz de usuario de los programas
cinematicos para cada tramo del recorrido............ooooiiiiiiiii i 227

Figura 8.10. Trayectoria Espacial del extremo final del brazo. Tramo A-C......... 228

XXi



Figura 8.11. Orientaciones del extremo final del brazo (incluida la herramienta).
Tramo A-C .. 229

Figura 8.12. Posicion, Velocidad y aceleracion angular de la articulacion 1. Tramo

A 230
Figura 8.13. Posicion, Velocidad y aceleracion angular de la articulacion 2. Tramo
S 231

A 235
Figura 8.17. Posicion, Velocidad y aceleracion angular de la articulacion 6. Tramo
S 236

AC ettt ettt b et b et et 236
Figura 8.19. Posicion, Velocidad y aceleracion angular de la articulacion 6. Tramo
A ettt ettt e et eeh e e bt e at e st e b e ntenbeenteeneenee 237
Figura 8.20. Trayectoria Espacial del extremo final del brazo. Tramo C-D......... 238

Figura 8.21. Orientaciones del extremo final del brazo (incluida la herramienta).
Tramo C-D..oooo 238

Figura 8.22. Posicion, Velocidad y aceleracion angular de la articulacion 1. Tramo

xxii



Figura 8.26. Cambio instantaneo en la velocidad lineal de la mufieca V en el punto

Figura 8.30a. Dimensiones de la plancha de acero y de la pieza a cortar............... 247
Figura 8.30b. Coordenadas de los puntos por donde pasa la herramienta de corte..247
Figura 8.31. Introduccion de los datos en el programa cinem_inver_r.m para
analizar el segmento (A-B).......cooiiiiiii 248

Figura 8.32. Introduccion de los datos en el programa cin_inv_curv.m para analizar

el segmento (B-D).......ooiiiiii 249
Figura 8.33. Tiempos parciales de recorrido para los segmentos A-By B-D........ 249
Figura 8.34. Coordenadas de los puntos que recorre el extremo de la pinza (punto
0 P 250

Figura 8.35. Introduccion de los datos en el programa cinem_inver_r.m para
analizar el segmento (A-B).......cooiiiiiiiii 251
Figura 8.36. Introduccién de los datos en el programa cinem_inver r.m para
analizar el segmento (B-C)........ooiiiiiiii i e 251
Figura 8.37. Introduccion de los datos en el programa cinem_inver_r.m para
analizar el segmento (C-D)........ooiiiiiiiiiiiii e 252
Figura 8.38. Tiempos parciales para los recorridos A-B, B-Cy C-D................. 252
Figura 8.39. Coordenadas de los puntos de soldadura y orientacion de la
RETTAMICTIA. . ...t 253
Figura 8.40. Introduccion de los datos en el programa cinem_inver_r.m para
analizar el segmento (A-B)........cooiiiiiiii 254
Figura 8.41 Tiempo de recorrido del segmento A-B....................cocoiiiiiinin, 254

xxiii



Figura 8.42. Coordenadas de los puntos por donde pasa el cordon de
SOIAAdUIA. . ...t 256
Figura 8.43. Introduccion de los datos en el programa cine inve curva.m para
analizar el segmento (A-B)........coiiiiiiii 257
Figura 8.44 Tiempo total del trabajo de soldadura.......................ooiiiiinn. . 258
Figura 8.45. Comprobacion de los valores de las posiciones angulares iniciales de las
articulaciones en el segmento A-C, a través del programa
cinematica directa_1......... ... ... 259
Figura 8.45. Comprobacion de los valores de las posiciones angulares finales de las

articulaciones, a través del programa cinematica_directa 1........................... 259

XXiv



INDICE DE TABLAS

CAPITULO 1V

Tabla 4.1. Ligaduras de articulacion para el robot PUMA de la figura4.4............ 81
Tabla 4.2. Ligaduras de articulacion para el robot ABB IRB-140 de la figura

A e 92
Tabla 4.3. Ligaduras de articulacion para el robot FANUC serie R-2000iA de la

I gUIA 4.1 2. e 94
Tabla 4.4. Ligaduras de articulacion para el robot KUKA KR-100-2 PA de la figura
e 96

CAPITULO V

Tabla 5.1. Diversas configuraciones de brazo para la articulacion 2.................. 110

Tabla 5.2. Diversas configuraciones de brazos para la articulacion 3................. 113

XXV



INTRODUCCION

En la era de desarrollo tecnoldgico en que vivimos, se debe satisfacer en
periodos cortos de tiempo una gran demanda de productos, econémicos y de alta
calidad. Desde las décadas de los afios 1.970 y 1.980, y a partir de la introduccion de
los mecanismos roboéticos en diversos sectores de la industria a comienzos de la
década de 1.960, se ha logrado agilizar la produccién sin sacrificar la calidad,
disminuir los costos de produccién e incrementar la seguridad para los trabajadores
en algunas tareas. Esto es consecuencia directa de los avances en el disefio e
investigacion, en el area de la robotica, la cual ha logrado en poco mas de 30 afios, el
desarrollo de mecanismos de gran versatilidad y eficiencia. El disefio de un sistema
robdtico eficiente, requiere entonces, de la integracion de diversas areas de la
ingenieria, entre ellas la mecanica, la informatica, la eléctrica, la electronica, la

industrial y de sistemas.

Sin embargo, y antes de abordar el campo de la robdtica desde el punto de
vista de la ingenieria electronica o eléctrica, es preciso un estudio inicial desde el
punto de vista de la ingenieria mecéanica, donde los andlisis cinematicos, dindmicos y
de control, proporcionan valiosa informacion que combinada con la electronica,

optimizan el disefio adecuado de los dispositivos roboticos.

Hoy en dia, hay disponibles numerosas investigaciones sobre roboética, gran
cantidad de ellas enfocadas hacia los fundamentos electronicos del movimiento y
control, obviando muchas veces el analisis mecanico. Al ser la robodtica un area del
conocimiento relativamente reciente, ésta ha despertado mucho interés, no solo en
profesionales en campos especificos, sino también en personas con pocos
conocimientos sobre mecdanica e incluso electronica. Hasta la fecha, pareciera que
solo las grandes compaiiias que producen robots se reservan los conocimientos en

este campo, y que solo ellas son capaces de disefiar y construir sistemas bastante



completos. La realidad es que la robotica emplea el conocimiento adquirido por
investigadores en diversas areas de la ciencia, entre ellas ingenieria, con el fin de

obtener mecanismos utiles y confiables.

Asi, el primer paso en el estudio formal de los mecanismos roboticos, es el
analisis cinematico. Para ello, se utilizan diversas herramientas matematicas de gran
robustez y sencillez que permiten obtener relaciones de posicion en el espacio entre
los distintos elementos de un brazo o de estos respecto a un sistema de referencia fijo.
Entre las mas importantes se pueden mencionar: la matriz de transformacion
homogénea, utilizada por primera vez por Denavit y Hartenberg (1.955), la cual
utiliza el 4lgebra matricial y vectorial, presentando un método generalizado y
sistemdtico de localizacién espacial a través de rotaciones y traslaciones; y los
cuaterniones o cuaternios, creados por el irlandés William Rowan Hamilton (1.805 -
1.865) e implementados por Taylor (1.979), muy utilizados en el andlisis de

mecanismos espaciales por su bajo costo computacional.

En conclusion, el ingeniero mecanico o estudiante de ingenieria precisa contar
con una metodologia de andlisis, ordenada y concisa, que le permita establecer los
criterios de disefio y operacion aceptables para un mecanismo robotico, en funcion de
parametros cinematicos de posicion, velocidad y aceleracion. El siguiente informe de
trabajo especial de grado tiene como objetivo presentar el disefio de dicha
metodologia para el andlisis de mecanismos robdticos entre tres y seis grados de

libertad, y para ello esté dividido en 8 capitulos.

En el primer capitulo se hace el planteamiento del problema y la importancia
de su estudio, los objetivos propuestos y la metodologia que se empleara para

lograrlos.

En el segundo capitulo se hace una sintesis historica sobre los mecanismos

roboticos: sus origenes, desarrollo, definicidn, clasificacion y aplicaciones, asi como



los antecedentes sobre las investigaciones que sirvieron como base para la realizacion

de este trabajo.

En el tercer capitulo se presentan las herramientas matematicas bdsicas y
necesarias para describir la localizacion espacial de objetos, la matriz de
transformacion homogénea y los cuaterniones, que permiten realizar el analisis

cinematico de los mecanismos roboéticos.

En el cuarto capitulo se estudia el problema cinematico directo, empleando las
herramientas matematicas presentadas en el tercer capitulo e introduciendo la
representacion de Denavit y Hartenberg, para determinar la posicion del extremo final

dada una configuracion de las articulaciones del brazo.

En el quinto capitulo se estudia el problema cinematico inverso y los diversos
métodos para determinar la configuracion de las articulaciones dada una determinada

posicion del extremo final de un mecanismo robético.

En el sexto capitulo se desarrolla el tema sobre el analisis de trayectorias y del
movimiento para la realizacién de trabajos especificos. En este capitulo se estudian

las velocidades y aceleraciones de las articulaciones asi como del efector final.

En el séptimo capitulo se presenta el disefio de la metodologia para realizar el
analisis cinematico de mecanismos roboticos, empleando las herramientas

matematicas estudiadas en los capitulos anteriores.

En el octavo capitulo se presentan varios ejemplos de aplicacion de la

metodologia disefiada y del programa computacional desarrollado para tal fin.



CAPITULO 1

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA,
IMPORTANCIA DEL ESTUDIO, OBJETIVOS Y
METODOLOGIA DE TRABAJO



CAPITULO1

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA, IMPORTANCIA DEL ESTUDIO,
OBJETIVOS Y METODOLOGIA DE TRABAJO

1.1 Planteamiento del problema

Los mecanismos robdticos han reemplazado eficientemente al ser humano en
tareas repetitivas que requieren gran precision, algunas de ellas inclusive de alto
riesgo para la salud y seguridad del trabajador. En la actualidad, es necesario
mantener ciertos niveles de productividad y calidad en algunas areas del sector
manufacturero, tal es el caso de las industrias automotriz, metalmecanica, informatica
y electronica, entre otras. La robdtica es la herramienta que permite dar respuesta a

esta necesidad.

Es entonces, el ingeniero mecanico el que esta en la capacidad de establecer
las pautas del comportamiento cinematico del dispositivo robdtico en su primera
etapa de disefio, aplicando de manera integral los principios de la cinematica de

mecanismos y valiéndose de herramientas computacionales.
El problema se centra entonces en determinar y emplear todas las
herramientas matematicas y cinematicas disponibles, para desarrollar una

metodologia que garantice un efectivo analisis cinematico de mecanismos roboticos.

1.2 Importancia del estudio

El desarrollo constante de los dispositivos robdticos y su aplicacion creciente
en numerosas areas, crea la particular necesidad de estudiar, desde el punto de vista

de la ingenieria mecanica su funcionamiento. Este tema de estudio tiene gran interés



tedrico y de aplicacion practica. Le permite a la Escuela de Ingenieria Mecanica
contar con un estudio tedérico detallado sobre la cinematica espacial aplicada a la
robotica, asi como de una metodologia de andlisis cinemadtico que agilice los
posteriores estudios dinamicos y de control. Desde el punto de vista de la aplicacion
practica, permite diseflar y construir sistemas fisicos, mecanicamente versatiles y

confiables.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo General

Disefar una metodologia para el andlisis cinematico de mecanismos roboticos

que posean como maximo seis grados de libertad.

1.3.2 Objetivos Especificos

* Revisar toda la informacion disponible y pertinente referente a la Cinematica

aplicada a la Robdtica, haciendo énfasis en los aspectos matematicos y tecnologicos.

* Establecer, a partir de la informacion obtenida, los criterios y procedimientos para
realizar andlisis cinematicos de mecanismos robdticos, y de esta manera proponer y

fijar procedimientos estandar de disefio.

+ Elaborar una metodologia que permita al ingeniero o estudiante de ingenieria la
rapida aplicacion de los principios de la cinematica roboética y de esta manera seguir

un procedimiento para realizar un analisis cinematico eficiente.

* Desarrollar un cddigo computacional que permita obtener valores de los pardmetros
cinematicos y de igual forma que represente los movimientos realizados por el brazo

robotico.



» Realizar la validacién del programa mediante el uso de software de simulacion
robotica y grafica tridimensional disponibles en internet basados en lenguajes de
programaciéon OpenGL, C++, VC++ y Matlab (tales como: Robot Works,
Roboworks, Kinematix 4.0, Makerobot, Robotics Toolbox for Matlab, entre otros),
asi como la comparacion con la data obtenida de robots industriales en

funcionamiento.

1.4 Metodologia de trabajo

Para cumplir con los objetivos planteados se aplica la siguiente metodologia

de trabajo:

* Recopilacion de informacion referente a la cinematica de mecanismos roboticos.

* Desarrollo teorico de las herramientas matemadticas utilizadas para el andlisis
cinematico de mecanismos robdticos, tanto para el problema cinematico directo como

para el inverso.

* Andlisis de las trayectorias y el movimiento del extremo final del brazo robot,
empleando diversas herramientas matematicas (matrices de transformacion
homogénea, parametrizacion y reparametrizacion de curvas en el espacio, polinomios
de interpolacion y funciones vectoriales), con el objetivo de calcular la posicion,

velocidad y aceleracion en funcion del tiempo, de las articulaciones del brazo robot.

* Disefio de la metodologia de analisis cinematico para mecanismos roboticos entre

tres y seis grados de libertad.

* Desarrollo de un programa computacional que permita aplicar la metodologia de

analisis disefnada, utilizando como programa base el software MatLab version 7.
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CAPITULO II

RESENA HISTORICA Y ANTECEDENTES

2.1 Origenes de la robotica

Por siglos el ser humano ha construido maquinas que imitan las partes del
cuerpo humano. Los antiguos egipcios unieron brazos mecanicos a las estatuas de sus
dioses. Estos brazos fueron operados por sacerdotes, quienes clamaban que el
movimiento de estos era inspiracion de sus dioses. Los griegos construyeron estatuas
que operaban con sistemas hidraulicos, los cuales se utilizaban para fascinar a los
adoradores de los templos, a estas maquinas se les denominaban automatos, del cual
deriva la palabra automata (maquina que imita la figura y movimientos de un ser

animado).

Durante los siglos XVII y XVIII en Europa fueron construidos muifiecos
mecanicos muy ingeniosos que tenian algunas caracteristicas de robots. Jacques de
Vaucanson (1.709-1.782) construyd varios musicos de tamafio humano a mediados
del siglo XVIII. Esencialmente se trataba de robots mecanicos disefiados para un

proposito especifico: la diversion.

El relojero suizo Pierre Jaquet Droz (1.721-1.790) y sus hijos Henri-Louis y
Jaquet construyeron diversos mufiecos capaces de escribir, dibujar y tocar diversas
melodias en un 6rgano. En 1.805, Henri Maillardert construy6 una mufieca mecanica
que era capaz de hacer dibujos. Una serie de levas se utilizaban como “el programa”
para el dispositivo en el proceso de escribir y dibujar. Estas creaciones mecéanicas de
forma humana deben considerarse como invenciones aisladas que reflejan el genio de

hombres que se anticiparon a su época.


http://www.monografias.com/trabajos6/auti/auti.shtml
http://www.monografias.com/trabajos14/cuerpohum/cuerpohum.shtml
http://www.monografias.com/trabajos15/kinesiologia-biomecanica/kinesiologia-biomecanica.shtml
http://www.monografias.com/trabajos11/teosis/teosis.shtml
http://www.monografias.com/trabajos10/geogeur/geogeur.shtml
http://www.monografias.com/trabajos10/carso/carso.shtml
http://www.monografias.com/trabajos12/moviunid/moviunid.shtml
http://www.monografias.com/trabajos13/histarte/histarte.shtml#ORIGEN
http://www.monografias.com/Computacion/Programacion/
http://www.monografias.com/trabajos14/administ-procesos/administ-procesos.shtml#PROCE
http://www.monografias.com/trabajos12/cntbtres/cntbtres.shtml

A finales del siglo XVIII y principios del XIX, hubo otras invenciones
mecanicas durante la revolucion industrial, creadas por mentes de igual genio,
muchas de las cuales estaban dirigidas al sector de la produccion textil. Entre ellas se
puede citar la hiladora giratoria de Hargreaves (1.770), la hiladora mecanica de
Crompton (1.779), el telar mecanico de Cartwright (1.785) y el telar de Jacquard
(1.801). Este ultimo utilizaba una cinta de papel perforada como un programa para las
acciones de la maquina. Es a partir de este momento cuando se empiezan a utilizar

dispositivos automaticos en la produccion, dando paso a la automatizacion industrial.

La palabra robet fue usada por primera vez en el afio 1.921 por el escritor
checo Karel Capek (1.830-1.938) (Figura 2.1a), en el estreno de su obra, Rossum’s
Universal Robot (R.U.R), en el teatro nacional de Praga. Su origen es la palabra
eslava robota, que se refiere al trabajo realizado de manera forzada. El término
posiblemente hubiera caido en desuso si no hubiese sido por los escritores del género
literario de la ciencia ficcion, algunos de los cuales retomaron la palabra, e incluso el
mensaje de la obra de Capek: la dominacion de la especie humana por seres hechos a

su propia imagen.

Pero sin duda alguna, fue el escritor estadounidense de origen ruso Isaac
Asimov (1.920-1.992) (Figura 2.1b) el méaximo impulsor de la palabra robot. La
imagen de robot que aparece en su obra es la de una maquina bien disefiada y con una
seguridad garantizada que actiia de acuerdo con tres principios. Estos principios

fueron denominados por Asimov las Tres Leyes de la Robética, y son:

1.- Un robot no puede actuar contra un ser humano o, mediante la inaccion,

que un ser humano sufra dafos.

2.- Un robot debe obedecer las 6rdenes dadas por los seres humanos, salvo

que estén en conflictos con la primera ley.
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3.- Un robot debe proteger su propia existencia, a no ser que esté en conflicto

con las dos primeras leyes.

(a) Karel Capek (b) Isaac Asimov

Figura 2.1. Precursores del concepto de robética.

2.2 Desarrollo de la robotica

El robot como maquina lleva un desarrollo independiente del término robot.
Tras los primeros automatas mencionados anteriormente, casi todos de aspecto
humano, los progenitores mas directos de los robots fueron los tele-manipuladores,
disefiados con el objetivo de realizar tareas que ponian en riesgo la salud de los seres
humanos, como el manipular elementos radioactivos. Estos sistemas eran del tipo
"maestro-esclavo", disefiados para reproducir fielmente los movimientos de la mano y

brazos realizados por un operario humano situado en la zona segura (Figura 2.2).

Figura 2.2. Sistema tele-manipulador del tipo “maestro-esclavo” usado en la actualidad.
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Tras los avances en la tecnologia, donde se incluyen las poderosas
computadoras, los actuadores de control retroalimentados, la transmision de potencia
a través de engranes y la tecnologia en sensores, han contribuido a flexibilizar los
mecanismos automatas para desempefiar tareas dentro de la industria. Son varios los
factores que intervienen para que se desarrollaran los primeros robots en la década de
los 50. La investigacion en inteligencia artificial desarrolld6 maneras de emular el
procesamiento de informacion humana con computadoras e inventd una variedad de

mecanismos para probar sus teorias.

Los primeros trabajos que condujeron a los robots industriales de hoy dia se
remontan al periodo que sigui6é inmediatamente a la segunda guerra mundial. Al final
los afios finales de la década de los cuarenta, comenzaron programas de investigacion
en Oak Ridge (Estados Unidos) y Argonne National Laboratories (Francia). En 1.952
el Instituto de Tecnologia de Massachussets (M.1.T.) demostré una maquina prototipo
de control numérico, tras varios aios de desarrollo. Afios mas tarde, en 1.954, Goertz
del Argonne National Laboratory hizo uso de la tecnologia electronica y del
servocontrol sustituyendo la transmision mecanica por otra eléctrica y desarrollando
asi el primer tele-manipulador con servocontrol bilateral. Otro de los pioneros de la
tele-manipulacion fue Ralph Mosher, ingeniero de General Electric, que en 1.958
desarrolld un dispositivo denominado “Handy-Man”, consistente en dos brazos
mecénicos tele-operados mediante un control maestro del tipo denominado

exoesqueleto (esqueleto externo).

Junto a la industria nuclear, a lo largo de los afios sesenta, la industria
submarina y la industria espacial comenzaron a interesarse por el uso de tele-
manipuladores. El trabajo sobre manipuladores maestro-esclavo fue seguido
rapidamente por sistemas mas capaces de operaciones repetitivas autdmatas, que a su
vez eran programables, y por lo tanto, la secuencia de pasos podia ser cambiada. La
sustitucion del operador por un programa de ordenador que controlase los

movimientos del manipulador di6 paso al concepto moderno de robot.
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La primera patente de un dispositivo robotico fue solicitada en marzo de 1.954
por el inventor britdnico C.W. Kenward. Dicha patente fué¢ emitida en el Reino Unido
en 1.957, sin embargo, fue George C. Devol, ingeniero norteamericano, inventor y
autor de varias patentes, el que estableci6 las bases del robot industrial moderno. En
1.954 Devol concibio la idea de un dispositivo de transferencia de articulos
programada que se patent6 en Estados Unidos en 1.961 (Figura 2.3a). Por su parte,
Europa tuvo un despertar més tardio en el area de la Robotica. En 1.973 la firma
sueca ASEA construy6 el primer robot con accionamiento totalmente eléctrico (figura
2.3b) y en 1.980 se fundé la Federacion Internacional de Robotica con sede en

Estocolmo, Suecia.

(a) Dispositivo de Devol (b) Robot IRB 6 de la firma sueca ASEA

Figura 2.3. Primeros robots industriales modernos

La configuracion de los primeros robots respondia a las denominadas
configuraciones esférica y antropomorfica (Figura 2.4), de uso especialmente valido
para la manipulacion. En 1.982, el profesor Makino de la Universidad Yamanashi de
Japon, desarrolla el concepto de robot SCARA (Selective Compliance Assembly
Robot Arm) (Figura 2.5) que busca un robot con un niimero reducido en grados de
libertad (3 6 4), un costo limitado y una configuracion orientada al ensamblado de

piezas. Uno de los objetivos del Profesor Makino era que, al simplificar los grados de
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libertad, pudieran en un futuro hacerse estudios cinemadticos para optimizar los

disefios.

(a) Esférica (b) Antropomorfica

Figura 2.4. Primeras configuraciones de mecanismos robéticos.

Figura 2.5. Robot SCARA.

La evolucion de los robots industriales desde sus comienzos, ha sido
vertiginosa. En poco mas de 30 afios las investigaciones y desarrollos sobre robotica
industrial han permitido que los robots tomen posiciones en casi todas las areas
productivas y tipos de industria. En pequenas o grandes fabricas, los robots pueden
sustituir al hombre en aquellas tareas repetitivas y hostiles, adaptandose
inmediatamente a los cambios de produccion solicitados por la demanda variable y la

necesidad de conseguir productos acabados de calidad uniforme.
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Cuando se comenz6 a programar los movimientos de los robots
(especificamente brazos y pinzas roboticas) se hizo de manera bastante empirica, es
decir, se tomaban posiciones, velocidades y aceleraciones del robot a medida que se
iban programando dichas variables y se refinaba la precision mediante calibracion
mecénica y electronica. Posteriormente, avances en el area del algebra matricial y la
aplicacion de técnicas computacionales en la cinematica de mecanismos, condujo a

una nueva concepcion en el disefio de mecanismos robdticos.

Los desarrollos de la robdtica han apuntado a aumentar su movilidad, destreza
y autonomia de sus acciones. La mayor parte de los robots actuales son con base
estatica, y se utilizan en aplicaciones industriales tales como ensamblado, soldadura,
alimentacion de maquinas herramientas, entre otros. Sin embargo, existen otro tipo de
aplicaciones que han hecho evolucionar en gran medida tanto la concepcion de los
robots como su propia morfologia. Entre estos robots dedicados a aplicaciones no
industriales destacan los robots espaciales, robots para aplicaciones submarinas y
subterraneas, robots militares, aplicaciones médicas, aplicaciones agricolas, entre

otras.

2.3 Definicion v Clasificacion

2.3.1 Definicion

Existen ciertas dificultades a la hora de establecer una definicion formal de lo
que es un robot industrial, ya que su evolucion ha obligado a diferentes
actualizaciones de la misma. De las diversas definiciones, la mas comuinmente
aceptada posiblemente sea la de la Asociacion de Industrias Roboticas (RIA), segiin
la cual:

“Un robot industrial es un manipulador multi funcional reprogramable,
capaz, de mover materiales, piezas, herramientas o dispositivos especiales,

segun trayectorias variables, programadas para realizar tareas diversas”
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Esta definicion coincide con la del Robot Institute of America, asi como con
la de diversas organizaciones internacionales tales como: Organizacion Internacional
de Estandares (ISO), Asociacion Francesa de Normalizacion (AFNOR) y la
Federacién Internacional de Roboética, con ligeras variantes en cuanto a la
especificacion de los grados de libertad o cantidad de ejes que pueden posicionar y

los diversos trabajos a realizar.

En sintesis, un robot industrial es un manipulador reprogramable de uso
general, capaz de realizar varias tareas y que consiste en algunos elementos rigidos o
eslabones conectados en serie mediante articulaciones prismaticas o de revolucion. El
final de la cadena cinematica estd fijo a una base soporte, mientras que el otro
extremo estd libre y equipado con una herramienta para manipular objetos o realizar
tareas de montaje. El movimiento de las articulaciones resulta en un movimiento
relativo de los distintos elementos, que pueden ser de desplazamiento, de giro, o de

una combinacion de ambos (Figura 2.6).
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Figura 2.6. Movimiento de los distintos elementos en un brazo robético

Mecéanicamente, un robot se compone de un brazo y una mufleca mas una
herramienta, guardando cierta similitud con la anatomia del brazo humano, lo que en
ocasiones, para hacer referencia a los distintos elementos que componen el robot, se

usan términos como cuerpo, brazo codo y mufieca (Figura 2.6).
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A continuacion se muestran algunas de las configuraciones mas frecuentes de
robots industriales, las denominaciones de los tres primeros (a, b y ¢) se originan por
la forma de determinar el movimiento de las coordenadas del extremo final del brazo

(Figura 2.7).

a) Robot cartesiano b) Robot cilindrico ¢) Robot esférico

d) Robot antropomoérfico e) Robot SCARA

Figura 2.7. Configuraciones frecuentes en robots industriales

De estas configuraciones, la mas cominmente usada en la industria por su
amplio rango de movimientos y la capacidad de ser programada para realizar un
variado nimero de tareas, es la antropomorfica. El mas conocido de estos robots es el
PUMA (Progammable Universal Machine for Assembly) de Unimate (Figura 2.8)
que cuenta con 6 grados de libertad y que seré utilizado como modelo para el estudio

de los problemas cinemaéticos directo e inverso en los capitulos cuatro y cinco.
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Figura 2.8. Robot PUMA de Unimate.

2.3.2 Clasificacion

Los robots han sido clasificados de acuerdo a su generacion, a su nivel de
inteligencia, a su nivel de control y a su nivel de lenguaje de programacion. Estas
clasificaciones reflejan la potencia del software en el controlador, en particular, la

sofisticada interaccion de los sensores.

La generacion de un robot se determina por el orden histdrico de desarrollos
en la robotica. Cinco generaciones son normalmente asignadas a los robots

industriales. A saber:

1.- Robots Play-back, los cuales repiten una secuencia de instrucciones

grabadas, como un robot utilizado en recubrimiento por spray o soldadura por arco.

Estos robots comUnmente tienen un control de lazo abierto.

2.- Robots controlados por sensores, estos tienen un control en lazo cerrado de

movimientos manipulados, y toman decisiones basados en datos obtenidos por

SENSOres.

3.- Robots controlados por vision, donde los robots pueden manipular un

objeto al utilizar informacién desde un sistema de vision.
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4.- Robots controlados adaptablemente, donde los robots pueden

automaticamente reprogramar sus acciones sobre la base de los datos obtenidos por

los sensores.

5.- Robots con inteligencia artificial, donde los robots utilizan las técnicas de

inteligencia artificial para tomar sus propias decisiones y resolver problemas.

La tercera generacion es utilizada en la industria, la cuarta se desarrolla en los

laboratorios de investigacion, y la quinta generacion es un gran suefio.

Sobre la base de su nivel de inteligencia, 1a Asociacion de Robots Japonesa

(JIRA) ha clasificado a los robots dentro de seis clases:

1.- Dispositivos de manejo manual, controlados por una persona.

2.- Robots de secuencia arreglada.

3.- Robots de secuencia variable, donde un operador puede modificar la

secuencia facilmente.

4.- Robots regeneradores, donde el operador humano conduce el robot a través

de la tarea.

5.- Robots de control numérico, donde el operador alimenta la programacion

del movimiento.

6.- Robots inteligentes, los cuales pueden entender e interactuar con cambios

en el medio ambiente.

Los programas en el controlador del robot pueden ser agrupados de acuerdo al

nivel de control que realizan, de la siguiente manera:
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1.- Nivel de inteligencia artificial, donde el programa aceptara un comando

como "levantar el producto" y descomponerlo dentro de una secuencia de comandos

de bajo nivel basados en un modelo estratégico de las tareas.

2.- Nivel de modo de control, donde los movimientos del sistema son

modelados, para lo que se incluye la interaccion dindmica entre los diferentes

mecanismos, trayectorias planeadas, y los puntos de asignacion seleccionados.

3.- Niveles de servosistemas, donde los actuadores controlan los pardmetros

de los mecanismos con el uso de una retroalimentacion interna de los datos obtenidos
por los sensores, y la ruta es modificada sobre la base de los datos que se obtienen de
sensores externos. Todas las detecciones de fallas y mecanismos de correccion son

implementados en este nivel.

En la clasificacion final se considerara el nivel del lenguaje de programacion.
La clave para una aplicacion efectiva de los robots, para una amplia variedad de
tareas, es el desarrollo de lenguajes de alto nivel. Existen muchos sistemas de
programacioén de robots, aunque la mayor parte del software mas avanzado se
encuentra en los laboratorios de investigacion. Los sistemas de programacion de

robots caen dentro de tres clases:

1.- Sistemas guiados, en el cual el usuario conduce al robot a través de los

movimientos a ser realizados.

2.- Sistemas de programacién de nivel-robot, en los cuales el usuario escribe

un programa de computadora al especificar el movimiento y el sensado.

3.- Sistemas de programacion de nivel-tarea, en el cual el usuario especifica la

operacion por sus acciones sobre los objetos que el robot manipula
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2.4 Aplicaciones de los robots

Los robots son utilizados en una diversidad de aplicaciones, desde robots
tortugas en los salones de clases, robots soldadores en la industria automotriz, hasta

brazos tele-operados en el transbordador espacial.

Cada robot lleva consigo su problemadtica propia y sus soluciones afines; no
obstante que mucha gente considera que la automatizacion de procesos a través de
robots esta en sus inicios, es un hecho innegable que la introduccion de la tecnologia
robdtica en la industria, ya ha causado un gran impacto. En este sentido la industria

Automotriz desempeiia un papel preponderante (Figura 2.9).

Figura 2.9. Robots en la industria automotriz.

A continuacion se resefian las dreas mds importantes donde destaca la

aplicacion de la robdtica.

2.4.1 Industria

Los robots son utilizados para una diversidad de procesos industriales. Para
transferencia o transporte de materiales de una posicion a otra, carga y/o descarga de

maquinas en operaciones de mecanizado, manejo de materiales peligrosos o fragiles,
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moldeado en la industria plastica. Todos estos trabajos requieren que el efector final

(extremo) del robot sea una pinza. En la figura 2.10 se muestran algunos de estos

robots.

Figura 2.10. Algunos robots manipuladores de la industria.

Para operaciones de procesamiento en las cuales el robot efectiia trabajos
sobre piezas, como son: la soldadura de punto y soldadura de arco continua,
recubrimiento con spray, taladro, acanalado, y otras aplicaciones de mecanizado.
Rectificado, pulido, desbarbado, cepillado y operaciones similares. Remachado, Corte

por chorro de agua y corte por laser. Estos trabajos casi siempre necesitan que el
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efector final (extremo) del robot sea una herramienta en lugar de una pinza. Algunos

de estos robots se muestran en la figura 2.11.

(c) Para operaciones de mecanizado

Figura 2.11. Algunos robots para operaciones de procesamiento.
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2.4.2 Laboratorios

Los robots estan encontrando un gran numero de aplicaciones en los
laboratorios. Llevan a cabo con efectividad tareas repetitivas como la colocacion de
tubos de pruebas, dentro de los instrumentos de medicion. En ésta etapa de su
desarrollo, los robots son utilizados para realizar procedimientos manuales
automatizados. Un tipico sistema de preparacion de muestras consiste de un robot y
una estacion de laboratorio, la cual contiene balanzas, dispensadores, centrifugadores,

tubos de pruebas, etc.

Las muestras son movidas desde la estacion de laboratorios por el robot bajo
el control de procedimientos de un programa. Los fabricantes de estos sistemas
aseguran tener tres ventajas sobre la operacion manual: incrementan la productividad,
mejoran el control de calidad y reducen la exposicion del ser humano a sustancias

quimicas nocivas.

Las aplicaciones subsecuentes incluyen la medicion del Ph, viscosidad, y el
porcentaje de solidos en polimeros, preparacion de plasma humano para muestras a
ser examinadas, calor, flujo, peso y disolucion de muestras para presentaciones

espectrométricas.

2.4.3 Manipuladores cinematicos

La tecnologia robdtica encontr6 su primera aplicacion en la industria nuclear
con el desarrollo de teleoperadores para manejar material radiactivo. Los robots mas
recientes han sido utilizados para soldar a control remoto y la inspeccioén de tuberias
en areas de alta radiacion. El accidente en la planta nuclear de Three Mile Island en
Pennsylvania en 1.979 estimul6 el desarrollo y aplicaciéon de los robots en la industria
nuclear. El reactor numero 2 (TMI-2) perdid6 su enfriamiento, y provocod la
destruccion de la mayor parte del reactor, y dej6 grandes areas del reactor
contaminadas, inaccesibles para el ser humano. Debido a los altos niveles de

radiacidn, las tareas de limpieza solo eran posibles por medios remotos. Varios robots
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y vehiculos controlados remotamente han sido utilizados para tal fin en los lugares
donde ha ocurrido un accidente de este tipo. Esta clase de robots son equipados en su
mayoria con sofisticados equipos para detectar niveles de radiacidon, cdmaras, e

incluso llegan a traer a bordo un mini laboratorio para hacer pruebas.
2.4.4 Agricultura

Para muchos la idea de tener un robot agricultor es ciencia ficcion, pero la
realidad es muy diferente; o al menos asi parece ser para el Instituto de Investigacion
Australiano, el cual ha invertido una gran cantidad de dinero y tiempo en el desarrollo
de este tipo de robots. Entre sus proyectos se encuentra ORACLE, una maquina que
esquila ovejas. La trayectoria del cortador sobre el cuerpo de las ovejas se planea con

un modelo geométrico de la oveja.

Para compensar el tamaio entre la oveja real y el modelo, se tiene un conjunto
de sensores que registran la informacion de la respiracion del animal, a la vez que su
tamafo, ésta es enviaba a una computadora que realiza las compensaciones necesarias

y modifica la trayectoria del cortador en tiempo real.

Por su parte en Francia se hacen aplicaciones de tipo experimental para incluir

a los robots en la siembra, y poda de los vifiedos, como en la pizca de la manzana.
2.4.5 Industria espacial

La exploracion espacial posee problemas especiales para el uso de robots. El
medio ambiente es hostil para el ser humano, quien requiere un equipo de proteccion
muy costoso, tanto en la Tierra como en el Espacio. Muchos cientificos han hecho la
sugerencia de que es necesario el uso de Robots para continuar con los avances en la
exploracion espacial; pero como todavia no se llega a un grado de automatizacion tan
precisa para ésta aplicacion, el ser humano aun no ha podido ser reemplazado por
éstos. Por su parte, son los teleoperadores los que han encontrado aplicacién en los

transbordadores espaciales.
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En Marzo de 1.982 el transbordador Columbia fué el primero en utilizar este
tipo de robots (Figura 2.12), aunque el ser humano participa en la realizacion del
control de lazo cerrado. Algunas investigaciones estan encaminadas al disefio,
construccion y control de vehiculos auténomos, los cuales llevaran a bordo complejos

laboratorios y camaras muy sofisticadas para la exploracion de otros planetas.

Figura 2.12. Brazo robético utilizado en el transbordador espacial Columbia

En Noviembre de 1.970 los rusos consiguieron el alunizaje del Lunokhod 1
(Figura 2.13a), el cual poseia camaras de television, sensores y un pequefio

laboratorio, era controlado remotamente desde la tierra.

(a) Lunokhod (ruso) (b) Viking 1 (norteamericano)

Figura 2.13. Algunos robots espaciales

En Julio de 1.976, los norteamericanos aterrizaron en Marte el Viking 1

(Figura 2.13b), llevando a bordo un brazo robotizado, el cual recogia muestras de

26


http://www.monografias.com/trabajos11/norma/norma.shtml
http://www.monografias.com/trabajos16/kaizen-construccion/kaizen-construccion.shtml#CARATER
http://www.monografias.com/trabajos/sistsolar/sistsolar.shtml
http://www.monografias.com/trabajos5/adoles/adoles.shtml
http://www.monografias.com/trabajos15/informe-laboratorio/informe-laboratorio.shtml
http://www.monografias.com/trabajos11/tierreco/tierreco.shtml

piedra, tierra y otros elementos, los cuales eran analizadas en el laboratorio que fue
acondicionado en el interior del robot. Por supuesto, también contaba con un equipo

muy sofisticado de cdmaras de video.

2.4.6 Vehiculos submarinos

Dos eventos durante el verano de 1.985 provocaron el aumento por el interés
de los vehiculos submarinos. En el primero - Un avion de la Air Indian se estrelld en
el Océano Atlantico cerca de las costas de Irlanda - un vehiculo submarino guiado
remotamente, normalmente utilizado para el tendido de cable, fue utilizado para
encontrar y recobrar la caja negra del avion. El segundo fue el descubrimiento del
Titanic en el fondo de un cafién, donde habia permanecido después del choque con un
témpano de hielo en 1.912, cuatro kilometros abajo de la superficie. Un vehiculo
submarino, denominado Jason Jr., fue utilizado para encontrar, explorar y filmar el

hallazgo (Figura 2.14).

Figura 2.14. Robot de exploracion submarina Jason Jr.

En la actualidad muchos de estos vehiculos submarinos se utilizan en la
inspeccion y mantenimiento de tuberias que conducen petroleo, gas o aceite en las
plataformas oceénicas; en el tendido e inspeccion del cableado para comunicaciones,

para investigaciones geoldgicas y geofisicas en el suelo marino.
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2.4.7 Educacion

Los robots estan apareciendo en los salones de clases de tres formas distintas.
Primero, los programas educacionales que utilizan la simulacién de control de robots
como un medio de ensefanza. El segundo y de uso méas comun es el uso del robot
tortuga en conjuncion con el lenguaje LOGO para ensefiar ciencias computacionales.
LOGO fue creado con la intencion de proporcionar al estudiante un medio natural y

divertido en el aprendizaje de las matematicas.

En tercer lugar esta el uso de los robots en los salones de clases. Una serie de
manipuladores de bajo costo, robots moviles, y sistemas completos han sido
desarrollados para su utilizacion en los laboratorios educacionales. Entre estos se
puede mencionar a PEBBLES, robot que permite a los alumnos con problemas
fisicos o de educacion especial recibir clases e interactuar con el profesor y los

compaifieros a distancia (Figura 2.15).

Figura 2.15. Robot PEBBLES.

2.4.8 Medicina
Los sistemas Da Vinci y Zeus (Figura 2.16) permiten a los cirujanos realizar

operaciones laparoscopicas a través de incisiones muy pequenas, disminuyendo el
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riesgo de infeccion, logrando cirugias mas rapidas y menos invasivas lo que incide
positivamente en el tiempo que requiere el paciente para recuperarse. El sistema

PENELOPE es otro tipo de robot que asiste al cirujano y permite el control eficiente

del instrumental quirdrgico en la sala de operaciones (Figura 2.17a).

(a) Sistema Da Vinci

Zeus Consale

(b) Sistema Zeus

Figura 2.16. Sistemas roboticos para intervenciones quiruargicas.

También existen Robots capaces de realizar exdmenes médicos e incluso

ayudar en la rehabilitacion de pacientes (Figura 2.17b).
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(b) Robots usados en la rehabilitacion de pacientes y para examen de mamas.

Figura 2.17. Otros sistemas robéticos utilizados en la medicina.

Mas recientemente, la robotica ha contribuido con valiosos aportes en otros

dos campos: el militar y policial, y la medicina.

2.4.9 Militar y Policial
Los dispositivos en esta area son usados para la desactivacion de minas o

artefactos explosivos, para la inspeccion de infraestructuras dafiadas por desastres
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naturales y rescate de victimas o el manejo de situaciones con individuos armados y
peligrosos. Algunos de estos robots tienen la capacidad de portar armamento y

realizar ataques con gran precision. En la figura 2.18 se muestran algunos de ellos.

(b) Robot TALON en diferentes configuraciones.

(c) Avion no tripulado PREDATOR utilizado para reconocimiento y ataque aéreo.

Figura 2.18. Algunos robots usados en el area militar y policial
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Lo anteriormente desarrollado nos da una nocion de la importancia que ha
adquirido la robdtica en los ultimos afios, con su creciente aplicacion en diversas

areas de la tecnologia, ingenieria, medicina, entre otros.

2.5 Antecedentes

Desde sus inicios con los egipcios y los griegos, pasando por las invenciones
europeas de Jacques de Vaucanson, Pierre Jaquet Droz, Henri Maillardert, Cartwright
y Jacquard, entre los siglos XVII y XIX, hasta la introduccion formal del término
robot en 1.921 (Karel Capek) y el establecimiento de las tres leyes de la robotica por
Isaac Asimov, los desarrollos roboticos fueron meramente empiricos. Es a partir de la
década de los afios 1.950 cuando se desarrolla la robdtica empleando areas del
conocimiento cientifico (matematica, fisica e ingenieria). Esto quedé demostrado con
la introduccion en 1.952 del primer control numérico que dio paso a la era de la
automatizaciéon y la concepcion de un dispositivo de transferencia de articulos

programada en 1.954 por el ingeniero norteamericano George C. Devol.

En 1.955 Denavit-Hartenberg introducen un método de analisis cinematico
que permite determinar la posicion y orientacion en el espacio del extremo final de un
brazo robodtico, mediante el uso de matrices de transformacion homogéneas. Este
método utiliza los parametros de Denavit-Hartenberg y es la convencion aceptada y
utilizada por la mayoria de los mecanismos robdéticos en la actualidad. De esta forma
se puede estudiar de manera rapida y eficiente la cinematica directa de un brazo

robotico.

Desde de la década de 1.980 hasta la fecha y a pesar de los grandes avances en
el area de la robdtica, la mayoria de los trabajos de investigacién sobre mecanismos
roboéticos se limitan a estudiar la cinematica de manera directa o indirecta, sin la
posibilidad de analizar el movimiento, desde el punto de vista cinematico, en funcion

del tiempo o en el mejor de los casos realizar un analisis incompleto, que proporciona
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informacion de una utilidad muy limitada. Resolver este problema permite abordar la
dinamica del mecanismo robdtico, asi como desarrollar los algoritmos de control, de

manera mas rapida y eficiente.
En la Escuela de Ingenieria Mecanica de la Universidad Central de Venezuela

no existen antecedentes de trabajos de investigacion sobre la cinematica de

mecanismos roboticos.
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CAPITULO III

HERRAMIENTAS MATEMATICAS PARA LA
LOCALIZACION ESPACIAL
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CAPITULO 111

HERRAMIENTAS MATEMATICAS PARA LA LOCALIZACION ESPACIAL

Conocer la posicion y orientacion del extremo del robot con respecto a su
base, es de especial interés para el correcto movimiento y manipulacion de piezas en
el espacio. Se aprecia entonces la necesidad de contar con una serie de herramientas
matematicas lo suficientemente potentes para obtener de forma sencilla relaciones

espaciales entre distintos objetos y en especial entre éstos y el manipulador.

En el siguiente capitulo se introduce el concepto de matriz de transformacion
homogénea, necesaria para la representacion conjunta de posicion y orientacion, junto
con sus propiedades y aplicaciones. Se trata de una herramienta muy util para
representar transformaciones espaciales, sin embargo, es necesario resaltar que esta es
de aplicacion general para el tratamiento de problemas de localizacion espacial, asi
que no son de aplicacion exclusiva en el campo de la robdtica, estando su uso
ampliamente extendido en otros campos, como por ejemplo, en el de graficos por

computador.
De igual forma, se hace una breve explicacion de los denominados cuaternios
o cuaterniones, un método alternativo de gran economia computacional utilizado

incluso por algunos robots comerciales para la representacion de orientacion.

3.1 Representacion de la posicion v la orientacion en el espacio

La forma mads intuitiva y utilizada de especificar la posicion de un punto son
las coordenadas cartesianas. Si se trabaja en el espacio (tres dimensiones), el sistema
cartesiano OXYZ estd compuesto por una terna ortonormal de ejes coordenados OX,

OYy OZ, tal y como se ve en la figura 3.1. Asi, un vector o un punto viene definido
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con respecto a este sistema de referencia mediante las coordenadas correspondientes a
cada uno de los ejes coordenados. En el caso de la figura 3.1, el vector Op o punto p

estard definido por las componentes cartesianas (x, y, z).

5
A
Py
9 L » £
______________ oy
X y

Figura 3.1. Representacion en tres dimensiones de un vector o punto.

Existen ademas otros métodos, igualmente validos, y también ampliamente
extendidos, como son las coordenadas polares para dos dimensiones y las cilindricas

y esféricas para tres dimensiones.

Un punto queda totalmente definido en el espacio a través de los datos de su
posicion. Sin embargo, para el caso de un solido, es necesario ademas, definir cual es
su orientacion con respecto a un sistema de referencia. En el caso de un robot, no es
suficiente con especificar cual debe ser la posicion de su extremo, sino que en
general, es también necesario indicar su orientacion. Por ejemplo, en el caso de un
robot que tenga que realizar sobre una pieza curva una operacion de pulido, no
bastaria con especificar los puntos de la superficie para situar adecuadamente la
herramienta, sino que sera necesario también conocer la orientaciéon con que la

herramienta ha de realizar la operacion.
Una orientacién en el espacio tridimensional viene definida por tres grados de

libertad o tres coordenadas independientes. Para poder describir de forma sencilla la

orientacién de un objeto respecto a un sistema de referencia, es habitual asignar
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solidariamente al objeto un nuevo sistema de referencia movil, y después estudiar la
relacion espacial existente entre los dos sistemas. De forma general, esta relacion
vendra dada por la posicion y orientacion del sistema asociado al objeto respecto al
de referencia. Para el andlisis de los distintos métodos de representar orientaciones se
supondra que ambos sistemas coinciden en el origen y que por tanto no existe cambio

alguno de posicion entre ellos.

3.2 Matrices de rotacion

Las matrices de rotacion son el método mas extendido para la descripcion de
orientaciones, debido principalmente a la comodidad que proporciona el uso del

algebra matricial.

Una matriz de rotacion 3 x 3 se puede definir como una matriz de
transformacion que opera sobre un vector de posicién en el espacio euclideo
tridimensional y transforma sus coordenadas expresadas en un sistema de
coordenadas rotado QOUVW (sistema ligado al cuerpo) a un sistema de coordenadas de
referencia OXYZ. En la figura 3.2 se dan dos sistemas de coordenadas rectangulares,
uno el sistema de coordenadas OXYZ, con OX, OY y OZ como sus ejes de

coordenadas, y el sistema de coordenadas OUVW, con OU, OV, OW como sus ejes de

coordenadas.
Zz
[
L /
0 /_, >’ >’
v V
X

Figura 3.2. Sistemas de coordenadas de referencia y ligado al cuerpo (movil).
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Ambos sistemas de coordenadas tienen sus origenes coincidentes en el punto
O. El sistema de coordenadas OXYZ estd fijo en el espacio tridimensional y se
considera que es el sistema de referencia. El sistema de coordenadas OUVW esta
girando con respecto al sistema de referencia OXYZ. Fisicamente, uno puede
considerar que el sistema de coordenadas OUVW es un sistema de coordenadas ligado
al cuerpo. Esto es, esta permanentemente y convenientemente unido al cuerpo rigido

(por ejemplo, un avioén o un elemento del brazo de robot) y se mueve junto con el.

Sean (ix., jy, K;) y (iu, j» Kw) los vectores unitarios a lo largo de los ejes de
coordenadas de los sistemas OXYZ y OUVW, respectivamente. Un punto p en el
espacio se puede representar por sus coordenadas con respecto a ambos sistemas de
coordenadas (Figura 3.2). Para facilitar el analisis, suponemos que p estd en reposo y
fijo con respecto al sistema de coordenadas OUVW. Entonces el punto p se puede
representar por sus coordenadas con respecto al sistema de coordenadas OUVW y

OXYZ, respectivamente, como

puvw = (plb pv: pW)T y pxyz = (px’ py: pZ)T (3'1)

donde py- y Puww representan el mismo punto p en el espacio con respecto a
diferentes sistemas de coordenadas y el superindice 7 en los vectores y matrices

denota la operacion transpuesta.
Debemos encontrar una matriz R de transformacion 3 x 3 que transforme las
coordenadas del punto p, en el sistema OUVW, a las coordenadas expresadas con

respecto al sistema de coordenadas OXYZ, después de que el sistema de coordenadas

OUVW ha sido girado, como en la figura 3.2. Esto es:

Pxyz = R Puyw (3.2)
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Obsérvese que fisicamente el punto pyyw ha sido girado junto con el sistema de
coordenadas OUVW. Recordando la definicion de las componentes de un vector

tenemos

Puww = Pulut pujy T Pk (3.3)

y recordando que p,, p, y p-representan las componentes de p a lo largo de los ejes
0X, OY y OZ, respectivamente, o las proyecciones de p sobre los ejes respectivos.

Asi, utilizando la definicion del producto escalar y la ecuacion (3.2),

px:ix-p: ix-iupu+ix-jvpv+ix-kwpw
D=0y P= dy- wpu tjy. ooyt iy Kppw (3.4)
p-=k..p= k. iup, t K. jupv + K Ky P

o expresado en forma matricial,

Px Ix - Lu Ix. jv Ix- kw Pu

py = jy-iu jy<jv jy»kw pv (35)
pz kz . iu kz . jv kz . kw pw

Utilizando esta notacion, la matriz R en la ecuacion (3.5) estd dada por

ix-iu iX'jV ika
R= jy-l.u jy-jv jy-kw (36)
kZ . ill kZ . jV kZ . kM/

y define la orientacion del sistema OUVW con respecto al sistema OXYZ. La principal
utilidad de esta matriz de rotacion corresponde a la representacion de la orientacion
de sistemas girados unicamente sobre uno de los ejes principales del sistema de

referencia.
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Analogamente, se pueden relacionar las coordenadas de p,. con las

coordenadas de pyy- :

Pun = Q Pz 3.7)
p“ ix~iu jy~iu kzlu px
(0] pv| = l‘x<jv jy-jv kz-jv y 2 (38)

Pw ix - kw ] y - kv ke kw p-

Como los productos escalares son conmutativos, se puede ver de las

ecuaciones (3.6) a (3.8) que
Q=R'=R’ (3.9)
QR=R'R=R'R=1; (3.10)

Donde I3 es la matriz identidad 3 x 3. La transformacion en la ecuacién (3.2) o

., T_ -l
(3.7) se llama una transformacion ortogonal, porque R" =R | y como los vectores en
los productos escalares son todos vectores unitarios, se llama también transformacion

ortonormal.

El interés primario en desarrollar la matriz de transformacion anterior es
encontrar las matrices de rotacion que representan rotaciones del sistema de
coordenadas OUVW respecto a cada uno de los tres ejes principales del sistema de
coordenadas de referencia OXYZ. Si el sistema de coordenadas OUVW se gira un
angulo a respecto al eje OX para llegar a una nueva posicion en el espacio, entonces
el punto puw, que tiene coordenadas (p,, p., pw)T con respecto al sistema OQOUVW,
tendra coordenadas diferentes (py, p,, pZ)T con respecto al sistema de referencia OXYZ.

La matriz de transformacion necesaria R, , se llama matriz de rotacion respecto al
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eje OX con angulo a. La matriz Ry, , se puede derivar del concepto de matriz de

transformacion obtenida anteriormente, esto es,

Px:z = Rx,a Puvw (311)
con iy =i, (ver figura 3.3), y
v-lu Bxejv vk cos0 c0s 90 c0s90

Ryo=|jviu Jvjv Jvkv|=|cos90 cosa cos(0+a) | =
keiv ke v ke ko cos90 cos(90 - ) cosa

cosO0 ¢cos90 cos90 1 0 0
=1c0s90 cosa -—sena|=|0 cosa -—sena (3.12)
cos90 sena  cosa 0 sena cosa
V4
F Y

Figura 3.3. Rotacion del sistema OQUVW alrededor del eje OX un angulo a.
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Analogamente, las matrices de rotacion 3 x 3 para rotaciones respecto al eje

OY (jy = jy) con angulog y respecto al eje OZ (k; = k,,) con angulo 6 son,

respectivamente
cos ¢ 0 seng cosd —senf 0
R, , = 0 1 0 R g=|sen@ cosd O (3.13)
—seng 0 cos¢ 0 0 1

Las matrices anteriores se llaman las matrices de rotacidon basicas. Se pueden

obtener otras matrices de rotacion finitas a partir de estas matrices.

En el ejemplo que se presenta a continuacion, se mostrara como operan las

matrices de rotacioén sobre un punto en el espacio.

Ejemplo 3.1

Dado dos puntos aums = (4,3,2)" y buw = (6, 2, 4)" con respecto al sistema de
coordenadas girado OUVW, determinar los puntos correspondientes ayy., by, con
respecto al sistema de coordenadas de referencia, si ha sido rotado 60° respecto al eje

OZ.

Las nuevas coordenadas de los puntos a y b con respecto al sistema de
referencia OXYZ se determinan aplicando, a cada punto, la matriz de rotacion bésica
alrededor del eje OZ con angulo 6, de la siguiente manera:

axyz = Rz, 60° Auyw y bxyz = Rz, 60° buvw

cos60° —sen60° 0| (4 0,500 -0,866 0| |4
ay,, =| sen60°  cos60° 0| [3]|=]0866 0500 O |3|=
0 0 112 0 0 1]1]2
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4(0,5) +3(-0,866) + 2(0)]  [-0,598

— | 4(0,866)+3(0,5)+2(0) | = | 4,964
4(0) +3(0) + 2(1) 2,0

0,500 -0,866 0][6] [1,268

by =| 0,866 0,500 0 |2]=]696
0 0 1|4 4,0

Asi, ay; ¥ by, son iguales a (-0,598, 4,964, 2,0)" y (1,268, 6,196, 4,0)",
respectivamente, cuando se expresan en términos del sistema de coordenadas de

referencia, después de la rotacion.

Ejemplo 3.2

Dado dos puntos a,, = 4,32y by, = (6, 2, 4)" con respecto al sistema de
coordenadas de referencia, determinar los puntos correspondientes a,yy, by con
respecto al sistema de coordenadas girado OUVW si ha sido rotado 60° respecto del

eje OZ.
Las nuevas coordenadas de los puntos a y b con respecto al sistema de
referencia OUVW se determinan aplicando, a cada punto, la traspuesta de la matriz de

rotacion basica alrededor del eje OZ con angulo 6, de la siguiente manera:

Ay = (R 2z 60°)T Ay y buyw = (R 2 60°)T bxyz

0,500 0,866 0| |4 4,598
A =|—0,866 0,500 0| |3|=|-1964
0 0 1]1]2 2,0

43



0,500 0,866 0| |6 4,732
buw=|—0,866 0,500 O] [2]|=|-4,196
0 0 1|14 4,0

3.3 Composicion de matrices de rotacion

Las matrices de rotacion basicas se pueden multiplicar entre si para expresar
la aplicacidn continua de varias rotaciones. Como las multiplicaciones de matrices no
conmutan, es importante el orden o secuencia de realizacion de las rotaciones. Por
ejemplo, para desarrollar una matriz de rotacion que represente una rotacion de
angulo a respecto del eje OX seguida por una rotacion del angulo 6 respecto del eje

OZ seguida por una rotacion del angulo ¢ respecto del eje OY, la matriz de rotacion

resultante que representa estas rotaciones es

R=Ry, 4 Ry Ry,

Cos¢p 0 Seng| |Cos@ —Senf 0|1 0 0
= 0 1 0 Send@ Cos@ 0||0 Cosa —Sena |=
—Seng 0 Cos¢ 0 0 1|0 Sena Coca

CosgCos@  SengSena — CospSenGCosax  Cos@SenBSencx + SenpCos
= Sen@ CosBCosa — CosBSena (3.14)
—SengCos@ Sen@Sen@osa + Cos@Senax Cos@pCosa — Sen@Sen BSen o

Esto es diferente de la matriz de rotacion que representa una rotacion del

angulo ¢ respecto del eje OY seguida por una rotacion de angulo 6 respecto del eje

OZ seguida por una rotacion de angulo a respecto del eje OX.
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R=Ry.R; 0 Ry 4=

1 0 0 Cos@ —Sen@ 0| Cosp 0 Seng
=10 Cosa —Sena||Sen@ Cos@ 0 0 1 0 |=
0 Sena Cosa 0 0 1||—Seng O Cos¢

Cos&Cos ¢ —Send Cos@Seng

= | CosaSenOCos¢ + SenaSeng CosaCos@ CosaSenBSend — SenaCos¢ | (3.15)
SenaSenOCos¢p — CosaSend  SenaCos@  SenaSenBSeng + CosaCos @

Ademas de girar respecto de los ejes principales del sistema de referencia
OXYZ, el sistema de coordenadas giratorio OUVW puede también rotar respecto de
sus propios ejes U, V o W. En este caso la matriz de rotacion resultante o compuesta

se puede obtener de las siguientes reglas simples:

1. Inicialmente ambos sistemas de coordenadas son coincidentes, de aqui que la
matriz de rotacidon es una matriz identidad I3 de 3 x 3. Esto se demuestra a través
las ecuaciones 3.12 y 3.13, cuando los sistemas de coordenadas son coincidentes

a=¢ =0=0, (Figura 3.2).

2. Si el sistema de coordenadas giratorio OUVW esta girando respecto de uno de
los ejes principales del sistema OXYZ, entonces premultiplicar la matriz de
rotacion previa (resultante) por una matriz de rotacion bdasica apropiada, de la

manera siguiente R=R , Rg.
3. Si el sistema de coordenadas rotante OUVW esta girando respecto de su propio

eje principal, entonces postmultiplicar 1la matriz de rotacidn previa (resultante) por

una matriz de rotacion bésica apropiada, de la manera siguiente R=Rg R, ,
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Ejemplo 3.3

Encontrar la matriz de rotacion resultante que representa un giro de angulo ¢

respecto del eje OY seguido por una rotacion de angulo 6 respecto del eje OW

seguido por una rotacién de angulo a respecto del eje OU.

Aplicando las reglas anteriores para la obtencion de la matriz de rotacion
compuesta, se tiene:

R:R.Va ¢ RwaaRuaa:

Cos¢p 0 Seng| |Cos@ —Senf 0| |1 0 0
0 1 0 Send@ Cos@ 0| |0 Cosa -—Sena|=
—Seng 0 Cos¢ 0 0 1110 Sena Cosa

CosgCos@  SengSena — Cos@SenO@Cosax  Cos@SenBSenc + SendCos o
= Send CosB@Cosa —CosOCos«
—SengCos@ Sen@SenCosa + CosgSenax Cos@pCosa — Sen@gSen 8Sen o

3.4 Matriz de rotacion respecto a un eje arbitrario

Algunas veces el sistema de coordenadas rotantes QOUVW puede girar un
angulo ¢ respecto de un eje arbitrario, representado por r que es un vector unitario de
componentes 7y, 7, y 7; y que pasa a través del origen O. La ventaja consiste en que
para ciertos movimientos angulares del sistema OUVW, éste puede realizar una
rotacion alrededor del eje r en lugar de algunas rotaciones respecto de los ejes

principales de los sistemas de coordenadas OUVW y/o OXYZ.

Para derivar esta matriz de rotacion R, 4, podemos primero realizar algunas

rotaciones respecto de los ejes principales del sistema OXYZ para alinear el eje r con
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el eje OZ. Luego hacemos la rotacion respecto de r con angulo ¢ y giramos el eje

principal del sistema OXYZ para volver el eje r otra vez a su posicion original.

Con referencia a la figura 3.4, el alineamiento del eje OZ con el eje r se logra
haciéndolo girar primero alrededor del eje OX un angulo « (el eje r estard entonces en
el plano XZ7), seguido por la rotacion, un angulo —f, alrededor del eje OY (el eje r

ahora se alinea con el eje 0OZ).

o=

tn

Figura 3.4. Rotacion respecto de un eje arbitrario.

Después de la rotacion del angulo ¢ respecto del eje OZ o eje r, invertir las

secuencias de rotaciones anteriores con sus respectivos angulos opuestos. La matriz

de rotacion resultante es:

Ryg =Ry Ryp Ry Ry Ry =
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1 0 0 Cosp 0 Senpf||Cosp —Seng 0
=10 Cosa Sena 0 1 0 Seng  Cos¢p 0]x

0 —Sena Cosa||—Senf 0 Cosp 0 0 1
Cosfp 0 —Senp| |1 0 0
X 0 1 0 0 Cosa —Sena

Senfp 0 Cosp 0 Sena Cosa

De la figura 3.4 encontramos facilmente que:

Sén 0 = —/— COS a =

2 2
r ro4+r
= cos f=

sen ff = —
r r

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores,

rx2V¢+C0s¢ r.r Vp—r.Seng rrVo+rSeng
R,y =|rrVp+r.Seng 1'Vp+Cosp rrVp—rSend (3.16)
r.Vo—rSeng rrVo+rSeng r. Vg + Cosg

y utilizando V¢ =1 — cos¢ para abreviar las expresiones de la matriz, después de

hacer las simplificaciones trigonométricas. Esta es una matriz de rotaciéon muy util.
Aplicada a un punto p,,w, del sistema de referencia mévil OUVW, tiene el efecto de

rotarlo un angulo ¢ respecto del eje r, a un nuevo punto P, expresado en

coordenadas del sistema de referencia OXYZ (figura 3.5).
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ZW
Figura 3.5. Efecto de la matriz de rotacion respecto a un eje cualquiera aplicada a un punto.

Ejemplo 3.4

Encontrar la matriz de rotacién R, 4 que representa la rotacion de angulo ¢

respecto del vector r = (1, 1, 1)".

Como el vector r no es un vector unitario, necesitamos normalizarlo y

encontrar sus componentes a lo largo del eje principal del sistema OXYZ. Por tanto,

1 1 1
Sustituyendo en la ecuacion (3.16), se obtiene la matriz R, 4

KVg+Cosgp  Vo— VisSend JVe+ )5Send
R,y = | AVd+ )f5Send WVe+ Cosg KVP— V5 Send
KVo— V5Seng  JVg+ ViSeng iV +Cosg

3.5 Interpretacion geométrica de las matrices de rotacion
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Es conveniente interpretar las matrices de rotacion basicas de forma
geométrica. Escojamos un punto p fijo en el sistema de coordenadas OUVW que sea
(1, 0, O)T, esto es, puw = i,. Entonces la primera columna de la matriz de rotacion
representa las coordenadas de este punto con respecto al sistema de coordenadas
OXYZ. Analogamente, escogiendo p como (0, 1, 0)" y (0, 0, 1), se puede identificar
que los elementos de la segunda y tercera columna de una matriz de rotacién
representan los ejes OV 'y OW, respectivamente, del sistema de coordenadas QOUVW

con respecto al sistema de coordenadas OXYZ (Figura 3.6).

- A 1 0 0
Rey«e= |0 cosa -sena
w4 0 senaz Ccosa
(0.1, ())jr Para @ =10 (no hay rotacion)
entonces,
5 ©0.0,1)°  °
Py = i, \ rl’ 4 eje OW
1,0,07 cie OV \
1 0 0
;/ = R.o= @ (1|
{ 0 1

Figura 3.6. Interpretacion geométrica de la matriz de rotacién.

Asi, dado un sistema de referencia OXYZ y una matriz de rotacion, los
vectores columna de la matriz de rotacion representan los ejes principales del sistema
de coordenadas QOUVW con respecto al sistema de referencia y se puede deducir la
localizacién de todos los ejes principales del sistema de coordenadas OUVW con

respecto al sistema de referencia. En otras palabras, una matriz de rotaciéon
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geométricamente representa los ejes principales del sistema de coordenadas

rotado con respecto al sistema de coordenadas de referencia.

Como la inversa de una matriz de rotacion es equivalente a su transpuesta, los

vectores fila de la matriz de rotacion representan los ejes principales del sistema

de referencia OXYZ con respecto al sistema de coordenadas rotado OUVW. Esta

interpretacion geométrica de las matrices de rotacion es un concepto importante que

proporciona informacion en muchos problemas cinematicos del brazo del robot. Se

dan a continuacién algunas propiedades ttiles de las matrices de rotacion:

1.

Cada vector columna de la matriz de rotacion es una representacion del vector
unitario del eje rotado expresado en términos de los vectores unitarios de los
ejes del sistema de referencia OXYZ, y cada vector fila es una representacion
del vector unitario de los ejes de referencia expresados en funcién de los

vectores unitarios de los ejes rotados del sistema UVW.

Como cada fila y columna es una representacion de un vector unitario, la
magnitud de cada una de ellas debe ser igual a 1. Esta es una propiedad
directa de un sistema de coordenadas ortonormal. Mas aun, el determinante de
una matriz de rotacion es +1 para un sistema de coordenadas dextrogiro y -1

para un sistema de coordenadas levogiro.

Como cada fila es una representacion vectorial de vectores ortonormales, el
producto interno (producto escalar) de cada fila por cualquier otra fila es igual
a cero. Andlogamente el producto interno de cada columna por cualquier otra

columna también es igual a cero.

4. Lainversa de una matriz de rotacion es la traspuesta de la matriz de rotacion

R'=R" y RR'=1;
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donde I3 es una matriz identidad de 3 x 3.
Las propiedades 3 y 4 son especialmente utiles para comprobar los resultados

de multiplicacion de matrices de rotacion y para determinar un vector columna

erroneo.

3.6 Coordenadas homogéneas v la matriz de transformacion homogénea

Como una matriz de rotacion 3 x 3 no da ninguna posibilidad para una
representacion conjunta de la posicion y la orientacion, asi como para la traslacion y
el escalado, se introduce una cuarta coordenada o componente al vector de posicion p
- T . Cqe . A _
= (px, Py, P-)° en un espacio tridimensional que lo transforma en p* = (Wp,, wp,, wp-,

T . ’ r
w)". Decimos que el vector p* se expresa en coordenadas homogéneas. En ésta
seccion se utiliza un <<circunflejo>> (es decir, p”*) para indicar la representacion de
un vector cartesiano en coordenadas homogéneas. Posteriormente, cuando no haya
confusion, se eliminaran estos <<circunflejos>>. El concepto de una representacion
en coordenadas homogéneas en un espacio euclideo tridimensional es ttil para
desarrollar transformaciones matriciales que incluyen rotacion, traslacion, escalado y
transformacion de perspectiva. Asi, en un espacio tridimensional, un vector de

Yy _ T : T
posicion p = (py, py, p-)° se representa por un vector ampliado (wpy, wp,, wp., w) en
la representacion de coordenadas homogéneas. Las coordenadas fisicas se relacionan

a las coordenadas homogéneas como sigue:
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No existe una representacion en coordenadas homogéneas Unica para una
representacion en un espacio tridimensional. Por ejemplo, p*1 = (Wipx, wipy, wip-,
wl)T y P2 = (Wopy, Wop,, Wop-, wz)T son todas coordenadas homogéneas
representando el mismo vector de posicion p = (p, p,, p-)". Asi se puede ver la cuarta
componente de las coordenadas homogéneas w como un factor de escala. Si esta
coordenada es la unidad (w = 1), entonces las coordenadas homogéneas
transformadas de un vector de posicion son las mismas que las coordenadas fisicas
del vector. En aplicaciones de robdtica, este factor de escala serd siempre igual a 1,
aunque se utiliza normalmente en informatica grafica como un factor de escala
universal que toma cualquier valor positivo.

La matriz de transformacion homogénea es una matriz 4 x 4 que transforma
un vector de posicion expresado en coordenadas homogéneas desde un sistema de
coordenadas hasta otro sistema de coordenadas. Una matriz de transformacion

homogénea se puede considerar que consiste en cuatro submatrices:

matriz de

: vector de
Rsx  paxi rotacion osicién
= el e T s (3.17)
fixs  1x1 transformacion
de perspectiva escalado

La submatriz 3 x 3 superior izquierda representa la matriz de rotacion; la
submatriz superior derecha 3 x 1 representa el vector de posicion del origen del
sistema de coordenadas rotado con respecto al sistema de referencia; la submatriz
inferior izquierda 1 x 3 representa la transformacion de perspectiva; y el cuarto
elemento diagonal es el factor de escala global. La matriz de transformacion
homogénea se puede utilizar para explicar la relacion geométrica entre el sistema

ligado al cuerpo OUVW 'y el sistema de coordenadas de referencia OXYZ.

Si un vector de posicion p en el espacio tridimensional se expresa en

coordenadas homogéneas [es decir, p* = (py, p), p- 1)"], entonces, utilizando el
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concepto de matriz de transformacidn, una matriz de rotacion 3 x 3 se puede ampliar
a una matriz de rotacién homogénea 4 x 4, T,o, para operaciones de rotacion pura.

Asi, las ecuaciones (3.12) y (3.13), expresadas como matriz de rotacion homogénea

se hacen:

1 0 0 0 cosp 0 seng O
T. - 0 cosa —sena O T, , = 0 1 0 0
' 0 sena cosa O ’ —seng 0 cos¢g O
0 0 0 1 0 0 0 1

cosd —send 0 O

T,,— send cosd@ 0 O (3.18)
’ 0 0 1 0
0 0 0 1

Estas matrices de rotacion 4 x 4 se llaman las matrices de rotacion
homogéneas basicas. La submatriz superior derecha 3 x 1 de la matriz de
transformacion homogénea tiene el efecto de trasladar el sistema de coordenadas
OUVW que tiene ejes paralelos al sistema de coordenadas de referencia OXYZ, pero

cuyo origen estéd en (dx, dy, dz) respecto al sistema de coordenadas referencia:

1 0 0 dx
01 0 d

T rans = (3.19)
0 0 1 d:
00 0 1

Esta matriz de transformacion 4 x 4 se llama matriz de traslacion homogénea

basica.
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La submatriz inferior izquierda 1 x 3 de la matriz trasformacion homogénea
representa la transformacion de perspectiva, que es util para vision por computadora y
la calibracion de modelos de cdmara. Por ahora, los elementos de esta matriz se fijan

a cero para indicar la transformacion de perspectiva nula.

Los elementos de la diagonal principal de una matriz de transformacion
homogénea producen escalado local y global. Los primeros tres elementos diagonales

producen un alargamiento o escalado local, como en:

a 0 0 Of|x ax
0O b 0 O b
e (3.20)
0 0 ¢ 0]|z cz
0O 0 0 1(|1 1

Asi, los valores de las coordenadas se alargan mediante los escalares a, b y c,
respectivamente. Obsérvese que las matrices de rotacion bésicas, Tret, N0 producen

ningun efecto de escalado local.

El cuarto elemento diagonal produce escalado global como en

1 0 0 0]«
01 0 0

Y=Y 3.21)
00 1 0|z |z
0 0 0 s||1 s

donde s > 0. Las coordenadas cartesianas fisicas del vector son

. =2, p==, w=21-=1 (3.22)
S S
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Por tanto, el cuarto elemento diagonal en la matriz de transformacion
homogeénea tiene el efecto de globalmente reducir las coordenadas si s > 1 y alargar

las coordenadas si 0 <s <1.

En resumen, una matriz de transformacién homogénea 4 x 4 transforma un
vector expresado en coordenadas homogéneas con respecto al sistema de coordenadas

OUVW en el sistema de coordenadas de referencia OXYZ. Esto es, con w =1,

P xyz=T p* uwvw (3.23a)
y
Nx Sx Ax Px
T= ny Sy ay Dy _ n S a |y (323b)
nz Sz a: y 2 0 0 0 1
0O o0 0 1

Ejemplo 3.5

Dos puntos aum = (4, 3, 2)" y buwe = (6, 2, 4)” se trasladan a una distancia de
+5 unidades a lo largo del eje OX y -3 unidades a lo largo del eje OZ. Utilizando la

matriz de transformacion homogénea apropiada, determinar los nuevos puntos ay,; y

bxyz.

Empleando la ecuacion 3.19,

1 0 0 47 T 4)+1(5) 9
o1 0 o [[3] |3m+10) | |3
M0 0 1 -3 2] l2m+ie3y| |1
00 0 1]/t 1(1) 1
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1 0 0 s57[6] [u1
b0 o 02| |2
P lo o1 =3) |4 |1

00 0 1][]1 1

Los puntos trasladados son a,,, = (9, 3, -l)Ty by, = (11, 2, l)T

3.7 Interpretacion geométrica de las matrices de transformacion homogéneas

En general, una matriz de transformacion homogénea para un espacio
tridimensional se puede representar como la ecuacion (3.23b). Escojamos un punto p
fijo en el sistema de coordenadas OUVW y expresado en coordenadas homogéneas
como (0, 0, 0, l)T ; esto es, puww €S el origen del sistema de coordenadas OUVW.
Entonces las submatriz superior derecha 3 x 1 indica la posicion del origen del
sistema QUVW con respecto al sistema de coordenadas de referencia OXYZ.
Escojamos el punto p como (1, 0, 0, 1)”; esto es, Puw = iu, (ver figura 3.7). Mas atin,
suponemos que los origenes de ambos sistemas de coordenadas coinciden en un
punto O. Este tiene el efecto de hacer los elementos en la submatriz superior derecha

3 x 1 un vector nulo.
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En este caso log sistemas de Mr 8 dx P
coordenadas son comcidentes oS @ n & a p
T = =
flz Sz dz P 0 0 0 1
A 0 0 0 1
E 5
W A eje oW origen del sistema
0.0,1 1}1" vector a /_wOUVW
1y [0 0 [0
©0,0,0,1)F Vv ¥y 0 1 0 0
o 3 2 T=
B o ©.1,0, 1)% 0 (0 11 @
mmr = iy
10,01 000l
= -\______'_‘_‘———_. .
/ U g ol ge ov
X vector n Sectors

Figura 3.7. Interpretacion geométrica de una matriz de transformacion homogénea.

Entonces la primera columna (o vector n) de la matriz de transformacion
homogénea representa las coordenadas del eje OU de OUVW con respecto al sistema
de coordenadas OXYZ. Analogamente, escogiendo p como (0, 1, 0, l)T y (0,0, 1, l)T ,
se puede identificar que la segunda columna (o vector s) o la tercera columna (o
vector a) de los elementos de la matriz homogénea representan, respectivamente, los
ejes OV 'y OW del sistema de coordenadas OUVW con respecto al sistema de

coordenadas de referencia.

Asi, dado un sistema de referencia OXYZ y una matriz de transformacion
homogénea T, los vectores columnas de la submatriz de rotacion representan los ejes
principales del sistema de coordenadas OUVW con respecto al sistema de
coordenadas de referencia, y se puede dibujar la orientacion de todos los ejes
principales del sistema de coordenadas OUVW con respecto al sistema de
coordenadas de referencia. El vector cuarta columna de la matriz de transformacion
homogénea representa la posicion del origen del sistema coordenadas OUVW con

respecto al sistema de referencia. En otras palabras, una matriz de transformacion
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homogénea geométricamente representa la localizacion de un sistema de
coordenadas rotado (posicion y orientacion) con respecto al sistema de

coordenadas de referencia.

3.8 Composicion de matrices de transformacion homogénea

Las matrices de rotacion y traslacion homogéneas se pueden multiplicar entre
si para obtener una matriz de transformacion homogénea compuesta (la llamaremos
matriz T). Sin embargo, como la multiplicacién de matrices no es conmutativa, se
debe prestar una atencion cuidadosa al orden en el cual se multiplican estas matrices.
Las reglas que siguen son utiles para determinar una matriz de transformacion

homogénea compuesta:

1. Inicialmente, ambos sistemas de coordenadas son coincidentes, ya que la matriz de
transformacion homogénea es una matriz identidad 4 x 4, I4. Similar al caso de la

matriz de rotacion pura.

2. Si el sistema de coordenadas rotante OUVW esté rotando/trasladandose respecto de
los ejes principales del sistema OXYZ, entonces se debe premultiplicar la matriz de
transformacion homogénea previa (resultante) por una matriz de rotacion/traslacion

basica apropiada.

3. Si el sistema de coordenadas rotantes OUVW esta rotando/trasladandose respecto
de su propio eje principal, entonces se debe postmultiplicar la matriz de
transformacion homogénea (resultante) por una matriz de rotacion/traslacion bésica

apropiada.

Ejemplo 3.6
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Se quiere determinar una matriz T que representa una rotaciéon de angulo «a

respecto del eje OX, seguido por una traslacion de b unidades a lo largo del eje girado
or.

Siguiendo las reglas mencionadas anteriormente, a la matriz resultante T . 4,
que gira el eje OV alrededor del eje OY, se le postmultiplicard 1a matriz de traslacion

T,,» que traslada b unidades a lo largo del eje OV ya girado, resultando,

1 0 0 ol|/l1 O O O
0 cosa -—-sena 0|0 1 O b
T=Tx,a Tv,b: =
0 senaa cosa O[]0 O 1 O
0 0 0 1110 0 0 1
1 0 0 0

0 cosa -—sena bcosa

0 sena cosa bsenc
0 0 0 1

Ejemplo 3.7

Encontrar una matriz de transformacion homogénea T que represente una
rotacion de angulo o respecto del eje OX, seguida por una traslacion de a unidades a
lo largo del eje OX, seguida por una traslacion de d unidades a lo largo del eje OZ,

seguida por una rotacion de angulo 6 respecto del eje OZ.

Siguiendo nuevamente las reglas para la obtencion de la matriz compuesta, se

tiene:
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cosd —-sen® 0 0|1l 0O O O
T=T, T, sTaTey= sen@ cosd@ O 0|0 1 0O O y
0 0 I 0|0 0 1 d
0 0 0 1]]jo o o0 1
I 0 0 a1 0 0 0
y 0 1 0 0|0 cosa —sena O _
0 01 0|0 sema cosa O
0 0 0 1[0 0 0 1
cosd —cosasenl  senasenf  acos@
_|sen® cosacos@® —senacost asent
1o sena cosa d
0 0 0 1

3.9 Cuaterniones

Los cuaternios o cuaterniones definidos por el irlandés William Rowan
Hamilton (1.805 - 1.865) pueden ser utilizados como una herramienta matematica de
gran versatilidad computacional para trabajar con giros y orientaciones,
representando una alternativa a la matriz de transformaciéon homogénea para la

representacion de la orientacion.

El concepto de cuaternion ha sido aplicado satisfactoriamente en el andlisis de

mecanismos espaciales durante las ultimas décadas. En la bibliografia clasica sobre
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robotica suelen ser obviados o no tratados con el suficiente detalle, a pesar de ser

empleados por algunos robots comerciales (ABB).

Para comprender la verdadera utilidad de los cuaternios, es necesario analizar
sus propiedades y ver la aplicacion practica de las mismas. Estos se podrian utilizar
para facilitar la representacion de la orientacion de la mano del manipulador.

Un cuaternion @ esta constituido por cuatro componentes, una cuadrupla de
numeros reales ordenados s, a, b, ¢, asociados, respectivamente, con cuatro unidades:

el numero real +1, y otras tres unidades i, j, k, concebidas por Hamilton como una

extension de los nameros complejos, que tienen permutaciones ciclicas:

Las unidades i, j, k del cuaternidon se pueden interpretar como los tres vectores

basicos de un conjunto de ejes cartesianos. Asi, un cuaternion Q se puede escribir

como una parte escalar s y una parte vectorial v:

Q=[s+v] =s+tai+tbj+ck = (s,a,b,c) = (s,v)

Las siguientes propiedades del 4lgebra de cuaterniones son basicas:

Parte escalar de O: s

Parte vectorial de Q: ai +bj+ck

Conjugado (Q*) de Q: s — (ai + bj + ck)
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Norma (mddulo) de Q: s?+a* + b* + ¢ (cuaternion Q por su conjugado)

Inverso (0™) de O: s —(ai + bj + ck) (Conjugado de Q entre su modulo)

SH+at+ b+t

Cuaternion unidad: s+ ai+bj+ck, donde s> +da*+ b+ =1

Es importante observar que los cuaternios incluyen los nimeros reales (s, 0, 0,
0) con una simple unidad 1, los nimeros complejos (s, a, 0, 0) con dos unidades 1 e i
y los vectores (0, a, b, ¢) en un espacio tridimensional. La suma (resta) de dos
cuaterniones es igual a sumar (restar) los elementos correspondientes en las

cuddruplas. La multiplicacion de los cuaterniones se puede escribir como:

Q1 . Qz = (Sl +ai+ b]] + Clk) (Sz + asl + bz] + Czk) =

= (S1S2 — V1.V + 52Vy + 851V + vi X Vz) (324)

y se obtiene distribuyendo los términos a la derecha como en el dlgebra ordinaria,
excepto que se debe preservar el orden de las unidades. En general, el producto de
dos vectores en el espacio tridimensional, expresados como cuaterniones, no es un
vector sino un cuaternion. Esto es Q1 = [0 + v4] = (0, ay, b1, ¢1) y Q2= [0 + v2] = (0,
as, by, ¢7) y de la ecuacion (3.24),

01" 2=-Vvi.v2 t Vi XV,
donde — v;.v; es la parte escalar y vq X vy es la parte vectorial del cuaternion.
Para usar los cuaternios como metodologia de representacion de orientaciones
se asocia el giro de un angulo € sobre el vector n.. Las rotaciones finitas en el espacio

se pueden trazar de una manera simple y eficiente con la ayuda del algebra de

cuaterniones. Si utilizamos la notacidén
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S=sen (6/2) y C=cos (6/2)

Se puede representar una rotacion Rot (n, 8) de dngulo 8 respecto de un eje n,

mediante el cuaternion
0= Rot(n, ) =[cos (6/2) + sen (6/2) n.] (3.25)

La composicion de rotaciones con cuaternios resulta tan sencilla como
multiplicar cuaternios entre si. De tal forma que el resultado de rotar segun el
cuaternion @, para posteriormente rotar segun el cuaternion @, es el mismo que el

de rotar seglin el cuaternion @3, obtenido por la expresion:

0:=0:° 01

Es importante tener en cuenta el orden de multiplicacion, pues el producto de

cuaternios no es conmutativo.

Ejemplo 3.8

Una rotacion de 90° respecto de k seguida por una rotacion de 90° respecto de

j se puede representar por el cuaternioén producto:

(cos 45° +jsen 45°) (cos 45° + ksen45°)=(12+jo+k'2+il2)=

ﬂE)Z(cos60‘”rsen60° l+‘l+k)=
V32 V3
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i+j+k

NG

= Rot ( , 120°)
La rotacioén resultante es un giro de 120° respecto de un eje igualmente

inclinado con coordenadas %/g en la direccion de los ejes i, j, k.

De esta manera, podemos decir que un cuaternion es un vector de cuatro
elementos, tres de los cuales son componentes de un vector espacial que define la
direccion de un eje de rotacion y la cuarta componente proporciona informacion

sobre el angulo de rotacion

3.10 Utilizacion de los cuaternios

Dado un eje en el espacio que pasa por el origen del sistema de coordenadas
de referencia (o un vector n. = (x, y, z)) y un punto arbitrario del espacio p = (xo, yo,
zp) que se quiere girar un angulo @ alrededor de ese eje. Se puede generar un cuaternio

¢q (unitario en este caso) a partir del eje y del angulo de la siguiente manera:

4=qQutqe.i+ q.j+q..k

donde:
qy = cos (0 /2) qe==*sen (0/2)-x/|n.|
qy==+sen(0/2) y/|n]| q.==sen (0/2) z/|n]|
6
q=(cos (0/2) £sen (6/2) - n./|nc|) (3.26)

Pues bien, dado este cuaternio generado a partir del eje (o vector) n y del

angulo 0, se obtiene el siguiente resultado:
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P =q-0,p)q'

es decir, que el punto p una vez rotado, esto es p’, viene dado por este simple
producto de cuaternios. Esto se podria hacer también con cuaternios no unitarios
pero, puesto que hay que elegir, y puesto que es muy facil calcular la inversa de un
cuaternio unitario (el inverso de un cuaternion unitario es igual a su reciproco), es

mejor hacerlo con unitarios.

Como se mencion6 anteriormente, si lo que se quiere es girar el punto p un
angulo 6 alrededor de un eje AB y no respecto a un eje paralelo que pase por el

origen, la formula es:

P=A+f(p-A)
donde:
f®=q-0.p)q"
A=(aga,a) y B=(b.b,b)
es decir:
P=A+q-(0.p-A)-q' (3.27)
Ejemplo 3.9

Encontrar el nuevo valor de p = (3, 4, 5) cuando rota un angulo 8 = n/8

alrededor del eje AB definido por los puntos A =(9,2,6)yB= (7,0, 1).

Primero se determina el vector n (unitario) que es paralelo al eje AB y pasa

por el origen.
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n.=B-A)=(7,0,1)— (9,2, 6)=(-2, -2, -5)

el mdodulo de n es:

|ne|=V(=2)" +(=2)” +(-5)* =5.7445
De esta forma se puede calcular el cuaternion unitario ¢ utilizando la ecuacion 3.26.

q=(cos (0/2)£sen (6/2) - n./|nc|)

+ sen (6/2) =+ 0.1950

cos (6/2) =0.9807

q=(0.9807, ¥ 0.6792, ¥ 0.6792, ¥ 0.1698)

y su reciproco

g = (0.9807, + 0.6792, + 0.6792, + 0.1698)

El punto p” se calcula ahora aplicando la ecuacion (3.27)

p=A+q-(0,p-A) g’
donde:
p_A:(3:4: 5)_(97 29 6):(_6, 2,_1)

y con Ay p — A expresados en forma de cuaternion, se tiene:

p" = (0, 9i, 2§, 6k) + ¢ - (0, -6i, 2j, - 1K) - ¢
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p’1=(4.1961, 5,6530, 3.8603)

p2=1(2.5973,1.9225, 5,9920)

Estas son las dos posibles posiciones que puede adoptar el punto p después de

realizar la rotacion un dngulo @ = /8 alrededor del eje AB.

Figura 3.8. Rotacion del punto p alrededor del eje AB

A pesar de que los cuaterniones ofrecen cierta ventaja computacional sobre las
matrices homogéneas al realizar rotaciones, la misma disminuye cuando se realizan
rotaciones y traslaciones simultdneas. En este caso se necesitard realizar calculos
separados para ambas operaciones, y aunque los calculos asociados a estas
traslaciones no son complejos, se pueden cometer errores. Los cuaterniones no se
emplearan para representacion de orientaciones en la metodologia de andlisis

desarrollada en este trabajo.
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CAPITULO 1V

EL PROBLEMA CINEMATICO DIRECTO
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CAPITULO IV

EL PROBLEMA CINEMATICO DIRECTO

La cinematica del robot estudia el movimiento del mismo con respecto a un
sistema de referencia. Asi, la cinematica se interesa por la descripcion analitica del
movimiento espacial del robot como una funcion del tiempo, y en particular por las
relaciones entre la posicion y la orientacion del extremo final del robot con los

valores que toman sus coordenadas articulares.

Existen dos problemas fundamentales a resolver en la cinematica del robot. El
primero de ellos se conoce como el problema cinematico directo, y consiste en
determinar cual es la posicion y orientacion del extremo final del robot, con respecto
a un sistema de coordenadas que se toma como referencia, conocidos los valores de
las articulaciones y los parametros geométricos de los elementos del robot; el
segundo, denominado problema cinematico inverso, y que se estudiard en el
capitulo 5, resuelve la configuracién que debe adoptar el robot para una posicion y

orientacion del extremo conocidas.

Por otra parte, la cinematica del robot también evalua las velocidades y
aceleraciones de las articulaciones y las del extremo, durante el movimiento. Este
analisis se realiza a través de las funciones vectoriales y métodos numéricos como la

interpolacion polinomial.

4.1 Manipuladores vy grados de libertad

Antes de abordar de manera detallada el estudio del problema cinemadtico
directo, es necesario tener claro el concepto de grado de libertad. Esto permitird una

mejor comprension de lo que se expondra en este capitulo y el siguiente.
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Un grado de libertad (GDL) es cada uno de los movimientos independientes
que puede realizar cada articulacion con respecto a la anterior. El nimero de GDL del
robot suele coincidir con el niimero de articulaciones de que se compone, cuando

estas son Unicamente de rotacion o prismatica con un solo GDL cada una.

El empleo de diferentes combinaciones de articulaciones en un robot, da lugar
a diferentes configuraciones, con caracteristicas a tener en cuenta tanto en el disefio y
construccion del robot como en su aplicacion. Es frecuente atender unicamente a las
tres primeras articulaciones del robot, que son las mas importantes cuando se

posiciona su extremo en un punto en el espacio.

Puesto que para posicionar y orientar un cuerpo de cualquier manera en el
espacio son necesarios seis parametros, tres para definir la posicion y tres para definir
la orientacion, si se pretende que el robot posicione y oriente su extremo de cualquier

modo en el espacio, se precisaran al menos seis GDL.

Si embargo, en la practica muchos robots industriales cuentan con sélo cuatro
o cinco GDL, por ser estos suficientes para llevar a cabo las diversas tareas que

realizan.

En las secciones sucesivas de este capitulo se estudiara el problema
cinematico directo aplicado al robot manipulador con configuracion antropomorfica
tipo PUMA que cuentan con un maximo de 6 grados de libertad. De igual forma, este
estudio podrd ser aplicado a cualquier brazo robot ¢ manipulador con esta
configuracion que tenga entre 3 y 6 GDL, como se demostrara en la ultima seccion.
Esta configuracion resulta ser la mas generalizada en los robots industriales por su

flexibilidad.
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4.2 El1 problema cinematico directo

Como se demostro en el capitulo anterior, se utiliza fundamentalmente el
algebra vectorial y matricial para representar y describir la localizacion de un objeto
en el espacio tridimensional con respecto a un sistema de referencia fijo. Dado que un
robot se puede considerar como una cadena cinematica formada por objetos rigidos o
eslabones unidos entre si mediante articulaciones, se puede establecer un sistema de
referencia fijo situado en la base del robot y describir la localizacién de cada uno de
los eslabones con respecto a dicho sistema de referencia. De ésta forma, el problema
cinematico directo se reduce a encontrar una matriz homogénea de transformacion T
que relacione la posicion y orientacion del extremo del robot respecto del sistema de
referencia fijo situado en la base del mismo. Esta matriz T serd funcién de los

parametros de la articulacion.

Se han identificado dos sistemas de coordenadas, el sistema de coordenadas
de referencia fijo OXYZ y el sistema de coordenadas movil (traslacion rotacion)
OUVW. Para describir la relacion del desplazamiento espacial entre estos dos
sistemas de coordenadas, se utiliza una matriz de transformacion homogénea 4 x 4.
Las matrices de transformacion homogénea tienen el efecto combinado de rotacion,
traslacion, perspectiva y escalado global cuando operan sobre vectores de posicion

expresados en coordenadas homogéneas.

Si estos dos sistemas de coordenadas se asignan a cada elemento del brazo del
robot, por ejemplo, el elemento 7 - 1 y el elemento i, respectivamente, entonces el
sistema de coordenadas del elemento i — 1 es el sistema de coordenadas de referencia
y el sistema de coordenadas del elemento i es el sistema de coordenadas movil
cuando se activa la articulacion i. Utilizando la matriz T, podemos especificar un
punto p;, fijo en el elemento i y expresarlo en el sistema de coordenadas del elemento
i (u OUVW) en términos del sistema de coordenadas del elemento i — 1 (u OXYZ)

como:
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pie1 =T pi

donde:

T = matriz de transformacion homogénea 4 x 4 que relaciona los dos sistemas
de coordenadas.

pi = vector de posicion ampliado 4 x 1 (x;, s, z;, 1)’ que representa un punto
referido al sistema de coordenadas fijo al elemento i en coordenadas
homogéneas.

pi1 = es el vector de posicion ampliado 4 x 1 (x.1, yi1, zi1, 1) r que representa el

mismo punto p; referido all sistema de coordenadas fijo al elemento 7 - 1.
4.2.1 Elementos, articulaciones y sus parametros

Un manipulador mecéanico consiste en una secuencia de cuerpos rigidos,
llamados elementos, conectados mediante articulaciones prismaticas o de revolucion

(ver figura 4.1).

Elemento 2

Articulacion 2 ____ L

Elemento 1
; 0 Articulacion 3
Articulacion |1

Xo

Elemento 0 ——— _- Elemento 3

Elemento 4

Articulacion §
Articulacion 4 __ +y

Elemento 5

Elemento 6

Figura 4.1. Robot PUMA ilustrando articulaciones y elementos.
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Cada par cinematico articulacién-elemento tiene un grado de libertad. De aqui
que para un manipulador con N grados de libertad hay N pares cinematicos
articulacion-elemento con el enlace 0 (no considerado parte del robot) unido a una
base soporte donde se suele establecer un sistema de coordenadas inercial para este
sistema dinamico, y el ultimo elemento del robot esta unido a la herramienta. Las
articulaciones y elementos se enumeran alejandose desde la base; asi la articulacion 1
es el punto de conexion entre el elemento 1 y la base soporte. Cada elemento se

conecta, como maximo, a otros dos, asi pues no se forman lazos cerrados.

En general, dos elementos se conectan mediante un tipo de articulacion que
tiene dos superficies deslizantes, una sobre la otra, mientras permanecen en contacto.
Unicamente son posibles seis tipos diferentes de articulaciones: de revolucién
(giratoria), prismatica (deslizante), cilindrica, esférica, de tornillo y plana (ver figura
4.2). De estas, tinicamente la articulacion giratoria y prismatica son las mas comunes

en los manipuladores.

Revolucion Planar

L@

Cilindrica Prismatica

Esférica De tornillo

Figura 4.2. Tipos de articulaciones.
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Un eje de articulacion se establece (para la articulacion i) en la conexion de
dos elementos (ver figura 4.3). Este eje de articulacién tendra dos normales
conectadas al mismo, una para cada uno de los elementos. La posicion relativa de
tales elementos conectados (elemento i — 1 y elemento i) viene dada por d,, que es la
distancia medida a lo largo del eje de la articulacion i entre las normales x;; y Xx;. El
angulo de articulacion 6; entre estas normales se mide en un plano normal al eje de la
articulacion z;;. De aqui que d; y 0; se puede llamar la distancia y el angulo entre los
elementos adyacentes, respectivamente. Determina la posicion relativa de los
elementos adyacentes.

Articulacidon i + 1

Articulacion i
Elemento i — 1 N
D8,

\\ i Elemento i
g \

Elemento i + 1

Figura 4.3. Sistemas de coordenadas de elementos y sus parametros.

Un elemento i (i = 1,...,6) se conecta a lo sumo a otros dos elementos (por
ejemplo, al elemento i - 1 y al elemento i + 1); asi se establecen dos ejes de
articulacion en ambos extremos de la conexion. El significado de los elementos,
desde una perspectiva cinematica, es que mantienen una configuracion fija entre sus
articulaciones, que se pueden caracterizar por dos parametros: @; y o,. El pardmetro a;
es la distancia minima medida a lo largo del eje x; (perpendicular comun) entre los
ejes de la articulacion (es decir, los ejes z; .1 y z; para las articulaciones i e i + 1,

respectivamente), y «; es el angulo entre los ejes de articulaciéon medidos en un plano
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perpendicular al eje x;. Asi, a; y a; se pueden llamar la longitud y el dngulo de torsion

del elemento i, respectivamente. Determina la estructura del elemento i.

En resumen, se asocian cuatro parametros, a;, o;, d; y 6;, con cada elemento de
un manipulador. Si se ha establecido un convenio de signo para cada uno de estos
parametros, entonces constituyen un conjunto suficiente para determinar
completamente la configuracion cinemadtica de cada elemento del brazo del robot.
Obsérvese que estos cuatro parametros van en pares: los parametros del elemento (a;,
0;) que determinan la estructura del elemento y los parametros de la articulacion (d; y

;) que determinan la posicion relativa de los elementos cercanos.

4.2.2 La representacion de Denavit-Hartenberg

Denavit y Hartenberg (1.955) propusieron un método sistematico para
describir y representar la geometria espacial de los elementos de una cadena
cinematica, y en particular del robot con respecto a un sistema de referencia fijo. Este
método utiliza una matriz de transformacion homogénea para describir la relacion
espacial (traslacional y rotacional) entre dos elementos rigidos adyacentes,
reduciéndose el problema cinemdtico directo a encontrar una matriz de
transformacion homogénea 4 x 4 que relacione la localizacion espacial del extremo

del robot con respecto al sistema de coordenadas de su base.

La representacion de Denavit-Hartenberg (D-H) resulta en una matriz de
transformacion homogénea 4 x 4 que representa cada uno de los sistemas de
coordenadas de los elementos en la articulacion con respecto al sistema de
coordenadas del elemento anterior. Asi, mediante transformaciones sucesivas, el
extremo final del robot expresado en las << coordenadas de la mano>> se puede
transformar y expresar en las <<coordenadas de base>> que constituyen el sistema

inercial de este sistema dinamico.
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Se puede establecer para cada elemento en sus ejes de articulacion un sistema
de coordenadas cartesiano ortonormal (x;, y;, Z;)*, donde i = 1, 2..., N (N = nimero de
grados libertad), mas el sistema de coordenadas de la base. Como una articulacion
giratoria tiene solamente un grado de libertad, cada sistema de coordenadas (x;, yi, Z)
del brazo de un robot corresponde a la articulacion i + 1 y esta fija en el elemento i.
Cuando el actuador de la articulacion activa la articulacion i, el elemento i se movera
con respecto al elemento 7 - 1. Como el sistema de coordenadas i-ésimo esta fijo en el
elemento 7, se mueve junto con el elemento i. Asi pues, el sistema de coordenadas n-
¢simo se mueve con la mano (elemento 7). Las coordenadas de la base se definen
como sistema de coordenadas numero 0 (Xg, Yo, Z9), que también es el sistema de
coordenadas inercial del brazo. Asi, para un robot como el PUMA de seis ejes,

tenemos siete sistemas de coordenadas, que representamos con (Xo, Yo, Zo), (X1, Y1,

Zl)v'"a (X69 Y6, Z6)-
Cada sistema de coordenadas se determina y establece sobre la base de tres reglas:

1. El eje z;1 yace a lo largo del eje de la articulacion.

2. El eje x; es normal al eje z;4 y apunta hacia fuera del mismo.

3. El eje y; completa sistema de coordenadas dextrogiro seglin se requiera.

Mediante estas reglas, existe libertad para escoger la localizacion del sistema
de coordenadas 0 en cualquier parte de la base soporte, mientras que el eje zg esté a lo
largo del eje de movimiento de la primera articulacion. El Gltimo sistema coordenadas
(el n-ésimo) se puede colocar en cualquier parte de la mano, mientras que el eje x,

sea normal al eje z,.;.

La representacion de D-H de un elemento rigido depende de cuatro

parametros geométricos asociados con cada elemento. Estos cuatro parametros
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describen completamente cualquier articulacién prismatica o de revolucion.

Refiriéndonos a la figura 4.3, estos cuatro parametros se definen como sigue:

0; : Es el angulo de la articulacion del eje x;;1 al eje x; girado respecto del eje z;q

(utilizando la regla de la mano derecha).

d; : Es la distancia desde el origen del sistema de coordenadas (i-1)-ésimo hasta la
interseccion del eje z;1 con el eje x; (distancia entre las normales x;.; y x;) medida a lo

largo del eje z;;4.

a; : Es la distancia de separacion a lo largo del eje x;, medida desde la interseccion del
eje z;1 con el eje x; hasta el origen del sistema i-ésimo (o la distancia minima entre los

ejes Zi1y z;).

a; : Es el angulo de separacion del eje zi; al eje z; girado respecto del eje x; en un

plano perpendicular a este (utilizando la regla de la mano derecha).

Para un articulacion giratoria, d;, a;, y @;, son los pardmetros de articulacion y
permanecen constantes para un robot, mientras que 6; es la variable de articulacion
que cambia cuando el elemento i se desplaza (o gira) con respecto al elemento 7 - 1.
Para un articulacion prismatica, 6;, a;, y o; son los parametros de la articulacion y
permanecen constantes para un robot, mientras que d; es la variable de la articulacion.
Para el resto de este trabajo, la variable de la articulacion se refiere a 6; (o d;), esto
es, la cantidad que varia, y los pardmetros de articulacion se refiere a los restantes
tres valores geométricos constantes (d;, a;, y 0;) para un articulacion giratoria 6 (6;, a;,

y @;) para un articulacion prismatica.

Con las tres reglas basicas anteriores para establecer un sistema de
coordenadas ortonormal en cada elemento y la interpretacion geométrica de los

parametros de la articulacion y el elemento. Se presenta en el algoritmo 4.1 un
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procedimiento para establecer un sistema de coordenadas ortonormal consistente para

un robot.

Algoritmo 4.1: Asignacion del sistema de coordenadas de los elementos. Dado un
brazo con N grados de libertad, éste algoritmo asigna un sistema de coordenadas
ortonormal a cada elemento del brazo de acuerdo a configuraciones de brazos similar
a aquellas de la geometria del brazo humano. La asignacion del sistema de
coordenadas comienza desde la base soporte hasta el extremo final del brazo. Las
relaciones entre elementos adyacentes se pueden representar mediante una matriz de
transformacion homogénea 4 x 4. (Obsérvese que la asignacion de los sistemas de

coordenadas no es Unica.).

D1. Establecer el sistema de coordenadas de la base. Establecer un sistema de
coordenadas ortonormal dextrogiro (X, Yo, Zo) €n la base soporte con el eje zy estando
a lo largo del eje de movimiento de la articulacion 1 y apuntando hacia afuera del
hombro del brazo del robot. Los ejes Xy € yo se puede establecer convenientemente y

son normales al eje zy.

D2. Inicializar y repetir. Para cada i, i = 1,...n - 1, realizar los pasos D3 a D6.

D3. Establecer los ejes de la articulacion. Alinear el eje z; con el eje de movimiento
(giratorio o deslizante) de la articulacion i + 1. Para robots que tengan con
figuraciones de brazo levodgiras, los ejes z; y z; estd apuntando hacia afuera del

hombro y el << tronco>> del brazo del robot.
DA4. Establecer el origen del sistema de coordenadas i-ésimo. Localizar el origen del

sistema de coordenadas i-ésimo en la interseccion de los ejes z; y z1 0 en la

interseccion de las normales comunes a los ejes z; y zi.1 y el eje z;.
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DS5. Establecer el eje x;. Establecer x; = £ (zi.1 X %;)/|| ziq X z; || 0 a lo largo de la

normal comun a los ejes zi.; y z; cuando son ejes paralelos.

D6. Establecer el eje y;. Asignar y; =+ (z; X X;)/|| z; X X; || para completar el sistema de
coordenadas dextrégiro. (Extender si es necesario los ejes z; y x; a los pasos D9 a

D12).

D7. Establecer el sistema de coordenadas de la mano. Normalmente la articulacion
n-ésima es de tipo giratorio. Establecer z, a lo largo de la direccion del eje z,q y
apuntando hacia afuera del robot. Establecer x,, tal que sea normal a ambos ejes z,.1 y
Z,. Asignar y, para completar el sistema coordenadas dextrogiro (este paso se

estudiara con detalle mas adelante).

D8. Encontrar los parametros de la articulacion y del elemento. Para i, i = 1,..., n,

realizar los pasos D9 a D12.
D9. Encontrar d;. donde d; es la distancia del origen del sistema de coordenadas (i -
1)-ésimo a la interseccion del eje zi.1 y el eje x; a lo largo del eje z;;. Es la variable de

la articulacion si i es prismatica.

D10. Encontrar a;. donde q; es la distancia de la interseccion entre el eje zi.1 y el eje x;

al origen del sistema coordenadas i-€simo a lo largo del eje x;.

D11. Encontrar 6,. donde 6; es el angulo de rotacién del eje x;; hasta el eje x;

respecto del eje z;1. Es la variable de articulacion si i es giratoria.

D12. Encontrar a,. donde o; es el angulo de rotacion desde el eje z;; hasta el eje z;

alrededor del eje x;.
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En la figura 4.4 se presenta un ejemplo de aplicacioén de este algoritmo a un

robot PUMA de seis ejes y en la tabla 4.1 se dan las ligaduras de articulacion

correspondientes a esta figura, basadas en el sistema de coordenadas asignado.

-660,4 mm

zg (a)

Figura 4.4. Establecimiento del sistema de coordenadas de elementos para un robot PUMA.

Tabla 4.1. Ligaduras de articulacion para el robot PUMA de la figura 4.4

Parametros de coordenadas de los elementos de un robot PUMA

Articulacién 0; @ a; d; Rango de la

i articulacion

1 920 -90 0 0 -160° a +160°

2 0 0 431,8 mm 149,09 mm -225° a +45°

3 920 920 -20,32 mm 0 -45° a +225°

4 0 -90 0 433,07 mm | -110° a +170°

5 0 920 0 0 -100° a +100°

6 0 0 0 56,25 mm -266° a +266°
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Una vez establecido el sistema de coordenadas D-H para cada elemento, se
puede desarrollar facilmente una matriz de transformacion homogénea que relacione
el sistema de coordenadas i-¢simo con el sistema de coordenadas (i - 1)-ésimo.
Observando la figura 4.3, es obvio que un punto r; expresado en el sistema de
coordenadas i-ésimo se puede expresar en el sistema de coordenadas (i - 1)-€simo

como r;.q realizando las siguientes transformaciones sucesivas:

1. Girar respecto del eje z;.; un dngulo de 6; para alinear el eje x;.; con el eje x; (el eje

X;.1 €s paralelo a x; y apunta en la misma direccion).
2. Trasladar a lo largo del eje z;; una distancia d; para hacer coincidir los ejes X;.1 y Xi.

3. Trasladar a lo largo del eje x; una distancia a; para hacer coincidir también los dos

origenes de los ejes x.

4. Girar respecto del eje x; un angulo @; para hacer coincidir a los sistemas de

coordenadas.

Cada una de estas cuatro operaciones se puede expresar mediante una matriz
rotacion-traslacion homogénea bésica y el producto de estas cuatro matrices de
transformacion homogéneas basicas genera una matriz de transformacién homogénea
compuesta, "'A;, conocida como la matriz de transformacion D-H para el sistema de

coordenadas adyacentes i e i - 1. Por lo tanto,

1 0 0 Of|cos@ —sen@ 0O O

i1 0 1 0O Of]|sen& cos& 0 O
Ai:T,dT,OTx,aTx,u: X

0O 0 1 d 0 0 1 0

0O 0 0 1 0 0 0 1

83



1 0 0 al |l 0 0 0
0 I 0 0|0 cosai —senai O
“1o 0 1 0||0 sena cosa 0]
0O 0 0 1]1/0 0 0 1
cosét —cosaisen@  senaisen@  aicosé
sen@  cosaicos@ —senaicos@ aisen6
= 4.1)
0 senat cos di
0 0 0 1

4.3 Ecuaciones cinematicas para los manipuladores

La matriz homogénea T, que especifica la localizacion del sistema de
coordenadas i-ésimo con respecto al sistema de coordenadas de la base es el producto
en cadena de matrices de transformacion de coordenadas sucesivas “'A; y se expresa

como:

i

OT,-: 0A1 IAZ i-lAi = H j-lAj para 1= 1, 2,..., n

oy, = XY Zi Pi|_ ORi Opi (4.2)
oo o0 1] Jo, 1 '

H es la productoria y 043 es la sub matriz nula 1 x 3 que representa la

transformacion de perspectiva como se explicéd en el capitulo 3, seccion 3.6. Con:

cosé —cosaisen6  senaisen@  aicos@

AL = sen@  cosai.cos@ —senaicos@ aisen6
l 0 sendi cosai di
0 0 0 1
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y los parametros de cada articulacion se obtienen las matrices de transformacion de

coordenadas de los elementos del robot PUMA.

it 0 -85 0 C: —=-S2 0 a2
0 St 0 Ct 0 1 S C2 0 a282
A1 = A2_
0 -1 0 0 0 1 d>
0 0 1 0 0 0 1
C: 0 S a3Cs Csi 0 -84 0
5 S 0 —-C3  asSs 3 Ss 0 Cs 0
A3 = A4:
1 0 0 0o -1 0 ds
0 0 1 0 0 1
Cs 0 Ss 0 Cs —=Ss 0 O
4 Ss 0 -Cs 0 5 Ss Cs 0 0
A5— A6:
0 1 0 0 0 1 ds
0 O 0 1 0 0 0 1
CiCxs —-81 CiS»n a2CiC2+ a3CiC2s—d2S1
0r 14 2 S1C23 Ci SiS23  a2S51C2+ a3S1C23+ d2Ch
T1: A] Az A3:
—S2 0 Cn —ax82—azS2s
0 0 0 1

CiCsCs— 8486 —CaCsS6—854Cs  CaS’s deCa4S’s
3. 4. 5 S4Cs5Ce6+CaSs —8S4Cs86+CaCs  S4S’s deSaS's
T2: A4 A5 A6:
—S5Cs S556 Cs deéCs+d4
0 0 0 1

donde C; = cos 0; S; = sen 0;; Cyj = cos (0; + 0)); S;j = sen (0; + 6)). (Las funciones

trigonométricas fueron abreviadas por razones de espacio)
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donde:

[xi, ¥is z;] = matriz de orientacidon del sistema de coordenadas i-ésimo establecido en
el elemento i con respecto al sistema de coordenadas de la base. Es la

sub matriz de rotacién superior izquierda 3 x 3 de "T;.

p:i = vector de posicidon que apunta desde el origen del sistema de coordenadas
de la base hasta el origen del sistema de coordenadas i-¢simo. Es la sub

matriz superior derecha 3 x 1 de °T..

Especificamente, para i = 6, obtenemos la matriz T, T = °Tg, que especifica la
posicion y orientacion del punto final del manipulador con respecto al sistema de
coordenadas de la base. Esta matriz T se utiliza tan frecuentemente en la cinematica
brazo robot que se llama la <<matriz del brazo>>. Considere que la matriz T sea de la

forma:

T:X6y626p6:0R6 Opéznsap:
0O 0 0 1 0 1 0 0 0 1

x Sx Ax Px

_ ny Sy a Dy (43)

n: S: a p:
donde (véase figura 4.5):

n = vector normal a la mano. Suponiendo una mano del tipo de mordaza paralela que

es ortogonal a los dedos del brazo robot.
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s = vector de desplazamiento lateral de la mano. Estd apuntando en la direccion del

movimiento de los dedos cuando la pinza se abre y se cierra.

a = vector de aproximacion de la mano. Est4 apuntando en la direccion normal a la

palma de la mano (es decir, normal a la placa de montaje de la herramienta robot).

p = vector de posicion de la mano. Apunta desde el origen del sistema de
coordenadas de la base hasta el origen del sistema de coordenadas de la mano, que se

debe localizar en el punto central de los dedos totalmente cerrados.

Figura 4.5. Sistema de coordenadas de la mano [n, s, aJ.

Si el manipulador se relaciona a un sistema de coordenadas de referencia
mediante una transformacioén B y tiene una herramienta unida a la base de montaje de
la ultima articulacion descrita por H, entonces el punto final de la herramienta se
puede relacionar con el sistema de coordenadas de referencia multiplicando las

matrices B, 0T6 y H como

refTherr =B 0T6 H (4.4)
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Obsérvese que H = ®Aper y B="A,.

La solucién cinematica directa de un manipulador de seis elementos es, por lo
tanto, simplemente un asunto de calcular T = °A4 mediante la multiplicacion de las
seis matrices "' A; y evaluar cada elemento en la matriz T. Obsérvese que la solucion
cinematica directa da una tnica matriz T para un q = (g1, ¢, .., g¢)' y un conjunto de
sistemas de coordenadas dados, donde ¢; = 6; para una articulacion giratoria y g; = d;
para una articulacion prismatica. Las Unicas ligaduras son las acotaciones fisicas de 6;

para cada articulacion del brazo de un robot.

La tabla 4.1 da las ligaduras de articulacion de un robot de la serie

PUMA 560 basado en sistema de coordenadas asignado en la figura 4.4.

Una vez obtenidas todas las matrices de transformacion de coordenadas “Al-
para el brazo de un robot, la siguiente tarea es encontrar un método eficaz de calcular
T utilizando algin programa de computadora. El método mas eficiente es
multiplicando las seis matrices "1 A, manualmente y evaluando los elementos de la
matriz T explicitamente en un programa de computadora. Las desventajas de este
método son: 1) es laborioso multiplicar las seis matrices “A;, 2) la matriz del brazo
es aplicable solamente a un robot particular para un conjunto especifico del sistema
de coordenadas (no es flexible). En el otro extremo se pueden introducir las seis
matrices "'A; y permitir que la computadora realice la multiplicacién. Este método es
muy flexible, pero con el costo de tiempo del céalculo en cuanto que la cuarta fila de

1 .
A; consiste mayormente elementos nulos.

Un método que tiene ambas ventajas, calculo rapido y flexibilidad, si se
hicieran los calculos manualmente, es multiplicar las tres primera matrices ' A, para
formar Ty = "A; 'A, 2A3 y también las ultimas tres matrices HA,- para formar T, = SA4

4 . . . .,
As A, que es una tarea relativamente directa. A continuacion expresamos lo
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elementos de Ty y T, explicitamente en un programa y permitimos que la

computadora los multiplique para formar la matriz del brazo resultante T = T; T».

Para un robot de la serie PUMA 560, T se determina de como

T ="As= "A; 'A; *As =

CiCxs —-S1 CiS»n a2CiC2+ a3CiC2s—d2S1
SiCxs  Ci SiS»n  a251C2+ a3S1Cxs+d2Ch

= 4.5)
- Sx 0 Cn —a2S2—a3S»
0 0 0 1
y la matriz T, se encuentra que es
Tz =3A6= 3144 4A5 5A6 =
CiCsCs— 8456 —CaCsS6—S4Cs CaSs deCaS’s
B SaCsCs+CasSs  —S4CsS8S6+CaCs S48 d6S4S's 4.6)
- S5Cs S5S6 Cs deéCs+da '
0 0 0 1

donde Cj; = cos (6;+ 0)) y S;; = sen (6; + 0)).

La matriz del brazo T para robot PUMA que se muestra en la figura 4.4 se

encuentra quce Cs:

T=T,T,="A; 'A, 2A; 3A, ‘A5 5A¢ =
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donde:

ny, = C[Co3(CaCs5Cs— 84S6) — $2355Cs] — S1(S4C5Cs+ CaSp)
ny, = S1[Cr3(CsCsCs— SaSs) — $2355Cs] + C1(S4Cs5Cs + CaSe) (4.8)
n; = — 523[C4CsCs — S456] — C2385C

Sx = Ci[— C23(C4Cs86 + S4Cs) + $235586] — S1(— S4C586 + C4Co)
Sy = Si[— C23(C4CsS6+ S4Cs) + $235556] + Ci(— S4CsS6+ C4Cs) 4.9)
§:= 523(C4CsS6+ S4Cs) + C23S556

a,= C1(Cr3C4Ss5+ 523Cs) — §154S5
a,= Sl(C23C4S5 + S23C5) + C1854S5 (410)
a;=— 53C4S5+ Cr3Cs

Px= Ci[de(Ca3CySs + 8523Cs) + Sa3ds+ a3Coz + arCo] — S1(deSaSs + dz)
Py = S1[ds(C23CsSs+ $23Cs) + Sr3da+ azCoz + a,Co] + Ci(deSaSs + da) (4.11)
P:= de(C3Cs— $23C4S5) + Cozds— azSr— arS»

Como una comprobacion, si ) = 90°, 6, = 0°, 6;=90°, .= 0°, 65 = 0°, s =

0°, entonces la matriz T es

0 -1 0 -149,09

T= 0 0 1 92112
-1 0 0 2032
0 0 O 1

que esta de acuerdo el con sistema de coordenadas establecido en la figura 4.4

De las ecuaciones (4.8) a (4.11), la matriz del brazo T requiere doce llamadas

de funciones trascendentes, cuarenta multiplicaciones y veinte sumas si solamente
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calculamos la submatriz superior izquierda 3 x 3 de T (cuya interpretacion
geométrica se explica en el capitulo 3, seccion 3.5) y el vector normal n se encuentra
del producto vectorial de (n = s x a). Mas alin, si combinamos dg con la longitud de la
herramienta del dispositivo terminal, entonces d¢ = 0 y la nueva longitud de la
herramienta se incrementa en dg unidades. Esto reduce los calculos a doce 1llamadas

de funciones trascendentes, treinta y cinco multiplicaciones y dieciséis sumas.

4.4 La Representacion de Denavit-Hartenberg para otros manipuladores

En la seccion 4.2.2 se desarrollo el algoritmo 4.1 que permite establecer los
sistemas de coordenadas y determinar los parametros asociados a cada articulacion de
un brazo robotico. Este se aplico al robot PUMA 560 y a través del producto de las
matrices de transformacién homogénea "' A; se calculé la matriz del brazo T para este

modelo.

Ahora bien, los brazos roboticos actuales se han simplificado y mejorado, con
respecto al robot PUMA, reduciendo el tamafio de sus elementos y disponiendo sus
ejes de articulacion de manera que todos los origenes de los sistemas de coordenadas
asignados puedan, de forma general, ser ubicados en un plano de simetria, facilitando

la aplicacion del algoritmo 4.1 y la obtencion de los parametros D-H.

Es igualmente importante entender que la representacion de los sistemas de
coordenadas (posicion y orientacion) no es Unica para un mismo brazo robdtico, esto
dependera de la configuraciéon de sus elementos y del conocimiento de todas sus
dimensiones asi como de los sentidos que se asuman para los ejes coordenados. A
continuacion veremos como el algoritmo 4.1 puede ser aplicado a cualquier

manipulador para hallar su representacion de Denavit-Hartenberg.

Antes de realizar el analisis cinematico directo se deben tener en claro tres

conceptos: rango de movimiento que indica el valor del angulo en que la articulacion
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puede moverse, /imites fisicos de la articulacion que indican los valores limites
(maximo y minimo) que puede alcanzar un elemento con respecto a otro y rango de
la articulacion el cual es similar a los limites fisicos pero este Ultimo se determina
con respecto a los sistemas de coordenadas asumidos para cada articulacion, lo que

significa que estos pueden variar.

4.4.1 Modelo ABB, IRB-140

Figura 4.6. Vistas del robot ABB IRB-140.
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&670 810

Figura 4.7. Dimensiones del robot ABB IRB-140 (medidas en mm).
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Figura 4.8. Establecimiento del sistema de coordenadas de elementos

para un robot ABB IRB-140.

Tabla 4.2. Ligaduras de articulacién para el robot ABB IRB-140 de la figura 4.8.

Parametros de coordenadas de los elementos de un robot ABB IRB-140

Articulaciéon 0; @ a; d; Rango de la
i articulacion
1 90 -90 70 mm 352 mm -180° a 180°
2 920 0 -360 mm 0 0° a 200°
3 0 920 0 0 -190° a 50°
4 180 90 0 380 mm -180° a 180°
5 180 90 0 0 60° a 300°
6 0 0 0 65 mm -180° a 180°
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4.4.2 Modelo FANUC, serie R-2000iA/165 F

Figura 4.9. Vistas del robot FANUC serie R-2000iA/165 F.
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Figura 4.10. Dimensiones del robot FANUC serie R-2000iA/165 F (medidas en mm).
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Tabla 4.3. Ligaduras de articulacion para el robot FANUC serie R-2000iA de la figura 4.11.

Parametros de coordenadas de los elementos de un robot FANUC serie R-2000iA
Articulacién 0; @ a; d; Rango de la
i articulacion
1 90 -90 312 mm 670 mm -180° a 180°
2 90 0 -1075 mm 0 30° a 165°
3 0 90 -225 mm 0 -272° a 90°
4 180 920 0 1280 mm -180° a 180°
5 180 920 0 0 55° a 305°
6 0 0 0 215 mm -180° a 180°

Elemento 3

Elemento 4

Trama 2

rama4 95

P U

@

Elememo 2

Trama 6

fa)

Elememo &

mmm Eje X

Eje Y

| mem Eje Z
I
I
I

Figura 4.11. Establecimiento del sistema de coordenadas de elementos

para un robot FANUC serie R-2000iA/165 F.
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4.4.3 Modelo KUKA KR-100-2 PA

En la industria es comun encontrar robots con solo 4 GDL, los cuales estan
basados en dos mecanismos de cuatro barras. Estos se denominan paletizadores y se
emplean para ordenar materiales o productos en una plataforma de madera, de manera
que puedan ser empacados y transportados en las cantidades requeridas. A este tipo
de manipulador se puede aplicar, de igual forma, el algoritmo para establecer sus

sistemas de coordenadas y sus parametros de Denavit-Hartenberg.

Figura 4.12. Vistas del robot KUKA KR-100-2 PA.
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Figura 4.13. Dimensiones del robot KUKA KR-100-2 PA (medidas en mm).

Tabla 4.4. Ligaduras de articulacion para el robot KUKA KR-100-2 PA de la figura 4.14.

Parametros de coordenadas de los elementos de un robot KUKA KR-100-2 PA
Articulacién 0; @ a; d; Rango de la
i articulacion
1 90 -90 350 mm 750 mm - 180° a 180°
2 920 0 -1250 mm 0 51° a 180°
3 -90 0 1350 mm 0 19° a 199°
4 0 -90 250 0 + 180°
5 0 0 0 260 +180°

Observacion: El valor del parametro 6, es dependiente del valor de pardmetro 6s.
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Figura 4.14. Establecimiento del sistema de coordenadas de elementos
para un robot KUKA KR-100-2 PA.

Para este ultimo brazo robotico hay que tener especial atencion cuando se
realiza el analisis cinemadtico directo. A pesar que estos mecanismos tienen cuatro
GDL la articulacion de la mufieca constituye una quinta variable angular, es decir,
que su parametro de articulacion (64) no puede adquirir un valor arbitrario sino que
depende del valor de 65, en este caso 64 = - (65 + 90°) como se muestra en la figura
4.15. De esta manera se debe establecer un sistema de coordenadas y una matriz de
transformacion homogénea adicionales. Esto es una particularidad de los robots

paletizadores que utilizan el sistema de cuatro barras.
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Figura 4.15. Dependencia del parametro de articulacién &, en funcién del valor de #; para un

robot paletizador KUKA KR-100-2 PA.

Una vez establecidos los sistemas de coordenadas y determinados los
parametros de Denavit-Hartenberg se puede comprobar que la asignacion se hizo de
manera correcta calculando la matriz de brazo T, a través el producto de las matrices
de transformacion homogénea “'A; La matriz resultante dara la posicion y
orientacion del ultimo sistema de coordenadas respecto al sistema de referencia (xy,
Yo, Z0)- Esta posicidon es conocida por la configuracion del brazo y sus dimensiones.
Igualmente se conocen las orientaciones de los ejes coordenados del ultimo sistema

asignado.
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CAPITULO V

EL PROBLEMA CINEMATICO INVERSO
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CAPITULO V

EL PROBLEMA CINEMATICO INVERSO

En este capitulo se plantea el segundo problema de la cinematica del robot: la

cinemadtica inversa o solucion de brazo para un manipulador con seis articulaciones.

Con el fin de controlar la posicion y orientacion del extremo final de un robot
para alcanzar su objeto, es mas importante la solucion cinematica inversa. En otras
palabras, dada la posicion y orientacion del extremo final de un brazo robot de seis
ejes, definida por la matriz de brazo *Tg y sus parametros de articulacion y elementos,
nos gustaria encontrar los angulos de articulacioén correspondientes q = (g1, 92, 43, g4,

gs, g¢)' del robot de manera que se pueda posicionar como se desee el extremo final.

Asi como es posible abordar el problema cinemadtico directo de una manera
sistematica a partir de la utilizacion de matrices de transformacién homogéneas, e
independientemente de la configuracion del robot, no ocurre lo mismo con el
problema cinemadtico inverso, siendo el procedimiento de obtencion de las ecuaciones

fuertemente dependiente de la configuracion del robot.

Se han desarrollado algunos procedimientos genéricos susceptibles de ser
programados, de modo que un computador pueda, a partir del conocimiento de la
cinemdtica del robot (con sus parametros de Denavit-Hartenberg, por ejemplo)
obtener la n-upla de valores articulares que posicionan y orientan sus extremo. El
inconveniente de estos procedimientos es que se trata de métodos numéricos
iterativos, cuya velocidad de convergencia e incluso su convergencia en si no esta

siempre garantizada.
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Entre los diversos métodos existentes para resolver el problema cinematico
inverso se pueden mencionar la transformacion inversa (Paul y col. [1.981]), el
algebra de tornillo (kohli y Soni [1.975]), matrices duales (Denavit [1.956]),
cuaterniones duales (Yang y Freudenstein [1.964]), iterativo (Uicker y col. [1.964]) y
métodos geométricos (Lee y Ziegler [1.984]).

Paul y col. [1.981] presentaron una técnica transformada inversa utilizando las
matrices de transformacion homogénea 4 x 4 para obtener la solucion cinemaética
inversa. Aunque la solucion resultante es correcta, tiene el problema de que no da una
indicacion clara sobre como seleccionar una solucidon apropiada de las diversas
soluciones posibles para una configuracion de brazo particular. El usuario a menudo

necesita recurrir a la intuicidén y experiencia para tomar la respuesta correcta.

Uicker y Col [1.964] y Milenkovic y Huang [1.983] presentaron soluciones
iterativas para la mayoria de los robots industriales. La solucion iterativa a menudo
requiere mas calculos y no garantiza la convergencia a la solucidon correcta. Més aun,
como con la técnica transformada inversa, no existe indicacidon sobre como escoger la

solucion correcta para una configuracion de brazo particular

A la hora de resolver el problema cinematico inverso es mucho mas adecuado

y deseable encontrar una solucion del brazo en forma cerrada para los manipuladores.
La solucion cerrada presenta entre otras las siguientes ventajas:
1. En muchas aplicaciones, el problema cinematico inverso ha de resolverse
en tiempo real (por ejemplo, en el seguimiento de determinada trayectoria). Una

solucion de tipo iterativo no garantiza tener una solucion en el momento adecuado.

2. Al contrario de lo que ocurria en el problema cinematico directo, con cierta

frecuencia la solucién del problema inverso no es Unica; existiendo diferentes n-uplas
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[41, ..., gx]" que posicionan y orientan el extremo del robot del mismo modo. En estos
casos, una solucidon cerrada permite incluir determinadas reglas o restricciones que

aseguren que la solucion obtenida sea la mas adecuada.

No obstante, a pesar de las dificultades comentadas, la mayor parte de los
robots son sencillos de estudiar cinemdaticamente. Por ejemplo, si se consideran los
tres primeros grados de libertad de muchos robots, estos tienen una estructura planar,
esto es, los tres primeros elementos quedan contenidos en un plano. Esta

circunstancia facilita la resolucion del problema.

Teniendo presente lo anteriormente expuesto, se explorardn en detalle dos de
los métodos para encontrar la solucidn inversa: el método geométrico y el método de
desacoplo cinematico, los cuales proporcionan madas informacion al resolver
manipuladores simples con articulaciones giratorias sin recurrir a métodos iterativos

de poca practicidad y confiabilidad.

5.1 El método geométrico

A continuacion, se presentard un método geométrico para la resolucion del
problema cinematico inverso de manipuladores de seis elementos con articulaciones
giratorias. La discusion se enfoca sobre el manipulador tipo PUMA, cuya
configuracioén es comunmente utilizada por la mayoria de los robots industriales, con
algunas variaciones. Sin embargo, este método puede adaptarse sin problemas a
estas nuevas configuraciones como se vera en el capitulo 8. Basado en el sistema
de coordenadas del elemento y en la geometria del brazo humano, se pueden
identificar diversas configuraciones de brazo de un robot tipo PUMA (Figura 4.1) con
la ayuda de tres indicadores de configuracion (BRAZO, CODO y MUNECA) — los
dos primeros asociados con la solucion de las tres primeras articulaciones y el Gltimo

asociado a la solucidn de las tres ultimas—.
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Para un robot de seis ejes tipo PUMA, existen cuatro soluciones posibles para
las tres primeras articulaciones. Cada una de estas cuatro soluciones se combina
posteriormente con una de las dos posibles soluciones que existen para las tres
ultimas articulaciones. Los dos primeros indicadores de configuracion permiten
determinar una solucion de las cuatro soluciones posibles para las tres primeras
articulaciones. Analogamente, el tercer indicador selecciona una solucion de las dos
posibles para las tres Gltimas articulaciones. Los indicadores de articulacion del brazo

se especifican por el usuario para encontrar la solucion inversa.

La solucidn se calcula en dos etapas. Primero, se deriva un vector de posicion
apuntando desde el hombro hasta la mufieca. Esto se utiliza para obtener la solucion
de cada articulacion i (i = 1, 2, 3) para las tres primeras articulaciones examinando la
proyecciéon del vector de posicion sobre el plano x;py.;. Las tres ultimas
articulaciones se determinan utilizando la solucion de la articulacion calculada de las
tres primeras articulaciones, las submatrices de orientacion de 0T,-y FIA; (i=4,5,0),
y la proyeccion del sistema de coordenadas de los elementos sobre el plano x;1y;1 a

través del desacoplo cinematico.

De la geometria se puede encontrar facilmente la solucion del brazo en forma
consistente. Como una verificacion de la soluciéon de la articulacion, se pueden
determinar los indicadores de configuracion del brazo, partiendo de las ecuaciones de
decision correspondientes, las cuales son funciones de los angulos de la articulacion.
Con modificaciones y ajustes apropiados se puede generalizar este método para
resolver el problema cinematico inverso de la mayoria de los robots industriales

existentes con articulaciones giratorias.
Definicion de las diversas configuraciones de brazo. Para un robot PUMA

mostrado en la figura 4.1 (y otros robots giratorios), se definen diversas

configuraciones de brazo de acuerdo con la geometria del brazo humano y el sistema
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de coordenadas de elementos (ver figura 5.1): que se establecio utilizando el

algoritmo 4.1 como:

BRAZO DERECHO (hombro): #, positivo mueve la mufieca en la direccion

Zy positivo mientras la articulacion tres no se activa.

BRAZO 1ZQUIERDO (hombro): 6, positivo mueve la mufieca en la

direccidn zy negativa mientras la articulacion tres no se activa.

BRAZO ARRIBA (codo por encima de la mufieca): Posicion de la muiieca

DERECHO ) .
con respecto al sistema de coordenadas del hombro tiene

del brazo
IZQUIERDO

negativo

valor de coordenada { } a lo largo del eje ya.

positivo

BRAZO ABAJO (codo por debajo de la mufieca): Posicion de la muiieca del

{ DERECHO
brazo

con respecto al sistema de coordenadas del hombro tiene valor
[ZQUIERDO

positivo

de coordenada { } a lo largo del eje ya.

negativo

(Obsérvese que la definicion de las configuraciones del brazo con respecto al sistema
de coordenadas del elemento debe ser ligeramente modificada si se utilizan diferentes

sistemas de coordenadas para los elementos).

Con respecto a la definicion anterior de las diversas configuraciones del brazo,
se definen dos indicadores de configuraciones de brazo (BRAZO Y CODO) para
cada configuracion. Estos dos indicadores se combinan para dar una soluciéon de las
cuatro probables soluciones para las tres primeras articulaciones y se pueden definir

COmo:
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+1  brazo DERECHO

BRAZO =
-1 brazo IZQUIERDO

+1 brazo ARRIBA
-1  brazo ABAJO

CODO = {

Brazo izquicrdo y abajo

Brazo derecho y abajo

Figura 5.1. Definiciéon de diversas configuraciones de brazo.
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Solucion de brazo para las tres primeras articulaciones. Del diagrama cinematico
del robot PUMA mostrado en la figura 4.1, definimos un vector de posicion p que
apunta desde el origen del sistema de coordenadas del hombro (x¢, yo, Zo) hasta el
punto donde intersecta el Ultimo de los tres ejes de la articulacién o mufieca (véase

figura 5.2) como:

P =Ps—dsa = (ps, py, p-)" (5.3)

donde la distancia ds puede estar acompafiada por la longitud de la herramienta y a es
el vector que define la direccion del punto p al punto ps y que generalmente coincide
con zg. El vector p (ec. 5.4) corresponde al vector de posicion dado por la sub matriz

superior derecha 3x1 de la matriz 0T4, que resulta del producto 0A1 lAz 2A3 3A4:

Dx Ci(a2C2+ asC2+ dsS2)—d25
pr| = | Si(a2C2+ asC2s+ daS») +d2Ch (5.4)
p- dsCxs—aszSxs—a2S2

donde Cj; = cos (6;+ 0)) y S;; = sen (0;+ 0)). 0; y 0; son parametros de articulacion.

Figura 5.2. Definicion del vector p
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Solucion de la articulacion 1. Si proyectamos el vector de posicién p sobre el plano

XoYo como en la figura 5.3, obtenemos las siguientes ecuaciones para obtener 6;:

0= ¢ —a 0°=n+¢ +a (5.5)
_ 2 2 2 . 2 2

r=yp +p,’ —d, R=1p+p, (5.6)

p, P
sen ¢ = — cos ¢ = — 5.7
¢ 2 ¢ 2 (5.7)

d

sen o = —= cosa= (5.8)

R R

donde los superindices / y D sobre los angulos de las articulaciones indican las
configuraciones de brazo IZQUIERDO/DERECHO. De las ecuaciones (5.5) a (5.8)
obtenemos las funciones seno y coseno de 6, para las configuraciones de brazo

IZQUIERDO/DERECHO:

r—p.d
sen 0 =sen (¢ —a) =seng cosa—cos ¢ sena= Py Rsz 2 (5.9
I pxr+pyd2
cos @y =cos (¢ —a)=cos¢ cosa+sen ¢ senazT (5.10)
D __ - _pyr_pde
sen 6, —sen(n+¢+a)—T (5.11)
-p.r+pd
cos 0;° =cos (r + ¢ +a)= % (5.12)
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Figura 5.3. Solucién para la articulacién 1.

Combinando las ecuaciones (5.9) a (5.12) y utilizando el indicador de
BRAZO para indicar las configuraciones de brazo IZQUIERDO/DERECHO,

obtenemos, respectivamente, las funciones seno y coseno de 6;:
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~BRAZOp Jp. +p,—d, —p.d
sen 0 = y‘/ L (5.13)
p. +p,
—BRAZOpX\/px2 +py2 —a’22 +pyd2
cos 0, = (5.14)

p.+p,

donde se toma la raiz cuadrada positiva en estas ecuaciones y se define BRAZO
como en la ecuacion (5.1). Con el fin de evaluar 8, para — 7 < 6, < x, se utilizara una
funcién arco tangente. De las ecuaciones (5.13) y (5.14), y utilizando la funcién arco

tangente trigonométrica mas consistente, se encuentra que 9 es:

1 sendi
h=1g"{ cosor )=

~BRAZO p,\/p, +p,” ~d;,’ —p.d,

(5.15)

Solucion de la articulacion 2. Para encontrar la articulacion 2, proyectamos el vector

de posicion p sobre el plano x;y; tal como se muestra en la figura 5.4. De esta figura
encontramos que tenemos cuatro configuraciones diferentes de brazo. Cada una
corresponde a valores diferentes de la articulacion 2 como se muestra en la tabla 5.1,

donde 0° < a< 360° y 0° < 8 < 90°.
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(P Py P2

Zii D 21

o |p

2 x
/ F & OA = dy EF = P,
B AB =a» EG = P,

] BC = ay DE = P.
y 0 ch = d,

| —¢1 L AD = R=PI+ Pl Pl 42
o —— ) —— ‘_1' -
g AE =T =98P 4B, —dy
( /
= J LY

Figura 5.4. Solucion para la articulacion 2.

Tabla 5.1. Diversas configuraciones de brazo para la articulacion 2.

Configuraciones de brazo 0, BRAZO CODO BRAZO -CODO
Brazo IZQUIERDO y ARRIBA a—p -1 +1 -1
Brazo IZQUIERDO y ABAJO o+p -1 -1 +1
Brazo DERECHO y ARRIBA o+p +1 +1 +1
Brazo DERECHO y ABAJO o— +1 -1 -1

En la tabla anterior, 6, se puede expresar en una ecuacion para diferentes
configuraciones de brazo y codo utilizando los indicadores de BRAZO y CODO, de

la tabla 5.1, como:

6= o+ (BRAZO - CODO) f=a + K - B (5.16)
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donde el indicador de configuracion de brazo combinado K = BRAZO - CODO dara
un valor de signo apropiado y el <<punto>> representa una operacion de
multiplicacion sobre los indicadores. De la geometria del brazo en la figura 5.3

obtenemos:

R=\p, +p +p. ~d,’ r=yp +p,’ —d;’ (5.17)

p p
seno=—-——= =— = 5.18
2 (5.18)

cos oL =— (5.19)
R Jp+p) +p)—d)
2 2 2
cos f= a, +R*—(d,” +a;")
2a,R
2 2 2 2 2 2 2
_b. tp, TPt —d,” —(d, +a;") (5.20)

2a2\/px2 +py2 +p22 _d22

sen = 4/1-cos’ 3 (5.21)

De las ecuaciones (5.16) a (5.21) encontramos las funciones de seno y coseno
de 6
sen h=sen (a+ K- p)=sena cos (K- p)+cosa sen (K- pf)=

=sen a cos f+ (BRAZO - CODO) cos a senf (5.22)

recordando que cos (- f) =cos f y que K = +£1.
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costh=cos (a+ K- p)=
=cosa cos f —(BRAZO - CODO) sen o sen f8 (5.23)
De las ecuaciones (5.22) y (5.23) obtenemos la solucion para 6,:

send-
0:=1g" | cosg,) —TS<O<nm (5.24)

Solucion de la articulacion 3. Para la articulacion 3, proyectamos el vector de

posicion p sobre el plano x,y; tal como se muestra en la figura 5.5.

D
Plano x,¥,
A i BD = ai + o}
s = o
\/r]_., AD = R = JP; + P _+ P, - Ji
X3
b= - §
Rrave wgquicrde y abajo
{"_I iy &
_'_'_'_,_-—l—'_-_
¢ =

e — 3 = 0%
e ;= — =90

Rrazo trquierdo v abajo

Brazo izquierdo v arriba

Figura 5.5. Solucién para la articulacién 3.
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De esta figura obtenemos cuatro configuraciones de brazos diferentes. Cada
configuracion corresponde a valores diferentes de la articulacion 3 como se muestra
en la tabla 5.2, donde (2p4)y es la componente y del vector de posicion desde el origen

de (x2, y2, z») hasta el punto donde se intersectan los ultimos tres ejes de articulacion.

De la geometria del brazo en la figura 5.5 obtenemos las ecuaciones siguientes

para encontrar la solucion a 6s:

R= \/sz +py2 +p.—d)} (5.25)

a,’ +(d,” +a,") - R?

cos¢ = (5.26)
2a,+d,” +a,’
seng = BRAZO - CODO +/1—cos’ ¢
Jas|
sen = cos f= (5.27)

4 |
Jd, +a)’ Jd, +a’

Tabla 5.2 Diversas configuraciones de brazos para la articulacion 3

Configuraciones de brazo (2p4)y 05 BRAZO CODO BRAZO -CODO

Brazo IZQUIERDO y

>0 ¢-f -1 +1 -1
ARRIBA
Brazo IZQUIERDO y <0 ¢ _IB 1 1 +1
ABAJO B
Brazo DERECHO y
<0 — +1 +1 +1
ARRIBA ¢ IB
Brazo DERECHO y
> () — +1 -1 -1
ABAJO ¢ IB
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De la tabla 5.2 podemos expresar &5 en una ecuacion para configuraciones de

brazos diferentes:

O:=¢ —p (5.28)

De la ecuacion (5.28), las funciones seno y coseno de 65 son, respectivamente:

sen 6s=sen (¢ — ) =sen¢ cos f—cos¢ sen (5.29)

cos B3=cos (¢ — ) =cos¢ cos ff +seng sen (5.30)

De las ecuaciones (5.29) y (5.30), y utilizando las ecuaciones (5.25) a (5.27),

encontramos la solucion para 6s:

sends
03=tg" | cosos —n<6:<m (5.31)

Debemos recordar que el rango de la funcidn arco tangente se encuentra entre
-m/2 'y @/2, por lo que se deben hacer los ajustes trigonométricos necesarios (sumar o
restar un angulo 7z, depende del cuadrante) para obtener valores de #; comprendidos
entre — 7 y 7. Esto se hace para evitar confusiones y permitir una mejor comprension
del movimiento efectuado por los elementos del brazo robotico alrededor de los ejes

de articulacion y con respecto a los sistemas de coordenadas seleccionados.

5.2 Desacoplo cinematico. Solucion para las tres ultimas articulaciones

El procedimiento anterior permite obtener las expresiones para calcular las 3
primeras variables articulares del robot, aquellas que posicionan su mufieca en unas
coordenadas (px, py, p-) determinadas, aunque puede ser igualmente utilizado para la
obtencion de las 6 variables articulares haciendo el problema mas complejo con la

introduccion de MUNECA como un nuevo indicador de configuracion.
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Ahora bien, sabemos que, en general no basta con posicionar el extremo del
robot en un punto del espacio, sino que casi siempre es necesario obtener que la
herramienta que aquel porta se oriente de una manera determinada. Para ello, los
robots cuentan con otros tres grados de libertad adicionales, situados al final de la
cadena cinemadtica y cuyos ejes, generalmente, se cortan en un punto, que
informalmente se denomina musieca del robot. Si bien la variacion de estos tres
ultimos grados de libertad origina un cambio en la posicion final del extremo real del
robot, su verdadero objetivo es poder orientar la herramienta del robot libremente en

el espacio.

El método de desacoplo cinematico se apoya en lo siguiente, separando ambos
problemas: posicién y orientacion. Para ello, dada una posicion y orientacion final
deseadas, se establecen las coordenadas del punto de corte de los tres ultimos ejes
(munieca del robot) permitiendo calcular los valores de las tres primeras variables
articulares (0, 6>, 63) que consiguen posicionar este punto. A continuacion, a partir
de los datos de orientacion y de los ya calculados (6, 6,, 65) se obtienen los valores

del resto de las variables articulares.

Figura 5.6. Extremo final de un robot PUMA
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En la Figura 5.6 se representan las tres ultimas articulaciones_del extremo final
de un robot PUMA, cuyos sistemas de coordenadas asociados segin el
procedimientote Denavit-Hartenberg se muestran en la figura 4.4, y sus pardmetros

que se muestran en la tabla 4.1 (Capitulo 4, pagina 81).

El punto central de la mufieca del robot corresponde al origen del sistema
{Ss}: Os (el cual coincide con el sistema {S4}). Por su parte, el punto final del robot

sera el origen del sistema {S¢}: Os. En lo que sigue se utilizaran los vectores:

p = 0005
(5.32)
Ps = 0006

que parten desde el origen del sistema asociado a la base del robot {Se¢} hasta los

puntos centro de la mufieca y extremo del robot, respectivamente.
Puesto que la direccion del eje zg coincide con la de zs (capitulo 4, figura 4.4)
y la distancia entre Os y O medida a lo largo de z¢ es precisamente dg (mas la
longitud de la herramienta, si existe), se tendra que:
P=pPs—ds-a (5.33)
Estando todos los vectores referidos a las coordenadas del sistema {Se}. En la

ecuacion (5.32), pe son las coordenadas del punto donde se pretende que se posicione

el robot expresadas en el sistema {S¢}. Por lo tanto

Ps = (Poxs Peys Pez) (5.34)

El vector director z¢ es el vector a correspondiente a la orientacion deseada zg

= [a,, a,, a.]” ademas dg (mas longitud de la herramienta, si existe) es un parametro
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asociado con el robot. Por lo tanto, las coordenadas del punto central de la mufieca p

= (Px» Py» P;) s¢ obtienen facilmente.

Tal y como se mostrd en la seccion anterior, es posible, mediante un método
geométrico, por ejemplo, calcular los valores de (6, 6,, 65) que permiten posicionar
el robot en el punto p deseado.

A continuacién obtenemos los valores de 64, 65 y 6 que dan la orientacion
deseada. Para ello, denominando 'R¢ a la submatriz de rotacién de la matriz
homogénea 0T6 se tendra:

'‘R¢=[nsa]="R; R (5.35)

donde 0R6 es conocida por ser la orientacion deseada del extremo del robot, y 0R3

queda definida por:
'Ry ="A; 'A; %A; (5.36)
también se puede definir a partir de los valores ya obtenidos de 6, 6, 8, por lo tanto:
Re =[ri] = ("R3)" "Re=("R3)" [n s a] (5.37)
tendra sus componentes r;; conocidas.

Por otra parte, R corresponde a la submatriz 3 x 3 de rotacion de la matriz de

transformacion homogénea *Tg que relaciona el sistema {S3} con el {S¢}. Asi:

’R¢ =R, ‘Rs °Rs (5.38)
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donde HR,- es la submatriz de rotacion de la matriz de Denavit- Hartenberg “A,-,
(4.1), y cuya interpretacion geométrica se explica en el capitulo 3, seccion 3.5. Los
valores de o; corresponden a los presentados en la tabla 4.1 de los parametros de
coordenadas del robot PUMA (pagina 81). Deben evaluarse igualmente las matrices
para los valores a; de las tablas 4.2 y 4.3 ya que se pueden modificar los signos de
algunas de sus expresiones. Estos valores de o; son constantes y junto con los valores

a; determinan la estructura del elemento.

cos@ —cosaisent  sencisent
FIR;= | sen@  cosaicos@  —senai.cosb (5.39)
0 senai COS .

después de evaluar a; (i = 4, 5 y 6, los valores de la tabla 4.1 para las tres ultimas

articulaciones) en la sub matriz de rotacion “'R; (ec. 5.39), resultan:

Cos@s 0 —Senbs Cos@s 0 Sen @s
SRy=|Sens 0  CosOs ‘Rs=| Sends 0 —Cos0s
0 -1 0 0 1 0

CosOs —Sen0s
Re¢= | Senfs Cosbs 0 (5.40)
0 0 1

Por lo tanto, obtenemos:

Re=

Cos04CosOsCos Os — SenGsSens — CosG+Cos OsSens — Sen@sCosBs  Cos B4Sen s
Sen@+Cos 0sCosOs + Cos sSenBs — SenB@1+Cos @5SenBs + Cos 04CosOs  SenB4Sen Qs

—Sen@sCos s Sen@sSen s Cos 05

(5.41)
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donde r;; seran valores numéricos conocidos a partir de 5.37:

CaCsCe— 8486 —CaCsS6—S4Cs  CaS's
[rij] = | S4CsCs+ CaSs —S4CsS6+CaCs  SaSs (5.42)
- 85Cs Ss5S6 Cs

donde C,' = Cos (9,', Sl': Sen (9,'.

De las nueve relaciones expresadas en (5.42) se pueden tomar las

correspondientes a rys, 23, I'33, 's1 Y I'32 y que se dan a continuacion:

ri3 = Cos 04 .Sen 0;s ry3 = Sen 04 .Sen Os r3; = Cos 6s
(5.43)

r;; = - Sen (95 .COSHﬁ I3 = Sen (95 Sen (96
Del conjunto de ecuaciones (5.43) es inmediato obtener los valores de los

pardmetros articulares (se recomienda convertir todas las funciones trigonométricas

inversas en su arcotangente, por ser ésta computacionalmente mas robusta):

64 = arctan (F—Bj

rl3
0s = arcos (r33) (5.44)
O = arctan [— ﬂj
r31

Como se indico en el andlisis cinemdtico inverso para calcular las tres
primeras articulaciones, aqui también se deben hacer los ajustes trigonométricos
necesarios para obtener valores de 6; que permitan comprender con facilidad el
movimiento de los elementos alrededor de las articulaciones. Estas ecuaciones

completan la solucion al problema cinematico inverso para el robot PUMA 560.
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Como se mencion6 en el capitulo anterior, la mayoria de los robots
industriales han sufrido considerables modificaciones, con respecto a la configuracion
del robot predecesor PUMA. La disminucion del tamafio de sus elementos, y por ende
de su masa, la mejora de los sistemas de propulsion y control, ha permitido que éstos
alcancen a gran velocidad y con gran precision una posicion dada. EI hombro se ha
bajado hasta estar muy cerca de la base y se ha dado simetria al brazo, esto contribuye
a reorientar su centro de gravedad dandole mayor estabilidad durante el movimiento.
También permite que el robot ocupe menos espacio y logre un mayor alcance en el
area de trabajo. Estas modificaciones simplifican el anélisis cinemadtico inverso para
calcular las expresiones de las tres primeras variables articulares (6;, 6>, 65). La
disposicion de los ejes de articulacion que permite ubicar los origenes de los centros
de coordenadas en un plano de simetria, elimina la necesidad de utilizar el indicador
BRAZO (izquierdo o derecho). De igual forma la disposicion del brazo robético
manteniendo siempre su codo por encima del hombro elimina el uso del indicador

CODO (arriba o abajo).

El método de desacoplo cinematico es aplicable tanto al robot PUMA como a
los robots méas modernos realizando pequefias modificaciones y en la mayoria de los
casos ninguna modificacion. A continuacion estudiaremos la cinematica inversa de
los ultimos tres robots estudiados en el capitulo anterior, y determinaremos las
expresiones para las tres primeras variables articulares (6, 6>, 65). Demostraremos

como se puede analizar cualquier mecanismo robdtico.

5.3 Método geométrico aplicado a otros brazos robéticos. Solucion para las tres

primeras articulaciones

Recordemos que el vector p parte desde el sistema de coordenadas de
referencia establecido (xy, yo, Z0) hasta la mufieca del brazo robdtico, el cual es el

punto donde se intersectan las tres ultimas articulaciones.
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5.3.1 Modelo ABB IRB-140

Solucion de la articulacion 1. Proyectando el vector de posicion p sobre el plano xgpo

como en la figura 5.7 y para calcular ,, que es el d&ngulo formado entre los ejes xp y

X7 se obtienen las siguientes ecuaciones:

OD=R=.p*+ p,’ (5.45)

y

P P
sen ;= — cos ) = —= 5.46
1= 1= (5.46)

Partiendo de las ecuaciones (5.46), y utilizando la funcion arco tangente mas

consistente ya que tiene por dominio todos los numeros reales, se encuentra que 0, es:

sen 0 p,
6, =tg" (cos&] =tg’! (;J -180° <0, <180° (5.47)

s 4
0 - Jo by
& Xq
P D
T
16‘

D

Figura 5.7. Extremo final del robot ABB IRB 140 y solucion para la articulacion 1.

Solucion de la articulacion 2. Para encontrar 6,, proyectamos el vector de posicion p

sobre el plano x1y; tal como se muestra en la figura 5.8. De aqui obtenemos:
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0,=180°— (a + B) (5.48)
EC=p,—d, AE=|\p, +p. —ai| (5.49)

R=+AE* + EC? (5.50)

Mediante la ley del coseno:

BC* —(4B* +R*) _
24B-R

cosa =—

d’—(a," +(GJp," +p, —a) +(p.-d)")

2a2\/(vpy2 +px2 _a1)2 +(pz _Cll)2

sen a = v1-cos’ & (5.52)

(5.51)

[ERR ¥

Figura 5.8. Solucion para la articulacion 2 (IRB 140).
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Ademas:

sen ff = (5.53)

EC _ p.—d,
R [
\/( py2+px2 _a1)2+(pz_dl)2
AE _ | yp, +p —a | (5.54)
\/(pry—’_pxz _a1)2+(pz_dl)2

cos =

Luego:
sen 6, = sen (180° - (a + f)) = sen 180° cos (a + f) - cos 180° sen (a + f) =
sen 6, =sen (a + f) =sen a cos f+ cos asen f (5.55)
cos 6, = cos (180° - (a + f)) = cos 180° cos (a + f) + sen 180° sen (a0 + f) =
cos 6, =-cos (o + ) = -(cos a. cos - sen a sen f) (5.56)

De las ecuaciones (5.55) y (5.56) obtenemos la solucion para 6;:

sen@>
0=t cosgy) 0°<6,<200° (5.57)

Solucion de la articulacion 3. De la figura 5.9, se tiene lo siguiente:

6;= 90 — (5.58)

AB=a, BC=d, (5.59)

AC =R=+AE*> + EC? (5.60)
EC=p,—d AE=|\p," +p," —a| (5.61)

124



.. Py P,)

:‘; {’-1'
B
{I
&
S x. /R
. N3
12  § =
A E
Figura 5.9. Solucién para la articulacién 3 (IRB 140).
Por la ley del coseno:
R* —(AB* + BC?)
cosa =— =
2A4B-BC
( py2 +px2 _a1)2 +(p. _d1)2 _(a22 + d42)
=— (5.62)
2a,-d,
sen a = +y1-cos’ a (5.63)
Luego:
cos 3= cos ( 90° —a) = cos 90° cos a + sen 90° sen a = sen a (5.64)
sen 03=sen (90° — a) = sen 90° cos a - cos 90° sen a = cos a (5.65)

De las ecuaciones (5.64) y (5.65) obtenemos la solucion para 6s:

125



sen0s cosa
03 = tg'l(COSQJ = tg'l(senaj - 190° < ;< 50° (5.66)

5.3.2 Modelo FANUC serie R-2000iA/165 F

Solucion de la articulacion 1. Como en el modelo anterior, proyectando el vector de

posicion p sobre el plano xgyp como en la figura 5.10 y para calcular 6;, que es el

angulo formado entre los ejes xy y x; se obtienen las siguientes ecuaciones:

OD=R=p +p (5.67)

p 4
sen 0, = —— cos O, = &= 5.68
=5 1= (5.68)

Partiendo de las ecuaciones (5.68), y utilizando la funcién arco tangente mas

consistente ya que tiene por dominio todos los numeros reales se encuentra que 6, es:

cos 61

sen6h p,
0, =tg" (—j =tg”! [p_J -180° < 0, < 180° (5.69)

. p
0 - Y i
&, X
P D

¥
lﬂ

Figura 5.10. Extremo final del robot FANUC R-2000iA/165 F y solucion para la articulacion 1.

126



Solucion de la articulacion 2. Para encontrar 6,, proyectamos el vector de posicion p

sobre el plano x1y; tal como se muestra en la figura 5.11. De esto resulta lo siguiente:

0,=180°— (a + B) (5.70)
ED=p,—d, AE=|\p, +p. —ai (5.71)
R=+AE* + ED? (5.72)

BD =.d,’ +a,’ AB = a; (5.73)

@ Py p)
, 72

E

Figura 5.11. Solucién para la articulaciéon 2 (R-2000iA/165 F).

Por la ley del coseno:

BD* — (4B +R*) _
24B-R

cos o =—
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d’+a,’ —(a,) +(p," +p, —a) +(p. -d,)")

2a2\/(vpy2 +px2 _al)2 +(pz _611)2

sen a = 1 —cos’ a (5.75)

(5.74)

Ademas:
—d
sen B = l;D = p: — 4 (5.76)
\/(\/py2 +p, —a) +(p.~d,)’
cosp-AE NP e (5.77)
R .
\/(prz +px2 _a1)2 +(pz _611)2
Luego:

sen 6, = sen (180° - (a + f)) = sen 180° cos (a + f) - cos 180° sen (a + f) =

sen 6, =sen (a + f) =sena cos f+ cosasen [ (5.78)

cos B, =cos (180° - (a + f)) = cos 180° cos (a + f) + sen 180° sen (a + f) =

cos 6, =-cos (o + ) = -(cos a. cos - sen a sen f) (5.79)

De las ecuaciones (5.78) y (5.79) obtenemos la solucion para 6;:

0= tg‘l[ﬂzzj 30° < 6,<165° (5.80)
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Solucion de la articulacion 3. De la figura 5.12, se tiene lo siguiente:

b=p—a (5.81)
B=¢ +90 (5.82)
BC CD
seng = — cosg = — 5.83
¢ 2D ¢ 2D (5.83)
AB = ar BC= as CD= d4 (584)

AD = R =+ AE* + ED* BD =+/BC* +CD? (5.85)

AE=|\p,’ +p, —a| ED=p,—d, (5.86)

ED

Figura 5.12. Solucion para la articulacion 3 (R-2000iA/165 F).
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Por la ley del coseno:

R’ —(4B* +BD’) _
2A4B-BD

cosa =—

W e  —a) (. —d) —(a) +a) +d,))

2a2w/a32 + a’42

(5.87)

sen a = y1-cos’ & (5.88)
De las ecuaciones (5.82) y (5.83):

sen f=sen (¢ +90°)=seng cos 90° + cos¢ sen 90° = cos¢

sen = cos¢ = D _ dy (5.89)

BD a,’ +d,’

cos f=cos(¢ +90°) = cos¢g cos 90° - seng sen 90° =—sen ¢
BC a

cos f=—seng =— = 3 (5.90)

BD \/a32 + d42

Luego:

sen s =sen (f - o) =sen f cos a - cos ff sen a (5.91)
cos B3 = cos (S - @) = cos ff cos o + sen ff sen a (5.92)

De las ecuaciones (5.91) y (5.92) obtenemos la solucion para 6;:
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0= tg! [Se” 93j - 272° < 03< 90° (5.93)

cos s

5.3.3 Modelo KUKA KR-100-2 PA

Este modelo de cuatro GDL se compone de dos mecanismos de cuatro barras
vinculados entre si mediante un eslabon adicional (figura 5.13), este permite que el
extremo final mantenga siempre la misma orientaciéon durante el movimiento para
realizar tareas de manipulacion de materiales, paletizacion y organizacion de

productos.

Eslabdn que vincula los dos
mecanismos de 4 harras

Figura 5.13. Sistema de cuatro barras utilizado en robots paletizadores de cuatro GDL.

Solucion de la articulacion 1. Proyectando el vector de posicion p sobre el plano xgpo

como en la figura 5.14 y para calcular #,, que es el angulo formado entre los ejes xp y

X se obtienen las siguientes ecuaciones:

OD=R=.p*+ p,’ (5.94)

py P
sen ;= —~ cos ;= = 5.95
= 1= (5.95)

De las ecuaciones (5.46), y utilizando la funcion arco trigonométrica mas

consistente, se encuentra que 6, es:
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sen 0 p,
0, = tg'l( ]z tg”! (;J -180° < 6, < 180° (5.96)

cos 61

’ 4
0 % i
& X
P, D
¥
10

D

Figura 5.14. Extremo final del robot KR-100-2 PA y solucién para la articulacion 1.

Solucion de la articulacion 2. Para encontrar 6,, proyectamos el vector de posicion p

sobre el plano xyy; tal como se muestra en la figura 5.15. De esto resulta lo siguiente:

6= 180° —(a + f) (5.97)

EC=p,—d, AE= \p +p.] —a (5.98)

R=+AE* +EC? (5.99)
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Por la ley del coseno:

BC® —(4B* +R*) _
24B-R

cosa =—

a,’ —(a," +(Jp," +p." —a)’ +(p.—d)")

2a2\/(vpy2 +px2 _al)z +(pz _d1)2

sen o= v1—cos’ a (5.101)

(5.100)

Figura 5.15. Solucion para la articulacion 2 (KR-100-2 PA).

Ademas:

d

EC: pz_ 1
R [
\/( py2+px2_al)2+(pz_dl)2

sen ff = (5.102)
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AE \Py +px
(5.103)
B oo —ay +r—d)

cos f=

Luego:
sen 6, = sen (180° - (a + f)) = sen 180° cos (a + p) - cos 180° sen (a + f) =

sen 6, =sen (a + f) =sen a cos f+ cos asen f (5.104)

cos 6, =cos (180° - (a + B)) = cos 180° cos (a + ) + sen 180° sen (a + f) =

cos 8, =—cos (a+ f)=—(cos a cos - sen a sen f) (5.105)

De las ecuaciones (5.104) y (5.105) obtenemos la solucion para 6;:

sen@>
92=tg'1(—j 51°<6,<180° (5.106)

cos 9>

Solucion de la articulacion 3. De la figura 5.16, se tiene lo siguiente:

AB=a; BC=as (5107)
AC = R=+AE* + EC? (5.108)
EC=p,—d AE=\p, +p, - (5.109)
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Figura 5.16. Solucion para la articulacion 3 (KR-100-2 PA).
Por la ley del coseno:
2 2 2
cos O — R°—(4B" +BC") _
2AB-BC
(P, +p —a) +(p.~d) ~(a, +a;")
= : l S (5.110)
2a, -a,
sen 65 = /1 —cos” 0, (5.111)

Luego, utilizando la funcion tangente mds consistente, de las ecuaciones

(5.110) y (5.111) obtenemos la solucién para 6;:

sen Hsj

03=tg‘1(—m93 - 199° < 03<- 19° (5.112)
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Para determinar el punto p de la muiieca del robot paletizador y luego
encontrar la solucidon para 6, y 65 se emplea una variacion del método de desacoplo
cinematico, estudiado en la seccion 5.2. Entre la mufieca y el extremo final del brazo
robdtico se puede establecer un vector ab que se caracteriza por tener magnitud
constante y que su orientacion solo varia por las coordenadas x y y, manteniéndose z
invariable (figura 5.17). Los valores de estas dos coordenadas variardn entonces en

funcion del angulo 0, y se calcularan a través de las relaciones siguientes:
x = abj cos 6,
y =abj sen 6, (5.112)

z=-ab;, (cte)

Donde los valores ab; y ab, son datos conocidos de la geometria del robot.

r=p-—ab

ab=(x, v, zJ

x = ab, cos &,
y = ab, sen &,

7= -ab, (cte)

&y

Figura 5.17. Calculo de las coordenadas de la mufieca del robot paletizador KR-100 2PA

Luego, se pueden calcular las coordenadas de la mufieca mediante la expresion:

r=p-ab (5.112)
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CAPITULO VI

ANALISIS DE TRAYECTORIAS Y
MOVIMIENTOS
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CAPITULO VI

ANALISIS DE TRAYECTORIAS Y MOVIMIENTOS

Los robots industriales estan disefiados para realizar una operacion de
produccion. La operacion se realiza permitiendo que el robot desplace su cuerpo,
brazo y mufieca mediante una serie de movimientos y posiciones consecutivos. Unido
a la mufieca, en el extremo final, estd la herramienta que utiliza el robot para realizar
una tarea especifica. Las articulaciones del brazo y del cuerpo estan disefiadas para
permitir al robot desplazar su extremo a una posicion deseada dentro de los limites
del tamano del robot y de los movimientos de las articulaciones. El movimiento de la
mufieca esta disenado para permitir al robot orientar su extremo final con respecto a

la tarea a realizar.

Las soluciones a los problemas cinematicos estudiadas en los capitulos 4 y 5
permiten determinar las configuraciones que deben adoptar los elementos del brazo
robot para lograr una posicion y orientacion especifica del extremo final en el

espacio.

Para realizar una tarea determinada el extremo del robot debe moverse desde
un punto inicial hasta un punto final. Este movimiento puede ser realizado segun
multiples trayectorias espaciales para trabajos de manipulacion o a través de una
trayectoria especifica para trabajos de precision. De todas ellas hay algunas que, bien
por la sencillez de los algoritmos de control dinamico o bien por su utilidad y
aplicacion a diversas tareas, son las que en la practica incorporan los robots

comerciales.

Este capitulo dedica su atencidn, inicialmente y de manera didactica, a

algunos métodos de planificacion de trayectorias para un brazo robot, utilizados
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frecuentemente en el area de control. Luego se estudian, de manera mas detallada, los
problemas relativos a la posicion, velocidad y aceleracion de las articulaciones, asi
como la posicion y orientacion, velocidad y aceleracion del extremo final, todas en

funcion del tiempo, cuando se desarrolla el movimiento en el espacio.

La curva espacial por donde se desplaza la mano del manipulador desde la
posicién inicial (posicidon y orientacion) hasta la posicion final se llama trayectoria.
Antes de desarrollar los formalismos para describir el movimiento deseado del
manipulador en el espacio (posicion y orientacion), se hard una breve explicacion

sobre los tipos de trayectorias que pueden emplearse en los robots.

6.1 Tipos de trayectorias

6.1.1 Trayectorias punto a punto

En este tipo de trayectorias cada articulacion evoluciona desde su posicion
inicial a la final sin realizar consideracion alguna sobre el estado o evolucion de las
demas articulaciones. Normalmente, cada actuador trata de llevar su articulacion a la
posicion de destino en el menor tiempo posible, pudiéndose distinguir dos casos:

movimiento eje a eje y movimiento simultianeo de ejes.

a) Movimiento eje a eje: Solo se mueve un eje a la vez. Comenzard a moverse la
primera articulacion, y una vez que esta haya alcanzado su punto final lo hara la
segunda, y asi sucesivamente. Este tipo de movimiento da obviamente como
resultado un mayor tiempo de ciclo, teniendo como tnica ventaja un menor consumo

de potencia instantanea por parte de los actuadores.
b) Movimiento simultineo de ejes: En este caso todos los actuadores comienzan

simultaneamente a mover las articulaciones del robot a una velocidad especifica para

cada una de ellas. Dado que la distancia a recorrer y las velocidades seran
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generalmente diferentes, cada una de las articulaciones finalizara su movimiento en

un instante diferente.

El movimiento del robot no terminara hasta que se alcance definitivamente el
punto final, lo que se producira cuando el eje que requiere mayor tiempo concluya su
movimiento. De esta manera, el tiempo total invertido en el movimiento coincidira
con el eje que mas tiempo emplee en realizar su movimiento particular, pudiéndose
dar la circunstancia de que el resto de los actuadores hayan forzado su movimiento a
una velocidad y aceleracion elevada, de manera que la funcidon concluye cuando la

articulacion mas lenta alcance su punto final.

Las trayectorias punto a punto, fueron usadas por los primeros robots
industriales de soldadura por punto y manipulacion, y no estan implementadas salvo

en robots muy simples o con unidades de control muy limitadas.

6.1.2 Trayectorias coordinadas o is6cronas

Para evitar que algunos actuadores trabajen forzando sus velocidades y
aceleraciones, teniendo que esperar después la conclusion del movimiento de la
articulacion mas lenta, puede hacerse un calculo previo, averiguando cual es ésta
articulacion y que tiempo invertird. Se ajustard entonces el movimiento del resto de
los ejes para que inviertan el mismo tiempo en su movimiento, terminando todos ellos
simultdneamente. Se tiene asi que todas las articulaciones se coordinan comenzando y

acabando su movimiento a la vez, adaptandose el movimiento de todas a la mas lenta.

El tiempo total invertido en el movimiento es el menor posible y no se piden
aceleraciones y velocidades elevadas a los actuadores innecesariamente. Desde el
punto de vista del usuario la trayectoria que describe el extremo del robot no es
significativa, siendo esta impredecible, aunque como es obvio, un conocimiento del

modelo y control cinemadtico del robot permitira su calculo.
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Las anteriores trayectorias permiten controlar el movimiento del brazo
robodtico a partir de las variables de articulacion. De esta forma, no es posible
determinar la trayectoria exacta que recorre el extremo final cuando se desplaza desde

el punto inicial al punto final.

La trayectoria coordinada es una variacion mas eficiente de la trayectoria
punto a punto. Es usada por robots para soldaduras de punto, manejo de materiales,
carga y descarga de maquinas y en robots que realizan tareas simples. En este caso la
trayectoria y la velocidad del extremo del robot no son de particular importancia, solo

son relevantes los puntos inicial y final del movimiento.

6.1.3 Trayectorias continuas

Cuando se pretende que la trayectoria que sigue el extremo del robot sea
conocida por el usuario (trayectoria en el espacio cartesiano o de la tarea), es preciso

calcular de manera continua las trayectorias articulares.

Por lo general, las trayectorias que el usuario pretende que el robot describa
son trayectorias en linea recta o en arco de circulo. El resultado serd que cada
articulacion sigue un movimiento aparentemente cadtico con posibles cambios de
direccion y velocidad y sin coordinacion con el resto de las articulaciones. Sin
embargo, el resultado conjunto serd que el extremo del robot describira la trayectoria

deseada.

En la actualidad, las nuevas aplicaciones industriales requieren de
mecanismos flexibles que puedan desarrollar trayectorias especificas para realizar
trabajos de precision. La creciente capacidad de las computadoras para realizar
numerosos calculos en poco tiempo, permite que estas trayectorias puedan ser
estudiadas a través de la cinematica clésica, las funciones vectoriales y los métodos

numéricos.
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Las trayectorias continuas son usadas por robots para trabajos de soldadura
por arco, pintura en spray, mecanizado de partes, ensamblaje de partes complejas e

inspeccion.

Antes de iniciar el estudio detallado del movimiento del brazo robotico en
funcion de la trayectoria o camino que recorre su extremo final, y asi desarrollar los
formalismos apropiados para su analisis, se expondran algunos esquemas para la

planificacion de trayectorias utilizadas por los robots.

Los esquemas de planificacion de trayectorias generalmente <<interpolan>> o
<<aproximan>> el camino deseado mediante una clase de funciones polinomiales y
genera una secuencia de <<puntos de control>> a lo largo del tiempo para controlar el

manipulador desde su posicion inicial hasta su destino.

Se suelen utilizar dos métodos para planificar las trayectorias de un
manipulador. El primero requiere que el usuario especifique un conjunto de
condiciones (es decir, continuidad y regularidad) en la posicion, velocidad y
aceleracion de las coordenadas de la articulacion del manipulador, en posiciones
seleccionadas (llamados puntos nudos o puntos de interpolacion) a lo largo de la

trayectoria.

Se selecciona entonces una trayectoria parametrizada de un clase de funcion
(normalmente de la clase de funciones polinomiales de grado n o menor, para algin
n, en el intervalo de tiempo [#, #]) que <<interpola>> y satisface las condiciones de
ligaduras en los puntos de interpolacion. Con este método le es dificil al usuario
seguir el camino que recorre el extremo final, por tanto, el manipulador puede chocar

con obstaculos sin previo aviso.

En el segundo método, el usuario especifica explicitamente el camino que el

manipulador debe seguir mediante una funcion analitica, tal como un camino en linea
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recta en coordenadas cartesianas. De esta manera, los puntos extremos de la
trayectoria se pueden especificar o bien en coordenadas de la articulacion o bien en
coordenadas cartesianas. No obstante, se suelen especificar en coordenadas
cartesianas, porque es mas facil visualizar las configuraciones correctas del extremo

final que en coordenadas de articulacion.

Los dos métodos anteriores para la planificacion de trayectorias de un
manipulador deberian resultar en trayectorias simples, esperando que sean eficientes,
uniformes y precisas con un tiempo de célculo rapido (casi en tiempo real). Es

importante resaltar que las secuencias de los vectores espaciales de las variables de

articulacion a lo largo del tiempo { q(?), c.l(t), .ci(t)} se generan sin tomar en cuenta la

dinamica del manipulador, por lo tanto, pueden aparecer grandes errores de

seguimiento en el control del manipulador.

De esta manera, la planificacion de trayectoria se puede realizar o bien en el
espacio de las variables de articulacion o bien en el espacio cartesiano. Para la
planificacion de las variables de articulacion se considera la historia temporal de
todas las variables de articulacion y de sus dos primeras derivadas respecto al tiempo

para describir el movimiento deseado del manipulador.

Para la planificacion en el espacio cartesiano se define la historia temporal de
la posicion de la mano del manipulador, su velocidad y aceleracion, y se deducen las
correspondientes posiciones, velocidades y aceleraciones de la articulacion a partir de

la informacion de la mano.

La planificacion en el espacio de las variables de articulacion tiene tres
ventajas: 1) la trayectoria se establece directamente en términos de las variables
controladas durante el movimiento; 2) el establecimiento de la trayectoria se puede

hacer casi en tiempo real; 3) las trayectorias de la articulacion son mas faciles de
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establecer. La desventaja asociada es la dificultad en determinar las posiciones de los
diversos elementos y de la mano durante el movimiento, lo cual es necesario para
garantizar que se eviten obstaculos a lo largo de la trayectoria o el seguimiento de una

trayectoria especifica.

En general, el algoritmo basico para generar puntos de control de la

trayectoria de la articulacion es bastante simple:

1=t
bucle: Esperar hasta el préximo intervalo de control;
t=t+At;
h(¢) = posicion donde deberia estar en el instante # la posicion de la
articulacion del manipulador;
Si ¢ = t5; entonces salir;

ir a bucle;

donde At es el periodo de muestreo de control para el manipulador.

Del algoritmo anterior, se ve que el célculo consiste en una funcion de
trayectoria (de las variables de articulacion) h(¢) que se modifica en cada intervalo de
control. Sobre esta trayectoria se imponen cuatro condiciones. En primer lugar, los
puntos de control de la trayectoria se deben calcular rapidamente de forma no
iterativa. En segundo lugar, se deben determinar y especificar posiciones intermedias
de forma precisa. En tercer lugar, se debe garantizar la continuidad de la posicion de
la articulacion y de sus dos primeras derivadas respecto del tiempo de manera que la
trayectoria planificada sea suave. Finalmente, se deben minimizar los movimientos

extranos, tales como desplazamientos erraticos.
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Estas cuatro condiciones sobre la trayectoria planificada se satisfacen si la
historia temporal de las variables de articulacion se pueden especificar mediante

secuencias polinomiales.

Para el control de la trayectoria cartesiana se puede modificar el algoritmo
anterior a:

=t
bucle: Esperar hasta el proximo intervalo de control,
t=t+At
H(?) = posicion donde deberia estar en el instante ¢ la mano del manipulador;
Q[H(?)] = solucion correspondiente de la articulacion para H(?)
Si ¢ = t; entonces salir;

ir a bucle;

Ademas del célculo de la funcion trayectoria de la mano del manipulador H(¢)
en cada intervalo de control, se necesita convertir las posiciones cartesianas en sus
correspondientes soluciones de articulacion, Q[H(?)]. La funcién matricial H(?) indica
la posicion deseada de la mano del manipulador en el instante ¢ y se puede obtener
facilmente mediante una matriz de transformacion homogénea 4 x 4, estudiada en los

capitulos 3 y 4.

Estos métodos fueron desarrollados por investigadores y empleados por los
manipuladores durante afios, en diversas tareas, cumpliendo la funcion de
proporcionar procedimientos con bajos costos computacionales para el control del
manipulador, debido al lento desarrollo informatico que acompafiaba a los comienzos

de la robotica.

Actualmente debido al rapido avance de la tecnologia informatica, es posible

utilizar herramientas matematicas mas robustas para realizar las funciones de control,
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utilizando computadoras con gran capacidad y velocidad de célculo, ademas del uso

de sensores de movimiento de alta precision.

En la seccion siguiente y de manera ilustrativa, se hard una exposicion breve
de estos métodos para la planificacion de trayectorias, quedando claro que los mismos
no se utilizan especificamente para el andlisis cinemadtico sino como base para definir

esquemas de control.

6.2 Esquemas de planificacion de trayectorias

6.2.1 Esquemas en el espacio de la articulacion

Para controlar un manipulador se requiere que la configuracion de su brazo
tanto en la posicion inicial como final se especifique previo a la planificacion de la
trayectoria del movimiento. Cada uno de estos puntos se especifica generalmente en
términos de una posicion y una orientacion deseadas del extremo final o herramienta

del brazo robdtico.

Estos puntos se convierten luego en un conjunto de dngulos de articulacion
deseados mediante la aplicacion de la cinematica inversa. Después se encuentra una
funcidon uniforme para cada una de las n articulaciones que se mueven desde el
angulo inicial hasta el dngulo final. El tiempo requerido por segmento es el mismo
para cada articulacion, de manera que todas las articulaciones llegaran al punto final

al mismo tiempo, obteniéndose la posicion cartesiana deseada.

Los esquemas en el espacio de la articulacién son generalmente mas faciles de
calcular y, como no hay una correspondencia continua entre el espacio de articulacion
y el espacio cartesiano, esencialmente no hay ningtin problema con las singularidades

del mecanismo.
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Las funciones uniformes mas simples que se pueden emplear son los
polinomios cubicos. Se requiere una funcion para cada articulacion cuyo valor en f
sea la posicion inicial de la articulacion y su valor en # sea la posicion final deseada
de la articulacion. Como se muestra en la figura 6.1, hay muchas funciones uniformes

6(¢) que podrian usarse para interpolar el valor de las articulaciones.

o(1)

Y

1” (J'

Figura 6.1. Varias formas posibles de trayectoria para una sola articulacion.

Para crear un solo movimiento uniforme hacen falta al menos cuatro
restricciones sobre 6(f). Dos de estas restricciones sobre el valor de la funcion se

deben a la seleccion de valores inicial y final:

6(0) = 6.,
O(t) = Oy, (6.1

Las otras dos restricciones son que la funcidon velocidad debe ser continua, lo

cual en este caso significa que las velocidades inicial y final deben ser cero:

0 (0)=0,

Oc(tn =0, (6.2)
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Estas cuatro restricciones pueden satisfacerse mediante un polinomio de por lo
menos tercer grado y determinan de manera Unica una ecuacidén cubica especifica.

Este tipo de ecuaciones tiene la forma:
0f)=ap+a t+af+at, (6.3)

De manera que la velocidad y la aceleracion de la articulacion a lo largo de

esta ruta son Claramente
49(t)=a1 +2azt+3a3t2,

Ot)=2a +6ast, (6.4)

Combinando estas ultimas tres ecuaciones con las cuatro restricciones

deseadas se producen cuatro ecuaciones con cuatro incognitas:

0o = ao,
Oc=ao+ay tr+ax t;* + as 1y,
0=ar 6.5)

0=a1+2a2tf+3a3tf2,

Resolviendo estas ecuaciones para las a; se obtiene:

ao = 6o,
ay = O,
3
ar = — (0r— 6o), (6.6)
l;

2
az=- — (0= ),
ly
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Con estas ultimas cuatro relaciones se puede calcular el polinomio cubico que
conecta cualquier posicion de angulo de articulacion inicial con cualquier posicion
final deseada. Esta solucion es para el caso en el que la articulacion inicia y termina el
movimiento con una velocidad cero. En la figura 6.2 siguiente se muestran los
perfiles de posicion, velocidad y aceleracion para un segmento cubico con

velocidades inicial y final nulas.

75 — Grados
70
65
60
55
50 -
45
35
a0
25—
20
15 ] | l L J Segundos
Ki) 1.2 1.8 24 30

Posicion

ol

irados/seg

0 | I l Segundos
b 1.2 1.8 24 30

Velocidad

C‘:radns.-"scgl

i | I I | Segundos

6 1.2 1.8 24 3.0
Aceleracion

Figura 6.2. Perfiles de posicion velocidad y aceleracion para un solo segmento cibico que inicia y
termina inmovil (velocidad cero).
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Hasta ahora se han considerado los movimientos descritos por una duracién
deseada y un punto de destino final; en general, se desea permitir la especificacion de
trayectorias que incluyan puntos de referencia o nodos de interpolacion. Si el
manipulador se va a detener en cada punto nodo, se puede usar la solucién cubica

anterior.

Por lo comln se desea pasar a través de un punto nodo sin detenerse, por lo
cual se necesita generalizar la forma en que se ajustardn las ecuaciones cubicas a las
restricciones de las rutas. Si se conocen las velocidades deseadas de las articulaciones
en los puntos nodo, entonces se pueden construir polinomios cubicos como antes; sin
embargo, ahora las restricciones de velocidad en cada extremo no son iguales a cero,

sino que tienen cierta velocidad conocida. Estas restricciones son las siguientes:
6(0)= 0o,
o(1) = 6y, (6.7)
Las cuatro ecuaciones que describen este polinomio cuibico general son:
6 = ao,
Or=ao+ar it ar te” + as
% 0=ai, (6.8)

Or=ar1+2artr+3 a3 tfz,

Al resolver estas ecuaciones para las a; se obtiene

ao = 0o,
a) = é07
3 2 . 1 -
ay=— (6= 6) - — Oo- — 0Oy, (6.9)
l; l; l;
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2 1 L] L]
a3 =- — (0r—600) + — (O¢+ Oo),
ls L

Utilizando estas cuatro ecuaciones se puede calcular el polinomio cubico que
conecta las posiciones inicial y final con las velocidades inicial y final. Si se tienen
las velocidades de articulacion deseadas en cada punto nodo, entonces simplemente
se aplican estas ecuaciones a cada segmento para encontrar los polinomios cubicos

requeridos.
6.2.1.1 Polinomios de mayor orden

Algunas veces se utilizan polinomios de mayor orden para los segmentos de
ruta. Por ejemplo, si se desea especificar la posicion, la velocidad y la aceleracion al
inicio y al final de cada segmento de ruta, se requiere un polinomio de quinto grado, a
saber,

0f)=ao+tait+at+ast+ast' +ast, (6.10)
En donde las restricciones se dan asi:

G0 = ay
Or=aptarte+arti® +asty +agtet +asty”,

éo:al,
Or=ar+2amti+3asti>+dasts> +5 aste?, (6.11)

(‘é(): 2 a,

Oc=2a, +6a3t +12 a4tf2+20€lstf3,

Estas restricciones especifican un conjunto lineal de seis ecuaciones con seis
variables desconocidas cuya solucion es:
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a = 0y,
2 29

200, ~200, (86 ,+128,)t, ~(360-6 )1’

a; 2 : (6.12)
. 306, -300, + (146 ,+168,)t, +(360-26 )1,
4= 21f4 )
120,126, —(60,+68,)t, — (608 ),
5— )

5
2,
6.2.1.2 Funcion lineal con mezclas parabolicas

Otra opcion de forma de ruta es la lineal. Es decir, simplemente se interpola
linealmente para realizar un movimiento desde la posicion de articulacion actual hasta
la posicién final, como se muestra en la figura 6.3. Se debe recordar que aunque el
movimiento de cada articulacion en este esquema es lineal el extremo final no se

mueve en general en una linea recta en el espacio.

0

Figura 6.3. Interpolacion lineal de la articulacién.
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Sin embargo, la interpolacion lineal directa haria que la velocidad fuera
discontinua al inicio y al final del movimiento. Fisicamente esto produciria
movimientos bruscos e instantaneos de la articulacion y esfuerzos muy grandes en los
mecanismos de impulsion. Para crear una ruta uniforme con posicién y velocidad
continuas, se empieza con una funcion lineal y se agrega una region de mezcla

parabdlica tanto al inicio como al final de la trayectoria.

Durante la porcion de mezcla de dicha trayectoria se utiliza una aceleracion
constante para cambiar la velocidad de manera uniforme. La figura 6.4 muestra una
ruta simple que se construye en esta forma. La funcion lineal y las dos funciones
parabdlicas se “unen” de manera que toda la ruta completa sea continua en posicion y

en velocidad.

o By iF =t I

Figura 6.4. Segmento lineal con mezclas parabdlicas.

>

Figura 6.5. Segmento lineal con mezclas parabdlicas.
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Para poder construir este segmento individual supongamos que las mezclas
parabolicas tienen la misma duracidn en el tiempo; por lo tanto, se utiliza la misma
aceleracion constante durante ambas mezclas. Como se indica en la figura 6.5, hay
muchas soluciones para este problema, pero se debe tener en cuenta que la respuesta
es siempre simétrica sobre el punto intermedio o punto de inflexion en el tiempo,
representado por #,, y sobre un punto intermedio en la posicion, representado por 6.
La velocidad final de la region de mezcla debe ser igual a la velocidad de la seccion
lineal, por lo que se tiene que:

‘gh — 91;

01, = , (6.13)
th _tb

en donde 6, es el valor de 6 al final de la regién de mezcla y 8 es la aceleracion que

actua durante la region de mezcla. El valor de 6, se obtiene mediante
1 (1] 2
191,:00‘*'5 ot (6.14)
Al combinar estas dos ecuaciones y hacer que ¢ = 2 t,, se obtiene

0 17— 0 tty+ (6r- 00) = O, (6.15)

en donde ¢ es la duracion deseada del movimiento. Dado cualquier valor para 6, 6y y

t, se puede seguir cualquiera de las rutas dadas con base en las elecciones de 0 vyt
que satisfagan esta ultima ecuacion. En general, se elige una aceleracion y se resuelve
la ecuacion para obtener el valor correspondiente de #,. La aceleracion que se elija
debera ser lo suficientemente alta, de acuerdo la ecuacion 6.17, o de lo contrario no
existira una solucion. Al resolver la ecuacidn para ¢, en términos de la aceleracion y

otros parametros conocidos, se obtiene
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..2 (1]
o \/0 2 -40(0, -6,

t - (6.16)
2 20
La restriccion sobre la aceleracion utilizada en la mezcla es:
o 40,-6,)
0> % (6.17)

Cuando ocurre la igualdad en esta ecuacion la porcion lineal se reduce a una
longitud cero y la trayectoria estd compuesta de dos tramos que se conectan con

pendiente equivalente.

70 |- Grados 70 |- Grados
65 63 |-
60 6l =
55 55
S0 S50
45 45
40 40 -
35 A5
30 30
25 25
20 g 20 |-
15 | Segundos 15 1 L l J Segundos
6 1.2 1R 24 30 b6 1.2 18 24 30
Posicion Posicidn
e . 35
Gradosiseg o Grados/seg
20 30+ =
25
15
20
10 151
i 10
5
5
0 I Segundos 0 Segundos
.6 1.2 1.8 24 3.0 H 1.2 1.8 24 30
Velocidad Velocidad
i 25 F 5
16 | Grados/seg’ 20 - Grados/seg”
24 |- 15
10
0 0
-5
5 4
12 - ][]
24 |- =15
=1 ~20
l 1 | | Segundos —25 = L I Segundos
Kil 12 18 24 30 A 12 18 24 30
Aceleracién Aceleracion

(a) (h)
Figura 6.6. Perfiles de posicion, velocidad y aceleracion para la interpolacién lineal con mezclas

parabolicas. El conjunto de curvas de la izquierda esta basado en una mayor aceleraciéon durante
las mezclas que la utilizada del lado derecho.
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A medida que la aceleracion utilizada se hace cada vez mas grande, la
longitud del los tramos inicial y final se hace cada vez méas corta. En el limite, de la
ecuacion 6.16, con la aceleracion infinita, regresamos al caso simple de interpolacion
lineal. En la figura 6.6 se muestran perfiles de posicion, velocidad y aceleracion para

la interpolacion lineal con mezclas parabdlicas.

6.2.2 Camino cartesiano

Aunque las coordenadas de articulacion especifican completamente la
posicidon y orientaciéon de su mano, no son apropiadas para especificar una tarea
porque la mayoria de las coordenadas de articulaciéon del manipulador no son
ortogonales y no separan la posicion de la orientacion. Para los robots mas
sofisticados se han desarrollado lenguajes de programacion que controlan el

manipulador para cumplir una determinada tarea.

En tales sistemas, una tarea se suele especificar como secuencias de puntos
nudos cartesianos a través de los cuales debe pasar la mano del manipulador o
extremo final. Asi, al describir los movimientos del manipulador en una tarea, se esta
mas interesado por el formalismo de especificar las posiciones finales por las cuales
se mueve la mano del manipulador, asi como la curva en el espacio (o camino) que

recorre.

Paul [1.979] describe el disefio de trayectorias de manipuladores constituidas
por segmentos de linea recta para el movimiento de la mano. La velocidad y
aceleracion de la mano entre estos segmentos se controla convirtiéndolas en
coordenadas de articulacion y se suavizan mediante una rutina de interpolacion
cuadratica. Taylor [1.979] extendié y refind el método de Paul, utilizando la
representacion de cuaterniones de ntimeros duales para describir la localizacion de la

mano.

156



A causa de las propiedades de los cuaterniones, las transiciones entre las
posiciones de la mano debido a operaciones rotacionales necesitan menos célculo,
mientras que las operaciones traslacionales no dan ninguna ventaja. Existen dos
métodos para disefar trayectorias cartesianas en linea recta: a) el método de la matriz
de transformaciéon homogénea y b) la planificaciéon de trayectorias en linea recta

usando cuaterniones.

a) Método de la matriz de transformacion homogénea

En un sistema robotico programable, el movimiento deseado se puede
especificar como secuencia de puntos nodos cartesianos, cada uno de los cuales se
puede describir en términos de transformaciones homogéneas que relacionan el
sistema de coordenadas de la mano del manipulador con el sistema de coordenadas
del sistema de trabajo. Las correspondientes coordenadas de articulacién en estos
puntos nudos cartesianos se pueden calcular a partir de la rutina de solucion del
problema cinemadtico inverso y se puede utilizar un polinomio cuadratico para
suavizar con fines de control los puntos nudos de dos articulaciones consecutivas en

coordenadas de articulacion.

De esta manera, se controla el manipulador para moverse a lo largo de una
linea recta conectada mediante estos puntos nudos. Esta técnica tiene la ventaja de
permitirnos controlar la mano del manipulador para seguir objetos moéviles. Aunque
las posiciones finales se describen mediante sus transformados, no especifican como

se mueve la mano del manipulador de un punto transformado a otro.

b) Planificacion de trayectorias en linea recta utilizando cuaterniones

El esquema anterior de trayectoria de movimiento en linea recta de Paul que

utiliza el método de la matriz de transformacion homogénea para representar las

posiciones finales, es una representacion facil de comprender y de utilizar. Sin
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embargo, las matrices son moderadamente costosas de almacenar y los calculos sobre
ellas requieren mas operaciones que para algunas otras representaciones. Ademas, la
representacion matricial de las rotaciones es altamente redundante lo que puede
conducir a inconsistencias numéricas. Taylor [1.979] propuso dos métodos al

problema de planificacion de movimientos en linea recta entre puntos nudos, a saber:

- Control del camino cartesiano

Se requiere mover el sistema de coordenadas de la mano del manipulador a lo
largo de una linea recta entre dos puntos nudos especificados por Fy y Fy en el tiempo
T, donde cada sistema de coordenadas se representaba mediante una matriz de

transformacion homogénea,

Fi= (6.18)

El movimiento a lo largo del camino consiste en traslaciones del origen del
sistema de la herramienta desde py hasta p; con rotaciones de su orientacion desde Ry

hasta R;.

Este sistema de control necesita una cantidad considerable de tiempo de
calculo y es dificil de tratar con respecto a las restricciones espaciales de las variables
de articulacion del manipulador en tiempo real. Para tratar con este problema se
podria precalcular y almacenar la solucion de la articulacion mediante la simulacion
del algoritmo en tiempo real antes de la ejecucion del movimiento. Otra forma
posible es precalcular la solucion de la articulacion para cada intervalo de muestreo y
luego realizar interpolaciones de articulacion utilizando polinomios de bajo grado
para ajustarlos a través de estos puntos intermedios para generar los puntos de la

trayectoria. La dificultad de este método es que el nimero de puntos intermedios
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necesarios para mantener la mano del manipulador proxima a la trayectoria en linea

recta cartesiana depende del movimiento particular que se realice.

- Travyectoria de articulacion con desviacion acotada

Taylor propuso una estrategia de movimiento en el espacio de la variable de
articulacion para dar solucion al problema anterior, este selecciona suficientes puntos
intermedios durante la fase de pre planificacion para garantizar que la desviacion de
la mano del manipulador de la trayectoria cartesiana en linea recta sobre cada
segmento de movimiento permanece dentro de las acotaciones de error pre

especificadas.

El esquema comienza precalculando todos los vectores solucion de las
articulaciones (; correspondientes a los puntos nodos F; a lo largo de la linea recta
deseada. Los vectores q; del espacio de articulacion se utilizan como puntos nudos
para una estrategia de interpolacion en el espacio de las variables de articulacion

analoga a la que se usa para la ecuacion de posicion del camino cartesiano.

Se debera hacer un estudio mas extenso de estos esquemas de planificacion de
trayectorias cuando se analicen los sistemas roboticos desde el punto de vista
dindmico en conjunto con la teoria de control. En las secciones siguientes se
estudiaran las herramientas matematicas necesarias para desarrollar las trayectorias y

analizar el movimiento de un brazo robdtico.

6.3 Travyectorias y analisis del movimiento

Los esquemas de planificacion de trayectorias estudiados anteriormente
(variables de articulacién y espacio cartesiano) son de utilidad para desarrollar
algoritmos de control del movimiento de manipuladores en trayectorias interpoladas

entre dos puntos, en el caso de variables de articulacidn, y en trayectorias rectas entre
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dos puntos, en el caso cartesiano, permitiendo generar trayectorias que ofrecen gran

economia computacional.

Sin embargo, estos esquemas de planificacion no son utiles para analizar el
movimiento del brazo robotico. Para realizar un analisis cinematico completo de los
mecanismos roboticos, no basta solo con definir la configuracion de sus elementos en
alguna posicion determinada, sino que es preciso conocer como varian estas

posiciones a lo largo del tiempo, asi como las velocidades y aceleraciones.

La determinacion de los valores de los parametros cinematicos (posicion,
velocidad y aceleracion) cuando el efector final se desplaza a lo largo de trayectorias
espaciales es de gran importancia. Conocer su variacion permitird obtener
informacion 1util que combinada con los estudios dinamicos, permite realizar un

analisis eficiente de estos mecanismos.

El analisis del movimiento comenzara entonces por revisar algunos conceptos
fundamentales sobre la cinematica de la particula y del cuerpo rigido y
posteriormente el estudio de las herramientas matemadticas, que son de especial
interés conocer y manejar para abordar el problema del brazo robotico. Algunas de
estas herramientas incluyen la parametrizacion de curvas en el espacio y su
reparametrizacion, el uso de las funciones vectoriales y los métodos numéricos de

interpolacion polinomial.

En la actualidad, el desarrollo de nuevos materiales mas livianos y resistentes,
computadoras de gran capacidad de célculo, sensores y el empleo de la teoria de
control, asi como el uso de motores eléctricos fuertes, precisos y compactos permiten
la construccion de brazos roboticos de gran versatilidad capaces de realizar
numerosas actividades. Esta agilidad se traduce en gran movilidad, rapidez y

precision para realizar tareas por parte del robot, lo que significa que deben emplearse
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herramientas matematicas y computacionales eficientes (estudiadas en las proximas

secciones) para el analisis del movimiento.

6.4 Nociones fundamentales

En los cursos de cinemadtica es usual estudiar, de manera preliminar, la
cinemadtica de la particula, introduciendo los conceptos y la terminologia necesarios
que permiten el posterior estudio de la cinemadtica del cuerpo rigido. Para estudiar la
cinematica de la particula se suele utilizar el enfoque de las coordenadas intrinsecas,
en la cual la posicion de un punto P se expresa con un vector OP que apunta desde el
origen O de un sistema de coordenadas fijo, solidario a un cuerpo rigido (1) también

fijo, hasta el punto P (ver figura 6.7).

Figura 6.7. Sistema de coordenadas intrinsecas.

El movimiento de un punto o particula, bajo este enfoque, se representa
mediante de la ecuacion de la longitud de arco s que varia con el tiempo t. La
velocidad y la aceleracion se obtienen a través de la derivacion del vector de posicion
OP expresado en funcion de la longitud de arco s. De esto se obtiene el vector
velocidad que es tangente, en todo momento, a la trayectoria por la cual se desplaza el

punto P. La aceleracion, que resulta de la derivacion del vector de velocidad, se
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expresa en dos componentes, una tangencial y otra normal a la trayectoria que recorre

el punto P. Estas se conocen como la aceleracion tangencial y la aceleracion normal.

Otro enfoque para estudiar el movimiento de una particula, utiliza un sistema
de coordenadas cartesianas para expresar la posicion de un punto P a través de tres
componentes, que tienen las direcciones de los vectores unitarios i, j, k, y que estan
asociados al sistema de referencia fijo x, y, z, respectivamente (ver figura 6.8). Cada
componente del vector de posicion varia independientemente en funcidén del tiempo.
La velocidad y la aceleracion se expresan de igual forma a través de tres componentes
cartesianas, las cuales se obtienen derivando cada componente de los vectores de
posicion y velocidad, respectivamente. Su empleo es Util en la resolucion de

problemas practicos.

Figura 6.8. Sistema de coordenadas cartesianas.

Los dos enfoques anteriores se pueden relacionar empleando el producto

escalar, la norma de un vector y la proyeccion de un vector sobre otro.
Para el estudio de la cinematica del cuerpo rigido, se suele enfocar el

problema graficamente con el uso de la geometria vectorial. A través de tridngulos de

velocidad y aceleracion, se establecen relaciones entre los vectores de velocidad y
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aceleracion, absoluta y relativa, de puntos pertenecientes a un mismo cuerpo y de
puntos que pertenecen a dos cuerpos diferentes de manera simultanea. Este método es
muy practico aunque se puede introducir pequeios errores por factores geométricos y

de escala.

Sin embargo, dos de los esquemas de analisis cinemdaticos mencionados
anteriormente, el sistema de coordenadas intrinsecas y el método grafico, son
empleados cominmente para el estudio de mecanismos planos. Cuando se usan para
el analisis de mecanismos tridimensionales, se dificulta la obtencién de una funcidén
de longitud de arco s o se puede incurrir en errores al trabajar graficamente con
vectores en el espacio. A pesar de esto se pueden utilizar a costa de una mayor

complejidad en el trabajo.

En el estudio del movimiento del brazo robdtico se deben emplear las
herramientas que permitan obtener resultados de forma rapida y con un margen de
error aceptable. Las matrices de transformaciéon homogénea, son parte de esas
herramientas y deben ser complementadas con la finalidad de disefar la metodologia

de analisis.
Se estudiard la parametrizacion y reparametrizacion de curvas en el espacio,
junto con las propiedades de las funciones vectoriales y los esquemas de

interpolacion polinomial. Todas serdn tratadas en las proximas secciones.

6.5 Curvas en el espacio. Parametrizacion y reparametrizacion

6.5.1 Parametrizacion

La ecuacion de una curva c en el espacio, se expresa en forma paramétrica con
las ecuaciones: x = f{¢), y = g(¢), z = h(¢). Las funciones f, g y h determinan las

coordenadas, x, y, z del punto a medida que varia ¢, creando de esta forma una traza o
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huella continua en el espacio con las imagenes de estas funciones (Figura 6.9). La
letra ¢ designa a la variable independiente la cual es interpretada como el tiempo. La
formula matematica de esta “carretera en el espacio” tiene dos ingredientes
importantes que la caracterizan: la forma de la trayectoria en si y la manera como ésta

es recorrida.

traza de ¢

Figura 6.9. Curva paramétrica. Traza de un camino.

6.5.2 Reparametrizacion

Como se menciond anteriormente un camino se puede ver como un objeto
matematico caracterizado por dos aspectos: la curva ¢ que describe en el espacio (su
trayectoria), y por otro lado la manera como se recorre dicho camino, mas aun, la
velocidad con la que se realiza el recorrido. Uno de los objetivos fundamentales en el
estudio de este camino es el de las propiedades geométricas de las curvas que estas

representan.

A continuacién se estudiard lo relacionado a las semejanzas existentes entre
los diversos caminos que describen una misma curva. Tal parentesco se llama

“reparametrizacion”. De manera poco precisa se puede decir que la reparametrizacion

de un camino ¢ es otro camino ¢ con la misma imagen que c. De otro modo, el
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camino ¢ es una reparametrizacion del camino ¢ si la curva descrita por ¢ es la

misma que la descrita por c.

Justifiquemos el término "reparametrizacion". Ya se habia mencionado que
las funciones coordenadas de un camino ¢ se les solia llamar "ecuaciones
paramétricas” de la curva que describe el camino. Con tal terminologia, a la variable
independiente ¢ se les llama "parametro". En esta perspectiva entonces, la
reparametrizacion de un camino no es mas que un cambio del parametro ¢ en la
ecuaciones paramétricas de la curva, es decir, un cambio de variable independiente
del camino ¢. Noétese que, viendo el pardmetro # como el tiempo en que el punto c(7)
recorre la curva, un cambio en la escala del tiempo representara un cambio de la

velocidad del movimiento del punto ¢(¢) por la curva. De esta manera, nos damos

cuenta de que siendo ¢ un camino que describe la misma curva que ¢ (una
reparametrizacion de c¢), la diferencia entre ellos debe estar precisamente en la

velocidad de recorrido de la curva.

Tomando entonces el camino ¢ definido en el intervalo 7 de los reales IR. La
manera de obtener una reparametrizacion de ¢ es simplemente dejar correr del tiempo
t en el intervalo / de otra manera. Esto se puede lograr definiendo una funcién ¢: J —
I de la variable s. Mientras la variable real s recorre el intervalo J, las imagenes ¢(s)
recorreran el intervalo /; éstos seran los valores ¢ = ¢(s) que tomara ¢ para asignar los
puntos ¢(#). La primera condicion natural que la funcién ¢ debe cumplir es que debe
ser sobreyectiva, para asegurar que las imagenes ¢(s) tomen todos los valores de ¢ en
1. Se observa entonces que se puede concebir a una reparametrizacion de ¢ como una
composicion de ¢ con ¢. Mas precisamente, dada la funcion sobreyectiva ¢: J — [
definida en el intervalo J de IR y tomando valores en el intervalo 7 de IR, se puede
componer €sta con el camino ¢ para formar asi la nueva funcién ¢ o ¢. Siendo ¢ un
camino, esta funcion es continua. Otra condicion natural que surge para la funcion ¢

es que sea continua, asegurandose asi que la composicién ¢ o ¢ sea una funcioén
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continua (compuesta de funciones continuas es una funcién continua) y por lo tanto

sea un nuevo camino, que tiene la misma traza el camino c (figura 6.10).

® o
: IR + IR
5 ¢
F 1

p

cogQ

Figura 6.10. Reparametrizaciéon del camino c.

Si el camino ¢ es diferenciable, ésta propiedad se mantiene con la

reparametrizaciéon ¢ = ¢ o ¢, de tal manera que la funcion ¢ = ¢(s) sea diferenciable.
En tal caso se tiene la composicion de funciones diferenciables, la cual es entonces

diferenciable y, segun la regla de la cadena

c'(s)=(cop) ()=c'(p(s)) ¢'(s), seJ

En la férmula anterior ¢ (s) es la derivada de la funcion ¢: J — [ en el punto s

e J; por lo tanto es un nimero real, en tanto que ¢ (¢(s)) es la derivada del camino ¢

en el punto ¢ = ¢(s). Siguiendo la tradicion de escribir primero los escalares y luego

los vectores en un producto, la férmula anterior se escribira como:

' (9)=9'(s) ¢'(p(s))
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Esta formula muestra la relacion entre los vectores velocidad del camino ¢ con
los correspondientes de su reparametrizacion c¢; segun ella el camino ¢ se mueve en

el punto ¢ (s) a una velocidad igual a ¢ (s) veces la velocidad que llevaria el camino ¢

en ese punto (el cual corresponde al punto ¢ = ¢(s)) (figura 6.11).

E'(5) = 0'(s) ()

7 c
= IR — IR

Figura 6.11. Diagrama de la composiciéon de c=co 0.

Se desea que el concepto de reparametrizacidon que va a establecerse
comprenda en el sentido de “maneras distintas de recorrer una curva en cuanto a la
velocidad de recorrido de ésta”, pero que respete el hecho de que si un arco de curva
se recorre de dos maneras distintas, la longitud de éste s6lo depende de la geometria
del arco. Existe entonces un punto importante para el cual se tendra que restringir mas

la funcion ¢ con la que se obtengan las reparametrizaciones de caminos.

Si se supone que la funcion ¢ tiene extremos locales en los puntos 57y s, € J.
Entonces ¢ (s1) = ¢ (s2) = 0. Sean t; = ¢(s1), & = ¢(s2) las correspondientes iméagenes

en /. Entonces se tendria:

c'(s)=9¢'(s1) ¢’ (t)=0, c'(s2)=9'(s2) ¢’ (12)=0
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de modo que si el camino ¢ original es regular (¢'(f) # OVt € I), su

reparametrizacion ¢ podria no serlo. La regularidad de un camino es una propiedad

importante a conservar en sus reparametrizaciones (Figura 6.12).

I = o(s)

Figura 6.12. La regularidad del camino ¢ no la conserva el caminoc.

Las reparametrizaciones de interés a considerar seran aquellas en las que ¢ (s)

#0 Vs e J. Cuando la funcion cumple ésta condicion adicional es que se llama
“reparametrizacion” a la composicion ¢ = ¢ o ¢. Con esta nueva condicion se

garantiza el hecho de que si la curva ¢ se recorre una sola vez, el camino ¢ lo hara

también una sola vez (posiblemente con otra velocidad), “sin regresos”. Con esto, la

regularidad de ¢ (dada la de ¢) queda matematicamente garantizada.
De esta manera, queda claramente demostrado matematica y tedéricamente que

es posible realizar la reparametrizacion de una curva en el espacio para recorrerla a

distintas velocidades sin modificar su imagen.
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En la préxima seccion se analizara otra forma de reparametrizacion utilizando

para ello la longitud de un camino ¢ entre dos puntos.
6.5.3 Reparametrizacion por longitud de arco

A continuacién se estudia otra posibilidad de reparametrizar un camino c.

Digamos que ¢ es la reparametrizacion, de modo que la rapidez a la que ¢ recorre la

imagen de c sea constante e igual a la unidad. Es decir HE'(t)H =1, V¢t e [a,b]

La longitud de arco de un camino ¢ entre t = a y t = b, denotada por /(c) se

define de manera formal como:
b
He)= [|e @)

donde ¢’(¢) es la velocidad con la cual se recorre la curva ¢. Si ¢ es una funcioén

continua y derivable se tiene que ¢’(¢) es una funcidon continua de ¢, al igual que
||c'(t)||. Asi que la integral de la definicion anterior siempre existe (funciones

continuas son integrables).

Se considera entonces, un camino regular ¢ que recorre el intervalo #: [a, b] y
se supone un punto p = ¢ (f) de la curva que describe (# algin punto de [a, b]).
Siendo c¢ diferenciable y su primera derivada continua, se puede calcular, para cada ¢
€ [a, b], la longitud de ¢ entre ¢ = #, y t. Esta es claramente una funcion de ¢,

designada por y (7). Entonces

t
v (D)= [l @)du
to

Segun el teorema fundamental del célculo se tiene
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v’ (0=l

,  telab]

Como el camino ¢ es regular, entonces y '(¢) = ||c'(l)|| #0 V¢t e [a, b]. De

hecho se tiene y () = ||c'(t)|| >0 Vt e [a, b], ademas la derivada de i es continua.

Sea [c, d] el intervalo en el que la funcion  manda las imdgenes w (¢), ¢ €
[a, b]. Se sabe, de los cursos de célculo, que siendo y : [a, b] — [c, d] una funcion
diferenciable y continua tal que v (f) # 0 Vt € [a, b], existe la funcidn inversa
w ™ [c, d] — [a, b] la cual también es diferenciable y continua y ademas, como
(w ™)' (s) w' () =1Vt e [a, b], donde s =y (f), también se tiene que (y ') (s) # 0
Vs e [c, d.]. Més aun, como y '(f) >0 V¢ e [a, b], también se tiene (')’ (s) > 0
Vs elcd].

Se puede observar que la funcion ¢ = y': [¢, d] — [a, b] cumple entonces

todas las condiciones que se necesitan para que ¢ = ¢ o ¢ sea una reparametrizacion

de c.

Esto se estudia a continuacion.
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a t )]

@ = r,u'f ( ) Wwi(r) = HC'U)de

& =8 ey

Figura 6.13. Grafica de la curva descrita por ¢y c.

Paras € [c, d.] se tiene

c()=(cop)(s)=c(p ()

(se puede colocar a s como una longitud de una parte de la curva descrita por c).

Obsérvese que el vector velocidad ¢’ (s) es

c'(5)=9'(s) ¢'(p(s))

Pero

e )=y ) ®)=(v") (v(@) ) ||C’(l‘)||
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t

donde s = v (¢) = I||c’(u)||du y recordando que 7 = ¢(s). Entonces
t

R

cop

Fol-

De modo que ¢ es una reparametrizacion de ¢ cuya propiedad es recorrer la

curva de sus imagenes a una rapidez constante igual a la unidad. Se dice entonces que
¢ es una reparametrizacion de c por longitud de arco (figura 6.13), en el sentido de

que la nueva variable independiente s de ¢ es justamente la longitud del camino entre

fo y Z,
t
s=y ()= I”c'(u)”du
to

Notese que el punto £ tomado en el intervalo [a, b] no jugd papel alguno en la
discusion anterior. Se puede entonces sin pérdida de generalidad, tomar siempre ¢, =

a.

Se debe sefialar que la reparametrizacion de un camino ¢ por longitud de arco
es una construccion de gran importancia tedrica, sin embargo, los célculos técnicos
involucrados al tratar de llevar a cabo una de estas reparametrizaciones, pueden ser
sumamente complicados, o, en ocasiones, con dificultades algebraicas que no
permiten hacer explicita la funcién ¢ con la cual se construye la reparametrizacion

t
(que es la funcidn inversa de s = y(s) = J-”c'(u)”du ). Su aplicacion practica se limita a

a

trayectorias simples en el espacio.
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6.6 Funciones vectoriales

Recordemos que una curva c en el plano xy puede ser parametrizada por:

x=ft) , y=g@ a<t<b

donde ¢ es cualquier nimero real del dominio comun de fy g.

En la ciencia y la ingenieria a menudo es conveniente introducir un vector r

con las funciones f'y g como componentes:

r(1) =<f0), (> =f) i+ g(0) ]

Se dice que r es una funcion vectorial. De manera semejante una curva en el

espacio es parametrizada por tres ecuaciones:

x =ft) y =8 z=h() asrsb

f, gy h son funciones continuas en el intervalo [a, b]. De manera anéloga, se expresa

una funcidn vectorial mediante:

(1) =<f0), g(1), k(> =) i+ g() j + h(1) k
Para un valor dado #y, el vector r(z) es el vector de posicion de un punto p de

la curva ¢, como se muestra en la figura 6.14. En otras palabras, cuando ¢ varia, es

posible imaginar que la curva ¢ esta siendo trazada por el extremo moévil de r(7).
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(x(fy). Y(#y)) EXE) Y(E), 20

() = x(fy), Y(ty), Z(T))

1‘(7‘0) = <‘\‘(FD)- _1"(3*0))

X

() espacio bidimensional () espacio tridimensional

Figura 6.14. Curva descrita por un vector de posicion en movimiento.

Esta punta movil se puede establecer como el origen del sistema de

coordenadas ubicado en el extremo final del brazo robotico.

Asi, el movimiento de este punto, solidario al brazo robotico, debe ser
representado mediante una funcion o funciones que sean diferenciables y permitan

obtener las expresiones correctas de velocidad y aceleracion.

Generalmente los valores de ¢ que permiten definir posiciones x, y y z para una
funcion vectorial determinada, son parametros adimensionales Utiles para el trazado
de la curva en el espacio, sin estar directamente relacionados a la variacion de las
posiciones de esta en el tiempo. Es preciso entonces, determinar estas expresiones en

funcioén de la historia temporal de la posicion.

Las funciones vectoriales que representan el movimiento de una particula en
el tiempo a través de una trayectoria en el espacio, también pueden ser derivadas.
Esta propiedad se interpreta geométricamente como la tangente a la curva o la

direccion del vector velocidad evaluada en cada punto de dicha curva.
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Numéricamente representara el valor del vector velocidad en cada instante de la

trayectoria (figura 6.15).

P or(p

tangente

Figura 6.15. Derivada del vector posicion. Velocidad tangente a la trayectoria.

La derivada de la funcion vectorial (que también se escribe dr/df) se obtiene

simplemente diferenciando sus funciones componentes.

Si r(¢) = <f(¢), g(¢), h(¢)> en donde f, g y h son continuas y diferenciables

entonces

r'(n)=<f10), 80, h (1)>

Por lo tanto, la representacion vectorial, permite trabajar con expresiones que
puedan describir el movimiento de un punto en el espacio en funcion del tiempo,
utilizando coordenadas cartesianas y que a su vez permitan encontrar expresiones de

su primera y segunda derivada (velocidad y aceleracion).
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6.7 Métodos numéricos. Esquemas de interpolacion polinomial

Una de las mas ttiles y bien conocidas clases de funciones reales de variable
real es la clase de los polinomios algebraicos, o sea, el conjunto de funciones de la

forma

P(x)=aotax+..+ax"

Donde 7 es un entero no negativo y a, ..., @, son constantes reales. Una razon
fundamental de su importancia es que aproximan uniformemente funciones
continuas; esto es, dada una funcion definida y continua en un intervalo cerrado,

existe un polinomio que esta tan “cerca” de la funcion dada como se desee.

Otro aspecto importante para considerar la clase de polinomios en la
aproximacion de funciones es que es sencillo determinar la derivada y la integral

indefinida de cualquier polinomio y el resultado es otra vez un polinomio.

Existen numerosos esquemas de interpolacion que permiten determinar la
expresion polindmica P(x) que mejor aproxima los valores de una funcion f(x)
determinada, en un intervalo [a, b]. Entre estos esquemas se pueden mencionar: los
polinomios de Taylor, el polinomio de Lagrange, interpolacion iterada, el método de

las diferencias divididas y la interpolacion cubica de trazador.

Para algunos de estos métodos, generalmente se asocia un error de
interpolacion que implica conocer de manera explicita la funcion a la cual se esta
tratando de aproximar algin valor. De igual forma, algunos de ellos requieren el
conocimiento de la primera y segunda derivada de esta funcion explicita. El calculo
de las funciones polinomiales se puede realizar con diferentes niveles de precision,
dependiendo de varios factores, entre ellos el grado del polinomio usado para realizar

la aproximacion.
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Para realizar el analisis cinematico del mecanismo robético en movimiento, es
necesario contar con una expresion que describa la trayectoria del extremo final en
funcion del tiempo. Ya que esta expresion no es conocida, se puede determinar a
través de los métodos numéricos de interpolacion polinomial, empleando los valores,
conocidos en el tiempo, de las coordenadas cartesianas de los puntos pertenecientes a

la trayectoria, como nodos de interpolacion.

De esta forma, los polinomios de Taylor requieren del conocimiento explicito
de la funcidén a interpolar, asi como sus derivadas. El método de Lagrange permite
obtener un polinomio de grado uno o mayor, y a medida que aumenta el grado del
polinomio se puede reducir el error, aunque esto no siempre se cumple, sin embargo,
no se podria calcular el error ya que no se conoce una funcidon explicita de la
trayectoria. Un polinomio de grado 2 o 3 es relativamente sencillo de calcular con la
ventaja que se obtiene una curva suave y continua en el intervalo de interpolacion,

que garantiza la existencia de la primera y segunda derivada.

Las técnicas de interpolacion iterada son utiles para determinar los valores de
los polinomios interpolantes de grado sucesivamente mayor en un punto en particular,
pero la seleccién de los puntos de interpolacion dependera del punto que se desea
evaluar, por lo que no se pueden usar para encontrar una representacion explicita de
un polinomio interpolante. El método de diferencias divididas se utiliza para
determinar la representacion explicita de un polinomio interpolante a partir de datos

tabulados.

La interpolacion cubica de trazador es un enfoque alternativo, de
aproximacion en segmentos, que puede usarse para obtener funciones interpolantes y
consiste en dividir el intervalo en un conjunto de sub intervalos y construir un
polinomio diferente en cada uno de ellos. Un polinomio cubico general involucra

cuatro constantes, garantizando no solo que la interpolante sea continuamente
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diferenciable en el intervalo, sino que tenga también una segunda derivada continua.

En los libros de calculo numérico se pueden estudiar con mas detalle estos métodos.

De todos los esquemas mencionados anteriormente, el polinomio de Lagrange,
el método de las diferencias divididas y la interpolacién cubica de trazador son
algunos de los que mejor se adaptan a los requerimientos de interpolacion. Sin
embargo, para realizar un andlisis cinematico que proporcione datos significativos, se
requiere trabajar con una cantidad importante de datos de interpolacion, lo cual no se
podria realizar de manera rapida y sencilla sin la ayuda de las computadoras y los

programas de calculo que emplean los algoritmos adecuados para ello.

En la siguiente seccidon se estudian varios métodos que permiten establecer
una funcion de trayectoria espacial en el tiempo, para el extremo de un brazo robotico
en movimiento, con la finalidad de calcular los valores de los parametros cinematicos

de las articulaciones y viceversa.

6.8 Generacion de trayectorias temporales en el espacio

Como se menciond en parrafos anteriores, uno de los objetivos principales, al
realizar el analisis cinematico de un mecanismo robatico, es calcular de los valores de
los parametros de articulacion (posicion, velocidad y aceleracidén), que son datos
importantes para los calculos dinamicos y el disefio de algoritmos de control, asi
como la seleccion o disefio de los componentes que suministran o transmiten la
potencia. Estos parametros de articulacion variaran, entonces, en funcion de la

variacion de los parametros cinematicos del extremo del brazo robotico.

Asi, el paso siguiente en el andlisis del movimiento, después de resolver los
problemas cinematicos directo e inverso, es el estudio de la trayectoria a través de la
cual se va a desplazar el origen del sistema de coordenadas movil solidario al extremo

final.
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El proposito fundamental de un brazo robotico es el de reemplazar al ser
humano en actividades repetitivas que requieren precision y rapidez, manipulando
para ello, piezas y herramientas. Este debe ser capaz de reproducir una y otra vez el
mismo movimiento, desde un punto inicial hasta un punto final, a través de un
“camino” en un tiempo especifico. La mayoria de los robots modernos son
reprogramables, lo que significa que pueden ser empleados para desempeiiar diversas

tareas, describiendo también, diversas trayectorias.

El analisis cinematico del mecanismo robdtico se realizara entonces, para una
trayectoria de trabajo establecida, donde se desean calcular los valores de la posicion,
velocidad y aceleracion de las articulaciones, durante el desarrollo del movimiento

entre dos puntos en el espacio, del extremo final del robot.

Las capacidades de velocidad lineal, medida en la mufieca de los robots
industriales actuales, abarcan un rango que puede llegar hasta los 11 m/s (unos 36
pies/segundo) con aceleraciones promedio de 20 m/s, algunos incluso pueden
superar estos valores, dependiendo de la carga, el tamafio y la aplicacion. Las mas
altas velocidades y aceleraciones pueden obtenerse por robots pequefios y medianos,

que manipulan cargas pequefias.

Por supuesto, la velocidad determina la rapidez con la que el robot puede
realizar un ciclo de trabajo determinado. La determinacidon de la velocidad optima,
para reducir al minimo el tiempo del ciclo de produccion, dependera también de otros

factores, tales como:

- La exactitud con la que debe situarse la muiieca
- El peso del objeto que se manipula
- Las distancias a recorrer

- El esquema de control a utilizar, que garantiza precision y estabilidad
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De esta manera, el problema de determinar la funcion de trayectoria temporal
en el espacio, del extremo del brazo roboético, que permite calcular posteriormente el
resto de los parametros cinemadticos, se puede resolver abordandolo de tres formas

posibles. A continuacion se desarrollan estos enfoques.

6.8.1 Rectas y circunferencias en el espacio: Las dos trayectorias mas simples que
puede describir el extremo final de un robot en el espacio son: una linea recta o un
arco de circunferencia. La mayoria de los robots manipuladores realizan sus

movimientos empleando alguna de ellas o una combinacion de ambas.

6.8.1.1 Representacion de una recta en el espacio

Al igual que en el plano, dos puntos distintos cualquiera en el espacio
determinan una recta Uinica que pasa por ellos. Para encontrar una ecuacion de la recta
que pasa por Pi(x1, y1, 21) ¥ Pa(x2, y2, 22) supongamos que P(x, y, z) es cualquier
punto de la recta. De la figura 6.16, sir =OP, ri=0P1 yr,=0OP,,yque a=r;-r;

es paralelo al vector r — ry, se tiene que:

r-ri=t(ry-ry) 6 (%, 3, 2) - (X1, 1, 21) = t [(X2, Y2, Z2) - (X1, Y1, Z1)]

P (x, Y z)
P, (% )5 3,)
Pl 'r-‘-p J"p 51) a

L, . i

O

x

Figura 6.16. Recta en el espacio tridimensional.
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Se habla entonces de la representacion paramétrica de una recta que pasa por
los puntos P; y P, donde cada coordenada x, y y z, perteneciente a esta recta, estara
representada por una ecuacion paramétrica en funcion del tiempo ¢ Para una
trayectoria recta la velocidad tendra la misma direccion y sentido del movimiento y la
aceleracion tendra la misma direccién pero no necesariamente el mismo sentido del

movimiento.

6.8.1.2 Representacion de un arco de circunferencia en el espacio

La representacion de un arco de circunferencia como trayectoria en el espacio

se puede hacer de dos formas distintas:

- Arco de circunferencia perteneciente a un plano cualquiera en el espacio:

Conocidos tres puntos, el inicial A, el final B y un tercero D pertenecientes a la
trayectoria, es posible determinar la ecuacion del plano al cual pertenece este arco de
circunferencia, asi como su vector normal, el cual representa la direccion del vector

velocidad angular de rotacion @ de magnitud conocida.

X

Figura 6.17. Arco de circunferencia en un plano cualquiera en el espacio.

Mediante la geometria analitica y el algebra vectorial se calcularan las

coordenadas del centro de rotacion C. Luego empleando una matriz de rotacion
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respecto a un eje arbitrario R ,, 4 (Capitulo 3, seccién 3.4) se pueden generar los

puntos de la trayectoria desde A hasta B, como se indica en la figura 6.17.

Al calcularse el vector normal, o direccion del eje de rotacion, este tendré sus
coordenadas expresadas con respecto al sistema de referencia fijo OXYZ, lo que
significa que el centro de rotacion C, el cual es el origen del sistema de coordenadas

movil OUVW se trasladard y coincidira con el origen del sistema de referencia fijo.

Asi, las coordenadas del punto inicial A estaran expresadas con respecto al
sistema de referencia movil que ahora coincide con el de referencia, para poder usar
la matriz de rotacion R, 4. Estas coordenadas estdn definidas por el vector CA.
Luego a través del uso de una matriz homogénea de traslacion, se desplazan los
puntos de la trayectoria con respecto a las coordenadas del centro de rotacion C y asi
obtener las coordenadas reales de la trayectoria. El procedimiento algebraico para el

calculo del centro de rotacion C se explica en detalle en el apéndice Al.

- Arco de circunferencia que pertenece a un plano paralelo al plano XY, XZ o

YZ: En este caso es sencillo parametrizar una circunferencia utilizando las funciones

seno y coseno. Estos casos se muestran en las figuras 6.18, 6.19 y 6.20.

-
Ay

A
x(t) = R cos (wt) )
¥(t) = R sen (ot)
z(t)= Constante R C
r
e
b
0 3

Figura 6.18. Circunferencia en un plano xy perpendicular al eje z.
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x(t) = R cos (o)
¥(t) = Constante

z(t) = R sen (ot) r w

Figura 6.19. Circunferencia en un plano xz perpendicular al eje y.

B

A
x(t) = Constante
p— (4]
¥(t) = R sen (of) T
Z(t) = R cos (o) § C
Te
_’_
o) R

Figura 6.20. Circunferencia en un plano yz perpendicular al eje x.

Donde o es la velocidad angular de rotacion para la trayectoria circular y £ es
el tiempo. A las coordenadas x, y y z se le deben sumar las coordenadas del centro de

rotacion C cuando el mismo no estd ubicado en el origen O.
El vector velocidad del extremo del robot pertenece entonces, al plano sobre el

cual se describe la trayectoria circular y es tangente a dicha trayectoria. La

aceleracion también pertenece a este plano y puede ser representada por las
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componentes tangencial y normal. El uso de las funciones trigonométricas solo es de
utilidad en los casos en que describe una circunferencia completa y ésta pertenece a
un plano paralelo a los planos cartesianos, ademas se requiere conocer el radio de la

circunferencia, el centro de ésta y el sentido de giro.

De esta manera, se puede trabajar con las representaciones mas simples de
rectas y arcos de circunferencia en el espacio. Es igualmente importante que las

trayectorias estén dentro de los limites del alcance del brazo robdético.

6.8.2 Interpolacion de puntos en el espacio: En algunos casos no se dispone de una
expresion que defina de manera explicita la trayectoria que recorre el extremo final
del robot, sin embargo se puede contar con algunos puntos del recorrido y sus
respectivos vectores de orientacion en el intervalo de tiempo [#, #]. Utilizando estos
valores es posible ejecutar una rutina de interpolacion para cada componente i, j y k

de la funcion vectorial.

A partir de estas funciones polinomiales es posible determinar tanto la
velocidad como la aceleracion del extremo final del robot, derivando la posicion
respecto al tiempo. Posteriormente y empleando la cinematica inversa se pueden
determinan los valores de las variables de articulacion 6; en el tiempo. A
continuacion, parte se ejecutan nuevas rutinas de interpolacion para cada variable de
articulacion 6i, obteniendo de esta forma expresiones formales y explicitas de su

posicion temporal. Nuevamente, a través de la diferenciacion es posible, obtener la

velocidad @,y aceleracion 6; de las articulaciones.

Cuando se emplea este método se debe tener cuidado en la seleccion de los
puntos, ya que aunque la interpolacion permite obtener una expresion de la
trayectoria en funcion del tiempo, que pasa por cada uno de dichos puntos, los tramos
de la curva son aproximaciones al posible recorrido que realizara el extremo del brazo

robotico. Las distancias entre puntos de interpolacion seran determinantes tanto en
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los valores de velocidad y aceleracion, como de la suavidad de la curva. Aun asi, los
resultados obtenidos, aunque aproximados, permiten hacer buenas estimaciones para
el proceso de andlisis. La suavidad y continuidad de la curva son importantes para

calcular la primera y segunda derivada (velocidad y aceleracion).

Este enfoque es util para desplazamientos espaciales complejos en distancias
cortas del extremo del robot, como por ejemplo, trabajos de posicionamiento de
piezas pequefias o trabajos de precision, obtener trayectorias curvas suaves y para
casos donde no es importante la curva que se describe en el espacio entre puntos, sino

los puntos en si, por donde debe pasar el extremo del manipulador (Figura 6.21).

Esta forma de establecer la trayectoria también permite crear tramos de
aceleracion y desaceleracion al inicio y final del recorrido, ademads, de tramos de
velocidad constante, de manera relativamente sencilla. En la seccion 6.10 donde se

estudia la velocidad y aceleracion del extremo final y las articulaciones se explicara

esto en detalle.

LS ]
(2]

e
oo

+
N

X

Figura 6.21. Interpolacion de puntos en el espacio.

6.8.3 Esquemas de interpolacion en el espacio de las articulaciones: Este ultimo

enfoque presenta el problema del robot en movimiento desde una posicidén y
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orientacion en el espacio hasta otra, sin importar el camino que recorra el extremo
final. Es posible que esta situacion se presente en brazos roboticos empleados para
soldadura por punto, manipulaciéon de materiales o carga y descarga de maquinas
herramientas, donde no es de particular importancia el camino que recorra el extremo

del brazo robético, sino los puntos iniciales y finales del recorrido.

Sin embargo, muchas veces en el espacio de trabajo existen obstaculos que
deben ser evitados a través de un camino planificado. Para ello es mas eficiente el uso
de trayectorias rectas. Para este caso los movimientos de las articulaciones se pueden
representar, a través de trayectorias punto a punto (con movimientos €je a eje o
simultaneos) o a través de trayectorias isocronas, donde todas las articulaciones se
mueven simultdineamente en funcion de la articulacion mas lenta, iniciando y

terminando el movimiento en el mismo tiempo.

Con estas posiciones y orientaciones conocidas (inicial y final), y empleando
la cinematica inversa se determinan los valores de las variables de articulacion 6;.
Luego, se puede calcular un polinomio de interpolacion que represente un “camino”
o trayectoria, de las variables de articulacion, entre estos puntos. Sera necesario
ademas, especificar el tiempo requerido para realizar el movimiento y posiblemente
algunos puntos intermedios y sus restricciones. Esto se estudid en la seccion 6.2.1 de
esquemas en el espacio de la articulacion, donde se pueden utilizar polinomios de

grado tres o mayor y combinaciones de funciones lineales con mezclas parabolicas.

Las coordenadas en el espacio del extremo final del brazo robético, asi como
su orientacion, finalmente se pueden calcular de manera sencilla a través del uso de la
matriz de brazo "Te estudiada en el capitulo 4. Este método es practico pero su uso
esta limitado a robots industriales que ejecuten tareas simples donde no tiene
importancia la trayectoria espacial recorrida, lo cual es una desventaja ya que muchas
aplicaciones industriales requieren del conocimiento explicito de una trayectoria de

trabajo.
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6.9 Orientacion del extremo final del brazo robotico

Cuando el brazo robético efectiia una tarea y su extremo final se desplaza a lo
largo de una trayectoria espacial determinada, éste debe tener la posibilidad de
orientar su herramienta de manera adecuada durante ese recorrido. Por lo que, una
vez obtenida la expresion de trayectoria para este movimiento espacial, es necesario

definir dichas orientaciones.

Durante el movimiento del brazo robético a lo largo de una trayectoria, su
extremo final puede adoptar un nimero considerable de orientaciones, de igual forma
podrian no haber variaciones importantes. Aun asi, no seria practico definir todas y
cada una de las orientaciones posibles a lo largo de la trayectoria temporal de manera

puntual ya que el proceso seria largo y complicado.

En muchos sistemas de robots serd posible “almacenar” posiciones Yy
orientaciones utilizando el mismo robot. El manipulador se desplaza a una ubicacion
deseada y se registra esta posicion. En otras palabras, el robot se utiliza como
herramienta de medicion que tiene seis grados de libertad. Al almacenar una
orientacion se elimina por completo la necesidad de que el programador humano
tenga que tratar con la representacion de la orientacion. En la computadora, el punto
almacenado se guarda como una matriz de rotacion (o de cualquier otra forma), pero

el usuario no necesita verlo ni entenderlo.

Asi, cuando se realiza el analisis del movimiento de un brazo robotico es
preciso definir las orientaciones iniciales y finales, y de ser necesario orientaciones
especificas entre estos dos puntos del recorrido. Esto es de suma importancia ya que
para la resolucion del problema cinematico inverso, estudiado en el capitulo 5, se
requiere el conocimiento de los vectores m, s y a, los cuales son unitarios y

perpendiculares entre si (vectores ortonormales). Estos forman la sub matriz [n s a],
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de la matriz de brazo *Te, que describe la orientacién del extremo final con respecto

al sistema de coordenadas de referencia.

Se empieza entonces, definiendo la direccion con la cual el extremo del brazo
robotico o su herramienta se posicionard con respecto a la pieza o superficie de
trabajo. Esta direccion se define a través del vector a (Figura 6.22). En algunos
casos, como en los de manipulacion de piezas, la direccion de importancia estara
definida por el vector n o vector de aproximacion y un sistema de coordenadas
solidario a la pieza. El vector a es normal a un plano que contiene a los otros dos
vectores n 'y s que completan el sistema de coordenadas que orienta el extremo final
del brazo robot. Serd solo necesario definir un segundo vector n y a través de un

producto vectorial se obtiene s.

Figura 6.22. Determinacion de los vectores n y s utilizando el vector a y su plano normal.

El vector n se puede calcular utilizando la ecuacion del plano normal al vector
a. Las coordenadas de este ultimo en el plano horizontal xy permite obtener un punto
P que pertenece a este plano. Este punto P define la direcciéon de un vector que
cumple con la condicidén de ser perpendicular a la direccion de a. Luego se requiere

establecer un angulo de giro ¢ para la mano o herramienta en el extremo final del
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brazo. Con este angulo y empleando la matriz de rotacion alrededor de un eje
cualquiera (en este caso el eje tendrd la direccion del vector a) se determina la
direccion final del vector n, que sigue perteneciendo al plano normal. El sentido de
giro se determina usando la regla de la mano derecha, en sentido horario el d&ngulo de

giro ¢ es negativo y en sentido anti horario es positivo. En la figura 6.22 se ilustran

estos vectores. El vector s se obtiene realizando el producto vectorial entre a y n. Se
debe recordar que los vectores m, s y a son vectores unitarios. Esta operacion se
realizard para las orientaciones en cada punto considerado de importancia en la

trayectoria.

El siguiente paso serd generar las orientaciones para n, s y a entre estos puntos
sin que pierdan su ortogonalidad. Como se desea que los vectores n, s y a realicen
una transicion del punto inicial al punto final de manera suave y gradual, se puede
suponer que estos estdn contenidos en una esfera de radio uno. Esta esfera realizara
tres giros alrededor de tres ejes y al ser combinados producirdn un giro equivalente
de la esfera, desde las orientaciones iniciales a las finales de los vectores n, s y a. En
la figura 6.23 se puede apreciar la esfera con los vectores a inicial y final asi como

los tres ejes de rotacion.

Figura 6.23. Esfera de radio uno, con los vectores a inicial y final, y los tres ejes de giro.
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Los vectores ay inicial y as final se proyectan sobre el plano xy lo que permite
encontrar, a través de un producto de estas proyecciones, el angulo € en ese plano, y

que se utiliza para realizar la primera rotacion del vector a inicial alrededor del eje z.

Las coordenadas z de los vectores ay inicial y ay final permiten encontrar el
angulo ¢ total entre cada uno de estos vectores y el plano xy, con ayuda de la

coordenada esférica z = R, seng donde el radio de la esfera R, es igual a 1.

Este es el angulo de giro ¢ del vector ay inicial alrededor de un eje que
pertenece al plano xy, y es perpendicular a la proyeccion del vector ag inicial, girando
este de igual forma alrededor del eje z. Este angulo ¢ resulta de la suma de ¢o y ¢r
mostrados en la figura 6.23. El Gltimo giro, lo realiza el vector ny inicial, describiendo
un angulo d alrededor de ay. Este vector ng inicial ya habia sido girado un angulo 6y
un angulo ¢ total alrededor de los dos primeros ejes, y tendra como eje de giro al

vector ar final para que este coincida con el vector ny final.

Las magnitudes de las velocidades de cambio de orientacién son bastante
bajas, asi se requiere de aceleraciones muy pequefias para las variaciones de estas

velocidades.

De esta forma se logra generar de manera bastante uniforme las coordenadas
para la orientacion de la herramienta en el extremo final del brazo robot, durante el
recorrido de la trayectoria. La figura 6.24 muestra como varian las orientaciones del

extremo final a lo largo de la trayectoria.
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Figura 6.24. Orientaciones del extremo del brazo robético durante el movimiento

6.10 Velocidad v aceleracion del extremo final v las articulaciones

La forma como se obtiene una expresion para la trayectoria determina la
manera de calcular las velocidades y aceleraciones del extremo del brazo roboético.
Segun los enfoques expuestos anteriormente, las velocidades y aceleraciones se

pueden obtener de la manera siguiente:

6.10.1 Rectas y arcos de circunferencia

Los movimientos en linea recta se realizan en su mayoria a velocidad
constante, esta es definida por el usuario y cuya direccion ademads es conocida, y
esta definida por el vector director entre los puntos inicial y final de esta trayectoria
(a = ry- 1) (figura 6.17), de tal forma que se pueden obtener las componentes de
velocidad para un vector velocidad de magnitud constante. El vector director unitario
de esta trayectoria multiplicado escalarmente por la magnitud de la velocidad

requerida, dard como resultado las componentes de velocidad vy, v2 y V3
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correspondientes a las coordenadas x, y y z respectivamente. Estas componentes son,

por tanto, los coeficientes de las ecuaciones paramétricas de la recta:

X=Vit+Xxo
y=vattyo (6.19)
z=v3t+tz

De esta manera se obtiene la ecuacion para generar una trayectoria rectilinea a

una velocidad constante requerida.

En mecanismos reales el movimiento se inicia y se termina con una
aceleracion y una desaceleracion, respectivamente. Por lo general estos tramos se
producen en tiempos relativamente cortos, no mayores a unas décimas de segundo
(entre 0,05 y 0,2 segundos), pudiendo depender esto de varios factores, tales como:
el tamafo del robot (donde influyen las masas e inercias), la capacidad de los
motores eléctricos o sistemas hidraulicos, la aplicacion y la precision requerida en el

trabajo, asi como los esquemas de control.

Antes de continuar, es necesario recordar que el andlisis cinemdtico no toma
en cuenta las fuerzas involucradas en el movimiento o los esquemas que permiten
controlar el mecanismo, sino que trata de reproducir condiciones reales de
movimiento, calculando los parametros cinematicos importantes y necesarios para

posteriores estudios.

De esta forma, para poder acercarnos al comportamiento real del mecanismo
en los tramos de aceleracion y desaceleracion sobre la trayectoria, se debe trabajar
con un tiempo de aceleracion t,, el cual es un dato definido por el usuario que realiza
el andlisis. Este tiempo, junto con la velocidad en cada una de sus coordenadas,
permite establecer el valor de una pendiente (para cada coordenada), con la cual se

incrementa la velocidad hasta el valor establecido; estas pendientes se pueden
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entender como un valor de aceleracion a. Como se habla de un tiempo de aceleracion
t, muy corto no se incurre en error al suponer un incremento lineal de la velocidad.
Este incremento, solo para el tiempo de aceleracion, se calcula para cada coordenada,

y de las ecuaciones de movimiento rectilineo, de la manera siguiente:

vy=at/2 Vy=a2t/2 s v,=azt/2

donde: (6.20)

ai=vi/t, , L=/, , B=vi/t,

El tramo de desaceleracion involucra una nueva rutina de decremento lineal de
la velocidad para calcular los ultimos puntos de la trayectoria. Este se calcula se de la

manera siguiente, para cada componente de velocidad:

vy=vi—a;t/2
Vy=vz—a2t/2 (621)

v,=vz—azt/2

donde 7 es evaluado de 0 a #,. Estos valores reemplazan a vy, v, y v3 en la ecuaciones
6.19 y las coordenadas iniciales xo, o y zo corresponderan al punto donde empieza la

desaceleracion.

Asi como se puede establecer un valor de velocidad constante para el
movimiento rectilineo, es posible definir el tiempo total de ejecucion £, del
movimiento, que junto con el tiempo de aceleracion permite calcular la velocidad del
recorrido. Esta velocidad se considera de magnitud constante, acompafiada de sus
correspondientes tramos de aceleracion y desaceleracion. Para esto podemos adaptar
uno de los esquemas en el espacio de la articulacion estudiados en la seccion 6.2.1, la

funcidn lineal con combinaciones parabdlicas. Tomando las ecuaciones 6.13 y 6.14 y
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sustituyendo la variable angular @ por cada una de las variables cartesianas x, y y z se

obtienen nuevas ecuaciones de la forma:

o X, -X

X f,= Sh T2 (6.22)
Z‘h _ta

Xa=X0+% X 12 (6.23)

donde 1, = t. /2, es la mitad del tiempo total de ejecucion 7. del movimiento, y X se

sustituye, de manera correspondiente, por cada una de las coordenadas x, y y z.

Combinando las ecuaciones 6.22 y 6.23 se obtiene la ecuaciéon 6.24 que

permite despejar la aceleracion X requerida para el movimiento en funcion de los
puntos inicial Xy y final X5, y los tiempos de aceleraciéon ¢, y de ejecucion del

movimiento .

X 17— X fota+ (Xi- Xo) =0, (6.24)

donde la aceleracién X representa, como se indicé anteriormente la aceleracion

correspondiente a cada coordenada x, y y z. De esta forma:

Y _ _(Xf _Xo)

X 6.25
t,’ —t.t,) (629

Este valor se utiliza solo para los tramos de aceleracion y desaceleracion. El
tramo a velocidad constante requiere el célculo de la misma en el tiempo ¢,

diferenciando la ecuacion 6.23 en funciodn de la variable ¢, obtenemos:
X=Xt (6.26)
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Este valor (para cada coordenada) se emplea como se explico al inicio de esta
seccion en el conjunto de ecuaciones 6.19. Si el tiempo de aceleracion ¢, escogido es
grande, tanto al inicio como al final del movimiento, se podria experimentar en la
trayectoria, un comportamiento no lineal, debido a la naturaleza cuadratica de la
ecuacion 6.23. Esto requiere de especial atencion cuando el brazo robotico realiza

trabajos de precision.

Las velocidades en trayectorias de arcos de circunferencia van a depender del
valor de la velocidad angular. El modulo de esta velocidad angular @ sera funcion
del radio de la circunferencia R y del mddulo de la velocidad V' requerida en el
movimiento. Para el tramo a velocidad constante los puntos de la trayectoria se
calculan con la matriz de rotacion alrededor de un eje arbitrario empleando el valor

de 0 = w ¢, donde:

y
w=— 6.27
7 (6.27)

El radio es la distancia entre el centro de rotacion C y el punto inicial A. Los
vectores de velocidad a lo largo de la trayectoria seran el resultado del producto
vectorial entre el vector de velocidad angular y los vectores que apuntan desde el

centro de rotacion a cada punto de la trayectoria a lo largo del radio R,
V=oxR (6.28)
El vector de velocidad angular es:

(6.29)

S

[
S
=

donde n es el vector normal unitario correspondiente al eje de rotacion.
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Para la trayectoria de arco de circunferencia se requieren, igualmente, tramos
de aceleracion y desaceleracion, al inicio y final del recorrido. En este caso el
incremento de la velocidad dependerd directamente del incremento de la velocidad
angular. Este aumento tendrd un comportamiento lineal durante el tiempo de
aceleracion t, y es calculado de manera similar al caso del movimiento rectilineo

(ecuaciones 6.20), como:

w(t)=Q1/2

donde: (6.30)
Q = 2
t(l

Donde Q es la aceleracion angular y w es el valor de la velocidad angular
calculada a partir de la velocidad V' requerida en el movimiento del extremo del

brazo robodtico.

Para el caso en que se define el tiempo total de ejecucion ¢ junto con el tiempo

de aceleracion t,, se ejecuta el mismo procedimiento que para el movimiento

rectilineo, sustituyendo X por 6, X por w y X por Q (w y Q pueden ser

representados de manera alternativa por 6 y@, respectivamente). Para el tramo de

desaceleracion se debe reemplazar el valor @, en la expresion 6 = ¢, por:
(w-Qt/2) tevaluadode 0 — ¢,
0 alternativamente por

(w-Q(t-1)) donde tg=t. - t,
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6.10.2 Interpolacion de puntos en el espacio

Después de realizar la interpolacion de puntos en el espacio y obtener una
expresion polinomial en funcion del tiempo para cada coordenada x, y y z de la
trayectoria, éstas pueden ser diferenciadas dos veces para obtener expresiones de
velocidad y aceleracion. Actualmente existen avanzados programas de calculo
matematico que permiten obtener dichas expresiones de manera muy rapida y

sencilla.

Mediante la interpolacion se puede hacer un analisis mas rapido, ya que con la
seleccion de unos pocos puntos, en funcion del tiempo, que estén sobre la trayectoria,
se pueden hacer muy buenas aproximaciones para calculos preliminares. El uso de
este método solo requiere que la seleccion de los puntos de interpolacion se haga con
cuidado para reproducir de la manera mas fiel el movimiento real que tendria un
mecanismo robotico. De esta forma, para los tramos de aceleracion y desaceleracion,
es importante que los puntos escogidos se separen de manera gradual en el tiempo.
Esto permite analizar un movimiento muy similar al real. La seleccion del resto de
los puntos de la trayectoria se debe hacer tratando que estos equidisten entre si, para

intervalos de tiempo constante (figura 6.25).

1 z \\'_'

)

Aceleracion Velocidad de modulo Desaceleraciéon
Constante

Figura 6.25. Seleccion de los puntos de interpolacion.
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6.10.3 Interpolacion en el espacio de las articulaciones

Al igual que en el enfoque anterior, la determinacion de polinomios de
interpolacion permite obtener a través de la diferenciacion, expresiones para la
velocidad y aceleracion de las articulaciones. Esto se estudio de manera detallada en

la seccion 6.2.1 (Esquemas en el espacio de articulacion) de este capitulo.

De esta forma, el célculo de las velocidades y aceleraciones se realiza
tomando en cuenta el tipo de trayectoria temporal. Normalmente, el analisis
cinematico tiene como objetivo principal la determinacion de los parametros
articulares de posicion, velocidad y aceleracion. A continuacion estudiaremos otro

método para el estudio de las velocidades, y consiste de la matriz Jacobiana.

6.11 Matriz Jacobiana. Jacobiano del manipulador

El modelado cinematico de un robot busca las relaciones entre las variables
articulares y la posicion (expresada normalmente en forma de coordenadas
cartesianas) y orientacion del extremo del robot. El estudio de las velocidades de un
brazo roboético se puede realizar de manera alternativa empleando el Jacobiano del
manipulador o la matriz Jacobiana. Esta permite disponer de la relacion entre la
velocidad de las coordenadas articulares y la posicion y orientacion del extremo del

robot.

La matriz Jacobiana directa permite conocer las velocidades del extremo del
robot a partir de los valores de las velocidades de cada articulacion. Por otra parte, la
matriz Jacobiana inversa permitird conocer las velocidades articulares necesarias

para obtener unas velocidades determinadas en el extremo del robot (Figura 6.26).
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Jacobiana directa :
Velocidad o Velocidades
de las del extremo
aﬁim_ﬁaci(mps del mbgt
| (4, :; ;~.&qn) | T D (x,y,‘g;,i};ﬁ |

Figura 6.26. Matriz Jacobiana directa e inversa.

El método mas directo para obtener la relacion entre las velocidades
articulares y las velocidades del extremo del robot, consiste en diferenciar las
ecuaciones correspondientes al modelo cinematico directo. De esta manera,

supongamos conocidas las ecuaciones que resuelven el problema cinematico directo

de un robot de n grados de libertad (Figura 6.27):

x=f(q,,...,9,) Y=L A vl =1 (G soinay)
a=f.(q,,...9,) PB=Ffq.....q,) o D N

Figura 6.27. Ecuaciones de posicion y orientacién expresadas en funcion de las coordenadas

articulares (problema cinematico directo)

Derivando con respecto al tiempo ambos miembros del conjunto de

ecuaciones de la figura 6.27, se tendra (figura 6.28):

& - af:u, 5 , . af}' . u = af_g
X_Zaqiqi ‘}J-_E];‘S_,-Qi &= t-é}-&‘_“q1

]

. > of, . of; o, of,
O = . - —t. Y = —_—.
i aqt 4 B lz a(?}q* L i af.fiql

Figura 6.28. Derivadas de las ecuaciones de posicién y orientacion y de las coordenadas

articulares en funcion del tiempo
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Las derivadas anteriores expresadas en forma matricial conducen a la matriz

J, llamada matriz Jacobiana (figura 6.29):

Far, o,
v | dg, dq,
z
L= 3 con J =
a
. | iy o,

_Y_ _qn_ L q, aq]:_

Figura 6.29. Matriz Jacobina J.

Puesto que el valor numérico de cada uno de los elementos [jpq] de la matriz
Jacobiana dependera de los valores instantaneos de las coordenadas articulares 6;, el
valor de la matriz Jacobiana seré diferente en cada uno de los puntos del rango de las
variables articulares. El Jacobiano de un brazo robotico de seis grados de libertad
resulta en una matriz cuadrada de 6 x 6, condicidon que no se cumple para robots con
menos de seis grados de libertad, resultando en la obtencion de matrices m X n no

cuadradas.

Se pueden mencionar otros tres métodos empleados para la obtencion de la
matriz Jacobiana: el método del producto vectorial (Whitney, 1972), el método de
traslacion y rotacion diferencial (Paul, 1981) y la determinacion estroboscopica del
Jacobiano (Orin y Schrader, 1984), a partir de las ecuaciones de movimiento de
Newton-Euler. La obtencion de la matriz Jacobiana a través de estos métodos,
implica, célculos complicados y largos, sobre todo cuando el robot tiene seis grados
de libertad, adicionalmente, éstos dependen del conocimiento de las velocidades
angulares de articulacion, lo que significa que se debe trabajar inicialmente en el

rango de las variables articulares.
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Esto representa una gran desventaja ya que el objetivo principal del analisis
cinematico es encontrar los valores de las velocidades angulares en funcion de las
velocidades del extremo del brazo robot, creando la necesidad de determinar el
Jacobiano, para luego calcular la matriz Jacobiana inversa J™. Suponiendo que la
Matriz J sea cuadrada, la inversion de una matriz 6 X 6, cuyos elementos son
funciones trigonométricas con variables expresadas simbolicamente, es un
procedimiento de gran complejidad matematica. A este problema se afiade la
dificultad de calcular la matriz J” para robots con menos de seis grados de libertad,
en donde la matriz J no es cuadrada, lo que quiere decir que el robot estara sometido

a ciertas restricciones y no podra alcanzar cualquier orientacion.

En el célculo de la matriz Jacobiana inversa puede plantearse la evaluacion
numérica de la matriz J para una configuracion (g;) concreta del robot, e invirtiendo
mediante calculo numérico esta matriz encontrar la relacion inversa valida para esa
configuracion. En este caso debemos que considerar, en primer lugar, que el valor
numérico de la Jacobiana va variando a medida que el robot se mueve y, por lo tanto,
la Jacobiana inversa ha de ser recalculada constantemente. Ademads, pueden existir n-
uplas (q1,..., gn) para las cuales la matriz Jacobiana no sea invertible por ser su

determinante, denominado Jacobiano, de valor nulo.

Otra alternativa para obtener la matriz Jacobiana inversa, es repetir el
procedimiento seguido para la obtencion de la Jacobiana directa, pero ahora
partiendo del modelo cinematico inverso, y como en el caso de la primera

alternativa, este método puede ser algebraicamente complicado.

Lo anterior representa un gasto innecesario de tiempo y esfuerzo. De igual
forma el Jacobiano dificulta el andlisis de las aceleraciones. Por todas las razones
mencionadas anteriormente este método no serd empleado en la metodologia de

analisis.
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6.12 Consideraciones finales

Antes de proceder al desarrollo de la metodologia de andlisis cinematico de
mecanismos robdtico es necesario prestar atencion a ciertos aspectos, relacionados
con algunas de las secciones estudiadas en este capitulo, y que deben ser tomados en

cuenta para la aplicacion correcta de la metodologia.

De manera general el andlisis cinematico se aplicard de manera inversa, es
decir, se buscaran las posiciones, velocidades y aceleraciones de las articulaciones en
funcion de las posiciones, velocidades y aceleraciones del extremo del brazo robotico.
Aunque este analisis puede realizarse igualmente de manera directa, en la practica la
mayoria de los mecanismos roboticos estan programados para moverse a lo largo de

una trayectoria espacial cartesiana.

Todos los célculos relacionados con las interpolaciones de puntos seran
realizados a través de programas de célculo, especificamente Matlab 7, el cual estd
basado en rutinas de métodos numéricos existentes en la bibliografia existente. El
empleo de estas herramientas computacionales efectivas facilita y disminuye el
tiempo de andlisis. Debe entenderse que las curvas de interpolacion obtenidas son
aproximaciones que permiten realizar calculos, ya que no existe una funcion explicita

que permita calcular el error.

Asimismo, es necesario tomar en cuenta algunas consideraciones sobre las
velocidades del brazo roboético, cuando el mismo realiza su movimiento entre dos

puntos y la transicion entre dos segmentos de trayectoria.

Por lo general, el brazo robotico desempefia trabajos donde el extremo final
debe mantener una velocidad constante a lo largo del recorrido (este punto se dejo
claro anteriormente, para lo cudl se establecen velocidades maximas del extremo final

de hasta 11 m/s). De igual forma, los movimientos comienzan desde una velocidad
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inicial nula y termina con una velocidad final también nula, lo que requiere que se
acelere y desacelere, hasta y desde una velocidad especifica, en los tramos inicial y

final del recorrido.

Es igualmente comin que un manipulador tenga que moverse o conectar
segmentos de trayectoria, para satisfacer una especificacion de movimiento de la
tarea o para evitar obstaculos. Con el fin de evitar discontinuidades de velocidad en el
punto final de cada segmento, se debe acelerar o desacelerar el movimiento desde un

segmento hasta otro.

Estas consideraciones son consecuencia de que el mecanismo real posee masa
e inercia y sus motores tendrian que suministrar un par torsor muy grande para

alcanzar velocidades instantaneas partiendo del reposo o terminando en el mismo.

Es importante resaltar que los robots modernos estdn equipados con sensores
capaces de medir la posicion, velocidad y aceleracion, tanto de las articulaciones
como del efector final en tiempo real. Estos dispositivos permiten, a través de la
retroalimentaciéon y los esquemas de control, lograr la estabilidad, precision y
exactitud requeridas por los movimientos del robot, en trabajos con rangos de

tolerancia pequefios, dicho de otra forma, permite refinar los movimientos del robot.

La metodologia que se desarrolla a continuacidn, tiene como objetivo permitir
al ingeniero o estudiante de ingenieria mecénica, realizar calculos y obtener valores
aproximados de los pardmetros cinematicos durante el movimiento del robot. Toda la
informacion que se obtiene de este analisis, es de gran valor para los estudios
dinamicos, el disefio o redisenio del mecanismo, asi como la seleccion de los
componentes que suministran o transmiten potencia. De esta forma, no se pretende
que la metodologia sirva o se emplee para la programacion de trayectorias o

movimientos del robot o para la programacion del lenguaje del robot.
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CAPITULO VII

DISENO DE UNA METODOLOGIA PARA EL ANALISIS CINEMATICO DE
MECANISMOS ROBOTICOS

En ingenieria el andlisis se define como el proceso de aplicar principios
fundamentales a la solucion de problemas, con el objeto de obtener respuestas
satisfactorias, dentro de un lapso razonable. Para la aplicacion de estos principios es
necesario entonces, seguir una serie de pasos o una metodologia ordenada que

permita encontrar la solucion o soluciones a un problema especifico.

Cuando se habla del analisis cinematico de un mecanismo robdtico, se
entiende como la aplicacion préctica de las herramientas matematicas y cinematicas
para modelar eficazmente el comportamiento del mecanismo en cuestion. La
metodologia de andlisis cinematico, por otro lado, permite establecer un orden de
aplicacion de estas herramientas, en base a los resultados que se desean obtener, y asi

realizar un estudio cinematico eficiente.
En todo proceso de andlisis se establecen algunos pasos o etapas, para la
solucion de problemas. Estos permiten disefiar la metodologia y determinar un orden

adecuado para el analisis cinematico.

7.1 Etapas en el proceso de analisis

J. Dixon (1.970) establece de forma ordenada las etapas a seguir en el proceso

de analisis. A continuacion se describen brevemente.

1) Definicion del problema: En este paso el ingeniero o estudiante de ingenieria

debe empezar por definir una interrogante que pueda contestarse cuantitativamente,
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es decir, en términos o parametros que puedan calcularse o medirse. Para esta
metodologia en particular, se desea determinar los valores de los parametros
cinematicos (posicion, velocidad y aceleracion) de las articulaciones o el extremo
final, conocidos los parametros cinematicos del extremo final o las articulaciones,

respectivamente.

2) Estructuracion del modelo: En este paso se realiza una idealizaciéon o

simplificacion de la situacion o modelo fisico real. Una buena estructuracion permite
formular suposiciones que tomen en cuenta las herramientas analiticas y datos de que
se dispone. En el caso de esta metodologia, se deben hacer las suposiciones y

simplificaciones necesarias para estudiar el modelo fisico real.

3) Aplicacion de los principios correspondientes o recoleccion de datos: Luego de

haberse estructurado el modelo, puede hacerse uso de la ciencia y de los
conocimientos del dominio de la ingenieria. En este caso se emplean las herramientas
matematicas estudiadas en capitulos anteriores, después de recolectar los datos

necesarios para hacer los calculos.
4) Calculo: Habiendo estudiado y comprendido las teorias, planteado las ecuaciones
del modelo y recolectado los datos, el problema reside ahora en obtener una respuesta

numérica. Esto puede hacerse de una manera analitica o experimental.

5) Comprobacion: Debe hacerse al terminar cada uno de los diferentes pasos. Las

comprobaciones son importantes, ya que pueden ahorrar gran cantidad de tiempo,

dinero y situaciones incomodas.

6) Evaluacion y generalizacion: Una vez obtenido un valor numérico, ;qué es lo que

significa? ;Pueden hacerse también generalizaciones que den algo més que tan solo la

respuesta al problema especifico?.
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7) Optimizacion: La evaluacion puede requerir una optimizacion, o la optimizacion

puede haber sido parte del analisis y el calculo.

8) Presentacion y comunicacion de resultados: El trabajo efectuado por un

investigador no se termina cuando éste conoce los resultados, sino que deben

comunicarse a otras personas. Es frecuente la formulacion de recomendaciones.
La metodologia que a continuacion se presenta estd estructurada en base a las
primeras tres etapas del proceso de andlisis. A partir del capitulo 8 en adelante se

aplicaran el resto de las etapas.

7.2 Metodologia de analisis cinematico

La siguiente metodologia de analisis se aplica a mecanismos robdticos (brazos
robdticos) de configuracion antropomorfica con articulaciones giratorias o
prismdticas 'y que tengan entre 3 y 6 grados de libertad (GDL). La mayoria de las
compafiias fabricantes de robots utilizan configuraciones antropomorficas muy
similares que difieren en tamafio de los elementos, numero o posicion de los ejes, sin
embargo y debido a las particulares aplicaciones industriales, la configuracion fisica

de estos mecanismos esta bastante estandarizada.

En el capitulo 8 se dan ejemplos de aplicacion de la metodologia desarrollada
en este trabajo para el andlisis cinematico de mecanismos roboticos se muestran

modelos de robots industriales, fabricados por diversas compaiiias en el mundo.

En primer lugar debemos prestar atencion a una regla importante, el sistema
de coordenadas (el i-€simo) se coloca en la articulacion de forma tal que el eje x; sea
normal al eje z;1, lo que implica que los ejes x; y X1 pertenecen a planos paralelos y

normales al eje z;.1.
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Esta regla se ilustra en la figura 7.1 y se entenderd mejor al realizar las

asignaciones de los sistemas de coordenadas en las articulaciones.

A
-

i i-1

Fi

Figura 7.1. Orientacion relativa de los sistemas de coordenadas i-ésimo e (i-1)-ésimo.

Antes de avanzar en el desarrollo de la metodologia, es importante
comprender que el ingeniero o estudiante de ingenieria debe usar todas las
herramientas disponibles, las cuales no solo incluyen las matematicas y la mecanica
de maquinas, sino también las computacionales para manejar y procesar gran
cantidad de datos y obtener resultados confiables en forma rapida. Queda claro que la
siguiente metodologia de andlisis cinematico, es valida para ser aplicada sin
necesidad de programas computacionales, pero seria un proceso lento y engorroso
debido a la cantidad y complejidad de los calculos a realizar, lo que aumenta la
posibilidad de cometer errores. Esta situacién, sin embargo, se corrige adquiriendo
experiencia en el uso de la metodologia, ya sea que se empleen o no las

herramientas computacionales.
7.2.1 Configuracion geométrica y representacion del mecanismo robotico
Una vez realizada la seleccion del mecanismo robotico que se va a analizar, se

deben obtener todos sus datos geométricos. Al ser este un mecanismo espacial, su

geometria se puede representar en varias vistas, de ser necesario. La figura 7.2
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muestra un robot PUMA en el cual se indican las dimensiones de interés (entre ejes

de articulacién) para su configuracidn estatica inicial.

Figura 7.2. Datos geométricos del robot PUMA, necesarios para la aplicacion del algoritmo D-H.

En este paso no es necesario identificar los ejes x, y y z para cada articulacion,
esto se hara al aplicar posteriormente el algoritmo de Denavit-Hartenberg en donde se
usan estos datos. Es importante especificar la posicion de los ejes de articulacion,
asi como los rangos de movimiento para cada articulacion giratoria y/o

prismatica.
7.2.2 Representacion de Denavit- Hartenberg (D-H)

Como se estudio anteriormente, a través de esta representacion se asignan
sistemas de coordenadas a cada elemento, aplicando el algoritmo 4.1 presentado en el

capitulo 4 y utilizando los parametros D-H: a;, 6;, a; y d;, con la finalidad de

determinar la matriz de transformacion homogénea T o matriz de brazo que modela la
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cinematica directa del mecanismo. Estos valores iniciales, determinados en el paso

anterior, deben organizarse como en la Tabla 4.1 (Capitulo 4, Seccion 4.2.2).

Para asignar los sistemas de coordenadas segun D-H, el mecanismo robotico
debe estar en la posicion inicial de reposo o desde la cual este va a iniciar su
movimiento. Esto permite verificar, junto con los valores iniciales de los
parametros D-H, que la matriz de brazo T se haya calculado de forma correcta.
A medida que se asignan los sistemas de coordenadas, es de gran ayuda

representarlos graficamente sobre una vista isométrica del mecanismo robotico.

Después de aplicar el algoritmo de D-H y realizar la asignacion de los
sistemas de coordenadas a cada elemento, se debe simplificar la representacion del
mecanismo robotico. En dicha representacion se deben mostrar cada uno de los
sistemas de coordenadas asignados y ubicados adecuadamente. Esto permite
visualizar facilmente su ubicacion en el espacio y comprobar posteriormente que
la asignacion de los mismos fue hecha correctamente y se corresponde con los

datos geométricos.

7.2.3 Calculo de las matrices de transformacion homogénea i'lAi

Luego de asignar los sistemas de coordenadas con el algoritmo D-H, se debe
crear una tabla con los valores iniciales de los parametros D-H y realizar la
representacion grafica de los mismos, se deben calcular cada una de las matrices de

transformacion homogénea a través de la ecuacion 4.1.

cos@ —cosaisent  senaisen@  aicos6
i sen@  cosaicos@  —senai.cos@ aisen@
Ai = Tz,d Tz,@ Tx, a Tx,u:
0 Sendi coS Qi di
0 0 0 1
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De requerirse una herramienta adicional para un trabajo especifico, que
extienda la longitud del brazo, se introduce la matriz de herramienta H = 6Aherr con la

longitud d; (de la herramienta) como un nuevo pardmetro

7.2.4 Calculo de las matrices de transformacion homogénea T,y T,

Una vez determinadas las matrices de transformacion homogénea " A; se

deben calcular las matrices Ty y Tz necesarias para obtener la matriz de brazo T.

T1 = 0A1 1A2 2A3
To="A4"As°Ag
T= T1 Tz

La matriz de brazo T se calcula por partes mediante estas dos matrices para
evitar errores en la multiplicaciéon de gran cantidad de variables. También seran
utilizadas en la resolucion de los problemas cinemético directo e inverso. Estas

pueden ser calculadas con programas computacionales como Matlab o Mathcad.

Para comprobar el célculo correcto de la matriz de brazo T se introducen en
esta matriz los valores de los parametros D-H iniciales y se debe obtener la posicion y
orientacion del ultimo sistema de coordenadas asignado con el algoritmo. La posicion

y orientacion del ultimo sistema es un dato geométrico conocido.

7.2.5 Analisis cinematico directo

El analisis cinematico directo sirve para determinar cual sera la posicion y
orientacion del efector final o herramienta, cuando se asignan valores a los
parametros o variables de articulacion (6i en articulaciones giratorias y d; en
articulaciones prismaticas) se utiliza la matriz de brazo T, calculada en pasos

anteriores.
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7.2.6 Analisis cinematico inverso

El andlisis cinematico inverso sirve para obtener los valores de las variables
de articulacién cuando el efector final tiene una posicion y orientacion determinada
en el espacio, el problema se analiza utilizando el método geométrico en las tres
primeras articulaciones o grados de libertad y el desacoplo cinematico para las tres

ultimas, que normalmente definen la orientacion en el espacio del extremo final

7.2.7 Analisis cinematico del brazo robotico en movimiento

En los dos pasos anteriores es posible estudiar la cinemdtica del mecanismo
robotico para posiciones o configuraciones especificas fijas en el tiempo (estaticas).
Para el estudio del movimiento, las trayectorias y el calculo de los pardmetros
cinematicos que varian en el tiempo (posicion, velocidad y aceleracion) se emplean
los métodos numéricos de interpolacion polinomial para la generacion de trayectorias,
las funciones vectoriales y las herramientas computacionales, estudiadas en el

capitulo anterior.

Como ya lo estudiamos, es posible establecer la trayectoria de tres formas
distintas: utilizando rectas y circunferencias en el espacio, interpolando puntos en el
espacio o interpolando en el espacio de las articulaciones (rango de valores dentro del
cual se mueven las articulaciones). Para el anélisis cinematico se hara mayor énfasis
en los dos primeros métodos, ya que en la mayoria de las aplicaciones industriales se
requiere que los brazos robdticos realicen sus movimientos en funcion de

coordenadas cartesianas en el espacio.
A continuacion se presenta el diagrama de flujo del algoritmo computacional

desarrollado junto con este trabajo, para la aplicacion de la metodologia de andlisis

cinematico de mecanismos roboticos.
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SELECCION DEL
PROGRAMA DE ACUERDO
AL TIPO DE TRAYECTORIA

A 4

INGRESO DE DATOS

DIAGRAMA DE FLUJO PARA LOS ALGORITMOS DE CALCULO

y

PUNTOS INICIAL,

FINAL
(INTERMEDIO)

VELOCIDAD Y

TIEMPO DE
ACELERACION

y

ORIENTACIONES

VECTORES “a” y “n”

\ 4

GENERACION DE
TRAYECTORIA ESPACIAL

A\ 4
GENERACION DE

ORIENTACIONES

CINEMATICO INVERSO
CINEMATICA INVERSA » INTERPOLACION
\ 4
MET’ODO POSICION
GEOMETRICO 0. 0. 0 ANGULAR
Y DESACOPLO b e .
CINEMATICO Derivar
\4
VELOCIDAD
SUB MATRIZ DESACOPLO ANGULAR
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Derivar
\ 4
ACELERACION
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\4
GRAFICAS
y \ 4
POSICION, VELOCIDAD y ACELERACION TRAYECTORIA
ANGULARES ESPACIAL

Figura 7.3. Diagrama de flujo para los algoritmos de calculo cinematico inverso desarrollados con este trabajo.
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Los algoritmos del programa de calculo cinematico, mostrados en el diagrama

de flujo de la figura 7.3, pueden ser agrupados en cuatro etapas:

INGRESO DE DATOS

En esta etapa el usuario debe especificar a través de la interfaz grafica del
programa todos los datos concernientes a la geometria del robot, coordenadas
iniciales, finales y/o intermedias de la trayectoria espacial, velocidad del extremo
final del brazo robdtico, tiempo de aceleracién y coordenadas de los vectores de
orientaciéon “a” y/o “n”. Con estos datos el programa genera los puntos de la
trayectoria en el tiempo, asi como las orientaciones de los vectores “n”, “s” y “a”
correspondientes al sistema de coordenadas ubicado en el extremo final del brazo

robotico.

CINEMATICA INVERSA

Luego de generados los puntos y orientaciones, el algoritmo del Método
Geométrico calcula los valores de las tres primeras articulaciones. Con estos y la sub
matriz de rotacion *Re, se utiliza el algoritmo del Método de Desacoplo Cinematico
para calcular los valores de las tres ultimas articulaciones. Estos valores son las

posiciones angulares de cada articulacion en el tiempo.

INTERPOLACION

En esta etapa se emplea un algoritmo que interpola los valores de las
posiciones angulares de cada articulacion, calculadas con los métodos geométrico y
de desacoplo cinematico. Los polinomios de interpolacion obtenidos se derivan
posteriormente para obtener las expresiones de la velocidad y la aceleracion

angulares.
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GRAFICOS

Una vez obtenidos los valores de las posiciones, velocidades y aceleraciones
angulares de las articulaciones el usuario puede visualizar esos resultados
graficamente para facilitar la comprension del comportamiento cinematico de las
articulaciones cuando el brazo robotico realiza un movimiento. De igual forma cuenta

con las graficas del movimiento espacial del extremo del brazo roboético.
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CAPITULO VIII

EJEMPLOS DE APLICACION DE LA
METODOLOGIA DE ANALISIS CINEMATICO
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CAPITULO VIII

EJEMPLOS DE APLICACION DE LA METODOLOGIA DE ANALISIS
CINEMATICO

En la actualidad, existen cientos de compaiiias a nivel mundial dedicadas al
desarrollo y fabricacion de robots industriales. Como no es posible mencionar todas y
cada una de ellas, solo listaremos algunas de las mas reconocidas por su extensa
experiencia en el campo de la robdtica industrial: Kuka (Alemania), Motoman
(Alemania), ABB (Alemania), Panasonic (Japon), Kawasaki (Japon), Reis

(Alemania), Fanuc (Europa), Denso (USA), Mitsubishi (Japon), entre muchas otras.

A pesar de esto y de la gran variedad de modelos de robots industriales
disponibles en el mercado, la mayoria de ellos comparten una caracteristica
fundamental con su predecesor el robot PUMA: la configuracion antropomorfica,
donde se identifican facilmente el hombro, el codo y la mufieca, que proporcionan al
brazo robotico entre tres y seis grados de libertad, diferenciandose estos unicamente
en tamafio, disposicion de sus elementos, capacidades de carga, rangos de aplicacion

y tecnologia utilizada para su control.

Como se ha mencionado en anteriores capitulos, las aplicaciones mas
comunes para estos robots son: ensamblaje, manipulacion de materiales, carga y
descarga de maquinas herramientas, paletizado, soldadura por arco y por punto, corte
y soldadura por laser, corte por plasma y pintura. Los requerimientos actuales de
productividad junto con los avances en la electronica y computacion, han contribuido
para el desarrollo de robots muy rapidos y precisos, con ciclos de trabajo que se
realizan en tiempos muy cortos, en algunos casos en menos de un segundo, variando

esto segun el tamano del robot, la carga y la aplicacion.
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En las figuras 8.1a y 8.1b se pueden apreciar distintos modelos de brazos
roboticos de diferentes compaiias y resulta obvio que todos tienen en comun la

configuracion antropomorfica con hombro, codo y muiieca.

b) Modelo EPL 80 de Motoman

¢) Modelo ZZX 165U de Kawasaki d) Modelo KR 16 de Kuka

Figura 8.1a. Diferentes modelos de robots con configuracion antropomorfica.

218



e) Modelo R 2000i de Fanuc f) Modelo Ta 1600 de Panasonic

Figura 8.1b. Diferentes modelos de robots con configuraciéon antropomérfica.

La metodologia desarrollada en el capitulo anterior puede ser aplicada tanto a
robots existentes en el mercado como a robots en fase de disefio. Esta, con la ayuda
de varios programas desarrollados con el software Matlab 7 permitird obtener
resultados que permitan analizar el comportamiento cinematico de un mecanismo

robotico.

Para el analisis cinematico, es necesario conocer las dimensiones del brazo
robotico y la ubicacion de sus ejes, su alcance maximo, rango de movimiento de las
articulaciones, repetibilidad, la velocidad o velocidades maximas que puede alcanzar
el mecanismo y el tiempo en que realiza un ciclo de trabajo, el cual es el tiempo que
toma completar un ciclo de trabajo de una flecha a la otra y regresar como se indica
en la figura 8.2. Este tiempo es determinado por el fabricante para una distancia y

carga especifica, pero no necesariamente es el que toma realizar una tarea especifica.
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| F00mm |

Tiempo de ciclo 0.89 s
25mm

Con 1 Kg de carga

Figura 8.2. Tiempo de ciclo para un robot Denso de la serie VM.

Las empresas fabricantes de robots suministran datos técnicos de sus
productos. Estos generalmente especifican los grados de libertad, las dimensiones, la
carga maxima que puede manejar el robot, las velocidades maximas de la muiieca o
de sus articulaciones, el rango de movimiento de estas, el alcance maximo del brazo y
la repetibilidad (repeatability) que es el rango de precision con el que el brazo puede

ubicarse en una misma coordenada una y otra vez.

Informacion adicional incluye las aplicaciones, nivel de ruido y vibracion,
consumo de energia, condiciones de operacion asi como dispositivos, software y
accesorios para la seguridad y control. En las figuras 8.3 y 8.4 se muestran los datos
técnicos del modelo IRB 6600 de ABB. Esta informacion esta bastante estandarizada
por los fabricantes de robots industriales, variando solo en su formato de

presentacion.
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IRB 6600

Industrial Robot

TECHNICAL DATA, IRB 6600 INDUSTRIAL ROBOT

SPECIFICATION

Robot versions  Reach  Handling  Center of  Wrist torgue

IRE capacity gravity

GE00-175 2.55 175 kg 360 mm 951 Nm
GEO0-225 2.55 225 kg 305 ram 1224 Nm
GE00-175 2.80 175 kg 392 mm 1206 Nm
GE50-125 3.20 125 kg 360 mm T15 Nm
GES0-200 275 200 ka 365 rm 1135 Nm

Extra loads can be meounted on all variants,
50 kg on upper arm and 500 ka on frame of axis 1.

Murnber of axes: 6

Protection: Complete robat IP &7
Meunting: Floor mountsd
PERFORMANGE

Positions repeatability 0.1 mm
Peth repeatalility 0.2 mm

Aoz movements Working ranga Aads max speed Axis max speed
GRONEES0-200 B550-125

Axiz 1 Rotation  +180°% to -180°  Axis 1 100%s 110%s
Aociz 2 Arm + 807 to -65°  Axis2 90%s 90%s
Az 3 Arm + 607 to-180°  Axis 3 90%s 90%s
Aoz 4 Wirist +3007 to -300°  Axis 4 150%s 150%s
Aociz 5 Bend +120° to -120°  Axis 5 120%s 120%s
Aotz G Turn +3007 to -300°  Axis 6 190%s 235%s

A apervision function prevents overheating in applications with
irtensive and frequent movements.

ELECTRICAL COMNMNECTIONS

Supply voltage 200-600V, B0/60 Hz

Power consumption 150-Cubs 2.6 KW

Nomal robot movemnents 2.8 KW

PHYSICAL

Dirmensions robot bass 1136 » 880 mm

Weight (all versions) 1750 kg

EMVIRCMMENT

Ambient temperature for mechanical unit

During operation 555 1 "R - 452 T (122 °F)
During transportation and storage  -25 °C (12 *F) - +55 %C (121 °F)
for short penods imex 24 h) up to +70 C (158 °F)

Relative

humidity  Max 95%
Noiee level  Max 72 dB (A)

Safsty Double circuits with supsrvision, emergency
stops and safety functions, 3-poettion enable device,

Ermission  EMC/EMI-shiglded

Data and dimensions may be changad without notice
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Figura 8.3. Datos técnicos del robot IRB 6600 de ABB



WORKING RANGE

IRB 6600-175/2.55, IRE 6600-225/2.55 IRB 6600-175/2.8

6650-200/2.75

3218

1698 2758

2445 2w

Figura 8.4. Dimensiones y area de trabajo del robot IRB 6600 de ABB

En la seccidn siguiente se desarrollan varios ejemplos con dos de los robots
estudiados en los capitulos 4 y 5 de cinematica directa e inversa, el modelo ABB
IRB-140 y el modelo FANUC serie R-20001A/165 F, realizando algunas de las tareas
mas comunes y a los cuales ya se ha aplicado parte la metodologia de andlisis. Para la
rapida aplicacion de la misma, se utilizaran los programas de calculo cinematico

desarrollados con el lenguaje de programacion Matlab version 7.
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8.1 Ejemplos de aplicacion de la metodologia de analisis cinematico

De acuerdo a la metodologia, lo primero sera asignar los sistemas de
coordenadas a cada articulacion del mecanismo robotico y obtener la tabla con los
parametros de Denavit-Hartenberg. Estos pasos ya se realizaron en el capitulo 4,
secciones 4.4.1 y 4.4.2, cuyos resultados se muestran en las figuras 4.9 y 4.12 y las
tablas 4.2 y 4.3 para los modelos ABB y FANUC respectivamente. A partir de este
punto, ya es posible estudiar la cinemdtica directa del mecanismo robotico,
seleccionando valores articulares estaticos y dentro de los rangos de articulacion
establecidos. Utilizando el programa cinematica_directa_1.m, se podra determinar
la matriz de brazo que indica la posicion y la orientacion del extremo final del brazo

robotico.

El andlisis cinematico inverso, por el contrario, permite obtener los valores de
los parametros de articulacion dadas la posicion y orientacion del extremo final del
robot donde los métodos geométrico y de desacoplo cinematico, utilizados para ello,
solo se pueden aplicar un punto a la vez, sin embargo, los programas de cinematica
inversa desarrollados en Matlab permiten obtener los valores de los angulos de
articulacion en el tiempo, al igual que sus velocidades y aceleraciones, cuando el
extremo del robot realiza un movimiento espacial en trayectoria recta o en arco de
circunferencia entre dos puntos, con coordenadas y parametros cinematicos

establecidas para una aplicacion.

Los datos asi obtenidos, son de gran importancia para posteriores estudios de
la dindmica y control de un brazo robdtico. A continuacidon, se presentan varios
ejemplos practicos, en los que, para los ejemplos 8.1.1 y 8.1.4 se analizaran algunos
de los resultados y las graficas que describen el comportamiento cinematico del brazo

robot. Para el resto de los ejemplos los resultados seran mostrados en los apéndices.
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Ejemplo 8.1.1

Se emplea el robot ABB IRB-140 para realizar un trabajo de soldadura por
arco (MIQG) y asi unir dos piezas de una oreja de soporte especial de acero. Estas se

muestran en la figura 8.5a.

Soldadura de
brida de orilla

Figura 8.5a. Piezas de la oreja de soporte especial de acero.

Se requiere un corddn en linea recta y dos en arco de circunferencia de radio
constante en una trayectoria continua. Las dimensiones de la pieza a soldar y las
coordenadas de los puntos por donde pasa el corddn se indican en las figuras 8.5b y
8.5¢ respectivamente. La pieza esta colocada sobre una plataforma de trabajo ajustada

a una altura de 250 mm con respecto al sistema de coordenadas de referencia (X, Yo,
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zy). Entre los parametros para realizar el trabajo el operador estableci6 una velocidad
de soldadura Vi de 100 mm/s (0.1 m/s). El tiempo de aceleracion es de 0.10 segundos
y la longitud de la herramienta incluyendo la porcion del electrodo es de 250 mm

(figura. 8.5¢).

50 75 3
4GS

< {id D o

it \ s
B a3 e

gs 62 65
18
S

200

Medidas en mm

Figura 8.5b. Dimensiones de la oreja de soporte especial de acero.

El movimiento del extremo final del brazo robético, para realizar la soldadura,
comienza entonces en el punto A de coordenadas (100, 500, 250) y se compone de
tres segmentos: un cuarto de circunferencia inicial (A-C), seguido por un segmento
recto (C-D) y terminando nuevamente con un cuarto de circunferencia (D-F) en el

punto (-100, 500, 250).

Para este analisis, se utilizan los programas cine inve curva.m y
cinem_inver_r.m. En la figura 8.6 se muestra como introducir los datos a través de la
interfaz de usuario del programa cine inve curva.m para analizar el primer

segmento (A-C). Las figuras 8.7 y 8.8 muestran, igualmente, como introducir los
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datos en los programas cinem_inver r.m y cine_inve curva.m para los segmentos

(C-D) y (D-F) respectivamente.

Herramienta

T

250

C (50, 500, 300) D (- 50, 500, 300)

)

4 A (100, :500. 250) : L ¢ F (-100, 500, 250)
x0<_l Medidas en mm

Figura 8.5c. Coordenadas de los puntos por donde pasa el cordon de soldadura.

B (85.35, 500, 285.35) E (-85.35, 500, 285.35)

El brazo robotico realiza el movimiento a través de los diferentes segmentos
manteniendo una velocidad lineal de soldadura de modulo constante. Es por esto que
en el segmento de trayectoria A-C hay un tramo de aceleracion seguido por un tramo
con velocidad de modulo constante, en el segmento C-D se mantiene la velocidad
constante y el segmento D-F se realiza a velocidad de mddulo constante con un tramo
de desaceleracion. Esto garantiza que el analisis se haga para un movimiento continuo

a pesar de ser estudiado por partes.
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J Untitled

Parametros del brazo Posicion

X Y oz
al| 70/ @2 360 &8 0 nicil | 1p0/| s00|  250| mm
di 352 d4| 380 d6 65 | Fina | 50| 500 | 300 mm

afal| -9 afa2| O alfa3 90| | Interm.| @532

I

Datos cinematicos

Velocidad | 0.1| mis || Alc. | 810‘ mm  vectora (int. / ext) |j|
Tiempo acel.l 0-10‘ S€d. | | Herr. 250/ mm  Ang.nys 0| Grados

-~ Otros parametros

T __Vect .
o T3] || ma[q]| Tempotots 0 sea °
cel. | 1] . Radio: 0 mm
= |j’ Centro  Y: 0
Desacel. E y | 1 |Se|ecc|0nargraﬁCa ;I
R | [ 1] Z= 0
2| o

Figura 8.6. Introduccion de los datos en el programa cine_inve_curva.m para analizar el primer
segmento en arco de circunferencia (A-C).

<) cinem_inver_r

Parametros del brazo Posicion

al | 70| a2 | 360] a3 of|| .. |
di | 352| d4 380 g6 O
alfal _goj alfa2! 0] alfaSE Final | -50|| 500|| 300| mm

Datos cinematicos

X Y Z

50 | 500 300 mm

-~ Orientacion Vectora——— — Angulo giro Vector n—
z

— X Y
Velocidad [ oa] mis || | 0 0 1| micial |—0\ Grados

Tiempo acel. | 0_10| seg. Final | 0| Grados

Final 0 0 -

Otros parametros— - Tramos Crientacion Vector n

. | X Y zZ
Ac. | 810 mm| | Acel. | O | . 1 [ o [ o
Herr. | 250|mm | | Desacel. Kl Ind.nf | 1] | 0| 1|| 0
lCaIcuIar] l Borrar l |Seleccionar grafica -] Tiempo total: 0 seq.

Figura 8.7. Introduccion de los datos en el programa cinem_inver_r.m para analizar el segundo
segmento en linea recta (C-D).
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<) \Untitled

Parametros del brazo Posicion

_ X Y z
al | 70| a2 | 360 a3 0 | Inicial 50 500 300 mMm
di 352 d4 | 380 d6 65 Final -100 500 250| mm
alfa1_ -90  alfa2 0 alfa3| 90| | Interm. -85 35 500|| 28535 mm
Datos cinematicos Otros parametros
Calcular .
Velocidad 01l mis || Al 810 mm  vectora (int./ext) | -1
Tiempo acel. 0.10|seg.| | Herr. [ 59/ mm  Ang.nys 0| Grados
- ~Vect '
Trames e ?rdn_ 1 Tiempo total: 0 seg. X 0
0 ind.
fEd Radio: 0 mm
Desacel. | 1\ X 0- T i Cermio 2
“ y [ 1 | Seleccionar grafica j
= : Z: 0
2 0

Figura 8.8. Introduccion de los datos en el programa cine_inve_curva.m para analizar el tercer

segmento en arco de circunferencia (D-F)

Para cada segmento estudiado se obtiene un tiempo de recorrido, los cuales se

segmentos A-C y D-F, se muestran el valor del radio

muestran en la interfaz de usuario y que, para este caso, son valores parciales del
tiempo total en que se ejecuta la operacion de soldadura. De igual forma, para los

de la trayectoria de arco de

circunferencia y las coordenadas de su centro (Figura 8.9).

Tiempo total: 083 seg. X 49.9305

SEGMENTO A.c |  Radio: 500696 mm . = 500
Seleccionar grafica j

Z: 249.93

SEGMENTO C-D ||Seleccionar arafica - Tiempo total: 1 seg.

Tiempo total: 0.83 seg. X:  -49.9818

SEGMENTO D-F Redler QU2 G 500
Seleccionar grafica j

Z: 249982

Figura 8.9. Resultados mostrados en la interfaz de usuario de los programas cinematicos

para cada tramo del recorrido.
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Los tiempos parciales son: 0.83 s para el segmento A-C, 1.00 s para el
segmento C-D y 0.83 s para el segmento D-F. El tiempo total empleado para realizar
la soldadura es de 2.66 segundos. Los resultados del analisis cinematico se visualizan
a través de graficas que muestran la trayectoria espacial del extremo final del brazo
robotico con la herramienta colocada, las orientaciones del sistema de coordenadas
movil en el extremo final del brazo (vectores n, s y a) y la posicion, velocidad y

aceleracion angular de cada articulacion.

Los programas cuentan con un menu que permite seleccionar la grafica
deseada y mostrarla en una nueva ventana. De la figura 8.10 a la figura 8.17 se

muestran las graficas correspondientes al segmento A-C.

TRAYECTORIA ESPACIAL

TRAYECTORIA PLANO XY

Punto inicial
“Punts fina|

Ejey Eje x

Eje x
TRAYECTORIA PLANO YZ TRAYECTORIA PLANO XZ
350 380
- “Punto final [
b i Puntoinicial ., A Punto inicial
s 2
(] e S AV RSN KNS NS AR NS NS A 100 | - eebemmee ool
I (‘)rigs:un i \ \ i \ \ i \ i (‘)rigsi:n i i i i i i \ \
0 TS0 100 150 200 250 300 350 400 450 500 § 10 20 30 4 B 80 0 80 90 [OW
Ejey Eje x

Figura 8.10. Trayectoria Espacial del extremo final del brazo. Tramo A-C
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En la figura 8.10, se muestra la trayectoria espacial del extremo del brazo, con
la herramienta colocada, y cuyas coordenadas estdn expresadas con respecto al
sistema de referencia (xp, yo, Zo). De igual forma, se presentan tres vistas de la

trayectoria en los planos XY, YZ'y XZ para visualizarla de manera més sencilla.

TRAYECTORIA ESPACIAL

310
300
290

280

Eje z

2

260

250

240~
510

Vectorn —
Vector s

a1 50
a00 40

Ejey o Vectora ——

Figura 8.11. Orientaciones del extremo final del brazo (incluida la herramienta). Tramo A-C

En la figura 8.11, se muestra nuevamente la trayectoria espacial, pero
incluyendo la representacion de los vectores n, s y a, que forman el sistema de
coordenadas movil en el extremo final de la herramienta, y la variaciéon de sus

orientaciones durante el recorrido.

Las graficas de posicion, velocidad y aceleraciéon angular para cada

articulacion del brazo robdtico, en el segmento A-C, se presentan a continuacion.
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Para la articulacion 1 se puede observar, en la figura 8.12, como se incrementa
el angulo de un valor inicial de 50.3° hasta un valor final de 84.25°. Se parte del
reposo con velocidad angular nula, la cual aumenta y finaliza el recorrido del

segmento A-C con un valor de 78.37°/s.

ARTICULACION 1
el T 1 T T T T T T

Theta 1 (grados)

WVelocidad (grados/segunda)

)

=1
=

@
=]

@
=]

-
=]

Aceleracion (grados!segunda2

(¥
=]

Tiempn (segundos)

Figura 8.12. Posicion, Velocidad y aceleracion angular de la articulaciéon 1. Tramo A-C

Para comprender el comportamiento cinemdtico de las tres primeras
articulaciones es necesario analizar el movimiento de la mufieca del brazo robotico.
En la figura 8.13 se representan vectorialmente las velocidades de dos posiciones de
la mufieca, indicadas a y b, para el tramo que se recorre con velocidad de soldadura
V, de moddulo constante en el segmento A-C. La herramienta para soldar mantiene
una orientacion perpendicular a la pieza de trabajo, lo que implica que la muiieca se
mueve igualmente en una trayectoria de arco de circunferencia de radio R +

Herramienta + dg, respecto al centro y con velocidad angular constante ®.
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Figura 8.13. Velocidades de dos puntos de la muiieca durante el recorrido del segmento A-C

En la figura anterior, se puede apreciar como varia el modulo de la
componente horizontal (eje Xo) del vector velocidad de la mufieca V, en los puntos a

y b, hasta que esta velocidad se hace completamente horizontal al final del recorrido.
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Las velocidades Vi, y Vyp pueden ser, a su vez, descompuestas en otras componentes
pertenecientes al plano XYy, en direcciones paralela (V,) y perpendicular (V¢) a la
direccion del radio instantaneo R en los puntos a y b. En la figura 8.12 se ve como la
velocidad angular de la articulacion 1 aumenta ya que el cociente entre la componente
de velocidad instantanea V¢ y el radio instantineo R también aumenta (figura 8.13).
Durante el recorrido la derivada de la velocidad angular (la aceleracion angular)
alcanza un valor maximo y se presenta un punto de inflexion en la curva de velocidad

angular.

Entonces, la aceleraciéon angular aumenta hasta un méximo de 115°%/s* y luego
empieza a disminuir a medida que la velocidad lineal de la muifieca V, se hace

constante en la direccion Xy el radio instantaneo R no varia en forma significativa.

ARTICULACION 2
160 ! T ! ! ! ! T !

& S [}
& =] =]

do
[=]

Velocidad (gradosfsegundo)

-100
o

200

100

T . A e

105

o i \ i i i i i i
i} 01 0z 0.3 0.4 05 06 nr na ng9
Tiempo (segundos)

Aceleracitn (gradnsfsegundnz)

Figura 8.14. Posicion, Velocidad y aceleracion angular de la articulacion 2. Tramo A-C
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La posicion de la articulacion 2 varia desde 151.43° hasta 100.2° (figura 8.14).
Se puede apreciar que la velocidad angular inicial de la articulacién no es nula, y
tiene un valor de -70.3°/s, el signo negativo corresponde a un sentido de giro de la
articulacion. Este comportamiento se explica de la manera siguiente: el extremo de la
herramienta de soldadura realiza un movimiento en una trayectoria de arco de
circunferencia de radio R,. Sin embargo, la mufieca del brazo roboético, como se
indico en la figura 8.13, se movera en una trayectoria de arco de circunferencia con

un radio mayor, igual a R, + Herramienta + dg, con respecto al centro.

El médulo de la velocidad lineal de la muiieca V, es entonces, mayor que el de
la velocidad de soldadura V,. Como la mufieca parte de una posicion inicial de
reposo, para que esta se desplace una longitud de arco grande y alcance una velocidad
lineal V en un tiempo muy corto (tiempo de aceleracion de 0.1 s), la velocidad

angular de la articulacion 2 en el instante inicial debe ser distinta de cero.

ARTICULACION 3

Theta 3 {grados)

“elocidad (grados/segunda)

Aceleracitn (gradnst’segundnz)

I I
0.1 0.2 03 0.4 0a 0.6 07 0.8 09
Tiempo (segundos)

Figura 8.15. Posicion, Velocidad y aceleracion de la articulacion 3. Tramo A-C
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En el tramo de aceleracion la velocidad angular de la articulacion 2 aumenta
su valor (de -70.3°/s a -82.5°/s) girando en el mismo sentido y luego que el modulo
de velocidad lineal de la mufieca V alcanza un valor constante, su componente
vertical (eje Zy) empieza a disminuir (figura 8.13) y por consiguiente disminuye el
valor de la velocidad angular de esta articulacion. La situacion anterior ocurre de
manera similar para la articulacion 3 (figura 8.15) aumentando su velocidad angular
de 26.2°/s a 30°/s en el tramo de aceleracion, para disminuir posteriormente en el
tramo a velocidad constante. Las velocidades angulares de estas dos articulaciones
dependen, en este caso, de la componente vertical V, de la velocidad V de la mufieca,

y de un componente normal V,, en el plano XyY, (figura 8.13).

De la figura 8.17 a la 8.19 se presentan las graficas de los comportamientos
cinematicos para las tres ultimas articulaciones, las cuales se encargan de orientar,
segun se requiera, el extremo final del brazo robotico con los vectores n, s y a. Estos
comportamientos se explican de manera similar a los de las tres primeras
articulaciones. A continuacion se analizaran algunas de las caracteristicas de las
curvas de velocidad y aceleracion angular de las articulaciones, durante el recorrido

del segmento A-C.

En la trayectoria espacial, para el tramo de aceleracion, el mdédulo de ésta es
constante. Sin embargo, el valor de la aceleracion angular de las articulaciones, en
este mismo tramo, no lo es. Y como se puede verificar en las graficas de las
articulaciones, para el tramo que se realiza a velocidad lineal de modulo constante, la
velocidad angular de estas no lo es. Este comportamiento es caracteristico en
movimientos de trayectorias curvas o en arco de circunferencia y se debe a la
variacion no lineal de las componentes en el espacio (vertical y horizontal) de la
velocidad de la mufieca. Esto incide directamente sobre la forma de las curvas de

velocidad y aceleracion angular de las articulaciones.
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El salto que se produce en las curvas de la aceleracion angular se debe al
cambio instantdneo de la velocidad, tangente a la trayectoria de la mufieca,
correspondiente a un movimiento circular con aceleracion tangencial constante y
aceleracion normal variable, a una velocidad lineal V de moédulo constante e
igualmente tangente a la trayectoria de la mufieca. Esto ocurre siempre que existan
tramos de aceleracion o desaceleracion. En este caso la componente tangencial de la
aceleracion se hace nula quedando solo la componente normal. Esto se muestra en la

figura 8.16.

Ve =0.1m's vV V. V ACELERACIONES
Ry = 50 mm 3 > V2> N o i *
Heramienta = 250 . p

eramienta nn (,)3 > (01 > (02 \3 ‘]t 1 = i‘t:

g =65 mm I

Ay = Ay2

S
I

Cte

Vi = Cte

pieza —" |

Centro

TRAMO DE ACELERACION 0-3

Figura 8.16. Comportamiento de la velocidad V en el tramo de aceleracion para el segmento A-C
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Figura 8.17. Posicion, Velocidad y aceleracion angular de la articulacion 4. Tramo A-C

ARTICULACION &
T T

Theta 5 (grados)

- i i i i i
0 01 02 03 0.4 05 0B o7 08 09
Tiempo (gegundos)

@
=]

o
=]

w
=]

)
=]

Velocidad (grados/segundo)
=
=]

! I
04 05 1}
Tiermpo (segundos)

=
o

o

o
a2

=
=

o
=]

Aceleracian (gradns/segundnz)

i i i i i
03 0.4 05 0B o7 o0& 09
Tiempo (segundos)

)
=1
=]

o
o
o
i

Figura 8.18. Posicion, Velocidad y aceleracion angular de la articulacion 5. Tramo A-C
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Figura 8.19. Posicion, Velocidad y aceleracion angular de la articulaciéon 6. Tramo A-C
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El segmento C-D se realiza en una trayectoria recta a velocidad constante V
sin aceleracion o desaceleracion. Las graficas se muestran de la figura 8.20 a la 8.24.

TRAYECTORIA ESPACIAL TRAYECTORIA PLANO XY sy
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Figura 8.20. Trayectoria Espacial del extremo final del brazo. Tramo C-D
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el '.- L Wector N e—
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Figura 8.21. Orientaciones del extremo final del brazo (incluida la herramienta). Tramo C-D
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Figura 8.22. Posicion, Velocidad y aceleracion angular de la articulaciéon 1. Tramo C-D

Es interesante ver lo que sucede en la transicion del segmento de arco de
circunferencia A-C al segmento en linea recta C-D. Cuando se recorre el segmento
A-C, la muieca se mueve con una velocidad de modulo constante V, debido a la
rotacion con velocidad angular e, alrededor del centro de la pieza. Sin embargo,

debido a este movimiento, también existe una componente de velocidad angular

instantanea 6 alrededor del eje Zy del sistema coordenado de referencia (figura 8.13).

En el momento en que se finaliza el recorrido del segmento A-C y se
comienza el recorrido del segmento recto C-D, la velocidad angular @ desaparece, la
mufleca comienza una traslacion rectilinea, y su velocidad V, disminuye
instantaneamente su modulo al valor de la velocidad de soldadura Vs, manteniendo

una orientacion constante (eje Xp), quedando solo la componente de velocidad
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angular instantanea é, la cual depende ahora de la velocidad de soldadura Vg y del

radio de rotacidn instantaneo R (figura 8.23).

c b 5 Ve =0.1m's
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R. Vs > Vsi ; :
az Rb Oa< 6])

Figura 8.23. Velocidades de la muiieca en tres puntos del recorrido del segmento C-D

En la figura 8.22 se puede apreciar como la curva de posicion angular para la
articulacion 1 mantiene su continuidad al comienzo del segmento C-D (en el valor
84.25°, al final del segmento A-C (ver figura 8.12)), terminando en 95.71° al final de
este. Sin embargo, para las curvas de velocidad angular existe una disminucion desde

78.37°/s hasta 11.34°/s. Esta caida instantdnea es consecuencia de la desaparicion de
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la velocidad angular @ y la disminucion del modulo de la velocidad de la mufieca, V

a Vi (explicado anteriormente).

Debido a la colocacion simétrica de la pieza con respecto al eje Yo, la
articulacion 1 alcanza un maximo de velocidad angular de 11.45°s, cuando la
mufieca tiene una velocidad lineal Vs en la mitad del recorrido, punto b de simetria
(figura 8.23), finalizando nuevamente en 11.34°/s, lo que representa una variacion
pequena y explica los valores bajos de aceleracion angular, que para este segmento
(C-D), disminuye linealmente de 0.45°/s* a -0.45°/s*, haciéndose nula en la mitad del

recorrido (figura 8.22).
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Figura 8.24. Posicion, Velocidad y aceleracion angular de la articulacion 2. Tramo C-D

Para las articulaciones 2 y 3 se observa, igualmente, el comportamiento

simétrico en las curvas de posicion y aceleracion angular, con variaciones pequeias
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en la posicion, en la velocidad y valores de aceleracion practicamente constantes

(figuras 8.24 y 8.25). Las curvas de posicion angular también son continuas respecto

a las del segmento A-C (en 100.2° y 3.72°, para la articulacion 2 y 3

respectivamente). Como ocurre en la articulacion 1, el comportamiento simétrico de

las curvas se debe a que, en las posiciones inicial y final del segmento C-D, las

coordenadas de la mufieca equidistan del origen del sistema de coordenadas de

referencia y tienen los mismos valores de velocidad lineal, ademads, son simétricas

respecto al eje Yy, lugar donde se alcanzan valores maximos o minimos, de posicion y

aceleracion. Para estas articulaciones (2 y 3) las velocidades angulares varian

linealmente cambiando su direccion en la mitad del trayecto C-D.
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Figura 8.25. Posicion, Velocidad y aceleracion angular de la articulaciéon 3. Tramo C-D

Al final del segmento A-C las articulaciones 2 y 3 terminan con velocidades

angulares de -10.75°/s y 12.48°/s respectivamente. Al comienzo del segmento C-D
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estos valores caen a -1.54°/s y 1.8°/s. Como se explico en parrafos anteriores, las
velocidades angulares de estas articulaciones (2 y 3) dependen, en este caso, de una
componente vertical de la velocidad de la mufieca V,, que se hace nula en el punto C,
quedando solo una componente normal V,, (figura 8.26). Sin embargo, en este mismo
punto C, el mddulo de la velocidad lineal de la mufieca, cae instantaneamente de un
valor V a Vg, lo que reduce notablemente la componente de velocidad normal V,, al
comienzo del segmento C-D, lo que trae como consecuencia el salto en los valores de

las velocidades angulares.

7 - N

- ‘llS

</ ¥, -~
R R
X Z,

SEGMENTO A-C SEGMENTO C-D

X,

Figura 8.26. Cambio instantineo en la velocidad lineal de la muiieca V en el punto C
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Las gréficas de las articulaciones 4, 5 y 6 (figuras 8.27, 8.28 y 8.29) muestran
como se mantiene la continuidad de sus posiciones angulares, al inicio del segmento
C-D con respecto al final del segmento A-C (ver figuras 8.17, 8.18 y 8.19). En este
trayecto (C-D) la articulacion 4 no varia su posicion, por lo que la velocidad angular
es nula y cae de forma instantdnea desde un valor de -110.3°/s. La aceleracion

angular es igualmente nula.
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Figura 8.27. Posicion, Velocidad y aceleracion angular de la articulaciéon 4. Tramo C-D

Las curvas de las articulaciones 5 y 6 (figuras 8.28 y 8.29) se pueden analizar
de la misma forma, debido a Ila simetria del movimiento durante el recorrido del
segmento C-D. También se observa como los valores de las velocidades y

aceleraciones angulares no varian de manera considerable.
Es importante notar los altos valores de velocidad y aceleracion angular que
alcanzan las articulaciones del brazo robdtico durante el movimiento, algunos en el

orden de 110°%/s y 200°/s* respectivamente, en el segmento A-C. Esto depende, en
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gran medida, de factores tales como: la geometria de la pieza (en este caso, un arco de
circunferencia), la longitud de la herramienta de soldadura y la velocidad que debe

alcanzar la mufieca, para realizar la soldadura con un médulo de velocidad especifico.

Atn asi, la mayoria de los robots modernos tienen la capacidad de moverse a
grandes velocidades y soportar grandes aceleraciones, segun lo requiera la aplicacion.
La correcta interpretacion y empleo de los resultados obtenidos permite, desde el
punto de vista del proceso, mejorar la eficiencia realizando modificaciones de la
posicion de la pieza respecto al robot o utilizando una herramienta mas adecuada, y
desde el punto de vista de disefio, la construccion un robot mas robusto o el empleo
de motores y componentes que puedan suministrar la potencia necesaria con los

niveles de control requeridos.

Las graficas correspondientes al tramo D-F se muestran en el Apéndice 2.
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Figura 8.28. Posicion, Velocidad y aceleracion angular de la articulaciéon 5. Tramo C-D
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Figura 8.29. Posicion, Velocidad y aceleracion angular de la articulaciéon 6. Tramo C-D

Ejemplo 8.1.2

Se instala una herramienta en el extremo del brazo de un robot ABB IRB-140,
para realizar el corte por plasma de una plancha de acero de 5 mm de espesor, la cual
esta colocada a una altura de 200 mm. La velocidad de avance para el corte es de 3,6
m/min (0.06 m/s) y el tiempo de aceleracion es 0.08 segundos. La longitud de la
herramienta es de 250 mm. Las dimensiones de la pieza requerida se muestran en la
figura 8.30a y las coordenadas de los puntos por donde pasa la herramienta de corte

se muestran en la figura 8.30b.

Para analizar este caso, se utilizan los programas cinem_inver r.m y

cin_inv_curv.m, para los segmentos A-B y B-D respectivamente. En las figuras 8.31
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y 8.32 se muestra como introducir los datos, a través la interfaz de usuario, en cada

programa.

Medidas en mm 400

e

275

Espesor =5 mm

325

600

Figura 8.30a. Dimensiones de la plancha de acero y de la pieza a cortar

Herramienta

D (-50, 725,200)

C (-187.5, 587.5, 200) l—bn

B (-50, 450, 200)
- A (350, 450, 200)

z, X, Medidas en mm

Figura 8.30b. Coordenadas de los puntos por donde pasa la herramienta de corte
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La herramienta comienza a hacer el corte en el punto A de coordenadas (350,
450, 200) y llega al punto B (-50, 450, 200), completando el segmento recto A-B. Sin
detenerse, continua el recorrido y completa la semicircunferencia, del segmento B-D,

en el punto D de coordenadas (-50, 725, 200).

<} cinem_inver_r

~ Parametros del brazo —Posicion
st 70 w2 w0 & o
alfat| 90| afa2| o alfa3 9o Final | 50| 4s0|| 200|mm

X Y Z

Inicial | 350 | 450 200 mm

— Datos cinematicos -—Orientacion Vectora———  Angulo giro Vectorn—
_ X Y z
Velocidad ‘ 0.06 mis Inicial | 0‘ ‘ 0‘ | -1 | Inicial ‘—0‘ Grados
lignRs et | 0'08! €8- Final ‘ Ol‘ 0‘ ‘ -1 Final ‘ 0| Grados
Otros parametros— - Tramos - Orientacion Vector n
. X Y z
Alc. @ mm Acel. E] (Fdhe ‘] ‘ 1 ‘ | 0‘ ‘ 0‘
Her. [ 250jmm| | Desacel. [0} || ma.nf [1] [ 1][ of[ o]
‘ Calcular ‘ l Borrar ‘ | Seleccionar grafica j Tiempo total: 0 seq.

Figura 8.31. Introduccion de los datos en el programa cinem_inver_r.m para analizar el
segmento (A-B)
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<} cin_inv_curv

Eox

— Parametros del brazo —Posicion
. - X Y z
al | 70| a2 | 360 a3 0 Inicial | _5g 450! 200! mm
d1 | 352 d4 380? d6 65 Final 50/ 725/ 200/ mm
alfal -90: alfa2 | 0 alfa3| 90 Interm. | 1875/ 5875/ 200/ mm
~ Datos cinematicos Orientacion Vector a Angulo giro Vector n—
X Y z
Velocidad | ' - :
elociaad 1 0.06) mis || nicial 0 ol  -1||| micial 0 Grados
Tiempo acel. 0.08seg. | Fing o/ ol 1]/ Fina  o]Grados
—Otros parametros— ~Orientacion Vector n _Tramos :
Alc. | 810| mm X Y z Acel. | O
Ind. no | 1 1 0 0
T 1 L Desacel. | 1
Herr. 250 | mm - [ |
: : Ind. nf 1 1 ol 0
Indic. N 0 ) ) Centro
. 0
Seleccionar grafica J Tiempo total: 0 seg.
Radio: 0 mm ;

Figura 8.32. Introduccion de los datos en el programa cin_inv_curv.m para analizar el segmento

(B-D)
SEGMENTO A-B Seleccionar grafica j Tiempo total: 6.70 seg.
‘ Centro
-50
SEGMENTOB-D | Tiempo total: ~ 7.32 seg. 587 5
Radio: 1375 mm Z- 200

Figura 8.33. Tiempos parciales de recorrido para los segmentos A-B y B-D

Los tiempos parciales para cada segmento, asi como el centro y radio de la
trayectoria B-D, se muestran en la figura 8.33 y el tiempo total de la operacion de
corte es de 14.02 segundos. Las graficas de la trayectoria espacial y de los vectores de
orientacioén n, s y a, asi como las de posicion, velocidad y aceleracion angular de las

articulaciones, se muestran en el Apéndice 3.
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Ejemplo 8.1.3

El robot ABB IRB-140 se programa para ensamblar partes en equipos que se
desplazan en una correa transportadora. Con una pinza adaptada en su extremo, de
150 mm de longitud, el robot retira de una maquina dispensadora, la parte requerida,
moviéndose en la trayectoria recta A-B y con orientacion del vector a, en el extremo
final del brazo, constante,. Luego, se desplaza hasta el punto C, donde la parte queda
orientada correctamente para ser colocada en el equipo. Este cambio de orientacion se
realiza durante el recorrido B-C. Finalmente, se coloca la parte en el equipo,

completando el segmento C-D (figura 8.34).

La velocidad lineal empleada por el robot para retirar o colocar la parte en el
equipo, asi como del dispensador, es de 70 mm/s (0.07 m/s). La velocidad para
moverse del punto B al C es de 140 mm/s (0.14 m/s). El tiempo de aceleracion
empleado para cada recorrido es de 0.06 segundos. Para cada segmento (A-B, B-C y
C-D), hay un tramo de aceleracion y desaceleracion, al inicio y final del recorrido,
respectivamente. La introduccion de los datos en el programa utilizado,

cinem_inver-r.m, se muestran en las figuras 8.35, 8.36 y 8.37, para cada segmento.

ag //‘ D A (175, 650, 250)
4',;{— “~Tc B (175, 650, 400)
s C (-550, 250, 450)
Y0y r D (-700, 250, 450)
/j
P - Medidas en mm
N = B

Figura 8.34. Coordenadas de los puntos que recorre el extremo de la pinza (punto 1)
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) cinem_inver_r

Parametros del brazo Posicion
EE ~s50] | X Y z
1 2 0 " .
= o O ici 175|650 250| mm
d | 352| 44 | 380 g4 65

alfal| 90| alfa2| 0| alfa3  go Final |~ 475 650/ 400 mm

—Datos cinematicos -~ Orientacion Vectora———— - Angulo giro Vectorn—
) _ X Y z
Velocidad ‘ 0'07] e Inicial | 0|| O| | -1 | Inicial |770| Grados
Tiempo acel.i 0.06 s€g-|| Fing| | 0|| 0| ‘ -1 | Final | OJ Grados
— Otros parametros— Trarhos Orientacion Vector n .
R X Y z
Herr. | 150!mm Desacel. | 1 Ind. nf ‘] | 0 1]] 0|
[Calcularl [ Borrar l ‘Seleccionar grafica | Tiempo total: 0 seg.

Figura 8.35. Introduccion de los datos en el programa cinem_inver_r.m para analizar el
segmento (A-B)

<} |cinem_inver_r. E“EI@

Parametros del brazo Posicion
al| 70] a2 360] a3 O
di| 352 d4 380 o5 65
dfal| 90| alfa2 0| alfa3] g Final |~ g50 = 250 450 mm

X Y Z

Inicial | 175/ 650/ 400 MM

Datos cinematicos -~ Orientacion Vectora—————  Angulo giro Vectorn—
idad . - P

welacidad | 0.4 [miSH|S o) .0 0/ 1] Inicial| 0 Grados

Tiempo acel.. 0.06] 69| Final | 1] 0 0| | Final 0| Grados

QOrientacion Vector n
X Y Z

ndno1] o 1] o

Herr. | 150 mm | Desacel. 1|/ | joq pf (1] [ o[ 1][ o]

Otros parametros— - Tramos

Ale. | 810/ mm | Acel. i

lCaIcuIarl lBorrarl |Seleccionar grafica | Tiempo total: 0 seg.

Figura 8.36. Introduccion de los datos en el programa cinem_inver_r.m para analizar el
segmento (B-C)
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<) cinem_inver_r

— Parametros del brazo Posicion
: ; . : _ : X Y z
al 70| a2 | 360| a3 0 Inicial
: = igle -550 250| 450 mMm

dl | 352 g4 380 de 65 -
afal[ 0| afa2| o alfa3] ggl|| T | -700|| 250|| 450|mm
Datos cinematicos Orientacion Vector a ~Angulo giro Vector n—

X Y z

Velocidad | . :

007 s Inicial -1 0 0 Inicial 0 Grados
lieme2 acel 0.06] S€Q:||  Final -1 0 0|l Final 0| Grados
- Otros parametros — - Tramos -~ Orientacion Vector n

X Y z
Alc. 880 | mm Acel. 1_. (e p 0 1 0
Herr. | 150 mm | Desacel. [ 1] Ind. nf [ 1] 0 1 0
lCaIcuIar‘ l Borrar l Articulacion & J Tiempo total: 0 seg.

Figura 8.37. Introduccion de los datos en el programa cinem_inver_r.m para analizar el
segmento (C-D)

Los tiempos parciales en que se recorren los segmentos se muestran en la
figura 8.38.

Segmento A-B | [Séeccionar grafica [ Tiempo total: 2.22 seg.
Segmento B-C | |Seleccionar grafica 1 Tiempo total: 6.00 seg.
Segmento C-D | |Seleccionar grafica | Tiempo total: 2.22 seg.

Figura 8.38 Tiempos parciales para los recorridos A-B, B-C y C-D

En el Apéndice 4 se muestran las graficas correspondientes a este ejemplo.
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Ejemplo 8.1.4

Se adapta una pinza para realizar soldadura por punto, a un robot FANUC
serie R-20001A/165 F. Las coordenadas de los puntos donde se hara la soldadura, asi
como la orientacion requerida de la herramienta, se muestran en la figura 8.39.
Primero, el Brazo robotico hace un punto de soldadura en el punto A y luego desplaza
la pinza hasta el punto B, en una trayectoria recta con velocidad lineal constante de
0.08 m/s. El tiempo de aceleracion es de 0.16 segundos. Entre los puntos del
recorrido, el robot acelera y desacelera. La figura 8.40 muestra como introducir los

datos, a través de la interfaz de usuario, en el programa cinem_inver_ r.m, utilizado

para estudiar este ejemplo.

-

Y0
A (100, 1000, 550)
B (0, 1300, 600)
_______ 1B
- N, | Medidas en mm
e 1 N

Figura 8.39. Coordenadas de los puntos de soldadura y orientacion de la herramienta
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=) cinem_inver_r

— Parametros del brazo — Posicion

S | X Y z
al | 312) a2 1075 a3 225

: - | || Inicial | 4000/ 1000 = 550| mm
dl | 670 g4 1280 g | 215 '

: : L | _ E oy oy :
afal | .90| alfa2 0 alfa3  go| | Of 1500 6008
— Datos cinematicos — Orientacion Vectora—— - Angulo giro Vectorn —
X Y z
Velocidad | : = 2l . : :
_0'08 s Inicial 0 0 -1 Inicial -73.3 Grados
Tlempo acel.| 0.16 se9. || Fing) 0l 0o/ -1 Final -73.3|Grados
Otros parametros— - Tramos—, - Orientacion Vector n
_ . X Y z

Ale. | 2550 | mm Acel. 1| mea o) 0 ol 0...
Herr. | 550 mm | Desacel. | 1] nd.nf ol | of oll ol
|Calcular| ‘ Borrar l | Seleccionar grafica J Tiempo total: 0 seg.

Figura 8.40. Introduccion de los datos en el programa cinem_inver_r.m para analizar el
segmento (A-B)

Tiempo de recorrido entre A v B

Seleccionar grafica j Tiempo total: 13.2 seg.

Figura 8.41 Tiempo de recorrido del segmento A-B

En la figura 8.41 se muestran el tiempo de recorrido. El tiempo total del
trabajo de soldadura, dependerd, no solo del tiempo de movimiento, sino del tiempo
requerido para hacer los puntos de soldadura. Las graficas correspondientes a este
ejemplo se muestran en el Apéndice 5. En las curvas de velocidad angular se pueden

apreciar valores bajos, menores a 4°/s, con variaciones aun mas pequefias. Esto es
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consecuencia de un movimiento rectilineo que se realiza con una velocidad lineal de
modulo constante bajo, lo que causa que el movimiento del brazo roboético sea suave
y que el cambio de las posiciones angulares no se haga bruscamente. Como el tiempo
de aceleracion es alto, el aumento de la velocidad angular, en este tramo, se hace de
manera gradual, por lo que el mayor valor de aceleracion angular es de -21.25%/s%, y
es alcanzado por la articulaciones uno y seis al final del recorrido (tramo de

desaceleracion).

Para una aplicaciéon donde el trabajo se realiza s6lo cuando el robot esta
detenido y éste tiene adaptada una herramienta de masa considerable, tiene sentido
escoger, no solo, un tiempo de aceleracion alto, sino una velocidad de movimiento
lineal baja. Asi se evita que el robot realice esfuerzos innecesarios y logre
posicionarse de manera mas precisa. En el tramo que se realiza a velocidad lineal
constante se puede ver, en las gréaficas del apéndice 5, como la aceleracion cae a
valores muy pequefios cercanos a cero, debido a las variaciones pequeias de la

velocidad angular.

Para movimientos, del extremo del brazo robotico, en trayectorias rectilineas,
con tramos de aceleracion y desaceleracion, las curvas de posicion, velocidad y
aceleracion angular tendran comportamientos muy similares a los de las curvas

obtenidas en el analisis de este ejemplo.
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Ejemplo 8.1.5

El robot FANUC serie R-20001A/165 F se emplea para realizar la soldadura a
tope de dos laminas de acero. La pieza serd empleada como cubierta de proteccion.
Ambas laminas tienen un radio de curvatura de 80 cm (800 mm) y un espesor de 5
mm. El cordén de soldadura se realizara por la parte interior de la pieza (figura 8.42).
Se especifica una velocidad lineal de soldadura de 90 mm/s (0.09 m/s) y un tiempo
de aceleracion de 0.12 segundos. La introduccion de los datos en la interfaz de

usuario del programa cine_inve curva.m se muestra en la figura 8.43.

radio = 800 mm ’\
Vectorn ——
B

Vector s A
Vectora — ‘ — |
|-~ - | \ C
centro « | >
I
z ! oY
0 ‘ | |
| |
|
- ! -
Ly - Tadio
e
T -7
-
Xo

Medidas en mm

A (236.4, 1329.2, 1500)
B (1202.1, 1202.1, 1500)
C (1249.2, 1150.6, 1500)

250

Figura 8.42. Coordenadas de los puntos por donde pasa el cordén de soldadura
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<) [Untitled

— Parametros del brazo — Posicion
. _ . . _ _ X Y z
| 312] a2 1075 &3 225/ | Inicial | 364|| 13202 1500 mm
d| 670 d4 | 1280 d6 215 Final | 12024| 12021| 1500 mm
alfal  -90| alfa2 | 0 alfa3 90| | | Interm.| 12492/ | 11506 1500| mm

— Datos cinematicos

Otros parametros

Velocidad 0.09 . mis

Alc. | 2550 mm  vectora (int. /ext) 1

Tiempo acel. | 0 12| seg. || Herr, o250 mm  Ang.nys 0 Grados
- Tramos -Vectorn .
- o BN Tiempo total: 0 seg. X 0
1 ind. | 1
Acel. | : Radio: 0 mm
- X 0] Centro Y: 0
Desacel. | 1 : I ; ; j
| y | 0. Seleccionar grafica 5
2 -1

Figura 8.43. Introduccion de los datos en el programa cine_inve curva.m para analizar el

segmento (A-B)

El tiempo total empleado para realizar la soldadura es de 12.5 segundos (figura 8.44)

Tiempo total: 125 seg. X:
Radio: 799.023 mm
Centro Y
Seleccionar grafica j
Z.

636.592

637.619

1500

Figura 8.44 Tiempo total del trabajo de soldadura
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8.2 Comprobacion de resultados

Como se estudid en capitulos anteriores, el analisis cinematico directo esta
basado en el producto de Matrices de Transformacion Homogénea, que permiten
determinar la posicion y orientacion del extremo final del brazo robotico, dados un
conjunto de valores de articulacion. El andlisis cinemdtico directo se basa en un
Método Geométrico, para el calculo de las primeras tres articulaciones y en la
inversion de la sub matriz de rotacion 0R3, a través del Método de Desacoplo

Cinematico, para determinar las Gltimas tres articulaciones.

De esta forma, se pueden corroborar, a través del programa de analisis
cinematico directo, cinematica_directa 1, los valores de las posiciones angulares de
las articulaciones, obtenidos con los programas de analisis cinematico inverso:
cine_inve curva.m, cin_inv_curv.m y cinem_inver_r.m. Utilizando el ejemplo
8.1.1, podemos tomar los valores iniciales de las seis articulaciones, en el segmento
A-C, (figuras 8.12, 8.14, 8.15, 8.17, 8.18 y 8.19) e introducirlos en el programa

cinematica_directa_1.m.

Al calcular la matriz de brazo, se obtendran las coordenadas para las
orientaciones de los vectores n, s y a, las cuales coinciden con las orientaciones
iniciales requeridas para orientar la herramienta de soldadura, en el punto A de ese
mismo ejemplo (ejemplo 8.1.1). Las coordenadas de esos vectores son n (0, 1, 0), s
0, 0, -1), y a (-1, 0, 0). En la figura 8.45 se muestra la interfaz de usuario, del
programa de analisis cinematico directo, con los valores iniciales de las articulaciones

y las coordenadas de los vectores de orientacion, del extremo final, obtenidos.

Esto se hizo de igual forma, para los valores finales de articulacion, en el

punto C del segmento A-C (Figura 8.46).
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—FParametros Denavit-Hartenberg————— — Rango de articulacion

Atiedacioni | Thetai  afai 4 d Miimo  Maximo
. | s03) 0 70| [ 3s2| || 4s0] | 1e0)

o | [ovssl [ o (ool [ o ||[ o [ m
5_15_36| 90 | 0| L/ ‘: | 500,

4 | sed0] © o | 380 180 | 180

5 \6373\9°\| °|\ of |{[__ev] |
6 5348 | | s 180H 180\

w

—Orientacion
Coord Vach Vect Pasicion
I Calcular Matriz de Brazo l ECIDIEN solors  Vectora
X 0 0 -1 350.071
Y 1 0 0 499.96
z 0 -1 0 250445

Figura 8.45. Comprobacion de los valores de las posiciones angulares iniciales de las
articulaciones en el segmento A-C, a través del programa cinematica_directa_1.

) cinematica_directa_t fEX
—Paramstros DenavitHartenberg———Rango de articulacion
Atcuson | Thetai  Afal ai d Minimo  Maximo
1 Cea25 | @0 | 70 32 ||| 80 180
2 | (o) (o Lol [ 9|l ) [ =)
o om [ w [ o [ o am|[ =)
4 ‘ 0 90 | 0 380 180, 180
2 | 0 S s
o om0 [ o [l || [ ee) [
~ Crientacion

‘ Calelar Matriz de Brazo ‘ % Vectorn Vectors  vectora e
X 0 1 0| 503204

¥ 1 0 0| 500042
z 0 0 | 549.895

Figura 8.45. Comprobacion de los valores de las posiciones angulares finales de las
articulaciones, a través del programa cinematica_directa_1.
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Asi, es posible validar los resultados de las posiciones angulares para las
articulaciones, y que, de esta forma, puedan ser utilizados en los algoritmos de
interpolacion, que permiten calcular las velocidades y aceleraciones angulares de las

articulaciones.

En internet se pueden encontrar diversos programas, que permiten realizar
animaciones o simulaciones del movimiento de mecanismos robdticos o bien estudiar
la cinematica directa. Sin embargo, estos no ofrecen la posibilidad de obtener
resultados cinematicos detallados en aplicaciones practicas, relacionados con la
posicion, velocidad y aceleracion angular de las articulaciones, y muchos de ellos,
incluso, dependen de la introducciéon de datos cinemdticos para realizar estas
animaciones. Aun asi, son herramientas de utilidad que permiten ilustrar, de manera
didactica, el movimiento de un robot. Se pueden mencionar algunos como:
RoboWorks, Makerob, Gwell (Graphical Workshop for Modelling and Simulating

Robot Environments), RPG Kinematix 4.0, entre muchos otros.

Matlab también cuenta con un paquete de robdtica, Matlab Robotic Tools, que
a pesar de ser util, solo permite analizar al robot PUMA 560. Otros programas mas
especializados pertenecen a las companias fabricantes de robots y son cominmente

utilizados para realizar la programacion y control de los movimientos.
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CONCLUSIONES

Se determinaron, analizaron y sintetizaron el conjunto de herramientas
matematicas necesarias para establecer relaciones espaciales entre los distintos
elementos de un brazo robdtico, siendo la mas importante la Matriz de
Transformacion Homogénea que permite representar de manera conjunta la posicion

y orientacion de objetos en el espacio.

La representacion de Denavit-Hartenberg y sus pardmetros de articulacion,
permite establecer sistemas de coordenadas en cada elemento de un brazo roboético
para posteriormente y a través del producto de las matrices de transformacion
homogénea, realizar el analisis cinematico directo determinando asi la posicion y
orientacion del extremo final del brazo dado un conjunto de valores angulares para las

articulaciones.

Se estudiaron y aplicaron dos métodos para realizar el andlisis cinematico
inverso, el Método Geométrico y el Método de Desacoplo Cinemadatico, los cuales
permiten calcular los valores de la variables articulares cuando el extremo del brazo

robotico estd en una posicion y orientacion especificas.

A pesar de no haber sido utilizadas en este Trabajo Especial de Grado, la
parametrizacion 'y reparametrizacion de curvas, se plantearon como métodos

alternos para la generacion de trayectorias.

Se plantearon varios esquemas para la generacion de trayectorias en el espacio
y de las orientaciones del extremo final del brazo roboético, en funcion del tiempo. De
igual forma se planted el uso de algoritmos de interpolacion para obtener expresiones

de las velocidades y aceleraciones de las articulaciones.
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La metodologia de andlisis cinematico de mecanismos roboticos disefiada,
permite estudiar de manera ordenada y sistematica una gran variedad de modelos de

brazos roboticos existentes o en etapa de disefio.

Se desarrollaron una serie de programas en lenguaje Matlab que permiten
aplicar la metodologia disefiada y hacer el analisis cinematico de brazos roboticos,
dentro de un rango de aplicaciones reales practicas. De igual forma, uno de los

programas desarrollados, permite la comprobacion de los resultados obtenidos.
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RECOMENDACIONES

Esta metodologia, asi como las herramientas estudiadas y desarrolladas para
su aplicacion, debe ser entendida como una forma mas para analizar cinematicamente

un mecanismo robotico.

Complementar el andlisis cinemdtico inverso estudiando el método
geométrico con mas detalle para que este se pueda aplicar a un mayor ntimero de
casos de posicionamiento espacial de la mufieca y de igual forma evaluar la

posibilidad de utilizar o desarrollar nuevos métodos de andlisis cinematico inverso.

Ampliar el estudio sobre la generacion de trayectorias en el espacio para
obtener mas variedad y abarcar un rango mayor de aplicaciones practicas del brazo

robotico.

Realizar la depuracion, modificacion y complementacion de los codigos de los
programas desarrollados para agregar nuevas funciones, ampliar su rango de
aplicacion, optimizar la implementacion de los algoritmos de interpolacion y mejorar

la presentacion de los resultados obtenidos.
Incluir un codigo o programa que permita representar graficamente y en el
espacio la posicion de las articulaciones y de los elementos del brazo robotico, en

reposo o0 en movimiento.

Mejorar las caracteristicas de la interfaz de usuario de los programas

desarrollados para lograr que estos sean mds intuitivos y sencillos de utilizar.
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A.1 Calculo del centro de rotacion C para una trayectoria de arco de
circunferencia perteneciente a un plano cualquiera en el espacio (seccion
6.8.1.2).

Cuando el extremo del brazo robdtico se desplaza a lo largo de una
trayectoria de arco de circunferencia en el espacio, esta se puede generar con solo
conocer tres puntos de la misma: el punto inicial A, el punto final B y un tercer
punto D (Figura Al.1). Con estos tres puntos se puede determinar el vector

normal N y la ecuacion del plano al cual pertenece esta trayectoria.

I |

X
Figura Al.1. Vector normal al plano al cual pertenece la trayectoria de arco de

circunferencia

El vector normal N se calcula de la siguiente manera:

AD = (XD— XA, YD —YA, ZD—ZA) =Vi

(AL.1)
AB = (XB - XA, YB - YA, ZB - ZA) =V?2
i j k
N=ADXAB=VIxV2=|[Vlx Vly Viz (A1.2)

V2x V2y V2z
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Las componentes de este vector normal corresponden a los coeficientes a,
by ¢ de la ecuacién del plano:
aX+bY+cZ+d=0

donded=-aXa—-bYa—-CZa

Por cursos de geometria sabemos que el centro C de una circunferencia
esta en la interseccion de las rectas perpendiculares a cada una de las cuerdas
generadas por los puntos A, D y D, B, pasando estas por el punto medio de cada

una de las cuerdas (Figura Al.2).

Figura Al.2. Centro de la circunferencia calculado geométricamente.

Estos puntos medios se calculan de la siguiente manera:

X, +X, Y, +Y, Z,+Z
P, = B D 87D Zp D | = (xq, vy, 2
1 ( P P P j (1y1 1)
(A1.3)
X, +X, Y, +Y, Z,+Z
P, = 4 D 477D Z4 D | = (xy, vy, 2
2 ( P P P j (2y2 2)

El céalculo ahora consiste en encontrar las ecuaciones de las rectas L; y L,

perpendiculares a estas cuerdas, que pasan por los puntos medios y que son
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paralelas al plano. En la interseccion de estas rectas se encuentra el centro de
rotacion C (Figura Al.2).

Los vectores directores v; y v, de cada una de estas rectas (L; y L) son
perpendiculares a los vectores que definen la direccién de B a D y de A a D,
respectivamente, asi como al vector normal N. Los vectores v; y Vv, son unitarios.
Calculando los vectores BD y AD y aplicando la definicion del producto escalar

entre vectores perpendiculares tenemos:

vi-BD=0 v -N=0 (A1.4)
V;-AD=0 v, N=0 (AL5)
donde
BD = (Xp - Xg, Yo - Y&, Zp — Zg)
AD = (Xp - Xa, Yo— Ya, Zp—Za)
y

v1 = (a1, by, €1)

Vo = (az, by, C2)

los cuales son incdgnitas en los sistemas de ecuaciones establecidos en las
ecuaciones Al.4 y A15. Como estos sistemas tienen mas incognitas que
ecuaciones hay que definir una tercera ecuacion para cada sistema que resulta del
producto escalar entre los vectores vi y Vv, y los vectores DA y DB,

respectivamente (figura A1.3).
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a=|p -90°|

Figura Al1.3. Vectores para determinar una tercera ecuacion para cada sistema.

De los productos escalares resultan:

vi- DA = |vi| |DA]|cos a (Al.6)

v2 - DB = |vy| |BD|cos a (A1.7)

donde a se calcula a partir del angulo g formado por los vectores DAy BD y el
angulo de 90° del vector v; 0 v,. De esta forma se completan los sistemas para
tener tres ecuaciones con tres incognitas. Los valores obtenidos de aj, by, €1y ay,

by, ¢, seran reemplazados en las ecuaciones paramétricas de Ly y L.

Una vez obtenidas las ecuaciones paramétricas para ambas rectas, se
igualan sus componentes y se establece un nuevo sistema de tres ecuaciones con
dos incégnitas, t; y t,, cuya solucion permite encontrar las coordenadas x, y y z del
centro de rotacién C. El sistema de ecuaciones tiene la forma:

ati-ath = x2-x1

bity-batza = y2-y1 (A1.8)

citi-cty= 2-29
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SEGMENTO D-F (Ejemplo 8.1.1)
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Figura A2.1. Trayectoria Espacial del extremo final del brazo. Segmento D-F
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Figura A2.2. Orientaciones del extremo final del brazo (con herramienta). Segmento D-F

270



Theta 1 (grados)

Aceleracian (gradoslsegundoz]

Theta 2 (grados)

“elocidad (grados/segundo)

)

¥}
=}
=]

Aceleracion (gradosfsegundnz

ARTICULACION 1

0.1 0z 0.3 04 05 06 o7 IR 09
Tiempo (zegundos)

Velacidad (grados/segunda)

ra
=1

£
=]

&
=]

co
=]

=}
=]

i
0 0.1 0z 0.3 04 05 0.6 07 0.8 09
Tiempo (segundos)

r
=]

Figura A2.3. Posicion, Velocidad y aceleracion de la articulacion 1

ARTICULACION 2
160 I I I I I I I

w
=]

01 0.2 03 0.4 05 06 07 0.8 0.8
Tiempo (segundos)

@
=]

.
=]

[*)
=]

(=}

o o1 0.2 03 0.4 0.5 0B 1 0.8 08
Tiempo (sequndos)

100
1]
-100 i
“11.2%0s o2
-2m i i i I I i i [-138.5%/s
o 01 0.2 03 0.4 05 06 07 0.8 09

Tiempo (sequndos)

Figura A2.4. Posicion, Velocidad y aceleracion de la articulacion 2

271



Theta 3 (grados)

“elacidad (grados/segundo)

“elocidad (grados/segundo)

Aceleracion (gradosfsegundﬂz)

" i i i i
[u]

Theta 4 (grados)

Aceleracian (gradosfsegundoz)

ARTICULACION 3

-28.28°/5”

1
0.1 0z 0.3 0.4 0s 06 o7 08 09
Tiempo (zegundos)

Figura A2.5. Posicion, Velocidad y aceleracién de la articulacion 3

ARTICULACION 4

Tiempo (segundos)

Figura A2.6. Posicion, Velocidad y aceleracion de la articulacion 4

272



Theta & (grados)

Velocidad (grados/segundo)

Aceleracion (gradnst’segundﬂz)

Theta B (grados)

Velocidad (grados/segundo)

Aceleracion (gradnst’segundnz)

@ =} =
=] =] =1

@
=]

LI R ST )
S5 8 5 &8 5

B
=]
o

o = i
= =] =] =]

i
=1
=

W s oo
o o O

[N}
=]

|
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0s 0e 0.7 Ik:} 09

ARTICULACION 5

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09
Tiempo (segundos)

i i i i i -63.9°/s
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 09
Tiernpo (segundos)

175.7°4s° % i

Tiernpo (segundos)

Figura A2.7. Posicion, Velocidad y aceleracién de la articulacion 5

ARTICULACION B

i} 0.1 0.2 03 04 05 0B 0.7 [ik:} 09

o
=]

@
=]

m
=]

.
=]

n
=]

o

50

Tiernpo (segundos)

i] 0.1 0.2 03 0.4 0s 06 07 08 0.9
Tiempo (segundos)

-141.32°/2 |
i i i i i

1} 0.1 02 03 04 0s 08 07 08 09

Tiempo (segundos)

Figura A2.8. Posicion, Velocidad y aceleracién de la articulacion 6

273



APENDICE 3

274



SEGMENTO A-B (Ejemplo 8.1.2)
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Figura A3.1. Trayectoria Espacial del extremo final del brazo. Segemento A-B
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Figura A3.2. Orientaciones del extremo final del brazo (con herramienta). Segmento A-B
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SEGMENTO B-D (Ejemplo 8.1.2)
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SEGMENTO A-B (Ejemplo 8.1.3)
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SEGMENTO B-C (Ejemplo 8.1.3)
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