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Resumen

El principal objetivo de este Trabajo especial de Grado es dar todas las herramientas
necesarias para lograr una descomposicion de operadores normales definidos en espacios de
Hilbert en la suma directa de operadores normales definidos de cierta manera en términos
de la equivalencia unitaria. Para responder Ag)Qué es la equivalencia unitaria? Solo debe-
mos pensar en cuando dos matrices son semejantes, o al menos conseguir las condiciones
para las cuales ellas sean semejantes, pero la dificultad de esta idea se presenta cuando nos
enfrentamos a espacios de dimension infinita.

En este trabajo utilizamos herramientas de alta densidad matematica como lo es la teoria

de la medida, el andlisis funcional y la teoria espectral; para poder lograr nuestro objetivo.

Palabras Claves: Espacio de Hilbert, Equivalencia unitaria, Operador normal, Unita-

riamente equivalente, suma directa de operadores, Espectro.



Introduccién

La teoria espectral es un término que se utiliza para extender en cierto sentido la teoria de
autovalores, autovectores y diagonalizacion de una matriz cuadrada asociada a una transfor-
macion lineal, definida en un espacio vectorial de dimension finita a contextos mas generales
de operadores definidos en espacios de dimensién infinita. Esta observacion previa se hace
a modo de introduccién, ya que ir de un espacio de dimensién finita a uno de dimensién
infinita requiere de cierta rigurosidad en la extensién de estos resultados.

En dimension finita tenemos resultados acerca de cuando una matriz es semejante a otra,
por lo que en dimensién infinita surge la idea denominada “El problema de la equivalencia
unitaria”. Dos operadores 7' y S son unitariamente equivalentes si existe un isomorfismo U
tal que UTU ! = S. El problema de la equivalencia unitaria consiste en encontrar condicio-
nes necesarias y suficientes en 7'y S para la existencia de dicho U. Dado que los operadores
equivalentes son geométricamente indistinguibles, cualquier “descripcién” de un operador T’
serd al mismo tiempo una descripcion de todos los operadores que pertenecen a la misma
clase de equivalencia que T'. En otras palabras: dado que, geométricamente hablando, T" solo
se determina dentro de la equivalencia unitaria, no deberia existir ni existe una descripcion
mas desarrollada de T'. Si T" es un operador normal con resolucién de la identidad E, el
problema de encontrar todos los operadores equivalentes a 1" se resuelve, en cierto “sentido”,
mediante la ecuacién UTU ™! = [, A\d(UE(A)U™") (el simbolo U en esta ecuacién denota,
por supuesto, un isomorfismo; la interpretacion y la prueba de la ecuacion se logran mediante
la formacién de los productos internos habituales y deben ser notorios para quién ha seguido
la teoria espectral hasta ahora). Si, en otras palabras, decimos que dos resoluciones de la
identidad E y F', con el mismo dominio, son equivalentes siempre que exista un isomorfismo
U tal que UE(A)U ™! = F(A) para todos los A donde E y F son resoluciones de la identidad
equivalentes, entonces una condicion necesaria y suficiente para la equivalencia de dos ope-
radores normales es la equivalencia de sus respectivas resoluciones de la identidad. La razon

principal para sentirse insatisfecho con la respuesta anterior al problema de equivalencia es
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que deja las cosas mas o menos donde estabamos. Lo que realmente se quiere es encontrar
un conjunto completo de invariantes para la equivalencia unitaria de operadores normales.

En términos cualitativos, esto significa que deseamos asociar a cada operador normal 7" un
cierto “objeto” mr para que se cumplan las siguientes condiciones. Si T y S son operadores
normales unitariamente equivalentes, entonces my = mg. (ii) Si Ty S son operadores
normales tales que de algin modo my = mg, entonces Ty S son unitariamente equivalentes.
(iii) A cada objeto m le corresponde al menos un operador normal T tal que mp = m. (iv)
Los objetos m son conceptos matematicos manejables, que pueden describirse en términos
simples y, en la medida de lo posible, constructivos, y cuya definicion es independiente de la
teorfa de operadores (dichas m las conoceremos como funciones de multiplicidad asociadas
a cada operador).

Vale la pena senalar que el espectro o(7") de un operador 7' (no necesariamente normal)
satisface las condiciones (i), (iii) y (iv). Por lo tanto, podemos decir que los puntos de o(7')
constituyen un conjunto de invariantes unitarios de 7', pero no un conjunto completo de
tales invariantes. Las primeras tres de las condiciones anteriores describen nada més que un
mapeo uno a uno del conjunto de todas las clases de equivalencia de operadores normales
en el conjunto de todos los objetos. Se busca con este trabajo darle al lector, al final, las
condiciones de juzgar si los objetos m (funciones de multiplicidad) satisfacen o no la tltima
condicién. Para motivar tanto el resultado que obtendremos como el método que usaremos
para obtenerlo, comenzamos el primer capitulo, recordando la teoria necesaria y suficiente
de analisis real y andlisis funcional. Posteriormente en el segundo capitulo hablaremos en
detalle sobre la teoria espectral y finalmente en ultimo capitulo desarrollaremos la teoria

sobre de equivalencia unitaria de operadores en espacios de Hilbert.



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este primer capitulo es presentar algunas definiciones y resultados concer-
nientes a la teoria de la medida y al analisis funcional necesarios para abordar los capitulos
siguientes. La primera seccion estard dedicada a recordar las definiciones de o-algebra de sub-
conjuntos, espacio de medida, medidas reales positivas y medidas complejas, ademas de las
nociones de continuidad absoluta, singularidad de medidas y el Teorema de Radon-Nikodym.

En la seccién 2, recordaremos la teoria general de operadores lineales y acotados en
espacios de Hilbert, haciendo especial énfasis en la estructura algebraica y topoldgica del
conjunto B() = {T : A — A : T es lineal y acotado}, que ademds de ser un espacio de
Banach con respecto a la norma de operadores tiene una estructura mas rica y es la de ser

una C*-algebra.

1. Teoria de la medida

Comenzamos esta seccion recordando la definicion de espacio medible, para ello es nece-

sario primero dar la definiciéon de o-algebra de subconjuntos.

DEFINICION 1.1. Dado un conjunto X, una clase de conjuntos Q C o(X) se llama o-

algebra si y solo si

a) X € Q.
b) Ae Q& A e
c) {A e, eQe U A, e

Al par (X, Q) se le llama espacio medible, y a los elementos de §2 conjuntos medibles.

DEFINICION 1.2. Una medida positiva p sobre un espacio medible (X, ) es una funcién

de conjuntos i : Q — Rsg, tal que:
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b) p es o-aditiva, es decir, si {A,}22, C Q es una sucesién de conjuntos disjuntos dos a

dos, entonces
n=1 n=1
En este caso, decimos que (X, 2, ) es un espacio de medida y p una medida en X.

El concepto de medibilidad se extiende a funciones entre espacios medibles.

DEFINICION 1.3. Sean (X, ;) y (Y, s) dos espacios medibles. Una funcién f: X — Y
se dice medible si y solo si f~1(A) € Q; para todo A € Q.

Si 41 es una medida en (X,Q), A € Qy f: X — R es una funcién medible, se define

la integral de Lebesque de f sobre A con respecto a u por

/fd,u—sup{/sdu,Ogsgf,fessimple}.
A A

En general, si f: X — C es una funcién medible, f = u + iv, entonces
/ fdu:/ udu+i/ vdp.
A A A

La definicion anterior nos permite introducir el siguiente espacio de funciones:

Ver ([5], remark 2.6.5, p 127).

Sea (X, €, 1) un espacio de medida. Para 1 < p < oo, denotamos por LP(X,Q, 1), y en

algunos casos simplemente por £P(u), al conjunto

EP(X,Q,,u):{f:X—>(C:fesmedibley / |f|pdu<oo}.
X

Consideramos la siguiente relacién de equivalencia en L£P(X,Q, u): f ~ g si y solo si
f = g casi siempre. Recordemos que la expresién “casi siempre” se refiere a que la medida
del conjunto de puntos donde no se cumple la propiedad mencionada es cero.

Se define el espacio LP(X,Q, u) = LP(u) como el conjuto de todas las clases de equiva-
lencia inducidas por la relaciéon ~ en el conjunto £P(u), esto es: LP(u) = LP(u)/ ~. Para

f € LP(u) tenemos la norma definida por

i1, = [ 176 du<x>)w.
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(LP,|| - ||,) es un espacio de Banach, es decir, es un espacio completo con respecto a esa

norma. En el caso p = 2, L?(u) es un espacio de Hilbert con respecto el producto interno

(f.g)2 = /X £(2) (@) dis(z),

para f,g € L*(u) y vale que || f|3 = (f. f)> para toda f € L*(u).

Si p = o0, se define L>(X, Q, u) = L>(u) como el conjunto de las clases de equivalencia

dado por

de las funciones esencialmente acotadas y || f|lec = mf{M : p({z € X : |f(z)| > M}) = 0}
define una norma en este espacio.

Para estudiar los problemas concernientes a este trabajo necesitamos dar la nocion de
medida de Borel regular.

En las siguientes definiciones se asume que X es un espacio topolégico Hausdorft local-
mente compacto. En este caso, una o-algebra de subconjuntos de X en la que tendremos

especial interés es la generada por los subconjuntos abiertos de X.

DEFINICION 1.4. Sea X es un espacio topolégico Hausdorff localmente compacto. La

o-algebra de Borel B de X es la o-dlgebra méas pequena que contiene a los subconjuntos

abiertos de X. A una medida definida en (X, B) se le llama medida de Borel.

DEFINICION 1.5. Una medida p sobre (R, B(R)) es llamada medida de Lebesgue si para

todo intervalo (a,b) con a y b finitos se tiene que
u((a,b) =b—a.

EJEMPLO 1.6. Sea p la medida de Lebesgue en [0, 1] y sea p, la medida de Lebesgue en
[1/(n+1),1/n] para n > 1. Entonces v = Y7 | u, define una medida en [0,1] y ¢ = v. En

efecto:

v(0) = ZM"(Q) =0, ya que u,(0) = 0 para todo n € N.

n=1
= Para ver la g-aditividad de v sabemos que: p([0,1]) =1y p([737, ) = = — 5.

SlS_Z“([kaD ;(%_ﬁl) Pﬁ'

Entonces lim S,, = lim <1 —

n—oo n—oo

=1, por lo tanto la serie converge.
n+1
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Ahora bien,

(02) £ (U2) -2

Asi, v es una medida. Mas ain, u(A) = v(A) para todo subconjunto de Borel A del [0, 1],

1 I%D :u(GAﬂ {nilﬂ)
_M<Aﬂ(! [n+1 H))

— (AN, 1))

= u(A)

ya que:

=§;un<A>=§;u(Aﬂ[n

Finalmente, p = "7 | fin.

DEFINICION 1.7. Una medida positiva u en (X, B) es una medida de Borel regular si:

a) u(K) < oo para todo subconjunto compacto K de X.
b) pu(A) =sup{u(K) : K es compacto y K C A} para todo A € .
¢) p(A) =inf{u(U) : U es abierto y A C U} para todo A € Q.

Denotamos por M(X) al conjunto de todas las medidas de Borel regulares en X.

Otro concepto que aparecera frecuentemente a lo largo de este trabajo es el de soporte

de una medida de Borel regular.
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DEFINICION 1.8. Sea p una medida de Borel regular en un espacio topoldgico Hausdorff

localmente compacto X. El soporte de i se define como el siguiente conjunto

supp p = X \ U {V : V es abierto y u(V) =0}.

En este caso, u(X \ supp p) = 0. Para mayores detalles referentes a esta definicién remitimos

al lector a [9].
Recordamos ahora los conceptos de continuidad absoluta y singularidad de medidas.

DEFINICION 1.9. Si u es una medida en un espacio medible (X, ) y v es una medida
positiva en (X, ), decimos que p es absolutamente continua con respecto a v, y escribimos
pu << v, si p(A) =0 cuando v(A) = 0.

Diremos que p v v son equivalentes si tienen los mismos conjuntos de medida cero, esto

es, (A) = 0 siy solo si ¥(A) = 0. Denotaremos esto como [u] = [v].

DEFINICION 1.10. Sean u € M(X) y A € Q. Se dice que u estd concentrada en A si
u(A) = u(A N A) para todo A € Q.

Dos medidas 1, pe € M(X) son mutuamente singulares cuando estan concentradas en
conjuntos disjuntos, esto es, existen A, B € Q tales que AN B = () con u; concentrada en A

y o concentrada en B.

En seguida, enunciamos el teorema mas importante concerniente a la continuidad abso-

luta de medidas.

TeEOREMA 1.11 (Radon-Nikodym). Si (X,Q,v) es un espacio de medida o-finito y
W es otra medida o-finita en (X, Q) tal que u < v, entonces existe una unica funcién no
negativa f € LY(X,Q,v) tal que p(A) = [, fdv para todo A en Q. A la funcion f se le
llama la derivada de Radon-Nikodym de p con respecto a v, usualmente se denota a f como

dp/dv.

Para la demostracién del teorema anterior ver [8], Theorem. 6.9, p. 122.

La siguiente proposicién es consecuencia del Teorema de Radon-Nikodym y muestra
que si una medida es absolutamente continua con respecto a otra, es posible encontrar un
conjunto de Borel tal que al concentrar una de la dos a dicho conjunto, ambas medidas sean

equivalentes.
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PROPOSICION 1.12. Si i y n son medidas en (X, ) yn < u, entonces existe un conjunto
de Borel Aq tal que [n] = [p|a,], donde p|a,(A) := (AN Ag) para todo A € Q.

DEMOSTRACION. Sabemos que 1 < p, entonces por el Teorema de Radon-Nikodym

existe una funcién no negativa f en L'(X,Q, u) tal que

n(A):/Afd,u,VAGQ.

Consideremos el conjunto Ag = {z € X : f(z) > 0} y veamos que A es el conjunto buscado.

Primero observamos que

n(A)=/Afdu=/MAOfdqu/MAgfdu:/MAofdu (1.1)

pues f =0 en Af.
Supongamos que 1(A) = 0 para A € ). Por la igualdad anterior

/ fdu=20
ANAg

y como f es estrictamente positiva en A, debe ocurrir que p(ANAy) = 0, es decir, p|a,(A) =
0. Esto muestra que pula, < 1.

Reciprocamente, supongamos que pia,(A) = p(A N Ag) = 0. Como 7 es absolutamente
continua respecto a p, por hipétesis, se tiene que n(A N Ay) = 0. La ecuacién (1.1) implica

que n(A) =n(ANAy) = 0. Por lo tanto, n < p|a,. Asi, hemos probado [1] = [u|a,]- |

Hasta el momento nos dedicamos a estudiar las propiedades de las medidas positivas.
Ahora, conviene introducir la definicién y discutir algunas propiedades de las medidas com-
plejas. Estas nociones seran necesarias para abordar la seccién que dedicaremos al Teorema

espectral para operadores normales en espacios de Hilbert.

DEFINICION 1.13. Una medida compleja p sobre un espacio medible (X, 2) es una funcién
e Q — C, tal que:

a) p() =0.

b) p es o-aditiva, es decir, si {A,} C Q es una sucesién de conjuntos disjuntos dos a

dos, entonces

’ (G An> )
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DEFINICION 1.14. Si p es una medida compleja en (X, Q) y A € Q, se define la variacion

total de p, como:
|| (A {Z \W(E))| : {E; }§=1 es una particién medible de A} :

OBSERVACION 1.15. |u| es una medida real en (X, ).

Ahora bien, si p es una medida de Borel compleja, entonces existe una funcion de borel
compleja h con |h| =1 tal que du = hd|p| (ver [8], Theorem. 6.12, p. 126). Es por esto que

es razonable definir la integral con respecto a una medida compleja p por

[ tin= [ rain

2. Analisis Funcional

Los operadores que consideramos en el presente trabajo estaran definidos en espacios de
Hilbert. Por esta razon dedicaremos esta seccion a repasar aspectos generales de la teoria de
espacios de Hilbert y operadores lineales y acotados.

Sea J# un espacio vectorial complejo. Un producto interno en ¢ es una funcién (-, -) :

HC x 7 — C tal que para todo z,y,z € J y A € C se cumple:

a) (z,y) = (y, z),

b) (x+y,2) = (z,2) + (y,2),
c) (Az,y) = A(96 Y)

d) (x,z) >

e) <:r,a:)—081 y solo si, © = 0.

El par (47, (-,-)) se denomina espacio con producto interno.

Todo espacio con producto interno puede ser normado definiendo || - || : # — [0, 00) por

Izl = (,2)'.

Para x,y € J se cumple que [(z,y)| < ||z||||y||. La desigualdad anterior se conoce como

la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Un espacio de Hilbert 7 es un espacio vectorial con producto interno que es completo

con respecto a la norma asociada al producto interno.



2. ANALISIS FUNCIONAL 11

En un espacio con producto interno .7 tenemos la nociéon de ortogonalidad: si z,y € ¢
son tales que (z,y) = 0 decimos que z e y son ortogonales.

Si .# es un subespacio de un espacio de Hilbert 7. El complemento ortogonal de .# es
el conjunto:

M+ ={x e . (x,y) =0 para todo y € .4}

TEOREMA 1.16. Sea 7 un espacio de Hilbert y .# un subespacio cerrado de €. En-

tonces

H= MM
COROLARIO 1.17. Si .# es un subespacio cerrado de S, entonces (M)t = M .

DEFINICION 1.18. Un subconjunto & de un espacio de Hilbert .7 es una base ortonormal

de 7 si cumple que

a) Para todo e € &, |le| = 1;
b) Siej,ex € &y €1 # ey entonces (e, e2) = 0;

¢) & es maximal.
El siguiente teorema es una aplicacién del Lema de Zorn:

TEOREMA 1.19. Todo espacio de Hilbert 7 no trivial tiene una base ortonormal. En

particular, si € es separable, tiene una base ortonormal numerable.

EJEMPLO 1.20. Para cada n € Z, sea e,(t) = ¢*™™. El conjunto {e, }ncz es una base

ortonormal de L?[0,1].

Ahora procederemos a definir un funcional lineal y acotado f : 5 — C, ya que es

necesario para enunciar el Teorema de representacién de Riesz.

DEFINICION 1.21. Sea 7 un espacio de Hilbert. Un funcional f : 5# — C es lineal si

satisface que
Oz +y) = Af(z) + f(y)
para todo x,y € 7 y A € C. Si ademas, existe una constante ¢ > 0 tal que

|f(2)] < clj]

para todo x € 7, entonces f es un funcional acotado.
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TEOREMA 1.22 (Teorema de representacién de Riesz). Si f : 7 — C es un
funcional lineal y acotado, entonces existe un unico vector xog € € tal que f(x) = (x,xq)

para todo x € . Mds ain, ||f|| = sup < [f(2)] = |20

Para la demostracién del teorema anterior ver [3], Theorem. 3.4, p. 13.
La siguiente definicién establece un criterio para decidir si un par de espacios de Hilbert

pertenecen a la misma clase.

DEFINICION 1.23. Sean 7 y .# dos espacios de Hilbert. Diremos que un operador lineal
U: 7 — & esun isomorfismo isométrico, o simplemente, un isomorfismo entre J€ y A,

si es biyectivo y preserva los productos internos, es decir,

<U$7 Uy> = <x7?/>

para todo x,y € 7. En particular, U es una isometria pues |Uz|| = ||z|| para todo x € JZ.

En estas condiciones decimos que . y £ son (isométricamente) isomorfos.

Se puede verificar facilmente que este concepto de isomorfismo define una relacién de
equivalencia entre espacios de Hilbert. Es importante notar que estos isomorfismos preservan
las caracteristicas esenciales de los espacios considerados, como lo son, el producto interno

y la completitud.

EJEMPLO 1.24. La transformada de Fourier de L?[0, 1] en ¢*(Z) es un isomorfismo.

Sea e,(t) = €™ entonces {e, ez una base para L?[0,1] y sea U : L?[0,1] — (*(Z) la
Transformada de Fourier, definida por U f = f, donde J?: Z, — C es una funcién dada por
fn) = fol f(t)e™?™mtdt el cual es el n-ésimo (n € Z) coeficiente de Fourier de f € L?0,1] y

como {e, }nez es una base para L?[0, 1] podemos escribir a f como
o0

F=Y" fne, (1.2)

n=—oo

donde la convergencia de la serie es con respecto a la norma del espacio L?[0, 1].
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Ademés, U satisface que |Uf|| = ||f]| por la identidad de Parseval (Ver [3], Theorem
5.4, p. 20). U es lineal ya que para f,g € L?[0,1], n € Z y X € C tenemos:

— 1 . 1 ' 1 '
(/\f + g) (n> = A (/\f + g) (t)e_%rmtdt = A )\f(t)e_27rmtdt + /0 g(t)e—Qﬂ'mtdt

1 1
=\ / f(t)e—QTrintdt + / g<t)e—27rintdt
0 0

~

= Af(n) +9(n)
=(Af+9)(1)
Por lo anterior, tenemos que U(Af + g) = AUf + Ug.
Ahora bien, si {a,} € (*(Z) tal que a,, = 0 para todo n € Z excepto una cantidad finita,
entonces [ = i ane, € L*[0,1] y por (1.2) tenemos que f(n) = «, para todo n € Z, es

n=—oo

decir, Uf = {a,}, esto significa que el Ran(U) es denso en (*(Z). Pero U es una isometria

(IU £ = IIf1]) por lo tanto Ran(U) es cerrado, lo que implica que U es sobreyectivo.

Ahora, dada una familia numerable de espacios de Hilbert {J };cn queremos definir su

suma directa de forma tal que el espacio obtenido sea también un espacio de Hilbert.

DEFINICION 1.25. Sean {7 };cn una familia de espacios de Hilbert. La suma directa de
{H}ien se define por

o=t {{hi};ﬁl

PROPOSICION 1.26. Si 57 es la suma directa de una sucesion de espacios de Hilbert

h; € 7€ para todo i € Ny Z]|hi||2<oo}.

=1

{F }ien, entonces la formula
o

(h,g) = Z<hi7 9:)

i=1
para h ={h;}2, € 7 yg=A{9:}2, € A, define un producto interno en . Mds ain, F
es un espacio de Hilbert con respecto a este producto.
OBSERVACION 1.27. Si 27 = @ 74 , cada espacio de Hilbert 7 puede ser visto como
i=1
un subespacio de ¢ si identificamos los elementos de 77 con sucesiones que tienen ceros

en todas las posiciones salvo en el lugar i-ésimo. De este modo, tenemos que para ¢ # j los



2. ANALISIS FUNCIONAL 14

espacios . y J¢; son ortogonales con respecto al producto interno dado en la Proposicién

1.26.

Nos interesa estudiar ahora la teoria general de operadores en espacios de Hilbert. De

aqui en adelante .7 denotara un espacio de Hilbert.

DEFINICION 1.28. Un operador T : 5 — J es lineal y acotado si

a) T(\x +y) = \T'(z) +T(y) para todo z,y € # y X € C,
b) Existe una constante M > 0 tal que ||T'(x)||.» < M||z|

w para todo x € 7.

Denotamos al conjunto de todos los operadores lineales y acotados en % por B(J¢),

esto es,
B()={T : # — | T es lineal y acotado}.
Se define la norma de un operador T € B() como
1T = sup || Tz]].
[le]l=1
Esta norma convierte a B(.#) en un espacio de Banach.
En B(5€) se pueden definir varias topologias dependiendo de la base de entornos consi-

derada:

DEFINICION 1.29.

a) La topologia uniforme en B(s¢) tiene la base de entornos
U(T,e) ={S € B(J):||S—T| < e}

para T € B(J) y € > 0.
b) La topologia fuerte (SOT) en B(J) tiene la base de entornos

F(T)e,x) ={S € B(J) : ||S(x) = T(x)||.» < €}.

paraT € B(), e >0,z € .
c¢) La topologia débil (WOT) en B() tiene la base de entornos

D(T,e,x,y) ={S € B(#) : [(S(x),y) — (T(x),y)| <e}.
paraT € B(J), € > 0, x,y € .

La definicién anterior nos permite tener las siguientes nociones de convergencia en B(.57).
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PROPOSICION 1.30. Sean {T,}nen € B(H) y T € B(H). Entonces

a) {1} }nen converge uniformemente a T si y solo si nlggo T, — T = 0.

b) {1, }nen converge en la topologia fuerte a T siy solo si nh_)rgo | T (z) —T(z)|| =0 para
todo v € J.

¢) {Tn}nen converge débilmente a T si y solo si lim (T,z,y) = (Tx,y) para todo x,y €
n—oo
H.

Veremos al final de esta seccion que la siguiente definicion de adjunto de un operador

permite dotar a B(.%) de una estructura més robusta y es la de ser una C*-algebra.

DEFINICION 1.31. El adjunto de un operador T' € B(J#), que se denota por T*, es el
tnico operador en B(J) tal que (Tx,y) = (x, T*y) para todo z,y € S y ademds su norma

coincide con la norma de T, i.e. |T|| = ||T*|-
La definicién anterior permite clasificar los operadores en B(7¢) de la siguiente manera.

DEFINICION 1.32. Si T' € B(J7). Se dice que
a) T es normal si, T*T = TT™,

b) T es auto-adjunto si, T = T*,

¢) T es unitario si, T*T =1 = TT*,

d) T es proyeccién si, T> =T.

Queremos definir ahora la suma directa de operadores, pero antes el siguiente teorema

nos da la hipdtesis necesaria para que dicho operador esté bien definido.

TEOREMA 1.33. Sea {7}°, una coleccion de espacios de Hilbert y sea S = é%’j
Supongamos que {T;}32, es una familia de operadores tales que T; € B(7) para cadazz?le N.
Entonces existe un operador acotado T : A — € tal que Th = {T;h;}2, para todo h =
{h;}2, € 0 siy solo sisup;ey | T3 < oc.

DEMOSTRACION. Supongamos que sup;ey || 7i]] = C < oo. Sea h = {h;}ien € A un

elemento arbitrario, entonces

o0
2 < NIT Rl

=1

IThI% = I{Tihi}ienl%e = D I Tihil S0 =0 Ihill% = C2 bl
=1 =1

Asi, | Th||» < C||h|| . Por lo que concluimos que T es un operador acotado.
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Ahora bien, fijamos j € N y eligimos h; € %, h; # 0. Sea h = {h; }ien, tal que h; =0

para todo 7 # j, entonces

~ 1/2
1750 = (Z HTz’hiH2> = [ITRIl < T[N = [1T[I1lP]l-
i=1
Tomando supremo sobre los h; € 7 tal que ||h;|| = 1 obtenemos que

1751 = sup [|T3hsl1 < 1T

hjill=

Ahora tomando supremo sobre los 7 € N, concluimos que
sup | T3] < 1T} < oo.
jEN
Finalmente, se puede deducir por ambas implicaciones que:
17| = sup [[T5]-
JjeN
[

DEFINICION 1.34. Sean {7 };cn una familia de espacios de Hilbert y {7} };en una familia
de operadores tal que T; € B() para todo i € Ny sup,cy ||73]| < oo. El operador suma
directa de {T;};en es el operador T : @@ 4 — @ #; definido por

=1 =1

Th = {Tih;}ien para h = {h;}ien € @%’i

i=1

Ademds, si llamamos S = @ 7 tenemos que T' € B () v ||T|| = sup;ey || Ti|-
i=1

o0

OBSERVACION 1.35. Un operador suma directa T se suele denotar como T = € T;,
i=1

ademés para todo ¢ € N es usual usar la notacion T'| 4 para referirse al operador T; definido

en el correspondiente espacio de Hilbert 7.

A continuacién procederemos a definir cuando dos operadores son unitariamente equiva-
lentes. Haremos énfasis en esta definicién, ya que este concepto aparecera a lo largo de todo

el trabajo.

DEFINICION 1.36. Sean 7, % dos espacios de Hilbert, T € B(2#)y S € B(#). Se dice
que T y S son unitariamente equivalentes si existe un isomorfismo isométrico U : 77 — &

tal que UTU~! = S, esto se denota por T2 S.
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Ahora introducimos las definiciones de algebra, dlgebra de Banach y algebra C* con el
proposito de desarrollar en el siguiente capitulo algunos aspectos de la teoria espectral de

operadores en espacios de Hilbert.

DEFINICION 1.37. Un dlgebra A es un espacio vectorial sobre C con una operacién de
multiplicacién P : A x A — A, P(a,b) = ab que satisface las siguientes propiedades:

a) a(bc) = (ab)c

b) a(b+c) = ab+ ac

¢) (a+b)e=ac+ bc

d) a(ab) = (a)b = a(ab)

para todo a,b,c € Ay a € C.

DEFINICION 1.38. Un dlgebra de Banach A es un algebra que tiene una norma con
respecto a la cual es un espacio de Banach y tal que para todo a,b € A se satisface la
siguiente desigualdad:

llab]l < [lal[[[6]]-

Si ademds A tiene unidad e, entonces ||e|| = 1.

DEFINICION 1.39. Sea A un dlgebra de Banach, una aplicacién ¢ : A — A, p(z) = z*

es llamada involucion en A si cumple con las siguientes propiedades para todo =,y € Ay

reC

DEFINICION 1.40. Una C*-dlgebra es un dlgebra de Banach A con una involucién x +— z*
que satisface

e F

para todo x € A.

DEFINICION 1.41. Dada una C*-4lgebra A, la subdlgebra generada por un elemento

x € A se define como la clausura del conjunto de todos los polinomios p(x, x*).
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Si # es un espacio de Hilbert, entonces B(J¢) es una C*-algebra con identidad (el ope-
rador identidad [ : 5 — J¢) considerando el producto como la composicién de operadores,
la norma usual de operadores y la involucion T — T, donde T™ es el adjunto de T'. Ademas,
diremos que una subdlgebra A de B(J#) es normal si todos los T' € A son operadores

normales.

DEFINICION 1.42. Sea # un espacio de Hilbert y N € B(J#) un operador normal.
Denotamos por C*(N) a la C*-dlgebra generada por N, la cual se define como la clausura

de todos los polinomios en I, N y N*.

Una definiciéon mas especifica de la C*-algebra generada por N se puede ver en el libro

de W. Arveson ([6], Definition 1.1, p. 1).



Capitulo 2

Teoria espectral para operadores en espacios de Hilbert

En este capitulo desarrollamos la teoria necesaria para enunciar y demostrar el Teorema
espectral para operadores normales (acotados), el cual provee una caracterizacién completa
de los operadores normales en espacios de Hilbert a través de su espectro, y generaliza el
concepto de diagonalizacion de una transformacion lineal normal en espacios de dimensién
finita.

La primera parte estd dedicada a dar algunas definiciones y resultados sobre funciones
analiticas. Seguidamente definimos el espectro de un operador y demostramos algunas de sus
propiedades mas importantes. Luego, presentamos algunos aspectos de la teoria de algebras
de Banach conmutativas e ideales maximales con el objetivo de definir la transformada de
Gelfand, que jugara un papel fundamental en la demostraciéon del teorema principal del
capitulo.

El Teorema espectral para operadores normales se deduce principalmente de la estructura
de C*-algebra del espacio B(), especificamente del Teorema de Gelfand-Naimark que
caracteriza las C*-subdlgebras conmutativas de B(.7). Cabe mencionar que este teorema se
puede enunciar en el contexto de dlgebras de Banach generales (ver [7]), pero para nuestro
proposito lo presentamos en el contexto del algebra de operadores lineales y acotados.

El principal objetivo de este capitulo es brindar una herramienta fundamental, como lo
es el Teorema espectral para operadores normales en espacios de Hilbert, para luego en el
proximo capitulo dar una caracterizacién de los operadores normales que son unitariamente
equivalentes. Dicho teorema permitira asociarle a cada operador normal una colecciéon de
objetos de forma tal que dos operadores son unitariamente equivalentes si y solo si estos

objetos son equivalentes en cierto sentido.

19
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1. Espectro de un operador

Antes de dar la definiciéon de espectro de un operador damos algunas definiciones y

resultados de la teoria de funciones analiticas.

DEFINICION 2.1. Sea f : G — C con G un subconjunto abierto de C. La derivada de f

en 2y € GG se define por
f/(Z[)> — h/m f(ZO + h) B f(ZO)

h—0 h

diremos que f es analitica en G si tiene derivada continua en GG. Se dice que f es una funcién

entera si f es analitica en todo el plano complejo.

TEOREMA 2.2 (Liouville). Una funcion acotada que es analitica en todo el plano com-

plejo es constante.
DEMOSTRACION. Ver [8], Theorem 10.23 ,p. 213. |

OBSERVACION 2.3. Si 2" es un espacio de Banach y G una regién en C, se define la

derivada de f : G — 2 en zy, como ]111'1% h=Y[f(z0+ h) — f(20)] siempre que este limite exista
—

con respecto a la norma asociada al espacio de Banach, y diremos que f es analitica si f

tiene derivada continua en G.

A continuacion definiremos el espectro de un operador, esta definicién es clave en la teoria

espectral y ademds enunciaremos algunas de sus propiedades.

DEFINICION 2.4. Sea s un espacio de Hilbert y T' € B(J#). El espectro de T se define

como
o(T)={A € C : (M —T) no es invertible en B(.%¢)}
={AeC : ker(A] —T)#0o0 Ran(A —T) # }.
El conjunto p(T') = C\ o(T') se conoce como resolvente de T.

OBSERVACION 2.5. El espectro también se puede definir para un elemento a de un lgebra

de Banach (con identidad) general A, como
o(a) = {X € C: Xe — a no es invertible en A}.

donde e es el elemento identidad (con respecto al producto) de A.
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El espectro de un operador es un conjunto no vacio, cerrado y acotado de C, es decir,

compacto. Para ver esto necesitamos los siguientes resultados.
LEMA 2.6. Si T € B(J) tal que ||T — I|| < 1, entonces T es invertible.

DEMOSTRACION. Sea S € B(s) dado por S = I — T, entonces ||S|| = r < 1, por

hipétesis. Sabemos que se cumple que ||S?|| < [|S]|?, por lo tanto por induccién sobre n es

sencillo ver que [|[S™|| < [|S]|™ = ", entonces Y~ [|S™|| < oo, entonces existe un M €

B(J€), tal que M =3 | S™, esto tltimo por la completitud de B(5).
Ahora bien, si M,, = I + S+ 5%+ ...+ 5™, veamos cual es el resultado de la composicién

de M,, con I — S:

M(I-8S)=T+S+S8*+...+S)—(I+S+S*+...+5").8
=T +S+S+... +8)—(S+S*+...+ 85"+ 8"

=7 - 5"
Pero recordemos que ||S™"| < 7" < 1 por lo que S — 0 cuando n — oo. Entonces

M(I —S) = lim M,(I —8)= lim (I —S"") =1.

n—00 n—oo

lo que es andlogo para (I — S)M. Asi (I — S) es invertible y su inversa viene dada por

M = %>, S". Finalmente, tenemos que
[-S=1-(I-T)=T
es decir, T es invertible. [ |

El siguiente teorema establece que el conjunto de todos los elementos invertibles de
B(4€) es abierto y la aplicacién que manda cada elemento en su inverso es continua, estas
son propiedades fundamentales para demostrar que el espectro de un operador es un conjunto

compacto.

TEOREMA 2.7. Sean G, = {T € B(J) : T es invertible a izquierda}, G, = {T €
B(s2) : T es invertible a derecha} y G = {T" € B(J) : T es invertible}, entonces G, G, y

G son subconjuntos abiertos de B(). Ademds, la aplicacién T — T~ es continua.
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DEMOSTRACION. Sean Ty € G,y Sy € B(J) fijos tal que SoTy = I. Sea T' € B(), si
|T — Tol| < ||So]|™?, entonces [|SoT — I|| = ||So(T — Tp)|| < 1. Por el Lema 2.6, M = S,T
es invertible y si N = M~1S,, se tiene que NT = I. Entonces hemos conseguido una bola
abierta de centro Ty y radio ||So|| ™!, tal que T € {T € B(Z) : |[T —To|l < ||Soll ™'} € Gi. Es
decir, GG} es abierto, andlogamente G, es también abierto. Ahora, claramente G = G; N G,
esto debido a que G contiene a los operadores que tienen inverso tanto a derecha como a
izquierda, y como la interseccién finita de subconjuntos abiertos es abierto, se concluye que
G es abierto.

Veamos ahora, que la aplicacién que manda a 7" en su inverso 7! es continua. Para
ello supongamos que existe una sucesién {7, }°°, tal que 7,, — I. Tomando 0 < 6 < 1y

suponiendo que |7, — I]| < 0, nuevamente por el Lema 2.6 tenemos que

o0

T =I-(I-T,"))=> I-T) =1+ i([ —T,)".
k=1

k=0

Por lo tanto,

Dado € > 0, entonces 0 se puede escoger de manera tal que §/(1 — J) < ¢, es decir que
|T,, — I|| < & implica que ||T,;' — I|| < ¢, asi lfm T, =1
Ahora sea T' € Gy {T,,}>°, una Sucesiénnd;OG tal que T,, — T. Entonces T-1'T, — I.
Por el procedimiento anterior, T, 'T = (TT,,)"* — I.
Finalmente,
T =T ') T =T
[ |

A continuacién demostraremos que el espectro de un operador T es un subconjunto

compacto no vacio de C.

TEOREMA 2.8. Para cada T € B(J)(T #0), el espectro o(T) es un subconjunto com-

pacto no vacio de C.
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DEMOSTRACION. Si [A| > ||T]|, entonces A\I =T = AX(I—T/\) y ||T/A|| < 1. Por el Lema
2.6, (I —T/\) es invertible, lo que implica que (A — T') es invertible y entonces A ¢ o(T),
es decir que o(T) C{A € C: |A| < ||T||} es acotado.

Ahora bien, sea G el conjunto de todos los operadores invertibles en B(#). La aplicacién
tal que A — (A —T') es una funcién continua de C en B(s#°). Como G es abierto y p(T') es
la imagen inversa de G a través de la aplicacién continua, sucede que p(T') es abierto, lo que
significa que o(7T") cerrado, por lo tanto compacto.

Para ver que o(T') # 0 definimos F : p(T) — B(##) como F(\) = (A[—T)~! y usamos la
identidad M~'—N~' = M~} (N—M)N~! para M, N € B(#). Tomando M = ((A+h)I-T)
y N=(—-T),donde A € p(T'), h #0 € Cy A+ h € p(T) obtenemos que:

FONR) —F(A) (A + R —T)" (—=h)(\ — T)~!

h h
= (AN +h)I—T) '\ -T)".

Como ((A+h)I —T)™' — (M —T)! cuando h — 0, se tiene que F’(\) existe y es tal que
F'A\) =W\ -T)2

Asipues F' : p(T') — B() es continua, por lo que F es analitica en p(T") por la Observacién
2.3. Ahora bien, por el Lema 2.6 si |A\| > ||T||, entonces F(\) = AX™*(I — T/\)~!, pero si
A — oo se tiene que (I —T/\) — I por lo que también sucede que (I —T/A\)~' — I. Entonces
F(A) = 0si A — oo.

Por lo tanto, si suponemos que p(T') = C, entonces F' es una funcién entera que tiende
a cero en el infinito. Lo que implica por el Teorema 2.2, que F' es constante, lo cual es una
contradiccién ya que F’'(A\) # 0, para todo A € C. Es decir, p(T) # C o lo que es andlogo
a(T) # 0. |

Procedemos a definir otra propiedad del espectro de un operador que conoceremos como

el radio espectral.

DEFINICION 2.9. Sea T € B(#). El radio espectral de T se denota por r(T) y estd

definido como

r(T) =sup{|A| : A € o(T)}.
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Como o(T) # 0 y acotado, r(T') estd bien definido y es finito. Ademéds, como o(7T') es
compacto, este supremo es alcanzado, por lo que es maximo. El siguiente teorema da otra

caracterizacién del radio espectral.

TEOREMA 2.10. Si T € B(J2), entonces el siguiente limite existe y

r(T) = lim ||T7||"/".

n—oo

Ademas, como ||T"|| < ||T||", para todo n € N, tenemos que
r(T) = lim ||T*|Y" <l ||T)"" = |T.
DEMOSTRACION. Ver [7], Theorem 10.13 ,p. 253. [

2. Algebras de Banach

Los siguientes resultados se pueden enunciar para cualquier algebra de Banach conmu-
tativa con identidad. Sin embargo, para el objetivo de este trabajo nos restringiremos a

subdlgebras de Banach conmutativas de B(J¢).

DEFINICION 2.11. Sea A C B() una subélgebra conmutativa que contiene al operador

identidad I. Un subconjunto M de A se dice ideal si:

a) M es un subespacio vectorial de A.

b) M absorbe el producto, es decir, si T € My S € A, entonces T'S € M.

M es un ideal mazimal si es un ideal propio de A que no esta contenido en ningun otro
ideal propio.

Ningun ideal propio de A puede contener algtin elemento invertible.

DEFINICION 2.12. Sea A C B() una subélgebra conmutativa que contiene al operador

identidad I. Se dice que h : A — C es un homomorfismo complejo si h es un funcional no

nulo y h(7T'S) = h(T)h(S) para todo T, S € A.

Habiendo definido lo que es un homomorfismo complejo nos centraremos en el conjunto de
todos los homomorfismos complejos de A, que denotaremos por .#. Ademas, enunciaremos
un teorema que nos brinda una serie de propiedades acerca de este conjunto .#. Pero antes,

vamos a presentar y demostrar el teorema de Gelfand-Mazur.
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TEOREMA 2.13 (Gelfand-Mazur). Si A es un dlgebra de Banach sobre C con iden-
tidad en la cual cada elemento distinto de cero tiene inverso multiplicativo. Entonces A es

1sométricamente isomorfo a C.

DEMOSTRACION. Observemos que si ay, ap € C son tales que oy # oy y a € A, entonces
a lo sumo uno de los elementos aje — a 6 ase — a es cero. Luego, al menos uno de ellos es
invertible.

Como o(a) es no vacio, se sigue que o(a) consta exactamente de un elemento, digamos
a(a) para cada a € A. Ademds, como «(a)e — a es no invertible, se tiene que a(a)e —a =0,
es decir, que a(a)e = a.

Por lo tanto, la aplicacién ¥ : A — C, dada por 9(a) = a(a) es un isomorfismo por

construccién y
[¥(a)] = |a(a)| = [[efa)e]| = [a].

El siguiente teorema da una correspondencia uno a uno entre todos los ideales maxi-
males de una subélgebra de Banach conmutativa A de B(s) y el conjunto de todos los

homomorfismos complejos de A.

TEOREMA 2.14. Sea A una subdlgebra de Banach conmutativa de B(7) que contiene
al operador identidad y sea ¥ el conjunto de todos los homomorfismos complejos de A.

Entonces

Todo ideal mazximal de A es el kernel de algin h € % .

)

b) Si h € F, entonces el kernel de h es un ideal mazimal de A.
) Un elemento T € A es invertible si y solo si h(T') # 0 para todo h € 7.
)

Un elemento T € A es invertible si y solo si T no pertenece a ningun ideal propio de
A.
e) A€ a(T) siy solo si h(T) = X\ para algin h € F .

DEMOSTRACION.

a) Sea A una subélgebra conmutativa y M un ideal propio cerrado de A, entonces .4/ M

es un algebra de Banach con respecto a la norma |7+ M| = A}n/fw |T — M||. En
S
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efecto, veamos que la operacién multiplicacién en A/ M dada por
(T+M)(S+M)=TS5+ M.
esta bien definida. SiT —T" € My S — 5" € M, entonces la identidad
T's'—=TS=T8-TS+TS -TS=(T"-T)S"+T(5 - 9)
pertenece a M por ser ideal propio, pues, absorbe el producto. Luego, TS’ + M =
TS+ M. Ademas, si T, S € Ay M, N € M, implica que
(T+M)(S+N)=TS+(TN+MS+ MN)eTS+ M.
Entonces,
(T + M)(S + M) = [[TS + M| < [[(T+ M)(S + N)|| < [T+ MI[[[S + N
Tomando infimos sobre M, N € M, se obtiene que

(T + M)(S + M) < (1T + M[[|S + M.

Maés aun, la aplicacién 7 : A — A/ M, dada por n(T) = T + M, es un homomor-
fismo, pues:

T+ S)=T+S)+M=(T+M)+(S+M)=nr(T)+x(5)
TAT) = AT+ M = \XT + M) = An(T)
T(TS) =TS+ M= (T+ M)(S+M)=r(T)r(S).

Finalmente, si I es el operador identidad en A, entonces 7(I) = I + M es el
operador identidad en A/M. Ademds, ||I + M| < ||[I + M||? por ser algebra de
Banach, con lo cual

1< [+ M.
Pero, sabemos por como se define la norma que ||7(7)|| < ||T']| para todo T' € A. Por
lo tanto
Im(D] < 1]l = 1.
Lo que demuestra que || + M| = 1.

Ahora bien, sea T' € A con T' ¢ M y consideremos el conjunto

J={ST+M:Sc€ Ay M e M}.
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Entonces J es un ideal de A y M C J, lo cual se ve tomando S =1y M = 0.
Como M es maximal se tiene que J = Ay ST + M = I, para ciertos S € Ay
Me M.
Luego, si 7 : A — A/ M, tenemos

7(I) =n(ST+ M) =7n(S)n(T) + n(M) = w(S)n(T).
Como A es conmutativa se tiene que:
7(I) =n(S)n(T) = n(T)7n(S).

Por lo tanto, 7(T') es invertible en A/ M, para todo T ¢ M, por el Teorema 2.13
existe un isomorfismo isométrico ¢ de A/ M en C.

Sea h = ¢ o, entonces h € .%. En efecto,
hidD A/MSC.

Asi, h es no nulo, lineal y preserva el producto, por ser composicién de funciones

con estas propiedades. Por lo tanto h(I) = 1 y ademés
ker(h) ={T' € A: h(T) =0} ={T' € A: ¢(n(T)) =0} = M.

Recordando que la ultima igualdad se cumple, ya que ¢ es inyectiva, por lo que
ker(¢) = {0} y asi n(T) = 0.
Si h € Z, entonces ker(h) = h='({0}) es un ideal de A, ya que h es un homomorfismo
y h(TS) = h(T)h(S) = 0, para T € ker(h) (h(T) = 0). Asi T'S € ker(h). Por lo que
ker(h) es un ideal. Veamos que es maximal, supongamos que ker(h) C A, entonces

existe T} € A\ ker(h) tal que h(Ty) # 0 y escogiendo Ty = hLl) obtenemos que

(Th
h(Ty) =1, es decir, T ¢ ker(h). Sea T' € A un elemento arbitrario. Entonces

T — h(T). Ty € ker(h).
Asi, para T € A tenemos que
A =ker(h) + {\T; : A € C}.

Lo que implica que la codimensién del ker(h) es igual a 1, es decir, que no existe otro

ideal propio de A que contenga al ker(h). Por lo tanto es maximal.
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c) Sea T € Ainvertible y h € %, entonces h(T') # 0, para todo h € ., pues 1 = h([) =
h(TT™Y) = h(T)h(T™).

Ahora, si T no es invertible, entonces el conjunto {ST : S € A} es un ideal propio
de A ya que no contiene a I. Luego, dicho conjunto esta contenido en algin ideal
maximal de A, entonces por el item (a) existe h € .F tal que h(T) = 0.

d) Ningtn ideal propio contiene operadores invertibles. Si 7' no pertenece a ningtn ideal
propio, en particular no pertenece a ningun ideal maximal. Por (a) se tiene que
h(T') # 0, para toda h € .Z. Lo cual implica, por el item (c), que T" es invertible.

e) Si A € o(T), ocurre que (Al —T') no es invertible, por (c¢), h(A —T') = 0 para algin
h € Z, lo que implica que h(T') = A, para algin h € .%. El reciproco funciona en
cada implicacion.

Ahora procederemos a definir la Transformada de Gelfand de una subdlgebra conmuta-
tiva A de B() que contiene al operador identidad. La transformada de Gelfand es una
aplicacién mediante la cual se identifica a A con una subalgebra de un espacio de funciones

continuas.

DEFINICION 2.15 (Transformada de Gelfand). Sea .# el conjunto de todos los homo-

morfismos complejos de una subédlgebra de Banach conmutativa A de B(s#). La Transfor-

mada de Gelfand de T' € A se define como T:F - C,

para h € %.

Sea A = {f : T € A}. La topologia de Gelfand de .# es la topologia débil generada por
JZ, esto es, la menor topologia que hace continuas a todas las funciones T. Entonces A esté
contenida en C'(#, C) que es el dlgebra de todas las funciones continuas de .# en C, es decir,
A es una subdlgebra.

Por el Teorema 2.14 sabemos que existe una correspondencia uno a uno entre los ideales
maximales de A y los elementos de %, por esta razén al conjunto .% junto con la topologia

de Gelfand se le llama espacio de ideales maximales de A, y a la aplicacién T —— T se le

llama Transformada de Gelfand de A en A
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DEFINICION 2.16. Sea A una subdlgebra de Banach conmutativa de B(J¢). El radical
de A, denotado por rad(A), es la interseccién de todos los ideales maximales de A. Si

rad(A) = {0}, A se llama semisimple.

TEOREMA 2.17. Sea A una subdlgebra de Banach conmutativa de B(7) y .F el espacio

de ideales mazimales de A. Entonces

a) .7 es un espacio de Hausdorff compacto.

b) La transformada de Gelfand es un homomorfismo de A en la subdlgebra A de C(#,0),
cuyo kernel es rad(A). La transformada de Gelfand es un isomorfismo si y solo si A
es semisimple.

¢) Para cada T € A, el rango de T es o(T) y
[T loe = r(T) < |||
Ademds, T € rad(A) si y solo sir(T) = 0.

DEMOSTRACION. La demostracién del ftem (a) se puede ver en detalle en ([7], Theorem
11.9, p.280).
Ahora bien, para ver el item (b) y (c), sean T, 5 € A, « € Cy h € .%#. Entonces

(T + S)(h) = h(T + 8) = h(T) + h(S) = T(h) + S(h)
(@T)(h) = h(aT) = ah(T) = aT(h)

—

(TS)(h) = h(TS) = h(T).h(S) = T(h)S(h)
Asi, T +— T es un homomorfismo y su kernel es el conjunto
{(TeA:T =0} (2.1)

Pero, si T = 0 es necesario y suficiente que T(h) = h(T) = 0 para todo h € ., es decir,
T € ker(h) para todo h € %, més atin, T’ € (. ker(h). Por el Teorema 2.14 y la definicién
2.16, se tiene que rad(A) = (), ker(h). Por lo tanto, T € rad(.A).

Ahora bien, si A GRan(f), entonces \ = f(h) = W(T) para algin h € .#. Asi, por el
item (e) del Teorema 2.14 se tiene que A € o(T'), el reciproco también vale. Ademas,

[T ]loe = sup [T(h)| = sup [o] =r(T) < [T
heF

aco(T)
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Entonces, si 7(7T") = 0, por lo anterior tenemos que ||f||C>O = 0, es decir, T = 0, pero ya vimos

que si T = 0 es necesario y suficiente que 7" € rad(A). |

Enunciaremos ahora el teorema de Gelfand-Naimark, pero antes recordaremos el teorema

de Stone-Weirestrass.

TEOREMA 2.18. Sea X un espacio de Hausdorff compacto. Sea A una subdlgebra de
C(Z,C) que separa puntos de X, contiene a las funciones constantes y es estable con respecto

a la conjugacion. Entonces A es denso en C(.%,C).
DEMOSTRACION. Ver [7], Theorem 5.7,p 122. [

TEOREMA 2.19 (Gelfand-Naimark). Sea A una C*-subdlgebra conmutativa de B(F€),
con espacio de ideales maximales % . Entonces la transformada de Gelfand es un isomorfismo

isométrico de A en C(F,C) con la propiedad

—

h(T*)=h(T) (T € A h € F)
o equivalentemente,

(T =T (T € A).

DEMOSTRACION. En esta demostracién solo nos centraremos en ver que la transformada
de Gelfand es un isomorfismo isométrico. Para la propiedad, ver ([7], Theorem 11.18, p. 289).

Ahora, A= {f : T € A} es una subdlgebra de C(%#,C) que separa puntos, contiene a
los operadores constantes y es estable por conjugacién. Por el teorema de Stone-Weirestrass,
A es denso en C(Z,C).

Veamos que T +—> T es isometrfa. Si T € A y S =TT*, entonces S = S*, lo que significa

que ||S?|| = ||S||?, haciendo induccién sobre n se sigue que
|S™] = |IS]|™, para m = 2".
Luego
I8l = () = T 5[ = tim |7 = tim (|lS")" = S]]
Como S = TT*, entonces S=TT* =TT =TT = \ﬂ?, luego

IT1I% = 1Sllee = ISIl = 77" = | T
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Es decir, |T]|c = |T|. El hecho de que la transformada de Gelfand sea una isometria,

implica que A es cerrado. Concluimos entonces que A=C (Z,C). [ |

3. El Teorema Espectral

Ahora introducimos la definicién de un tipo de “medida” E que toma valores en el algebra
de operadores B() en lugar de valores escalares y que llamaremos resolucién de la identi-
dad, con el objetivo de definir posteriormente la integral de funciones a valores escalares con

respecto a una medida compleja inducida por E.

DEFINICION 2.20. Sea X un conjunto, €2 una o-dlgebra de subconjuntos de X y 7
un espacio de Hilbert. Una resolucion de la identidad para (X,$, ) es una aplicacion

E : Qv+ B(J) con las siguientes propiedades:

a) E0)=0y E(X)=1.

b) Para cada A € Q, F(A) es una proyeccién autoadjunta.

c) E(A1NAy) = E(A)).E(Ay), para todo Ay, Ay € Q.

d) Si Ay, Ay € Q son tales que A; N Ay =0, entonces F(A; UAy) = E(A1) + E(Ay).
e) Para cada x,y € 2, la funcién de conjuntos E,, :  — C definida por

E,,(A) = (E(A)x,y), A € Q, es una medida compleja.

OBSERVACION 2.21. Si F es una resolucién de la identidad para (X,Q, ) y x,y € S,

entonces E, , tiene variacion total < ||z||y]|.
Veamos el siguiente ejemplo de una resolucion de la identidad.

EJEMPLO 2.22. Sea X un conjunto compacto, €2 la o-dlgebra de subconjuntos de Borel
de X, p una medida en Q y # = L*(u). Sea £ : Q — B(L?*(n)) la aplicacién que satisface
que para cada A € Q, F(A) : L*(u) — L*(u) es el operador definido por E(A)f = f - xa.
Entonces F es una resolucién de la identidad para (X, Q, L?(u)).

Para ver esto, recordemos que la funcién caracteristica ya definida como:

1 sizxeA

Xa(z) =
0 siz¢gA

cumple las siguientes propiedades:
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SiA:(Z),XAEO,
SiA:X,XAE]_,

Si Ala AZ S Qa XAlﬂAZ(:E) = XA1<x) ' XAQ(I) para todo x € Xa

Si Ay, Ay € Q son tales que A; N Ay = (), entonces xa,un, () = Xa, () + xa, (7).

Si {A,}22, C Q es una sucesién de conjuntos disjuntos dos a dos y A = J 2| A,
entonces xa(z) = > 07 xa, ().

Vamos a demostrar esta ultima propiedad. Sea x € A, entonces x € A, para algin
ng € Ny x ¢ A, para todo n # ng, pues los A, son disjuntos dos a dos. Entonces por

definicién de la funcién caracteristica:

xa(@) =1, xa,(@)=1 vy xa.(x)=0V n#ng,

Asi, tenemos que:
xXa(z) =1=xa,,(z) = ZXAn(-TC)-
n=1

Supongamos ahora que x ¢ A = [J>°, A,, entonces xa(z) = 0 para todo n € N. Por lo

tanto,
Xa(x) =0="> xa,(x).
n=1
Ahora bien, usando las propiedades anteriores veamos que E cumple con las cinco pro-
piedades de la Definicién 2.20.
a) Observamos que E(0)f =f-xo=f-0=0y E(X)f = f-xx = f-1= f para toda
f € L*(n). Entonces E(0) =0y E(X) =1.
b) Para cada A € Q, F(A) es una proyeccién autoadjunta. En efecto, si f € L%(u),

entonces

E(A)?f=E(A)EA)f)=EA)f xa)=f xa-xa=fxa=EQ)f
es decir, F(A)? = E(A). Ademds, de la definicién del producto interno en L?(y) se
ve facilmente que E(A) = E(A)*.
c¢) Para todo Ay, Ay € Q veamos que F(A; N Ay) = E(A)E(Ay). Sea f € L*(p),
entonces:

E(ATNA)f = fXaina, = fXa, - Xa, = E(AD)(f - xa,) = E(A)E(A) f.

Como f es arbitraria se tiene que E(A; N Ay) = E(A)E(Ay).
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Sean A1, Ay €  tales que A; N Ay = (), entonces para f € L?(u) vale que

E(ATUA)f = fXxaua, = f - (Xa, +Xa.) = fxa, +f - xa,
= E(A)f+ E(Ay)f
= (E(A1) + E(A2)) f,

lo cual implica que E(A; UAy) = E(Ay) + E(A,).

Por ultimo veamos que para cada f,g € L*(u), la funcién de conjuntos Ey, : Q — C
definida por Ef4(A) = (E(A)f,g) = (f-Xxa,g) con A en Q, es una medida compleja.
Por a. se sigue que Fy,(0) = 0. Es suficiente entonces demostrar que E, es o-

aditiva. Sea {A,}°°, una sucesién de subconjuntos de Borel disjuntos dos a dos y

sea A =J~ | A,. Entonces

y por lo tanto, Efg(A) =>° | Er.(A,). Asi, Ey, es o-aditiva, por lo tanto es una

medida compleja.

Concluimos que E es una resolucién de la identidad para (X, €, L?(u)).

Dada una resolucién de la identidad E para (X, €2, ) vamos a definir el dlgebra L (FE),

para ello es necesario primero dar la definicién de rango esencial de una funcién compleja f

(-medible en X.

DEFINICION 2.23. El rango esencial de una funcién Q-medible f : X — C, denotado por

Ran ess(f), se define como el subconjunto cerrado méas pequeno de C que contiene todos los

valores f(p) para casi todo p € X, especificamente,

Raness(f):ﬂ{m:AGQyE(X\A):O}.

DEFINICION 2.24. Se dice que f es esencialmente acotada si su rango esencial es acotado.

En ese caso el supremo esencial de f es

| flloc = sup{|A| : A € Ran ess(f)}.

Sea & el conjunto de todas las funciones f : X — C, {-medibles y acotadas con la norma

£l = sup{|f(p)| : p € Q}.
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Entonces Z es un élgebra de Banach y el conjunto N = {f € Z : || f||oc = 0} es un ideal
cerrado de A. Por lo tanto, /N es un algebra de Banach y la denotaremos por L>°(E).

M4s atin, la norma de una clase [f] = f+N € L*°(FE) es, por definicién ||[f]]] = glg{/ Il f+gll
y esta norma coincide con || f||oo.

Ahora bien, ya sabiendo quién es el dlgebra L>°(FE) es posible conseguir un isomorfismo
isométrico de L*(E) en una subdlgebra normal A de B(.%), para ello, tenemos el siguiente

teorema.

TEOREMA 2.25. §i E es una resolucion de la identidad, entonces existe un isomorfismo
isométrico W : L*°(E) — A, donde A es una subdlgebra normal de B(7C), tal que VU preserva

la involucion, es decir, V(f) = (V(f)* y

(e = [ faB.,  (@yest.f e L¥E)). (22)
X
DEMOSTRACION. Ver [7], Theorem 12.21, pag. 319. [

Enunciaremos el teorema de representacion de Riesz en el contexto de funcionales, ya
que este nos permite conseguir una medida de Borel compleja regular, la cual sera necesaria

para la demostracion del teorema espectral.

TEOREMA 2.26 (Representacion de Riesz). Sea X un espacio de Hausdorff compacto
y F un funcional lineal y acotado en C(X,C). Entonces existe una unica medida de Borel

compleja reqular p tal que

Fi= [ fan
X
para toda f € C(X,C). Ademds, la norma de F es la variacion total de p,

[F1 = Nl = [l (X).
DEMOSTRACION. Ver [8], Theorem 6.19, p. 131. [

La principal afirmacion del teorema espectral para operadores normales es que todo
operador normal 7" € B(7¢) induce una resolucién de la identidad definida en la o-algebra
de Borel de su espectro o(7T') tal que T' se puede representar a partir de E por medio de una

integral.
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Recordemos que al escribir el espectro o(T') de un operador T € B(J) siempre nos
referimos a todo el dlgebra B(7#), es decir, A € o(T') si y solo si A\I — T no tiene inversa en
B(s).

El Teorema espectral para operadores normales se obtendra como un caso particular del

siguiente resultado.

TEOREMA 2.27. Sea A una subdlgebra normal cerrada de B(F) que contiene al operador

identidad y % el espacio de ideales mazimales de A. Entonces,

a) Eziste una unica resolucion de la identidad E definida en la o-dlgebra de Borel de

F que satisface
(Tz,y) = / T dE,, (2.3)

para todo T € A y x,y € J, donde T es la transformada de Gelfand de T
b) La inversa de la transformada de Gelfand, es decir, la aplicacion que manda T en

T se puede extender a un isomorfismo isométrico que preserva la involucion @ :

L>*(E) — B, donde B D A es una subdlgebra cerrada de B(F€), definido por

(@ f)r,y) = /ng fdE,,.

¢) B es la clausura (en la topologia de la norma de B(A)) del conjunto de todas las
combinaciones lineales finitas de las proyecciones E(A).

d) Un operador S € B(H) conmuta con todo operador T € A si y solo si S conmuta
con toda proyeccion E(A).

DEMOSTRACION. Como B() es un C*-dlgebra y A es una subdlgebra normal de
B(A7), se tiene que A es un C*-dlgebra conmutativa. Por el Teorema de Gelfand-Naimark,
la transformada de Gelfand es un isomorfismo isométrico de A en C'(.%,C) que preserva la
involucién. En particular, como todo elemento de C(%#,C) es la transformada de Gelfand

de algin T' € A podemos definir un funcional lineal F : C(.#,C) — C por
F(T) = (Txy).

F es acotado, ya que |[F(T)| = [(Tz,y)| < [Tl /|yl = ITNoll=[ly]]-
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Por el Teorema de representacion de Riesz existe una tnica medida de Borel compleja

regular p, , tal que

(Tx,y) = F(T) = / T dig,, (2.4)

F

parax,y € Ay T € A.
Ahora, a cada funcién Borel medible acotada f : . % — C le asociamos un operador

¢ f € B(J) que satisface la relaciéon
(@f)z,y) = /y fdpey. (2.5)

Si comparamos las ecuaciones (2.4) y (2.5) observamos que ®T =T, es decir, ® es una
extension de la inversa de la transformada de Gelfand.

® es lineal: Si f, g son dos funciones Borel medibles acotadas y A € C entonces
(Af+g)zy) = / (Af +9) dpiay = A/ f by +/ 9 dpizy
F F F
= M(@f)z,y) + (Pg)z, y) = (MDf) + (Pg))z, y).

Por el Teorema de Gelfand-Naimark, T es autoadjunto si y solo si T es una funcién real,

asi que
/ fdux,y = (Tx,y) = (x,Ty) = (Ty,z) = / T\duy,x
F F
y esto implica que pi,, = M, . Luego,
(@f)z.y) = / f ey = / fduye = (2 f)y, x) = (2, (2f)y)
Z F

para todo z,y € S y por lo tanto ®f = (O f)*.

Veamos ahora que ® es multiplicativo, es decir, que

(fg) = (2f)(Pg)

para f, g funciones Borel medibles acotadas. Si S,T € A entonces (ST) = ST. Luego,
/ §fdux7y = (STz,y) = / §duTw

esto se cumple para todo SecC (#,C). Si reemplazamos S por una funcién de Borel acotada

f entonces

L} FT dptyy = /0} Fdprey = (Df)Tz,y) = (Tx,z) = / Tdp,.,

F
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donde z = (®f)*y. Si ahora reemplazamos T por g se obtiene
(@(fg)x,y) = /j fodpsy = égdux,z = ((®g)z, 2)
= ((@g)z, (2f)"y) = (®f)(Pg)z, y)

y ast ®(fg) = (2f)(®g).
Definamos ahora la funcion E de la siguiente manera: Si A es un subconjunto de Borel

de .# y xa es su funcién caracteristica, definimos
E(A) = ®(xa)-
E0)=20)=0y E(F)=®(1) y por (2.4) y (2.5) se tiene que

(@ (1), ) = / dptay = (2,1)

7
de donde ®(1) = I y por lo tanto E(.#) = ®(1) = I. Si A y A’ son dos subconjuntos de

Borel de % entonces
B(ANAY) = B(xanar) = B(xaxar) = B(xa)®(xa) = B(A)E(A).

E es finitamente aditiva: Sean Ay, ..., A, conjuntos de Borel de .# disjuntos dos a dos y

A = UE_;Ay. Entonces

(®(xa)z,y) = / XA Aty = / oy =Y / ditay = Y / XA, Aty
7 A k=1 Bk k=177
= (D(xa,)z,y) = <Z ‘P(XAk)x7y>
k=1 k=1

para todo z,y € J, esto demuestra que E(A) = ®(xa) = 1 Plxa,) = > oy E(A).
Por 1ltimo,

Eey(A) = (E(A)z,y) = (D(xa)2,y) = /

F

XA d,ux,y = /A dum,y = ,ua:,y(A)

para z,y € S y todo conjunto de Borel A. Como p,, estd inicamente determinada por
(2.4) se sigue entonces que existe una tnica resolucion de la identidad E (como la definimos)

tal que
(Tz,y) = / TdE,,. (2.6)
F

lo cual demuestra (a).
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Por el Teorema 2.25 existe un isomorfismo isométrico ¥ : L>°(E) — B, donde B es una

subalgebra cerrada de B(7¢), que satisface la féormula

(U f)e,y) = / fdE,,

pero para toda funcién f € L>®(E) y x,y € S se cumple que

(U f)r,y) = /7 fdE,, = L fdpny = {(®)z,y)

de donde ¥ = ®. Esto demuestra (b).

(c) se demuestra usando que toda funcién f € L*°(FE) es limite uniforme de funciones
simples.

Finalmente, demostremos (d). Sean S € B(J), x,y € A y sea z = S*y. ParaT € Ay
cualquier conjunto de Borel A C .% se tiene que

(STx,y) = (Tz,z) = / dew,

F

(T'Sx,y) :/ deSx,y,
(SE(A)z,y) = (E(A)x, z) = E, .(A),

(E(A)Sz,y) = Egyy(A).

Luego, ST =TS para todo T' € A siy solo si E, ,(A) = Eg,,(A) y esto ocurre si y solo si
SE(A) = E(A)S.

Asi finalizamos la demostracion. [ |

Al hablar de operadores en B(#), sabemos que si un par de operadores 7', S conmutan
entre si, también conmutaran sus respectivos adjuntos. Sin embargo, lo anterior no implica
que S conmute con T*, ya que, esto solo sucede si T es normal y T' = S. Mds atin, no siempre
sucede esta conmutatividad aunque ambos operadores sean normales. Un hecho interesante
es que si dos operadores T'y S en B(J) conmutan y ademés alguno de ellos es normal,
entonces si ocurre que S conmuta con T, es decir, si T' es un operador normal y S otro
operador en B() tales que ST = T'S, entonces T*S = ST*. De hecho, el siguiente teorema
es un resultado mas general y su demostracion se encuentra en [3], Theorem 6.7, p. 278, para

este trabajo se usara en la demostracién del Teorema Espectral.
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TEOREMA 2.28 (Fuglede-Putnam-Rosenblum). Sean M,N,T € B(s¢). Si M,N
son normales y MT = TN, entonces M*T =T N*.

El teorema espectral es un resultado relevante en la teoria de operadores en espacios de
Hilbert. Nos caracteriza la estructura de los operadores normales a través de su espectro.

Para un operador normal N en un espacio de dimension finita igual a n el teorema
espectral dice que N puede diagonalizarse, recordemos que en este caso, el espectro del
operador es el conjunto formado por los autovalores de N. Es decir, que si {1, Ag, ..., \n}
son los autovalores de N (repetidos como sus multiplicidades lo indiquen), entonces los
autovectores correspondientes ey, es, .. ., e, forman una base ortonormal para 7.

Para distintos {A1, A, ..., \,} autovalores de N y Ej la proyeccién ortogonal de 7 en
el ker(N — \y), para 1 < k < n, el Teorema Espectral (dim(7#) = n) dice que

N = i M E.
k=1

El Teorema Espectral para operadores normales en espacios de Hilbert de dimension
infinita serd una generalizacion de lo anterior, ya que en dimension infinita el espectro de N
podria no ser un conjunto discreto y la representacion viene dada en términos de una integral
con respecto a una medida compleja determinada por la existencia de una resolucion de la

identidad.

TEOREMA 2.29 (El Teorema Espectral). Si T € B() es un operador normal en-

tonces existe una unica resolucion de la identidad E definida en los subconjuntos de Borel

de o(T) tal que

Tz, y) = / A (2, € ). 2.7)

Ademds, cada proyeccion E(A) conmuta con cada operador S € B(J) que conmute con

T.

OBSERVACION 2.30. Algunas veces sera conveniente pensar que E estd definida en todo

subconjunto de Borel de C, para ello, hacemos F(A) =0si ANo(T) = 0.

DEMOSTRACION. Sea A la subdlgebra cerrada més pequenia de B(.7#) que contiene a I,

T y T*. Entonces A es normal porque T lo es. Mas atin, A es un C*-algebra conmutativa tal
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que los polinomios en T"y T™ son densos en A. Por lo tanto, existe un isomorfismo isométrico
U :C(o(T),C) — A tal que
()= foT.

Ademas, si f(A\) = X en o(T) entonces Vf =Ty fo T=T.

Por el Teorema 2.27, existe una unica resolucion de la identidad E definida en los sub-
conjuntos de Borel de .Z (luego en los subconjuntos de Borel de o (7)) tal que
(Tz,y) = / T(u) dE, , (u) = / (f oT)(u) dE, . (u / F) dE, ,(A) = / JRYLEY

F F o

donde la peniltima igualdad se da por el Teorema de Transformacién (Ver [1], Teorema de
Transformacion, p. 90.) haciendo A = T'(u) y sabiendo que T(.F) = o(T).

Por otra parte, si ST = T'S, entonces el Teorema 2.28 implica que ST* = T*S. Luego, S
conmuta con todo elemento de A. Por (d) del Teorema 2.27, se sigue que SE(A) = E(A)S
para todo subconjunto de Borel A C o(T). [

Antes de enunciar el siguiente teorema, es conveniente recordar un poco acerca de la
topologia débil-*. Sea X un espacio normado sobre C. Se define el dual topoldgico de X como

el conjunto:
X*"=B(X,C)={f: X — C: f es un funcional lineal y acotado}.

Sea J : X — X** la inmersién natural, dada por J(x) = z*, donde z*(f) = f(z) para
toda f € X*. La topologia débil-* en X* es la topologia débil generada por J(X), una base
de la topologia débil-* es:

Base := { N (fo, T1, -+, Tons €15 -5 €m)| fo € X521, xm € X, €1, .. 6m € RTH

donde, Nii(fo,Z1,. . s Tmy €1,y 6m) ={f € X* 1 |f(zx) — folzr)] < €,V 1 < k< m}.

La siguiente proposicion es importante ya que nos dice que la convergencia en la topologia

débil-* coincide con la convergencia puntual.

PROPOSICION 2.31. Sea f € X* y {fn}nen C X*. Entonces {f,}nen converge a f en la

topologia débil-* si y solo si lim f,(x) = f(x), para todo x € X.
n—oo
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DEFINICION 2.32. Dada una C*-algebra con identidad A, una representacién de A es
un par (I, 7#) donde J# es un espacio de Hilbert y II es un homomorfismo que preserva

involucidn.

EJEMPLO 2.33. Si 4 es un espacio de Hilbert y A es una C*-subdlgebra de B(¢)

entonces la inclusion i : A — B(J) es una representacién de A.

TEOREMA 2.34. Si N € B(J) es un operador normal con resolucion de la identidad E

y B(o(N)) es la C*-dlgebra de todas las funciones de Borel acotadas en o(N), entonces la
aplicacion 11 : B(o(N)) — B(H) dada por

I(¢) = 6(N) (¢ = ¢(N))

es una representacion de la C*-dlgebra B(c(N)).

Ademds, si {¢i}iz1 C B(a(N)) es tal que [ ¢;du — 0 en la topologia débil-* para toda
medida @ en M(o(N)), entonces ¢;(N) — 0 en la WOT.

FEsta aplicacion es unica en el sentido de que si T : B(c(N)) — B(H) es una represen-
tacion tal que 7(id) = N (id(z) = z es la funcion identidad) y 7(¢;) — 0 en la WOT cuando
{¢i}iz1 C B(o(N)) satisface que [ ¢;dp — 0 en la topologia débil-* para toda medida p en
M(co(N)), entonces T(¢) = ¢(N) para toda ¢ € B(c(N)).

DEMOSTRACION. Ver ([3], Theorem 2.3, p. 264). |

El teorema previo sera de mucha utilidad para poder calcular explicitamente la resolucion

de la identidad asociada a ciertos operadores que estudiaremos en el capitulo 3.

Combinando la existencia de la resolucion de la identidad E que nos garantiza el Teorema
Espectral y la Definicién 1.9, nos interesa el estudio de las medidas que son equivalentes a

E y para eso tenemos la siguiente definicion.

DEFINICION 2.35. Sea N un operador normal y £ su resolucién de la identidad asociada.
Llamamos medida espectral para N a una medida de Borel positiva p en o(N) que satisface
la condicién de que p es equivalente a E, es decir, u(A) = 0 si y solo si F(A) = 0, para A
subconjunto de Borel de o (V).



Capitulo 3

Equivalencia unitaria de operadores normales

En este capitulo veremos de manera cercana una de las conexiones que posee el analisis
funcional con la teoria de la medida. Estudiaremos los resultados necesarios sobre operadores
normales en espacios de Hilbert que nos daran una clara idea del problema de la equivalencia
unitaria entre operadores, gran parte de esta construccién se plantea en el libro de John B.
Conway A course in functional analysis.

Estudiaremos bajo qué condiciones dos operadores de multiplicacién son unitariamente
equivalentes, para poder hacer una descomposicién en suma directa de dichos operadores y
ver asi cuando esta descomposicion es unitariamente equivalente a un operador normal N
cualquiera.

Finalmente, obtener un resultado que nos permita concluir la equivalencia unitaria entre

dos operadores normales cualesquiera.

1. Equivalencia unitaria de operadores de multiplicacién

Iniciaremos este capitulo con la definicién de vector ciclico-* para un operador, para
ello es necesario dar las definiciones de subespacio invariante y subespacio reductor por un

operador.

DEFINICION 3.1. Sea 47 un espacio de Hilbert, .# un subespacio cerrado de 7 y
T € B(). Decimos que .# es un subespacio invariante si T(.#) C . Decimos que A
es un subespacio reductor si T(#) C M y T(M*) C M+

DEFINICION 3.2. Sea 4 un espacio de Hilbert y T € B(%). Un vector ey en S es
ciclico-* si J es el subespacio reductor mds pequenio que contiene a ey. El operador T
es ciclico-* si existe un vector ciclico-* en . Un vector eg en S es ciclico si F es el
subespacio invariante méas pequeno que contiene a ey. El operador T es ciclico si existe un

vector ciclico en 7.

42
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La siguiente proposicion nos da condiciones necesarias y suficientes para que un vector
sea ciclico-* o ciclico para un operador. Estas condiciones vienen dadas por la estructura del

espacio de Hilbert en cuestion.

PROPOSICION 3.3. Sea 5 un espacio de Hilbert y T € B(J).

a) Un vector ey € F es ciclico-* si y solo si = {Sey: S € C*(T)} donde C*(T) es
la C*-dlgebra generada por T'.

b) Un vector ey € H es un vector ciclico siy solo si 7 = {p(T)ey : p es un polinomio}.

DEMOSTRACION.

a) (=) Supongamos que € # {Tey: T € C*(T')}. Queremos ver que ey no es un vector
ciclico-*, es decir, que existe .# subespacio propio cerrado de 7 tal que ey € .4,
T(#)C My T(M)C M

Sea M = {Sey: S € C*(T)}. Como I € C*(T') y Iey = ey, tenemos que ey € A .

Ahora bien, si z € 4 existe una sucesién {S, },eny C C*(T) tal que z = 7}1—2}0 Sneop.
Luego, Tz = 7111_)1{.10 TSpeqy como T'S,, € C*(T) para todon € N, se sigue que T'z € A .
Por lo tanto, T(.#) C A .

Veamos ahora que T(A#+) C M#*. Sea w € M y h € M+ entonces (Th,w) =
(h, T*w).

Como w € .# se puede escribir en la forma w = lim T,eo para una sucesion
{T}nen C C*(T), luego, THw = nh_}n;@ T"T,ey € M ya qtleooT*Tn € C*(T) para todo
n € N. Esto demuestra que Th € .#* para todo h € .#~.

(<) Supongamos que ey no es un vector ciclico-*, es decir, existe .# subespacio

propio cerrado de . tal que ey € A, T(M) C M v T(M*) C . #+. Queremos ver
que J # {Sey: S € C*(T)}
Vamos a demostrar que {Seq : S € C*(T)} C .#. Para ello vamos a demostrar que
S(A#) C M para todo S en C*(T). Como T(A+) C M+ se tiene que (T*h,g) =
(h,Tg) =0, para todo h € 4 y g € .#*, y por lo tanto T*h € .#. Esto demuestra
que T"(A) C A .

Tenemos hasta ahora que 7'y T* dejan invariante al subespacio .#. Como .# es

un subespacio lineal cerrado cualquier polinomio P(7,T*) también deja invariante
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a ./ vy en consecuencia todo operador T que sea limite de polinomios en Ty T*
también satisface la misma propiedad.

Entonces, como ey € ., tendremos que Seqg € .# para todo S en C*(T), asi:

{Seq: Se Cx(T)}yC M =M C IH.

b) (=) Supongamos que  # {p(T)ey : p es un polinomio}. Queremos ver que ey no

es un vector ciclico, es decir, que existe .# subespacio propio cerrado de 7 tal

que eg € Ay T(M) C M. Veamos que 4 = {p(T)ey : p es un polinomio} es
el subespacio que buscamos. Observamos primero que ey € #, pues I = T° es el
polinomio identidad y Iey = €.

Ahora bien, si z € .# entonces existe una sucesion {p,(T)ep}nen tal que z =
nlgrolo pn(T)eg. Luego, Tz = nlgg(} Tpn(T)eq y como T'p,(T) es un polinomio en T para
todo n € N concluimos que Tz € ., que es lo que queriamos probar.

(«) Para ver el reciproco, supongamos que ey no es un vector ciclico, es decir,

existe .# subespacio propio cerrado de 77, tal que eq € A y T(M) C A . Queremos

ver que S # {p(T)eg : p es un polinomio}.

Basta ver que {p(T)eg : p es un polinomio} C .# . Tenemos que T deja invariante
al subespacio .. Como . es un subespacio lineal cerrado, cualquier polinomio p(7)
también deja invariante a ., por lo que p(T)(#) C A .

Ahora, como ey € ., tendremos que p(T')eg € .4 para cualquier polinomio p(T").
Por lo tanto, {p(T)eq : p es un polinomiot C M = M C H.

En la siguiente proposicién se introduce el operador de multiplicaciéon por la variable

independiente y se estudian algunas de sus propiedades.

PROPOSICION 3.4. Sea p una medida de Borel reqular en C con soporte compacto K y
definimos N, : L*(u) — L*(u) por (N.f)(z) = zf(z2). Entonces N, es un operador normal
que satisface las siguientes propiedades:

a) o(N,) = K.

b) Si ¢ : C — C es una funcién de Borel acotada y My : L*(u) — L*(p) es el operador

definido por Myf = ¢f, entonces ¢(N,) = M.
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c) Si E es la resolucion de la identidad para N, entonces E(A) = M

va, donde xa es

la funcion caracteristica de A.

d) Una funcién f € L*(u) es un vector ciclico-* para N, entonces f(z) # 0 c.s.[u].

DEMOSTRACION. Primero hallamos N, y vemos que N, es normal. Sean f,g € L3(u),

entonces
(. N2g) = (Nuf.g) = /K N, f(2)9(2) du(z) = /K 2(2)3(2) du(z)
- /K £(2)79(2) di(2)
_ /K £(2)79(2) di(2)

de donde N:jg(z) =Zzg(z).
Ademas,
Ni(Nuf)(2) = 2N, f(2) = 22f(2) = |2 f(2)
N (N;f)(2) = 2N f(2) = 22f(2) = |2 f(2)

lo cual demuestra que N, es normal.

Veamos que se cumple a): Sea A € K = supp pu. Como p es una medida regular, u(F) < oo

para todo subconjunto compacto de C, en particular, u(B(A,r)) < oo para cada r > 0.

Si fr = X5oa € L*(u) entonces || f,||2 # 0. Por lo tanto,

I3, = Anfile = ( [ 100 - a0z du<z>)”2

(1~ Alzlfr(z)Vdu(Z))l/Q
< ( / IfT(Z)IQdu(Z))l/z

S T||fr||2 7é 0.

Esto implica que A € g(N,), pues de lo contrario, si A € p(N,), existirfa una constante
m > 0 tal que
(N = M) fI| = m| £

para toda f € L*(u). Asi, K C o(N,,).
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Para demostrar que o(N,) C K, supongamos que A € C\K, entonces existe r > 0 tal

1
z—A

que pu(B(A,7r)) =0y la funcién g(z) = estd uniformemente acotada por 1/r en K, esto

es, si z € K entonces |z —A| > 71y

1
< -
r

l9(2)| =

(I
z— Al |z =)

Entonces el operador M, f(z) = g(2)f(z) = % es acotado en L?(p), ya que

1M, 7112 = /K 9(2)PIF )P dp = /K 2= AP21f () < 2|1

Finalmente, tenemos que

(N~ AN = (2= N TEL g
y
My(Ny = ADf() = (= = N () = £(2)

de donde N, — Al es un operador inversible con inversa acotada M, es decir, A € p(N,,).

Luego, tomando complementos se obtiene que o(N,) C K.

Veamos b). Sea n : #(0(N,)) — B() dada por n(¢) = My y sea {¢;} C B(c(N,))
una red ¢; converge a 0 en la topologia débil-*, i.e. ¢;(2) — 0 para todo z € o(N,). Entonces

n(¢;) — 0 en WOT, ya que

(Mg, f,g9) = /(ﬁi(Z)f(Z)@du -0

para f,g € L*(p). Ademés, n(id) = N, (id(z) = z es la funcién identidad). Por la unicidad de
la representacién de #(o(N,)) dada en el Teorema 2.34, podemos concluir que ¢(N,) = M,
para toda ¢ € #(d(N,)).

Ahora demostremos c). Si A es un boreliano de o(N,,) entonces

(xa(N,)f,g) = / va(2) dEy(2) = Eyy(A) = (E(A)f, g)

U(N;L)
para f,g € L?(u) cualesquiera. En consecuencia, E(A) = M, , ya que, por b) se cumple
que M, , = xa(N,).
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Por 1dltimo demostramos d). Supongamos que f(z) = 0 en un conjunto de medida positiva
A entonces existe un conjunto de medida finita B C A tal que f(x) = 0 para todo = € B.

Notemos que

{¢-f: 9 C(K)} C{ge L’ g(x)=0cs[uz e B} C L*(n)

va que, por ejemplo xp € L*(u) pero xg ¢ {g € L? : g(z) = 0 c.s.[u]r € B}. Esto muestra

’ . *
que f no es un vector ciclico-* para N,,.

En la siguiente proposicién definimos el operador de multiplicacién por una funcién en

L (), calculamos su espectro y su resolucién de la identidad asociada.

PROPOSICION 3.5. Sea (X,Q, u) un espacio de medida y # = L*(X,Q, u). Para ¢ €
L>(pn) = L™(X,Q, 1), se define el operador My = A — F por (Myf)(2) = ¢(2)f(2).
Entonces
a) My es normal y My = M.

b) Si ¢ € L=(u), ¢lloc = [[M]|-
o(My) = Ran ess(6) = N {0(A) : A € @ y u(X \ A) = 0}.
d) St E es la resolucion de la identidad para My, entonces para todo subconjunto de

Borel A de 0(M,), tenemos que E(A) = M.

Xo=1(a)"

)
)
c)
)
Al operador M, se le conoce como el operador de multiplicacion por la funcion ¢.

DEMOSTRACION.

a) Sean f,g € L*(u), entonces

(F:0M39) = (Muf.9) = [ 90 FOg@dn(t) = [ FOFOGOdute).

Asi, Mg = ¢g = M.

b) Sea ¢ € L>(u) y veamos primero que || M| < ||¢]|c-

Como ||¢||« es el infimo de todos los a > 0 tal que |¢(z)| < a c.s.[u], tenemos que

|6(2)] < 9]0

Por lo tanto, podemos asumir que ¢ es una funcién medible y acotada. Ademas,

|p(7)] < ||¢]|0 para todo x € X.
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Entonces si f € L?(u1), tenemos que

IqufIIz—/l(b )P 1f (@) *du(z) < 16115 /If )dp(z) = |15 £112-

Asi, tomando supremo sobre f € L*(u) con || f]|2 < 1 implica que

M| < [|¢]loo-

Més atn, M, € B(s¢). Veamos ahora que || My|| > ||¢]|. Para € > 0 existe un
A€ Qcon0 < p(A) < oo tal que

6(2)] > 6l — e, paraz € A. (3.1)

Por otro lado, si escogemos f = \/ﬁm’ entonces f € L*(u), ya que
o

71k = (/X|f (”“")Fd“(x))l/z ( /X @m(@@(@)m
(u A) / )
(13

1.

Asi, para esta f € L*(u) y usando (3.1) tenemos que

2 2 1 D 2dulz )2
IV > 161 = s [ 1ole)fdute) > (ol =<

Haciendo € > 0 tan pequenio como se quiera obtenemos que || M| = ||¢]]co-

Finalmente,
[6llo = [[My]].

c¢) Veamos que o(My) C Ran ess(¢). Para ello supongamos que A ¢ Ran ess(¢), enton-

ces existe un conjunto A en Q con p(X \ A) = 0 tal que A ¢ ¢(A). Por lo tanto,

existe 0 > 0 tal que
() — A\ > 6, para todo x € A.

Tomando 1) = (¢ — A\)~1, entonces 1 € L>®(u), pues ¢ es esencialmente acotada en

todo X recordar que pu(X \ A) =0.
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Por lo tanto, My = (M, — A\)~'. Ya que para f € L*(u), tenemos que
¢(x)f(x) — Af (@)

(s = N () (0) = (Vo = N (@) ) = L= g
(M) = XON) = My(6() ()~ A1) = LD _ g

Lo anterior implica que My, es el inverso de M, — A. Entonces X ¢ o(M,).
Veamos ahora que Ran ess(¢) C o(My). Sea A € Ran ess(¢), entonces paran € N

existe un conjunto A, tal que 0 < u(A,) < ooy |¢p(x) — A| < 1/n, para todo = € A,,.

1
IJJ(An)
Sin embargo, tenemos que

Escogiendo f,, = Xa,, entonces f,, € L*(p) y || full2 = 1 (andlogo al item b)).

10y = Nful = 5 [, 16@) = Adn(a) < 1/
Lo que demuestra que A € o(My).
d) Dada ¢ € L*>(u) fija. Sea 7 : B(c0(My)) — B(I) dada por 7(p) = My v sea
{p:} € HB(o(My)) una red ¢; converge a 0 en la topologia débil-*, i.e. p;(x) — 0

para todo = € o(My) = Ran ess(¢). Entonces 7(¢;) — 0 en WOT, ya que

(Myopf, g) = / oi(6(2)) £ (2)g(@) dyi — 0

para f,g € L*(u). Ademés, 7(id) = My, si id(x) = x es la funcién identidad. Por
la unicidad de la representacién de A(o(My)) del Teorema 2.34, concluimos que
©(My) = Moy para toda ¢ € ZB(0(M,)). En particular, si ¢ = ya para algin A

boreliano de o(My), entonces

T(XA) = XA(M¢)> = MXAO¢ = MX¢71<A)'
La ultima igualdad se sigue observando que

1 siox A 1 six (A
(xa0@)(z) = o) e = <ot )=X¢1<A>($)~

0 sino 0 sino

Ahora bien. Si A es un boreliano de o(M,), tenemos que

D)0 = | a0l dBry(@) = [ aBrul) = Bral®) = (B8 .9)
o (M,
para f,g € L*(u) cualesquiera. Finalmente, tenemos que E(A) = Mx¢—1(A>7 ya que,

por lo anterior se cumple que wal(m = xa(My).
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A continuacién veremos un par de ejemplos de operadores, uno de multiplicacién, otro

de traslacién y hallaremos sus respectivos espectros.

EJEMPLO 3.6. Sea p la medida de Lebesgue en R y N : L*(u) — L*(u) el operador
definido por (N f)(x) = sin(z) f(x).
Veamos que N es un operador autoadjunto. Sean f,g € L*(u1), entonces:

(. N*g) = (Nf.g) = / (N f)(x)g@)de = / sin(z) () g@)de = / £ () (@) g(@)de

R

Por lo tanto, (N*g)(x) = sin(z)g(z), lo que significa que N es un operador autoadjunto.

Por el item c) de la Proposicién 3.5, tenemos que
o(N) = Ran ess(sin(x)) = [—1,1].

EJEMPLO 3.7. Consideremos el operador de traslacion 7' : L?*(R) — L?*(R) dado por
(Tf)(t) = f(t—1).Si f,g € L*(R), entonces

(f.T*g) = (TF.g) = / (T ) (D))t = / £t — V)g(D)dt = / £(s)g(s + Tyds.

de donde, (T*g)(t) = g(t + 1). Observamos que T' es un operador unitario pues T* = T1.
La transformda de Fourier F : L?*(R) — L?(R) dada por

Fi0 = [ fwe

también es un operador unitario y por lo tanto, Ty FT'F~! tienen el mismo espectro.

Por propiedades de la transformada de Fourier se tiene que
(FTf)(t) = e ™ Ff(t) (3.2)

v asi (FTF Y f(t) = e 2™ f(t), es decir, FTF ! es el operador de multiplicacién por e~ >,
Entonces
o(T)=o(FTF ') ={NeC: |\ =1}=0D. (3.3)
Por el item d) de la Proposicién 3.5, sabemos que la resolucién de la identidad asociada
a FTF 'es
E(A) =M para todo A € o(T)

- X¢_1(A)7

donde ¢(t) = e 2.
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La siguiente proposiciéon nos ayuda a entender como es el espectro del operador suma

directa de la Definicién 1.34.

PROPOSICION 3.8. Para i > 1, sea N; un operador normal en J; con sup;, || N;|| < oo
y E; es la resolucion de la identidad para N;. St N = @21 N; en 7 = @;’il J,, entonces:
a) o(N) = UZ, o(Ni).
b) Si E es la resolucion de la identidad para N, entonces E(A) = @, Ei(ANa(N;))
para todo subconjunto de Borel A de o(N).

DEMOSTRACION.

Para esta proposicion demostraremos primero que si 1 : 5 —  esta dado por T =
@?; T; donde T; : 7, — ¢, para i € N, entonces T es invertible si y solo si T; es invertible
para todo 72 € N.

(=) Supongamos que T' es invertible, es decir, existe un operador S : 5 — S tal que
TS=ST=1yS,: 5 — . Seax; € H;y consideremos la sucesion z = {...,0,2,,0,...}

y veamos que Tj es invertible. Supongamos que 7jx; = 0. Entonces
Ty ={Tx;} ={...,0,T;z;,0...} ={...,0,0,0,...}.

Asi como T es inyectivo z = 0 y por lo tanto xz; = 0, es decir, T} es inyectivo.

Para la sobreyectividad debemos ver que para todo y; € J7 existe z; € ¢ tal que
T;x; = y;, pero sabemos que T ser invertible, en particular, es sobreyectivo. Por lo que para
todo y € J existe x € A tal que Tz = y, por definicién ocurre que {T;z;}5°, = {y;}52,, lo
cual solo ocurre si y solo si Tjx; = y; para cada j € N.

(<) Supongamos que T; : ¢ — J es invertible para toda i € N.

Sean z,y € J tales que Tx = Ty, esto es por definicién que {T;z;}5°, = {T;y:}52,, pero
cada T; es inyectivo. Por lo que x; = y; para todo j € N. Asi x = {x;}3°, = {v:}2, = v.

Para ver la sobreyectividad, queremos ver que para todo y = {y;}32, € S, existe
x € S tal que Tex = y. Asi como T; es invertible para cada ¢ € N, escogemos r =

{T;'y;}2, .Entonces

T‘,E:{,I‘ZT;_Iyz ;.il :{71—}7—‘3_1y]7}:{ay]7}:{y1 fil =Y.

Es decir, T' es sobreyectivo y finalmente invertible.
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Demostrado lo anterior y sin pérdida de generalidad, para A € C, tomamos T'= A — N

y T; = M — N;, para cada ¢ € N. Ahora vamos a probar que:

o(N) = U a(NN;). (3.4)

Veamos, si A € |J;, o(NNV;), entonces A € o(NN;), para algin ¢ € N, esto es que A\I — N; no es
invertible, para algin ¢+ € N. Pero por lo demostrado anteriormente tenemos que Al — N no
es invertible, es decir, A € o(N), y como o(N) es compacto se tiene que [J2, o(N;) C o(N).
Ahora bien, si A ¢ U, o(N;), entonces existe un § > 0 tal que |A — z| > & para todo
z € U2, o(N;), por lo tanto (N; — A\)~! existe y ||[(N; — A)7!| < 1/4, para todo i € N.
Pero si llamamos A = @;-, (N; — A\)7!, entonces A es un operador acotado y se sigue que
A= (N —X)"1 es decir que A ¢ o(N). Finalmente hemos demostrado 3.4.

Ahora bien, para ver (b), sea E; la resolucién de la identidad asociada a cada N; y para

todo subconjunto de Borel A de o(N), definimos E'(A) como
E'(A) = @ Ei(ANo(N;))
i=1

y vamos a demostrar que E’ es una resolucién de la identidad. Sea h = {h;}ieny € 2,

observamos que

E'(C)h = {Ei(CNo(Ni))hitien = {Ei(a(Ni))hi}ien = {hitien = h.

E'0)h ={E;(0 N o(N;))hi}ien = {Ei(0)h;}ien = {0}ien = 0.

Entonces sucede que E'(C) = I y E'(()) = 0. Ahora bien, sabemos que cada F;(A N o (NV;))
es una proyeccion con rango en % entonces E’(A) define una proyeccién en B(5).

En efecto, Sea h = {h;}ien € H y A € Q fijo, entonces

(E'(A))*h = E'(A)(E'(A)h) = E'(A){Ei(A N a(N;)hi}ien)
= {(Ei((AN O(Ni)))th}ieN
= {E:(ANa(N;))hi}ien

— E'(A)h
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Sean A; y A, dos subconjuntos de Borel de o(N) y h = {h; }ien € F#, entonces

E'(A1 N Ag)h = {E;((A1 N Az) Na(N;)hi}bien
= {E:((Ar N o (N;) N (Ax N o (Ni)))hsbien
= {Ei(A1 N o (N).E;(As N o (N;) i bien
= E'(A){Ei(As N o (N;))hitien)
— E(A)E (Ag)h.

Nuevamente, sean A; y A, dos subconjuntos de Borel de o(N), tales que A; N Ay = 0,

entonces para h = {h; }icy en H, ocurre que
E'(A1 U Do) = {E((A1 U Ay) N o (N;))hi bien
={Ei((ArNo(N:)) U (A2 N a(N;)))hitien
= {(Ei(Ar1No(N:)) + Ei(Az Mo (Ni)))hiien
= {(Ei(Ar no(Ni)hi}ien + {Ei(Az Mo (Ni))hitien

= (E'(A1) + E'(Ag))h.

Veamos la o-aditividad de Ej, (A) = (E'(A)h, g). Ya que para h = {h;}ien y g = {gi}ien en

JC, ocurre lo siguiente:

Epo(0) = (E'(0)h, 9) = {E(D N o(Ni))hi}, 9) = {Ei(D)hi}, g) = (0,9) = 0.
Por lo que si {A;}52, son conjuntos de Borel disjuntos dos a dos, obtenemos que:

(E'(U5Z14))h, g) = {E:((U52,45) N o(Ni))hitien, 9)

{

< 3 Ei(A; mO'(Ni»hi} ,g>
— <Z{Ei(Aj N U(Ni))hi}ieNag>

A

ZEI(A])h,g> .

Entonces £, , (U;’il Aj) =Y 01 B, 4(Aj) v asl E' es una resolucién de la identidad.
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Ahora bien, sea M el operador asociado a E’ por el Teorema Espectral, es decir, para

x,y € J, tenemos
(M, y) = / NAE'(V).
o(M)

En particular, si x;,y; € 4, y elegimos z = {...,0,2;,0,...} yy ={...,0,94;,0,...}

entonces
(Ma, y) = / NdE. (\) = / AN(E ), (N) = (Nits, ),
o(M) o(N;)

donde la igualdad de las integrales se deduce observando que para todo conjunto de Borel

A de (M) vale que
E,,(A) = (E"(A)z,y) = (E(A NV o (Ni)zi, i) = (Ei)a,, (D). (3.5)

Por lo tanto M = Nj; en JZ para todo i € Ny como N

o = N; por definicién, tenemos que
M = N. Finalmente, por la unicidad de la resolucién de la identidad dada por el Teorema

espectral se tiene que ' = F. [

El siguiente teorema nos proporciona condiciones para la equivalencia unitaria entre el
operador de multiplicacién definido en la Proposicién 3.4 y un operador normal ciclico-*

cualquiera.

TEOREMA 3.9. Un operador normal N € B(J) es ciclico-* si y solo si N es unitaria-
mente equivalente a N, para alguna medida (1 compactamente soportada en C. Si ey es un
vector ciclico-* para N, entonces i se puede escoger de manera tal que exista un isomorfismo

Vv L*(u) con Veg =1y VNV~ = N,. Bajo estas condiciones V es tinico.

DEMOSTRACION. Sean  una medida en C con K = supp p compacto y N, el operador
definido como en la Proposicién 3.4. Supongamos que N es unitariamente equivalente a N,
es decir, existe un isomorfismo V : 5 — L*(u) tal que Ve =1y VNV = N,.

Queremos ver que N es ciclico-*, para ello vamos a usar el item a) de la Proposicién 3.3.
Notemos que el C*-dlgebra generada por N, (C*(N,)), contiene a N,, N, p(N,, N) que
son de la forma

* i nTxk =k
p(Ny, N;) = E aj NN = 5 aj 2’ Z".
3k ak
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y al tomar limites uniformes obtenemos que podemos escribir C*(N,) = {M,, : v € C(K)},
donde C'(K) es el conjunto de las funciones continuas definidas en Ky M, : L*(u) — L*(p)
estd dado por M, f(z) = u(z)f(2).

Como C(K) es denso en L*(1), se tiene que

{T(1): T e C*(N,)} = {M,(1) s u € C(K)} = C(K) = L*(p),

es decir, 1 es un vector ciclico-* para N,,.

Usando que N = V!N,V obtenemos que la C*-dlgebra generada por N es el conjunto
C*(N)={V'M,V :ue C(K)}.

En consecuencia,

{Tey:T € C*(N)}y ={V-MVey:ucCK)}=V" ({Mu(l) Tu € C’(K)}) =7

Reciprocamente, supongamos que ey es un vector ciclico-* para N. Si E es la resolucién de
la identidad para N, definamos p(A) = [|[E(A)eo]|> = (E(A)eg, e) para todo subconjunto
de Borel A de C.
Sea K = supp pu.

Si B(K) es el conjunto de todas las funciones de Borel acotadas definidas en K y U :
PB(K) — A estd dado por Up = ¢(N )ep, entonces U define un operador lineal isométrico,

ya que
IUSI1* = [|o(N)eoll* = (3(N)eo, (N)eo) = {|6[*(N)eo, o) 2/!¢(2)\2d<E(2)€o,6o>

- / |6|*dp

= [l¢l”

para toda ¢ € Z(K). Pero ademds, ey es un vector ciclico-* por hipétesis, asi que

H ={6(N)ey : 6 € B(K)} = Ran(U).

Por lo tanto, U se extiende a un isomorfismo U : L*(u) — J.
Ahora, si ¢ € B(K), entonces

UNU ™ (6(N)eg) = UN,(UT'U¢) = UN,(¢) = U(g) = g(N)eo = No(N)eq,
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con g(z) = z¢(z). Por lo tanto UN,U™* = N en {¢(N)eg : ¢ € B(K)}, el cual es denso en
. Ast que N, 2 N, con V =U""

Note que U1l = 1(N)eg = ¢ y por lo tanto Vey = 1.

Para ver la unicidad, supongamos que existen isomorfismos U; y U, que satisfacen las

condiciones del teorema, en particular,
UNU;' =N, =U,NU, ',

entonces Uy, "U NU;'Uy = N, asi Uy 'U, = I, lo que implica que U; = Uy y por lo tanto U

es unico, asi también V. [ |

Una aplicacién directa de el teorema anterior es el siguiente ejemplo.
EJEMPLO 3.10. Sea S el operador shift bilateral en ¢*(Z) definido de la siguente manera:

S({...,a,l,ao,al,...}):{...,ao,al,ag,...}.

El vector ey € £*(Z) que tiene 1 en la posicién cero y 0 en el resto es un vector ciclico-*
para S por la Proposicién 3.3. Ademés, si U : L?(u) — (*(Z) es la Tranformada de Fourier
definida como en el Ejemplo 1.24 entonces se cumple que U1l = ¢, esto se sigue del hecho

que
~ 1 , 1 sin=0,
Ul(n) = 1(n) = / e=2mint gy _
0 0 sin#0

Ahora, si llamamos V = U™}, tenemos que Vey =1y

VSV =VS{FmN) =V({fn-1)}) =g

donde g(t) = e*™ f(t).
Si observamos que toda funcién f € L?[0,1] se puede identificar con una funcién f €

L?*(0D) con el producto interno

271

(9 = 5 | FTE % = [ Femgem i
oD 0

haciendo f(t) = f(e*™), entonces tenemos que

VSVflf(e%rit) — 627ritf(€27rit)
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o equivalentemente, VSV~ f(z) = 2f(z), con z = €*™. Esto ultimo implica que S es uni-
tariamente equivalente a N, donde N, : L?(0D) — L*(0D) es el operador de multiplicacién

por la variable independiente y p es la de longitud de arco del circulo unitario normalizada.

Es un buen momento para preguntarse cuando dos operadores de multiplicacién son
unitariamente equivalentes, esto tiene una relacion directa con el hecho de que las medidas

correspondientes a los operadores sean equivalentes.
TEOREMA 3.11. N, = N, siy solo si [j1] = [pa].

DEMOSTRACION. Supongamos que (] = [uz] v sea ¢ = duy/dus la derivada de Radon-
Nikodym de p; respecto a ps. Notemos que si g € L' (1), entonces ¢g € L (u2) y [ g dus =
f gdp.

En consecuencia, si f € L?(u;), tenemos que /o f € L*(u2) y ||V o f |2 = || f]| 22, entonces
si definimos el operador U : L?(u1) — L*(us) por Uf = \/¢f, éste resulta ser una isometria
de L?(u1) en L*(po).

Veamos que U es sobreyectivo. Si g € L?*(u2) es una funcién tal que g = U f = /¢ f para
alguna f € L?(ut), obtenemos que f = ¢~ /2g € L*(y;) (recordando que ¢ estd bien definida
y ¢(x) # 0 para casi todo punto). Entonces U f = g, asi U es sobreyectiva y U~'g = ¢~1/2g,
para cualquier g € L?(pz).

Ahora bien, si g € L*(us) y 2z € C, tenemos que

UN,, U g(z) = UN,, ¢ Pg(2) = U(z¢"?)g(2) = ¢"2267%g(2) = 2g(2) = N,g(2).

Como lo anterior vale para todo z en C y toda g en L?(us5), tenemos que U es el isomorfismo
que satisface UN,, U™t = N, y por lo tanto N,, = N,,,.

Reciprocamente, supongamos que existe un isomorfismo V' : L?(uy) — L*(us) tal que
VN,V™' = N,. Sea ¥ € L*(uy) la funcién que verifica ¥ = V(1). Para simplificar la
notacion vamos a escribir Ny = N, v Ny = N,,,.

Veamos por induccién que VNFV=! = N} y VNV = N3k,

Sea k = 1, entonces VNV~ = N,, o que es lo mismo N;V~! = VI N,. Supongamos
ahora que k = n. Por lo tanto VNV ™1 = N3,

Sik=n+1,

VNPV =Ny & VNPVTINy = NEN, & VNPNV T = NN, & VNPHY - = Npt
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Lo cual, demuestra lo que queremos; mas ain, tomando adjunto a ambos lados de la
igualdad anterior y recordando que V' es unitario por ser un isomorfismo entre espacios de

Hilbert, tenemos que:
(VNIVTY)* = (N3 & V<INV = N & VN VL= Ng»

Ahora bien, como VNFV=! = N v VNi*V=1 = N;* ocurren, polinomios de la for-
ma p(Ni, N7) v p(Na, N3), satisfacen la misma propiedad, por lo tanto Vp(Ny, Nf)V 1 =
p(N2, N5), para cualquier polinomio p en las variables z y Z.

Ahora, supongamos que N; = N, entonces o(N;) = o(Ns). Por el item (a) de la Propo-
sicién 3.4, tenemos que supp py = supp po = K.

Tomando limite de polinomios en z y Z, tenemos que Vu(N;)V ™! = u(N,), para u en
C(K).

Entonces para u en C(K) ocurre que, V(u) = Vu(Ny)1 = u(Ny)V1 = u¥.

Como V es una isometria, por la igualdad anterior, se tiene que [ |[ul*du; = [ |ul*|¥|*dps,
para todo u en C'(K).

Por lo tanto, [wvduy = [v|¥|*dus, para v en C(K) y v > 0.

Por la unicidad del Teorema de representacion de Riesz, py = [¥|?ua, asi p1 < pio.

Si usamos V™! (pues V' es un isomorfismo) y ademds invertimos los roles de Ny y N, en
el procedimiento anterior obtendremos que o < fi1.

Finalmente, obtenemos que [u1] = [ua]. |

2. Teoria de multiplicidad para operadores normales

A continuacién presentaremos un conjunto de resultados de algebra de operadores, con
el propdsito de dar la definiciéon de vector separador de un algebra de Von Newmann, ya
que la existencia del mismo nos permitirda descomponer un operador normal /N en una suma
directa de operadores normales que serd unitariamente equivalente a una suma directa de

operadores de multiplicacién definidos como en la Proposicién 3.4.

DEFINICION 3.12. Si % C B(J#), el conjunto @ = {T € B(J) : TS = ST para todo S €
%} es llamado el conmutador de % . Asi %" = (%) es llamado el doble conmutador de % .

DEFINICION 3.13. Un dlgebra de Von Neumann <, es una C*-subélgebra de B(7#) tal
que o = o .
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DEFINICION 3.14. Si &7 C B(J) es un algebra de Von Neumann y eq € S, entonces

eo es un vector separador de <7, si el tinico operador T" en o7 tal que Tey = 0 es el operador

T =0.

COROLARIO 3.15. Si &7 es una C*-subdlgebra abeliana de B(A) y H es separable,

entonces &/ posee un vector separador.

DEMOSTRACION. Ver [3], Corollary 7.9, p. 283. [

A partir de aqui asumiremos que 7 es un espacio de Hilbert separable.

DEFINICION 3.16. Si N es un operador normal en B(J#). W*(N) se define como el
algebra de Von Neumann generada por N, esto es, W*(N) es la interseccién de todas las
algebras de Von Neumann que contienen a N. Por lo tanto, W*(N) es la WOT clausura de
{p(N, N*) : p(2,%Z) es un polinomio en z y Z}.

LEMA 3.17. W*(N) = {¢(N) : ¢ € B(c(N))}.
DEMOSTRACION. Ver [3], Lemma 8.7, p. 287. [

TEOREMA 3.18 (Célculo funcional de un operador normal). Si N es un operador

normal en € y p es una medida espectral para N, entonces existe una aplicacion bien
definida p : L= () — W*(N) dada por p(¢) = ¢(N) tal que:
a) p es un isomorfismo-* y una isometria.

b) p: (L>®(u), débil-*) — (W*(N),WOT) es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Ver [3], Theorem 8.10, p. 289. |

La siguiente proposicion sera clave para poder comprender la descomposicion de un ope-

rador normal N en una suma directa de operadores.

PROPOSICION 3.19. Si N es un operador normal en B() ye € H, entonces existe un
vector separador ey de W*(N), tal que e € {Tey: T € W*(N)}.

DEMOSTRACION. Esta demostracién la haremos por pasos.
Paso 1.
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Sea fo cualquier vector separador de W*(N) (observar que W*(NV) es una C*-subdalgebra
abeliana de B() y # es separable) y sea E la resolucion de la identidad para N. Definimos
w(A) = ||E(A) fol|* vy denotemos como & = {T'fy: T € W*(N)} C 7.

Como ¥ es un subespacio cerrado de 7, podemos escribir e = g; + hy, donde ¢, € ¥ y
hy € 9+
Sea n(A) = ||[E(A)|* y £ ={Th, : T € W*(N)}.

Veamos que 1 < p. Supongamos que p(A) = 0, entonces F(A)fy = 0, lo que implica
que E(A) =0, pues E(A) € W*(N) y fo es un vector separador de W*(N).

Por lo tanto, si n(A) = [|[E(A)]||* y E(A) = 0, ocurre que n(A) = 0 cuando u(A) = 0,
entonces n < U.

Veamos que ¢ y .Z son subespacios reductores para N, esto es, N(¥9) C ¥4, N(9+) C 9+
vy que N(&Z) C £, N(&L+) C £+ Esto es cierto, ya que, NT'fy y N*T'fy siguen siendo
elementos de ¢ por como se define el dlgebra W*(N), y andlogamente N.Shy y N*Sh;, siguen
siendo elementos de .Z.

Veamos que .Z 1 Y.

Sea f € W*(N)fo y g € WH(N)hy, ast existe {Tofolnz1 € W(N)fo v {Skhi}rz1 C
W*(N)hy tal que lim [T, fo — fllr = 0y lim [|Sehy — gl = 0.

Entonces,

(f,9) = {f = Tafo+ Tufo, 9 — Skhi + Skh1)
= ([ = Tufo, 9 — Sk} + {f = Tnfo, Skha) + (Tnfo, 9 — Skha) + (Tnfo, Skha)
< | =Tafoll-lg = Skhall + | f = Tufoll-[|Skhall + | Tn foll-lg — Skhall + (Sp T fo, hn)
— 0
cuando n,k — ooy SiT,fo €9, hy € 4+

Mas atin, si N es reducido por 4 y .Z, fj es ciclico-* para N|g y hy es ciclico-* para N|g,
esto porque ¥ es el espacio reductor para Ny més pequenio que contiene a fy, igualmente
para £ con hy, entonces por el Teorema 3.9 y la definicién de p(A) y n(A), implica que
Nly = N,y N|g = N,.

Como 7 < p, por la Proposicién 1.12 existe un conjunto de Borel A tal que [n] = [1]a,]-

Por lo tanto, si llamamos v = p|a, tenemos que N|g = N,, por transitividad y el

Teorema 3.11.
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Paso 2.
Ahora bien, del paso anterior tenemos que N|¢ = N, y N|y = N,; y esto da la posibilidad
de definir el siguiente isomorfismo U.

SeaU:9 &% — L*(n) ® L*(v) el isomorfismo tal que:

U({0} & .2) C {0} & L*(v)

U(Nlgyoz)U " =N, ® N,

Como e =gy + h; € 9 & .Z, lamemos Ue = g & h. Luego, h(z) # 0 c.t.p-[v], ya que hy
es un vector ciclico-* de N|¢ por el item d.) de la proposicién 3.4.

Paso 3.

Definamos el operador N : L2(p) @ L2(v) — L2(n) ® L2(v) por N = N,, @ N,,. Veamos

que existe una funcién f en L*(u) tal que f @ h es un vector separador de W*(N) y g &

he{T(f@&h): T eW(N)}y luego, el isomorfismo U definido en el Paso 2 nos permitira
concluir que eg = U™Y(f @ h) es un vector separador de W*(N) y que e = U~(g ® h)
pertenece a {Tey: T € W*(N)}.

Sea f en L?(u) la funcién definida por

fo) = g(z) size A
1 siz ¢ AO

Por el cdlculo funcional para el operador normal N tenemos que {W*(N)(f @ h)} =

{of @ ¢h: ¢ € L>(n)}.
Ahora, nétese que L*(u|ag) ® {0} € {¢f ® oh = ¢ € L>()}, pues

xag @ 0= dxas(f D h) € {of ®dh: ¢ € L>(u)},

para toda ¢ € L>(u). Esto implica que

(1—=g)xag @0 {of Doh: ¢ € L>(u)}.

Asi,

gOh=(fOh)—((1-g)xa:®0)c{of S oh:¢c L>(u)}.
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Por otra parte, si ¢ € L>(u) y 0 = ¢f @ ¢h, entonces ¢f = ¢h = 0 c.t.p-[u]. Como
h(z) # 0 c.t.p-[v], debe ocurrir que ¢(z) = 0 c.t.p-[u] en Ag. Ademds, para z en A§, f(z) = 1.
Por lo tanto ¢(z) = 0 c.t.p-[u] en A§.

Asi, f @ h es un vector separador de W*(N). [ |

PROPOSICION 3.20. Si N, N; y Ny son operadores normales, N es ciclico-* y N & Ny =
N @ N,, entonces N1 = Ns.

DEMOSTRACION. Ver ([3], Proposition 10.6, p. 295). |

El siguiente teorema generaliza el resultado del Teorema 3.11 y establece un primer
paso para responder la pregunta sobre la equivalencia unitaria de operadores normales. La
respuesta consiste en asociarle a cada operador normal una sucesion de medidas de forma
tal que sea unitariamente equivalente a una suma directa de operadores de multiplicacion.
Luego, si las sucesiones de medidas asociadas a dos operadores son equivalentes (en cierto

sentido) entonces éstos seran unitariamente equivalentes.

TEOREMA 3.21.

a) Si N € B(J) es un operador normal, entonces existe una sucesion (posiblemente
finita) de medidas {11,132, en C tales que pi+1 < p; para todoi € Ny N = @F N,..

b) Sean N € B(s), M € B() operadores normales, {u;}52, y {v;}32, sucesiones de
medidas tales que p;11 << p;, Viv1 < v; para todo v € N y

N%éNi y Mgéjvw.
=1 =1

Entonces, N = M si y solo si [p;] = 1] para todo i € N.

DEMOSTRACION.

a) Sea ey un vector separador para W*(N) y sea {f;}3°, una base ortonormal para J¢
tal que f; = e;. Si definimos u1(A) = ||E(A)e||* para todo subconjunto de Borel A
de o(N) y 74 = {W*(N)e, }, entonces tenemos que H# = JA4 & A~y Ny, = Ny

Sea Ny = N \_yfﬁ y fé la proyeccién ortogonal de f, en 4+, Por la proposicién 10.4
existe un vector separador ey de W*(Ns) tal que f, € {W*(No)ey} = {W*(N)es}. Si
definimos pio(A) = ||E(A)ey||? v # = {W*(N)ey} observamos que

H =00, {fi,fCHARDH vy Ni,=N| g
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Mas ain, sucede que po < 1.

Continuando de esta manera, obtenemos una sucesién de vectores {e;};cn tal que
I = W son subespacios cerrados de ¢ con la propiedad J# L J¢; para
i # j, una sucesiéon de medidas {p;}52; definidas por p;(A) = ||[E(A)e;]]? tales que
pis1 < p; y operadores N; = N| 2 = N,.. Ademds {f;}32, C @2, 4 y por lo tanto

Considerando el isomorfismo U : # — @i, L*(w;) que cumple UN|,,U "' = N,,
para cada i € N obtenemos finalmente que N = @.°, N,,..

Si [wi] = [v] entonces N,, = N,, para todo ¢ € N por el Teorema 3.11, es decir,
para cada i € N existe un isomorfismo isométrico U; : L*(p;) — L*(v;) tal que
U;N,, U~ = N,,. Si definimos el operador U : @;°, L*(u;) — @52, L*(v;) por U =

@;°, U; entonces vale que
UNU™'=@PUN, U =EPN, =M
i=1 i=1

Por lo tanto, N = M.

Supongamos ahora que N = M y sea U : 5 — £ el isomorfismo tal que
UNU™! = M. Sea e; un vector separador para W*(N), luego Ue; = f; es un vector
separador para W*(M).

Observamos que las medidas j; y v definidas por 111 (A) = ||Exn(A)eq|]? y v1(A) =
|Ev(A)f1]]?, donde Ey y Ejy son las resoluciones de la identidad asociadas a N y
M respectivamente, satisfacen [p1] = [11], lo cual implica que N, = N,,.

Si H# =@, H y K =@, A, tenemos por lo anterior que N| = N, =
Ny, & M|, ademés, la Proposicién 3.20 implica que N/, = M| ..

Si escribimos 41 = 6 ® A y 7t = Ho® Ay y aplicamos un razonamiento

similar al anterior obtenemos que N|y, = N,, = N,, = M|, y nuevamente por la
Proposicién 3.20 se deduce que N| 0 = M| ..
Realizando este proceso inductivamente se sigue que N|,z = M|y, para todo

1 € N, con lo cual se concluye que M = N.
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Sea N es un operador normal con medida espectral py {u;}5°, una sucesiéon de medidas
en C como en el item a) del Teorema 3.21. Si 3 < p, entonces por la Proposicién 1.12,
existe un subconjunto de Borel A; tal que [p1] = [pa,] ¥ como ademas Ay = o(NN) (ver
demostraciéon de Teorema 3.21) entonces [p1] = [p]. Ahora bien, sabemos por el teorema
anterior que o < 1, luego por transitividad pus < i entonces existe un subconjunto de
Borel Ay C Ay tal que [p2] = [ja,], haciendo un proceso inductivo sobre n € N, tenemos que
si ft, < p, existe un subconjunto de Borel A, C ... C Ay C Ay tal que [u,] = [pa,]. Por
lo tanto esta sucesion de subconjuntos de Borel {A,,}°°; contenidos de manera decreciente
nos permite reescribir el Teorema 3.21 tomando p, = pla, con n € Ny Ay = o(N), por

consiguiente tenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 3.22.

a) Si N € B(J) es un operador normal con medida espectral ju, entonces existe una
sucesion decreciente {A,}2 | de subconjuntos de Borel en o(N) tal que Ay = o(N)
Yy N =Ny @ Ny, EBNMIA3 ©...

b) Si M es otro operador normal con medida espectral v y si {¥,} es una sucesion
decreciente de subconjuntos de Borel en o(M) tal que M = N, & Nyjg, @ Nyjg, & ..,

entonces M = N si y solo si
i) (A \2,) =0=pu(X,\ A,), para todo n.

La demostracion de este corolario es consecuencia del Teorema 3.21. Para obtener el item
(b) es suficiente demostrar que para todo n € N, [u|a,] = [V|s,] si y solo si [p] = [v] ¥
WAL\ 2,) =0=pu(X,\ A,). Para ello:

Supongamos que [u|a,] = [v|s, ] para todo n € N, entonces por el Teorema 3.11 tenemos
que Ny, = N, , en particular si n = 1, vale que N, = N, lo cual implica [u] = [v].

Ahora bien, por hipdtesis tenemos que p|a,(A) = 0 siy solo vy, (A) = 0, para A un
subconjunto de Borel de o(N) = o(M).

Notemos que, v|s, (3¢) = v(X, N X¢) = v(0) = 0, entonces

1(An \ En) = p(An N X7) = pla, (E5) = 0.
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Andlogamente, p|a, (AS) = (A, NAS) = u(P) = 0, entonces
p(En \ An) = v(Xn NAY) = v]s, (A7) = 0.

Veamos ahora que [u|a,] = [v]s,] para todo n € N. Supongamos que pula, (A) = 0,

entonces

Vs, (A)=v(ANE,) =v(ANX,NA,) +rv(AN3, NAY)

V(ANA,) +v(E, NAT)=0

esto por i) y ii). Asi tenemos que v|s, < pa, -

Para ver que u|a, < v|g, es andlogo a lo anterior.

El siguiente ejemplo nos va a motivar el siguiente teorema.

EJEMPLO 3.23. Sea p la medida de Lebesgue en [0, 1] y sea p,, la medida de Lebesgue en
[1/(n+1),1/n] paran > 1, entonces u = X, u,, (ver Ejemplo 1.6). Sea 52 = @°° | L*(,,)™
y definamos T' : J# —  dado por T' = N, & N,SQ) @ N,Sg) @ .... Por el item c) de
la Proposicion 3.4 la resolucion de la identidad asociada al operador N, esta dada por
E.(A) = M,, para A C o(N,,) boreliano.

oo

Entonces por la Proposicién 3.8 tenemos que o(T') = J,_, 0(Ny,) ¥
E(A) = @, (E(ANa(N,,))™.

Veamos que p, es una medida espectral para N, , es decir, E,(A) = 0 si y solo si

tn(A) =0, para todo A C [1/(n+1),1/n].

1/n
0=pn(A / dptn, = / N du(z).
(n+

Entonces, para f,g € L*(u,) se tiene que

En efecto,

1/n
(Ea(A)f.g) = (Myf.g) = / xa(@)f(@)g(@) /f 9@ () = 0.

1/(n41)
Es decir, E,(A) =0.
El reciproco se obtiene eligiendo un par de funciones particulares en f,g € L?(ju,) tales

que f(z)g(z) = 1 para todo z € C.
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Més atin, si E(A) = @52 (E.(A N a(N,,))™ = 0 tenemos que, para todo n € N,
E,(ANo(N,,)) = 0 entonces lo anterior implica que p,(A N o(N,,)) = 0, por el Ejemplo
1.6 se tiene que u(ANo(N,,)) = 0 para todo n, finalmente pu(A) = u(U,— (ANa(N,,))) =
Y2 mw(Ano(N,,)) =0. El reciproco de lo anterior vale en todas las afirmaciones.

Por lo tanto i es una medida espectral para 7.

Ahora bien, por el Corolario 3.22 existe una sucesion {A,, }5° ; decreciente de subconjuntos

de Borel del [0, 1], tal que Ay = o(T) y
TN, ® Nyp, ®Npyjp, ® - (3.6)

Ahora, considerando los A, = [0,1/n],n > 1 tenemos:

Para Ay = [0,1], ocurre que p =Y >" | fin.

Para A, = [0,1/2], ocurre que pi|a, = D ooy fin-

Para Az = [0,1/3], ocurre que pi|a, = D oo s fin.

Y asi sucesivamente sobre n € N. Observando que las p, cumplen la condicién de ser
mutuamente singulares, pues estan concentradas en subconjuntos disjuntos del [0, 1], tenemos

que:
2 3
T=N,eNPaeNPe&...
:(N,UI @Nuz@Nug@---)@(Nm@N/m@Nm@-“)@(Nua@Nm@Nus@~~-)@~~

:NM@NMAQ @NM|A3EB...

Esto nos da una idea bajo qué condiciones un operador normal N cualquiera con medida

espectral ;1 es unitariamente equivalente a una descomposicién de la forma N, @ N,g) &)

NOa...

TEOREMA 3.24. Si N es un operador normal, entonces existen i, ji1, fl2, - . . medidas

mutuamente singulares (algunas pueden ser cero) tales que
~ o) 2 3
N2NSeoN, e NDoND . ..

St M es otro operador normal que cumple la condicion anterior con sus respectivas medidas

Noos N1, T2, - - - Mutuamente singulares (algunas pueden ser cero), entonces

N=M & [u,] = [n], paral <n < oc.
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DEMOSTRACION. Sea g una medida espectral para N y {A,}°°, una sucesién de sub-
conjuntos de Borel del espectro de N (como en el Corolario 3.22).
Definamos los conjuntos Lo = (o2, Ap y = Ay \ Apyg para 1 < n < oo y sean
tn =]y, 1<n <00y v, =pula, paral <n < oco.
Entonces
Ay =Y UA\Api) U(Apir \ Apia) UL ..

=Y US, Uy U. ..
Asi, para todo A € €:

V(D) = p (A) = p(AN (B U, U X, UL L)
=pu((AN3Z)UANE,)UANE,41)U...)
=uwANZe)+u(ANE,) +pu(ANS)+ ...
= W (B) + pri, (D) + a5 (A) + ..

= floo(A) + pin(A) + pni1 (D) + ...

n+1

= (Moo + fin + pns1 + .. )(A)
Por lo tanto
Up = oo + fbn + ins1 + ..., paral <n < oo.

Notando que las medidas fiso, i1, ft2, - - . son mutuamente singulares por definicién, tenemos

que

N, 2N, ®N, ®N, . D...
Y por el corolario 3.22 sucede que
N=N, &N, &...
Entonces
N=N,®N,&N,,®...

S Nuoe ONp @ N @) 8 (N ®Npy @ Ny @) & (Npyoe ® Ny ® Ny @ ...) @ -

~ [e's] 2 3
=N 6 N o NP O N ...
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Ahora bien, suponiendo que M es otro operador normal que cumple lo anterior con sus

respectivas medidas 7., 71, 72, - . . mutuamente singulares (algunas pueden ser cero), es decir:
~ oo 2 3 ~ 00 2 3
M2NoN, eNPeND... y NXNOON, doNPo NP ...

Lo cual ocurre, siempre que

V;L:noo—knn—i—nnﬂ—i—... Y VUp = oo+ tn + tpt1 + ..., paral <n < oo.
Suponiendo que [p,] = [n,] para todo 1 < n < oo, por lo anterior tenemos que
[1,,] = [vn], para todo 1 < n < oo.

asi por el Teorema 3.24 sucede que
Nu; =~ N, , paratodo 1 <n<oo. (1)
pero sabemos por el Corolario 3.22 que
M%NVQ@NV;EB... y N=EN, ON,D...

entonces lo anterior y (1) implican que

En la siguiente definicién introducimos el concepto de funcién de Borel que toma valores
en un espacio de Hilbert # con el objetivo de definir el espacio L?*(u, #) el cual resultard
util para caracterizar la equivalencia unitaria de dos operadores normales en términos de

una sucesion de medidas mutuamente singulares dos a dos.

DEFINICION 3.25. Sea una medida de Borel positiva con soporte compacto en C y sea
¢, un espacio de Hilbert de dimensién n, 1 < n < co. Decimos que f : C — 77, es una

funcion de Borelsi z — (f(z),g) es una funcién medible Borel para cada g € /7.

OBSERVACION 3.26. Si f : C — J, es una funcién de Borel y {e;}}_, es una base

n

ortonormal para 7, entonces || f(2)||> = Y%, [{f(2),e;)]?, por lo tanto z + || f(2)]|* es una
J=1 J

funcion de Borel.
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DEFINICION 3.27. Definimos L?(u; 7%,) como el espacio de todas las funciones de Borel
f:C — A, tales que ||f||* = [ || f(2)]?du(z) < oo, donde dos funciones concuerdan c.s.[u].

Si fyge L*(w; 5, ), entonces (f,g) = [(f(2),9(2)) du(z) define un producto interno
en L?(u; 4,).

OBSERVACION 3.28. L?(u; ) es un espacio de Hilbert con el producto interno definido

anteriormente.

PROPOSICION 3.29. Si N es el operador de multiplicacion por z en L*(u; ), entonces
~ pr(n)
N =N,
Es decir, N= N, ® ... ® N, n-veces.

DEMOSTRACION. Sea {e;}”_; una base ortonormal para 7, y U : L*(u; ;) — L* ()™,

dado por
Uf(z) = ({f(z),e1), (f(2), €2), ... (f(2), €n))

Veamos que U es el isomorfismo tal que
UNU =N,

I

Entonces, sea f, g € L*(u; ) tales que U f(z) = Ug(z), asi por definicién de U.
(f(2),e;) = (g(2),e;), paratodol < j < n.

Por lo tanto, para todo j € {1,2,...,n}

(f(2),€e5) — (g(2),e5) =0
(f(2) —g(2),e;) =0
Como {e;} es una base ortonormal
(f=9)(z) =0

por lo tanto U es inyectivo, ya que f(z) = g(z) para todo z € C.

Ahora bien, veamos la sobreyectividad. Sea g € L?(u)™, es decir, g = (g1, g2, - - -, gn) con
g; € L*(p) para todo j € {1,...,n}.
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Queremos encontrar f € L?(u; 7, tal que
Uf(Z) = (91)927 s 7971) =g

Definamos f(z Z g;(2)ej, la cual pertenece a L*(u;.7%,) ya que f se escribe como

combinacién lineal de elementos de la base {e;}7_;, v gj(2)e; : C — S, para cada j €

{1,...,n}.

Entonces

= <Zgj(z)ej,ei> = gi(z), paratodoie€ {1,...,n}.
j=1

Por lo tanto para z € C fijo, tenemos que

Uf(z) = ((f(2), 1), (f(2),€2), . {f(2),en)) = (91(2), 92(2), - -+, gn(2)) = 9(2).

Finalmente sea g € L?(u)™

UNU™'g(2) = UN(f(2)) = U(2f(2)) = ((2f(2), e1), (2 (2), €2}, -, (2 (), €n))
= (2(f(2),e2), 2(f(2), €2), - -, 2(f (), n))
= (201(2), 292(2), - - -, 2gn(2))

= (Nug1(2), Nuga(2), - -, Nugn(2))

e N e

Como ¢ es arbitraria, tenemos que UNU ! = N,S"). [
El siguiente teorema es una extension del Teorema 3.24, pero ahora la descomposicion la

haremos en suma directa de operadores como en la Proposicion 3.29.

TEOREMA 3.30. Si N es un operador normal en B(J€), existen medidas mutuamente

singulares fioo, 41, [, - . . Y UN 1somorfismo
U: A — LP(poo; o) © L?(111) ® L*(p1o; 75) ®

tal que
UNU =N, &N SN, ...

donde N, es el operador de multiplicacion por z en L*(pn; 74,) (como en la Proposicion en

3.29).
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DEMOSTRACION. La demostracién de este teorema es andloga a la desarrollada en el

Teorema 3.24. Basta notar que por el Teorema 3.24 existe un isomorfismo U; : 5 —

B, I2()® tal que

UNUT' =N &N, @ N e NP .

B3

y por la Proposicién 3.29 tenemos para 1 < i < oo isomorfismos U; : L2(p;) W — L2(p; ),
tales que

UNOT; = N,
Ahora bien, definiendo otro isomorfismo Uy : @2, L2 ()@ — @52, L*(us; #) dado por

U2|L2(M)<i) — U,. Entonces

Si U = UsU; tenemos que:
UiNU' =N @ N, e NO o NO ...
Uy'UNU Uy = N @ Ny, @ NP @ N .
UNU =Uy(N P &N, e NO & ND .. )U;?
UNU™' = (U NOT) @ (TN, U, ) @ (NET, Do ...
UNU'=N,0oN,®dN,® ...
Por lo tanto, U es el isomorfismo buscado. [ |

Podemos tener una idea un poco mas clara de estos resultados si suponemos que 7 es
de dimension finita. Sea N un operador normal y sea Ay el conjunto de todos los autovalores
de N con multiplicidad geométrica k (cantidad de autovectores linealmente independientes
asociados a cada autovalores de N), asi para A € Ay tenemos que dim(ker(A\] — N)) = k.

Entonces Ay = {A§k) 01 < j < my} y sea Ny el operador diagonalizable de dimensién

k.my, asociado a cada )ék) con multiplicidad k, asi.

NN &N, &...®N,.

yo(N)=AUAU...UA, por lo tanto o(Ny) = Ay, ya que cada autovalor de Ny tiene
multiplicidad k.

Entonces
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donde Agf) es un operador diagonalizable en un espacio de dimensién my con o(Ay) = Ay.

Por lo tanto

N2A oAl o... 0AP.

y o(A;)No(A;) =0 para i # j.

Para ver esto mas claro tenemos el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 3.31. Sea 5 con dim() =9, N : A — Ay o(N) = {1, A2, A3, Ay, A5 } con
A1 con multiplicidad 1, Ay con multiplicidad 2, A3 con multiplicidad 2, A4 con multiplicidad

1 y A5 con multiplicidad 3, entonces:

A= {A, )5 Ao ={do, A3}y Az ={)s}

y o(N) = A; UAy UA;3. Por lo tanto

A 0 0 0
As 00
)\1 0 0 )\3 0 0
Ny = ; Ny = iNs3=10 X5 0
0 N\ 0 0 X O
2x2 0 0 )\5
[0 0 0 Az tot 323
Entonces la descomposicion por multiplicidad esta dada por
N = Ny @ Ny P Ns.
Asi, tenemos que
ngAgl)v NZgAg)v N3gAi(’)3)
donde
A 0 Ao 0
A= " AP = |7 Ay = [%]
0 N\ 0 A3 Lzl
2x2 2x2

Por lo tanto

N2A aAP @ AP,

Recordando que
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'\ 0 0 0 0 0 0 0 0]

0 A 0 0 0 0 0 0 0

0 0 X% 0 0 0 0 0 0

0 0 0 X 0 0 0 0 0
N=|0 0 0 0 A 0 0 0 0

0 0 0 0 0 X 0 0 0

0 0 0 0 0 0 X 0 0

0 0 0 0 0 0 0 A 0

(000 0 0 0 0 0 0 X

Podemos definir para este ejemplo la funcién de multiplicidad para N, my : C — {0,1,2, 3},

dada por:
MmN = XA, +2XA, + 3XAs

Esta funcién depende de Aj, Ay, Az y si el respectivo A € C pertenece o no a algun A; con
i€ {1,2,3}).

Notese que,

mN()\4) = mN()\l) = 1, mN()\g) = mN()\g) =2 y mN()\5) =3

es decir, la funcion de multiplicidad evaluada en cada autovalor coincide con la multiplicidad

geométrica asociada al mismo.

Ahora bien, usando la notacion del Teorema 3.30 podemos dar la siguiente definicién de

funciéon de multiplicidad asociada a un operador normal.

DEFINICION 3.32. Sea N € B(#) un operador normal con medida espectral u y

A, A1, Ag, ... una sucesiéon de subconjuntos de Borel de o(N) disjuntos dos a dos tal

que [pn] = [#]a,]. Definimos la funcién my : C — {0,1,2,..., 00} por
MN = 00XA, T XA, T 2Xa, +3Xa; +- -

A la funcién my se le llama funcion de multiplicidad para N.

OBSERVACION 3.33.
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i) La definicién de la funcién my depende de la eleccién de los conjuntos A, con
1 < n < oo asi como del operador N. Sin embargo, cualquier par de escogencia
de los A,, difieren en conjuntos de medida cero (ver Teorema 3.24).
ii) La funcién my es una funcién de Borel, pues es la suma de funciones caracteristicas
que a su vez son de Borel.
iii) Sim : C — {00,0,1,2,...} es una funcién de Borel y p es una medida con soporte
compacto K C C entonces podemos definir conjuntos A,, = {z : m(z) = n} con
n = 00,1,2,... y una familia de medidas mutuamente singulares {u,} dadas por
tn(A) = p(ANA,) tales que, el operador N = N‘(f;:) ®N, @ Ng) &> N,Sg) ... tiene

como medida espectral a p y funcién de multiplicidad m c.s.[u].

La discusion previa y el Teorema 3.30 nos permite presentar el teorema final de este
capitulo, el cual es el resultado que compacta las hipdtesis necesarias y suficientes para saber

cuando dos operadores normales son unitariamente equivalentes. Por lo tanto tenemos:

TEOREMA 3.34. Dos operadores normales son unitariamente equivalentes si y solo si

tienen la misma medida espectral p y sus funciones de multiplicidad asociadas son iguales

c.s.[u/.

Los objetos a los que se refiere el teorema anterior, a saber, funciéon de multiplicidad y
medida espectral, constituyen un conjunto completo de invariantes unitarios para los opera-
dores normales y a través de ellos es posible analizar y estudiar el problema de la equivalencia

unitaria.
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