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llegar a enseñarle a sus estudiantes. Tomas, Jonathan, Daniela, Edwin, Maia, Mairene, Cristina,

Carmen, Hugo, Kenyer, Angel, Angie, Elvia, Maira, Mariela. Gracias por todos los distintos tipos

de vista.

Profesora Alejandra Aguilera, Tutora, Amiga y desde cualquier perspectiva, increible persona.

Gracias por confiar en mi no solo como estudiante sino como tesista desde el momento en que me

diste la primera clase en la universidad estaba seguro de que me enseñarias much́ısimo pero no sab́ıa
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enseñar es una de las mejores lecciones que me has podido dar. Fueron dos largos años y aprend́ı,

me divert́ı, lloré y lo más importante crećı como matemático, valió la pena todo el conocimiento que

me dio este largo viaje. Quiero que sepas que estoy y siempre voy a estar eternamente agradecido

contigo. Gracias por enseñarme a ser un matemático.
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Resumen

El principal objetivo de este Trabajo especial de Grado es dar todas las herramientas

necesarias para lograr una descomposición de operadores normales definidos en espacios de

Hilbert en la suma directa de operadores normales definidos de cierta manera en términos

de la equivalencia unitaria. Para responder Â¿Qué es la equivalencia unitaria? Solo debe-

mos pensar en cuando dos matrices son semejantes, o al menos conseguir las condiciones

para las cuales ellas sean semejantes, pero la dificultad de esta idea se presenta cuando nos

enfrentamos a espacios de dimensión infinita.

En este trabajo utilizamos herramientas de alta densidad matemática como lo es la teoŕıa

de la medida, el análisis funcional y la teoŕıa espectral; para poder lograr nuestro objetivo.

Palabras Claves: Espacio de Hilbert, Equivalencia unitaria, Operador normal, Unita-

riamente equivalente, suma directa de operadores, Espectro.
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Introducción

La teoŕıa espectral es un término que se utiliza para extender en cierto sentido la teoŕıa de

autovalores, autovectores y diagonalización de una matriz cuadrada asociada a una transfor-

mación lineal, definida en un espacio vectorial de dimensión finita a contextos más generales

de operadores definidos en espacios de dimensión infinita. Esta observación previa se hace

a modo de introducción, ya que ir de un espacio de dimensión finita a uno de dimensión

infinita requiere de cierta rigurosidad en la extensión de estos resultados.

En dimensión finita tenemos resultados acerca de cuándo una matriz es semejante a otra,

por lo que en dimensión infinita surge la idea denominada “El problema de la equivalencia

unitaria”. Dos operadores T y S son unitariamente equivalentes si existe un isomorfismo U

tal que UTU−1 = S. El problema de la equivalencia unitaria consiste en encontrar condicio-

nes necesarias y suficientes en T y S para la existencia de dicho U . Dado que los operadores

equivalentes son geométricamente indistinguibles, cualquier “descripción” de un operador T

será al mismo tiempo una descripción de todos los operadores que pertenecen a la misma

clase de equivalencia que T . En otras palabras: dado que, geométricamente hablando, T solo

se determina dentro de la equivalencia unitaria, no debeŕıa existir ni existe una descripción

más desarrollada de T . Si T es un operador normal con resolución de la identidad E, el

problema de encontrar todos los operadores equivalentes a T se resuelve, en cierto “sentido”,

mediante la ecuación UTU−1 =
∫

∆
λ d(UE(λ)U−1) (el śımbolo U en esta ecuación denota,

por supuesto, un isomorfismo; la interpretación y la prueba de la ecuación se logran mediante

la formación de los productos internos habituales y deben ser notorios para quién ha seguido

la teoŕıa espectral hasta ahora). Si, en otras palabras, decimos que dos resoluciones de la

identidad E y F , con el mismo dominio, son equivalentes siempre que exista un isomorfismo

U tal que UE(∆)U−1 = F (∆) para todos los ∆ donde E y F son resoluciones de la identidad

equivalentes, entonces una condición necesaria y suficiente para la equivalencia de dos ope-

radores normales es la equivalencia de sus respectivas resoluciones de la identidad. La razón

principal para sentirse insatisfecho con la respuesta anterior al problema de equivalencia es

2



INTRODUCCIÓN 3

que deja las cosas más o menos donde estábamos. Lo que realmente se quiere es encontrar

un conjunto completo de invariantes para la equivalencia unitaria de operadores normales.

En términos cualitativos, esto significa que deseamos asociar a cada operador normal T un

cierto “objeto” mT para que se cumplan las siguientes condiciones. Si T y S son operadores

normales unitariamente equivalentes, entonces mT = mS. (ii) Si T y S son operadores

normales tales que de algún modo mT = mS, entonces T y S son unitariamente equivalentes.

(iii) A cada objeto m le corresponde al menos un operador normal T tal que mT = m. (iv)

Los objetos m son conceptos matemáticos manejables, que pueden describirse en términos

simples y, en la medida de lo posible, constructivos, y cuya definición es independiente de la

teoŕıa de operadores (dichas m las conoceremos como funciones de multiplicidad asociadas

a cada operador).

Vale la pena señalar que el espectro σ(T ) de un operador T (no necesariamente normal)

satisface las condiciones (i), (iii) y (iv). Por lo tanto, podemos decir que los puntos de σ(T )

constituyen un conjunto de invariantes unitarios de T , pero no un conjunto completo de

tales invariantes. Las primeras tres de las condiciones anteriores describen nada más que un

mapeo uno a uno del conjunto de todas las clases de equivalencia de operadores normales

en el conjunto de todos los objetos. Se busca con este trabajo darle al lector, al final, las

condiciones de juzgar si los objetos m (funciones de multiplicidad) satisfacen o no la última

condición. Para motivar tanto el resultado que obtendremos como el método que usaremos

para obtenerlo, comenzamos el primer caṕıtulo, recordando la teoŕıa necesaria y suficiente

de análisis real y análisis funcional. Posteriormente en el segundo caṕıtulo hablaremos en

detalle sobre la teoŕıa espectral y finalmente en último caṕıtulo desarrollaremos la teoŕıa

sobre de equivalencia unitaria de operadores en espacios de Hilbert.



Caṕıtulo 1

Preliminares

El objetivo de este primer caṕıtulo es presentar algunas definiciones y resultados concer-

nientes a la teoŕıa de la medida y al análisis funcional necesarios para abordar los caṕıtulos

siguientes. La primera sección estará dedicada a recordar las definiciones de σ-álgebra de sub-

conjuntos, espacio de medida, medidas reales positivas y medidas complejas, además de las

nociones de continuidad absoluta, singularidad de medidas y el Teorema de Radon-Nikodym.

En la sección 2, recordaremos la teoŕıa general de operadores lineales y acotados en

espacios de Hilbert, haciendo especial énfasis en la estructura algebraica y topológica del

conjunto B(H ) = {T : H →H : T es lineal y acotado}, que además de ser un espacio de

Banach con respecto a la norma de operadores tiene una estructura más rica y es la de ser

una C∗-álgebra.

1. Teoŕıa de la medida

Comenzamos esta sección recordando la definición de espacio medible, para ello es nece-

sario primero dar la definición de σ-álgebra de subconjuntos.

Definición 1.1. Dado un conjunto X, una clase de conjuntos Ω ⊆ ℘(X) se llama σ-

álgebra si y solo si

a) X ∈ Ω.

b) ∆ ∈ Ω⇔ ∆c ∈ Ω.

c) {∆n}∞n=1 ∈ Ω⇔
⋃∞
n=1 ∆n ∈ Ω.

Al par (X,Ω) se le llama espacio medible, y a los elementos de Ω conjuntos medibles.

Definición 1.2. Una medida positiva µ sobre un espacio medible (X,Ω) es una función

de conjuntos µ : Ω→ R≥0, tal que:

a) µ(∅) = 0,

4



1. TEORÍA DE LA MEDIDA 5

b) µ es σ-aditiva, es decir, si {∆n}∞n=1 ⊂ Ω es una sucesión de conjuntos disjuntos dos a

dos, entonces

µ

(
∞⋃
n=1

∆n

)
=
∞∑
n=1

µ(∆n).

En este caso, decimos que (X,Ω, µ) es un espacio de medida y µ una medida en X.

El concepto de medibilidad se extiende a funciones entre espacios medibles.

Definición 1.3. Sean (X,Ω1) y (Y,Ω2) dos espacios medibles. Una función f : X → Y

se dice medible si y solo si f−1(∆) ∈ Ω1 para todo ∆ ∈ Ω2.

Si µ es una medida en (X,Ω), ∆ ∈ Ω y f : X → R≥0 es una función medible, se define

la integral de Lebesgue de f sobre ∆ con respecto a µ por∫
∆

f dµ = sup

{∫
∆

s dµ, 0 ≤ s ≤ f, f es simple

}
.

En general, si f : X → C es una función medible, f = u+ iv, entonces∫
∆

f dµ =

∫
∆

u dµ+ i

∫
∆

v dµ.

Ver ([5], remark 2.6.5, p 127).

La definición anterior nos permite introducir el siguiente espacio de funciones:

Sea (X,Ω, µ) un espacio de medida. Para 1 ≤ p < ∞, denotamos por Lp(X,Ω, µ), y en

algunos casos simplemente por Lp(µ), al conjunto

Lp(X,Ω, µ) =

{
f : X → C : f es medible y

∫
X

|f |p dµ <∞
}
.

Consideramos la siguiente relación de equivalencia en Lp(X,Ω, µ): f ∼ g si y solo si

f = g casi siempre. Recordemos que la expresión “casi siempre” se refiere a que la medida

del conjunto de puntos donde no se cumple la propiedad mencionada es cero.

Se define el espacio Lp(X,Ω, µ) = Lp(µ) como el conjuto de todas las clases de equiva-

lencia inducidas por la relación ∼ en el conjunto Lp(µ), esto es: Lp(µ) = Lp(µ)/ ∼. Para

f ∈ Lp(µ) tenemos la norma definida por

‖f‖p =

(∫
X

|f(x)|p dµ(x)

)1/p

.
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(Lp, ‖ · ‖p) es un espacio de Banach, es decir, es un espacio completo con respecto a esa

norma. En el caso p = 2, L2(µ) es un espacio de Hilbert con respecto el producto interno

dado por

〈f, g〉2 =

∫
X

f(x) g(x) dµ(x),

para f, g ∈ L2(µ) y vale que ‖f‖2
2 = 〈f, f〉2 para toda f ∈ L2(µ).

Si p =∞, se define L∞(X,Ω, µ) = L∞(µ) como el conjunto de las clases de equivalencia

de las funciones esencialmente acotadas y ‖f‖∞ = ı́nf {M : µ({x ∈ X : |f(x)| > M}) = 0}

define una norma en este espacio.

Para estudiar los problemas concernientes a este trabajo necesitamos dar la noción de

medida de Borel regular.

En las siguientes definiciones se asume que X es un espacio topológico Hausdorff local-

mente compacto. En este caso, una σ-álgebra de subconjuntos de X en la que tendremos

especial interés es la generada por los subconjuntos abiertos de X.

Definición 1.4. Sea X es un espacio topológico Hausdorff localmente compacto. La

σ-álgebra de Borel B de X es la σ-álgebra más pequeña que contiene a los subconjuntos

abiertos de X. A una medida definida en (X,B) se le llama medida de Borel.

Definición 1.5. Una medida µ sobre (R,B(R)) es llamada medida de Lebesgue si para

todo intervalo (a, b) con a y b finitos se tiene que

µ((a, b)) = b− a.

Ejemplo 1.6. Sea µ la medida de Lebesgue en [0, 1] y sea µn la medida de Lebesgue en

[1/(n+ 1), 1/n] para n > 1. Entonces ν =
∑∞

n=1 µn define una medida en [0, 1] y µ = ν. En

efecto:

ν(∅) =
∞∑
n=1

µn(∅) = 0, ya que µn(∅) = 0 para todo n ∈ N.

Para ver la σ-aditividad de ν sabemos que: µ([0, 1]) = 1 y µ([ 1
n+1

, 1
n
]) = 1

n
− 1

n+1
.

Si Sn =
n∑
k=1

µ

([
1

k + 1
,

1

k

])
=

n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
= 1− 1

k + 1
.

Entonces ĺım
n→∞

Sn = ĺım
n→∞

(
1− 1

n+ 1

)
= 1, por lo tanto la serie converge.
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Ahora bien,

ν

(
∞⋃
i=1

∆i

)
=
∞∑
n=1

µn

(
∞⋃
i=1

∆i

)
=
∞∑
n=1

µ

((
∞⋃
i=1

∆i

)⋂[
1

n+ 1
,

1

n

])

=
∞∑
n=1

µ

(
∞⋃
i=1

(
∆i

⋂[
1

n+ 1
,

1

n

]))

=
∞∑
n=1

∞∑
i=1

µ

(
∆i

⋂[
1

n+ 1
,

1

n

])

=
∞∑
n=1

∞∑
i=1

µn(∆i)

=
∞∑
i=1

∞∑
n=1

µn(∆i)

=
∞∑
i=1

ν(∆i)

Aśı, ν es una medida. Más aún, µ(∆) = ν(∆) para todo subconjunto de Borel ∆ del [0, 1],

ya que:

ν(∆) =
∞∑
n=1

µn(∆) =
∞∑
n=1

µ

(
∆
⋂[

1

n+ 1
,

1

n

])
= µ

(
∞⋃
n=1

∆
⋂[

1

n+ 1
,

1

n

])

= µ

(
∆
⋂(

∞⋃
n=1

[
1

n+ 1
,

1

n

]))
= µ(∆ ∩ [0, 1])

= µ(∆)

Finalmente, µ =
∑∞

n=1 µn.

Definición 1.7. Una medida positiva µ en (X,B) es una medida de Borel regular si:

a) µ(K) <∞ para todo subconjunto compacto K de X.

b) µ(∆) = sup{µ(K) : K es compacto y K ⊆ ∆} para todo ∆ ∈ Ω.

c) µ(∆) = ı́nf{µ(U) : U es abierto y ∆ ⊆ U} para todo ∆ ∈ Ω.

Denotamos por M(X) al conjunto de todas las medidas de Borel regulares en X.

Otro concepto que aparecerá frecuentemente a lo largo de este trabajo es el de soporte

de una medida de Borel regular.
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Definición 1.8. Sea µ una medida de Borel regular en un espacio topológico Hausdorff

localmente compacto X. El soporte de µ se define como el siguiente conjunto

suppµ := X \
⋃
{V : V es abierto y µ(V ) = 0} .

En este caso, µ(X \ suppµ) = 0. Para mayores detalles referentes a esta definición remitimos

al lector a [9].

Recordamos ahora los conceptos de continuidad absoluta y singularidad de medidas.

Definición 1.9. Si µ es una medida en un espacio medible (X,Ω) y ν es una medida

positiva en (X,Ω), decimos que µ es absolutamente continua con respecto a ν, y escribimos

µ� ν, si µ(∆) = 0 cuando ν(∆) = 0.

Diremos que µ y ν son equivalentes si tienen los mismos conjuntos de medida cero, esto

es, µ(∆) = 0 si y solo si ν(∆) = 0. Denotaremos esto como [µ] = [ν].

Definición 1.10. Sean µ ∈ M(X) y A ∈ Ω. Se dice que µ está concentrada en A si

µ(∆) = µ(∆ ∩ A) para todo ∆ ∈ Ω.

Dos medidas µ1, µ2 ∈ M(X) son mutuamente singulares cuando están concentradas en

conjuntos disjuntos, esto es, existen A,B ∈ Ω tales que A ∩B = ∅ con µ1 concentrada en A

y µ2 concentrada en B.

En seguida, enunciamos el teorema más importante concerniente a la continuidad abso-

luta de medidas.

Teorema 1.11 (Radon-Nikodym). Si (X,Ω, ν) es un espacio de medida σ-finito y

µ es otra medida σ-finita en (X,Ω) tal que µ � ν, entonces existe una única función no

negativa f ∈ L1(X,Ω, ν) tal que µ(∆) =
∫

∆
fdν para todo ∆ en Ω. A la función f se le

llama la derivada de Radon-Nikodym de µ con respecto a ν, usualmente se denota a f como

dµ/dν.

Para la demostración del teorema anterior ver [8], Theorem. 6.9, p. 122.

La siguiente proposición es consecuencia del Teorema de Radon-Nikodym y muestra

que si una medida es absolutamente continua con respecto a otra, es posible encontrar un

conjunto de Borel tal que al concentrar una de la dos a dicho conjunto, ambas medidas sean

equivalentes.
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Proposición 1.12. Si µ y η son medidas en (X,Ω) y η � µ, entonces existe un conjunto

de Borel ∆0 tal que [η] = [µ|∆0 ], donde µ|∆0(∆) := µ(∆ ∩∆0) para todo ∆ ∈ Ω.

Demostración. Sabemos que η � µ, entonces por el Teorema de Radon-Nikodym

existe una función no negativa f en L1(X,Ω, µ) tal que

η(∆) =

∫
∆

fdµ , ∀ ∆ ∈ Ω.

Consideremos el conjunto ∆0 = {x ∈ X : f(x) > 0} y veamos que ∆0 es el conjunto buscado.

Primero observamos que

η(∆) =

∫
∆

f dµ =

∫
∆∩∆0

f dµ+

∫
∆∩∆c

0

f dµ =

∫
∆∩∆0

f dµ (1.1)

pues f ≡ 0 en ∆c
0.

Supongamos que η(∆) = 0 para ∆ ∈ Ω. Por la igualdad anterior∫
∆∩∆0

f dµ = 0

y como f es estrictamente positiva en ∆0, debe ocurrir que µ(∆∩∆0) = 0, es decir, µ|∆0(∆) =

0. Esto muestra que µ|∆0 � η.

Rećıprocamente, supongamos que µ|∆0(∆) = µ(∆ ∩∆0) = 0. Como η es absolutamente

continua respecto a µ, por hipótesis, se tiene que η(∆ ∩∆0) = 0. La ecuación (1.1) implica

que η(∆) = η(∆ ∩∆0) = 0. Por lo tanto, η � µ|∆0 . Aśı, hemos probado [η] = [µ|∆0 ]. �

Hasta el momento nos dedicamos a estudiar las propiedades de las medidas positivas.

Ahora, conviene introducir la definición y discutir algunas propiedades de las medidas com-

plejas. Estas nociones serán necesarias para abordar la sección que dedicaremos al Teorema

espectral para operadores normales en espacios de Hilbert.

Definición 1.13. Una medida compleja µ sobre un espacio medible (X,Ω) es una función

µ : Ω→ C, tal que:

a) µ(∅) = 0.

b) µ es σ-aditiva, es decir, si {∆n} ⊂ Ω es una sucesión de conjuntos disjuntos dos a

dos, entonces

µ

(
∞⋃
n=1

∆n

)
=
∞∑
n=1

µ(∆n).
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Definición 1.14. Si µ es una medida compleja en (X,Ω) y ∆ ∈ Ω, se define la variación

total de µ, como:

|µ|(∆) =

{
k∑
j=1

|µ(Ej)| : {Ej}kj=1 es una partición medible de ∆

}
.

Observación 1.15. |µ| es una medida real en (X,Ω).

Ahora bien, si µ es una medida de Borel compleja, entonces existe una función de borel

compleja h con |h| = 1 tal que dµ = h d|µ| (ver [8], Theorem. 6.12, p. 126). Es por esto que

es razonable definir la integral con respecto a una medida compleja µ por∫
fdµ =

∫
fh d|µ|.

2. Análisis Funcional

Los operadores que consideramos en el presente trabajo estarán definidos en espacios de

Hilbert. Por esta razón dedicaremos esta sección a repasar aspectos generales de la teoŕıa de

espacios de Hilbert y operadores lineales y acotados.

Sea H un espacio vectorial complejo. Un producto interno en H es una función 〈·, ·〉 :

H ×H → C tal que para todo x, y, z ∈H y λ ∈ C se cumple:

a) 〈x, y〉 = 〈y, x〉,

b) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉,

c) 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉

d) 〈x, x〉 ≥ 0,

e) 〈x, x〉 = 0 si, y solo si, x = 0.

El par (H , 〈·, ·〉) se denomina espacio con producto interno.

Todo espacio con producto interno puede ser normado definiendo ‖ · ‖ : H → [0,∞) por

‖x‖ = 〈x, x〉1/2.

Para x, y ∈H se cumple que |〈x, y〉| 6 ‖x‖‖y‖. La desigualdad anterior se conoce como

la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial con producto interno que es completo

con respecto a la norma asociada al producto interno.
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En un espacio con producto interno H tenemos la noción de ortogonalidad: si x, y ∈H

son tales que 〈x, y〉 = 0 decimos que x e y son ortogonales.

Si M es un subespacio de un espacio de Hilbert H . El complemento ortogonal de M es

el conjunto:

M⊥ = {x ∈H : 〈x, y〉 = 0 para todo y ∈M }.

Teorema 1.16. Sea H un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado de H . En-

tonces

H = M ⊕M⊥.

Corolario 1.17. Si M es un subespacio cerrado de H , entonces (M⊥)⊥ = M .

Definición 1.18. Un subconjunto E de un espacio de Hilbert H es una base ortonormal

de H si cumple que

a) Para todo e ∈ E , ‖e‖ = 1;

b) Si e1, e2 ∈ E y e1 6= e2 entonces 〈e1, e2〉 = 0;

c) E es maximal.

El siguiente teorema es una aplicación del Lema de Zorn:

Teorema 1.19. Todo espacio de Hilbert H no trivial tiene una base ortonormal. En

particular, si H es separable, tiene una base ortonormal numerable.

Ejemplo 1.20. Para cada n ∈ Z, sea en(t) = e2πint. El conjunto {en}n∈Z es una base

ortonormal de L2[0, 1].

Ahora procederemos a definir un funcional lineal y acotado f : H → C, ya que es

necesario para enunciar el Teorema de representación de Riesz.

Definición 1.21. Sea H un espacio de Hilbert. Un funcional f : H → C es lineal si

satisface que

f(λx+ y) = λf(x) + f(y)

para todo x, y ∈H y λ ∈ C. Si además, existe una constante c > 0 tal que

|f(x)| 6 c‖x‖

para todo x ∈H , entonces f es un funcional acotado.
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Teorema 1.22 (Teorema de representación de Riesz). Si f : H → C es un

funcional lineal y acotado, entonces existe un único vector x0 ∈ H tal que f(x) = 〈x, x0〉

para todo x ∈H . Más aún, ‖f‖ = sup‖x‖61 |f(x)| = ‖x0‖.

Para la demostración del teorema anterior ver [3], Theorem. 3.4, p. 13.

La siguiente definición establece un criterio para decidir si un par de espacios de Hilbert

pertenecen a la misma clase.

Definición 1.23. Sean H y K dos espacios de Hilbert. Diremos que un operador lineal

U : H → K es un isomorfismo isométrico, o simplemente, un isomorfismo entre H y K ,

si es biyectivo y preserva los productos internos, es decir,

〈Ux, Uy〉 = 〈x, y〉

para todo x, y ∈H . En particular, U es una isometŕıa pues ‖Ux‖ = ‖x‖ para todo x ∈H .

En estas condiciones decimos que H y K son (isométricamente) isomorfos.

Se puede verificar fácilmente que este concepto de isomorfismo define una relación de

equivalencia entre espacios de Hilbert. Es importante notar que estos isomorfismos preservan

las caracteŕısticas esenciales de los espacios considerados, como lo son, el producto interno

y la completitud.

Ejemplo 1.24. La transformada de Fourier de L2[0, 1] en `2(Z) es un isomorfismo.

Sea en(t) = e2πint, entonces {en}n∈Z una base para L2[0, 1] y sea U : L2[0, 1] → `2(Z) la

Transformada de Fourier, definida por Uf = f̂ , donde f̂ : Z → C es una función dada por

f̂(n) =
∫ 1

0
f(t)e−2πintdt, el cual es el n-ésimo (n ∈ Z) coeficiente de Fourier de f ∈ L2[0, 1] y

como {en}n∈Z es una base para L2[0, 1] podemos escribir a f como

f =
∞∑

n=−∞

f̂(n)en (1.2)

donde la convergencia de la serie es con respecto a la norma del espacio L2[0, 1].
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Además, U satisface que ‖Uf‖ = ‖f‖ por la identidad de Parseval (Ver [3], Theorem

5.4, p. 20). U es lineal ya que para f, g ∈ L2[0, 1], n ∈ Z y λ ∈ C tenemos:

̂(λf + g)(n) =

∫ 1

0

(λf + g)(t)e−2πintdt =

∫ 1

0

λf(t)e−2πintdt+

∫ 1

0

g(t)e−2πintdt

= λ

∫ 1

0

f(t)e−2πintdt+

∫ 1

0

g(t)e−2πintdt

= λf̂(n) + ĝ(n)

= (λf̂ + ĝ)(n)

Por lo anterior, tenemos que U(λf + g) = λUf + Ug.

Ahora bien, si {αn} ∈ `2(Z) tal que αn = 0 para todo n ∈ Z excepto una cantidad finita,

entonces f =
∞∑

n=−∞

αnen ∈ L2[0, 1] y por (1.2) tenemos que f̂(n) = αn para todo n ∈ Z, es

decir, Uf = {αn}, esto significa que el Ran(U) es denso en `2(Z). Pero U es una isometŕıa

(‖Uf‖ = ‖f‖) por lo tanto Ran(U) es cerrado, lo que implica que U es sobreyectivo.

Ahora, dada una familia numerable de espacios de Hilbert {Hi}i∈N queremos definir su

suma directa de forma tal que el espacio obtenido sea también un espacio de Hilbert.

Definición 1.25. Sean {Hi}i∈N una familia de espacios de Hilbert. La suma directa de

{Hi}i∈N se define por

H =
∞⊕
i=1

Hi :=

{
{hi}∞i=1

∣∣∣∣∣hi ∈Hi para todo i ∈ N y
∞∑
i=1

‖hi‖2 <∞

}
.

Proposición 1.26. Si H es la suma directa de una sucesión de espacios de Hilbert

{Hi}i∈N, entonces la fórmula

〈h, g〉 =
∞∑
i=1

〈hi, gi〉

para h = {hi}∞i=1 ∈H y g = {gi}∞i=1 ∈H , define un producto interno en H . Más aún, H

es un espacio de Hilbert con respecto a este producto.

Observación 1.27. Si H =
∞⊕
i=1

Hi , cada espacio de Hilbert Hi puede ser visto como

un subespacio de H si identificamos los elementos de Hi con sucesiones que tienen ceros

en todas las posiciones salvo en el lugar i-ésimo. De este modo, tenemos que para i 6= j los
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espacios Hi y Hj son ortogonales con respecto al producto interno dado en la Proposición

1.26.

Nos interesa estudiar ahora la teoŕıa general de operadores en espacios de Hilbert. De

aqúı en adelante H denotará un espacio de Hilbert.

Definición 1.28. Un operador T : H →H es lineal y acotado si

a) T (λx+ y) = λT (x) + T (y) para todo x, y ∈H y λ ∈ C,

b) Existe una constante M > 0 tal que ‖T (x)‖H 6M‖x‖H para todo x ∈H .

Denotamos al conjunto de todos los operadores lineales y acotados en H por B(H ),

esto es,

B(H ) = {T : H →H | T es lineal y acotado}.

Se define la norma de un operador T ∈ B(H ) como

‖T‖ = sup
‖x‖=1

‖Tx‖.

Esta norma convierte a B(H ) en un espacio de Banach.

En B(H ) se pueden definir varias topoloǵıas dependiendo de la base de entornos consi-

derada:

Definición 1.29.

a) La topoloǵıa uniforme en B(H ) tiene la base de entornos

U(T, ε) = {S ∈ B(H ) : ‖S − T‖ < ε}.

para T ∈ B(H ) y ε > 0.

b) La topoloǵıa fuerte (SOT) en B(H ) tiene la base de entornos

F (T, ε, x) = {S ∈ B(H ) : ‖S(x)− T (x)‖H < ε}.

para T ∈ B(H ), ε > 0 , x ∈H .

c) La topoloǵıa débil (WOT) en B(H ) tiene la base de entornos

D(T, ε, x, y) = {S ∈ B(H ) : |〈S(x), y〉 − 〈T (x), y〉| < ε}.

para T ∈ B(H ), ε > 0, x, y ∈H .

La definición anterior nos permite tener las siguientes nociones de convergencia en B(H ).
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Proposición 1.30. Sean {Tn}n∈N ∈ B(H ) y T ∈ B(H ). Entonces

a) {Tn}n∈N converge uniformemente a T si y solo si ĺım
n→∞

‖Tn − T‖ = 0.

b) {Tn}n∈N converge en la topoloǵıa fuerte a T si y solo si ĺım
n→∞

‖Tn(x)−T (x)‖ = 0 para

todo x ∈H .

c) {Tn}n∈N converge débilmente a T si y solo si ĺım
n→∞
〈Tnx, y〉 = 〈Tx, y〉 para todo x, y ∈

H .

Veremos al final de esta sección que la siguiente definición de adjunto de un operador

permite dotar a B(H ) de una estructura más robusta y es la de ser una C∗-álgebra.

Definición 1.31. El adjunto de un operador T ∈ B(H ), que se denota por T ∗, es el

único operador en B(H ) tal que 〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 para todo x, y ∈H y además su norma

coincide con la norma de T , i.e. ‖T‖ = ‖T ∗‖.

La definición anterior permite clasificar los operadores en B(H ) de la siguiente manera.

Definición 1.32. Si T ∈ B(H ). Se dice que

a) T es normal si, T ∗T = TT ∗,

b) T es auto-adjunto si, T = T ∗,

c) T es unitario si, T ∗T = I = TT ∗,

d) T es proyección si, T 2 = T .

Queremos definir ahora la suma directa de operadores, pero antes el siguiente teorema

nos da la hipótesis necesaria para que dicho operador esté bien definido.

Teorema 1.33. Sea {Hi}∞i=1 una colección de espacios de Hilbert y sea H =
∞⊕
i=1

Hi.

Supongamos que {Ti}∞i=1 es una familia de operadores tales que Ti ∈ B(Hi) para cada i ∈ N.

Entonces existe un operador acotado T : H → H tal que Th = {Tihi}∞i=1 para todo h =

{hi}∞i=1 ∈H si y solo si supi∈N ‖Ti‖ <∞.

Demostración. Supongamos que supi∈N ‖Ti‖ = C < ∞. Sea h = {hi}i∈N ∈ H un

elemento arbitrario, entonces

‖Th‖2
H = ‖{Tihi}i∈N‖2

H =
∞∑
i=1

‖Tihi‖2
Hi
6

∞∑
i=1

‖Ti‖2||hi||2Hi
= C2

∞∑
i=1

‖hi‖2
Hi

= C2‖h‖2
H .

Aśı, ‖Th‖H 6 C‖h‖H . Por lo que concluimos que T es un operador acotado.
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Ahora bien, fijamos j ∈ N y eligimos hj ∈ Hj, hj 6= 0. Sea h = {hi}i∈N, tal que hi = 0

para todo i 6= j, entonces

‖Tjhj‖ =

(
∞∑
i=1

‖Tihi‖2

)1/2

= ‖Th‖ 6 ‖T‖‖h‖ = ‖T‖‖hj‖.

Tomando supremo sobre los hj ∈Hj tal que ‖hj‖ = 1 obtenemos que

‖Tj‖ = sup
‖hj‖=1

‖Tjhj‖ 6 ‖T‖.

Ahora tomando supremo sobre los j ∈ N, concluimos que

sup
j∈N
‖Tj‖ 6 ‖T‖ <∞.

Finalmente, se puede deducir por ambas implicaciones que:

‖T‖ = sup
j∈N
‖Tj‖.

�

Definición 1.34. Sean {Hi}i∈N una familia de espacios de Hilbert y {Ti}i∈N una familia

de operadores tal que Ti ∈ B(Hi) para todo i ∈ N y supi∈N ‖Ti‖ < ∞. El operador suma

directa de {Ti}i∈N es el operador T :
∞⊕
i=1

Hi →
∞⊕
i=1

Hi definido por

Th = {Tihi}i∈N para h = {hi}i∈N ∈
∞⊕
i=1

Hi.

Además, si llamamos H =
∞⊕
i=1

Hi tenemos que T ∈ B (H ) y ‖T‖ = supi∈N ‖Ti‖.

Observación 1.35. Un operador suma directa T se suele denotar como T =
∞⊕
i=1

Ti,

además para todo i ∈ N es usual usar la notación T |Hi
para referirse al operador Ti definido

en el correspondiente espacio de Hilbert Hi.

A continuación procederemos a definir cuando dos operadores son unitariamente equiva-

lentes. Haremos énfasis en esta definición, ya que este concepto aparecerá a lo largo de todo

el trabajo.

Definición 1.36. Sean H ,K dos espacios de Hilbert, T ∈ B(H ) y S ∈ B(K ). Se dice

que T y S son unitariamente equivalentes si existe un isomorfismo isométrico U : H → K

tal que UTU−1 = S, esto se denota por T ∼= S.
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Ahora introducimos las definiciones de álgebra, álgebra de Banach y álgebra C∗ con el

propósito de desarrollar en el siguiente caṕıtulo algunos aspectos de la teoŕıa espectral de

operadores en espacios de Hilbert.

Definición 1.37. Un álgebra A es un espacio vectorial sobre C con una operación de

multiplicación P : A×A → A, P (a, b) = ab que satisface las siguientes propiedades:

a) a(bc) = (ab)c

b) a(b+ c) = ab+ ac

c) (a+ b)c = ac+ bc

d) α(ab) = (αa)b = a(αb)

para todo a, b, c ∈ A y α ∈ C.

Definición 1.38. Un álgebra de Banach A es un álgebra que tiene una norma con

respecto a la cual es un espacio de Banach y tal que para todo a, b ∈ A se satisface la

siguiente desigualdad:

‖ab‖ 6 ‖a‖‖b‖.

Si además A tiene unidad e, entonces ‖e‖ = 1.

Definición 1.39. Sea A un álgebra de Banach, una aplicación ϕ : A → A, ϕ(x) = x∗

es llamada involución en A si cumple con las siguientes propiedades para todo x, y ∈ A y

λ ∈ C

a) (x+ y)∗ = x∗ + y∗

b) (λx)∗ = λx∗

c) (xy)∗ = y∗x∗

d) x∗∗ = x

Definición 1.40. Una C∗-álgebra es un álgebra de Banach A con una involución x 7→ x∗

que satisface

‖xx∗‖ = ‖x‖2,

para todo x ∈ A.

Definición 1.41. Dada una C∗-álgebra A, la subálgebra generada por un elemento

x ∈ A se define como la clausura del conjunto de todos los polinomios p(x, x∗).
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Si H es un espacio de Hilbert, entonces B(H ) es una C∗-álgebra con identidad (el ope-

rador identidad I : H →H ) considerando el producto como la composición de operadores,

la norma usual de operadores y la involución T 7→ T ∗, donde T ∗ es el adjunto de T . Además,

diremos que una subálgebra A de B(H ) es normal si todos los T ∈ A son operadores

normales.

Definición 1.42. Sea H un espacio de Hilbert y N ∈ B(H ) un operador normal.

Denotamos por C∗(N) a la C∗-álgebra generada por N , la cual se define como la clausura

de todos los polinomios en I, N y N∗.

Una definición más especifica de la C∗-álgebra generada por N se puede ver en el libro

de W. Arveson ([6], Definition 1.1, p. 1).



Caṕıtulo 2

Teoŕıa espectral para operadores en espacios de Hilbert

En este caṕıtulo desarrollamos la teoŕıa necesaria para enunciar y demostrar el Teorema

espectral para operadores normales (acotados), el cual provee una caracterización completa

de los operadores normales en espacios de Hilbert a través de su espectro, y generaliza el

concepto de diagonalización de una transformación lineal normal en espacios de dimensión

finita.

La primera parte está dedicada a dar algunas definiciones y resultados sobre funciones

anaĺıticas. Seguidamente definimos el espectro de un operador y demostramos algunas de sus

propiedades más importantes. Luego, presentamos algunos aspectos de la teoŕıa de álgebras

de Banach conmutativas e ideales maximales con el objetivo de definir la transformada de

Gelfand, que jugará un papel fundamental en la demostración del teorema principal del

caṕıtulo.

El Teorema espectral para operadores normales se deduce principalmente de la estructura

de C∗-álgebra del espacio B(H ), espećıficamente del Teorema de Gelfand-Naimark que

caracteriza las C∗-subálgebras conmutativas de B(H ). Cabe mencionar que este teorema se

puede enunciar en el contexto de álgebras de Banach generales (ver [7]), pero para nuestro

propósito lo presentamos en el contexto del álgebra de operadores lineales y acotados.

El principal objetivo de este caṕıtulo es brindar una herramienta fundamental, como lo

es el Teorema espectral para operadores normales en espacios de Hilbert, para luego en el

próximo caṕıtulo dar una caracterización de los operadores normales que son unitariamente

equivalentes. Dicho teorema permitirá asociarle a cada operador normal una colección de

objetos de forma tal que dos operadores son unitariamente equivalentes si y solo si estos

objetos son equivalentes en cierto sentido.

19
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1. Espectro de un operador

Antes de dar la definición de espectro de un operador damos algunas definiciones y

resultados de la teoŕıa de funciones anaĺıticas.

Definición 2.1. Sea f : G → C con G un subconjunto abierto de C. La derivada de f

en z0 ∈ G se define por

f ′(z0) = ĺım
h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h

diremos que f es anaĺıtica en G si tiene derivada continua en G. Se dice que f es una función

entera si f es anaĺıtica en todo el plano complejo.

Teorema 2.2 (Liouville). Una función acotada que es anaĺıtica en todo el plano com-

plejo es constante.

Demostración. Ver [8], Theorem 10.23 ,p. 213. �

Observación 2.3. Si X es un espacio de Banach y G una región en C, se define la

derivada de f : G→X en z0, como ĺım
h→0

h−1[f(z0 +h)−f(z0)] siempre que este ĺımite exista

con respecto a la norma asociada al espacio de Banach, y diremos que f es anaĺıtica si f

tiene derivada continua en G.

A continuación definiremos el espectro de un operador, esta definición es clave en la teoŕıa

espectral y además enunciaremos algunas de sus propiedades.

Definición 2.4. Sea H un espacio de Hilbert y T ∈ B(H ). El espectro de T se define

como

σ(T ) = {λ ∈ C : (λI − T ) no es invertible en B(H )}

= {λ ∈ C : ker(λI − T ) 6= 0 o Ran(λI − T ) 6= H }.

El conjunto ρ(T ) = C \ σ(T ) se conoce como resolvente de T .

Observación 2.5. El espectro también se puede definir para un elemento a de un álgebra

de Banach (con identidad) general A, como

σ(a) = {λ ∈ C : λe− a no es invertible en A}.

donde e es el elemento identidad (con respecto al producto) de A.
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El espectro de un operador es un conjunto no vaćıo, cerrado y acotado de C, es decir,

compacto. Para ver esto necesitamos los siguientes resultados.

Lema 2.6. Si T ∈ B(H ) tal que ‖T − I‖ < 1, entonces T es invertible.

Demostración. Sea S ∈ B(H ) dado por S = I − T , entonces ‖S‖ = r < 1, por

hipótesis. Sabemos que se cumple que ‖S2‖ 6 ‖S‖2, por lo tanto por inducción sobre n es

sencillo ver que ‖Sn‖ 6 ‖S‖n = rn, entonces
∑∞

n=1 ‖Sn‖ < ∞, entonces existe un M ∈

B(H ), tal que M =
∑∞

n=1 S
n, esto último por la completitud de B(H ).

Ahora bien, si Mn = I +S+S2 + . . .+Sn, veamos cual es el resultado de la composición

de Mn con I − S:

Mn(I − S) = (I + S + S2 + . . .+ Sn)− (I + S + S2 + . . .+ Sn).S

= (I + S + S2 + . . .+ Sn)− (S + S2 + . . .+ Sn + Sn+1)

= I − Sn+1

Pero recordemos que ‖Sn+1‖ 6 rn+1 < 1 por lo que Sn+1 → 0 cuando n→∞. Entonces

M(I − S) = ĺım
n→∞

Mn(I − S) = ĺım
n→∞

(I − Sn+1) = I.

lo que es análogo para (I − S)M . Aśı (I − S) es invertible y su inversa viene dada por

M =
∑∞

n=1 S
n. Finalmente, tenemos que

I − S = I − (I − T ) = T

es decir, T es invertible. �

El siguiente teorema establece que el conjunto de todos los elementos invertibles de

B(H ) es abierto y la aplicación que manda cada elemento en su inverso es continua, estas

son propiedades fundamentales para demostrar que el espectro de un operador es un conjunto

compacto.

Teorema 2.7. Sean Gl = {T ∈ B(H ) : T es invertible a izquierda}, Gr = {T ∈

B(H ) : T es invertible a derecha} y G = {T ∈ B(H ) : T es invertible}, entonces Gl, Gr y

G son subconjuntos abiertos de B(H ). Además, la aplicación T 7→ T−1 es continua.
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Demostración. Sean T0 ∈ Gl y S0 ∈ B(H ) fijos tal que S0T0 = I. Sea T ∈ B(H ), si

‖T − T0‖ < ‖S0‖−1, entonces ‖S0T − I‖ = ‖S0(T − T0)‖ < 1. Por el Lema 2.6, M = S0T

es invertible y si N = M−1S0, se tiene que NT = I. Entonces hemos conseguido una bola

abierta de centro T0 y radio ‖S0‖−1, tal que T ∈ {T ∈ B(H ) : ‖T −T0‖ < ‖S0‖−1} ⊆ Gl. Es

decir, Gl es abierto, análogamente Gr es también abierto. Ahora, claramente G = Gl ∩ Gr,

esto debido a que G contiene a los operadores que tienen inverso tanto a derecha como a

izquierda, y como la intersección finita de subconjuntos abiertos es abierto, se concluye que

G es abierto.

Veamos ahora, que la aplicación que manda a T en su inverso T−1 es continua. Para

ello supongamos que existe una sucesión {Tn}∞n=1 tal que Tn → I. Tomando 0 < δ < 1 y

suponiendo que ‖Tn − I‖ < δ, nuevamente por el Lema 2.6 tenemos que

T−1
n = (I − (I − T−1

n )) =
∞∑
k=0

(I − Tn)k = I +
∞∑
k=1

(I − Tn)k.

Por lo tanto,

‖T−1
n − I‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

(I − Tn)k

∥∥∥∥∥
6

∞∑
k=1

‖(I − Tn)‖k

< δ/(1− δ).

Dado ε > 0, entonces δ se puede escoger de manera tal que δ/(1 − δ) < ε, es decir que

‖Tn − I‖ < δ implica que ‖T−1
n − I‖ < ε, aśı ĺım

n→∞
T−1
n = I.

Ahora sea T ∈ G y {Tn}∞n=1 una sucesión de G tal que Tn → T . Entonces T−1Tn → I.

Por el procedimiento anterior, T−1
n T = (T−1Tn)−1 → I.

Finalmente,

T−1
n = (T−1

n T )T−1 → T−1.

�

A continuación demostraremos que el espectro de un operador T es un subconjunto

compacto no vaćıo de C.

Teorema 2.8. Para cada T ∈ B(H )(T 6= 0), el espectro σ(T ) es un subconjunto com-

pacto no vaćıo de C.
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Demostración. Si |λ| > ‖T‖, entonces λI−T = λ(I−T/λ) y ‖T/λ‖ < 1. Por el Lema

2.6, (I − T/λ) es invertible, lo que implica que (λI − T ) es invertible y entonces λ /∈ σ(T ),

es decir que σ(T ) ⊆ {λ ∈ C : |λ| 6 ‖T‖} es acotado.

Ahora bien, sea G el conjunto de todos los operadores invertibles en B(H ). La aplicación

tal que λ→ (λI − T ) es una función continua de C en B(H ). Como G es abierto y ρ(T ) es

la imagen inversa de G a través de la aplicación continua, sucede que ρ(T ) es abierto, lo que

significa que σ(T ) cerrado, por lo tanto compacto.

Para ver que σ(T ) 6= ∅ definimos F : ρ(T )→ B(H ) como F (λ) = (λI−T )−1 y usamos la

identidad M−1−N−1 = M−1(N−M)N−1 para M,N ∈ B(H ). Tomando M = ((λ+h)I−T )

y N = (λI − T ), donde λ ∈ ρ(T ), h 6= 0 ∈ C y λ+ h ∈ ρ(T ) obtenemos que:

F (λ+ h)− F (λ)

h
=

((λ+ h)I − T )−1(−h)(λI − T )−1

h

= −((λ+ h)I − T )−1(λI − T )−1.

Como ((λ+ h)I − T )−1 → (λI − T )−1 cuando h→ 0, se tiene que F ′(λ) existe y es tal que

F ′(λ) = −(λI − T )−2.

Aśı pues F ′ : ρ(T )→ B(H ) es continua, por lo que F es anaĺıtica en ρ(T ) por la Observación

2.3. Ahora bien, por el Lema 2.6 si |λ| > ‖T‖, entonces F (λ) = λ−1(I − T/λ)−1, pero si

λ→∞ se tiene que (I−T/λ)→ I por lo que también sucede que (I−T/λ)−1 → I. Entonces

F (λ)→ 0 si λ→∞.

Por lo tanto, si suponemos que ρ(T ) = C, entonces F es una función entera que tiende

a cero en el infinito. Lo que implica por el Teorema 2.2, que F es constante, lo cual es una

contradicción ya que F ′(λ) 6= 0, para todo λ ∈ C. Es decir, ρ(T ) 6= C o lo que es análogo

σ(T ) 6= ∅. �

Procedemos a definir otra propiedad del espectro de un operador que conoceremos como

el radio espectral.

Definición 2.9. Sea T ∈ B(H ). El radio espectral de T se denota por r(T ) y está

definido como

r(T ) = sup{|λ| : λ ∈ σ(T )}.
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Como σ(T ) 6= ∅ y acotado, r(T ) está bien definido y es finito. Además, como σ(T ) es

compacto, este supremo es alcanzado, por lo que es máximo. El siguiente teorema da otra

caracterización del radio espectral.

Teorema 2.10. Si T ∈ B(H ), entonces el siguiente ĺımite existe y

r(T ) = ĺım
n→∞

‖T n‖1/n.

Además, como ‖T n‖ 6 ‖T‖n, para todo n ∈ N, tenemos que

r(T ) = ĺım
n→∞

‖T n‖1/n 6 ĺım
n→∞

‖T‖n/n = ‖T‖.

Demostración. Ver [7], Theorem 10.13 ,p. 253. �

2. Álgebras de Banach

Los siguientes resultados se pueden enunciar para cualquier álgebra de Banach conmu-

tativa con identidad. Sin embargo, para el objetivo de este trabajo nos restringiremos a

subálgebras de Banach conmutativas de B(H ).

Definición 2.11. Sea A ⊂ B(H ) una subálgebra conmutativa que contiene al operador

identidad I. Un subconjunto M de A se dice ideal si:

a) M es un subespacio vectorial de A.

b) M absorbe el producto, es decir, si T ∈M y S ∈ A, entonces TS ∈M.

M es un ideal maximal si es un ideal propio de A que no está contenido en ningún otro

ideal propio.

Ningún ideal propio de A puede contener algún elemento invertible.

Definición 2.12. Sea A ⊂ B(H ) una subálgebra conmutativa que contiene al operador

identidad I. Se dice que h : A → C es un homomorfismo complejo si h es un funcional no

nulo y h(TS) = h(T )h(S) para todo T, S ∈ A.

Habiendo definido lo que es un homomorfismo complejo nos centraremos en el conjunto de

todos los homomorfismos complejos de A, que denotaremos por F . Además, enunciaremos

un teorema que nos brinda una serie de propiedades acerca de este conjunto F . Pero antes,

vamos a presentar y demostrar el teorema de Gelfand-Mazur.
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Teorema 2.13 (Gelfand-Mazur). Si A es un álgebra de Banach sobre C con iden-

tidad en la cual cada elemento distinto de cero tiene inverso multiplicativo. Entonces A es

isométricamente isomorfo a C.

Demostración. Observemos que si α1, α2 ∈ C son tales que α1 6= α2 y a ∈ A, entonces

a lo sumo uno de los elementos α1e − a ó α2e − a es cero. Luego, al menos uno de ellos es

invertible.

Como σ(a) es no vaćıo, se sigue que σ(a) consta exactamente de un elemento, digamos

α(a) para cada a ∈ A. Además, como α(a)e− a es no invertible, se tiene que α(a)e− a = 0,

es decir, que α(a)e = a.

Por lo tanto, la aplicación ψ : A −→ C, dada por ψ(a) = α(a) es un isomorfismo por

construcción y

|ψ(a)| = |α(a)| = ‖α(a)e‖ = ‖a‖.

�

El siguiente teorema da una correspondencia uno a uno entre todos los ideales maxi-

males de una subálgebra de Banach conmutativa A de B(H ) y el conjunto de todos los

homomorfismos complejos de A.

Teorema 2.14. Sea A una subálgebra de Banach conmutativa de B(H ) que contiene

al operador identidad y sea F el conjunto de todos los homomorfismos complejos de A.

Entonces

a) Todo ideal maximal de A es el kernel de algún h ∈ F .

b) Si h ∈ F , entonces el kernel de h es un ideal maximal de A.

c) Un elemento T ∈ A es invertible si y solo si h(T ) 6= 0 para todo h ∈ F .

d) Un elemento T ∈ A es invertible si y solo si T no pertenece a ningún ideal propio de

A.

e) λ ∈ σ(T) si y solo si h(T ) = λ para algún h ∈ F .

Demostración.

a) Sea A una subálgebra conmutativa yM un ideal propio cerrado de A, entonces A/M

es un álgebra de Banach con respecto a la norma ‖T +M‖ = ı́nf
M∈M

‖T −M‖. En
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efecto, veamos que la operación multiplicación en A/M dada por

(T +M)(S +M) = TS +M.

está bien definida. Si T − T ′ ∈M y S − S ′ ∈M, entonces la identidad

T ′S ′ − TS = T ′S ′ − TS ′ + TS ′ − TS = (T ′ − T )S ′ + T (S ′ − S)

pertenece a M por ser ideal propio, pues, absorbe el producto. Luego, T ′S ′ +M =

TS +M. Además, si T, S ∈ A y M,N ∈M, implica que

(T +M)(S +N) = TS + (TN +MS +MN) ∈ TS +M.

Entonces,

‖(T +M)(S +M)‖ = ‖TS +M‖ 6 ‖(T +M)(S +N)‖ 6 ‖T +M‖‖S +N‖.

Tomando ı́nfimos sobre M,N ∈M, se obtiene que

‖(T +M)(S +M)‖ 6 ‖T +M‖‖S +M‖.

Más aún, la aplicación π : A → A/M, dada por π(T ) = T +M, es un homomor-

fismo, pues:

π(T + S) = (T + S) +M = (T +M) + (S +M) = π(T ) + π(S)

π(λT ) = λT +M = λ(T +M) = λπ(T )

π(TS) = TS +M = (T +M)(S +M) = π(T )π(S).

Finalmente, si I es el operador identidad en A, entonces π(I) = I +M es el

operador identidad en A/M. Además, ‖I +M‖ 6 ‖I +M‖2 por ser álgebra de

Banach, con lo cual

1 6 ‖I +M‖.

Pero, sabemos por como se define la norma que ‖π(T )‖ 6 ‖T‖ para todo T ∈ A. Por

lo tanto

‖π(I)‖ 6 ‖I‖ = 1.

Lo que demuestra que ‖I +M‖ = 1.

Ahora bien, sea T ∈ A con T /∈M y consideremos el conjunto

J = {ST +M : S ∈ A y M ∈M}.
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Entonces J es un ideal de A y M ( J , lo cual se ve tomando S = I y M = 0.

Como M es maximal se tiene que J = A y ST + M = I, para ciertos S ∈ A y

M ∈M.

Luego, si π : A −→ A/M, tenemos

π(I) = π(ST +M) = π(S)π(T ) + π(M) = π(S)π(T ).

Como A es conmutativa se tiene que:

π(I) = π(S)π(T ) = π(T )π(S).

Por lo tanto, π(T ) es invertible en A/M, para todo T /∈ M, por el Teorema 2.13

existe un isomorfismo isométrico φ de A/M en C.

Sea h = φ ◦ π, entonces h ∈ F . En efecto,

h : A π−→ A/M φ−→ C.

Aśı, h es no nulo, lineal y preserva el producto, por ser composición de funciones

con estas propiedades. Por lo tanto h(I) = 1 y además

ker(h) = {T ∈ A : h(T ) = 0} = {T ∈ A : φ(π(T )) = 0} =M.

Recordando que la última igualdad se cumple, ya que φ es inyectiva, por lo que

ker(φ) = {0} y aśı π(T ) = 0.

b) Si h ∈ F , entonces ker(h) = h−1({0}) es un ideal de A, ya que h es un homomorfismo

y h(TS) = h(T )h(S) = 0, para T ∈ ker(h) (h(T ) = 0). Aśı TS ∈ ker(h). Por lo que

ker(h) es un ideal. Veamos que es maximal, supongamos que ker(h) ( A, entonces

existe T1 ∈ A \ ker(h) tal que h(T1) 6= 0 y escogiendo T0 = T1

h(T1)
obtenemos que

h(T0) = 1, es decir, T0 /∈ ker(h). Sea T ∈ A un elemento arbitrario. Entonces

T − h(T ).T0 ∈ ker(h).

Aśı, para T ∈ A tenemos que

A = ker(h) + {λT0 : λ ∈ C}.

Lo que implica que la codimensión del ker(h) es igual a 1, es decir, que no existe otro

ideal propio de A que contenga al ker(h). Por lo tanto es maximal.
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c) Sea T ∈ A invertible y h ∈ F , entonces h(T ) 6= 0, para todo h ∈ F , pues 1 = h(I) =

h(TT−1) = h(T )h(T−1).

Ahora, si T no es invertible, entonces el conjunto {ST : S ∈ A} es un ideal propio

de A ya que no contiene a I. Luego, dicho conjunto esta contenido en algún ideal

maximal de A, entonces por el ı́tem (a) existe h ∈ F tal que h(T ) = 0.

d) Ningún ideal propio contiene operadores invertibles. Si T no pertenece a ningún ideal

propio, en particular no pertenece a ningún ideal maximal. Por (a) se tiene que

h(T ) 6= 0, para toda h ∈ F . Lo cual implica, por el ı́tem (c), que T es invertible.

e) Si λ ∈ σ(T ), ocurre que (λI − T ) no es invertible, por (c), h(λI − T ) = 0 para algún

h ∈ F , lo que implica que h(T ) = λ, para algún h ∈ F . El rećıproco funciona en

cada implicación.

�

Ahora procederemos a definir la Transformada de Gelfand de una subálgebra conmuta-

tiva A de B(H ) que contiene al operador identidad. La transformada de Gelfand es una

aplicación mediante la cual se identifica a A con una subálgebra de un espacio de funciones

continuas.

Definición 2.15 (Transformada de Gelfand). Sea F el conjunto de todos los homo-

morfismos complejos de una subálgebra de Banach conmutativa A de B(H ). La Transfor-

mada de Gelfand de T ∈ A se define como T̂ : F → C,

T̂ (h) = h(T )

para h ∈ F .

Sea Â = {T̂ : T ∈ A}. La topoloǵıa de Gelfand de F es la topoloǵıa débil generada por

Â, esto es, la menor topoloǵıa que hace continuas a todas las funciones T̂ . Entonces Â está

contenida en C(F ,C) que es el álgebra de todas las funciones continuas de F en C, es decir,

Â es una subálgebra.

Por el Teorema 2.14 sabemos que existe una correspondencia uno a uno entre los ideales

maximales de A y los elementos de F , por esta razón al conjunto F junto con la topoloǵıa

de Gelfand se le llama espacio de ideales maximales de A, y a la aplicación T 7−→ T̂ se le

llama Transformada de Gelfand de A en Â.
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Definición 2.16. Sea A una subálgebra de Banach conmutativa de B(H ). El radical

de A, denotado por rad(A), es la intersección de todos los ideales maximales de A. Si

rad(A) = {0}, A se llama semisimple.

Teorema 2.17. Sea A una subálgebra de Banach conmutativa de B(H ) y F el espacio

de ideales maximales de A. Entonces

a) F es un espacio de Hausdorff compacto.

b) La transformada de Gelfand es un homomorfismo de A en la subálgebra Â de C(F ,C),

cuyo kernel es rad(A). La transformada de Gelfand es un isomorfismo si y solo si A

es semisimple.

c) Para cada T ∈ A, el rango de T̂ es σ(T ) y

‖T̂‖∞ = r(T ) 6 ‖T‖

Además, T ∈ rad(A) si y solo si r(T ) = 0.

Demostración. La demostración del ı́tem (a) se puede ver en detalle en ([7], Theorem

11.9, p.280).

Ahora bien, para ver el ı́tem (b) y (c), sean T, S ∈ A, α ∈ C y h ∈ F . Entonces

̂(T + S)(h) = h(T + S) = h(T ) + h(S) = T̂ (h) + Ŝ(h)

(̂αT )(h) = h(αT ) = αh(T ) = αT̂ (h)

(̂TS)(h) = h(TS) = h(T ).h(S) = T̂ (h)Ŝ(h)

Aśı, T 7→ T̂ es un homomorfismo y su kernel es el conjunto

{T ∈ A : T̂ = 0}. (2.1)

Pero, si T̂ = 0 es necesario y suficiente que T̂ (h) = h(T ) = 0 para todo h ∈ F , es decir,

T ∈ ker(h) para todo h ∈ F , más aún, T ∈
⋂
h∈F ker(h). Por el Teorema 2.14 y la definición

2.16, se tiene que rad(A) =
⋂
h∈F ker(h). Por lo tanto, T ∈ rad(A).

Ahora bien, si λ ∈Ran(T̂ ), entonces λ = T̂ (h) = h(T ) para algún h ∈ F . Aśı, por el

ı́tem (e) del Teorema 2.14 se tiene que λ ∈ σ(T ), el rećıproco también vale. Además,

‖T̂‖∞ = sup
h∈F
|T̂ (h)| = sup

α∈σ(T )

|α| = r(T ) 6 ‖T‖.
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Entonces, si r(T ) = 0, por lo anterior tenemos que ‖T̂‖∞ = 0, es decir, T̂ = 0, pero ya vimos

que si T̂ = 0 es necesario y suficiente que T ∈ rad(A). �

Enunciaremos ahora el teorema de Gelfand-Naimark, pero antes recordaremos el teorema

de Stone-Weirestrass.

Teorema 2.18. Sea X un espacio de Hausdorff compacto. Sea A una subálgebra de

C(F ,C) que separa puntos de X, contiene a las funciones constantes y es estable con respecto

a la conjugación. Entonces A es denso en C(F ,C).

Demostración. Ver [7], Theorem 5.7,p 122. �

Teorema 2.19 (Gelfand-Naimark). Sea A una C∗-subálgebra conmutativa de B(H ),

con espacio de ideales maximales F . Entonces la transformada de Gelfand es un isomorfismo

isométrico de A en C(F ,C) con la propiedad

h(T ∗) = ĥ(T ) (T ∈ A, h ∈ F )

o equivalentemente,

(T ∗)∧ = T̂ (T ∈ A).

Demostración. En esta demostración solo nos centraremos en ver que la transformada

de Gelfand es un isomorfismo isométrico. Para la propiedad, ver ([7], Theorem 11.18, p. 289).

Ahora, Â = {T̂ : T ∈ A} es una subálgebra de C(F ,C) que separa puntos, contiene a

los operadores constantes y es estable por conjugación. Por el teorema de Stone-Weirestrass,

Â es denso en C(F ,C).

Veamos que T 7→ T̂ es isometŕıa. Si T ∈ A y S = TT ∗, entonces S = S∗, lo que significa

que ‖S2‖ = ‖S‖2, haciendo inducción sobre n se sigue que

‖Sm‖ = ‖S‖m, para m = 2n.

Luego

‖Ŝ‖∞ = r(S) = ĺım
n→∞

‖Sn‖1/n = ĺım
m→∞

‖Sm‖1/m = ĺım
m→∞

(‖S‖m)1/m = ‖S‖.

Como S = TT ∗, entonces Ŝ = T̂ T ∗ = T̂ T̂ ∗ = T̂ T̂ = |T̂ |2, luego

‖T̂‖2
∞ = ‖Ŝ‖∞ = ‖S‖ = ‖TT ∗‖ = ‖T‖2.
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Es decir, ‖T̂‖∞ = ‖T‖. El hecho de que la transformada de Gelfand sea una isometŕıa,

implica que Â es cerrado. Concluimos entonces que Â = C(F ,C). �

3. El Teorema Espectral

Ahora introducimos la definición de un tipo de “medida”E que toma valores en el álgebra

de operadores B(H ) en lugar de valores escalares y que llamaremos resolución de la identi-

dad, con el objetivo de definir posteriormente la integral de funciones a valores escalares con

respecto a una medida compleja inducida por E.

Definición 2.20. Sea X un conjunto, Ω una σ-álgebra de subconjuntos de X y H

un espacio de Hilbert. Una resolución de la identidad para (X,Ω,H ) es una aplicación

E : Ω 7−→ B(H ) con las siguientes propiedades:

a) E(∅) = 0 y E(X) = I.

b) Para cada ∆ ∈ Ω, E(∆) es una proyección autoadjunta.

c) E(∆1 ∩∆2) = E(∆1).E(∆2), para todo ∆1,∆2 ∈ Ω.

d) Si ∆1,∆2 ∈ Ω son tales que ∆1 ∩∆2 = ∅, entonces E(∆1 ∪∆2) = E(∆1) + E(∆2).

e) Para cada x, y ∈H , la función de conjuntos Ex,y : Ω 7−→ C definida por

Ex,y(∆) = 〈E(∆)x, y〉, ∆ ∈ Ω, es una medida compleja.

Observación 2.21. Si E es una resolución de la identidad para (X,Ω,H ) y x, y ∈H ,

entonces Ex,y tiene variación total 6 ‖x‖‖y‖.

Veamos el siguiente ejemplo de una resolución de la identidad.

Ejemplo 2.22. Sea X un conjunto compacto, Ω la σ-álgebra de subconjuntos de Borel

de X, µ una medida en Ω y H = L2(µ). Sea E : Ω→ B(L2(µ)) la aplicación que satisface

que para cada ∆ ∈ Ω, E(∆) : L2(µ) → L2(µ) es el operador definido por E(∆)f = f · χ∆.

Entonces E es una resolución de la identidad para (X,Ω, L2(µ)).

Para ver esto, recordemos que la función caracteŕıstica χ∆ definida como:

χ∆(x) =

1 si x ∈ ∆

0 si x /∈ ∆

cumple las siguientes propiedades:
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Si ∆ = ∅, χ∆ ≡ 0,

Si ∆ = X, χ∆ ≡ 1,

Si ∆1, ∆2 ∈ Ω, χ∆1∩∆2(x) = χ∆1(x) · χ∆2(x) para todo x ∈ X,

Si ∆1,∆2 ∈ Ω son tales que ∆1 ∩∆2 = ∅, entonces χ∆1∪∆2(x) = χ∆1(x) + χ∆2(x).

Si {∆n}∞n=1 ⊂ Ω es una sucesión de conjuntos disjuntos dos a dos y ∆ =
⋃∞
n=1 ∆n

entonces χ∆(x) =
∑∞

n=1 χ∆n(x).

Vamos a demostrar esta última propiedad. Sea x ∈ ∆, entonces x ∈ ∆n0 para algún

n0 ∈ N y x /∈ ∆n para todo n 6= n0, pues los ∆n son disjuntos dos a dos. Entonces por

definición de la función caracteŕıstica:

χ∆(x) = 1, χ∆n0
(x) = 1 y χ∆n(x) = 0 ∀ n 6= n0,

Aśı, tenemos que:

χ∆(x) = 1 = χ∆n0
(x) =

∞∑
n=1

χ∆n(x).

Supongamos ahora que x /∈ ∆ =
⋃∞
n=1 ∆n, entonces χ∆(x) = 0 para todo n ∈ N. Por lo

tanto,

χ∆(x) = 0 =
∞∑
n=1

χ∆n(x).

Ahora bien, usando las propiedades anteriores veamos que E cumple con las cinco pro-

piedades de la Definición 2.20.

a) Observamos que E(∅)f = f · χ∅ = f · 0 = 0 y E(X)f = f · χX = f · 1 = f para toda

f ∈ L2(µ). Entonces E(∅) = 0 y E(X) = I.

b) Para cada ∆ ∈ Ω, E(∆) es una proyección autoadjunta. En efecto, si f ∈ L2(µ),

entonces

E(∆)2f = E(∆)(E(∆)f) = E(∆)(f · χ∆) = f · χ∆ · χ∆ = f · χ∆ = E(∆)f.

es decir, E(∆)2 = E(∆). Además, de la definición del producto interno en L2(µ) se

ve fácilmente que E(∆) = E(∆)∗.

c) Para todo ∆1,∆2 ∈ Ω veamos que E(∆1 ∩ ∆2) = E(∆1)E(∆2). Sea f ∈ L2(µ),

entonces:

E(∆1 ∩∆2)f = f · χ∆1∩∆2 = f · χ∆2 · χ∆1 = E(∆1)(f · χ∆2) = E(∆1)E(∆2)f.

Como f es arbitraria se tiene que E(∆1 ∩∆2) = E(∆1)E(∆2).
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d) Sean ∆1,∆2 ∈ Ω tales que ∆1 ∩∆2 = ∅, entonces para f ∈ L2(µ) vale que

E(∆1 ∪∆2)f = f · χ∆1∪∆2 = f · (χ∆1 + χ∆2) = f · χ∆1 + f · χ∆2

= E(∆1)f + E(∆2)f

= (E(∆1) + E(∆2))f,

lo cual implica que E(∆1 ∪∆2) = E(∆1) + E(∆2).

e) Por último veamos que para cada f, g ∈ L2(µ), la función de conjuntos Ef,g : Ω 7−→ C

definida por Ef,g(∆) = 〈E(∆)f, g〉 = 〈f ·χ∆, g〉 con ∆ en Ω, es una medida compleja.

Por a. se sigue que Ef,g(∅) = 0. Es suficiente entonces demostrar que Ef,g es σ-

aditiva. Sea {∆n}∞n=1 una sucesión de subconjuntos de Borel disjuntos dos a dos y

sea ∆ =
⋃∞
n=1 ∆n. Entonces

〈E(∆)f, g〉 = 〈f · χ∆, g〉 =
∞∑
n=1

〈f · χ∆n , g〉 =
∞∑
n=1

〈E(∆n)f, g〉

y por lo tanto, Ef,g(∆) =
∑∞

n=1 Ef,g(∆n). Aśı, Ef,g es σ-aditiva, por lo tanto es una

medida compleja.

Concluimos que E es una resolución de la identidad para (X,Ω, L2(µ)).

Dada una resolución de la identidad E para (X,Ω,H ) vamos a definir el álgebra L∞(E),

para ello es necesario primero dar la definición de rango esencial de una función compleja f

Ω-medible en X.

Definición 2.23. El rango esencial de una función Ω-medible f : X → C, denotado por

Ran ess(f), se define como el subconjunto cerrado más pequeño de C que contiene todos los

valores f(p) para casi todo p ∈ X, espećıficamente,

Ran ess(f) =
⋂{

f(∆) : ∆ ∈ Ω y E(X \∆) = 0
}
.

Definición 2.24. Se dice que f es esencialmente acotada si su rango esencial es acotado.

En ese caso el supremo esencial de f es

‖f‖∞ = sup{|λ| : λ ∈ Ran ess(f)}.

Sea B el conjunto de todas las funciones f : X → C, Ω-medibles y acotadas con la norma

‖f‖ = sup{|f(p)| : p ∈ Ω}.
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Entonces B es un álgebra de Banach y el conjunto N = {f ∈ B : ‖f‖∞ = 0} es un ideal

cerrado de B. Por lo tanto, B/N es un álgebra de Banach y la denotaremos por L∞(E).

Más aún, la norma de una clase [f ] = f+N ∈ L∞(E) es, por definición ‖[f ]‖ = ı́nf
g∈N
‖f+g‖

y esta norma coincide con ‖f‖∞.

Ahora bien, ya sabiendo quién es el álgebra L∞(E) es posible conseguir un isomorfismo

isométrico de L∞(E) en una subálgebra normal A de B(H ), para ello, tenemos el siguiente

teorema.

Teorema 2.25. Si E es una resolución de la identidad, entonces existe un isomorfismo

isométrico Ψ : L∞(E)→ A, donde A es una subálgebra normal de B(H ), tal que Ψ preserva

la involución, es decir, Ψ(f) = (Ψ(f))∗ y

〈Ψ(f)x, y〉 =

∫
X

fdEx,y (x, y ∈H , f ∈ L∞(E)). (2.2)

Demostración. Ver [7], Theorem 12.21, pag. 319. �

Enunciaremos el teorema de representación de Riesz en el contexto de funcionales, ya

que este nos permite conseguir una medida de Borel compleja regular, la cual será necesaria

para la demostración del teorema espectral.

Teorema 2.26 (Representación de Riesz). Sea X un espacio de Hausdorff compacto

y F un funcional lineal y acotado en C(X,C). Entonces existe una única medida de Borel

compleja regular µ tal que

Ff =

∫
X

f dµ

para toda f ∈ C(X,C). Además, la norma de F es la variación total de µ,

‖F‖ = ‖µ‖ = |µ|(X).

Demostración. Ver [8], Theorem 6.19, p. 131. �

La principal afirmación del teorema espectral para operadores normales es que todo

operador normal T ∈ B(H ) induce una resolución de la identidad definida en la σ-álgebra

de Borel de su espectro σ(T ) tal que T se puede representar a partir de E por medio de una

integral.
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Recordemos que al escribir el espectro σ(T ) de un operador T ∈ B(H ) siempre nos

referimos a todo el álgebra B(H ), es decir, λ ∈ σ(T ) si y solo si λI − T no tiene inversa en

B(H ).

El Teorema espectral para operadores normales se obtendrá como un caso particular del

siguiente resultado.

Teorema 2.27. Sea A una subálgebra normal cerrada de B(H ) que contiene al operador

identidad y F el espacio de ideales maximales de A. Entonces,

a) Existe una única resolución de la identidad E definida en la σ-álgebra de Borel de

F que satisface

〈Tx, y〉 =

∫
F

T̂ dEx,y (2.3)

para todo T ∈ A y x, y ∈H , donde T̂ es la transformada de Gelfand de T .

b) La inversa de la transformada de Gelfand, es decir, la aplicación que manda T̂ en

T se puede extender a un isomorfismo isométrico que preserva la involución Φ :

L∞(E)→ B, donde B ⊃ A es una subálgebra cerrada de B(H ), definido por

〈(Φf)x, y〉 =

∫
F

f dEx,y.

c) B es la clausura (en la topoloǵıa de la norma de B(H )) del conjunto de todas las

combinaciones lineales finitas de las proyecciones E(∆).

d) Un operador S ∈ B(H ) conmuta con todo operador T ∈ A si y solo si S conmuta

con toda proyección E(∆).

Demostración. Como B(H ) es un C∗-álgebra y A es una subálgebra normal de

B(H ), se tiene que A es un C∗-álgebra conmutativa. Por el Teorema de Gelfand-Naimark,

la transformada de Gelfand es un isomorfismo isométrico de A en C(F ,C) que preserva la

involución. En particular, como todo elemento de C(F ,C) es la transformada de Gelfand

de algún T ∈ A podemos definir un funcional lineal F : C(F ,C)→ C por

F(T̂ ) = 〈Tx, y〉.

F es acotado, ya que |F(T̂ )| = |〈Tx, y〉| ≤ ‖T‖‖x‖‖y‖ = ‖T̂‖∞‖x‖‖y‖.
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Por el Teorema de representación de Riesz existe una única medida de Borel compleja

regular µx,y tal que

〈Tx, y〉 = F(T̂ ) =

∫
F

T̂ dµx,y (2.4)

para x, y ∈H y T ∈ A.

Ahora, a cada función Borel medible acotada f : F → C le asociamos un operador

Φf ∈ B(H ) que satisface la relación

〈(Φf)x, y〉 =

∫
F

f dµx,y. (2.5)

Si comparamos las ecuaciones (2.4) y (2.5) observamos que ΦT̂ = T , es decir, Φ es una

extensión de la inversa de la transformada de Gelfand.

Φ es lineal: Si f, g son dos funciones Borel medibles acotadas y λ ∈ C entonces

〈Φ(λf + g)x, y〉 =

∫
F

(λf + g) dµx,y = λ

∫
F

f dµx,y +

∫
F

g dµx,y

= λ〈(Φf)x, y〉+ 〈(Φg)x, y〉 = 〈(λ(Φf) + (Φg))x, y〉.

Por el Teorema de Gelfand-Naimark, T es autoadjunto si y solo si T̂ es una función real,

aśı que ∫
F

T̂ dµx,y = 〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 = 〈Ty, x〉 =

∫
F

T̂ dµy,x

y esto implica que µx,y = µy,x. Luego,

〈(Φf)x, y〉 =

∫
F

f dµx,y =

∫
F

f dµy,x = 〈(Φf)y, x〉 = 〈x, (Φf)y〉

para todo x, y ∈H y por lo tanto Φf = (Φf)∗.

Veamos ahora que Φ es multiplicativo, es decir, que

Φ(fg) = (Φf)(Φg)

para f, g funciones Borel medibles acotadas. Si S, T ∈ A entonces (ST )̂= ŜT̂ . Luego,∫
F

ŜT̂ dµx,y = 〈STx, y〉 =

∫
F

Ŝ dµTx,y

esto se cumple para todo Ŝ ∈ C(F ,C). Si reemplazamos Ŝ por una función de Borel acotada

f entonces ∫
F

fT̂ dµx,y =

∫
F

f dµTx,y = 〈(Φf)Tx, y〉 = 〈Tx, z〉 =

∫
F

T̂ dµx,z
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donde z = (Φf)∗y. Si ahora reemplazamos T̂ por g se obtiene

〈Φ(fg)x, y〉 =

∫
F

fg dµx,y =

∫
F

g dµx,z = 〈(Φg)x, z〉

= 〈(Φg)x, (Φf)∗y〉 = 〈(Φf)(Φg)x, y〉

y aśı Φ(fg) = (Φf)(Φg).

Definamos ahora la función E de la siguiente manera: Si ∆ es un subconjunto de Borel

de F y χ∆ es su función caracteŕıstica, definimos

E(∆) = Φ(χ∆).

E(∅) = Φ(0) = 0 y E(F ) = Φ(1) y por (2.4) y (2.5) se tiene que

〈Φ(1)x, y〉 =

∫
F

dµx,y = 〈x, y〉

de donde Φ(1) = I y por lo tanto E(F ) = Φ(1) = I. Si ∆ y ∆′ son dos subconjuntos de

Borel de F entonces

E(∆ ∩∆′) = Φ(χ∆∩∆′) = Φ(χ∆χ∆′) = Φ(χ∆)Φ(χ∆′) = E(∆)E(∆′).

E es finitamente aditiva: Sean ∆1, ...,∆n conjuntos de Borel de F disjuntos dos a dos y

∆ = ∪nk=1∆k. Entonces

〈Φ(χ∆)x, y〉 =

∫
F

χ∆ dµx,y =

∫
∆

dµx,y =
n∑
k=1

∫
∆k

dµx,y =
n∑
k=1

∫
F

χ∆k
dµx,y

=
n∑
k=1

〈Φ(χ∆k
)x, y〉 =

〈
n∑
k=1

Φ(χ∆k
)x, y

〉
para todo x, y ∈H , esto demuestra que E(∆) = Φ(χ∆) =

∑n
k=1 Φ(χ∆k

) =
∑n

k=1E(∆k).

Por último,

Ex,y(∆) = 〈E(∆)x, y〉 = 〈Φ(χ∆)x, y〉 =

∫
F

χ∆ dµx,y =

∫
∆

dµx,y = µx,y(∆)

para x, y ∈ H y todo conjunto de Borel ∆. Como µx,y está únicamente determinada por

(2.4) se sigue entonces que existe una única resolución de la identidad E (como la definimos)

tal que

〈Tx, y〉 =

∫
F

T̂ dEx,y. (2.6)

lo cual demuestra (a).
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Por el Teorema 2.25 existe un isomorfismo isométrico Ψ : L∞(E) → B, donde B es una

subálgebra cerrada de B(H ), que satisface la fórmula

〈(Ψf)x, y〉 =

∫
F

f dEx,y,

pero para toda función f ∈ L∞(E) y x, y ∈H se cumple que

〈(Ψf)x, y〉 =

∫
F

f dEx,y =

∫
F

f dµx,y = 〈(Φf)x, y〉

de donde Ψ = Φ. Esto demuestra (b).

(c) se demuestra usando que toda función f ∈ L∞(E) es ĺımite uniforme de funciones

simples.

Finalmente, demostremos (d). Sean S ∈ B(H ), x, y ∈ H y sea z = S∗y. Para T ∈ A y

cualquier conjunto de Borel ∆ ⊂ F se tiene que

〈STx, y〉 = 〈Tx, z〉 =

∫
F

T̂ dEx,z,

〈TSx, y〉 =

∫
F

T̂ dESx,y,

〈SE(∆)x, y〉 = 〈E(∆)x, z〉 = Ex,z(∆),

〈E(∆)Sx, y〉 = ESx,y(∆).

Luego, ST = TS para todo T ∈ A si y solo si Ex,z(∆) = ESx,y(∆) y esto ocurre si y solo si

SE(∆) = E(∆)S.

Aśı finalizamos la demostración. �

Al hablar de operadores en B(H ), sabemos que si un par de operadores T, S conmutan

entre śı, también conmutarán sus respectivos adjuntos. Sin embargo, lo anterior no implica

que S conmute con T ∗, ya que, esto solo sucede si T es normal y T = S. Más aún, no siempre

sucede esta conmutatividad aunque ambos operadores sean normales. Un hecho interesante

es que si dos operadores T y S en B(H ) conmutan y además alguno de ellos es normal,

entonces śı ocurre que S conmuta con T ∗, es decir, si T es un operador normal y S otro

operador en B(H ) tales que ST = TS, entonces T ∗S = ST ∗. De hecho, el siguiente teorema

es un resultado más general y su demostración se encuentra en [3], Theorem 6.7, p. 278, para

este trabajo se usará en la demostración del Teorema Espectral.
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Teorema 2.28 (Fuglede-Putnam-Rosenblum). Sean M,N, T ∈ B(H ). Si M,N

son normales y MT = TN , entonces M∗T = TN∗.

El teorema espectral es un resultado relevante en la teoŕıa de operadores en espacios de

Hilbert. Nos caracteriza la estructura de los operadores normales a través de su espectro.

Para un operador normal N en un espacio de dimensión finita igual a n el teorema

espectral dice que N puede diagonalizarse, recordemos que en este caso, el espectro del

operador es el conjunto formado por los autovalores de N . Es decir, que si {λ1, λ2, . . . , λn}

son los autovalores de N (repetidos como sus multiplicidades lo indiquen), entonces los

autovectores correspondientes e1, e2, . . . , en forman una base ortonormal para H .

Para distintos {λ1, λ2, . . . , λn} autovalores de N y Ek la proyección ortogonal de H en

el ker(N − λk), para 1 6 k 6 n, el Teorema Espectral (dim(H ) = n) dice que

N =
n∑
k=1

λkEk.

El Teorema Espectral para operadores normales en espacios de Hilbert de dimensión

infinita será una generalización de lo anterior, ya que en dimensión infinita el espectro de N

podŕıa no ser un conjunto discreto y la representación viene dada en términos de una integral

con respecto a una medida compleja determinada por la existencia de una resolución de la

identidad.

Teorema 2.29 (El Teorema Espectral). Si T ∈ B(H ) es un operador normal en-

tonces existe una única resolución de la identidad E definida en los subconjuntos de Borel

de σ(T ) tal que

〈Tx, y〉 =

∫
σ(T )

λ dEx,y(λ) (x, y ∈H ). (2.7)

Además, cada proyección E(∆) conmuta con cada operador S ∈ B(H ) que conmute con

T .

Observación 2.30. Algunas veces será conveniente pensar que E está definida en todo

subconjunto de Borel de C, para ello, hacemos E(∆) = 0 si ∆ ∩ σ(T ) = ∅.

Demostración. Sea A la subálgebra cerrada más pequeña de B(H ) que contiene a I,

T y T ∗. Entonces A es normal porque T lo es. Más aún, A es un C∗-álgebra conmutativa tal
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que los polinomios en T y T ∗ son densos en A. Por lo tanto, existe un isomorfismo isométrico

Ψ : C(σ(T ),C)→ A tal que

(Ψf)̂= f ◦ T̂ .

Además, si f(λ) = λ en σ(T ) entonces Ψf = T y f ◦ T̂ = T̂ .

Por el Teorema 2.27, existe una única resolución de la identidad E definida en los sub-

conjuntos de Borel de F (luego en los subconjuntos de Borel de σ(T )) tal que

〈Tx, y〉 =

∫
F

T̂ (u) dEx,y(u) =

∫
F

(f ◦ T̂ )(u) dEx,y(u) =

∫
σ(T )

f(λ) dEx,y(λ) =

∫
σ(T )

λ dEx,y(λ)

donde la penúltima igualdad se da por el Teorema de Transformación (Ver [1], Teorema de

Transformación, p. 90.) haciendo λ = T̂ (u) y sabiendo que T̂ (F ) = σ(T ).

Por otra parte, si ST = TS, entonces el Teorema 2.28 implica que ST ∗ = T ∗S. Luego, S

conmuta con todo elemento de A. Por (d) del Teorema 2.27, se sigue que SE(∆) = E(∆)S

para todo subconjunto de Borel ∆ ⊂ σ(T ). �

Antes de enunciar el siguiente teorema, es conveniente recordar un poco acerca de la

topoloǵıa débil-*. Sea X un espacio normado sobre C. Se define el dual topológico de X como

el conjunto:

X∗ = B(X,C) = {f : X → C : f es un funcional lineal y acotado}.

Sea J : X → X∗∗ la inmersión natural, dada por J(x) = x∗, donde x∗(f) = f(x) para

toda f ∈ X∗. La topoloǵıa débil-* en X∗ es la topoloǵıa débil generada por J(X), una base

de la topoloǵıa débil-* es:

Base := {N∗∗(f0, x1, . . . , xm, ε1, . . . , εm)| f0 ∈ X∗, x1, . . . , xm ∈ X, ε1, . . . , εm ∈ R+}.

donde, N∗∗(f0, x1, . . . , xm, ε1, . . . , εm) = {f ∈ X∗ : |f(xk)− f0(xk)| < εk,∀ 1 6 k 6 m}.

La siguiente proposición es importante ya que nos dice que la convergencia en la topoloǵıa

débil-* coincide con la convergencia puntual.

Proposición 2.31. Sea f ∈ X∗ y {fn}n∈N ⊂ X∗. Entonces {fn}n∈N converge a f en la

topoloǵıa débil-* si y solo si ĺım
n→∞

fn(x) = f(x), para todo x ∈ X.
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Definición 2.32. Dada una C∗-álgebra con identidad A, una representación de A es

un par (Π,H ) donde H es un espacio de Hilbert y Π es un homomorfismo que preserva

involución.

Ejemplo 2.33. Si H es un espacio de Hilbert y A es una C∗-subálgebra de B(H )

entonces la inclusión i : A → B(H ) es una representación de A.

Teorema 2.34. Si N ∈ B(H ) es un operador normal con resolución de la identidad E

y B(σ(N)) es la C∗-álgebra de todas las funciones de Borel acotadas en σ(N), entonces la

aplicación Π : B(σ(N))→ B(H ) dada por

Π(φ) = φ(N) (φ 7→ φ(N))

es una representación de la C∗-álgebra B(σ(N)).

Además, si {φi}i>1 ⊂ B(σ(N)) es tal que
∫
φi dµ → 0 en la topoloǵıa débil-* para toda

medida µ en M(σ(N)), entonces φi(N)→ 0 en la WOT .

Esta aplicación es única en el sentido de que si τ : B(σ(N)) −→ B(H ) es una represen-

tación tal que τ(id) = N (id(z) = z es la función identidad) y τ(φi)→ 0 en la WOT cuando

{φi}i>1 ⊂ B(σ(N)) satisface que
∫
φi dµ→ 0 en la topoloǵıa débil-* para toda medida µ en

M(σ(N)), entonces τ(φ) = φ(N) para toda φ ∈ B(σ(N)).

Demostración. Ver ([3], Theorem 2.3, p. 264). �

El teorema previo será de mucha utilidad para poder calcular expĺıcitamente la resolución

de la identidad asociada a ciertos operadores que estudiaremos en el caṕıtulo 3.

Combinando la existencia de la resolución de la identidad E que nos garantiza el Teorema

Espectral y la Definición 1.9, nos interesa el estudio de las medidas que son equivalentes a

E y para eso tenemos la siguiente definición.

Definición 2.35. Sea N un operador normal y E su resolución de la identidad asociada.

Llamamos medida espectral para N a una medida de Borel positiva µ en σ(N) que satisface

la condición de que µ es equivalente a E, es decir, µ(∆) = 0 si y solo si E(∆) = 0, para ∆

subconjunto de Borel de σ(N).



Caṕıtulo 3

Equivalencia unitaria de operadores normales

En este caṕıtulo veremos de manera cercana una de las conexiones que posee el análisis

funcional con la teoŕıa de la medida. Estudiaremos los resultados necesarios sobre operadores

normales en espacios de Hilbert que nos darán una clara idea del problema de la equivalencia

unitaria entre operadores, gran parte de esta construcción se plantea en el libro de John B.

Conway A course in functional analysis.

Estudiaremos bajo qué condiciones dos operadores de multiplicación son unitariamente

equivalentes, para poder hacer una descomposición en suma directa de dichos operadores y

ver aśı cuando esta descomposición es unitariamente equivalente a un operador normal N

cualquiera.

Finalmente, obtener un resultado que nos permita concluir la equivalencia unitaria entre

dos operadores normales cualesquiera.

1. Equivalencia unitaria de operadores de multiplicación

Iniciaremos este caṕıtulo con la definición de vector ćıclico-* para un operador, para

ello es necesario dar las definiciones de subespacio invariante y subespacio reductor por un

operador.

Definición 3.1. Sea H un espacio de Hilbert, M un subespacio cerrado de H y

T ∈ B(H ). Decimos que M es un subespacio invariante si T (M ) ⊆ M . Decimos que M

es un subespacio reductor si T (M ) ⊆M y T (M⊥) ⊆M⊥.

Definición 3.2. Sea H un espacio de Hilbert y T ∈ B(H ). Un vector e0 en H es

ćıclico-* si H es el subespacio reductor más pequeño que contiene a e0. El operador T

es ćıclico-* si existe un vector ćıclico-* en H . Un vector e0 en H es ćıclico si H es el

subespacio invariante más pequeño que contiene a e0. El operador T es ćıclico si existe un

vector ćıclico en H .

42
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La siguiente proposición nos da condiciones necesarias y suficientes para que un vector

sea ćıclico-* o ćıclico para un operador. Estas condiciones vienen dadas por la estructura del

espacio de Hilbert en cuestión.

Proposición 3.3. Sea H un espacio de Hilbert y T ∈ B(H ).

a) Un vector e0 ∈ H es ćıclico-* si y solo si H = {Se0 : S ∈ C∗(T )} donde C∗(T ) es

la C∗-álgebra generada por T .

b) Un vector e0 ∈H es un vector ćıclico si y solo si H = {p(T )e0 : p es un polinomio}.

Demostración.

a) (⇒) Supongamos que H 6= {Te0 : T ∈ C∗(T )}. Queremos ver que e0 no es un vector

ćıclico-*, es decir, que existe M subespacio propio cerrado de H tal que e0 ∈ M ,

T (M ) ⊆M y T (M⊥) ⊆M⊥.

Sea M = {Se0 : S ∈ C∗(T )}. Como I ∈ C∗(T ) y Ie0 = e0, tenemos que e0 ∈M .

Ahora bien, si z ∈ M existe una sucesión {Sn}n∈N ⊂ C∗(T ) tal que z = ĺım
n→∞

Sne0.

Luego, Tz = ĺım
n→∞

TSne0 y como TSn ∈ C∗(T ) para todo n ∈ N, se sigue que Tz ∈M .

Por lo tanto, T (M ) ⊆M .

Veamos ahora que T (M⊥) ⊆ M⊥. Sea w ∈ M y h ∈ M⊥ entonces 〈Th,w〉 =

〈h, T ∗w〉.

Como w ∈ M se puede escribir en la forma w = ĺım
n→∞

Tne0 para una sucesión

{Tn}n∈N ⊂ C∗(T ), luego, T ∗w = ĺım
n→∞

T ∗Tne0 ∈M ya que T ∗Tn ∈ C∗(T ) para todo

n ∈ N. Esto demuestra que Th ∈M⊥ para todo h ∈M⊥.

(⇐) Supongamos que e0 no es un vector ćıclico-*, es decir, existe M subespacio

propio cerrado de H tal que e0 ∈M , T (M ) ⊆M y T (M⊥) ⊆M⊥. Queremos ver

que H 6= {Se0 : S ∈ C∗(T )}

Vamos a demostrar que {Se0 : S ∈ C∗(T )} ⊆ M . Para ello vamos a demostrar que

S(M ) ⊆ M para todo S en C∗(T ). Como T (M⊥) ⊆ M⊥ se tiene que 〈T ∗h, g〉 =

〈h, Tg〉 = 0, para todo h ∈M y g ∈M⊥, y por lo tanto T ∗h ∈M . Esto demuestra

que T ∗(M ) ⊆M .

Tenemos hasta ahora que T y T ∗ dejan invariante al subespacio M . Como M es

un subespacio lineal cerrado cualquier polinomio P (T, T ∗) también deja invariante
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a M y en consecuencia todo operador T que sea ĺımite de polinomios en T y T ∗

también satisface la misma propiedad.

Entonces, como e0 ∈M , tendremos que Se0 ∈M para todo S en C∗(T ), aśı:

{Se0 : S ∈ C∗(T )} ⊆M = M ⊂H .

b) (⇒) Supongamos que H 6= {p(T )e0 : p es un polinomio}. Queremos ver que e0 no

es un vector ćıclico, es decir, que existe M subespacio propio cerrado de H tal

que e0 ∈ M y T (M ) ⊆ M . Veamos que M = {p(T )e0 : p es un polinomio} es

el subespacio que buscamos. Observamos primero que e0 ∈ M , pues I = T 0 es el

polinomio identidad y Ie0 = e0.

Ahora bien, si z ∈ M entonces existe una sucesión {pn(T )e0}n∈N tal que z =

ĺım
n→∞

pn(T )e0. Luego, Tz = ĺım
n→∞

Tpn(T )e0 y como Tpn(T ) es un polinomio en T para

todo n ∈ N concluimos que Tz ∈M , que es lo que queŕıamos probar.

(⇐) Para ver el rećıproco, supongamos que e0 no es un vector ćıclico, es decir,

existe M subespacio propio cerrado de H , tal que e0 ∈M y T (M ) ⊆M . Queremos

ver que H 6= {p(T )e0 : p es un polinomio}.

Basta ver que {p(T )e0 : p es un polinomio} ⊆M . Tenemos que T deja invariante

al subespacio M . Como M es un subespacio lineal cerrado, cualquier polinomio p(T )

también deja invariante a M , por lo que p(T )(M ) ⊆M .

Ahora, como e0 ∈M , tendremos que p(T )e0 ∈M para cualquier polinomio p(T ).

Por lo tanto, {p(T )e0 : p es un polinomio} ⊆M = M ⊂H .

�

En la siguiente proposición se introduce el operador de multiplicación por la variable

independiente y se estudian algunas de sus propiedades.

Proposición 3.4. Sea µ una medida de Borel regular en C con soporte compacto K y

definimos Nµ : L2(µ) → L2(µ) por (Nµf)(z) = zf(z). Entonces Nµ es un operador normal

que satisface las siguientes propiedades:

a) σ(Nµ) = K.

b) Si φ : C→ C es una función de Borel acotada y Mφ : L2(µ)→ L2(µ) es el operador

definido por Mφf = φf , entonces φ(Nµ) = Mφ.
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c) Si E es la resolución de la identidad para Nµ, entonces E(∆) = Mχ∆
, donde χ∆ es

la función caracteŕıstica de ∆.

d) Una función f ∈ L2(µ) es un vector ćıclico-* para Nµ entonces f(z) 6= 0 c.s.[µ].

Demostración. Primero hallamos N∗µ y vemos que Nµ es normal. Sean f, g ∈ L2(µ),

entonces

〈f,N∗µg〉 = 〈Nµf, g〉 =

∫
K

Nµf(z)g(z) dµ(z) =

∫
K

zf(z)g(z) dµ(z)

=

∫
K

f(z)zg(z) dµ(z)

=

∫
K

f(z)zg(z) dµ(z)

de donde N∗µg(z) = zg(z).

Además,

N∗µ(Nµf)(z) = zNµf(z) = zzf(z) = |z|2f(z)

Nµ(N∗µf)(z) = zN∗µf(z) = zzf(z) = |z|2f(z)

lo cual demuestra que Nµ es normal.

Veamos que se cumple a): Sea λ ∈ K = suppµ. Como µ es una medida regular, µ(F ) <∞

para todo subconjunto compacto de C, en particular, µ(B(λ, r)) <∞ para cada r > 0.

Si fr = χB(λ,r) ∈ L2(µ) entonces ‖fr‖2 6= 0. Por lo tanto,

‖(Nµ − λI)fr‖2 =

(∫
K

|(Nµ − λI)fr(z)|2 dµ(z)

)1/2

=

(∫
K

|z − λ|2|fr(z)|2 dµ(z)

)1/2

≤
(
r2

∫
K

|fr(z)|2 dµ(z)

)1/2

≤ r‖fr‖2 6= 0.

Esto implica que λ ∈ σ(Nµ), pues de lo contrario, si λ ∈ ρ(Nµ), existiŕıa una constante

m > 0 tal que

‖(Nµ − λI)f‖ ≥ m‖f‖

para toda f ∈ L2(µ). Aśı, K ⊆ σ(Nµ).
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Para demostrar que σ(Nµ) ⊆ K, supongamos que λ ∈ C\K, entonces existe r > 0 tal

que µ(B(λ, r)) = 0 y la función g(z) = 1
z−λ está uniformemente acotada por 1/r en K, esto

es, si z ∈ K entonces |z − λ| ≥ r y

|g(z)| =
∣∣∣∣ 1

z − λ

∣∣∣∣ =
1

|z − λ|
≤ 1

r
.

Entonces el operador Mgf(z) = g(z)f(z) = f(z)
z−λ es acotado en L2(µ), ya que

‖Mgf‖2
2 =

∫
K

|g(z)|2|f(z)|2 dµ =

∫
K

|z − λ|−2|f(z)|2 dµ ≤ r−2‖f‖2.

Finalmente, tenemos que

(Nµ − λI)Mgf(z) = (z − λ)
f(z)

z − λ
= f(z)

y

Mg(Nµ − λI)f(z) =
1

z − λ
(z − λ)f(z) = f(z)

de donde Nµ − λI es un operador inversible con inversa acotada Mg, es decir, λ ∈ ρ(Nµ).

Luego, tomando complementos se obtiene que σ(Nµ) ⊆ K.

Veamos b). Sea η : B(σ(Nµ)) −→ B(H ) dada por η(φ) = Mφ y sea {φi} ⊂ B(σ(Nµ))

una red φi converge a 0 en la topoloǵıa débil-*, i.e. φi(z)→ 0 para todo z ∈ σ(Nµ). Entonces

η(φi)→ 0 en WOT, ya que

〈Mφif, g〉 =

∫
φi(z)f(z)g(z) dµ→ 0

para f, g ∈ L2(µ). Además, η(id) = Nµ (id(z) = z es la función identidad). Por la unicidad de

la representación de B(σ(Nµ)) dada en el Teorema 2.34, podemos concluir que φ(Nµ) = Mφ

para toda φ ∈ B(σ(Nµ)).

Ahora demostremos c). Si ∆ es un boreliano de σ(Nµ) entonces

〈χ∆(Nµ)f, g〉 =

∫
σ(Nµ)

χ∆(z) dEf,g(z) = Ef,g(∆) = 〈E(∆)f, g〉

para f, g ∈ L2(µ) cualesquiera. En consecuencia, E(∆) = Mχ∆
, ya que, por b) se cumple

que Mχ∆
= χ∆(Nµ).



1. EQUIVALENCIA UNITARIA DE OPERADORES DE MULTIPLICACIÓN 47

Por último demostramos d). Supongamos que f(x) = 0 en un conjunto de medida positiva

A entonces existe un conjunto de medida finita B ⊂ A tal que f(x) = 0 para todo x ∈ B.

Notemos que

{φ · f : φ ∈ C(K)} ⊂ {g ∈ L2 : g(x) = 0 c.s.[µ]x ∈ B} ⊂ L2(µ)

ya que, por ejemplo χB ∈ L2(µ) pero χB /∈ {g ∈ L2 : g(x) = 0 c.s.[µ]x ∈ B}. Esto muestra

que f no es un vector ćıclico-* para Nµ.

�

En la siguiente proposición definimos el operador de multiplicación por una función en

L∞(µ), calculamos su espectro y su resolución de la identidad asociada.

Proposición 3.5. Sea (X,Ω, µ) un espacio de medida y H = L2(X,Ω, µ). Para φ ∈

L∞(µ) ≡ L∞(X,Ω, µ), se define el operador Mφ : H → H por (Mφf)(z) = φ(z)f(z).

Entonces

a) Mφ es normal y M∗
φ = Mφ.

b) Si φ ∈ L∞(µ), ‖φ‖∞ = ‖Mφ‖.

c) σ(Mφ) = Ran ess(φ) :=
⋂{

φ(∆) : ∆ ∈ Ω y µ(X \∆) = 0
}

.

d) Si E es la resolución de la identidad para Mφ, entonces para todo subconjunto de

Borel ∆ de σ(Mφ), tenemos que E(∆) = Mχφ−1(∆)
.

Al operador Mφ se le conoce como el operador de multiplicación por la función φ.

Demostración.

a) Sean f, g ∈ L2(µ), entonces

〈f,M∗
φg〉 = 〈Mφf, g〉 =

∫
φ(t)f(t)g(t)dµ(t) =

∫
f(t)φ(t)g(t)dµ(t).

Aśı, M∗
φg = φg = Mφ.

b) Sea φ ∈ L∞(µ) y veamos primero que ‖Mφ‖ 6 ‖φ‖∞.

Como ‖φ‖∞ es el ı́nfimo de todos los a > 0 tal que |φ(x)| 6 a c.s.[µ], tenemos que

|φ(x)| 6 ‖φ‖∞.

Por lo tanto, podemos asumir que φ es una función medible y acotada. Además,

|φ(x)| 6 ‖φ‖∞ para todo x ∈ X.
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Entonces si f ∈ L2(µ), tenemos que

‖Mφf‖2
2 =

∫
|φ(x)|2|f(x)|2dµ(x) 6 ‖φ‖2

∞

∫
|f(x)|2dµ(x) = ‖φ‖2

∞‖f‖2
2.

Aśı, tomando supremo sobre f ∈ L2(µ) con ‖f‖2 ≤ 1 implica que

‖Mφ‖ 6 ‖φ‖∞.

Más aún, Mφ ∈ B(H ). Veamos ahora que ‖Mφ‖ > ‖φ‖∞. Para ε > 0 existe un

∆ ∈ Ω con 0 < µ(∆) <∞ tal que

|φ(x)| > ‖φ‖∞ − ε, para x ∈ ∆. (3.1)

Por otro lado, si escogemos f = 1√
µ(∆)

χ∆, entonces f ∈ L2(µ), ya que

‖f‖2 =

(∫
X

|f(x)|2dµ(x)

)1/2

=

(∫
X

1

µ(∆)
χ∆(x)dµ(x)

)1/2

=

(
1

µ(∆)

∫
∆

dµ(x)

)1/2

=

(
µ(∆)

µ(∆)

)1/2

= 1.

Aśı, para esta f ∈ L2(µ) y usando (3.1) tenemos que

‖Mφ‖2 > ‖φf‖2
2 =

1

µ(∆)

∫
∆

|φ(x)|2dµ(x) > (‖φ‖∞ − ε)2.

Haciendo ε > 0 tan pequeño como se quiera obtenemos que ‖Mφ‖ > ‖φ‖∞.

Finalmente,

‖φ‖∞ = ‖Mφ‖.

c) Veamos que σ(Mφ) ⊆ Ran ess(φ). Para ello supongamos que λ /∈ Ran ess(φ), enton-

ces existe un conjunto ∆ en Ω con µ(X \ ∆) = 0 tal que λ /∈ φ(∆). Por lo tanto,

existe δ > 0 tal que

|φ(x)− λ| > δ, para todo x ∈ ∆.

Tomando ψ = (φ − λ)−1, entonces ψ ∈ L∞(µ), pues ψ es esencialmente acotada en

todo X recordar que µ(X \∆) = 0.
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Por lo tanto, Mψ = (Mφ − λ)−1. Ya que para f ∈ L2(µ), tenemos que

(Mφ − λ)(Mψ(f))(x) = (Mφ − λ)(ψ(x)f(x)) =
φ(x)f(x)− λf(x)

φ(x)− λ
= f(x)

(Mψ)(Mφ − λ(f))(x) = Mψ(φ(x)f(x)− λf(x)) =
φ(x)f(x)− λf(x)

φ(x)− λ
= f(x).

Lo anterior implica que Mψ es el inverso de Mφ − λ. Entonces λ /∈ σ(Mφ).

Veamos ahora que Ran ess(φ) ⊆ σ(Mφ). Sea λ ∈ Ran ess(φ), entonces para n ∈ N

existe un conjunto ∆n tal que 0 < µ(∆n) <∞ y |φ(x)−λ| < 1/n, para todo x ∈ ∆n.

Escogiendo fn = 1√
µ(∆n)

χ∆n , entonces fn ∈ L2(µ) y ‖fn‖2 = 1 (análogo al ı́tem b)).

Sin embargo, tenemos que

‖(Mφ − λ)fn‖2
2 =

1

µ(∆n)

∫
∆n

|φ(x)− λ|2dµ(x) 6 1/n2.

Lo que demuestra que λ ∈ σ(Mφ).

d) Dada φ ∈ L∞(µ) fija. Sea τ : B(σ(Mφ)) −→ B(H ) dada por τ(ϕ) = Mϕ◦φ y sea

{ϕi} ⊂ B(σ(Mφ)) una red ϕi converge a 0 en la topoloǵıa débil-*, i.e. ϕi(x) → 0

para todo x ∈ σ(Mφ) = Ran ess(φ). Entonces τ(ϕi)→ 0 en WOT, ya que

〈Mϕi◦φf, g〉 =

∫
ϕi(φ(x))f(x)g(x) dµ→ 0

para f, g ∈ L2(µ). Además, τ(id) = Mφ, si id(x) = x es la función identidad. Por

la unicidad de la representación de B(σ(Mφ)) del Teorema 2.34, concluimos que

ϕ(Mφ) = Mϕ◦φ para toda ϕ ∈ B(σ(Mφ)). En particular, si ϕ = χ∆ para algún ∆

boreliano de σ(Mφ), entonces

τ(χ∆) = χ∆(Mφ) = Mχ∆◦φ = Mχφ−1(∆)
.

La última igualdad se sigue observando que

(χ∆ ◦ φ)(x) =

1 si φ(x) ∈ ∆

0 si no
=

1 si x ∈ φ−1(∆)

0 si no
= χφ−1(∆)(x).

Ahora bien. Si ∆ es un boreliano de σ(Mφ), tenemos que

〈χ∆(Mφ)f, g〉 =

∫
σ(Mφ)

χ∆(φ(x)) dEf,g(x) =

∫
∆

dEf,g(x) = Ef,g(∆) = 〈E(∆)f, g〉.

para f, g ∈ L2(µ) cualesquiera. Finalmente, tenemos que E(∆) = Mχφ−1(∆)
, ya que,

por lo anterior se cumple que Mχφ−1(∆)
= χ∆(Mφ).
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�

A continuación veremos un par de ejemplos de operadores, uno de multiplicación, otro

de traslación y hallaremos sus respectivos espectros.

Ejemplo 3.6. Sea µ la medida de Lebesgue en R y N : L2(µ) → L2(µ) el operador

definido por (Nf)(x) = sin(x)f(x).

Veamos que N es un operador autoadjunto. Sean f, g ∈ L2(µ), entonces:

〈f,N∗g〉 = 〈Nf, g〉 =

∫
R
(Nf)(x)g(x)dx =

∫
R

sin(x)f(x) g(x)dx =

∫
R
f(x) sin(x)g(x)dx

Por lo tanto, (N∗g)(x) = sin(x)g(x), lo que significa que N es un operador autoadjunto.

Por el ı́tem c) de la Proposición 3.5, tenemos que

σ(N) = Ran ess(sin(x)) = [−1, 1].

Ejemplo 3.7. Consideremos el operador de traslación T : L2(R) → L2(R) dado por

(Tf)(t) = f(t− 1). Si f, g ∈ L2(R), entonces

〈f, T ∗g〉 = 〈Tf, g〉 =

∫
R
(Tf)(t)g(t)dt =

∫
R
f(t− 1)g(t)dt =

∫
R
f(s)g(s+ 1)ds.

de donde, (T ∗g)(t) = g(t+ 1). Observamos que T es un operador unitario pues T ∗ = T−1.

La transformda de Fourier F : L2(R)→ L2(R) dada por

Ff(t) =

∫ ∞
−∞

f(x)e−2πixt dx

también es un operador unitario y por lo tanto, T y FTF−1 tienen el mismo espectro.

Por propiedades de la transformada de Fourier se tiene que

(FTf)(t) = e−2πitFf(t) (3.2)

y aśı (FTF−1)f(t) = e−2πitf(t), es decir, FTF−1 es el operador de multiplicación por e−2πit.

Entonces

σ(T ) = σ(FTF−1) = {λ ∈ C : |λ| = 1} = ∂D. (3.3)

Por el ı́tem d) de la Proposición 3.5, sabemos que la resolución de la identidad asociada

a FTF−1 es

E(∆) = Mχφ−1(∆)
, para todo ∆ ∈ σ(T )

donde φ(t) = e−2πit.
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La siguiente proposición nos ayuda a entender como es el espectro del operador suma

directa de la Definición 1.34.

Proposición 3.8. Para i > 1, sea Ni un operador normal en Hi con supi>1 ‖Ni‖ < ∞

y Ei es la resolución de la identidad para Ni. Si N =
⊕∞

i=1Ni en H =
⊕∞

i=1 Hi, entonces:

a) σ(N) =
⋃∞
i=1 σ(Ni).

b) Si E es la resolución de la identidad para N , entonces E(∆) =
⊕∞

i=1Ei(∆ ∩ σ(Ni))

para todo subconjunto de Borel ∆ de σ(N).

Demostración.

Para esta proposición demostraremos primero que si T : H → H está dado por T =⊕∞
i=1 Ti donde Ti : Hi →Hi, para i ∈ N, entonces T es invertible si y solo si Ti es invertible

para todo i ∈ N.

(⇒) Supongamos que T es invertible, es decir, existe un operador S : H → H tal que

TS = ST = I y Si : Hi →Hi. Sea xj ∈Hj y consideremos la sucesión x = {. . . , 0, xj, 0, . . .}

y veamos que Tj es invertible. Supongamos que Tjxj = 0. Entonces

Tx = {Tixi} = {. . . , 0, Tjxj, 0 . . .} = {. . . , 0, 0, 0, . . .}.

Aśı como T es inyectivo x = 0 y por lo tanto xj = 0, es decir, Tj es inyectivo.

Para la sobreyectividad debemos ver que para todo yj ∈ Hj existe xj ∈ Hj tal que

Tjxj = yj, pero sabemos que T ser invertible, en particular, es sobreyectivo. Por lo que para

todo y ∈H existe x ∈H tal que Tx = y, por definición ocurre que {Tixi}∞i=1 = {yi}∞i=1, lo

cual solo ocurre si y solo si Tjxj = yj para cada j ∈ N.

(⇐) Supongamos que Ti : Hi →Hi es invertible para toda i ∈ N.

Sean x, y ∈H tales que Tx = Ty, esto es por definición que {Tixi}∞i=1 = {Tiyi}∞i=1, pero

cada Ti es inyectivo. Por lo que xj = yj para todo j ∈ N. Aśı x = {xi}∞i=1 = {yi}∞i=1 = y.

Para ver la sobreyectividad, queremos ver que para todo y = {yi}∞i=1 ∈ H , existe

x ∈ H tal que Tx = y. Aśı como Ti es invertible para cada i ∈ N, escogemos x =

{T−1
i yi}∞i=1.Entonces

Tx = {TiT−1
i yi}∞i=1 = {. . . , TjT−1

j yj, . . .} = {. . . , yj, . . .} = {yi}∞i=1 = y.

Es decir, T es sobreyectivo y finalmente invertible.
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Demostrado lo anterior y sin pérdida de generalidad, para λ ∈ C, tomamos T = λI −N

y Ti = λI −Ni, para cada i ∈ N. Ahora vamos a probar que:

σ(N) =
∞⋃
i=1

σ(Ni). (3.4)

Veamos, si λ ∈
⋃∞
i=1 σ(Ni), entonces λ ∈ σ(Ni), para algún i ∈ N, esto es que λI −Ni no es

invertible, para algún i ∈ N. Pero por lo demostrado anteriormente tenemos que λI −N no

es invertible, es decir, λ ∈ σ(N), y como σ(N) es compacto se tiene que
⋃∞
i=1 σ(Ni) ⊆ σ(N).

Ahora bien, si λ /∈
⋃∞
i=1 σ(Ni), entonces existe un δ > 0 tal que |λ − z| > δ para todo

z ∈
⋃∞
i=1 σ(Ni), por lo tanto (Ni − λ)−1 existe y ‖(Ni − λ)−1‖ 6 1/δ, para todo i ∈ N.

Pero si llamamos A =
⊕∞

i=1(Ni − λ)−1, entonces A es un operador acotado y se sigue que

A = (N − λ)−1, es decir que λ /∈ σ(N). Finalmente hemos demostrado 3.4.

Ahora bien, para ver (b), sea Ei la resolución de la identidad asociada a cada Ni y para

todo subconjunto de Borel ∆ de σ(N), definimos E ′(∆) como

E ′(∆) =
∞⊕
i=1

Ei(∆ ∩ σ(Ni))

y vamos a demostrar que E ′ es una resolución de la identidad. Sea h = {hi}i∈N ∈ H ,

observamos que

E ′(C)h = {Ei(C ∩ σ(Ni))hi}i∈N = {Ei(σ(Ni))hi}i∈N = {hi}i∈N = h.

E ′(∅)h = {Ei(∅ ∩ σ(Ni))hi}i∈N = {Ei(∅)hi}i∈N = {0}i∈N = 0.

Entonces sucede que E ′(C) = I y E ′(∅) = 0. Ahora bien, sabemos que cada Ei(∆ ∩ σ(Ni))

es una proyección con rango en Hi entonces E ′(∆) define una proyección en B(H ).

En efecto, Sea h = {hi}i∈N ∈H y ∆ ∈ Ω fijo, entonces

(E ′(∆))2h = E ′(∆)(E ′(∆)h) = E ′(∆)({Ei(∆ ∩ σ(Ni))hi}i∈N)

= {(Ei(∆ ∩ σ(Ni)))
2hi}i∈N

= {Ei(∆ ∩ σ(Ni))hi}i∈N

= E ′(∆)h
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Sean ∆1 y ∆2 dos subconjuntos de Borel de σ(N) y h = {hi}i∈N ∈H , entonces

E ′(∆1 ∩∆2)h = {Ei((∆1 ∩∆2) ∩ σ(Ni))hi}i∈N

= {Ei((∆1 ∩ σ(Ni)) ∩ (∆2 ∩ σ(Ni)))hi}i∈N

= {Ei(∆1 ∩ σ(Ni)).Ei(∆2 ∩ σ(Ni))hi}i∈N

= E ′(∆1)({Ei(∆2 ∩ σ(Ni))hi}i∈N)

= E ′(∆1)E ′(∆2)h.

Nuevamente, sean ∆1 y ∆2 dos subconjuntos de Borel de σ(N), tales que ∆1 ∩ ∆2 = ∅,

entonces para h = {hi}i∈N en H , ocurre que

E ′(∆1 ∪∆2)h = {Ei((∆1 ∪∆2) ∩ σ(Ni))hi}i∈N

= {Ei((∆1 ∩ σ(Ni)) ∪ (∆2 ∩ σ(Ni)))hi}i∈N

= {(Ei(∆1 ∩ σ(Ni)) + Ei(∆2 ∩ σ(Ni)))hi}i∈N

= {(Ei(∆1 ∩ σ(Ni))hi}i∈N + {Ei(∆2 ∩ σ(Ni)))hi}i∈N

= (E ′(∆1) + E ′(∆2))h.

Veamos la σ-aditividad de E ′h,g(∆) = 〈E ′(∆)h, g〉. Ya que para h = {hi}i∈N y g = {gi}i∈N en

H , ocurre lo siguiente:

E ′h,g(∅) = 〈E ′(∅)h, g〉 = 〈{Ei(∅ ∩ σ(Ni))hi}, g〉 = 〈{Ei(∅)hi}, g〉 = 〈0, g〉 = 0.

Por lo que si {∆j}∞j=1 son conjuntos de Borel disjuntos dos a dos, obtenemos que:

〈E ′(∪∞j=1∆j)h, g〉 = 〈{Ei((∪∞j=1∆j) ∩ σ(Ni))hi}i∈N, g〉

=

〈{
∞∑
j=1

Ei(∆j ∩ σ(Ni))hi

}
, g

〉

=

〈
∞∑
j=1

{Ei(∆j ∩ σ(Ni))hi}i∈N, g

〉

=

〈
∞∑
j=1

E ′(∆j)h, g

〉
.

Entonces E ′h,g

(⋃∞
j=1 ∆j

)
=
∑∞

j=1E
′
h,g(∆j) y aśı E ′ es una resolución de la identidad.
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Ahora bien, sea M el operador asociado a E ′ por el Teorema Espectral, es decir, para

x, y ∈H , tenemos

〈Mx, y〉 =

∫
σ(M)

λ dE ′(λ).

En particular, si xi, yi ∈ Hi, y elegimos x = {. . . , 0, xi, 0, . . . } y y = {. . . , 0, yi, 0, . . . }

entonces

〈Mx, y〉 =

∫
σ(M)

λ dE ′x,y(λ) =

∫
σ(Ni)

λ d(Ei)xi,yi(λ) = 〈Nixi, yi〉,

donde la igualdad de las integrales se deduce observando que para todo conjunto de Borel

∆ de σ(M) vale que

E ′x,y(∆) = 〈E ′(∆)x, y〉 = 〈Ei(∆ ∩ σ(Ni))xi, yi〉 = (Ei)xi,yi(∆). (3.5)

Por lo tanto M = Ni en Hi para todo i ∈ N y como N |Hi
= Ni por definición, tenemos que

M = N . Finalmente, por la unicidad de la resolución de la identidad dada por el Teorema

espectral se tiene que E ′ = E. �

El siguiente teorema nos proporciona condiciones para la equivalencia unitaria entre el

operador de multiplicación definido en la Proposición 3.4 y un operador normal ćıclico-*

cualquiera.

Teorema 3.9. Un operador normal N ∈ B(H ) es ćıclico-* si y solo si N es unitaria-

mente equivalente a Nµ para alguna medida µ compactamente soportada en C. Si e0 es un

vector ćıclico-* para N , entonces µ se puede escoger de manera tal que exista un isomorfismo

V : H 7−→ L2(µ) con V e0 = 1 y V NV −1 = Nµ. Bajo estas condiciones V es único.

Demostración. Sean µ una medida en C con K = suppµ compacto y Nµ el operador

definido como en la Proposición 3.4. Supongamos que N es unitariamente equivalente a Nµ,

es decir, existe un isomorfismo V : H 7−→ L2(µ) tal que V e0 = 1 y V NV −1 = Nµ.

Queremos ver que N es ćıclico-*, para ello vamos a usar el ı́tem a) de la Proposición 3.3.

Notemos que el C∗-álgebra generada por Nµ (C∗(Nµ)), contiene a Nµ, N∗µ, p(Nµ, N
∗
µ) que

son de la forma

p(Nµ, N
∗
µ) =

∑
j,k

aj,kN
j
µN
∗k
µ =

∑
j,k

aj,kz
jzk.



1. EQUIVALENCIA UNITARIA DE OPERADORES DE MULTIPLICACIÓN 55

y al tomar ĺımites uniformes obtenemos que podemos escribir C∗(Nµ) = {Mu : u ∈ C(K)},

donde C(K) es el conjunto de las funciones continuas definidas en K y Mu : L2(µ) 7−→ L2(µ)

está dado por Muf(z) = u(z)f(z).

Como C(K) es denso en L2(µ), se tiene que

{T (1) : T ∈ C∗(Nµ)} = {Mu(1) : u ∈ C(K)} = C(K) = L2(µ),

es decir, 1 es un vector ćıclico-* para Nµ.

Usando que N = V −1NµV , obtenemos que la C∗-álgebra generada por N es el conjunto

C∗(N) = {V −1MuV : u ∈ C(K)}.

En consecuencia,

{Te0 : T ∈ C∗(N)} = {V −1MuV e0 : u ∈ C(K)} = V −1
(
{Mu(1) : u ∈ C(K)}

)
= H .

Rećıprocamente, supongamos que e0 es un vector ćıclico-* para N . Si E es la resolución de

la identidad para N , definamos µ(∆) = ‖E(∆)e0‖2 = 〈E(∆)e0, e0〉 para todo subconjunto

de Borel ∆ de C.

Sea K = suppµ.

Si B(K) es el conjunto de todas las funciones de Borel acotadas definidas en K y U :

B(K) −→H está dado por Uφ = φ(N)e0, entonces U define un operador lineal isométrico,

ya que

‖Uφ‖2 = ‖φ(N)e0‖2 = 〈φ(N)e0, φ(N)e0〉 = 〈|φ|2(N)e0, e0〉 =

∫
|φ(z)|2d〈E(z)e0, e0〉

=

∫
|φ|2dµ

= ‖φ‖2

para toda φ ∈ B(K). Pero además, e0 es un vector ćıclico-* por hipótesis, aśı que

H = {φ(N)e0 : φ ∈ B(K)} = Ran(U).

Por lo tanto, U se extiende a un isomorfismo U : L2(µ) 7−→H .

Ahora, si φ ∈ B(K), entonces

UNµU
−1(φ(N)e0) = UNµ(U−1Uφ) = UNµ(φ) = U(g) = g(N)e0 = Nφ(N)e0,
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con g(z) = zφ(z). Por lo tanto UNµU
−1 = N en {φ(N)e0 : φ ∈ B(K)}, el cual es denso en

H . Aśı que Nµ
∼= N , con V = U−1.

Note que U1 = 1(N)e0 = e0 y por lo tanto V e0 = 1.

Para ver la unicidad, supongamos que existen isomorfismos U1 y U2 que satisfacen las

condiciones del teorema, en particular,

U1NU
−1
1 = Nµ = U2NU

−1
2 ,

entonces U−1
2 U1NU

−1
1 U2 = N , aśı U−1

2 U1 = I, lo que implica que U1 = U2 y por lo tanto U

es único, aśı también V . �

Una aplicación directa de el teorema anterior es el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.10. Sea S el operador shift bilateral en `2(Z) definido de la siguente manera:

S({. . . , a−1, a0, a1, . . . }) = {. . . , a0, a1, a2, . . . }.

El vector e0 ∈ `2(Z) que tiene 1 en la posición cero y 0 en el resto es un vector ćıclico-*

para S por la Proposición 3.3. Además, si U : L2(µ) → `2(Z) es la Tranformada de Fourier

definida como en el Ejemplo 1.24 entonces se cumple que U1 = e0, esto se sigue del hecho

que

U1(n) = 1̂(n) =

∫ 1

0

e−2πint dt =

1 si n = 0,

0 si n 6= 0

Ahora, si llamamos V = U−1, tenemos que V e0 = 1 y

V SV −1f = V S({f̂(n)}) = V ({f̂(n− 1)}) = g

donde g(t) = e2πitf(t).

Si observamos que toda función f ∈ L2[0, 1] se puede identificar con una función f̃ ∈

L2(∂D) con el producto interno

〈f̃ , g̃〉 =
1

2πi

∫
∂D
f̃(z)g̃(z)

dz

z
=

∫ 1

0

f̃(e2πit)g̃(e2πit) dt,

haciendo f(t) = f̃(e2πit), entonces tenemos que

V SV −1f̃(e2πit) = e2πitf̃(e2πit)
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o equivalentemente, V SV −1f̃(z) = zf̃(z), con z = e2πit. Esto último implica que S es uni-

tariamente equivalente a Nµ donde Nµ : L2(∂D)→ L2(∂D) es el operador de multiplicación

por la variable independiente y µ es la de longitud de arco del ćırculo unitario normalizada.

Es un buen momento para preguntarse cuándo dos operadores de multiplicación son

unitariamente equivalentes, esto tiene una relación directa con el hecho de que las medidas

correspondientes a los operadores sean equivalentes.

Teorema 3.11. Nµ1
∼= Nµ2 si y solo si [µ1] = [µ2].

Demostración. Supongamos que [µ1] = [µ2] y sea φ = dµ1/dµ2 la derivada de Radon-

Nikodym de µ1 respecto a µ2. Notemos que si g ∈ L1(µ1), entonces φg ∈ L1(µ2) y
∫
gφ dµ2 =∫

g dµ1.

En consecuencia, si f ∈ L2(µ1), tenemos que
√
φf ∈ L2(µ2) y ‖

√
φf‖L2 = ‖f‖L2 , entonces

si definimos el operador U : L2(µ1)→ L2(µ2) por Uf =
√
φf , éste resulta ser una isometŕıa

de L2(µ1) en L2(µ2).

Veamos que U es sobreyectivo. Si g ∈ L2(µ2) es una función tal que g = Uf =
√
φf para

alguna f ∈ L2(µ), obtenemos que f = φ−1/2g ∈ L2(µ1) (recordando que φ está bien definida

y φ(x) 6= 0 para casi todo punto). Entonces Uf = g, asi U es sobreyectiva y U−1g = φ−1/2g,

para cualquier g ∈ L2(µ2).

Ahora bien, si g ∈ L2(µ2) y z ∈ C, tenemos que

UNµ1U
−1g(z) = UNµ1φ

−1/2g(z) = U(zφ−1/2)g(z) = φ1/2zφ−1/2g(z) = zg(z) = Nµ2g(z).

Como lo anterior vale para todo z en C y toda g en L2(µ2), tenemos que U es el isomorfismo

que satisface UNµ1U
−1 = Nµ2 y por lo tanto Nµ1

∼= Nµ2 .

Rećıprocamente, supongamos que existe un isomorfismo V : L2(µ1) 7−→ L2(µ2) tal que

V Nµ1V
−1 = Nµ2 . Sea Ψ ∈ L2(µ2) la función que verifica Ψ = V (1). Para simplificar la

notación vamos a escribir N1 = Nµ1 y N2 = Nµ2 .

Veamos por inducción que V Nk
1 V
−1 = Nk

2 y V N∗k1 V −1 = N∗k2 .

Sea k = 1, entonces V N1V
−1 = N2, o que es lo mismo N1V

−1 = V −1N2. Supongamos

ahora que k = n. Por lo tanto V Nn
1 V
−1 = Nn

2 ,

Si k = n+ 1,

V Nn
1 V
−1 = Nn

2 ⇔ V Nn
1 V
−1N2 = Nn

2 N2 ⇔ V Nn
1 N1V

−1 = Nn
2 N2 ⇔ V Nn+1

1 V −1 = Nn+1
2
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Lo cual, demuestra lo que queremos; más aún, tomando adjunto a ambos lados de la

igualdad anterior y recordando que V es unitario por ser un isomorfismo entre espacios de

Hilbert, tenemos que:

(V Nn
1 V
−1)∗ = (Nn

2 )∗ ⇔ V ∗−1N∗n1 V ∗ = N∗n2 ⇔ V N∗n1 V −1 = N∗n2

Ahora bien, como V Nk
1 V
−1 = Nk

2 y V N∗k1 V −1 = N∗k2 ocurren, polinomios de la for-

ma p(N1, N
∗
1 ) y p(N2, N

∗
2 ), satisfacen la misma propiedad, por lo tanto V p(N1, N

∗
1 )V −1 =

p(N2, N
∗
2 ), para cualquier polinomio p en las variables z y z.

Ahora, supongamos que N1
∼= N2, entonces σ(N1) = σ(N2). Por el ı́tem (a) de la Propo-

sición 3.4, tenemos que supp µ1 = supp µ2 = K.

Tomando ĺımite de polinomios en z y z, tenemos que V u(N1)V −1 = u(N2), para u en

C(K).

Entonces para u en C(K) ocurre que, V (u) = V u(N1)1 = u(N2)V 1 = uΨ .

Como V es una isometŕıa, por la igualdad anterior, se tiene que
∫
|u|2dµ1 =

∫
|u|2|Ψ |2dµ2,

para todo u en C(K).

Por lo tanto,
∫
vdµ1 =

∫
v|Ψ |2dµ2, para v en C(K) y v > 0.

Por la unicidad del Teorema de representación de Riesz, µ1 = |Ψ |2µ2, aśı µ1 � µ2.

Si usamos V −1 (pues V es un isomorfismo) y además invertimos los roles de N1 y N2 en

el procedimiento anterior obtendremos que µ2 � µ1.

Finalmente, obtenemos que [µ1] = [µ2]. �

2. Teoŕıa de multiplicidad para operadores normales

A continuación presentaremos un conjunto de resultados de álgebra de operadores, con

el propósito de dar la definición de vector separador de un álgebra de Von Newmann, ya

que la existencia del mismo nos permitirá descomponer un operador normal N en una suma

directa de operadores normales que será unitariamente equivalente a una suma directa de

operadores de multiplicación definidos como en la Proposición 3.4.

Definición 3.12. Si Y ⊆ B(H ), el conjunto Y
′
= {T ∈ B(H ) : TS = ST para todo S ∈

Y } es llamado el conmutador de Y . Aśı Y
′′

= (Y
′
)
′

es llamado el doble conmutador de Y .

Definición 3.13. Un álgebra de Von Neumann A , es una C∗-subálgebra de B(H ) tal

que A = A
′′
.
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Definición 3.14. Si A ⊆ B(H ) es un álgebra de Von Neumann y e0 ∈ H , entonces

e0 es un vector separador de A , si el único operador T en A tal que Te0 = 0 es el operador

T = 0.

Corolario 3.15. Si A es una C∗-subálgebra abeliana de B(H ) y H es separable,

entonces A posee un vector separador.

Demostración. Ver [3], Corollary 7.9, p. 283. �

A partir de aqúı asumiremos que H es un espacio de Hilbert separable.

Definición 3.16. Si N es un operador normal en B(H ). W ∗(N) se define como el

álgebra de Von Neumann generada por N , esto es, W ∗(N) es la intersección de todas las

álgebras de Von Neumann que contienen a N . Por lo tanto, W ∗(N) es la WOT clausura de

{p(N,N∗) : p(z, z) es un polinomio en z y z}.

Lema 3.17. W ∗(N) = {φ(N) : φ ∈ B(σ(N))}.

Demostración. Ver [3], Lemma 8.7, p. 287. �

Teorema 3.18 (Cálculo funcional de un operador normal). Si N es un operador

normal en H y µ es una medida espectral para N , entonces existe una aplicación bien

definida ρ : L∞(µ)→ W ∗(N) dada por ρ(φ) = φ(N) tal que:

a) ρ es un isomorfismo-* y una isometŕıa.

b) ρ : (L∞(µ), débil-* )→ (W ∗(N),WOT ) es un homeomorfismo.

Demostración. Ver [3], Theorem 8.10, p. 289. �

La siguiente proposición será clave para poder comprender la descomposición de un ope-

rador normal N en una suma directa de operadores.

Proposición 3.19. Si N es un operador normal en B(H ) y e ∈H , entonces existe un

vector separador e0 de W ∗(N), tal que e ∈ {Te0 : T ∈ W ∗(N)}.

Demostración. Esta demostración la haremos por pasos.

Paso 1.
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Sea f0 cualquier vector separador de W ∗(N) (observar que W ∗(N) es una C∗-subálgebra

abeliana de B(H ) y H es separable) y sea E la resolución de la identidad para N . Definimos

µ(∆) = ||E(∆)f0||2 y denotemos como G = {Tf0 : T ∈ W ∗(N)} ⊆H .

Como G es un subespacio cerrado de H , podemos escribir e = g1 + h1, donde g1 ∈ G y

h1 ∈ G ⊥.

Sea η(∆) = ||E(∆)h1||2 y L = {Th1 : T ∈ W ∗(N)}.

Veamos que η � µ. Supongamos que µ(∆) = 0, entonces E(∆)f0 = 0, lo que implica

que E(∆) = 0, pues E(∆) ∈ W ∗(N) y f0 es un vector separador de W ∗(N).

Por lo tanto, si η(∆) = ||E(∆)h1||2 y E(∆) = 0, ocurre que η(∆) = 0 cuando µ(∆) = 0,

entonces η � µ.

Veamos que G y L son subespacios reductores para N , esto es, N(G ) ⊆ G , N(G ⊥) ⊆ G ⊥

y que N(L ) ⊆ L , N(L ⊥) ⊆ L ⊥. Esto es cierto, ya que, NTf0 y N∗Tf0 siguen siendo

elementos de G por como se define el álgebra W ∗(N), y análogamente NSh1 y N∗Sh1, siguen

siendo elementos de L .

Veamos que L⊥G .

Sea f ∈ W ∗(N)f0 y g ∈ W ∗(N)h1, aśı existe {Tnf0}n>1 ⊂ W ∗(N)f0 y {Skh1}k>1 ⊂

W ∗(N)h1 tal que ĺım
n→∞

‖Tnf0 − f‖H = 0 y ĺım
k→∞
‖Skh1 − g‖H = 0.

Entonces,

〈f, g〉 = 〈f − Tnf0 + Tnf0, g − Skh1 + Skh1〉

= 〈f − Tnf0, g − Skh1〉+ 〈f − Tnf0, Skh1〉+ 〈Tnf0, g − Skh1〉+ 〈Tnf0, Skh1〉

6 ‖f − Tnf0‖.‖g − Skh1‖+ ‖f − Tnf0‖.‖Skh1‖+ ‖Tnf0‖.‖g − Skh1‖+ 〈S∗kTnf0, h1〉

→ 0

cuando n, k →∞ y S∗kTnf0 ∈ G , h1 ∈ G ⊥.

Más aún, si N es reducido por G y L , f0 es ćıclico-* para N |G y h1 es ćıclico-* para N |L ,

esto porque G es el espacio reductor para N |G más pequeño que contiene a f0, igualmente

para L con h1, entonces por el Teorema 3.9 y la definición de µ(∆) y η(∆), implica que

N |G ∼= Nµ y N |L ∼= Nη.

Como η � µ, por la Proposición 1.12 existe un conjunto de Borel ∆0 tal que [η] = [µ|∆0 ].

Por lo tanto, si llamamos ν = µ|∆0 tenemos que N |L ∼= Nν , por transitividad y el

Teorema 3.11.
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Paso 2.

Ahora bien, del paso anterior tenemos que N |L ∼= Nν y N |G ∼= Nµ; y esto da la posibilidad

de definir el siguiente isomorfismo U .

Sea U : G ⊕L −→ L2(µ)⊕ L2(ν) el isomorfismo tal que:

U({0} ⊕L ) ⊆ {0} ⊕ L2(ν)

U(N |G⊕L )U−1 = Nµ ⊕Nν

Como e = g1 + h1 ∈ G ⊕L , llamemos Ue = g ⊕ h. Luego, h(z) 6= 0 c.t.p-[ν], ya que h1

es un vector ćıclico-* de N |L por el ı́tem d.) de la proposición 3.4.

Paso 3.

Definamos el operador Ñ : L2(µ) ⊕ L2(ν) → L2(µ) ⊕ L2(ν) por Ñ = Nµ ⊕ Nν . Veamos

que existe una función f en L2(µ) tal que f ⊕ h es un vector separador de W ∗(Ñ) y g ⊕

h ∈ {T (f ⊕ h) : T ∈ W ∗(Ñ)} y luego, el isomorfismo U definido en el Paso 2 nos permitirá

concluir que e0 = U−1(f ⊕ h) es un vector separador de W ∗(N) y que e = U−1(g ⊕ h)

pertenece a {Te0 : T ∈ W ∗(N)}.

Sea f en L2(µ) la función definida por

f(z) =

g(z) si z ∈ ∆0

1 si z /∈ ∆0

Por el cálculo funcional para el operador normal Ñ tenemos que {W ∗(Ñ)(f ⊕ h)} =

{φf ⊕ φh : φ ∈ L∞(µ)}.

Ahora, nótese que L2(µ|∆c
0
)⊕ {0} ⊆ {φf ⊕ φh : φ ∈ L∞(µ)}, pues

φχ∆c
0
⊕ 0 = φχ∆c

0
(f ⊕ h) ∈ {φf ⊕ φh : φ ∈ L∞(µ)},

para toda φ ∈ L∞(µ). Esto implica que

(1− g)χ∆c
0
⊕ 0 ∈ {φf ⊕ φh : φ ∈ L∞(µ)}.

Aśı,

g ⊕ h = (f ⊕ h)− ((1− g)χ∆c
0
⊕ 0) ∈ {φf ⊕ φh : φ ∈ L∞(µ)}.
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Por otra parte, si φ ∈ L∞(µ) y 0 = φf ⊕ φh, entonces φf = φh = 0 c.t.p-[µ]. Como

h(z) 6= 0 c.t.p-[v], debe ocurrir que φ(z) = 0 c.t.p-[µ] en ∆0. Además, para z en ∆c
0, f(z) = 1.

Por lo tanto φ(z) = 0 c.t.p-[µ] en ∆c
0.

Aśı, f ⊕ h es un vector separador de W ∗(Ñ). �

Proposición 3.20. Si N,N1 y N2 son operadores normales, N es ćıclico-* y N ⊕N1
∼=

N ⊕N2, entonces N1
∼= N2.

Demostración. Ver ([3], Proposition 10.6, p. 295). �

El siguiente teorema generaliza el resultado del Teorema 3.11 y establece un primer

paso para responder la pregunta sobre la equivalencia unitaria de operadores normales. La

respuesta consiste en asociarle a cada operador normal una sucesión de medidas de forma

tal que sea unitariamente equivalente a una suma directa de operadores de multiplicación.

Luego, si las sucesiones de medidas asociadas a dos operadores son equivalentes (en cierto

sentido) entonces éstos serán unitariamente equivalentes.

Teorema 3.21.

a) Si N ∈ B(H ) es un operador normal, entonces existe una sucesión (posiblemente

finita) de medidas {µi}∞i=1 en C tales que µi+1 � µi para todo i ∈ N y N ∼=
⊕∞

i=1Nµi.

b) Sean N ∈ B(H ), M ∈ B(K ) operadores normales, {µi}∞i=1 y {νi}∞i=1 sucesiones de

medidas tales que µi+1 � µi, νi+1 � νi para todo i ∈ N y

N ∼=
∞⊕
i=1

Nµi y M ∼=
∞⊕
i=1

Nνi .

Entonces, N ∼= M si y solo si [µi] = [νi] para todo i ∈ N.

Demostración.

a) Sea e1 un vector separador para W ∗(N) y sea {fi}∞i=1 una base ortonormal para H

tal que f1 = e1. Si definimos µ1(∆) = ||E(∆)e1||2 para todo subconjunto de Borel ∆

de σ(N) y H1 = {W ∗(N)e1}, entonces tenemos que H = H1 ⊕H ⊥
1 y Nµ1

∼= N |H1 .

Sea N2 = N |H ⊥
1

y f
′
2 la proyección ortogonal de f2 en H ⊥

1 . Por la proposición 10.4

existe un vector separador e2 de W ∗(N2) tal que f
′
2 ∈ {W ∗(N2)e2} = {W ∗(N)e2}. Si

definimos µ2(∆) = ||E(∆)e2||2 y H2 = {W ∗(N)e2} observamos que

H = H1 ⊕H2 ⊕H ⊥
2 , {f1, f2} ⊂H1 ⊕H2 y Nµ2

∼= N |H2 .
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Más aún, sucede que µ2 � µ1.

Continuando de esta manera, obtenemos una sucesión de vectores {ei}i∈N tal que

Hi = {W ∗(N)ei} son subespacios cerrados de H con la propiedad Hi ⊥ Hj para

i 6= j, una sucesión de medidas {µi}∞i=1 definidas por µi(∆) = ‖E(∆)ei‖2 tales que

µi+1 � µi y operadores Ni = N |Hi
∼= Nµi . Además {fi}∞i=1 ⊂

⊕∞
i=1 Hi y por lo tanto

H =
∞⊕
i=1

Hi.

Considerando el isomorfismo U : H →
⊕∞

i=1 L
2(µi) que cumple UN |Hi

U−1 = Nµi

para cada i ∈ N obtenemos finalmente que N ∼=
⊕∞

i=1Nµi .

b) Si [µi] = [νi] entonces Nµi
∼= Nνi para todo i ∈ N por el Teorema 3.11, es decir,

para cada i ∈ N existe un isomorfismo isométrico Ui : L2(µi) → L2(νi) tal que

UiNµiU
−1
i = Nνi . Si definimos el operador U :

⊕∞
i=1 L

2(µi) →
⊕∞

i=1 L
2(νi) por U =⊕∞

i=1 Ui entonces vale que

UNU−1 =
∞⊕
i=1

UiNµiU
−1
i =

∞⊕
i=1

Nνi
∼= M

Por lo tanto, N ∼= M .

Supongamos ahora que N ∼= M y sea U : H −→ K el isomorfismo tal que

UNU−1 = M . Sea e1 un vector separador para W ∗(N), luego Ue1 = f1 es un vector

separador para W ∗(M).

Observamos que las medidas µ1 y ν1 definidas por µ1(∆) = ‖EN(∆)e1‖2 y ν1(∆) =

‖EM(∆)f1‖2, donde EN y EM son las resoluciones de la identidad asociadas a N y

M respectivamente, satisfacen [µ1] = [ν1], lo cual implica que Nµ1
∼= Nν1 .

Si H =
⊕∞

i=1 Hi y K =
⊕∞

i=1 Ki, tenemos por lo anterior que N |H1
∼= Nµ1

∼=

Nν1
∼= M |K1 , además, la Proposición 3.20 implica que N |H ⊥

1

∼= M |K ⊥1 .

Si escribimos H ⊥
1 = H2⊕H ⊥

2 y K ⊥
1 = K2⊕K ⊥

2 y aplicamos un razonamiento

similar al anterior obtenemos que N |H2
∼= Nµ2

∼= Nν2
∼= M |K2 y nuevamente por la

Proposición 3.20 se deduce que N |H ⊥
2

∼= M |K ⊥2 .

Realizando este proceso inductivamente se sigue que N |Hi
∼= M |Ki

para todo

i ∈ N, con lo cual se concluye que M ∼= N .

�
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Sea N es un operador normal con medida espectral µ y {µi}∞i=1 una sucesión de medidas

en C como en el ı́tem a) del Teorema 3.21. Si µ1 � µ, entonces por la Proposición 1.12,

existe un subconjunto de Borel ∆1 tal que [µ1] = [µ|∆1 ] y como además ∆1 = σ(N) (ver

demostración de Teorema 3.21) entonces [µ1] = [µ]. Ahora bien, sabemos por el teorema

anterior que µ2 � µ1, luego por transitividad µ2 � µ entonces existe un subconjunto de

Borel ∆2 ⊂ ∆1 tal que [µ2] = [µ|∆2 ], haciendo un proceso inductivo sobre n ∈ N, tenemos que

si µn � µ, existe un subconjunto de Borel ∆n ⊂ . . . ⊂ ∆2 ⊂ ∆1 tal que [µn] = [µ|∆n ]. Por

lo tanto esta sucesión de subconjuntos de Borel {∆n}∞n=1 contenidos de manera decreciente

nos permite reescribir el Teorema 3.21 tomando µn = µ|∆n con n ∈ N y ∆1 = σ(N), por

consiguiente tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.22.

a) Si N ∈ B(H ) es un operador normal con medida espectral µ, entonces existe una

sucesión decreciente {∆n}∞n=1 de subconjuntos de Borel en σ(N) tal que ∆1 = σ(N)

y N ∼= Nµ ⊕Nµ|∆2
⊕Nµ|∆3

⊕ . . .

b) Si M es otro operador normal con medida espectral ν y si {Σn} es una sucesión

decreciente de subconjuntos de Borel en σ(M) tal que M ∼= Nν ⊕Nν|Σ2
⊕Nν|Σ3

⊕ . . .,

entonces M ∼= N si y solo si

i) [µ] = [ν].

ii) µ(∆n \ Σn) = 0 = µ(Σn \∆n), para todo n.

La demostración de este corolario es consecuencia del Teorema 3.21. Para obtener el ı́tem

(b) es suficiente demostrar que para todo n ∈ N, [µ|∆n ] = [ν|Σn ] si y solo si [µ] = [ν] y

µ(∆n \ Σn) = 0 = µ(Σn \∆n). Para ello:

Supongamos que [µ|∆n ] = [ν|Σn ] para todo n ∈ N, entonces por el Teorema 3.11 tenemos

que Nµ|∆n
∼= Nν|Σn , en particular si n = 1, vale que Nµ

∼= Nν lo cual implica [µ] = [ν].

Ahora bien, por hipótesis tenemos que µ|∆n(∆) = 0 si y solo ν|Σn(∆) = 0, para ∆ un

subconjunto de Borel de σ(N) = σ(M).

Notemos que, ν|Σn(Σc
n) = ν(Σn ∩ Σc

n) = ν(∅) = 0, entonces

µ(∆n \ Σn) = µ(∆n ∩ Σc
n) = µ|∆n(Σc

n) = 0.
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Análogamente, µ|∆n(∆c
n) = µ(∆n ∩∆c

n) = µ(∅) = 0, entonces

µ(Σn \∆n) = ν(Σn ∩∆c
n) = ν|Σn(∆c

n) = 0.

Veamos ahora que [µ|∆n ] = [ν|Σn ] para todo n ∈ N. Supongamos que µ|∆n(∆) = 0,

entonces

ν|Σn(∆) = ν(∆ ∩ Σn) = ν(∆ ∩ Σn ∩∆n) + ν(∆ ∩ Σn ∩∆c
n)

6 ν(∆ ∩∆n) + ν(Σn ∩∆c
n) = 0

esto por i) y ii). Aśı tenemos que ν|Σn � µ|∆n .

Para ver que µ|∆n � ν|Σn es análogo a lo anterior.

El siguiente ejemplo nos va a motivar el siguiente teorema.

Ejemplo 3.23. Sea µ la medida de Lebesgue en [0, 1] y sea µn la medida de Lebesgue en

[1/(n+1), 1/n] para n > 1, entonces µ = Σ∞n=1µn (ver Ejemplo 1.6). Sea H =
⊕∞

n=1 L
2(µn)(n)

y definamos T : H → H dado por T = Nµ1 ⊕ N
(2)
µ2 ⊕ N

(3)
µ3 ⊕ . . .. Por el ı́tem c) de

la Proposición 3.4 la resolución de la identidad asociada al operador Nµn esta dada por

En(∆) = Mχ∆
para ∆ ⊂ σ(Nµn) boreliano.

Entonces por la Proposición 3.8 tenemos que σ(T ) =
⋃∞
n=1 σ(Nµn) y

E(∆) =
⊕∞

n=1(En(∆ ∩ σ(Nµn)))(n).

Veamos que µn es una medida espectral para Nµn , es decir, En(∆) = 0 si y solo si

µn(∆) = 0, para todo ∆ ⊂ [1/(n+ 1), 1/n].

En efecto,

0 = µn(∆) =

∫
∆

dµn =

∫ 1/n

1/(n+1)

χ∆(x)dµ(x).

Entonces, para f, g ∈ L2(µn) se tiene que

〈En(∆)f, g〉 = 〈Mχ∆
f, g〉 =

∫ 1/n

1/(n+1)

χ∆(x)f(x)g(x)dµ(x) =

∫
∆

f(x)g(x)dµn(x) = 0.

Es decir, En(∆) = 0.

El rećıproco se obtiene eligiendo un par de funciones particulares en f, g ∈ L2(µn) tales

que f(x)g(x) = 1 para todo x ∈ C.
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Más aún, si E(∆) =
⊕∞

n=1(En(∆ ∩ σ(Nµn)))(n) = 0 tenemos que, para todo n ∈ N,

En(∆ ∩ σ(Nµn)) = 0 entonces lo anterior implica que µn(∆ ∩ σ(Nµn)) = 0, por el Ejemplo

1.6 se tiene que µ(∆∩σ(Nµn)) = 0 para todo n, finalmente µ(∆) = µ(
⋃∞
n=1(∆∩σ(Nµn))) =

Σ∞n=1µ(∆ ∩ σ(Nµn)) = 0. El rećıproco de lo anterior vale en todas las afirmaciones.

Por lo tanto µ es una medida espectral para T .

Ahora bien, por el Corolario 3.22 existe una sucesión {∆n}∞n=1 decreciente de subconjuntos

de Borel del [0, 1], tal que ∆1 = σ(T ) y

T ∼= Nµ ⊕Nµ|∆2
⊕Nµ|∆3

⊕ . . . (3.6)

Ahora, considerando los ∆n = [0, 1/n], n > 1 tenemos:

Para ∆1 = [0, 1], ocurre que µ =
∑∞

n=1 µn.

Para ∆2 = [0, 1/2], ocurre que µ|∆2 =
∑∞

n=2 µn.

Para ∆3 = [0, 1/3], ocurre que µ|∆3 =
∑∞

n=3 µn.

Y aśı sucesivamente sobre n ∈ N. Observando que las µn cumplen la condición de ser

mutuamente singulares, pues están concentradas en subconjuntos disjuntos del [0, 1], tenemos

que:

T = Nµ1 ⊕N (2)
µ2
⊕N (3)

µ3
⊕ . . .

= (Nµ1 ⊕Nµ2 ⊕Nµ3 ⊕ . . .)⊕ (Nµ2 ⊕Nµ3 ⊕Nµ4 ⊕ . . .)⊕ (Nµ3 ⊕Nµ4 ⊕Nµ5 ⊕ . . .)⊕ . . .

= Nµ ⊕Nµ|∆2
⊕Nµ|∆3

⊕ . . .

Esto nos da una idea bajo qué condiciones un operador normal N cualquiera con medida

espectral µ es unitariamente equivalente a una descomposición de la forma Nµ1 ⊕ N
(2)
µ2 ⊕

N
(3)
µ3 ⊕ . . .

Teorema 3.24. Si N es un operador normal, entonces existen µ∞, µ1, µ2, . . . medidas

mutuamente singulares (algunas pueden ser cero) tales que

N ∼= N (∞)
µ∞ ⊕Nµ1 ⊕N (2)

µ2
⊕N (3)

µ3
. . .

Si M es otro operador normal que cumple la condición anterior con sus respectivas medidas

η∞, η1, η2, . . . mutuamente singulares (algunas pueden ser cero), entonces

N ∼= M ⇔ [µn] = [ηn], para 1 6 n 6∞.
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Demostración. Sea µ una medida espectral para N y {∆n}∞n=1 una sucesión de sub-

conjuntos de Borel del espectro de N (como en el Corolario 3.22).

Definamos los conjuntos Σ∞ =
⋂∞
n=1 ∆n y Σn = ∆n \ ∆n+1 para 1 6 n < ∞ y sean

µn = µ|Σn 1 6 n 6∞ y νn = µ|∆n para 1 6 n <∞.

Entonces

∆n = Σ∞ ∪ (∆n \∆n+1) ∪ (∆n+1 \∆n+2) ∪ . . .

= Σ∞ ∪ Σn ∪ Σn+1 ∪ . . .

Aśı, para todo ∆ ∈ Ω:

νn(∆) = µ|∆n (∆) = µ(∆ ∩ (Σ∞ ∪ Σn ∪ Σn+1 ∪ . . .))

= µ((∆ ∩ Σ∞) ∪ (∆ ∩ Σn) ∪ (∆ ∩ Σn+1) ∪ . . .)

= µ(∆ ∩ Σ∞) + µ(∆ ∩ Σn) + µ(∆ ∩ Σn+1) + . . .

= µ|Σ∞ (∆) + µ|Σn (∆) + µ|Σn+1
(∆) + . . .

= µ∞(∆) + µn(∆) + µn+1(∆) + . . .

= (µ∞ + µn + µn+1 + . . .)(∆)

Por lo tanto

νn = µ∞ + µn + µn+1 + . . . , para 1 6 n <∞.

Notando que las medidas µ∞, µ1, µ2, . . . son mutuamente singulares por definición, tenemos

que

Nνn
∼= Nµ∞ ⊕Nµn ⊕Nµn+1 ⊕ . . .

Y por el corolario 3.22 sucede que

N ∼= Nν1 ⊕Nν2 ⊕ . . .

Entonces

N ∼= Nν1 ⊕Nν2 ⊕Nν3 ⊕ . . .

∼= (Nµ∞ ⊕Nµ1 ⊕Nµ2 ⊕ . . .)⊕ (Nµ∞ ⊕Nµ2 ⊕Nµ3 ⊕ . . .)⊕ (Nµ∞ ⊕Nµ3 ⊕Nµ4 ⊕ . . .)⊕ . . .

∼= N (∞)
µ∞ ⊕Nµ1 ⊕N (2)

µ2
⊕N (3)

µ3
. . .
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Ahora bien, suponiendo que M es otro operador normal que cumple lo anterior con sus

respectivas medidas η∞, η1, η2, . . . mutuamente singulares (algunas pueden ser cero), es decir:

M ∼= N (∞)
η∞ ⊕Nη1 ⊕N (2)

η2
⊕N (3)

η3
. . . y N ∼= N (∞)

µ∞ ⊕Nµ1 ⊕N (2)
µ2
⊕N (3)

µ3
. . .

Lo cual ocurre, siempre que

ν
′

n = η∞ + ηn + ηn+1 + . . . y νn = µ∞ + µn + µn+1 + . . . , para 1 6 n <∞.

Suponiendo que [µn] = [ηn] para todo 1 6 n 6∞, por lo anterior tenemos que

[ν
′

n] = [νn], para todo 1 6 n 6∞.

aśı por el Teorema 3.24 sucede que

Nν′n
∼= Nνn , para todo 1 6 n 6∞. (1)

pero sabemos por el Corolario 3.22 que

M ∼= Nν
′
1
⊕Nν

′
2
⊕ . . . y N ∼= Nν1 ⊕Nν2 ⊕ . . .

entonces lo anterior y (1) implican que

N ∼= M.

�

En la siguiente definición introducimos el concepto de función de Borel que toma valores

en un espacio de Hilbert H con el objetivo de definir el espacio L2(µ,H ) el cual resultará

útil para caracterizar la equivalencia unitaria de dos operadores normales en términos de

una sucesión de medidas mutuamente singulares dos a dos.

Definición 3.25. Sea una medida de Borel positiva con soporte compacto en C y sea

Hn un espacio de Hilbert de dimensión n, 1 6 n 6 ∞. Decimos que f : C → Hn es una

función de Borel si z 7→ 〈f(z), g〉 es una función medible Borel para cada g ∈Hn.

Observación 3.26. Si f : C → Hn es una función de Borel y {ej}nj=1 es una base

ortonormal para Hn, entonces ‖f(z)‖2 =
∑n

j=1 |〈f(z), ej〉|2, por lo tanto z 7→ ‖f(z)‖2 es una

función de Borel.
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Definición 3.27. Definimos L2(µ; Hn) como el espacio de todas las funciones de Borel

f : C→Hn tales que ‖f‖2 =
∫
‖f(z)‖2dµ(z) <∞, donde dos funciones concuerdan c.s.[µ].

Si f y g ∈ L2(µ; Hn ), entonces 〈f, g〉 =
∫
〈f(z), g(z)〉 dµ(z) define un producto interno

en L2(µ; Hn).

Observación 3.28. L2(µ; Hn) es un espacio de Hilbert con el producto interno definido

anteriormente.

Proposición 3.29. Si N es el operador de multiplicación por z en L2(µ; Hn), entonces

N ∼= N (n)
µ .

Es decir, N ∼= Nµ ⊕ . . .⊕Nµ n-veces.

Demostración. Sea {ej}nj=1 una base ortonormal para Hn y U : L2(µ; Hn)→ L2(µ)(n),

dado por

Uf(z) = (〈f(z), e1〉, 〈f(z), e2〉, . . . , 〈f(z), en〉)

Veamos que U es el isomorfismo tal que

UNU−1 = N (n)
µ .

Entonces, sea f, g ∈ L2(µ; Hn) tales que Uf(z) = Ug(z), aśı por definición de U .

〈f(z), ej〉 = 〈g(z), ej〉, para todo 1 6 j 6 n.

Por lo tanto, para todo j ∈ {1, 2, . . . , n}

〈f(z), ej〉 − 〈g(z), ej〉 = 0

〈f(z)− g(z), ej〉 = 0

Como {ej} es una base ortonormal

(f − g)(z) = 0

por lo tanto U es inyectivo, ya que f(z) = g(z) para todo z ∈ C.

Ahora bien, veamos la sobreyectividad. Sea g ∈ L2(µ)(n), es decir, g = (g1, g2, . . . , gn) con

gj ∈ L2(µ) para todo j ∈ {1, . . . , n}.
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Queremos encontrar f ∈ L2(µ; Hn) tal que

Uf(z) = (g1, g2, . . . , gn) = g.

Definamos f(z) =
n∑
j=1

gj(z)ej, la cual pertenece a L2(µ; Hn) ya que f se escribe como

combinación lineal de elementos de la base {ej}nj=1, y gj(z)ej : C → Hn para cada j ∈

{1, . . . , n}.

Entonces

〈f(z), ei〉 =

〈
n∑
j=1

gj(z)ej, ei

〉
= gi(z), para todo i ∈ {1, . . . , n}.

Por lo tanto para z ∈ C fijo, tenemos que

Uf(z) = (〈f(z), e1〉, 〈f(z), e2〉, . . . , 〈f(z), en〉) = (g1(z), g2(z), . . . , gn(z)) = g(z).

Finalmente sea g ∈ L2(µ)(n)

UNU−1g(z) = UN(f(z)) = U(zf(z)) = (〈zf(z), e1〉, 〈zf(z), e2〉, . . . , 〈zf(), en〉)

= (z〈f(z), e1〉, z〈f(z), e2〉, . . . , z〈f(), en〉)

= (zg1(z), zg2(z), . . . , zgn(z))

= (Nµg1(z), Nµg2(z), . . . , Nµgn(z))

= N (n)
µ g(z)

Como g es arbitraria, tenemos que UNU−1 = N
(n)
µ . �

El siguiente teorema es una extensión del Teorema 3.24, pero ahora la descomposición la

haremos en suma directa de operadores como en la Proposición 3.29.

Teorema 3.30. Si N es un operador normal en B(H ), existen medidas mutuamente

singulares µ∞, µ1, µ2, . . . y un isomorfismo

U : H −→ L2(µ∞; H∞)⊕ L2(µ1)⊕ L2(µ2; H2)⊕ . . .

tal que

UNU−1 = N∞ ⊕N1 ⊕N2 ⊕ . . .

donde Nn es el operador de multiplicación por z en L2(µn; Hn) (como en la Proposición en

3.29).
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Demostración. La demostración de este teorema es análoga a la desarrollada en el

Teorema 3.24. Basta notar que por el Teorema 3.24 existe un isomorfismo U1 : H →⊕∞
i=1 L

2(µi)
(i) tal que

U1NU
−1
1 = N (∞)

µ∞ ⊕Nµ1 ⊕N (2)
µ2
⊕N (3)

µ3
. . .

y por la Proposición 3.29 tenemos para 1 6 i 6∞ isomorfismos Ui : L2(µi)
(i) → L2(µi; Hi),

tales que

UiN
(i)
µi
Ui
−1

= Ni

Ahora bien, definiendo otro isomorfismo U2 :
⊕∞

i=1 L
2(µi)

(i) →
⊕∞

i=1 L
2(µi; Hi) dado por

U2|L2(µi)(i) = Ui. Entonces

Si U = U2U1 tenemos que:

U1NU
−1
1 = N (∞)

µ∞ ⊕Nµ1 ⊕N (2)
µ2
⊕N (3)

µ3
. . .

U−1
2 UNU−1U2 = N (∞)

µ∞ ⊕Nµ1 ⊕N (2)
µ2
⊕N (3)

µ3
. . .

UNU−1 = U2(N (∞)
µ∞ ⊕Nµ1 ⊕N (2)

µ2
⊕N (3)

µ3
. . .)U−1

2

UNU−1 = (U∞N
(∞)
µ∞ U

−1

∞ )⊕ (U1Nµ1U1
−1

)⊕ (U2N
(2)
µ2
U2
−1

)⊕ . . .

UNU−1 = N∞ ⊕N1 ⊕N2 ⊕ . . .

Por lo tanto, U es el isomorfismo buscado. �

Podemos tener una idea un poco más clara de estos resultados si suponemos que H es

de dimensión finita. Sea N un operador normal y sea Λk el conjunto de todos los autovalores

de N con multiplicidad geométrica k (cantidad de autovectores linealmente independientes

asociados a cada autovalores de N), aśı para λ ∈ Λk tenemos que dim(ker(λI −N)) = k.

Entonces Λk = {λ(k)
j : 1 6 j 6 mk} y sea Nk el operador diagonalizable de dimensión

k.mk asociado a cada λ
(k)
j con multiplicidad k, aśı.

N ∼= N1 ⊕N2 ⊕ . . .⊕Np.

y σ(N) = Λ1 ∪Λ2 ∪ . . .∪Λp por lo tanto σ(Nk) = Λk, ya que cada autovalor de Nk tiene

multiplicidad k.

Entonces

Nk
∼= A

(k)
k
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donde A
(k)
k es un operador diagonalizable en un espacio de dimensión mk con σ(Ak) = Λk.

Por lo tanto

N ∼= A1 ⊕ A(2)
2 ⊕ . . .⊕ A(p)

p .

y σ(Ai) ∩ σ(Aj) = ∅ para i 6= j.

Para ver esto más claro tenemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.31. Sea H con dim(H ) = 9, N : H →H y σ(N) = {λ1, λ2, λ3, λ4, λ5} con

λ1 con multiplicidad 1, λ2 con multiplicidad 2, λ3 con multiplicidad 2, λ4 con multiplicidad

1 y λ5 con multiplicidad 3, entonces:

Λ1 = {λ1, λ4} ; Λ2 = {λ2, λ3} y Λ3 = {λ5}

y σ(N) = Λ1 ∪ Λ2 ∪ Λ3. Por lo tanto

N1 =

λ1 0

0 λ4


2x2

;N2 =


λ2 0 0 0

0 λ3 0 0

0 0 λ2 0

0 0 0 λ3


4x4

;N3 =


λ5 0 0

0 λ5 0

0 0 λ5


3x3

Entonces la descomposición por multiplicidad esta dada por

N ∼= N1 ⊕N2 ⊕N3.

Aśı, tenemos que

N1
∼= A

(1)
1 ; N2

∼= A
(2)
2 ; N3

∼= A
(3)
3 .

donde

A1 =

λ1 0

0 λ4


2x2

;A
(2)
2 =

λ2 0

0 λ3


2x2

;A
(3)
3 =

[
λ5

]
1x1

Por lo tanto

N ∼= A1 ⊕ A(2)
2 ⊕ A

(3)
3 .

Recordando que
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N ∼=



λ1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 λ4 0 0 0 0 0 0 0

0 0 λ2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 λ3 0 0 0 0 0

0 0 0 0 λ2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 λ3 0 0 0

0 0 0 0 0 0 λ5 0 0

0 0 0 0 0 0 0 λ5 0

0 0 0 0 0 0 0 0 λ5


9x9

Podemos definir para este ejemplo la función de multiplicidad para N , mN : C→ {0, 1, 2, 3},

dada por:

mN = χΛ1 + 2χΛ2 + 3χΛ3

Esta función depende de Λ1, Λ2, Λ3 y si el respectivo λ ∈ C pertenece o no a algún Λi con

i ∈ {1, 2, 3}.

Nótese que,

mN(λ4) = mN(λ1) = 1, mN(λ2) = mN(λ3) = 2 y mN(λ5) = 3

es decir, la función de multiplicidad evaluada en cada autovalor coincide con la multiplicidad

geométrica asociada al mismo.

Ahora bien, usando la notación del Teorema 3.30 podemos dar la siguiente definición de

función de multiplicidad asociada a un operador normal.

Definición 3.32. Sea N ∈ B(H ) un operador normal con medida espectral µ y

∆∞,∆1,∆2, . . . una sucesión de subconjuntos de Borel de σ(N) disjuntos dos a dos tal

que [µn] = [µ|∆n ]. Definimos la función mN : C→ {0, 1, 2, . . . ,∞} por

mN =∞χ∆∞ + χ∆1 + 2χ∆2 + 3χ∆3 + . . .

A la función mN se le llama función de multiplicidad para N .

Observación 3.33.
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i) La definición de la función mN depende de la elección de los conjuntos ∆n con

1 6 n 6 ∞ aśı como del operador N . Sin embargo, cualquier par de escogencia

de los ∆n difieren en conjuntos de medida cero (ver Teorema 3.24).

ii) La función mN es una función de Borel, pues es la suma de funciones caracteŕısticas

que a su vez son de Borel.

iii) Si m : C → {∞, 0, 1, 2, . . .} es una función de Borel y µ es una medida con soporte

compacto K ⊂ C entonces podemos definir conjuntos ∆n = {z : m(z) = n} con

n = ∞, 1, 2, . . . y una familia de medidas mutuamente singulares {µn} dadas por

µn(∆) = µ(∆ ∩∆n) tales que, el operador N = N
(∞)
µ∞ ⊕ Nµ1 ⊕ N

(2)
µ2 ⊕ N

(3)
µ3 . . . tiene

como medida espectral a µ y función de multiplicidad m c.s.[µ].

La discusión previa y el Teorema 3.30 nos permite presentar el teorema final de este

caṕıtulo, el cual es el resultado que compacta las hipótesis necesarias y suficientes para saber

cuándo dos operadores normales son unitariamente equivalentes. Por lo tanto tenemos:

Teorema 3.34. Dos operadores normales son unitariamente equivalentes si y solo si

tienen la misma medida espectral µ y sus funciones de multiplicidad asociadas son iguales

c.s.[µ].

Los objetos a los que se refiere el teorema anterior, a saber, función de multiplicidad y

medida espectral, constituyen un conjunto completo de invariantes unitarios para los opera-

dores normales y a través de ellos es posible analizar y estudiar el problema de la equivalencia

unitaria.
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