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de me forma actualmente. Gracias a mi hermano Alfredo Mujica, y todos los integrantes de

la escuela, sin excepciones, porque me han acompañado en este proceso desde su comienzo
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RESUMEN.

Bajo el criterio de operaciones locales asistidas con comunicación clási-

ca, si dos estados pueden ser interconvertidos entre śı, con alguna probabilidad

no nula de éxito, queda definida una clase de equivalencia estocástica. Obser-

vando las caracteŕısticas de los subsistemas de un sistema compuesto, para

estas clases de equivalencia, nos damos cuenta de que, una clase define un tipo

de entrelazamiento, aśı que, para el caso de sistemas tripartitos de qubits, en-

contramos que las operaciones locales estocásticas asistidas con comunicación

clásica, dividen al conjunto de estados de estos sistemas, en seis clases que

son inequivalentes entre śı. De estas seis clases, una está formada por estados

separables, tres tienen entrelazamiento bipartito, y el resultado más impor-

tante es que, las dos últimas, comparten entrelazamiento tripartito. Es decir,

mostramos que los estados tripartitos entrelazados se subdividen en dos clases

inequivalentes, a saber, las clases con entrelazamiento GHZ y las que tienen

entrelazamiento W.
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INTRODUCCIÓN.

En la teoŕıa de la información cuántica (TIC) tiene gran importancia el hallazgo de clases

de equivalencia. Esto se debe a que, la realización de una tarea cualquiera en TIC, puede

ser llevada a cabo con cualquiera de los estados que forman parte de una misma clase de

equivalencia. Elegir, por ejemplo, estados máximamente entrelazados, a la hora de realizar

una tarea dada, puede facilitarnos el trabajo de una manera incalculable.

Se sabe para sistemas bipartitos, que para un gran número de copias de un estado puro

dado, cualquier estado bipartito puede ser convertido, de manera asintótica, en el estado

EPR, máximamente entrelazado |ψEPR〉 = 1√
2
(|0〉|0〉 + |1〉|1〉), bajo operaciones locales

y comunicación clásica (OLCC) [1]. Tomando en cuenta el tratamiento asintótico, puede

decirse que los estados puros bipartitos entrelazados, pertenecen todos a una única clase

de equivalencia, que pudiera llamarse clase EPR, por la elección de un estado EPR como

el representante de la clase. En general, decimos que existen dos tipos de entrelazamiento,

o dos clases de equivalencia, para los estados de un sistema bipartito, a saber, los estados

que son separables (cuando no hay entrelazamiento) y los estados con entrelazamiento

EPR.

Este trabajo se inspira en la pregunta ¿qué ocurre para los sistemas tripartitos con

respecto a los tipos de entrelazamiento? ¿Los estados de un sistema tripartito entrelazado

también pertenecen a una única clase de equivalencia (un único tipo de entrelazamiento)?.

Nuestro propósito es dar respuesta a esta pregunta. Uno de los puntos a considerar para

nuestra respuesta es que no haremos un tratamiento asintótico, es decir, en este trabajo,

nosotros nos enfocaremos en una copia simple de un estado. Para una copia simple, es

conocido que dos estados |ψ〉 y |φ〉 pueden ser interconvertidos entre śı, con certeza, ba-

jo OLCC, únicamente si se relacionan mediante operadores locales unitarios (LU). Pero

incluso en los sistemas bipartitos más simples, no es posible encontrar LU que relacionen

a |ψ〉 y |φ〉. Este problema se resuelve definiendo la equivalencia estocástica. Es decir, no

exigimos la total certeza para la interconversión de los estados, nos basta con que exista

cierta probabilidad no nula de que puedan convertirse uno en el otro. Por supuesto, esto

traerá consecuencias sobre la realización de la tarea. Ahora se realizará la tarea también

con una cierta probabilidad no nula dependiendo del estado que sea usado para llevarla

a cabo. Aśı, las operaciones que definen nuestras clases de equivalencia, son operaciones

locales estocásticas asistidas con comunicación clásica (OLECC). Veremos que estas ope-

raciones están representadas por operadores locales invertibles (OLI). Una vez definidas

las OLECC, vemos que, para caracterizar a nuestros estados, resulta impresionantemente

beneficioso, observar los rangos locales de las matrices densidad asociadas a cada uno de

los subsistemas, de hecho, probamos que las clases quedan definidas justo por las carac-



teŕısticas de estos rangos locales, aśı que, en función de los rangos locales encontramos

6 tipos de entrelazamiento para estados de un sistema tripartito: la primera clase tiene

entrelazamiento nulo, las 3 siguientes comparten entrelazamiento bipartito y, el resultado

más sorprendente, es que aparecen 2 clases inequivalentes para los estado con verdadero

entrelazamiento tripartito [1]. Estamos usando el hecho de que una clase de equivalencia

define un tipo de entrelazamiento.

Nuestra manera particular de reproducir esta clasificación, se basa en la obtención de

una descomposición no superflua (inspirada en una descomposición de Schmidt generali-

zada al caso tripartito) del estado de un sistema tripartito de qubit. Hecho esto, vemos

como la clasificación sale de una manera muy natural, y encontramos argumentos muy

simples y de alto significado f́ısico, para la aparición de dos clases de equivalencia para

estados tripartitos entrelazados: las clases |GHZ〉 y |W 〉.
Especialmente, nos planteamos el objetivo de esta manera:

Objetivo General: Identificar y caracterizar todas las clases de entrelazamientos de

estados puros de un sistema de tres qubits bajo operaciones locales estocásticas y comu-

nicación clásica (OLECC).

Objetivos Espećıficos:

Explicar que son las OLECC.

Explicar qué son los estados GHZ (Greenberger-Horne-Zeilinger) y W (R. F. Wer-

ner).

Explicar qué es la medida de correlaciones tripartitas de Coffman.

Mostrar que un estado tripartito, no trivial, entrelazado puede ser convertido, me-

diante OLECC, en un estado GHZ o en un estado W, y que esos dos tipos dividen

al conjunto de estados entrelazados en dos conjuntos no relacionados mediante ope-

raciones locales estocásticas con comunicación clásica.

Para dar cumplimiento a nuestros objetivos, de manera satisfactoria, estructuramos

este trabajo en 5 caṕıtulos. En ellos encontramos:

Caṕıtulo 1: Aqúı hacemos una representación de la mecánica cuántica en el lenguaje

del operador densidad, basándonos en el concepto de colectivo estad́ıstico para la

definición de un estado cuántico mixto. Presentaremos los aspectos más resaltantes

del mismo, en función de nuestro propósito.

Caṕıtulo 2: En vista de que este trabajo se centra en sistemas f́ısicos compuestos, es

de vital importancia hacer una introducción a sistemas compuestos y su relación con



el fenómeno de entrelazamiento cuántico. Presentamos el formalismo matemático

espećıficamente para el caso de sistemas bipartitos, e introducimos algunos conceptos

útiles para nuestro tratamiento.

Caṕıtulo 3: En este caṕıtulo introducimos todos los conceptos de la teoŕıa de la

información cuántica que usaremos en nuestro desarrollo. Hacemos énfasis en el

concepto de sistemas f́ısicos de qubits, y mostramos la forma que adoptan la mayoŕıa

de nuestros conceptos aqúı expuestos, para el caso qubit.

Caṕıtulo 4: En este caṕıtulo nos dedicamos, de la manera más detallada posible,

a hacer una exposición de una de las herramientas más poderosas que facilitan el

cumplimiento de nuestro objetivo, a saber, la descomposición de Schmidt. Hacemos

esto para concluir, realizando una descomposición de Schmidt generalizada al caso

tripartito. Al final del caṕıtulo presentamos nuestro primer resultado: hacemos una

descomposición no superflua de un estado tripartito de qubit, la cual encontramos

que consta de 5 términos.

Caṕıtulo 5: Aqúı desarrollamos todo nuestro trabajo de clasificación, propiamente

dicho. Comenzamos explicando lo que son las clases de equivalencia y como nos lleva

a definir un tipo de entrelazamiento para los estados a considerar, y luego explicamos

nuestro tratamiento estocástico. A continuación definimos el método usado para

nuestra clasificación, basado en los trabajos de R. Tarrach e I. Cirac, para finalmente

presentar nuestra propuesta, basada en la observación del estado tripartido en su

forma no superflua, lo que nos dirige naturalmente, mediante argumentos f́ısicos, a

hacer una clasificación completa que comparamos con la realizada por R. Tarrach. Al

final del caṕıtulo mostramos la inequivalencia entre los seis tipos de entrelazamiento

(entre las que encontramos a los estados |GHZ〉 y |W 〉 como representantes de los

estados tripartitos entrelazados en sus tres subsistemas, o estados con verdadero

entrelazamiento tripartito), y mostramos la relación de jerarqúıa entre estas clases.





Caṕıtulo 1

La Mecánica Cuántica y el Operador

Densidad.

Generalmente, en la mecánica cuántica, cuando queremos describir un sistema, no

tenemos un conocimiento total de su estado actual, sino que más bien, tenemos una

distribución probabiĺıstica de estados en los que pudiera encontrarse el sistema. Es decir,

no podemos representar el estado del sistema usando sólo un ket unidad en el espacio

de Hilbert, recurrimos a una herramienta muy útil en mecánica cuántica y especialmente

útil en la Teoŕıa de la Información Cuántica, que consiste en definir un operador que

representa en śı la distribución probabiĺıstica de todos los estados posibles de un sistema

dado: el Operador Densidad.

1.1. Definición del Operador Densidad

El lenguaje del Operador Densidad proporciona un medio conveniente para describir

sistemas cuánticos cuyos estados no son completamente conocidos.

Definición 1: Si un sistema f́ısico se encuentra en un estado |ψi〉, con probabilidad

pi, donde el ı́ndice i denota la probabilidad con la que ocurre el i-ésimo estado, el estado

del sistema queda definido por

ρ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi| (1.1)

donde, en general, llamamos a {pi, |ψi〉} un Colectivo Estad́ıstico de estados puros y ρ el

Operador Densidad del sistema. El Operador Densidad también se conoce como matriz

densidad y representa el estado del sistema [2].
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1.1.1. Colectivo Estad́ıstico

Un estado |ψ〉 de un sistema da testimonio de cómo fue preparado, por lo tanto, te-

niendo certeza total de que este es el estado del sistema, tiene sentido hablar del estado

único del sistema. En este caso, podemos hablar de medidas únicas o elementales, que

básicamente constan de un montaje experimental diseñado para determinar el estado del

sistema con una sola medida. Ahora bien, no siempre es posible, de hecho es lo menos

frecuente en f́ısica, encontrar exactamente el mismo resultado de una medida elemental

para dos montajes experimentales idénticos de un mismo sistema. Por ejemplo, suponga-

mos que diseñamos un montaje experimental para realizar una medida elemental dada

sobre un sistema A y obtenemos el resultado |ψA〉. Luego decidimos repetir el mismo

experimento sobre un sistema idéntico A y resulta que obtenemos, de la misma medida

elemental, el resultado |φA〉. Y aśı sucesivamente, para diferentes realizaciones obtenemos

diferentes resultados. En estos casos, ya no podemos hablar de una medida elemental,

sino de un Colectivo de medidas.

Una medida colectiva consiste en experimentos elementales repetidos realizados sobre

un gran número de sistemas preparados de forma idéntica. Esto arroja un Colectivo Es-

tad́ıstico de estados puros únicos y una distribución de probabilidades, cada una asociada

a un estado puro del colectivo.

Definición 2: Un Colectivo Estad́ıstico consiste de un número de estados puros únicos

asociados a un mismo sistema sobre el que se ha realizado repetidamente la misma medida

elemental.

En la teoŕıa de la información cuántica, el Colectivo Estad́ıstico se conoce como el

Alfabeto de la fuente de información, donde cada estado puro único del colectivo representa

un śımbolo contenido en el espacio llamado Alfabeto de la fuente de información, que

contiene todos los śımbolos. Cada śımbolo sale de la fuente con una cierta probabilidad

asignada por la función de distribución probabiĺıstica de la fuente.

1.2. Propiedades del Operador Densidad

Para estar acorde con los postulados de la mecánica cuántica, el Operador Densidad

debe cumplir las siguientes propiedades:

ρ tiene traza igual a uno

Tr(ρ) = 1 (1.2)

ρ es un operador positivo

〈ψ|ρ|ψ〉 ≥ 0 (1.3)
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para cualquier vector |ψ〉 perteneciente al espacio vectorial en el que ρ ha sido

definido.

Note que la segunda propiedad también implica que ρ es Hermı́tico: ρ† = ρ [3].

1.2.1. Estados puros y estados mixtos

Como veremos en la interpretación del Operador Densidad, la ecuación (1.1) describe a

un sistema f́ısico en estado mixto, pero en muchos casos vamos a necesitar escribir el Ope-

rador Densidad asociado a un estado puro, es decir, el estado del sistema cuando podemos

conocerlo de manera exacta con una medida única o elemental. Se deduce fácilmente que

tendrá la siguiente forma

ρ = |ψ〉〈ψ| (1.4)

donde |ψ〉 representa al estado puro del sistema. En función de lo expuesto el Operador

Densidad presenta las siguientes propiedades que evidencian el estado del sistema en

cuestión:

Estados puros

Tr[ρ2] = 1 (1.5)

Estados mixtos

Tr[ρ2] < 1. (1.6)

La igualdad ocurre para estados puros y la desigualdad para estados mixtos [2].

1.3. Superposición incoherente de estados puros

Supongamos que tenemos una base {|ψi〉} para el espacio de Hilbert H de un determi-

nado sistema. Vamos a hacer una comparación entre un estado mixto y un estado puro,

ambos representados en esa misma base. A saber

ρ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi| vs |ψ〉 =
∑
i

√
pi|ψi〉.

En el lado izquierdo tenemos un estado mixto y en el lado derecho un estado puro para

un sistema dado. Podemos incluir una fase relativa en algunos de los elementos de la base

y ver qué ocurre en ambos casos. Para ello, es conveniente escribir la matriz densidad

asociada al estado puro ρψ = |ψ〉〈ψ|, lo que resulta en

ρ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi| vs ρψ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi|+
∑
i 6=j

√
pi
√
pj|ψi〉〈ψj|.
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Ahora es muy sencillo apreciar que si incluimos una fase relativa eiφ a cualquiera de los

estados de la base |ψi〉, el estado mixto no será afectado en lo absoluto, mientras que

el estado puro śı. Aśı, concluimos que el estado mixto ρ es totalmente insensible ante

diferencias de fase de sus elementos constituyentes, mientras que el estado puro es único

frente a diferencias de fases de sus elementos constituyentes, es decir, una fase relativa

distingue entre dos estados puros mientras que es indistinguible para estados mixtos de

un mismo sistema. Por esta razón, a los estados puros se les llama superposición coherente

de estados y a los estados mixtos superposición incoherente de estados puros. Que una

superposición sea coherente quiere decir que admite interferencia (relación definida entre

las fases). El término
∑

i 6=j
√
pi
√
pj|ψi〉〈ψj|, de la ecuación del lado derecho (para estados

puros) está relacionado con esa interferencia.

1.4. Interpretación F́ısica del Operador Densidad

En la eccuación (1.1), los estados |ψi〉 no son necesariamente ortogonales entre śı. La

ortogonalidad o no de este conjunto da lugar a dos interpretaciones diferentes del Operador

Densidad : colectivo estad́ıstico de estados puros ó colectivo estad́ıstico de estados mixtos

(colectivo de colectivos).

1.4.1. Forma canónica del Operador Densidad

Para un Operador Densidad dado ρ, podemos encontrar un conjunto ortonormal |ψj〉
tal que ρ tenga la forma canónica

ρ =
∑
j

pj|ψj〉〈ψj|, (1.7)

donde los números pj son los autovalores de ρ, y los vectores |ψj〉 son sus correspondientes

autovectores. Dado que ρ es no-negativo y de traza unidad, los números pj satisfacen

pj ≥ 0,
∑
j

pj = 1.

El operador de proyección Pk = |ψk〉〈ψk| es un observable que describe la propiedad de

“estar en el estado |ψk〉”. Es decir, este operador distingue el estado en el que se encuentra

el sistema. La probabilidad de que un sistema descrito por el Operador Densidad ρ se

encuentre en el estado |ψk〉, viene dado por el valor esperado del operador Pk, que se

expresa como:

Tr [Pkρ] = pk. (1.8)
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Por lo tanto, el autovalor pk del operador ρ, es la probabilidad de que un sistema en

el estado mixto ρ se encuentre en el estado puro |ψk〉.

Interpretación del Operador Densidad

Un estado mixto ρ de un sistema f́ısico es un Colectivo Estad́ıstico de estados puros

{|ψ1〉, |ψ2〉, . . . } (que forman un conjunto ortonormal), donde cada estado puro |ψj〉 ocurre

con probabilidad pj. La probabilidad pj son los autovalores del operador ρ, y |ψj〉 son sus

autovectores.

1.4.2. Forma no canónica del Operador Densidad

La forma no canónica del Operador Densidad viene dada por un conjunto de estados

{|φj〉} no ortonormales entre śı, que se expresa como:

ρ =
∑
j

qj|φj〉〈φj|, (1.9)

donde qj ≥ 0,
∑

j qj = 1. Aqúı los números qj no son los autovalores del Operador

Densidad.

Interpretación de un colectivo de estados mixtos

Para esta forma del Operador Densidad, ahora tenemos un colectivo de estados mixtos

(o colectivo de colectivos, ya que un estado mixto ya es un Colectivo Estad́ıstico de estados

puros), por lo que decimos que ρ describe un colectivo de sistemas cuánticos que han sido

preparados en el estado |φk〉 con probabilidad qk.

Notemos que si {|φk〉} fuese un conjunto ortonormal, la probabilidad qk de ser prepara-

do en el estado |φk〉 coincidiŕıa con la probabilidad pk de ser encontrado en el estado |φk〉.
Pero si los estados no son ortonormales, la probabilidad pk es mayor que qk, porque si un

sistema se ha preparado en el estado |φj〉, con j 6= k, también tiene cierta probabilidad de

ser encontrado en el estado |φk〉. La probabilidad pk es el valor esperado de Pk = |φk〉〈φk|
en el estado ρ:

pk = Tr (|φk〉〈φk|ρ) ≥ qk (1.10)

[4].
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Caṕıtulo 2

Sistemas Compuestos y

Entrelazamiento Cuántico

En este trabajo vamos a considerar sistemas cuánticos que están formados por varias

partes relacionadas entre śı. Cuando nos enfrentamos a un problema de este tipo, el

espacio de Hilbert en el que se describe el sistema debe ser aumentado con respecto a

los sistemas simples de una sola parte. Este espacio contiene vectores que provienen del

producto tensorial de vectores de cada uno de los subespacios (el producto tensorial para

el espacio de Hilber del sistema compuesto, contiene todos los posibles productos de los

vectores de los subespacios). En particular, vamos a considerar sistemas compuestos de

dos partes A y B para introducir el formalismo. Estos son llamados sistemas bipartitos.

2.1. Estado de un Sistema Compuesto Bipartito

Supongamos que un subsistema A de un sistema bipartito se encuentra en el estado

puro |ψA〉 perteneciente al espacio de Hilbert HA, y el otro subsistema B se encuentra en

el estado puro |ψB〉 perteneciente al espacio de Hilbert HB, se define el estado del sistema

compuesto AB como:

|ψA〉 ⊗ |ψB〉.

La base del formalismo del producto tensorial para sistemas compuestos se sigue de

este razonamiento: Si HA es el espacio de Hilbert para el subsistema A y HB es el espacio

de Hilbert para el subsistema B, entonces HA ⊗ HB es el espacio de Hilbert para el

sistema compuesto AB. Los únicos estados del sistema compuesto AB no son los de

arriba, cualquier combinación lineal de estados producto es un estado de ese sistema.

Supongamos que {|ψAj 〉} es una base ortonormal para HA y que {|ψBk 〉} es una base

ortonormal para HB, entonces uno puede demostrar que el conjunto formado por los
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vectores

|ψjk〉 = |ψAj 〉 ⊗ |ψBk 〉 (2.1)

forman una base ortonormal para el espacio de producto tensorial

HA ⊗HB = HAB.

Por lo tanto, cualquier vector |ψ〉 en HAB puede ser representado de manera única, como

|ψ〉 =
∑
jk

cjk|ψAj 〉 ⊗ |ψBk 〉 (2.2)

con

cjk =
(
〈ψAj | ⊗ 〈ψBk |

)
|ψ〉

y la condición de normalización

‖|ψ〉‖2 =
∑
jk

|cjk|2 = 1.

Más adelante usaremos el hecho de que el producto tensorial es asociativo

HA ⊗HB ⊗HC =
(
HA ⊗HB

)
⊗HC = HA ⊗

(
HB ⊗HC

)
(2.3)

[4]

2.2. Propiedades Esenciales del Producto Tensorial

Las propiedades que queremos resaltar aqúı, dado que serán muy utilizadas en este

trabajo, son la Bilinealidad y la Regla del producto interno.

Bilinealidad: Para cualquier |ψ〉,|ψ1〉, |ψ2〉 ∈ C2, |φ〉,|φ1〉, |φ2〉 ∈ C2, y a ∈ C, se

tiene que:

(a) (|ψ1〉+ |ψ2〉)⊗ |φ〉 = |ψ1〉 ⊗ |φ〉+ |ψ2〉 ⊗ |φ〉,

(b) |ψ〉 ⊗ (|φ1〉+ |φ2〉) = |ψ〉 ⊗ |φ1〉+ |ψ〉 ⊗ |φ2〉,

(c) a(|ψ〉 ⊗ |φ〉) = (a|ψ〉)⊗ |φ〉 = |ψ〉 ⊗ (a|φ〉).

Producto interno: Para cualquier |ψ1〉, |ψ2〉 ∈ C2, |φ1〉, |φ2〉 ∈ C2, se tiene que:

〈ψ1 ⊗ φ1|ψ2 ⊗ φ2〉 = 〈ψ1|ψ2〉 〈φ1|φ2〉 , (2.4)

donde usamos la notación abreviada |ψ ⊗ φ〉 = |ψ〉 ⊗ |φ〉 [5].
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2.3. Entrelazamiento Cuántico

Los sistemas compuestos dan lugar al fenómeno más resaltante de la mecánica cuánti-

ca; el entrelazamiento. Para comprender un poco de que se trata, vamos a comenzar con

un ejemplo: Supongamos que tenemos un estado compuesto bipartito de la forma

|ψA〉 ⊗ |ψB〉. (2.5)

Si Alice se encuentra en el subsistema A y Bob en el subsistema B, ni Alice ni Bob

tendrán dificultad alguna en decir en cuál estado se encuentra su subsistema. Alice repor-

tará |ψA〉 y Bob reportará |ψB〉.
Pero, qué ocurre si el sistema compuesto tiene la forma:

|ψAB〉 =
1√
2

(|ψA0 〉 ⊗ |φB0 〉+ |ψA1 〉 ⊗ |φB1 〉). (2.6)

Ahora no resulta tan fácil, tanto para Alice como para Bob, decir con exactitud en cuál

estado está su subsistema, debido a que (2.6) no es un estado separable en el producto A

y B.

Los estados de la ecuación (2.5), se conocen como estados desentrelazados, separables

o estados del producto, mientras que los estados que tienen la forma de la ecuación (2.6),

se conocen como estados entrelazados.

2.3.1. Estado Puro Entrelazado

Un estado puro bipartito |ψAB〉 está entrelazado si éste no puede ser escrito como el

estado producto |ψA〉 ⊗ |ψB〉, para cualquier elección de los estados |ψA〉 y |ψB〉.
Los estados entrelazados existen, en un sentido estrictamente matemático, porque

en el espacio de Hilbert del sistema compuesto HAB siempre es posible encontrar una

combinación lineal de los estados del producto que resulte en la forma de la ecuacióm

(2.6), ya que estos también son vectores definidos en ese espacio [6].

“Incluso si el estado inicial de un sistema compuesto es separable, en general, se en-

trelazará durante la evolución del tiempo si hay algún acoplamiento entre los subsistemas.

Cuando el estado de un sistema compuesto está entrelazado, no tiene sentido hablar del

estado de un subsistema en el sentido utilizado hasta ahora (es decir, como algo que puede

describirse mediante un solo vector en el espacio de Hilbert del sistema)” [4].
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2.4. Estados Puros y Mixtos en Sistemas Compues-

tos

En esta sección mostraremos que, dependiendo del estado del sistema global; es decir,

si es separable o si está entrelazado, los estados de los subsistemas serán puros o mixtos,

respectivamente.

2.4.1. Estado de un subsistema

Supongamos que tenemos un sistema bipartito en estado |ψ〉 ∈ HA⊗HB, donde {|ψAi 〉}
es una base para HA y {|ψBj 〉} es una base para HB. Sabiendo que {|ψAi 〉 ⊗ |ψBj 〉} es una

base para HA ⊗HB, entonces el estado del sistema global se puede representar como

|ψ〉 =
∑
ij

cij|ψAi 〉 ⊗ |ψBj 〉 (2.7)

[4].

Traza Parcial

Sabiendo que ρ = |ψ〉〈ψ| es un operador definido en HAB = HA⊗HB, para un sistema

bipartito, el operador ρA, que actúa en HA, se obtiene mediante la traza parcial sobre

HB, definida como

ρA = TrB(ρ) ≡
∑
l

(
I⊗ 〈ψBl |

)
ρ
(
I⊗ |ψBl 〉

)
, (2.8)

donde {|ψBl 〉} es una base para HB. De manera similar, se define ρB = TrA(ρ), que actúa

en HB.

La traza parcial nos permite “olvidar” el segundo subsistema. En otras palabras, la

traza parcial es la operación cuántica más simple que nos permite hacer una descripción

local del estado de un sistema global compuesto [7].

Como vimos, la ecuación (2.8), describe el estado de un subsistema, y si ahora usamos

(2.7) y (2.8), obtenemos para el subsistema A:

ρA =
∑
ikl

cilc
∗
kl|ψAi 〉〈ψAk |. (2.9)

Podemos manipular esta expresión a conveniencia, para obtener:

ρA =
∑
l

(∑
i

cil|ψAi 〉

)
⊗

(∑
k

c∗kl〈ψAk |

)
=
∑
l

|ψAl 〉〈ψAl |. (2.10)
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Esta expresión nos es útil para llevar a cabo, finalmente, el objetivo de esta subsección,

ya que si decimos que el estado global |ψ〉 es separable

|ψ〉 = |ψA〉 ⊗ |ψB〉 (2.11)

podemos afirmar que el estado del subsistema A es |ψA〉, el cual se puede expresar en la

base {|ψAi 〉}, lo cual ocasiona que ρA colapse a

ρA = |ψA〉〈ψA|. (2.12)

Lo mismo ocurre para ρB, con lo que concluimos que si el estado global |ψ〉 es separable,

los estados de los subsistemas son puros; de lo contrario, tendremos estados mixtos si el

estado global está entrelazado [4].
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Caṕıtulo 3

Conceptos de la Teoŕıa de

Información Cuántica

3.1. El Qubit

En la teoŕıa de información clásica es fundamental el concepto de bit de información,

que es una unidad de medida de información. Su nombre hace referencia al d́ıgito binario,

ya que se basa en la posibilidad de seleccionar entre dos alternativas que tienen el mismo

grado probabilidad. Como vemos, es un sistema de dos niveles: cero y uno.

En el caso cuántico, el término bit es reemplazado por el de qubit, del ingles “quantum

bit”, bit cuántico; que representa la unidad de información para la Mecánica Cuántica.

Un sistema qubit se representa en el espacio vectorial complejo C2. Por lo tanto, un

estado de de un sistema qubit es de la forma

|ψ〉 =
1∑
i=0

ci|φi〉 ∈ C2 (3.1)

donde la base ortonormal para C2, {|φ0〉, |φ1〉} está representada por los estados

|φ0〉 = |0〉 =

(
1

0

)
y |φ1〉 = |1〉 =

(
0

1

)
. (3.2)

En el marco de la teoŕıa de la información, a esta base se le llama base computacional

y cualquier estado qubit se representa como:

|ψ〉 = c0|0〉+ c1|1〉 (3.3)

con |c0|2 + |c1|2 = 1, que es la condición de normalización. Los estados |0〉 y |1〉 son

análogos cuánticos de los bit clásicos 0 y 1, respectivamente.
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A diferencia de un sistema de bit clásicos, donde existen sólo dos estados distintos, un

sistema qubit tiene infinitamente más estados: todos los estados que soporta la ecuación

(3.1). “Un qubit puede existir en un continuo de estados entre |0〉 y |1〉, hasta que sea

observado”[2]. Esta es una de las caracteŕısticas aprovechadas por la computación y la

información cuántica. Cualquier sistema cuántico de dos niveles es un sistema qubit. Por

ejemplo: el esṕın de un electrón, la polarización de un fotón o un átomo con un estado

base y uno excitado.

3.1.1. Vector de Bloch

Podemos notar que el estado de un sistema f́ısico y un vector unitario perteneciente

al espacio de estados o espacio de Hilbert asociado al sistema, no tienen una relación

uno a uno. Diferentes vectores unitarios paralelos unos a otros corresponden al mismo

estado. Por ejemplo, |ψ〉 e i|ψ〉 corresponden al mismo estado cuántico. En general, si dos

vectores |ψ〉 y |ψ′〉 están relacionados por |ψ′〉 = c|ψ〉 con c complejo, de magnitud 1,

ellos corresponden al mismo estado cuántico. Esta es llamada una indefinición de fase,

con c = eiφ, donde φ ∈ R y es llamada fase. Una manera de lograr una identificación

uno a uno entre un vector y un estado, es representar el estado de un sistema qubit como

un vector real tridimensional llamado vector de Bloch. Todos los vectores de Bloch

viven en una esfera unitaria llamada Esfera de Bloch. La representación de un estado

en la Esfera de Bloch nos permite comprender geométricamente las propiedades del

estado, porque el vector de Bloch v̈ive en R3.

Para introducir el vector de Bloch, notemos que cualquier estado qubit puede escri-

birse como

|ψ〉 = cos(θ/2)|0〉+ eiφ sen(θ/2)|1〉 (3.4)

con 0 ≤ θ ≤ π y 0 ≤ φ < 2π, para garantizar la correspondencia uno a uno con un vector

unitario de C2, incluyendo la indefinición de fase. Se ha deducido la ecuación (3.4),

tomando en cuenta que |ψ〉 y eiϕ|ψ〉 son el mismo estado. Ahora notemos que los rangos

de θ y φ son exactamente los mismos que los parámetros angulares de las coordenadas

polares para la esfera unitaria en R3. Por lo tanto, ahora tenemos una correspondencia

uno a uno entre un estado qubit |ψ〉 ∈ C2 y un vector tridimensional

~b = (sen θ cosφ, sen θ senφ, cos θ) ∈ R3 (3.5)

en la esfera unitaria, mediante la ecuación (3.4). Este es el vector de Bloch. Se puede

ver facilmente de la relación (3.4), que los estados |0〉 y |1〉 corresponden a los polos norte

y sur respectivamente de la Esfera de Bloch [6, 3, 5].
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3.1.2. Estados Mixtos Qubits en la Esfera de Bloch

Recordemos que un estado mixto está representado por una matriz llamada matriz

de densidad. Por ello, es justo hablar un poco acerca de los operadores en un sistema de

qubits.

Operador observable: Un operador observable es cualquier operador Hermı́tico defi-

nido en el espacio de estados. Tiene una descomposición espectral

O =
∑
m

pm|ψm〉〈ψm|. (3.6)

donde |ψm〉〈ψm| es el proyector en el autoespacio de O con autovalor m [2].

Observable qubits: Es cualquier operador Hermı́tico Q, observable, que se repre-

senta mediante una base ortonormal del espacio de Hilbert de un qubit. Están represen-

tados por matrices Hermı́ticas 2× 2.

De estas matrices hay un grupo de particular importancia que se conocen como matrices

de Pauli. Son 3 matrices 2× 2, de la forma

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
. (3.7)

Su importancia, entre muchas otras, a efectos de lo que queremos resaltar aqúı, radica

en que, junto con la matriz unidad dos-dimensional, I2, forman una base en el espacio

vectorial real de cuatro dimensiones de todas las matrices 2× 2 Hermı́ticas. Por lo tanto,

podemos hacer la siguiente observación:

Con respecto a una base ortonormal en C2, cualquier observable qubit, Q, está repre-

sentado por una combinación lineal de matrices de Pauli,

Q =
1

2

(
a0I2 +

3∑
k=1

akσk

)
=

1

2

(
a0 + a3 a1 − ia2
a1 + ia2 a0 − a3

)
(3.8)

con coeficientes reales a0, ..., a3. Con

a0 = TrQ ; ak = Tr(Qσk). (3.9)

Es directo de la relación (3.8) que cualquier operador densidad ρ, en el espacio de Hilbert

de un qubit, puede ser escrito como

ρ =
1

2

(
a0I2 +

3∑
k=1

akσk

)
(3.10)

donde a0 = Trρ = 1, ~a = (a1, a2, a3), que satisface 0 ≤ |~a| ≤ 1, y ~σ = (σ1, σ2, σ3). Con

esto podemos visualizar un estado mixto ρ.
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Visualización del operador densidad para qubits

A cualquier operador densidad de qubit ρ, le corresponde a un único vector ~a ∈ R3

con 0 ≤ |~a| ≤ 1, tal que ρ = ρ(~a). Aśı

ρ(~a) =
1

2
(I2 + ~σ · ~a) . (3.11)

Relacionándolo con lo anteriormente dicho, el vector ~a es el vector de Bloch generaliza-

do. Es decir, el que representa a un estado mixto. Y la esfera unitaria {~a ∈ R3 | 0 ≤ |~a| ≤ 1}
es la Esfera de Bloch.

Sabemos que la componente de un vector ~v ∈ R3 en la dirección de un vector unitario

â está dada por ~v · â. Igualmente, la matriz Hermı́tica ~σ · â define la componente del esṕın

~σ en la dirección de un vector unitario â. La matriz Hermı́tica 2×2 ~σ · â, tiene autovalores

+1 y −1 y autovectores normalizados

|ψ±(â)〉 =
1√

2(1± a3)

(
a3 ± 1

a1 + ia2

)
. (3.12)

Estos vectores son los autovectores de ρ(~a). Definiendo ~a = |~a|â, llegamos a la forma

canónica de la ecuación (3.11), dada por

ρ(~a) =
1

2
(1 + |~a|)|ψ+(â)〉〈ψ+(â)|+ 1

2
(1− |~a|)|ψ−(â)〉〈ψ−(â)|. (3.13)

De la expresión anterior, podemos concluir que, si |~a| = 1 - la superficie de la Esfera

de Bloch - tendremos un estado puro ρ(~a) = |ψ+(â)〉〈ψ+(â)|. Y si 0 ≤ |~a| < 1 - el interior

de la Esfera de Bloch - tenemos un estado mixto. El estado máximamente mezclado

ocurre para |~a| = 0 ⇒ ρ(~a) = I
2
.

Es interesante el siguiente análisis: Siempre podemos escribir el vector ~a, como una

combinación lineal de otros dos vectores ~b y ~c de la Esfera de Bloch, tal que

~a = λ~b+ (1− λ)~c, con 0 ≤ λ ≤ 1. (3.14)

En una combinación lineal de éste tipo, el vector ~a se encuentra en el segmento de linea

recta que conecta a ~b con ~c, y se llama combinación lineal convexa.

Usando la matriz de densidad asociada a cada vector y eligiendo a los vectores ~b y ~c

en la superficie de la esfera (|~b| = 1 y |~c| = 1 ), obtenemos

ρ(~a) = λρ(~b) + (1− λ)ρ(~c). (3.15)

Como siempre se puede escribir cualquier estado mixto en la forma (3.15), concluimos que

todo estado de un sistema cuántico es una combinación lineal convexa de estados puros
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ρ(~b) y ρ(~c). Un conjunto de este tipo recibe el nombre de conjunto convexo y los puntos

con |~b| = 1 y |~c| = 1 son llamados puntos extremos. Aśı, el conjunto de todos los estados de

un sistema f́ısico cuántico es un conjunto convexo, y los estados puros son puntos extremos

de ese conjunto [4].

3.2. Información Cuántica

El concepto de información que usaremos es una generalización del concepto clásico

desarrollado por el matemático e ingeniero norteamericano Claude Shannon, creador de la

teoŕıa de la información. Shannon introdujo la noción de que la información es, en cierto

sentido, una medida de la incerteza. Desde ese punto de vista, la frase “la tierra gira sobre

su propio eje”no nos ofrece ninguna información. Eso ya lo sabemos, no nos sorprende.

En contraste, la frase “la tierra no gira sobre su propio eje”tiene información porque no

lo sab́ıamos, nos sorprende. Por esto, a menudo se asocia información con ignoráncia.

Mientras más probable sea la ocurrencia de un suceso, menos información contiene.

LLamemos I(s) al contenido de información del suceso S que ocurre con probabilidad

p(s). Veamos qué propiedades de sentido común, según nuestro concepto de información,

debeŕıa cumplir I(s) y lleguemos a una definición para la cantidad de información I(s)

que tiene un suceso S.

a) Si un suceso S1 ocurre con menor o igual probabilidad que otro S2, entonces el suceso

S1 contiene más información, o la misma, que el suceso S2. Es decir, si p(s1) ≤ p(s2),

entonces I(s1) ≥ I(s2).

b) Si S1 y S2 son sucesos independientes, la información contenida en ambos sucesos

debeŕıa ser la suma. Es decir, si p(s1, s2) = p(s1)p(s2), entonces I(s1, s2) = I(s1) +

I(s2).

c) Un suceso cualquiera siempre contiene algo de información (salvo que su ocurrencia

fuera inevitable). Es decir, ∀ S, I(s) ≥ 0.

Estas tres propiedades nos llevan a definir la cantidad de información I, contenida en un

suceso S como:

I(s) = − log2[p(s)], (3.16)

donde p(s) es la probabilidad con la que ocurre el suceso S y la base 2 del logaritmo es la

constante de proporcionalidad que nos permite definir la unidad de información como bit

(una contracción de binary unit). Notemos que si p(s) = 1/2, entonces I(s) = 1bit. Aśı, el

bit es la cantidad de información que se obtiene cuando se especifica una de dos posibles

alternativas igualmente probables
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3.2.1. Entroṕıa Cuántica o de Von Neumann

La entropia cuántica es una generalizacón del concepto de entroṕıa de Shannon. Shan-

non llamó entroṕıa a la cantidad media de información contenida en un suceso S, definida

H(S) = −
∑
i

pi(s) log2[pi(s)]. (3.17)

Aqúı se considera al suceso S como una variable aleatoria.

En el caso cuántico, dado que el operador densidad contiene tanto la incertidumbre

clásica como la cuántica, es de esperarse que la cantidad media de información cuántica

dependa de él.

Definición 3: Supongamos que Alice prepara algún sistema cuántico A en el estado

ρA, definido en el espacio de Hilbert asociado al sistema A. La entroṕıa H(A)ρ del estado

está definida como

H(A)ρ = H(ρA) = S(ρA) ≡ −Tr[ρA log(ρA)]. (3.18)

Usando la forma canónica del operador densidad, podemos ver que la entroṕıa cuántica

se reduce a la clásica. La cantidad media de información cuántica, S(ρ), se conoce tam-

bién como entroṕıa de Von Neumann, y depende, expĺıcitamente, de los autovalores del

operador densidad.

Propiedades de la entroṕıa cuántica

1. No-Negatividad: La entroṕıa cuántica es no negativa para cualquier operador den-

sidad ρ

S(ρ) ≥ 0.

2. Valor Mı́nimo: El valor mı́nimo de la entroṕıa cuántica es cero y ocurre cuando el

estado del sitema es puro.

3. Valor Máximo: El máximo valor de la entroṕıa cuántica es log(d), donde d es la

dimensión del sistema y ocurre cuando el estado del sistema está máximamente

mezclado.

Existen más propiedades para la entroṕıa de Von Neumann, pero estas tres son las más

resaltantes para nuestro propósito [6].
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3.2.2. Obtención de información

Un punto de vital importancia en la teoŕıa de la información es el hecho de que

para poder obtener información de un sistema f́ısico hay que realizar una medición (de

una cantidad f́ısica). En un sistema de qubits, lo t́ıpico es medir a travez de una base de

medición. Cuando se usa una base de medición, el estado del sistema después de la medida

es justamente uno de los elementos de la base (en nuestro caso, una base ortonormal en

C2). Es decir, si tenemos un sistema en el estado (3.1), el estado del sistema después de

la medida será:

|ψ〉 7−→ |0〉 (i = 0) (3.19)

|ψ〉 7−→ |1〉 (i = 1)

Aqúı hemos usado la base de medición conocida como base computacional {|0〉, |1〉},
mencionada anteriormente. El cambio del estado debido a una medición lo llamamos el

proceso de medida y es una forma de evolución del sistema f́ısico mediante la medición. Un

proceso de medida t́ıpico es justamente una medida proyectiva con respecto a una base

de medición y es de suma importancia tener un mecanismo de distinción para los diferentes

resultados post-medida. Por ello es importante el concepto de estados distinguibles .

Medidas proyectivas

Una medida proyectiva está descrita por un observable M, un operador Hermı́tico en

el espacio de estados del sistema en cuestión. El observable tiene una descomposición

espectral

M =
∑
m

p(m)Pm, (3.20)

donde Pm es el proyector en el autoespacio del observable M con autovalor m. Los posibles

resultados de la medida corresponden a los autovalores m del observable. Midiendo sobre

el estado |ψ〉, la probabilidad de obtener el resultado m viene dada por

p(m) = 〈ψ|Pm|ψ〉. (3.21)

Una vez que el resultado m ha ocurrido, el estado del sistema inmediatanmente después

de la medición resulta

|ψ′〉 =
Pm|ψ〉√
p(m)

. (3.22)

Ahora podemos notar que cuando decimos que hemos usado la base de medición {|0〉, |1〉}
para obtener los resultados (3.19), lo que estamos haciendo es una medida proyectiva con

respecto a esa base. Por ejemplo: Cuando decimos que ocurrió el resultado 0, esto significa
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(usando el postulado de medidas proyectivas) que el estado del sistema después de haber

ocurrido 0, es

|0〉〈0|ψ〉√
〈ψ|0〉〈0|ψ〉

=
〈0|ψ〉
|〈0|ψ〉|

|0〉, (3.23)

donde 〈0|ψ〉
|〈0|ψ〉| = eiφ es una fase global, lo que indica que el estado del sistema será |0〉,

inmediatamente después de ocurrir el resultado 0, tal como se muestra en (3.19).

Distinguibilidad de estados

Una importante aplicación del postulado de medición, espećıficamente de una medida

proyectiva, es su utilidad para distinguir estados cuánticos. A diferencia del mundo clásico,

en el mundo cuántico distinguir entre diferentes estados de un sistema puede ser bastante

problemático. Clásicamente es sencillo, o mas bién natural, distinguir entre dos estados de

un sistema f́ısico. Por ejemplo, distinguir entre los diferentes resultados del lanzamiento

de un dado siempre es completamente posible y no da lugar a ambiguedades.

Para ilustrar lo que ocurre en el mundo cuántico usemos el t́ıpico experimento mental

de Alice y Bob, dos observadores separados espacialmente que pueden intercambiar in-

formación clásica. Alice elige un estado |ψi〉 (1 ≤ i ≤ n) de un conjunto fijo de n estados

conocidos por ambas partes. Ella env́ıa el estado |ψi〉 a Bob, el cual tiene la tarea de

identificar cuál estado i del conjunto n le ha enviado Alice. Para distinguir se hará uso de

una medida proyectiva.

Vamos a suponer que los estados |ψi〉 son ortonormales. Entonces Bob puede realizar

una medida para distinguir esos estados usando el siguiente procedimiento: Se definen los

operadores de medición Mi = |ψi〉〈ψi|, uno para cada posible ı́ndice i y el operador adi-

cional M0 que se ajusta para que se cumpla la relación de completitud para esa familia de

operadores. De ese modo, si el estado |ψi〉 es preparado, entonces p(i) = 〈ψi|Mi|ψi〉 = 1, lo

que indica que el resultado i ocurre con total certeza. Esto nos dice que es posible enton-

ces, distinguir con seguridad los estados ortonormales |ψi〉. Por contraste, si los estados

|ψi〉 no son ortonormales, entonces se puede probar facilmente que no hay medida posible

capaz de distinguir, con certeza, entre diferentes estados que no sean ortonormales. La

razón es obvia cuando notamos que si Bob intenta adivinar el estado |ψi〉 que le envió Ali-

ce, pero |ψ1〉 y |ψ2〉 (por ejemplo) no son ortogonales, entonces siempre se podrá escribir

cualquiera de esos dos estados como una combinación lineal del otro y un vector ortogonal

a él, es decir |ψ2〉 = a1|ψ1〉+a2|ψ1〉⊥. En conclusión, 0 < p(i) < 1 si los estados |ψi〉 no son

ortogonales y por eso son imposibles de distinguir. Únicamente los estados ortonormales

son distinguibles [2].
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Aprovechamiento del entrelazamiento

Hay muchas aplicaciones del fenómeno de entrelazamiento; no obstante, haremos un

breve recuento cualitativo de las mas notables: En 1991, Eker mostró que si dos partes,

Alice y Bob, comparten una gran cantidad de estados singlete entrelazados, pueden co-

municarlos de una manera completamente segura. Esta tarea se conoce como criptograf́ıa

cuántica. En 1992, Bennett y Wiesner demostraron que dos partes que comparten un es-

tado entrelazado pueden comunicar dos bit clásicos enviando sólo un bit cuántico o qubit.

Esta tarea se conoce como codificación superdensa porque brinda la posibilidad de codi-

ficar dos bit clásicos de información en un sólo qubit. Otros autores estudiaron la tarea

de comunicar un estado cuántico desconocido entre dos partes. Un estado cuántico desco-

nocido no puede comunicarse por medios clásicos, lo que es una consecuencia directa del

hecho de que tal estado no puede ser clonado. Sin embargo, si las dos partes comparten

un estado singlete entrelazado, Bennett mostró que cualquier bit cuántico desconocido

puede ser perfectamente comunicado. Esta tarea se conoce como teleportación cuántica.

3.3. Operaciones locales asistidas con comunicación

clásica (OLCC)

Es necesario especificar las condiciones en las que Alice y Bob se relacionan entre

ellos y qué tipo de operaciones pueden realizar sobre su estado compartido. Resulta que

en muchos de los experimentos usados en la teoŕıa de la información y la comunicación

cuántica y que son justo los que usaremos en este trabajo, las condiciones son las siguientes:

Alice y Bob comparten un estado entrelazado, ellos pueden realizar sólo operaciones locales

sobre su parte del estado y pueden comunicar sus resultados a la otra parte haciendo sólo

uso de la comunicación clásica. Este tipo de operaciones es muy común en la teoŕıa de la

información.

Cuando hablamos del entrelazamiento dejamos claro que la particularidad del mismo

radica en que ninguna de las partes involucradas puede tener certeza de la parte del estado

que tiene en su posesión. Esto hace imposible la creación de estados entrelazados mediante

operaciones locales. Al contrario, los estados separables siempre pueden ser creados por

las partes siempre y cuando exista comunicación clásica entre ellos. Aśı que Alice y Bob

pueden crear un estado separable mediante operaciones locales y luego comunicando sus

resultados entre śı. Este es el tipo de operaciones que explicaremos en detalle de manera

simple y general, evitando las complejidades de una descripción matemática completa que

en realidad tiene.
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3.3.1. OLCC

Para dos partes Alice y Bob, una operación cuántica pertenece a la clase OLCC si se

puede descomponer en los siguientes pasos:

1. Una de las partes, por ejemplo, Alice, realiza una medida local en su subsistema.

2. El resultado de la medida es comunicado clásicamente (por v́ıa telefónica, internet,

mensaje de texto, etc) a Bob.

3. Dependiendo de la información recibida, Bob realiza una medida local en su subsis-

tema.

4. El resultado de la medida de Bob es comunicado clásicamente a Alice.

5. Dependiende de la información recibida, Alice realiza una medida local en su sub-

sistema y el proceso comienza nuevamente desde el paso 2, hasta que sea necesario.

Como ya hemos mencionado, las OLCC juegan un papel importante en la teoŕıa de la in-

formación cuántica espećıficamente cuando trabajamos con estados entrelazados. No sólo

son útiles para crear estados separables e inútiles para crear estados entrelazados, sino que

también sirven, y es este el uso que le daremos en este trabajo, para transformar estados

entrelazados en otros (también entrelazados) pero con diferente tipo de entrelazamiento.

3.3.2. Transformación de un estado puro bipartito entrelazado

mediante OLCC

Supongamos que Alice y Bob comparten un estado puro máximamente entrelazado

como |ψ〉 = 1√
2

(|00〉+ |11〉). Dado que ellos pueden realizar operaciones locales en sus

subsistemas y que pueden intercambiarse información clásica, es posible transformar el

estado |ψ〉 entrelazado en el estado |ϕ〉 con otro tipo de entrelazamiento, de la siguiente

manera:

Alice realiza una medición de dos resultados descrita por los operadores de medición

M1 y M2:

M1 =

[
cos θ 0

0 sen θ

]
; M2 =

[
sen θ 0

0 cos θ

]
. (3.24)

Si después de la medición resulta que ocurre 1 (descrita por M1), el estado resultante del

sistema será |ϕ1〉 = cos θ|00〉+ sen θ|11〉. Por el contrario, si resulta que ocurre 2 (descrita

por M2), el estado resultante del sistema será |ϕ2〉 = sen θ|00〉 + cos θ|11〉. El protocolo

es el siguiente: Si Alice realiza la medición M y obtiene el resultado 1, ella no realiza
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ninguna operación más sobre su qubit y le informa su resultado a Bob. Entonces ellos

comparten el estado |ϕ1〉. Ahora, si Alice obtiene el resultado 2, ella deberá aplicar sobre

su parte (el primer qubit) la compuerta NOT, X =

[
0 1

1 0

]
, que tiene la propiedad

X|0〉 = |1〉; X|1〉 = |0〉. Y deberá comunicarle su resultado a Bob, en cuyo caso él

también deberá aplicar la compuerta NOT sobre su parte (el segundo qubit). En este caso,

vemos que Alice obtiene, después de aplicar NOT, |ϕ′2〉 = sen θ|10〉+ cos θ|01〉. Este es el

estado conjunto del sistema, y ahora Bob deberá aplicar NOT sobre su parte (el segundo

qubit) con lo que el estado final del sistema conjunto será |ϕ′′2〉 = sen θ|11〉 + cos θ|00〉.
Finalmente, puede verse claramente que |ϕ′′2〉 = |ϕ1〉, con lo que concluimos que, mediante

operaciones locales y comunicación clásica, Alice y Bob pueden transformar el estado

maximamente entrelazado |ψ〉 = 1√
2

(|00〉+ |11〉) en el estado entrelazado no maximal

|ϕ〉 = cos θ|00〉+ sen θ|11〉, habiendo Alice realizado la medición M [2].

3.4. Medida de entrelazamiento

Para realizar las tareas de información cuántica antes mensionadas: criptograf́ıa, co-

dificación superdensa y teleportación, es necesario que las partes Alice y Bob compartan

un estado puro singlete entrelazado. Pero, en general, lo que en realidad determina si un

estado puede ser usado para dichas tareas es la cantidad de entrelazamiento que contie-

ne dicho estado. Una de las cantidades mas conocidas y utilizadas es el entrelazamiento

destilable, el cual se define como el número máximo de singletes que se pueden obtener

por copia de un estado mixto dado mediante operaciones locales y comunicación clásica,

si el número de copias es muy grande. Pero, dado que en este trabajo usaremos sólo esta-

dos compuestos puros, no será necesario definir en detalle el entrelazamiento destilable, y

definiremos la cantidad de entrelazamiento sólo para estados puros.

Cualquier medida de entrelazamiento E debe cumplir las siguientes dos propiedades:

1. E no incrementa bajo operaciones locales y comunicación clásica.

2. E se anula para estados separables.

Para un estado puro |ψAB〉 distribuido entre dos partes, Alice y Bob, el entrelazamiento

generalmente se cuantifica mediante la entroṕıa de Von Neumann del operador de densidad

reducido ρA = TrB (|ψAB〉〈ψAB|) (ó ρB):

E(|ψAB〉) = S(ρA) = −
∑
i

λi log2(λi), (3.25)
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donde λi son los autovalores de ρA. La importancia de esta cantidad en la teoŕıa de la

información cuántica viene del hecho de que es igual el entrelazamiento destilable para

cualquier estado puro [3].
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La Descomposición de Schmidt

Un escenario t́ıpico en la teoŕıa de la información cuántica es el sistema compuesto.

Para el análisis de estos sistemas y su importancia en esta teoŕıa, hay un conjunto de

herramientas teóricas de vital importancia como lo son el operador densidad y la traza

parcial, que ya hemos estudiado. Otra herramienta indispensable que se usa para repre-

sentar estados puros compuestos, en una forma especial que simplifica mucho las tareas

en la ciencia de la información y, en la f́ısica en general, es la conocida descomposición de

Schmidt.

La principal ventaja de representar un estado en la forma de Schmidt, es que nos

proporciona criterios claros para saber cuándo el estado de un sistema está entrelazado o

es separable. Esto, a su vez, nos facilita el estudio de los subsistemas, como veremos más

adelante. La descomposición de Schmid, al ser una superposición de estados ortonormales

coordinados, es una representación que refleja los grados de libertad reales del sistema en

cuestión. Es decir, cuando tenemos el estado de un sistema bipartito, en la forma descrita

por la ecuación (2.2), esta descomposición, o representación del estado, no refleja los grados

de libertad reales del sistema, sino que aparecen términos adicionales que, en realidad,

son combinaciones de términos que śı reflejan propiamente los grados de libertad reales

del sistema. Por ejemplo, si tenemos un sistema bipartito de qubits, la descomposición

de Schmidt nos muestra, como puede deducirse cualitativamente sin ella, que el sistema

tiene únicamente dos grados de libertad; mientras que, en una descomposición como (2.2)

el sistema tiene cuatro grados de libertad. Dos son irreales, porque son combinaciones de

los otros dos. Por esta razón, a la descomposición de Schmidt se le conoce también como

descomposición no superflua. Una descomposición superflua es la que se muestra en la

ecuación (2.2).

La descomposición de Schmidt que encontramos en la literatura, se calcula para esta-

dos puros de un sistema bipartito. Ella se fundamenta en el famoso teorema del álgebra
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lineal conocido como descomposición en valores singulares (DVS), que es una generali-

zación del concepto de diagonalización de matrices cuadradas. Dado que nuestro trabajo

está centrado en sistemas tripartitos de qubis, deducimos la descomposición de Schmidt

en ese caso [6, 7, 2].

4.1. Descomposicón de Schmidt

Es posible descomponer cualquier estado puro bipartito como una superposición de

estados ortonormales coordinados.

Teorema 1: (Descomposición de Schmidt) Supongamos que tenemos un sistema

bipartito en el estado

|ψ〉AB ∈ HA ⊗HB, (4.1)

donde HA y HB son espacios de Hilbert finito-dimensionales, no necesariamente de la

misma dimensión y ‖|ψ〉AB‖2 = 1. Entonces es posible expresar ese estado como sigue:

|ψ〉AB ≡
d−1∑
i=0

σi|i〉A|i〉B, (4.2)

donde las amplitudes σi son reales, estrictamente positivas y normalizadas de manera tal

que
∑

i σ
2
i = 1. Los estados |i〉A forman una base ortonormal para el subsistema A y

los estados |i〉B forman una base ortonormal para el subsistema B. Los elementos σi son

llamados coeficientes de Schmidt. El rango de Schmidt d, de un estado puro bipartito, es

igual al número de coeficientes de Schmidt σi, en su descomposición de Schmid, y satisface

d ≤ mı́n
{

dim(HA), dim(HB)
}

(4.3)

[6].

Para probar este teorema vamos primero a presentar el fundamento matemático del

mismo: La Descomposición en Valores Singulares.

4.2. Descomposición en Valores Singulares (DVS)

Toda matriz simétrica A ∈ Cn×n se puede descomponer como A = PDP T , siendo P

una matriz ortogonal (P T = P−1) y D una matriz diagonal que contiene los autovalores

de A. Cuando A no es simétrica pero śı cuadrada, si A es diagonalizable, existe una

descomposición de A = SDS−1, siendo S no-singular (la no-singularidad implica, entre



4.2 Descomposición en Valores Singulares (DVS) 45

otras cosas, que es invertible), aunque no necesariamente ortogonal. Pero no toda matriz

A es diagonalizable ni cuadrada [8, 9].

Vemos que en ambos casos, estamos buscando una diagonalización para la matriz A.

La Descomposición en Valores Singulares es una generalización del concepto de diagona-

lización de matrices que no exige que A sea cuadrada, diagonalizable ni simétrica.

4.2.1. DVS

La diagonalización de una matriz está ı́ntimamente relacionada con el tema de au-

tovalores. Sabemos que si A ∈ Cn×n tiene n autovectores linealmente independientes, es

diagonalizable. Esto es A = PDP−1, donde P ∈ Cn×n es una matriz cuyas columnas

son los autovectores de A y D ∈ Cn×n es una matriz diagonal cuyas entradas son los

autovalores de A. Esta factorización se conoce como descomposición en autovalores o la

t́ıpica diagonalización.

Veremos que toda matriz A ∈ Cm×n, m ≥ n (cuadrada o no, simétrica o no), tiene

una descomposición, o factorización, de la forma

A = UΣV †, (4.4)

que se conoce como descomposición en valores singulares (DVS). Las diferencias funda-

mentales entre ambas factorizaciones son las siguientes: La DVS utiliza dos bases dife-

rentes para diagonalizar una matriz (las bases determinadas por los vectores singulares a

derecha e izquierda), las bases en DVS son ortonormales, lo cual no siempre ocurre en la

descomposición en autovalores ; y no toda matriz admite descomposición en autovalores,

aún siendo cuadrada, sin embargo, se puede demostrar que toda matriz A ∈ Cm×n, admite

una (DVS) [10].

Definición 4: (Descomposición en Valores Singulares) Dada A ∈ Cm×n, una

(DVS) es una factorización del tipo A = UΣV †, con U ∈ Cm×m, V ∈ Cn×n, matrices

unitarias, y Σ ∈ Rm×n una matriz pseudodiagonal. Es decir: Σij = 0 si i 6= j, Σii = σi,

ordenados de modo σ1 ≥ σ2... ≥ σp > 0, Σii = 0 si i > p, y p ≤ mı́n {m,n} [10].

Teorema 2: Sea A = UΣV † ∈ Cm×n, con m ≥ n, entonces:

1. Los autovalores de la matriz A†A son los números σ2
1, ..., σ

2
n, y los autovectores de

la matriz A†A son los denominados vectores singulares a la derecha (vi) de A.

2. Los autovalores no-nulos de la matriz AA† son los números σ2
i y los autovectores

de la matriz AA† son los denominados vectores singulares a la izquierda (ui) de A.
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Cualquier otro complemento ortogonal a u1, ...un puede elegirse como autovectores

asociados al autovalor 0.

3. Como σ1 ≥ σ2... ≥ σp > 0, el rando de A es p. El espacio nulo de A está generado

por las columnas [vp+1, ..., vn] de V y el espacio rango por las columnas [u1, ..., up]

de U .

Se deduce, entonces que la matriz U es la matriz que diagonaliza a la matriz cuadrada

AA†, puesto que sus columnas (las de U), están formadas por los autovectores de AA†,

tal como indica el procedimiento para la diagonalización de matrices cuadradas. Eviden-

temente esta matriz es diagonalizable porque sus columnas son vectores ortogonales entre

śı. La matriz U se conoce, para una factorización del tipo (4.4), como la matriz de vecto-

res singulares a la izquierda. De igual manera, la matriz V es la matriz que diagonaliza

a la matriz cuadrada A†A, puesto que sus columnas (las de V ), están formadas por los

autovectores de A†A. Ya vimos que estos autovectores son llamados vectores singulares a

la derecha de A, por lo que la matriz V se conoce, para una factorización del tipo (4.4),

como la matriz de vectores singulares a la derecha. Los números |σi| son los denominados

valores singulares de A, sabiendo que |σi|2 son los autovalores no-nulos de las matrices

Hermı́ticas AA† y A†A [10, 11].

Interpretación Algebraica de DVS:

Dado que es demostrable que toda matriz A = UΣV † ∈ Cm×n admite una DVS,

podemos asegurar que siempre es posible escoger una base ortonormal en Cm (las columnas

de U), y una base ortonormal en Cn (las columnas de V ) tal que la matriz A en dicho par

de bases es “diagonal”[10].

4.3. Deducción de la Descomposición de Schmidt pa-

ra el Caso Bipartito

Supongamos que tenemos un estado bipartito representado en las bases {|j〉A}dA−1j=1 y

{|k〉B}dB−1k=1 como

|ψ〉AB =

dA−1∑
j=1

dB−1∑
k=1

ajk|j〉A|k〉B. (4.5)

Esta es una descomposición superflua, como ya hemos mencionado. Si queremos una

descomposición no-superflua (que refleje los grados de libertad reales del sistema) para el

estado |ψ〉AB, debemos hacer una DVS de la matriz A = [ajk], lo cual implica un cambio
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de base (una transformación unitaria) para los vectores |j〉A y |k〉B, como veremos a

continuación.

Factorizamos la matriz A

A = UΣV †,

En notación indicial: ajk = ujlσliv
†
ik. Pero como Σ es una matriz pseudodiagonal, sabemos

que σli = σiδli, aśı que ajk = ujlσiδliv
†
ik, tal que ajk =

∑
i ujiσiv

†
ik. Ahora evaluamos esta

expresión en la ecuación (4.5) y obtenemos

|ψ〉AB =

dA−1∑
j=1

dB−1∑
k=1

d−1∑
i=1

ujiσiv
†
ik|j〉A|k〉B. (4.6)

Agrupamos por ı́ndice

|ψ〉AB =
d−1∑
i=1

σi

(
dA−1∑
j=1

uji|j〉A

)(
dB−1∑
k=1

v†ik|k〉B

)
. (4.7)

Quedan aśı definidas las nuevas bases coordinadas |i〉A ≡
(∑dA−1

j=1 uji|j〉A
)

y |i〉B ≡(∑dB−1
k=1 v†ik|k〉B

)
, con lo que el estado final resulta:

|ψ〉AB =
d−1∑
i=1

σi|i〉A|i〉B. (4.8)

Notemos que los valores singulares |σi| de la matriz [ajk] son justamente los coeficientes

de Schmidt y que |σ2
i | son los autovalores no-nulos de las matrices Hermı́ticas AA† y A†A.

Los correspondientes conjuntos de autovectores son |i〉A e |i〉B, respectivamente (según

los items 1 y 2 del Teorema 2). Acá hemos usado la notación |i〉A|i〉B = |i〉A ⊗ |i〉B [11].

4.3.1. Ventajas de la descomposición de Schmidt bipartita

En los estados de los subsistemas:

Si el estado de un sistema compuesto está descrito por la ecuación (4.8), entonces los

estados de los subsistemas están descritos por los operadores de densidad

ρA =
∑
i

pi|i〉〈i|A, ρB =
∑
i

pi|i〉〈i|B, (4.9)

donde σ2
i ≡ pi. Por lo tanto, vemos que ρA y ρB tienen los mismos autovalores no-nulos. El

cuadrado de los coeficientes de Schmidt es el mismo para ambos subsistemas. Esto indica

que los subsistemas tendrán las mismas propiedades descritas por σ2
i ≡ pi. Por ejemplo:

ρA es un estado puro si y sólo si ρB es un estado puro [4].
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En la caracterización del entrelazamiento del estado:

La descomposición de Schmidt nos muestra una forma sencilla para el estado de un

sistema compuesto, que nos facilita el poder averiguar si el sistema está entrelazado o no.

Dada la relación σ2
i ≡ pi, escribimos la ecuación (4.8) aśı:

|ψ〉AB =
d−1∑
i=1

√
pi|i〉A|i〉B, (4.10)

donde pi es la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado |i〉A|i〉B. Resulta

directo darse cuenta de que si pi 6= 1 el sistema estará entrelazado y sólo en los casos

en que pi = 1 tendremos un estado separable. En otras palabras, si el rango de Schmidt

d > 1, el sistema estará entrelazado y sólo si d = 1 (un sólo coeficiente de Schmidt) el

sistema será separable [4].

En el análisis del grado de entrelazamiento:

Definición 5: Supongamos que los subsistemas A y B tienen asociados espacios de

Hilbert HA y HB, respectivamente, ambos de igual dimensión n. El estado del sistema

compuesto se dice que está máximamente entrelazado si

ρA =
1

n
IA, ρB =

1

n
IB. (4.11)

Esta definición es fácil de entender, si usamos la descomposicónde Schmidt con dos sub-

sistemas de igual dimensión n. Decimos que el sistema está máximamente entrelazado si

tiene la forma

|ψ〉AB =
1√
n

d−1∑
i=1

|i〉A|i〉B. (4.12)

Calculemos el estado del subsistema A:

ρA = TrB (|ψ〉〈ψ|AB) (4.13)

partiendo de que

|ψ〉〈ψ|AB =
1

n

∑
ij

|i〉〈j|A ⊗ |i〉〈j|B (4.14)
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nos queda

ρA = TrB (|ψ〉〈ψ|AB) =
1

n

∑
ij

|i〉〈j|A ⊗
∑
k

〈k|i〉〈j|k〉B

=
1

n

∑
ij

|i〉〈j|A ⊗ δij

=
1

n

∑
i

|i〉〈i|A

=
1

n
IA.

(4.15)

Hemos usado la definición de traza parcial (2.4.1) y llegamos al estado ρA de la Definición

5, partiendo del estado máximamente entrelazado (4.11). Este estado ρA es una mezcla

estad́ıstica, donde cada estado puro |i〉A contribuye con la misma probabilidad p = 1
n
,

resultando un estado máximamente mezclado.

Concluimos que para un estado máximamente entrelazado, los estados de los subsiste-

mas estarán máximamente mezclados y para un estado separable (por el mismo procedi-

miento) los subsistemas estarán en estado puro [4].

Estados de Bell:

En el espacio de Hilbert del sistema de dos qubits podemos elegir otra base que se com-

pone únicamente de estados máximamente entrelazados, los cuatro estados ortonormales

conocidos como estados de Bell. A saber:

|ψ+
e 〉 =

1√
2

(|0〉|0〉+ |1〉|1〉)

|ψ−e 〉 =
1√
2

(|0〉|0〉 − |1〉|1〉)

|ψ1
o〉 =

1√
2

(|0〉|1〉+ |1〉|0〉)

|ψ−o 〉 =
1√
2

(|0〉|1〉 − |1〉|0〉) .

(4.16)

Los estados |ψ±e 〉 son superposiciones de estados de productos en los que los espines

son paralelos. Se conocen comunmente como estados EPR (Einstein-Podolski-Rosen) y

a veces se les llama estados de paridad par. Los estados |ψ±o 〉, donde los dos sumandos

tienen espines antiparalelos, se denominan estados de paridad impar [4].

Como podemos ver, los cuatro estados (4.16) son estados máximamente entrelazados

y como forman un conjunto ortonormal, es sencillo probar que cada uno de ellos nos

conduce al mismo estado para los subsistemas: ρA = 1
2
IA y ρB = 1

2
IB. Esto quiere decir
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que, diferentes representaciones del estado del sistema compuesto |ψAB〉 llevan al mismo

estado ρA y ρB para los subsistemas. No existe una relación uno a uno.

“Diferentes estados máximamente entrelazados, son diferentes estados puros del siste-

ma compuesto. Por lo tanto, se pueden distinguir por mediciones adecuadas (“globales”)

realizadas en el sistema en su conjunto. Pero no pueden distinguirse mediante mediciones

locales que proporcionan sólo información sobre ρA y ρB. En general, el estado de un

sistema bipartito contiene más información que los estados ρA y ρB de los subsistemas

juntos. Esto no es más que la forma mecánica cuántica de decir que el todo es más que la

suma de sus partes”[4].

4.4. Descomposición de Schmidt para un sistema de

tres qubits

El objeto de estudio de este trabajo es un sistema tripartito de qubits entrelazados.

Vamos a considerar únicamente un estado puro de ese sistema. Para facilitar los cálculos

a la hora de cumplir con los objetivos planteados, queremos tener una descomposición no

superflua para el estado puro tripartito del sistema.

Vamos a comenzar definiendo nuestro sistema, luego seguiremos el procedimiento em-

pleado por Asher Peres, en el art́ıculo [11], para tener una descomposición de Schmidt

de orden superior. A continuación de esto, vamos a aplicar un procedimiento para el ca-

so de un sistema de tres qubits, descrito por R. Tarrach, y colaboradores [12]. Nuestro

aporte será vincular ambos procedimientos para lograr un desarrollo detallado de la des-

composición y llegar a la forma no superflua del estado, presentada por R. Tarrach y

colaboradores.

4.4.1. Estado puro de un sistema tripartito de qubits

Como vimos en los caṕıtulos 2 y 3, se pueden extender las ideas al caso tripartito

sin ningún problema. Es decir, un estado puro tripartito de qubits |ψABC〉 pertenece al

espacio de estados C2⊗C2⊗C2. Usando las bases computacionales para cada uno de los

subsistemas, {|j〉A}1j=0, {|k〉B}
1
k=0, {|l〉C}

1
l=0, podemos representar al estado de la siguiente

manera:

|ψABC〉 =
∑
jkl

ajkl|j〉A|k〉B|l〉C . (4.17)

Los números complejos ajkl ya no son elementos de una matriz, como en el caso biparti-

to, sino que son elementos de un objeto matemático llamado tensor, espećıficamente un
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tensor de orden 3. Esto muestra que nuestro estudio se encuentra en el campo del álgebra

multilineal. Sin embargo, no es nuestro objetivo profundizar demasiado al respecto, sino

usar los resultados de esa área de las matemáticas que sean útiles para nuestro propósito.

Por ahora nos interesa acotar que, desde el punto de vista del álgebra multilineal,

un vector es un tensor de orden 1, una matriz es un tensor de orden 2 y para órdenes

superiores, simplemente se llaman tensores y se especifica el orden al que pertenecen.

Usaremos las letras

a: para especificar un número complejo.

A: para especificar una matriz.

A: para especificar un tensor

[13].

Siendo |ψABC〉 ∈ C2⊗C2⊗C2, el estado puro de un sistema de tres qubits, representado

en la base computacional, como vimos en (4.5), vamos a proceder a escribir el estado,

término a término, usando la notación simplificada |j〉A ⊗ |k〉B ⊗ |l〉C = |j〉A|k〉B|l〉C =

|jkl〉, sabiendo que la primera entrada corresponde al subsistema A, la segunda a B y la

tercera a C:

|ψ〉 =
1∑
j=0

1∑
k=0

(
1∑
l=0

ajkl|jkl〉

)

=
1∑
j=0

(
1∑

k=0

(ajk0|jk0〉+ ajk1|jk1〉)

)

=
1∑
j=0

(aj00|j00〉+ aj10|j10〉+ aj01|j01〉+ aj11|j11〉)

(4.18)

|ψ〉 = a000|000〉+ a100|100〉+ a010|010〉+ a110|110〉

+ a001|001〉+ a101|101〉+ a011|011〉+ a111|111〉.
(4.19)

Vemos entonces que una representación superflua del estado puro del sistema de tres

qubits (4.19), contiene exactamente 8 términos. En lo sucesivo veremos cómo lograr una

representación no superflua (una descomposición de Schmidt) para ese estado y veremos

cuántos términos resultan y cuáles.

4.4.2. Descomposicón de Schmidt de orden superior

Este desarrollo que presentaremos a continuación, está basado en el art́ıculo de Asher

Peres, titulado “Higher order Schmidt decompositions”[11].
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Queremos escribir la triple suma

|ψ〉 =
∑
jkl

ajkl|j〉|k〉|l〉, (4.20)

con las condiciones especificadas en la ecuación (4.17), como una suma simple:

|ψ〉 =
∑
i

αi|ξ〉i|η〉i|ζ〉i. (4.21)

Aśı se veŕıa una descomposición de Schmidt generalizada al caso tripartito, donde {|ξ〉i},
{|η〉i} y {|ζ〉i} son 3 conjuntos de vectores ortonormales.

El punto es que el Teorema de Schmidt fue desarrollado para el caso bipartito, aśı que,

sólo asegura que (4.20) puede escribirse como

|ψ〉 =
∑
i

αi|ξ〉i|w〉i, (4.22)

que se deduce de considerar al sistema tripartito ABC, como un sistema bipartito A(BC).

Este es nuestro enfoque, el cual se justifica en la propiedad asociativa del producto ten-

sorial: C2 ⊗ C2 ⊗ C2 = C2 ⊗ (C2 ⊗ C2), presentada en la ecuación (2.3).

En la ecuación (4.22) los estados {|ξ〉i} forman un conjunto ortonormal de vectores,

provenientes de una transformación unitaria de los estados {|j〉} y los estados {|w〉i},
forman un conjunto ortonormal de vectores, provenientes de una transformación unitaria

de los estados {|k〉 ⊗ |l〉} (ver las condiciones dadas para la base de Schmidt en (4.8)).

Para lograr una expresión como (4.21), tenemos que exigir condiciones sobre los |w〉i
de (4.22). Vamos a considerar sólo los casos donde la representación (4.22) es única, es

decir, los |αi| son todos diferentes. Las condiciones que deberán cumplirse son:

|w〉i =
∑
kl

Ωikl|k〉|l〉 = |η〉i|ζ〉i ∀ i (4.23)

Esto implica que todas las matrices Ωi, a saber, las matrices con elementos (Ωi)kl = Ωikl,

deben ser de rango 1 y deben satisfacer Ω†iΩm = 0 y ΩiΩ
†
m = 0, si i 6= m. Si se verifican

esas condiciones, podemos obtener los conjuntos ortonormales {|η〉i} y {|ζ〉i}, como los

autovectores de Ω†iΩi y ΩiΩ
†
i , respectivamente [11].

Y aśı se obtiene una descomposición de Schmidt generalizada para el caso tripartito,

como se muestra en la ecuación (4.21).

4.4.3. Representación no superflua de un estado puro de tres

qubits

Esta sección está dedicada a realizar una aplicación concreta de la descomposición de

Schmidt generalizada al caso tripartito, que acabamos de ver. Para ello, usamos algunas
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indicaciones dadas en [12].

Nuestro aporte es hacer una clara identificación de los términos de ambos art́ıculos,

seguir las indicaciones para nuestro caso concreto, a fin de calcular las cantidades que

necesitamos en nuestro desarrollo y, finalmente, justificar cuántos términos y cuales, debe

tener una descomposición no superflua del estado, a diferencia de la descomposición (4.19).

En la expresión (4.20), los números ajkl son elementos del tensor A = [ajkl]. Recorde-

mos que A ∈ C2⊗C2⊗C2. El álgebra multilineal interpreta al tensor A, representado en

una base, como un cubo donde sus 8 elementos se encuentran, cada uno, en una de las

aristas. Los elemento del tensor son identificados mediante 3 ı́ndices (jkl). Cuando uno

de los ı́ndices se deja fijo y los otros dos libres, estamos ubicados en una de las caras del

cubo, es decir, en una “rebanada”del cubo, de donde se obtiene una matriz asociada al

ı́ndice que se deja fijo. Por ejemplo:

Aj = (Aj)kl = [(aj)kl] (4.24)

denota que las matrices Aj, son las matrices que resultan al dejar fijo el ı́ndice “j”.

Podemos identificar a las matrices Ωi de la expresión (4.23), como una transformación

unitaria de las matrices Aj tal que se cumpla la condición de rango 1, para poder tener una

descomposición de Schmidt generalizada. Se define el vector ~A =

(
A0

A1

)
que representa

al tensor A y se lleva a cabo un cambio de base mediante una matriz unitaria U , ~Ω = U ~A,

tal que las componentes de ~Ω =

(
Ω0

Ω1

)
sean matrices de rango 1.

En forma compacta, se tiene que Ωi =
∑

k uikAk. Es decir, lo primero que hay que

hacer para llegar a una descomposición no superflua del estado, es escribir al vector ~A, que

representa al tensor A, en una base donde se cumpla que det(Ωi) = 0. Esta es la condición

necesaria para las matrices Ωi que vimos en la subsección 4.4.2 [11] (ver la relación entre

el rango y el determinante, en el Apéndice A).

Hecho esto, el siguiente paso es realizar una DVS para cada una de las matrices Ωi, lo

cual traerá consecuencias sobre las expresiones de (4.23):

|w0〉 =
∑
kl

(Ω0)kl |k〉|l〉 = |η〉0|ζ〉0 (4.25)

|w1〉 =
∑
kl

(Ω1)kl |k〉|l〉 = |η〉1|ζ〉1 (4.26)

Por conteo directo de parámetros, se sabe, para un estado compuesto de tres qubits,

que un conjunto no superfluo tendrá cinco estados, es decir, tres de los ocho términos

del tensor A no aparecen [12]. Es decir, una descomposición no superflua de nuestro
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estado, no exhibirá más de cinco términos. Para que nuestro cálculo refleje este resultado,

deberemos trabajar con una sola de las matrices Ωi, pues de lo contrario, obtendremos una

descomposición de dos términos (la descomposición de Schmidt generalizada), desechando

aśı tres grados de libertad reales del sistema. La descomposición de Schmidt generalizada,

puede interpretarse como la descomposición más pequeña que describe a cualquier estado

del sistema tripartito, es una descomposición no superflua, que refleja algo que podŕıamos

llamar los mı́nimos grados de libertad posibles del sistema.

Aśı pues, para obtener una descomposición no superflua que refleje todos los grados

de libertad del sistema, elegimos trabajar sólo con Ω0. Comencemos por realizar una DVS

para ella, lo cual siempre es posible hacer. Nos queda

Ω0 = UΣV †, (4.27)

ahora usemos la condición de que todas las Ωi son de rango 1, es decir, det(Ωi) = 0. Esto

es fácil de probar para matrices 2× 2. Pero apliquémoslo sólo a Ω0:

det(Ω0) = det(UΣV †) = det(U) det(Σ) det(V †). (4.28)

Para matrices unitarias, se sabe que det(U) = det(V †) = 1 ⇒ det(Σ) = 0. Puesto que

Σ es una matriz diagonal, det(Σ) = 0 arroja dos posibles resultados: Σ00 = 0 ó Σ11 = 0.

Elegimos Σ11 = 0. La consecuencia directa de este resultado es que, en la primera igualdad

de (4.25), el único término que no se anula, es el asociado a los ı́ndices “00”, mientras que

los demás se anulan. Para (4.26), todos los términos están presentes porque no impusimos

condiciones sobre Ω1.

Si juntamos (4.22) y (4.23), se obtiene

|ψ〉 = α0|ξ〉0
∑
kl

(Ω0)kl|k〉|l〉+ α1|ξ〉1
∑
kl

(Ω1)kl|k〉|l〉, (4.29)

y como los únicos términos que no se anulan son los correspondientes a los ı́ndices “00”para

la suma del lado izquierdo (que contiene a Ω0) y todos los términos se consideran para

la suma del lado derecho (que contiene a Ω1), el estado final no superfluo, resulta de la

forma

|ψ〉 = α0|ξ〉0|η〉0|ζ〉0 + α1|ξ〉1
∑
kl

(Ω1)kl|k〉|l〉 (4.30)

Al no imponer la condición de rango 1 sobre Ωi, la igualdad (4.26) no se cumple, lo que

hace que todos los términos de la sumatoria sean considerados en la descomposición y

aśı obtenemos la descomposición no superflua de 5 términos para nuestro estado. Final-

mente, hacemos los cambios necesarios para que la descomposición quede reflejada sobre

la base computacional para que resulte la forma conocida:

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ1e
iϕ|100〉+ λ2|101〉+ λ3|110〉+ λ4|111〉, (4.31)
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con λi ≥ 0, 0 ≤ ϕ ≤ π, µi ≡ λ2i /
∑

i µi = 1.

Esta es la descomposición no superflua del estado que encontramos en [12], la cual

refleja todos los grados de libertad reales del sistemas, a diferencia de una descomposición

de Schmidt generalizada al caso tripartito, que refleja la descomposición no superflua más

pequeña posible, donde los únicos términos no nulos son los asociados a los ı́ndices “000”

y “111”.
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Caṕıtulo 5

Clasificación de Estados Tripatitos

Entrelazados en un Sistema de

Qubits Bajo OLCC Estocásticas

En este caṕıtulo vamos a identificar y caracterizar todos los estados que comparten un

mismo tipo de entrelazamiento, usando como criterio para la clasificación a las Operaciones

Locales Estocásticas Asistidas con Comunicación Clásica (OLECC). Entre los estados que

resultan de usar a las OLECC para clasificar, nos enfocamos, especialmente, en los estados

con entrelazamiento tripartito. Mostramos que, mediante OLECC, el conjunto de estados

tripartitos de qubits entrelazados, se divide en dos clases, que son inequivalentes entre śı:

la clase GHZ y la clase W. Para cumplir con nuestro objetivo, citamos varias definiciones

y las explicamos, junto con los principales conceptos que estamos utilizando.

5.1. Tipos de entrelazamiento bajo OLCC estocásti-

cas

Es un resultado conocido, que para un gran número de copias de cualquier estado puro

bipartito entrelazado, existe una única clase de equivalencia bajo OLCC, representada por

el estado EPR, visto en (4.16). Este estado se elige como representante de la clase porque

es un estado máximamente entrelazado, presentado en una forma muy simple: |ψEPR〉 =
1√
2
(|0〉|0〉 + |1〉|1〉). Esto quiere decir, que cualquier estado puro bipartito entrelazado,

puede ser llevado a su forma máximamente entrelazado (estado EPR), mediante OLCC,

si y sólo si, se dispone de un gran número de copias simples de ese estado. Lo que hace

que sea una conversión asintótica.



58
Clasificación de Estados Tripatitos Entrelazados en un Sistema de Qubits

Bajo OLCC Estocásticas

Nosotros, en este trabajo, nos estamos enfocando, únicamente, en una copia simple

de un estado puro entrelazado. Para estos casos, veremos que las OLCC no nos sirven

para definir clases de equivalencia. Veremos que el problema se resuelve definiendo la

equivalencia estocástica y que una clase de equivalencia estocástica, define un mismo tipo

de entrelazamiento (o entrelazamiento equivalente) para los estados que pertenecen a

dicha clase.

La motivación subyacente pare esta definición es que, si el entrelazamiento de |ψ〉 y

|φ〉 es equivalente, entonces los dos estados pueden usarse para realizar la misma tarea

en materia de información, aunque la probabilidad de un desempeño exitoso de la tarea

dependa del estado que esté siendo usado. Una vez definida una clase de equivalencia,

cualquiera de los estados de dicha clase puede usarse para llevar a cabo una tarea espećıfica

de información cuántica. Una clase refleja que todos los estados son esencialmente el

mismo, pues comparten las mismas propiedades de entrelazamiento. Lo usual es elegir a

un representante de la clase que tendrá el mismo tipo de entrelazamiento que cualquier

otro miembro. Se elige, comunmente, un estado que sea máximamente entrelazado como

representante de la clase. Se encuentra que un tipo de entrelazamiento, o lo que llamamos

propiedades de entrelazamiento, se refiere a la fortaleza del entrelazamiento. Es decir, en

este trabajo vamos a probar que para los sistemas tripartitos entrelazados existen dos tipos

de entrelazamiento: el entrelazamiento GHZ y el W y que el tipo GHZ es más débil que el

W, en el sentido de que, cuando realizamos cierta operación cuántica (la traza parcial) para

describir aparte a uno de los subsistemas, el resto de los subsistemas (los otros dos) quedan

desentrelazados, es decir, en estado separable, mientras que, cuando hacemos exactamente

lo mismo con el estado W, el resto de los subsistemas siguen entrelazados entre śı. Por eso

se considera a los estados W como los estados con el tipo de entrelazamiento más fuerte.

5.1.1. Clases de equivalencia

En términos abstractos, una clase de equivalencia se evidencia, si existe alguna opera-

ción capaz de convertir a un objeto en otro, en cuyo caso, a ambos objetos se les denomina

elementos de esa clase, que se define bajo el tipo de operaciones usadas para dicha con-

versión. En nuestro caso particular, estamos interesados en las operaciones locales.

Definición 6: (Clases de equivalencia bajo Operaciones Locales) Una clase

de equivalencia bajo Operaciones Locales queda definida para sistemas compuestos, si

existen Operadores Locales A, capaces de transformar (o convertir) un estado |ψ〉 en otro

estado |φ〉. Es decir,

|φ〉 = A|ψ〉, (5.1)
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siendo A, un Operador Local: A = I⊗ ...I⊗A⊗ I...⊗ I, según el subsistema en el que sea

aplicado y el número de subsistemas que represente el estado global. Es decir, para una

Operación Local A, realizada en el subsistema C, de un sistema global tripartito ABC,

una clase de equivalencia quede establecida, si se cumple

|φ〉 = (I⊗ I⊗ A)|ψ〉. (5.2)

Los estados |ψ〉 y |φ〉 son los elementos de esa clase. Y el criterio o la base para tal

clasificación, son las Operaciones Locales, representadas por los operadores A [1].

Definición 7: (Tipos de entrelazamiento) Decimos que dos estados pertenecientes

a un sistema compuesto entrelazado tienen el mismo tipo de entrelazamiento, o tienen

entrelazamiento equivalente, si pertenecen a la misma clase de equivalencia. Es decir, una

clase de equivalencia para estados entrelazados define un tipo de entrelazamiento. Por eso,

si existen operadores A, aplicados a alguno de los subsistemas (por ejemplo al subsistema

C), para un sistema tripartito entrelazado, tales que

|φ〉 = (I⊗ I⊗ A)|ψ〉

y

|ψ〉 = (I⊗ I⊗ A−1)|φ〉

(5.3)

Entonces decimos que los estados |ψ〉 y |φ〉, contienen el mismo tipo de entrelazamiento.

Si dos estados entrelazados pertenecen a la misma clase de equivalencia bajo Operaciones

Locales, entonces comparten el mismo tipo de entrelazamiento. Notemos que, en gene-

ral, una clase de equivalencia requiere que los operadores sean invertibles. Más adelante

hablaremos de esto con más detalle [1].

5.2. Operaciones Locales Estocásticas asistidas con

comunicación clásica (OLECC)

Debemos recalcar que la definición de clases de equivalencia para una copia simple

de un estado no es un tema sencillo, pues no siempre se pueden encontrar los operadores

adecuados para la conversión entre estados. Por ejemplo, para una copia simple, los estados

|ψ〉 y |φ〉 pueden ser interconvertidos, el uno en el otro, con certeza, bajo OLCC, sólo si se

relacionan mediante operadores locales unitarios U . Pero incluso en los sistemas bipartitos

más simples, |ψ〉 y |φ〉 no se relacionan, generalmente, por operadores locales unitarios

U [1]. Esto nos lleva a buscar una clasificación alternativa. Una manera de resolver el

problema - la que usamos aqúı - es la de no imponer la condición de que un estado deba
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convertirse en el otro con certeza. Nos bastará con que, tan sólo, exista una probabilidad

no nula de que dicha interconversión ocurra. Esto define un tipo de equivalencia llamada

equivalencia estocástica.

La desventaja de esta solución alternativa, es que la tarea que vayamos a realizar

con un estado de una clase de equivalencia estocástica, no se realizará con certeza, con

cualquiera de los dos estados con entrelazamientos equivalentes, sino que la probabilidad

de un desempeño exitoso de la tarea dependerá del estado que esté siendo usado.

Definición 8: (Entrelazamientos equivalentes bajo OLECC) Decimos que |ψ〉
y |φ〉 tienen entrelazamiento equivalente, si existen protocolos locales que permiten a las

partes convertir a cada uno de los dos estados en el otro, con alguna probabilidad de éxito

a priori.

5.2.1. OLECC y Operadores Locales Invertibles (OLI)

En nuestra clasificación, vemos que la principal herramienta matemática que usaremos,

será la noción de rango de un operador, espećıficamente los rangos de las matrices de

densidad reducida asociadas a cada uno de los tres subsistemas que forman nuestro sistema

compuesto entrelazado. Nos basamos en un importante resultado del álgebra lineal, que

asegura que las transformaciones invertibles no modifican los rangos de los operadores que

están siendo transformados. Esto lo mostramos en el Apéndice A, aplicado a los rangos

locales (el rango de una matriz densidad reducida asociada a alguno de los subsistemas)

y es la base de nuestra clasificación.

Entonces, si los operadores que usamos para relacionar a los diferentes estados entre-

lazados que estamos estudiando, son invertibles y locales, ellos nos ayudan a clasificar a

los estados en función de los rangos locales, como veremos en detalle más adelante. Se

puede probar, en efecto, que las OLECC están formadas por Operadores Locales Inverti-

bles (OLI). Es decir, si aplicamos una OLECC en uno de los subsistemas (por ejemplo, el

subsistema C)

|φ〉 = (I⊗ I⊗ A)|ψ〉, (5.4)

esto quiere decir, que el operador A es invertible y que los estados |ψ〉 y |φ〉, relaciona-

dos por el OLI, A, tienen entrelazamiento equivalente (pertenecen a la misma clase de

equivalencia estocástica).

Teorema 3: Dos estados puros de un sistema multipartito son equivalentes bajo OLECC,

si ellos están relacionados por un operador local invertible (OLI).

En el Apéndice A, probamos este teorema.
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En la práctica, los protocolos locales son una serie de rondas de operaciones, donde

en cada ronda, una parte determinada manipula localmente su subsistema y comunica

clásicamente sus resultados a las otras partes. Las operaciones posteriores se harán de-

pendiendo de los resultados previos y el protocolo se divide en varias ramas. Una ronda

de operaciones locales, mediadas por comunicación clásica entre las partes, determina una

rama del protocolo. Para nuestros propósitos, sólo necesitamos enfocarnos en una de estas

ramas, de hecho, la ecuación (5.5), se refiere justo a la rama que hizo el trabajo y bajo

esta consideración hacemos nuestros cálculos teóricos.

No podemos pasar por alto el hecho de que, al estar las OLECC representadas por

operadores unitarios, para el caso de una copia simple de un estado puro, éstas son un

“grano grueso”de la clasificación anterior, pues las OLCC para una copia simple de un

estado puro, están representadas por operadores unitarios. Es decir, las OLECC contienen

a las OLCC, porque el conjunto de los operadores invertibles contiene a los operadores

unitarios.

5.3. Tipos de entrelazamiento en sistemas de tres qu-

bits entrelazados

Definimos un tipo de entrelazamiento cuando se establece una clase de equivalencia

para estados entrelazados. Ya sabemos que en nuestro caso la equivalencia es estocástica.

Vemos en detalle, que para sistemas de tres qubits entrelazados, existen seis clases de

equivalencia estocástica, o sea, equivalencia mediante OLECC. Es decir, existen seis tipos

de entrelazamiento que son inequivalentes entre śı. Obviamente, dos clases son inequi-

valentes entre si mediante OLECC, pues eso es justo lo que las distingue como clases

independientes.

La base que nos permitirá hacer esta clasificación es la observación de los rangos

locales, es decir, de los rangos de las matrices densidad asociadas a los subsistemas.

Lema 1: Si los estados |ψ〉 y |φ〉 ∈ C2 ⊗ C2 ⊗ C2, cumplen con

|φ〉 = (A⊗ I⊗ I)|ψ〉, (5.5)

entonces los rangos de las correspondientes matrices de densidad reducidas satisfacen

r(ρψA) ≥ r(ρφA), r(ρψB) ≥ r(ρφB) y r(ρψC) ≥ r(ρφC).

Se deduce del lema, que las operaciones locales no pueden aumentar los rangos locales.

O bien los dejan invariantes, o los reducen. No es complicado darse cuenta que la igualdad

de los rangos locales en el lema se cumple si el operador local A es invertible. De lo

contrario, el rango local del estado después de la transformación, habrá disminuido si A es
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no invertible. De este resultado, deducimos las relaciones jerárquicas entre las clases. Esto

no es dif́ıcil de entender, si se tiene en cuenta que, un operador no invertible va a proyectar

sólo algunos de los términos de Schmidt en los que se descompone el estado, más no todos,

lo cual disminuye el número de términos del estado final. Esto, obviamente, al calcular

la traza parcial para una de las matrices densidad reducidas, trae como consecuencia una

disminución en el rango de esa matriz, para dicho estado final.

Lo anterior resultará más claro si acotamos que, siempre podemos hacer una descom-

posición de Schmidt del estado, lo que trae como consecuencia directa que el número de

coeficientes de Schmidt de la descomposición será el rango de la matriz densidad redu-

cida para cualquiera de los subsistemas. Es decir, tener una descomposición de Schmidt

de un estado, genera (en general) matrices densidad reducidas de rango máximo. En

nuestro caso, esto significa que estamos suponiendo que las matrices densidad reducidas

ρA = TrBC(|ψ〉〈ψ|), ρB y ρB tienen rango dos (r(ρA) = r(ρB) = r(ρC) = 2) a menos que

las condiciones del estado original en cuestión, indiquen lo contrario. El rango máximo

para matrices cuadradas es 2. Y las matrices densidad reducidas para cada uno de los

subsistemas, de un sistema multipartito qubit, siempre son matrices cuadradas.

El estado que estemos considerando tendrá sus propias caracteŕısticas f́ısicas, en cuanto

a entrelazamiento se refiere. Esto determina las propiedades de los coeficientes de Schmidt,

que a su vez, tiene influencia sobre los rangos locales (ver (4.9)). Las matrices densidad

presentes en (4.9), aśı escritas, reflejan rango máximo porque la base en la que están

representadas es ortonormal. Los coeficientes de esa descomposición son el cuadrado de

los coeficientes de Schmidt y esto justifica que sus caracteŕısticas influencien los rangos

locales de las matrices densidad ρi.

5.3.1. Método para la clasificación

Para la clasificación de muestro estado qubit tripartito entrelazado, nos vamos a basar

en un tipo de clasificación previa hecha por R. Tarrach y colaboradores [12].

Nuestro aporte se basa en mostrar la relación que guardan los parámetros usados en la

clasificación con los rangos locales y relacionarlos a su vez, con el tipo de entrelazamiento

presente en cada estado que resulte de la clasificación de R. Tarrach. Demostramos que,

en función de los rangos locales, la clasificación de Tarrach es “gruesa 2que se reduce a

6 clases: la clase 1, contiene sólo estados separables; la clase 2, 3 y 4, contiene estados

con entrelazamiento bipartito y las clases 5 y 6, contienen estados con entrelazamiento

tripartito. Igualmente demostramos que estas 6 clases son inequivalentes entre śı.
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Comencemos recordando la descomposición del estado en su forma no superflua (4.31):

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ1e
iϕ|100〉+ λ2|101〉+ λ3|110〉+ λ4|111〉,

con λi ≥ 0, 0 ≤ ϕ ≤ π, µi ≡ λ2i /
∑

i µi = 1.

El método de Tarrach se basa en buscar parámetros que se mantengan invariantes

para cualquier estado y que estén relacionados con los λi, de modo que, para diferentes

valores de los λi, se definan diferentes clases. Estos invariantes son 5, exactamente, y los

tomamos de [12].

Definiendo ∆ ≡ |λ1λ4eiϕ − λ2λ3|2, se obtiene:

I1 ≡ Tr(ρ2A) = 1− 2µ0(1− µ0 − µ1),

I2 ≡ Tr(ρ2B) = 1− 2µ0(1− µ0 − µ1 − µ2)− 2∆,

I3 ≡ Tr(ρ2C) = 1− 2µ0(1− µ0 − µ1 − µ2 − µ3)− 2∆

I4 ≡ Tr(ρA ⊗ ρAρAB),

I5 ≡ |H det(ajkl)|2.

(5.6)

Estos parámetros de entrelazamiento son invariantes en el sentido de que, para cualquiera

que sea el estado, cumplen con

1

2
≤ Tr(ρ2A) ≤ 1,

1

2
≤ Tr(ρ2B) ≤ 1,

1

2
≤ Tr(ρ2C) ≤ 1,

1

4
≤ Tr(ρA ⊗ ρAρAB) ≤ 1,

0 ≤ |H det(ajkl)|2 ≤
1

16
.

(5.7)

Donde

ρAB ≡ TrC(|ψ〉〈ψ|), ρC ≡ TrAB(|ψ〉〈ψ|)

ρA ≡ TB(ρAB) y ρB ≡ TrA(ρAB).
(5.8)

La cantidad H det(ajkl) se conoce como hiperdeterminante de Cayley y está asociado

con una cantidad llamada 3-tangle. Pese a que estos invariantes tienen significado f́ısico,

como veremos, se hace una conversión, usando
∑

i µi = 1, para expresarlas en forma
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algebráicamente más fácil de manejar a efectos de la clasificación:

0 ≤ J1 ≡ ∆ ≤ 1

4
,

0 ≤ J2 ≡ µ0µ2 ≤
1

4
,

0 ≤ J3 ≡ µ0µ3 ≤
1

4
,

0 ≤ J4 ≡ µ0µ4 ≤
1

4
,

J5 ≡ µ0(∆ + µ2µ3 − µ1µ4).

(5.9)

Los invariantes J4 y J5 son simétricos bajo permutaciones de las partes A, B y C que con-

forman el sistema tripartito, mientras que J1(J2, J3) es simétrico sólo bajo el intercambio

de la parte B y C (A y C, A y B).

Ahora se procede con una clasificación completa de los estados de tres qubits repre-

sentados en la ecuación (4.31), con la ayuda del grupo de inecuaciones (5.9):

Tipo 1 (Estados producto): Ji = 0 ∀ i = 1, 2, 3, 4, 5.

Tipo 2a (Estados biseparables): Ji = 0 ∀ i = 1, 2, 3, 4, 5., excepto J1(J2, J3),

cuando la parte A(B,C) no está entrelazada con las otras dos partes. Contiene sólo

entrelazamiento bipartito.

Tipo 2b (Estados GHZ generalizados): Ji = 0 ∀ i = 1, 2, 3, 4, 5., excepto J4.

Tipo 3a (Estados tri-Bell): µ1 = µ4 = 0.

Tipo 3b (Estados GHZ extendidos): µj = µk = 0, para j, k ∈ {1, 2, 3} y j 6= k.

Tipo 4a µ4 = 0.

Tipo 4b µ2 = 0 ó µ3 = 0.

Tipo 4c µ1 = 0.

Esta es la clasificación que propone R. Tarrach y colaboradores [12]. A continuación,

la mostraremos en detalle, según los valores dados a los parámetros para cada tipo, en

relación con la ecuación (4.31). También mostramos la relación que existe entre cada tipo

propuesto por Tarrach y los rangos locales, con lo que demostramos que esa clasificación

se puede reducir a 4 tipos (los primeros 4 tipos de la clasificación de Tarrach), si nos

enfocamos en los rangos locales. Se verá que estos 4 tipos se reducen a los 3 grupos

jerárquicos que se relacionan mediante OL no invertibles. Y que estos 3 grupos contienen

a las 6 clases inequivalentes bajo OLECC.
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5.3.2. Estados de los subsistemas y rangos locales

La clasificación de Tarrach se basa en los parámetros de entrelazamiento λi, que se

muestran en la ecuación (4.31). Para mostrar la relación existente entre esa clasificación y

los rangos locales, tenemos que calcular las matrices densidad asociadas a cada subsistema,

para el estado tripartito de qubit expresado en la descomposición (4.31) - justamente -

y vemos que la relación existente se muestra de manera natural cuando evaluamos los

rangos locales de estas matrices para cada condición dada por Tarrach.

Comencemos por señalar que los primeras tres invariantes usadas por Tarrach, a saber

I1, I2, I3, las primeras 3 desigualdades presentadas en (5.7), expresan la relación de pureza

para un sistema de qubit, que a su vez, reflejan el grado de entrelazamiento del estado glo-

bal. Es decir, si Tr(ρ2x) es menor a 1 (con x = A,B,C), significa que el estado ρx, asociado

al subsistema x, está mezclado, por lo tanto, el estado puro global |ψxy〉 está entrelazado

(el valor 1
2

indica la máxima mezcla, por lo tanto, máximo entrelazamiento del estado

global). Si por el contrario, Tr(ρ2x) es igual a 1, significa que el estado ρx, asociado al

subsistema x, es un estado puro, y por lo tanto, el estado puro global no está entrelazado,

es separable (ver 1.2 y 4.3.1).

El análisis anterior nos muestra la relevancia de los operadores densidad asociados

a los subsistemas, cuando se evalúa el grado de entrelazamiento del estado del sistema

global. Ahora veremos como el rango de estos operadores define tipos de entrelazamiento.

Subsistemas A, B y C (ρA, ρB y ρC)

Usemos las definiciones de (5.8) para nuestros cálculos. Comencemos calculando |ψ〉〈ψ|,
para luego calcular TrC(|ψ〉〈ψ|) y obtener ρAB. Ya con esto podemos obtener ρA, ρB y

ρC . Todo esto para el estado (4.31).

Esta es la matriz densidad asociada al estado puro global |ψ〉, en su forma no superflua:

|ψ〉〈ψ| = λ20|000〉〈000|+ λ0λ1e
−iϕ|000〉〈100|+ λ0λ2|000〉〈101|

+ λ0λ3|000〉〈110|+ λ0λ4|000〉〈111|+ λ1λ0e
iϕ|100〉〈000|

+ λ21|100〉〈100|+ λ1λ2e
iϕ|100〉〈101|+ λ1λ3e

iϕ|100〉〈110|

+ λ1λ4e
iϕ|100〉〈111|+ λ2λ0|101〉〈000|+ λ2λ1e

−iϕ|101〉〈100|

+ λ22|101〉〈101|+ λ2λ3|101〉〈110|+ λ2λ4|101〉〈111|

+ λ3λ0|110〉〈000|+ λ3λ1e
−iϕ|110〉〈100|+ λ3λ2|110〉〈101|

+ λ23|110〉〈110|+ λ3λ4|110〉〈111|+ λ4λ0|111〉〈000|

+ λ4λ1e
−iϕ|111〉〈100|+ λ4λ2|111〉〈101|

+ λ4λ3|111〉〈110|+ λ24|111〉〈111|.

(5.10)
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Ahora, usando la definición de traza parcial (ver 2.4.1), obtenemos:

ρAB = TrC(|ψ〉〈ψ|) = (I⊗ I⊗ 〈0|)〉|ψ〉〈ψ|(I⊗ I⊗ |0〉) + (I⊗ I⊗ 〈1|)〉|ψ〉〈ψ|(I⊗ I⊗ |1〉)

= λ20|00〉〈00|+ λ0λ1e
−iϕ|00〉〈10|+ λ0λ3|00〉〈11|+ λ1λ0e

iϕ|10〉〈00|

+ (λ21 + λ22)|10〉〈10|+ λ1λ3e
iϕ|10〉〈11|+ λ3λ0|11〉〈00|

+ λ3λ1e
−iϕ|11〉〈10|+ (λ23 + λ24)|11〉〈11|

+ λ2λ4|10〉〈11|+ λ4λ2|11〉〈10|.

(5.11)

Ahora podemos calcular ρA y ρB:

ρA = TrB(ρAB) = (I⊗ 〈0|)ρAB(I⊗ |0〉) + (I⊗ 〈1|)ρAB(I⊗ |1〉)

= λ20|0〉〈0|+ λ0λ1e
−iϕ|0〉〈1|+ λ1λ0e

iϕ|1〉〈0|

+ (λ21 + λ22 + λ23 + λ24)|1〉〈1|.

(5.12)

ρB = TrA(ρAB) = (〈0| ⊗ I)ρAB(|0〉 ⊗ I) + (〈1| ⊗ I)ρAB(|1〉 ⊗ I)

= (λ20 + λ21 + λ22)|0〉〈0|+ (λ1λ3e
iϕ + λ2λ4)|0〉〈1|

+ (λ3λ1e
−iϕ + λ4λ2)|1〉〈0|+ (λ23 + λ24)|1〉〈1|.

(5.13)

Usando
∑1

ij=0 |i〉〈j| =

(
1 1

1 1

)
, obtenemos:

ρA =

(
λ20 λ0λ1e

−iϕ

λ1λ0e
iϕ λ21 + λ22λ

2
3 + λ24

)
, (5.14)

ρB =

(
λ20 + λ21 + λ22 λ1λ3e

iϕ + λ2λ4

λ3λ1e
−iϕ + λ4λ2 λ23 + λ24

)
. (5.15)

Para ρC , procedemos:

ρC ≡ TrAB(|ψ〉〈ψ|)

= (〈0| ⊗ 〈0| ⊗ I)|ψ〉〈ψ|(|0〉 ⊗ |0〉 ⊗ I) + (〈1| ⊗ 〈1| ⊗ I)|ψ〉〈ψ|(|1〉 ⊗ |1〉 ⊗ I)

= (λ20 + λ21 + λ23)|0〉〈0|+ (λ1λ2e
iϕ + λ3λ4)|0〉〈1|

+ (λ2λ1e
−iϕ + λ4λ3)|1〉〈0|+ (λ22 + λ24)|1〉〈1|,

(5.16)

finalmente

ρC =

(
λ20 + λ21 + λ23 λ1λ2e

iϕ + λ3λ4

λ2λ1e
−iϕ + λ4λ3 λ22 + λ24

)
. (5.17)

Podemos verificar nuestros resultados recordando que
∑

i λ
2
i = 1, con lo cual se ve

claramente que las 3 matrices densidad obtenidas cumplen con la propiedad Tr(ρx) = 1

(ver 1.2, ecuación (1.2)), pues los elementos de su diagonal son justo la suma completa

que acabamos de describir.
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5.3.3. Clasificación de los estados en función de los rangos loca-

les

Para saber si el estado que resulta de imponer las condiciones que definen a cada

tipo, está entrelazado o no, hay que examinar las implicaciones que tienen las condiciones

dadas a los parámetros Ji, sobre los parámetros de entrelazamiento λi, del estado (4.31).

Esto se hace mediante el grupo de inecuaciones (5.9), para los Ji, que, como se ve, se

definen impĺıcitamente en función de los λi, presentes en (4.31). Tomando en cuenta, por

supuesto, que µi ≡ λ2i . Una vez hecho esto, veremos como se relaciona con los rangos

locales.

Estados separables

Tipo 1

Si Ji = 0, para i = 1, 2, 3, 4, 5, de (5.9), se aprecia que existen dos posibilidades.

Caso a: µ0 = 0, lo cual anula a J2, J3, J4 y J5, quedando libre J1 ≡ ∆ ≡ |λ1λ4eiϕ −
λ2λ3|2 = 0, implica que λ1λ4e

iϕ = λ2λ3.

Ahora impongamos estas condiciones de los λ′s sobre el estado (4.31) (siempre toman-

do en cuenta que µi ≡ λ2i ):

|ψ〉 = λ1e
iϕ|100〉+ λ2|101〉+ λ3|110〉+ λ4|111〉

|ψ〉 = |1〉 ⊗ (λ1e
iϕ|00〉+ λ2|01〉+ λ3|10〉+ λ4|11〉)

|ψ〉 = |1〉 ⊗ (
λ2
λ4
|0〉+ |1〉)⊗ (λ3|0〉+ λ4|1〉).

(5.18)

Esta última expresión se obtuvo usando λ1λ4e
iϕ = λ2λ3, lo que muestra claramente, que

es un estado completamente separable: A−B − C.

Caso b: µ0 6= 0, lo cual implica que µ2 = µ3 = µ4 = 0, µ1 queda libre (obviamente,

se dedujo esto suponiendo µ0 6= 0, viendo que debe ocurrir con los demás parámetros en

(5.9), para que se siga cumpliendo la condición Ji = 0). Como µ0 6= 0 y µ1 es libre, nos

queda:

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ1e
iϕ|100〉

|ψ〉 = (λ0|0〉+ λ1e
iϕ|1〉)⊗ |0〉 ⊗ |0〉.

(5.19)

Se ve claro que este tambien es un estado completamente separable: A−B − C.

Aśı, hemos probado que los estados tipo 1 de Tarrach, son estados completamente

separables.
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Implicación en los rangos locales

Ya vimos claramente que la condición Ji = 0, para i = 1, 2, 3, 4, 5, implica que los

estados con condiciones de este tipo son completamente separables. Pero a nosotros nos

interesa lo que ocurre con las matrices densidad de los subsistemas (ρA, ρB y ρC), porque

nuestro criterio para clasificar son las operaciones locales, partiendo del hecho, de que

las OLECC, dejan invariantes los rangos locales (los rangos de las matrices densidad

reducida). Por lo tanto, si encontramos un grupo de estados, todos con un mismo valor

de rangos locales para sus subsistemas, entonces ellos pertenecen a la misma clase de

equivalencia (en nuestro caso, una equivalencia estocástica).

Para ver las consecuencias que tienen estas condiciones sobre las matrices densidad

de los subsistemas, escribimos los µi, presentes en cada caso, en función de los λi, y los

evaluamos en las matrices de las ecuaciones (5.14), (5.15), (5.17).

Subsistema A:

Caso a: λ0 = 0 y λ1λ4e
iϕ = λ2λ3

⇒ ρA =

(
0 0

0 λ21 + λ22 + λ23 + λ24

)
. (5.20)

Caso b: λ0 6= 0 y λ2 = λ3 = λ4 = 0 ⇒

ρA =

(
λ20 λ0λ1e

−iϕ

λ1λ0e
iϕ λ21

)
Gauss− Jordan−−−−−−−−−−−−→

(
λ20 λ0λ1e

−iϕ

0 0

)
(5.21)

Para mostrar que una de las filas de la matriz, es una combinación lineal de la otra, se

usó (en el Caso b) el método de Gauss-Jordan. El cambio usado fue: −λ1
λ0
eiϕf1 + f2 : f2.

Y aśı, se ve que estas dos matrices tienen, claramente, rango 1 (r(ρA) = 1) porque una

fila completa es cero en todas sus entradas (ver Apéndice A).

Subsistema B:

Caso a: λ0 = 0 y λ1λ4e
iϕ = λ2λ3 ⇒

ρB =

(
λ21 + λ22 λ1λ3e

iϕ + λ2λ4

λ3λ1e
−iϕ + λ4λ2 λ23 + λ24

)
G− J−−−→

(
λ21 + λ22 λ1λ3e

iϕ + λ2λ4

0 0

)
.

(5.22)
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Caso b: λ0 6= 0 y λ2 = λ3 = λ4 = 0

⇒ ρB =

(
λ20 + λ21 0

0 0

)
. (5.23)

En el Caso a no se aprecia, a simple vista, el rango de la matriz, aśı que usamos Gauss-

Jordan para intentar simplificar la matriz, a conveniencia. Primero usamos la relación

λ1λ4e
iϕ = λ2λ3, en las entradas antidiagonales de la matriz, luego aplicamos Gauss-

Jordan. Los cambios fueron: −λ4
λ2
f1 + f2 : f2 y λ2

λ4
f2 + f1 : f2. Y ahora śı es evidente que

las dos matrices son de rango 1 (r(ρB) = 1).

Subsistema C:

Caso a: λ0 = 0 y λ1λ4e
iϕ = λ2λ3 ⇒

ρC =

(
λ21 + λ23 λ1λ2e

iϕ + λ3λ4

λ2λ1e
−iϕ + λ4λ3 λ22 + λ24

)
G− J−−−→

(
λ21 + λ23 λ1λ2e

iϕ + λ3λ4

0 0

)
.

(5.24)

Caso b: λ0 6= 0 y λ2 = λ3 = λ4 = 0

⇒ ρC =

(
λ20 + λ21 0

0 0

)
. (5.25)

En el Caso a usamos la relación λ1λ4e
iϕ = λ2λ3, en una forma conveniente, en las entradas

antidiagonales de la matriz y luego Gauss-Jordan: −λ4
λ3
f1 + f2 : f2. Y aśı, la matriz en

ambos casos tiene rango 1 (r(ρC) = 1).

Concluimos que los estados tipo 1, de la clasificación de Tarrach, son estados cuyos

subsistemas tienen matrices densidad de rango 1. Es decir, si el estado global de un

sistema f́ısico compuesto tiene matrices densidad reducidas de rango 1, para cada uno de

sus subsistemas, entonces estamos en presencia de un estado no entrelazado o separable.

Estados biseparables o con entrelazamiento bipartito

Tipo 2a

Ji = 0, excepto J1(J2 ó J3).

Caso a: Ji = 0, excepto J1. Viendo (5.9), con esta condición, se aprecian dos subcasos:
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Caso a.1: λ0 6= 0, implica que λ2 = λ3 = λ4 = 0. Y de la definición de J1 = ∆ ≡
|λ1λ4eiϕ − λ2λ3|2 = 0, se deduce que µ1 queda libre.

Evaluemos estas condiciones en el estado (4.31):

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ1e
iϕ|100〉

|ψ〉 = (λ0|0〉+ λ1e
iϕ|1〉)⊗ |00〉

(5.26)

Es un estado completamente separable.

Caso a.2: λ0 = 0 y λ1, λ2, λ3, λ4 libres:

|ψ〉 = λ1e
iϕ|100〉+ λ2|110〉+ λ3|101〉+ λ4|111〉

|ψ〉 = |1〉 ⊗ (λ1e
iϕ|00〉+ λ2|10〉+ λ3|01〉+ λ4|11〉).

(5.27)

Este estado es biseparable, del tipo A − BC. Es decir, el subsistema A es separable con

respecto a los subsistemas BC, los cuales están entrelazados entre śı. El estado del lado

derecho del producto tensorial, todav́ıa podŕıa ser un estado separable, pero ello requeriŕıa

de condiciones especiales sobre los λ′s que este caso no exige. Por eso aseguramos que es

entrelazado.

Caso b: Ji = 0, excepto J2. Esta condición implica que λ3 = λ4 = 0 y por J1 = ∆ ≡
|λ1λ4eiϕ − λ2λ3|2 = 0, deducimos que λ0, λ1 y λ2 quedan libres.

Evaluando en el estado:

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ1e
iϕ|100〉+ λ2|101〉

|ψ〉 = (λ0|0〉1 ⊗ |0〉3 + λ1e
iϕ|1〉1 ⊗ |0〉3 + λ2|1〉1 ⊗ |1〉3)⊗ |0〉2.

(5.28)

Se ve que es un estado biseparable, del tipo AC−B, pues el estado que está entre paréntesis

es, obviamente, entrelazado.

Caso c: Ji = 0, excepto J3. Esto implica que λ2 = λ4 = 0 y λ0, λ1 y λ3 libres.

Evaluando en el estado:

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ1e
iϕ|100〉+ λ3|110〉

|ψ〉 = (λ0|00〉+ λ1e
iϕ|10〉+ λ3|11〉)⊗ |0〉.

(5.29)

Obtenemos un estado biseparable del tipo: AB − C.

Hemos probado que los estados del Tipo 2a, de Tarrach, son estados, en general,

biseparables (a excepción del caso especial a.1, que resulta completamente separable). De

modo que: si Ji = 0, excepto J1, tenemos estados biseparables del tipo A−BC; si Ji = 0,

excepto J2, tenemos estados biseparables del tipo AC −B; si Ji = 0, excepto J3, tenemos

estados biseparables del tipo AB − C.
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Implicación en los rangos locales

Del cálculo anterior, donde quedó demostrado que los estados separables tienen ma-

trices densidad de rango 1 y del hecho de que el rango máximo de nuestras matrices es 2,

podemos inferir que los estados entrelazados tienen matrices densidad de rango 2. Vamos

a verificarlo para el Caso a.2. Para el resto de la clasificación, bata demostrar, que los

estados de un tipo dado están entrelazados o no, para concluir que sus rangos locales son

1 o 2, según el caso.

Caso a.2: λ0 = 0 y λ1, λ2, λ3, λ4 libres:

Subsistema A:

⇒ ρA =

(
0 0

0 λ21 + λ22 + λ23 + λ24

)
. (5.30)

Subsistema B:

⇒ ρB =

(
λ21 + λ22 λ1λ3e

iϕ + λ2λ4

λ3λ1e
−iϕ + λ4λ2 λ23 + λ24

)
(5.31)

Subsistema B:

⇒ ρC =

(
λ21 + λ23 λ1λ2e

iϕ + λ3λ4

λ2λ1e
−iϕ + λ4λ3 λ22 + λ24

)
. (5.32)

Se puede apreciar, muy claramente, que la matriz ρA es de rango 1 y que las matrices ρB

y ρC , son de rango 2, porque todos sus parámetros son libres y no se cumple la relación

λ1λ4e
iϕ = λ2λ3. No hay manera de reducirlas mediante el metodo de Gauss-Jordan, de

modo que una fila completa se anule, porque las filas son linealmente independientes (esto

ocurre en matrices de rango máximo).

La forma sencilla en la que están escritas nuestras matrices y las condiciones dadas

por Tarrach para cada Tipo de estados, junto con los ejemplos que ya hemos visto en

detalle, nos permite concluir, de manera general, que los estados separables tienen matrices

densidad de rango 1, para los subsistemas, mientras que los estados entrelazados tienen

matrices densidad de rango 2. De ahora en adelante, para el resto de los Tipos de estados

de Tarrach, nos bastará con probar si son separables o entrelazados para saber los valores

de los rangos locales y, finalmente hacer nuestra clasificación en función de ellos. De todas

maneras, siempre se puede “echar un vistazo.a las matrices densidad de los subsistemas

que ya hemos escrito y, con las condiciones dadas, verificar que sus rangos concuerdan

con nuestra generalización.



72
Clasificación de Estados Tripatitos Entrelazados en un Sistema de Qubits

Bajo OLCC Estocásticas

Una manera más convincente de notar que los estados entrelazados tienen matrices

densidad de rango 2, asociadas a los subsistemas que están entrelazados entre śı, es por el

resultado conocido del álgebra lineal, que afirma que una matriz con coeficientes reales es

invertible si y solo si su determinante es distinto de cero. En el Apéndice A, mostramos

que las matrices con rango máximo son invertibles. En nuestro caso, 2 es el rango máximo,

y nuestras matrices son de coeficientes reales. Aśı que es mucho más fácil visualizar que

las matrices que resultan de estados entrelazados, tienen determinantes distinto de cero.

También es útil para el caso contrario, pues si una matriz tiene determinante nulo, entonces

no es invertible. En nuestro caso, esto significa que son de rango 1, lo cual es simple de

ver para las matrices densidad asociadas a estados separables.

De lo antes dicho, nuestra conclusión para los estados tipo 2a de Tarrach es: la

condición Ji = 0, excepto J1, que representa estados biseparables del tipo A−BC significa,

en función de los rangos locales, que r(ρA) = 1 y r(ρB) = r(ρC) = 2; la condición

Ji = 0, excepto J2, que representa estados biseparables del tipo AC − B significa que

r(ρA) = r(ρC) = 2 y r(ρB) = 1 y la condición Ji = 0, excepto J3, que representa estados

biseparables del tipo AB − C significa que r(ρA) = r(ρB) = 2 y r(ρC) = 1.

Estados tripartitos entrelazados

Tipo 2b

Ji = 0, excepto J4. Observando (5.9), inferimos que λ2 = λ3 = 0 y λ0, λ4 6= 0. De

J5 = 0 y J1 ≡ ∆ = 0 surge µ1µ4 = 0 ⇒ µ1 = 0; es decir, λ1 = 0.

Evaluando en (4.31), obtenemos:

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ4|111〉. (5.33)

Este es un estado completamente entrelazado. Es decir, sus tres subsistemas están entrela-

zados entre śı. A dicho estado se le denomina estado tripartito entrelazado, simplemente.

Rangos locales: Los rangos de las matrices densidad asociadas a los subsistemas de

estos estados son r(ρA) = r(ρB) = r(ρC) = 2, como se ve en las matrices

ρA =

(
λ20 λ0λ1e

−iϕ

λ1λ0e
iϕ λ21 + λ24

)
ρB =

(
λ20 + λ21 0

0 λ24

)
ρC =

(
λ20 + λ21 0

0 λ24

)
. (5.34)

Las matrices ρB y ρC son, evidentemente, de rango 2, y ρA también es de rango 2, porque

su determinante es distinto de cero, det |ρA| = λ20λ
2
4. Es decir, ρA es invertible, de rango

2.
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Tipo 3a

λ1 = λ4 = 0

Obtenemos el estado:

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ2|101〉+ λ3|110〉. (5.35)

Como ninguno de los qubit se repite, sucesivamente, en los tres estados, se ve que es impo-

sible separarlo en productos tensoriales. Este también es un estado tripartito entrelazado.

Rangos locales: Los rangos de las matrices densidad asociadas a los subsistemas de

estos estados son r(ρA) = r(ρB) = r(ρC) = 2, como se aprecia con claridad en las matrices

ρA =

(
λ20 0

0 λ22 + λ23

)
ρB =

(
λ20 + λ22 0

0 λ23

)
ρC =

(
λ20 + λ23 0

0 λ22

)
. (5.36)

Tipo 3b

λj = λk = 0, para j, k ∈ {1, 2, 3} y j 6= k.

Caso a: λ1 = λ2 = 0

Obtenemos:

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ3|110〉+ λ4|111〉 (5.37)

Caso b: λ1 = λ3 = 0

Obtenemos:

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ2|101〉+ λ4|111〉 (5.38)

Caso c: λ2 = λ3 = 0

Obtenemos:

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ1e
iϕ|100〉+ λ4|111〉 (5.39)

Los 3 son estados entrelazados: r(ρA) = r(ρB) = r(ρC) = 2.

Tipo 4a

λ4 = 0

Obtenemos:

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ1e
iϕ|100〉+ λ2|101〉+ λ3|110〉 (5.40)
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Tipo 4b

λ2 = 0

Obtenemos:

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ1e
iϕ|100〉+ λ3|110〉+ λ4|111〉 (5.41)

Tipo 4c

λ1 = 0

Obtenemos:

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ2|101〉+ λ3|110〉+ λ4|111〉 (5.42)

Estos 3 estados también son entrelazados (recordemos que nos referimos a que, los tres

subsistemas están entrelazados). Se ve, porque ninguno de los qubit se repite sistemáti-

camente en los 4 elementos, de modo que pudiéramos separarlo del resto, como factor

común para el producto tensorial. Entonces: r(ρA) = r(ρB) = r(ρC) = 2.

Concluimos que los estados del tipo 2b, tipo 3a, tipo 3b, tipo 4a, tipo 4b y tipo

4c son todos pertenecientes a la clase con rangos locales: r(ρA) = r(ρB) = r(ρC) = 2. Es

decir, con entrelazamiento tripartito.

Pero ahora nos preguntamos ¿los estados con entrelazamiento tripartito, es decir,

aquellos con r(ρA) = r(ρB) = r(ρC) = 2, tendrán una sub - clasificación bajo OLECC?

La respuesta a esta pregunta es el punto por tratar a continuación y es el punto central

de este trabajo.

Sub - clasificación para los estados tripartitos entrelazados

Vimos que los estados con entrelazamiento tripartito tienen matrices densidad de rango

máximo para sus subsistemas, espećıficamente de rango 2. Ahora vamos a mostrar una

manera muy sencilla de subdividir a esta clase.

Los estados de la ecuación (4.31) son, en general, estados con entrelazamiento tripar-

tito, si no les damos condiciones especiales a los λ′s. Es decir, consideremos la ecuación

(4.31), para las condiciones tipo 2b, en adelante (están excluidas las condiciones tipo 1 y

tipo 2a) escribámoslo de la siguiente manera, conveniente para nuestro propósito:

|ψ〉 = λ0|0〉 ⊗ |00〉+ |1〉 ⊗ (λ1e
iϕ|00〉+ λ2|01〉+ λ3|10〉+ λ4|11〉). (5.43)

Luego,

|ψ〉 = λ0|0〉 ⊗ |00〉+ |1〉 ⊗ |φBC〉, (5.44)
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con

|φBC〉 = λ1e
iϕ|00〉+ λ2|01〉+ λ3|10〉+ λ4|11〉 (5.45)

Puesto que ya probamos que cualquier estado de tres qubit puede ser escrito en la forma

(4.31) entonces, de (5.44), podemos afirmar que existen dos clases de estados tripartitos

entrelazados: cuando |φBC〉 es separable y cuando |φBC〉 está entrelazado. Por supuesto,

respetando las condiciones para que el estado global esté entrelazado.

Caso |φBC〉 separable: Sabiendo que |φBC〉 siempre se puede escribir en la forma (5.45),

lo que vamos a buscar son las condiciones que deben cumplir los λ′s para que tenga lugar

este caso, respetando que el estado global siga entrelazado.

1) λ1 = λ2 = λ3 = 0. Implica:

|φBC〉 = λ4|11〉. (5.46)

Es un estado separable. El estado global resulta

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ4|111〉. (5.47)

Este es un estado tipo 2b.

2) λ1 = λ2 = 0. Implica:

|φBC〉 = λ3|10〉+ λ4|11〉

|φBC〉 = |1〉 ⊗ (λ2|0〉+ λ4|1〉).
(5.48)

Es un estado separable. El estado global resulta

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ3|110〉+ λ4|111〉. (5.49)

Este es un estado tipo 3b: Caso a.

3) λ1 = λ3 = 0. Implica:

|φBC〉 = λ2|01〉+ λ4|11〉

|φBC〉 = (λ2|0〉+ λ4|1〉)⊗ |1〉.
(5.50)

Es un estado separable. El estado global resulta

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ2|101〉+ λ4|111〉 (5.51)

Este es un estado tipo 3b: Caso b.
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4) λi 6= 0 ∀ i, se cumple λ2λ3 = λ1λ4e
iϕ. Implica:

|φBC〉 =

(
λ2
λ4
|0〉+ |1〉

)
⊗ (λ3|0〉+ λ4|1〉) . (5.52)

Aśı que |φBC〉 resulta separable con la relación entre los λ′s. El estado global queda

como

|ψ〉 = λ0|000〉+ |1〉 ⊗
(
λ2
λ4
|0〉+ |1〉

)
⊗ (λ3|0〉+ λ4|1〉)

|ψ〉 = λ0|000〉+ |1〉|ϕ1〉|ϕ2〉.
(5.53)

El estado está entrelazado y pertenece a este caso porque |φBC〉 es separable en la

forma |ϕ1〉|ϕ2〉. Es importante que notemos que, como ninguno de los λ′s se anulan,

el estado se nos presenta en su forma estándar

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ1e
iϕ|100〉+ λ2|101〉+ λ3|110〉+ λ4|111〉, (5.54)

pero nos daremos cuenta, en estos casos, de que sus coeficientes cumplen con la

relación λ2λ3 = λ1λ4e
iϕ.

Caso |φBC〉 entrelazado: Ahora vamos a buscar las condiciones para los λ′s, de modo

que |φBC〉 esté entrelazado, pero el estado global continue completamente entrelazado.

Esto lo estamos haciendo observando el estado global en su forma (5.43), sabiendo que lo

que está entre paréntesis es |φBC〉.

1) λ3 = 0. Implica:

|φBC〉 = λ1e
iϕ|00〉+ λ2|01〉+ λ4|11〉. (5.55)

Se ve que |φBC〉 está entrelazado y el estado global resulta

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ1e
iϕ|100〉+ λ2|101〉+ λ4|111〉. (5.56)

Este estado tripartito entrelazado no aparece en la clasificación de Tarrach, pero

nuestro método nos brinda la oportunidad de evidenciarlo.

2) λ1 = λ4 = 0. Implica:

|φBC〉 = λ2|01〉+ λ3|10〉. (5.57)

Es un estado entrelazado y el estado global resulta

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ2|101〉+ λ3|110〉. (5.58)

Es un estado tipo 3a.
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3) λ2 = λ3 = 0. Implica:

|φBC〉 = λ1e
iϕ|00〉+ λ4|11〉. (5.59)

Está entrelazado y el estado global asociado es

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ1e
iϕ|100〉+ λ4|111〉. (5.60)

Es un estado del tipo 3b: c.

4) λ4 = 0. Implica:

|φBC〉 = λ1e
iϕ|00〉+ λ2|01〉+ λ3|10〉. (5.61)

Es un estado entrelazado y el estado global resulta

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ1e
iϕ|100〉+ λ2|101〉+ λ3|110〉. (5.62)

Este estado es tipo 4a.

5) λ2 = 0. Implica:

|φBC〉 = λ1e
iϕ|00〉+ λ3|10〉+ λ4|11〉. (5.63)

Es un estado entrelazado y el estado global resulta

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ1e
iϕ|100〉+ λ3|110〉+ λ4|111〉. (5.64)

Este estado es del tipo 4b.

6) λ1 = 0. Implica:

|φBC〉 = λ2|01〉+ λ3|10〉+ λ4|11〉. (5.65)

Está entrelazado y el estado global resulta

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ2|101〉+ λ3|110〉+ λ4|111〉. (5.66)

Es un estado del tipo 4c.

7) λi 6= 0 ∀ i, pero no hay ninguna relación especial entre los λ′s. Esto implica:

|φBC〉 = λ1e
iϕ|00〉+ λ2|01〉+ λ3|10〉+ λ4|11〉. (5.67)

Sin ninguna relación especial entre los λ′s este estado está entrelazado. Y conduce

al estado global en su forma estándar

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ1e
iϕ|100〉+ λ2|101〉+ λ3|110〉+ λ4|111〉. (5.68)
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Para finalmente dar nuestra conclusión en función de los rangos locales, vamos a

explicar el trasfondo de nuestra clasificación, que es, incluso, el trasfondo de la clasificación

de Tarrach, aunque no se diga expĺıcitamente. El hecho de que cualquier estado tripartito

de qubits entrelazado se puede siempre escribir en la forma (5.44), nos está diciendo algo

acerca de los rangos locales. Se nota que la expresión (5.44) es una descomposición en

estados productos para el estado |ψ〉. Esto quiere decir, que los vectores |0〉 y |1〉, en

la primera entrada de los dos términos de la expresión, abarcan el rango de la matriz

densidad asociada a ese subsistema (en nuestro caso, es ρA, que es de rango 2).

Lema 2: Sea
∑l

i=1 |ei〉|fi〉 una descomposición en estados producto, para el estado |η〉
∈ HE ⊗HF . Entonces el conjunto de estados {ei}li=1, abarca el rango de ρE ≡ TrF |η〉〈η|
[1].

Del lema, se colige que pueden existir un máximo de dos vectores en una descom-

posición en estados productos para los estados |ψ〉, que estamos considerando. A saber,

los que tienen r(ρA) = r(ρB) = r(ρC) = 2. De igual modo ocurre con los estados que

aparecen en la segunda y tercera entrada de nuestra descomposición, en su forma (5.44).

En otras palabras, el rango de la matriz densidad ρBC abarca sólo uno o sólo dos estados

del producto (en el Apéndice A dejamos claro que el rango de una matriz define la can-

tidad de vectores fila o columna linealmente independientes que la conforman. Es esto lo

que refleja el lema, partiendo de una descomposición espectral para dicha matriz). Uno

de los estados producto ya aparece expĺıcito en la expresión (5.44), es el estado |00〉 de

la segunda y tercera entrada del primer término. El otro estado producto que expande

el rango de ρBC , es justamente nuestro primer caso, cuando |φBC〉 es separable. Cuando

no lo es, entonces el rango de ρBC tendrá un sólo vector producto; es decir, el único que

aparece expĺıcito en la descomposición en estados producto, que es |00〉.
Los estados qubit tripartitos entrelazados, a saber, lo que tienen r(ρA) = r(ρB) =

r(ρC) = 2, a su vez se subdividen en dos clases: los que tienen sólo dos vectores producto

en el rango de ρBC (caso |φBC〉 separable) y los que tienen sólo un vector producto en el

rango de ρBC (caso |φBC〉 entrelazado).

Demostramos espećıficamente que los estados de Tarrach bajo nuestro criterio, basado

en los rangos locales, caen, únicamente, en alguna de esas dos clases. Espećıficamente

encontramos que los estados tipo 2b, tipo 3b: caso a y tipo 3b: caso b, pertenecen

a la clase en la que |φBC〉 es separable (dos vectores producto en el rango de ρBC); y los

estados tipo 3a, tipo 3b: caso c, tipo 4a, tipo 4b y tipo 4c, pertenecen a la clase en

la que |φBC〉 está entrelazado (un sólo vector de producto en el rango de ρBC).

A continuación, veremos que los estados para los que |φBC〉 es separable forman la

clase llamada Clase |GHZ〉 y los estados para los que |φBC〉 está entrelazado forman la



5.3 Tipos de entrelazamiento en sistemas de tres qubits entrelazados 79

clase llamada Clase |W 〉. Demostramos que estas dos clases y las otras que hemos visto,

son todas inequivalentes entre śı.

5.3.4. Estados GHZ y W

Estos son estados que provienen del estudio de sistemas compuestos entrelazados. Los

estados Greenberger-Horne-Zeilinger, |GHZ〉, y Werner |W 〉, son estados máximamente

entrelazados, que se definieron en principio para sistemas bipartitos. En este trabajo, nos

estamos refiriendo a su forma generalizada al caso de tres qubits.

Estados |GHZ〉

Estos estados máximamente entrelazados, generalizados al caso tripartito, tienen co-

munmente la forma:

|GHZ〉 =
1√
2

(|000〉+ |111〉). (5.69)

Y tienen la principal propiedad de que cuando uno de sus subsistemas es trazado, los dos

qubit restantes quedan completamente desentrelazados. Por esto, a veces se le considera

como el estado máximamente entrelazado con entrelazamiento más débil. También es un

estado que viola las desigualdades de tipo Bell. La información cuántica mutua de los

resultados de una medición, para estos estados, es máxima igualmente.

Estados |W 〉

Son estados máximamente entrelazados que, generalizados al caso de tres qubits, tienen

la forma:

|W 〉 =
1√
3

(|001〉+ |010〉+ |100〉). (5.70)

Su propiedad más resaltante es que cuando uno de los qubit es trazado, el estado del

sistema de las otras dos partes continua máximamente entrelazado. Por esto se conoce

como el estado con entrelazamiento más poderoso.

Tanto los estados GHZ como W, son generalizaciones al caso tripartito de los conocidos

estados de Bell que mostramos en (4.16).

Estados |GHZ〉 y |W 〉 como representantes de los dos tipos de estrelazamiento

tripartito

Recordemos que la motivación para encontrar clases de equivalencia, es que, una vez

hallada la clase, cualquier representante de ella nos servirá para realizar una tarea de

información cuántica particular. No olvidemos, que en nuestro caso, la equivalencia es
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estocástica, aśı que la tarea será realizada con una cierta probabilidad de éxito, según el

estado que se use para llevarla a cabo. Como todos los miembros de una clase comparten

las mismas propiedades de entrelazamiento o tipo de entrelazamiento, podemos elegir

entre ellos el estado que nos resulte más cómodo para trabajar, según lo requiera el

experimento. Elegimos a los estados GHZ y W como los representantes de clase, puesto

que cada uno pertenece a una clase diferente y tienen una forma máximamente entrelazada

particularmente simple.

Clase |GHZ〉: Se ve directamente que el estado |GHZ〉 pertenece a la clase para la que

|φBC〉 es separable, espećıficamente a nuestra condición λ1 = λ2 = λ3 = 0, que es el tipo

2b, de la clasificación de Tarrach.

Por su forma particularmente simple a la hora de exhibir las propiedades de la clase

y la comodidad que brinda para la realización de tareas para la información cuántica, se

elige a este representante del tipo |φBC〉 separable, con la condición λ1 = λ2 = λ3 = 0, en

su forma máximamente entrelazado, como representante de toda la clase.

Aśı pues, los estados que pertenecen a la clase donde R(ρBC) tiene sólo dos estados

producto (|φBC〉 separable), son denominados Estados |GHZ〉. La clase en general, se le

conoce como Clase |GHZ〉. Más adelante daremos argumentos sólidos que justifican el

hecho de que siempre es posible encontrar un operador local invertible (OLI) que relaciona

a todos estos estados. Es decir, que cualquier estado de la clase |GHZ〉 puede ser llevado,

mediante un OLI, a la forma estándar |GHZ〉.

Clase |W 〉: A simple vista, los estados |W 〉, en su forma (5.70), no parecen estar con-

tenidos en ninguna de las dos clases (|φBC〉 separable ó |φBC〉 entrelazado), puesto que

los qubit ordenados en la forma ‘001’ y ‘010’ no aparecen en nuestra descomposición no

superflua (4.31).

Sin embargo, sabemos que una transformación loca unitaria (LU), para cualquiera de

los estados de una clase, genera otro estado que sigue estando dentro de la clase. Esto

es, porque los LU (y en general, los OLI), no modifican los rangos locales, que es justo la

caracteŕıstica principal que define a una clase bajo el criterio de operaciones locales. Un

LU conocido, capaz de llevar al estado |W 〉, a una forma soportada en (4.31), es

LU ≡ X ⊗ I⊗ I

X =

(
0 1

1 0

)
.

(5.71)
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Que transforma X|0〉 = |1〉 y X|1〉 = |0〉, tal que

(X ⊗ I⊗ I)|W 〉

= (X ⊗ I⊗ I)
1√
3

(|001〉+ |010〉+ |100〉)

|W ′〉 =
1√
3

(|101〉+ |110〉+ |000〉).

(5.72)

Este estado |W ′〉, que es el mismo estado |W 〉, escrito en una forma conveniente, es

justamente el representante máximamente entrelazado de nuestra clase |φBC〉 entrelazado,

para la condición λ1 = λ4 = 0. En la clasificación de Tarrach, es el tipo 3a.

Por la simplicidad que nos proporciona la forma del estado |W 〉 para realizar cálculos

en información cuántica, lo elegimos como el representante de la clase para la que |φBC〉
está entrelazado (un sólo vector producto en R(ρBC)). La clase se denomina Clase |W 〉
y los estados que conforman la clase se les llama Estados |W 〉 ya que siempre es posible

encontrar OLI, tales que lleven cualquier estado de la clase a la forma estándar |W 〉.

5.3.5. Inequivalencia de las clases bajo OLECC

Hemos visto hasta ahora que para los sistemas tripartitos de qubits entrelazados exis-

ten 6 clases de estados que se distinguen en función de sus rangos locales (los rangos de

las matrices densidad asociadas a cada uno de los subsistemas) y que estos definen un

tipo de entrelazamiento.

Aśı que nuestra primera clase está formada por los estados cuyos rangos locales cum-

plen con r(ρA) = r(ρB) = r(ρC) = 1. Estos son los estados completamente separables

(ninguno de los 3 qubits está entrelazado con el otro); la segunda, tercera y cuarta clase,

están formadas por los estados, cuyos rangos locales son 1, para alguno de los subsis-

temas, 2 para el resto. En general, estas 3 clases responden a los casos r(ρx) = 1 y

r(ρy) = r(ρz) = 2, donde x, y, z representan a las 3 combinaciones posibles de los subsis-

temas A,B,C. Corresponden a estados con entrelazamiento bipartito (también llamados

biseparables). El subsistema x es separable del subsistema yz, los cuales están entrela-

zados entre śı. Las últimas dos clases son aquellas con r(ρA) = r(ρB) = r(ρC) = 2, que

significa que los tres qubit estan entrelazados entre śı. Es la clase con entrelazamiento

tripartito, propiamente. Se dividen en aquellas con r(ρA) = r(ρB) = r(ρC) = 2 y sólo dos

vectores producto en R(ρBC) (|φBC〉 separable) y aquellas con r(ρA) = r(ρB) = r(ρC) = 2

y un sólo vector producto en R(ρBC) (|φBC〉 entrelazado).

La inequivalencia bajo OLECC de estas 6 clases, se hace evidente para las primeras

cuatro de ellas, si recordamos que las OLECC están representadas por OLI. Ya mostramos
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en 5.2.1 que la aplicación de una OLI, deja invariante los rangos locales. Esto es suficiente

para convencernos de que las primeras 4 clases establecidas bajo el criterio de OLECC

(estados con las mismas condiciones para los rangos locales, relacionados mediante OLI)

son inequivalentes entre ellas, pues justamente sus diferencias están en los rangos locales

y las OLI que representan a las OLECC, jamás podrán relacionar un estado de una clase

con otro de otra clase, porque ello requeriŕıa que una OLI modificara los rangos locales,

lo cual ya vimos que es imposible.

Dado que para las dos últimas clases los rangos locales de los tres subsistemas son

iguales r(ρA) = r(ρB) = r(ρC) = 2, vamos a buscar otro método para poder distinguir

entre dos estados con las mismas caracteŕısticas.

5.3.6. Medida de entrelazamiento tripartito e inequivalencia en-

tre las clases |GHZ〉 y |W 〉

Se sabe que para estados bipartitos existen varias medidas de entrelazamiento que son

monótonas; es decir, que no aumentan, en promedio, bajo OLECC. Se puede mostrar fa-

cilmente que estas medidas, por ejemplo, la entroṕıa de entrelazamiento para conversiones

asintóticas y la entroṕıa monótona para una copia única, pueden ser usadas para dividir

al conjunto de estados qubit tripartitos en 5 clases inequivalentes [1]. La quinta clase que

este tratamiento incluye es, justamente, aquella con r(ρA) = r(ρB) = r(ρC) = 2. Pero este

método no puede distinguir entre las dos clases de este tipo, que ya sabemos que existen.

Medida de entrelazamiento tripartito de Coffman

Para tratar el caso de entrelazamiento tripartito, Coffman introdujo una medida que

llamó 3-tangle. Esta es una medida monótona de entrelazamiento tripartito. Que sea

monótona quiere decir que decrecen en promedio bajo OLECC aplicadas en cualquiera

de los tres subsistemas.

La 3-tangle, se identifica con la letra τ y es invariantes bajo permutaciones de las

partes. La 3-tangle τ , también es llamado invariante polinomial o entrelazamiento residual,

también se le conoce como Correlación de Coffman.

Definición 9: (Correlación de Coffman) Consideremos |ψ〉 ∈ H1 ⊗H2 ⊗H3, con

coeficientes respecto a la base computacional ψijk = 〈ijk|ψ〉, con i, j, k ∈ {0, 1}, entonces

τ mide el entrelazamiento tripartito y se define en función de los coeficientes ψijk:

τ(ψ) = 4|d1 − 2d2 + 4d3|, (5.73)
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donde

d1 = ψ2
000ψ

2
111 + ψ2

001ψ
2
110 + ψ2

010ψ
2
101 + ψ2

100ψ
2
011,

d2 = ψ000ψ111ψ011ψ100 + ψ000ψ111ψ101ψ010

+ ψ000ψ111ψ110ψ001 + ψ011ψ100ψ101ψ010

+ ψ011ψ100ψ110ψ001 + ψ101ψ010ψ110ψ001

d3 = ψ000ψ110ψ101ψ011 + ψ111ψ001ψ010ψ100.

(5.74)

Tomado de [14].

Inequivalencia entre las clases |GHZ〉 y |W 〉

Aqúı usamos las medidas de entrelazamiento tripartito o Correlaciones de Coffman,

para mostrar que las dos clases |GHZ〉 y |W 〉 son inequivalentes entre śı.

Calculamos el 3-tangle (τ), para nuestro estado general, en su forma no superflua

(4.31). Observamos los términos y notamos que los únicos que no son nulos son ψ000, ψ100,

ψ101, ψ110 y ψ111. Esto reduce los d′s a:

d1 = ψ2
000ψ

2
111 = λ20λ

2
4

d2 = 0

d3 = 0.

(5.75)

Aśı que, el 3-tangle para el estado |ψ〉, viene dado por

τ(ψ) = 4|λ20λ24|. (5.76)

Finalmente, observamos los estados de la clase |GHZ〉 y los estados de la clase |W 〉. Si

para alguno de esos estados λ0 y/o λ4 es cero, entonces el 3-tangle es cero, para toda

la clase, justamente por ser una medida monótona. Es decir, no puede incrementar bajo

OLECC.

Se ve claramente que para los estados de la clase |GHZ〉, los coeficientes λ0 y λ4 no

se anulan para ninguno de los estados, mientras que para la clase |W 〉, estos coeficientes

se anulan para varios de los estados. Por ello, obtenemos:

τ(ψGHZ) = 4λ20λ
2
4

τ(ψW ) = 0.
(5.77)

Estos valores muestran la inequivalencia entre las clases |GHZ〉 y |W 〉, porque, como

mencionamos, el 3-tangle, al ser monótono, no puede incrementar bajo OLECC. Es decir,

los estados de la clase |W 〉 no pueden ser convertidos, mediante OLECC, en estados de

la clase |GHZ〉. Esto demuestra la inequivalencia entre las dos clases.
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5.3.7. Ortogonalidad Por Subespacio

Cualquier apariencia de oscuridad que pudiera presumirse en lo antes expuesto queda

completamente aclarada en esta subsección.

Aqúı vamos a introducir un requisito que es necesario para cualquier estado multi-

partito que esté escrito de manera no superflua. Este requisito es la ortogonalidad por

subespacio. Es decir, debe verificarse, para la descomposición del estado, que cada subes-

pacio debe estar representado por vectores que sean ortogonales entre śı.

La ortogonalidad por subespacio para nuestro estado exige que

〈00|φBC〉 = 0. (5.78)

Pero como hemos visto, el vector |φBC〉 puede ser separable o estar entrelazado, lo cual

da lugar a dos relaciones de ortogonalidad que, a su vez, se manifestará en la eliminación

de un grupo de λ′s para un caso y otro grupo para el caso restante.

Cuando |φBC〉 es separable, la relación de ortogonalidad exige que λ1 = λ2 = λ3 = 0,

quedando el estado total de la forma

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ4|111〉. (5.79)

Por otra parte, cuando |φBC〉 está entrelazado, la relación de ortogonalidad exige

que λ1 = λ4 = 0. Tomando en cuenta, como hemos mencionado antes, que los vectores

deben ser tales que, ninguna combinación lineal de ellos nos lleve a un segundo vector del

producto, ya que el rango de |φBC〉 debe contener sólo un vector del producto. El estado

total queda de la forma

|ψ〉 = λ2|001〉+ λ3|010〉+ λ0|100〉. (5.80)

Vemos, entonces, que en realidad podemos tener únicamente dos tipos de estados

con verdadero entrelazamiento tripartito, que son los dos estados anteriores. El primero

corresponde a la clase GHZ y el segundo a la clase W , donde se ve, sin lugar a dudas,

que la cantidad τ (3-tangle) resulta ser distinta de cero para los estados GHZ e igual a

cero para los estados W .

5.3.8. Jerarqúıa entre las clases

Lo último que mostramos en este trabajo con respecto a las clases de equivalencia que

existen para un sistema tripartito de qubit entrelazado es que las 6 clases inequivalentes

que encontramos se pueden clasificar en 3 grandes grupos jerárquicos. Para mostrar esta
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relación de jerarqúıa, debemos relacionar a las clases mediante operadores locales no

invertibles.

Recordemos como se relacionan las clases mediante operadores locales:

|φ〉 = A⊗B ⊗ C|ψ〉. (5.81)

LLevar a cabo una operación local no invertible significa que al menos uno de los operado-

res de la ecuaación anterior, sea de rango 1. Esto trae como consecuencia que el subsistema

que sea afectado por él, va a disminuir su rango local. Esta es la razón de la gerarqúıa,

pues los estados que tengan r(ρx) = 2, en alguno de sus subsistemas, pueden ser llevados,

mediante OL no invertibles, a estados con r(ρx) = 1, en el mismo subsistema. Esta es,

obviamente, una relación unidireccional, porque el caso inverso es imposible.

Las tres clases jerárquicas que existen son: en la cabeza de la jerarqúıa, tenemos a

las dos clases, |GHZ〉 y |W 〉, pues son las que tienen r(ρA) = r(ρB) = r(ρC) = 2. Estos

estados pueden ser llevados, mediante OL no invertibles aplicadas en el subsistema deseado

(o en los tres subsistemas a la vez, si se quiere), a cualquiera de las clases que tengan, al

menos, uno de sus rangos locales igual a 1. Es decir, a cualquier estado con entrelazamiento

bipartito, o a un estado completamente separable, según lo que se quiera. En el medio de

la jerarqúıa se encuentran los tres estados con entrelazamiento bipartito. Son aquellos en

los que dos de los subsistemas tienen rango local igual a 2 y pueden ser llevados mediante

OL no invertibles a la última clase de la jerarqúıa, los estados completamente separables,

que son los únicos que cumplen con r(ρA) = r(ρB) = r(ρC) = 1. Ver figura 5.1.
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Figura 5.1: Grupos de jerarqúıa entre las 6 clases inequivalentes bajo OLECC. La flecha

indica que los estados están relacionados mediante una OL no invertible.



CONCLUSIONES.

En el presente trabajo, resaltamos los siguientes resultados obtenidos:

1. Encontramos que cualquier estado tripartito de un sistema de qubits, puede ser

representado sólo por 5 términos en vez de 8, dando lugar a una descomposición no

superflua, tipo Schmidt, de la forma:

|ψ〉 = λ0|000〉+ λ1e
iϕ|100〉+ λ2|101〉+ λ3|110〉+ λ4|111〉,

con λi ≥ 0, 0 ≤ ϕ ≤ π, µi ≡ λ2i , con
∑

i µi = 1.

2. Basándonos en la clasificación de R. Tarrach de 8 tipos de estados (Tipo 1, Tipo

2a, Tipo 2b, Tipo 3a, Tipo 3b, Tipo 4a, Tipo 4b y Tipo 4c) logramos, usando

la noción de rangos locales y la descomposición no superflua del estado genérico, la

siguiente clasificación:

2.1 Los estados Tipo 1 de la clasificación de Tarrach, son estados cuyos subsis-

temas tienen matrices densidad de rango 1 (r(ρA) = r(ρB) = r(ρC) = 1). Es

decir, si el estado global de un sistema f́ısico compuesto, tiene matrices densi-

dad reducidas de rango 1, para cada uno de sus subsistemas, entonces estamos

en presencia de un estado no entrelazado, o separable.

2.2 Los estados Tipo 2a de Tarrach quedan de esta manera: la condición Ji = 0,

excepto J1, representa estados biseparables del tipo A−BC, que en función de

los rangos locales, significa que r(ρA) = 1 y r(ρB) = r(ρC) = 2; la condición

Ji = 0, excepto J2, representa estados biseparables del tipo AC−B, con r(ρA) =

r(ρC) = 2 y r(ρB) = 1 y la condición Ji = 0, excepto J3, que representa estados

biseparables del tipo AB − C, conr(ρA) = r(ρB) = 2 y r(ρC) = 1. Todos estos

estados contienen entrelazamiento bipartito.

2.3 Los estados del Tipo 2b, Tipo 3a, Tipo 3b, Tipo 4a, Tipo 4b y Tipo 4c,

son todos pertenecientes a la clase con rangos locales: r(ρA) = r(ρB) = r(ρC) =

2; es decir, con verdadero entrelazamiento tripartito.
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3 Los estados qubit tripartitos entrelazados, a saber, lo que tienen r(ρA) = r(ρB) =

r(ρC) = 2, a su vez se subdividen en dos clases, los que tienen sólo dos vectores

producto en el rango de ρBC (caso |φBC〉 separable) y los que tienen un sólo vector

producto en el rango de ρBC (caso |φBC〉 entrelazado). Demostramos espećıficamen-

te, que los estados de Tarrach, bajo nuestro criterio, basado en los rangos locales,

todos se encuentran, únicamente, en alguna de estas dos clases. Encontramos que los

estados Tipo 2b, Tipo 3b: Caso a y Tipo 3b: Caso b, pertenecen a la clase en

la que |φBC〉 es separable (dos vectores producto en el rango de ρBC). Y mostramos

que un representante de esta clase es el famoso estado entrelazado

|GHZ〉 =
1√
2

(|000〉+ |111〉).

Por ello llamamos a esta clase, clase GHZ.

Los estados Tipo 3a, Tipo 3b: Caso c, Tipo 4a, Tipo 4b y Tipo 4c, pertenecen

a la clase en la que |φBC〉 está entrelazado (un sólo vector de producto en R(ρBC)).

Un representante significativo de esta clase es el famoso estado entrelazado

|W 〉 =
1√
3

(|001〉+ |010〉+ |100〉).

Por eso esta clase se conoce como clase W.

Es decir, basándonos en los rango locales y en las OLECC, podemos dividir al

conjunto de estados tripartitos de un sistema de qubits, en 6 clases o tipos de

entrelazamiento, una con entrelazamiento nulo, 3 con entrelazamiento bipartito y 2

con verdadero entrelazamiento tripartito, a saber, las clases GHZ y W.

4. Demostramos que las 6 clases son inequivalentes entre śı cuando se relacionan me-

diante OLECC y que existe una relación de jerarqúıa cuando se relacionan mediante

OL no invertibles. Espećıficamente, encontramos a la cabeza de la jerarqúıa a las

clases GHZ y W, en el medio a las 3 clases con entrelazamiento bipartito y a los

pies de la jerarqúıa tenemos a los estados completamente separables. Los estados de

la parte superior de la jerarqúıa pueden ser llevados, mediante OL no invertibles, a

estados de más abajo, pero demostramos que la dirección contraria es imposible.



Apéndice A

Rango de una matriz.

Sea A una matriz de m× n. El rango de A, denotado por r(A), está dado por

r(A) = dim(ImagA) ≤ mı́n(m,n). (A.1)

Esto se traduce, para matrices cuadradas n × n, en: r(A) ≤ n. Sabemos del álgebra

lineal, que las filas y columnas de estas matrices cuadradas, forman un conjunto de vectores

linealmente independientes, si y sólo si, det(A) 6= 0, es decir, si A es invertible. Si A es

invertible, entonces su rango es máximo, r(A) = n, y viceversa. Por esto decimos, que el

rango de una matriz es el número de filas (o columnas) linealmente independientes que

ella posee. Que para matrices invertibles, es igual a la dimensión del espacio vectorial

donde están definidas (n, en nuestro caso).

De lo antes dicho también se deduce que, si un arreglo del tipo Gauss-Jordan puede

dejar a una de las filas o columnas de una matriz con todos sus términos cero, entonces

esa matriz no es de rango máximo y el valor del rango estará dado por el número de filas

o columnas que no pueda ser llevadas a cero en todos sus términos.

A.1. Criterio de invertibilidad de una matriz cuadra-

da en función de su rango

Sea A una matriz n× n, entonces A es invertible ⇔ r(A) = n.

Prueba: Usemos la definición del rango para el producto de matrices.

Sean A y B dos matrices n× n. Entonces

r(AB) ≤ mı́n[r(A), r(B)]. (A.2)

Esto implica que r(AB) ≤ r(A) y r(AB) ≤ r(B) .
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Śı A es invertible, AA−1 = I. Esto quiere decir, que r(I) = r(AA−1) ≤ r(A). Donde

hemos usado el rango del producto. Ahora, sabemos que I, siempre tiene rango máximo,

es decir r(I) = n. Esto nos dice que r(A) ≥ n. Pero ya vimos que, para toda matriz

cuadrada, siempre se cumple que r(A) ≤ n. Entonces la única solución posible es que se

cumpla la igualdad de le inecuación: r(A) = n [15].

Teorema 4: Sea A una matriz n×n. Si det(A) = 0, entonces A no es invertible. Por el

contrario, si det(A) 6= 0, entonces A es invertible.

Del criterio y el teorema anterior, se deducen dos implicaciones importantes para

matrices n× n:

1. Si det(A) = 0, r(A) 6= n. La matriz no es de rango máximo.

2. Si det(A) 6= 0, r(A) = n. La matriz tiene rango máximo.

Por las implicaciones anteriores afirmamos que, toda matriz cuadrada de rango 1 tiene

determinante nulo.

A.2. OLECC y rangos locales

En [1] podemos ver la demostración formal de que los estados |ψ〉 y |φ〉, pertenecientes a

la misma clase de equivalencia están, necesariamente, relacionados por operadores locales

invertibles (OLI). De esta conexión, se sique que los rangos locales de un estado puro,

r(ρk), con k = A,B, ..., son invariantes bajo OLECC, mientras que bajo OLCC (en

general, OL no invertibles) sólo pueden decrecer.

Lema 3: Si los vectores bipartitos |ψ〉 y |φ〉 ∈ Cn ⊗ Cm, cumplen con

|φ〉 = A⊗ IB|ψ〉, (A.3)

entonces los rangos de las correspondientes matrices densidad reducidas, satisfacen r(ρψA) ≥
r(ρφA) y r(ρψB) ≥ r(ρφB).

Prueba: Consideremos la descomposición de Schmidt de |ψ〉,

|ψ〉 =

nψ∑
i=1

√
λψi |i〉|i〉, λψi > 0, nψ ≤ mı́n(n,m), (A.4)

y escribimos el operador A como

A =
n∑
i=1

|µi〉〈i|, (A.5)
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donde |µi〉 ∈ Cn no necesitan estar normalizados ni ser linealmente independientes. Enton-

ces encontramos que ρψA =
∑nψ

i=1 |i〉〈i| y ρ
φ
A = AρψAA

† =
∑nψ

i=1 |µi〉〈µi|, aśı que r(ρφA) ≤ nψ.

Esto prueba el lema, obviamente, porque la forma como está escrita ρψA, gracias a que pro-

viene de una descomposición de Schmidt para el estado global puro, revela que el rango de

ρψA = nψ. La forma como está escrito el operador A, es decir, no necesariamente invertible,

establece la posibilidad de que el rango de la matriz densidad resultante disminuya. Esto

es porque algunos estados se mezclan, en lugar de proyectarse. La segunda desigualdad

del lema se sigue del hecho de que, para cualquier vector bipartito r(ρA) = r(ρB).

Corolario: Si los vectores |ψ〉 y |φ〉 ∈ HA⊗HB⊗ ...⊗HN , están conectados por un

operador local de la forma |φ〉 = A ⊗ B ⊗ ... ⊗ N |ψ〉, entonces r(ρψk ) ≥ r(ρφk), para todo

k = A,B, ..., N .

Prueba: De hecho, para cada una de las partes, por ejemplo, Alice, podemos ver

al operador A ⊗ B ⊗ ... ⊗ N como la composición de dos operadores locales A ⊗ I y

I ⊗ (B ⊗ ... ⊗ N). Entonces, debido al lema anterior, la aplicación del primer operador

no puede aumentar r(ρA), y lo mismo sucede con el segundo operador, que no puede

aumentar r(ρB...N) [recordemos que para cualquier estado puro r(ρA) = r(ρB...N)].

No podemos concluir sin resaltar del Lema 3, lo siguiente: la aplicación de operadores

locales invertibles (OLI), dejan invariantes los rangos locales, mientras que la aplicación

de operadores locales no invertibles(OL no invertibles), disminuyen los rangos locales. En

general, los rangos locales no pueden incrementar bajo OLECC.
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