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The most beautiful thing we can experience
is the mysterious. It is the source of all
true art and all science.

Albert Einstein
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RESUMEN

En el presente trabajo se realiza un estudio de los fundamentos de la teoria
de Kaluza-Klein, con el objetivo de obtener un candidato a materia oscura.
Aunque la existencia de materia oscura puede inferirse a través de sus efec-
tos gravitacionales sobre la materia ordinaria, su composiciéon se desconoce.
Candidatos a la resolucién de esta problematica incluyen particulas exoticas
derivadas de teorias mas alla del modelo estandar. El candidato que se pro-
pone en este trabajo es la particula de Kaluza-Klein mediadora del campo
escalar para el primer modo masivo de la torre de Kaluza-Klein, que resulta
del mecanismo de compactificacién aplicado al sector dilatén. Este procedi-
miento en conjunto con una transformacién conforme, usada para obtener la
parte gravitacional en su forma candnica, es lo realizado para llegar a la accion
de la teoria que involucra un sector gravedad, un sector de electromagnetismo
y un sector escalar dilaténico. Se construyen las reglas de Feynman y se calcu-
lan los vértices para dar con amplitudes de transicion en procesos permitidos
por la accion obtenida. Usando la regla de Oro de Fermi, fue posible calcu-
lar secciones eficaces para dos procesos de deteccién, cuyos resultados fueron
comparados con el potencial energético actual en aceleradores de particulas.
La seccién eficaz total obtenida es del orden ~ 107%?pb al asumir una masa

de 100TeV para la particula de Kaluza-Klein.
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Introduccion

El problema de materia oscura ha desconcertado a fisicos y astrénomos, desde su
descubrimiento a través de las observaciones sobre la Via Lactea por el astronomo Oort.
Aunque la materia oscura no ha sido detectada directamente, la necesidad de su existencia
recae sobre el hecho de que grandes estructuras cosmoldgicas, como galaxias y cumulos
de galaxias no pueden ser explicadas solo con la presencia de materia bariénica. Las ob-
servaciones sobre distintos tipos de galaxias, que incluyen galaxias espirales, elipticas y
enanas, han mostrado un empuje gravitacional que no esta asociado a la materia visible,
sino a un tipo de materia que permanece oscura y parece solo interaccionar con la materia
ordinaria a través de la interaccion gravitatoria. El primer intento para tratar de explicar
la naturaleza de la materia oscura se basé en los denominados MACHOs, que son objetos
astrofisicos cuya intensidad luminosa dificulta su deteccién mediante relaciones de masa-
luminosidad. Sin embargo, entre este tipo de cuerpos se encuentran enanas marrones,
agujeros negros, estrellas de neutrones, entre otras estructuras cuya abundancia, medida
hasta la actualidad, no podria contribuir a la totalidad de materia oscura en el universo,
y es que en comparacion con la materia visible, la materia oscura es hasta 10 veces méas
abundante representando un 27 % del contenido de masa-energia en el universo conocido.
Una segunda solucion a esta problematica es buscar un candidato en el modelo estandar
que cumpla con las propiedades observadas en la materia oscura. De las 17 particulas que
componen este modelo, solo los neutrinos se caracterizan por ser particulas poco interac-
tuantes, no obstante, un modelo para materia oscura basado solo en estos constituyentes
no estd exento de problemas. Lo anterior sugiere la bisqueda de un candidato mas alla
del modelo estandar que se ajuste a las caracteristicas observadas. Una propuesta surge

de uno de los primeros intentos de unificacion.

La teoria de Kaluza-Klein, iniciada por Kaluza en 1921 y modificada por Klein en
1926, representé un mecanismo de unificaciéon para las dos interacciones fundamentales
conocidas hasta el momento: la relatividad general y el electromagnetismo de Maxwell.

La idea de Kaluza fue extender la geometria del espacio-tiempo para incluir una quinta
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dimensién. En sus inicios, se asumié una condicion tal que la coordenada extra no hacia
presencia en las ecuaciones de movimiento, derivadas de un tensor de Einstein en cinco
dimensiones. El aporte de Klein a la teoria fue asignar a la dimensién extra una geometria
circular con un radio tan pequeno que explicara su no observacién experimental. En déca-
das mas recientes, la teoria de Kaluza-Klein ha recibido de nuevo atencion al estudiarse
las consecuencias de la compactificaciéon sobre un campo escalar conocido como dilatén.
La periodicidad de esta nueva dimension hace posible expresar los campos como series
de Fourier, que introducidos en una version de la accién para cinco dimensiones, resulta
en modos masivos para infinitos campos escalares. La masa de cada uno de estos campos
es proporcional al radio de compactificacion. El primer modo de la denominada torre de

Kaluza-Klein, es el candidato que se propone para la materia oscura.

El objetivo del presente trabajo es introducir los aspectos bésicos de la teoria de
Kaluza-Klein, para estudiar procesos que involucren a su particula asociada con particu-
las mediadoras de la interaccion electromagnética y gravitacional, esto es, el fotén y
graviton respectivamente. Para lograr esto, se usa la formulacion de la integral de camino
desarrollada por Feynman que permitird ademés de cuantizar los campos presentes, dar
con cantidades de medicion para ciertos diagramas de procesos permitidos por la accion

resultante de la teoria de Kaluza-Klein.

En el capitulo 1, se definirdn algunos aspectos del electromagnetismo clésico y re-
latividad general con el objetivo de expresarlas como teorias de campos a través de la
formulacién Lagrangiana. Para el capitulo 2, se introducird la teoria de Kaluza-Klein en
la que se define un tensor métrico en cinco dimensiones para lograr la unificaciéon de las
teorias de relatividad general y electromagnetismo, ademas de incluir un campo escalar
sobre el cual se aplicara el mecanismo de compactificaciéon de la dimensién extra, para
obtener un conjunto infinito de campos escalares masivos. Con lo anterior y una trans-
formacién conforme sobre la métrica, se espera obtener la accion a ser usada en el resto
del trabajo. En el capitulo 3, se presentara la formulacion de la integral de camino para
cuantizar los campos en sus particulas respectivas, se definiran sus propagadores y me-
diante la acciéon se calcularan los vértices que haran parte de las reglas de Feynman para
la teoria. Finalmente en el capitulo 4, se abordaran los antecedentes sobre el problema
de materia oscura y posibles candidatos que se ajustan a las caracteristicas deducidas de
observaciones cosmologicas. Se calcularan secciones eficaces para procesos que involucran
la particula de Kaluza-Klein a través de la regla de oro de Fermi. Los resultados seran

comparados con el potencial energético actual y posibles métodos de deteccion.




Capitulo 1

Electromagnetismo Clasico y
Relatividad General

En este primer capitulo, se presentaran los fundamentos del electromagnetismo clasico
y relatividad general expresadas como teorias de campos. En primer lugar, se definen
algunos elementos de la teoria clasica de campos como la acciéon y las ecuaciones de
Euler-Lagrange para obtener ecuaciones de movimiento, asi como también el teorema de

Noether que asocia transformaciones continuas con cantidades conservadas.

1.1. Elementos de la Teoria Clasica de Campos

En una teoria de campos cada punto de una region estara asociada con una variable
de campo denotado, en el caso escalar, por ¢(z,t). Esto constituye un sistema con un
numero infinito de grados de libertad cuyas variables dinamicas son los valores del campo
en cada punto del espacio. Los elementos de la teoria clasica de campos que se definen
a continuacion seran aplicados posteriormente al electromagnetismo clésico y relatividad

general.

1.1.1. Ecuacion de Euler Lagrange

Para estudiar una teoria con infinitos grados de libertad continuos es conveniente
usar formulaciones alternativas a la mecanica Newtoniana, ejemplos son las formulaciones
Lagrangiana o Hamiltoniana. En el caso de una teoria relativista conviene utilizar la
formulacién Lagrangiana, la cual estd sustentada en una cantidad llamada la accion,

definida como

s= [t Ll,d) = [d's £(6,0,9) (L.1)
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donde Lo, gb] es el Lagrangiano, funcional del campo que puede expresarse como la inte-

gral sobre el espacio de una densidad Lagrangiana L£(¢, 0,¢).

Con el objeto de encontrar ecuaciones de movimiento para el campo ¢, se realizan

variaciones sobre la accién (1.1) con respecto al campo y sus derivadas, y asi se obtiene

oL
o @@]. (1.2

Ahora se considera la relacién §(9,¢) = 0,(0¢) y el teorema de Gauss: los campos y sus

5S = /dtéL¢q§ /d‘*l it il

derivadas se aproximan lo suficientemente rapido a cero, y por lo tanto los términos con

derivadas totales se anulan. Con esto la ecuacién anterior se transforma en

5 = [dta _a¢ -0 (af@) +0,(5 (m)‘w)]

_ /d4x :gg _aﬂ(agf@) ] 5o, (1.3)

El principio de Hamilton postula que la trayectoria o acciéon de un sistema fisico debe ser

un punto estacionario, S = 0, entonces de (1.3) resulta

5S = /d4 ( (8f¢)>] 56 =0, (1.4)

que para todo valor en la variaciéon del campo se obtiene

?‘9; ~d, <8(‘3f¢)> = 0. (1.5)

Esta expresiéon se conoce como la ecuacion de Euler-Lagrange para el campo ¢. A través

de esta ecuacion pueden obtenerse las ecuaciones de movimiento para una teoria descrita

por la densidad Lagrangiana L.

1.1.2. Teorema de Noether

La relacion entre simetrias y leyes de conservacion se resume en el teorema de Noe-
ther; este resultado asocia a cada transformacién continua una ley de conservaciéon. Una

transformacién infinitesimal sobre el campo se expresa como

o(x) = ¢'(x) = ¢(x) + a Ad(), (1.6)

con o un parametro infinitesimal y donde A¢ es una deformacién en la configuracién del

campo. Por otra parte, el teorema de Gauss garantiza la invariancia de la accién al agregar
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un término de superficie, asi la densidad Lagrangiana bajo la transformacién (1.6) puede

escribirse de la siguiente forma
L(z) = L(z)+a AL = L(z) + a0, T"(2), (1.7)

donde el término de divergencia 0, J*, representa la variacién en la densidad Lagrangiana
AL. Las variaciones aplicadas sobre el Lagrangiano con respecto al campo y sus derivadas,

0¢p = aAg, resulta en lo siguiente

8£
oL oL
W 0L o ([ oc
= a0 ) ol o Vs s

El segundo término de la expresion anterior corresponde con la ecuacion de Euler-Lagrange

(1.5), por tanto la ecuacién (1.8) se reduce a

oL
oy Ap — J“) =0. 1.9
( 5(0,0) (19)
Se define la corriente de Noether como
oL
i (x) = Ap+ TH(x), 1.10
75) = g g 20+ I (110
siendo una cantidad conservada
d,j"(z) =0, (1.11)

que resulta de la expresién (1.9).

Ejemplo: Traslaciones

El teorema de Noether puede aplicarse a transformaciones espacio-temporales tal como
traslaciones y rotaciones. En el caso de una transformacién de traslacién infinitesimal, e,
las coordenadas cambian

ot — ot — e, (1.12)

dando lugar a una transformacién del campo

o(x) = o(z +€) = ¢(z) + €"0,¢(x), (1.13)
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y por consecuente una transformacién sobre la densidad Lagrangiana,
L— L+e0,L=LA+€0,00LL). (1.14)

La corriente de Noether (1.9) para esta transformacion toma la forma

oL
Th =
T 9(0u0)

conocido como tensor de energia-momento. La integral de volumen sobre la corriente de

d,0 — LoV, (1.15)

Noether proporciona las denominadas cargas conservadas
» :/ &z T, (1.16)
1%

que en el caso de una transformacion de traslacién se reconocen como la energia y el

vector momento lineal.

1.2. Electromagnetismo Clasico

En este trabajo se estudiara la teoria de Kaluza-Klein que unifica la relatividad general
con el electromagnetismo, es por ello que es necesario estudiar sus fundamentos, asi como
también su expresion en teorias de campos. Se comienza introduciendo el electromagne-

tismo y en la siguiente seccién la relatividad general.

Los fenémenos electromagnéticos obedecen las ecuaciones de Maxwell

V- E =np, (1.17a)
V-B=0, (1.17b)
OF
oL 1.17
V x B o =7 (1.17c)
OB
_ 05 _ 1.17d
V xE 5 =0 ( )

que expresan la relacién e interaccion de los campos clésicos eléctrico y magnético, E(x, t)

y B(x,t) respectivamente, con sus fuentes: densidad de carga eléctrica p y corriente j.

1.2.1. Formulacion Covariante

Es conveniente expresar las ecuaciones de Maxwell en forma covariante con el objetivo

de que se vean explicitamente invariantes bajo transformaciones de Lorentz. Es asi como
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las ecuaciones de Maxwell se convierten en ecuaciones tensoriales al introducir el tensor

de campo electromagnético, F'*¥, definido en forma matricial como

0 —-E, —E, —E.
E, 0 —B. B,
E, B. 0 -B,
E. -B, B, 0

(Fm) = , (1.18)

con elementos de matriz correspondientes a componentes del campo eléctrico y magnético.
Para lograr una teoria covariante completa, se define el dual del tensor F*”, para esto se

hace la contraccién de F* con el tensor de Levi-Civita ¢/, de la forma

1
Fr = e Fy, (1.19)

que es equivalente al intercambio de las componentes del campo eléctrico y magnético en
(1.18). En funcién de estos dos tensores, las ecuaciones de Maxwell inhomogéneas (1.17a)
y (1.17c¢), asi como las ecuaciones homogéneas (1.17b) y (1.17d) pueden combinarse en

dos expresiones covariantes

OB = j°

3 , ‘ O F" = 3", (1.20)
e”k(?jBk - 80E’L = jz

0;B"' =0

- | 9, F" =0, (1.21)
€. By, + 9yB' = 0

siendo j¥ = (p,j) la densidad de corriente en cuatro dimensiones. De esta forma, las cua-
tro ecuaciones de Maxwell se reducen a dos expresiones covariantes, en el sentido de que

ambos lados de las ecuaciones (1.20) y (1.21) transforman como tensores.

Por otra parte, los campos eléctrico E y magnético B son cantidades derivadas de un

potencial electromagnético A* = (A% A), satisfaciendo las ecuaciones

B = VxA, (1.22)
O0A
E = ——-VA 1.2

que son equivalentes a la ecuacién covariante

Frv = 9P AY — 9V A", (1.24)
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Esta definicién aplicada a la ecuacion de Maxwell inhomogénea (1.20) permite obtener

una ecuacion de onda

Q" =
0(01AY — Ay =
04" - &(9,A%) = j". (1.25)

El potencial A*(x) no es un observable clasico lo que significa que no estd determinado
de forma tnica, siempre puede realizarse una transformacion de calibre que agrega el

gradiente de una funcién A(z) al potencial
Al = AP 4+ OFA. (1.26)

Esta transformacion no modificara el valor de los campos, ni la forma de la ecuacién
(1.25). Para calcular una cantidad de interés el potencial se sujeta a una condicién de

calibre particular. Uno de los calibres usados es el calibre de Lorenz
0,A" =0, (1.27)

condicion cuya expresion es covariante. Una consecuencia del calibre Lorenz (1.27) resulta

de la divergencia en la ecuacion de onda (1.25),
d,5" = 0,[04” —0"(0,A")]
= [0(0,A") — 0,0"(0,A")
d,j3" = 0, (1.28)

que representa una ecuacion de continuidad, implicando la conservacion de corriente.

1.2.2. Densidad Lagrangiana para el Electromagnetismo

Una vez expresados los elementos del electromagnetismo en su forma covariante, el
siguiente paso es obtener ecuaciones de movimiento para la teoria. Esto se logra a través de
la ecuaciéon de Euler-Lagrange en funcién del campo electromagnético A,,. En interaccién
con una fuente de corriente j,(x), la densidad Lagrangiana para la teoria electromagnética
es .

L= —ZFWFW — JuAr. (1.29)
Es directo ver que el tensor de campo electromagnético permanece invariante bajo una

transformacion de calibre (1.26),
F, = 0,A,-0,A,
= 0,A, —0,A,+ (0,0,A — 0,0,7)
Fl, = F. (1.30)
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Sin embargo, el Lagragiano bajo esta transformacion resulta en

1
L= = E = A
1
=~ Fw " = (A £+ 00
1
= Fu " — A = 94GuA) + 9 (G, (1.31)

con dos términos adicionales correspondientes a la ecuacion de continuidad para la co-
rriente y una derivada total. Usando la conservacion de corriente (1.28) e integrando (1.29)

sobre el espacio-tiempo, para asi obtener la accion

S’:/d4x

Por teorema de Gauss la derivada total en (1.32) se convierte en un término de superficie

1
— —F, " — A" — 0" (j.A)

; . (1.32)

y al considerar campos que se aproximan a cero en la frontera, no hay contribuciéon por

parte de éste. Asi, la accion es invariante bajo la transformacién de calibre en el potencial
1
S = / d'z {—4F,WFW - jNA“} - / d'z 9"(j,A) = S. (1.33)

Conocida la forma de la densidad Lagrangiana para el electromagnetismo, puede apli-
carse el principio de Hamilton una vez realizadas variaciones con respecto al potencial

electromagnético y sus derivadas

oL oL
68 = [ drv| = — — || = 1.34
S / “19a, 8“(8(8#14,,)) 0 (134)
que se reduce al calculo de la ecuacion de Euler-Lagrange
oc 8(—%F,WF”” —j*A) LOAL
94 = 94 = =t =" (1.35)
L — _EM — EFBQM — lpﬁaa(aaAﬁ — 35Aa)
2(0,A,) 4 0(0,A) 2 2(0,A,) 2 2(0,A,)
1 (03 « (6 1 14 174 v
= §FB (026, — 8165 = 5(F R LS (1.36)

Para llegar al resultado (1.36) se usa el hecho de que F* es un tensor antisimétrico
Fr = —F¥" Finalmente al sustituir las expresiones (1.35) y (1.36) en la ecuacién de
Euler-Lagrange se obtiene

O F" = 3", (1.37)

que corresponde a las ecuaciones de Maxwell inhomogéneas. Siguiendo un procedimiento

similar podemos obtener las ecuaciones de Maxwell sin fuentes.
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1.3. Relatividad General

A continuacion se estudiara brevemente la relatividad general que es la segunda teoria
importante para poder abordar el estudio de las teorias de Kaluza-Klein. La relatividad
general, teorfa desarrollada por Einstein en 1915, describe los fenémenos relacionados a la
gravitacion. La interaccién gravitacional en comparaciéon con el electromagnetismo clasico
difieren en el sentido de que la variable dinamica que da lugar a la gravitacion es el espacio-
tiempo mismo, y no un campo adicional propagandose a través del espacio. Einstein llegd
a la conclusion de que el espacio-tiempo es curvo y la gravedad es una manifestacion de su
curvatura. Esta idea se deriva del principio de equivalencia que establece que en una region
lo suficientemente pequena del espacio es imposible diferenciar un campo gravitacional de
un sistema no inercial. Para describir la estructura curva del espacio-tiempo se introduce el
tensor métrico g, que es la variable dindmica de la teoria y estara dada por la geometria

del espacio-tiempo de interés.

1.3.1. Movimiento en un espacio-tiempo curvo

Al iniciar el estudio de relatividad general, surge la siguiente pregunta: ;Que tra-
yectoria sigue una particula de masa m moviéndose en un espacio-tiempo curvo?, para
responder a ello se considera una particula libre moviéndose en un espacio-tiempo con
elemento de linea ds* = g, (z)dz*dz". El objetivo es encontrar ecuaciones de movimien-
to en términos de x#(7), parametrizado con el pardmetro temporal 7. La accién para la

particula libre serd la siguiente

2 dz+ dzv
S = —m/ds = —m/T1 dr \/gm,[a;(T)]dT o (1.38)

A continuaciéon se procede a calcular la variacién de la accién con respecto al tensor

métrico
58 = —m / dr g“” )
drV/i?
5g st 4+ g0 T + g1t oz |, 1.39
[l : pLd (139)
con #? = g,,@"¢". Usando la relacion drvVi2 = ds, puede pasarse en (1.39) a una

parametrizacion con respecto al tiempo propio s. Para el primer término de la expre-
siéon anterior, la variaciéon del tensor métrico corresponde en primer orden con dg,, =

G (T +02) — g (T) = 0nguw (x)dz®. Sobre el segundo y tercer término en (1.39) se aplica
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integracion por partes y asumiendo la condicion dz(s;) = dx(s2) = 0 se encuentra que

2 ds d d
- = - Yl — — AR 4] S oV
05 mfsl 9 {Gagm,éx = (G (x)2"]6 pp (G ()20 }

52
= —m/ ’ ;{8agw,5x°‘x'“x"’ — 00 Gt 0" — 00 g it ox” — qu,,ié“éa:”}
S1

ED) 1
= —m/ ds [2(80[9“” — OpGarv — OuGua )" — gmi"] oz, (1.40)

Debido a la simetria del tensor métrico g,, = gy, se obtiene la igualdad g, i"dx" =
g dztZ”. De acuerdo al principio de Hamilton, 05 debe ser igual a cero para cualquier

valor de 6z, asi el integrando en (1.40) es

1 . U .
i(aag/w - 8;19&1/ - afgua)xux - guawu =0
1 e ey .

_igp (DpGow + OvGua — Ougu)iti” — i = 0

B+ T8l = 0, (1.41)

correspondiente a la ecuacion geodésica. El término I'f 1" es la diferencia entre la
trayectoria obtenida y la recta que extremiza la accién en un espacio plano descrito por
la métrica de Minkowski. De esta manera, la ecuacion (1.41) generaliza la nocién de linea
recta en un espacio curvo. Ademas se define la conexién o simbolos de Christoffel como

derivadas de la métrica

1 le%
L = 59" (Ougov + Ovua — Oagyw ), (1.42)

y en el caso particular de la métrica de Minkowski ¢,, = 7., los simbolos de Christoffel

son iguales a cero.

1.3.2. Derivacion Covariante

Un tensor es un objeto matematico que bajo una transformacion de coordenadas cam-

bia de la siguiente forma

T _Ox o 0x Oatt Da™ g, g,
i (%) = Oxm dxte Qx'Pr Oz'Pr ALk

(). (1.43)

El problema con la derivaciéon ordinaria de un tensor es que no transforma como lo haria

un tensor con su respectiva cantidad de indices. Ejemplo de esto es la derivada de un
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tensor de rango (0,1), expresado como A", que bajo una transformacién de coordenadas

resulta en

0 0x'™ ox'™ Ox¥ 0%r'™ OxV
LAY () = —— A = ———0,A* AW
A" () oz’ dxr () Oz &r’ﬂa () + OxrOox? Ox'8 (z)
= Sﬁ‘(Sfl)g&,A“ + [(Sil)gﬁySﬁ]A’i, (1.44)

m n

con notacion St = Ou , ( _l)g = gmp, 9, = (S_I)Z(‘?V. El primer término de la expre-
14 x/

sion (1.44) efectivamente transforma de acuerdo con la definicién de un tensor (1.43), sin
embargo el segundo término hace que esta cantidad sea una operacién que no es indepen-
diente de un cambio de coordenadas, contraviniendo la principal razén de recurrir al uso
de tensores, que es poder escribir relaciones matematicas independientes del sistema de
coordenadas utilizado. La solucién a esta problemética se obtiene al definir una cantidad

que transforme de forma adecuada, para ello se introduce la derivacién covariante
V,AF = 9,AF +T% AN (1.45)

definida como la derivaciéon ordinaria méas un término relacionado con la conexién, que
convenientemente anula el término adicional en (1.44). La conexién transforma de la

siguiente forma
b= Sy(STNH(STHITL, + Sy (ST0,(5 7]
= Sy(STR(STHELL, — (STHE(9,95) (S5, (1.46)

K

usando la propiedad para matrices OM ! = —MtOM M ! sobre el segundo término tal
que
SHSTIO,(STE = Se(STHE[(ST)10,87(S g
= —05(S7)e0,S3(S7)3
= —(S7N20,52(S71)5. (1.47)

Los resultados (1.46) y (1.44) hacen que la derivada covariante (1.45) transforme como

un tensor

DA (') + TG A" = SS(STH)40,A" + S(SH)gI, A

I
= S(STHY(D, A" + 615T, AY)
VLAY =S9S5SV, A (1.48)

La intepretacion geométrica de la derivada covariante de un vector, es la diferencia

que existe al transportar paralelamente un vector en un camino sobre un espacio curvo tal




1.3 Relatividad General 27

Figura 1.1: Traslacion de un vector en un plano tangente a un punto cercano en un espacio

curvo [1].

como se muestra en la figura 1.1. Una vez transportado hasta un punto cercano, el vector
no se encuentra en el mismo plano tangente, cambiando asi los vectores base ademas de
las componentes del vector. El término referido a la conexién en (1.44) toma en cuenta

este hecho geométrico. La definicion de derivada covariante se extiende a tensores

V...V, _ V...V, 1% V...V, 1% vy...V]
VaI™ lHl---Mk = 01" lMl---Nk + FﬂloéT ' lMl---Mk +oee At FﬁZOéT ' ]Ml---Hk
_FﬁlaTm-.-wmmuk - FﬁkaTylmwul---uk’ (1.49)

con k indices covariantes y [ indices contravariantes.

Para caracterizar la geometria del espacio-tiempo, en relatividad general pueden agre-
garse dos condiciones: condicion de libre torsiéon y condicién de métrica compatible. La
primera implica que la conexién es simétrica

rt, =T

av?

(1.50)

en sus indices covariantes. Por otra parte, la condicién de métrica compatible impone que

la derivada covariante del tensor métrico es igual a cero
Vaguw = 0. (1.51)

Estas dos condiciones y la definicién de derivada covariante permiten obtener la forma de

la conexion (1.40) derivada del tratamiento de la particula libre.

1.3.3. Curvatura

La curvatura del espacio-tiempo es una de las principales consecuencias de la teoria
de relatividad general, de acuerdo con la cual la gravedad es un efecto de la geometria
curva del espacio-tiempo. Para cuantificar la curvatura se define el tensor de Riemann,
que surge al considerar el siguiente problema. Cuando un vector en un espacio Euclideo es

transportado paralelamente a lo largo de un camino cerrado, tendré la misma direccién al
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regresar al punto inicial luego del transporte. Sin embargo, esto no ocurre en un espacio
general donde el vector resultante dependera del camino tomado durante el transporte
paralelo. Para observar lo anterior, se considera el transporte paralelo de un vector S, sobre
dos trayectorias distintas (figura 1.2) hasta el punto C, y asi se obtienen los siguientes

vectores resultantes

Sp(x), (1.52)
(L4 (012)"V,)(1 + (622)"V ,) Sy (), (1.53)

donde (1 + (6;2)"V,) es el operador de traslacién a lo largo del camino infinitesimal ;.
La expresion (1.52) corresponde al transporte paralelo del vector, primero a lo largo del
segmento 01 que inicia en el punto A y culmina en el punto D, para luego ser transportado
por el segmento infinitesimal dox que une los puntos D y C. Para (1.53) se tiene de igual
forma la traslacién del vector hasta el punto C, pero siguiendo la trayectoria que pasa por
el punto B. La diferencia de los vectores (1.52) y (1.53) es un conmutador de derivadas

covariantes

(622)(612)"V V.S, — (612)" (522)"V 1V, = (6,2)"(612)" [V, , V]S, (1.54)

Figura 1.2: Traslacién de un vector S,(z) a través de dos trayectorias distintas.

que se interpreta como el transporte paralelo a lo largo del camino cerrado (iniciando y
culminando en el punto A). Los elementos de este conmutador acttian sobre el vector de

la forma

VulVS,) = 0,(VuS,) ~T0(V,5,) ~ T7,(V.S,), 1.55)
VV(VMSp) = ((9V(V,,Sp)—rgu(v03p) sz(vusa)a (1.56)
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y su diferencia es

Vo VIS, = 00,5, — T580) — T2, (0,5, — T80 — (1 v)
= _(aMFZp - FZpFZN - (:u e V))SP

= —-R%.S,, (1.57)

puv

donde R, es el tensor de Riemann o curvatura definido como

R, = 9,7, — 9,07, + 7% — 171" (1.58)

pk> vp vk pp

En un espacio-tiempo plano descrito con la métrica de Minkowski (g, = 7,.), los vectores
resultantes luego del transporte son iguales (R"WV = 0), por lo que el tensor de Riemann
es una medida de como el espacio esta curvado.

Las simetrias del tensor de Riemann, con respecto al intercambio y contraccion de indi-
ces, tienen algunas implicaciones importantes. Si la contraccion es sobre el primer indice,
R?,,,, entonces de (1.58) se obtiene R?,,, = 0, al tratarse de un tensor antisimétrico. Por

otra parte, si la contraccion ocurre con el segundo o tercer indice se obtiene

R, =-R (1.59)

pov pvoo

y por convension se escoge el tensor de Ricci como

R’,, =R, =0,Iq, —9,I7 + 175 —T7TI" (1.60)

OKT VW VKT oW

siendo un tensor simétrico de segundo orden. La importancia de definir el tensor de Ricci
es la relacion entre este y el tensor de energia-momento, 7),, que se obtendra en la siguiente
secciéon a través de las ecuaciones de Einstein. La derivada covariante del tensor de Ricci
no es cero, pero la siguiente combinacion si lo es

1
v (RW - Qg,wR) —0, (1.61)

conocida como identidad diferencial de Bianchi. El tensor de Ricci contraido con el tensor
métrico resulta en un escalar

"R, = R, (1.62)

conocido como escalar de Ricci o curvatura, que ademas coincide con la traza total del

tensor de Ricci.

1.3.4. Accién de Hilbert-Einstein y Ecuaciones de Einstein

Con el objetivo de obtener ecuaciones de campo que relacionen la geometria del espacio

tiempo con la energia asociada a la materia, se define la accion de Hilbert-Einstein a través
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del escalar de Ricci R (invariante mas simple que contiene la métrica y sus derivadas), la

constante cosmolégica A y una accién masiva Sy, de la siguiente forma

1
Sen = —5- /d4x\/@(R+A) + Su, (1.63)

donde k es la constante de Einstein relacionada con la constante gravitacional k = 87G.

Una vez aplicado el principio de Hamilton sobre la accién se obtiene

1
0Sen = —5- /d4x5g

V19l (6 Ry + A)} + 0,5 =0

= o [ [(y1al) B+ 2) +lal00 ) R 6] 6Rw )™ . (1.64)

El primer término de la expresion anterior corresponde a la variacion del elemento de

volumen /|g| = y/det(g,,). Con la derivacion para determinantes dg = o[det(g,.)] =

99"09,, y la relacion g"dg,, = —g,, 09", la variacion del elemento de volumen es
1, 1 lg] 5 |9 y
5\/@ =—5lgl20g Z\Cg“ Ogu = =5~ Gu09""- (1.65)

Por otra parte, para la variacion del tensor de Ricci se tiene

oR? = 8#(5F1€U) - aV((SFZU) + 5(FZA)F1)/\U + FZ)\é(Fl)/\a') - 5(F1€>\>F20 - Ffj)\d(l“;\m), (166>

ouv

con 0I'Y_la variacién de la conexién, por tanto es un tensor y puede calcularse su derivada

covariante
Vu(T,) = 0,(0T%,) 4+ 8,615, — T, 605, — T, 0%, (1.67)
vV, (6I0,) = 8,(6I",) + ngérjw — rguarg’c, — rgaargm (1.68)

que introducida en (1.66) se reduce a la siguiente expresion
ORf,, = V,u(0I%,) = V,(0T%,). (1.69)

La cantidad de interés es la variacion del tensor de Ricci, por lo que es suficiente con

calcular la traza en (1.69), esto es
970 Rg, =V, (9701, — g°PoL', ), (1.70)

usando la condicion de métrica compatible V,, g, = 0. La expresién (1.70) introducida
en la acciéon resulta en un término de superficie que no contribuye en la variaciéon de la
accion

/d%ﬂ(éRw,)g“” = 0. (1.71)




1.3 Relatividad General 31

Finalmente para la variacion de la accién masiva se tiene

05 = 8 [ d'aflgle
- / Ay [a‘i]‘fyagw\ﬂ nw, 5@]
= /d%\/al@agf” — ;EQW] ogh”, (1.72)

donde se identifica el tensor de energia-momento

oL
T/“, = 2@ — ‘Cgl'”/' (173)

Los resultados (1.65), (1.71) y (1.72) conducen a la siguiente variacién de la accién de
Hilbert-Einstein

1 1 1 ,
ok /d4x\/ 9] [R;w - iRQW - iAguV — KT} |0g" =0, (1.74)
de esta forma, para toda variacién en la métrica dg"”, se obtienen las ecuaciones de
Einstein
1 1
Guw = Ry — §9WR - igWA =k T, (1.75)

que relacionan la geometria del espacio-tiempo (izquierda) con la energia (derecha), donde

G, se denomina tensor de Einstein.

En el vacio (1), = 0y A =0), la ecuacién de Einstein se reduce a

1
RMV_gg/“’R = 0

v 1 v
g# R,u,u_§g'u guuR =0
Ru = 0, (1.76)

conocida como condicién de planitud de Ricci, y no es equivalente a que el tensor de
curvatura sea idénticamente igual a cero (R,,.3 = 0), que solo ocurre para métricas que
describen un espacio-tiempo plano. Ejemplo de esto es la métrica de Schwarzschild, que
es una solucion exacta de las ecuaciones de Einstein que describe la distorsion del espacio-
tiempo por una estrella o una masa esférica. En este caso, el tensor de Ricci es igual a
cero, debido a que se trata de una solucion de vacio, pero las componentes del tensor de

Curvatura son distintas de cero.
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Otro aspecto relevante de la ecuacién de Einstein es la conservacion del tensor de
energia-momento, que resulta de la derivacion covariante y la identidad de Bianchi V, R}, =
1
50,1, esto es

1
VYR, — §9WVVR = 81k VT,

4 1 14
VR, — §8MR = 81k VT,
VT, = 0. (1.77)

Lo anterior representa la conservacion de la corriente de Noether asociada a traslaciones

espacio-temporales.

1.3.5. Ecuaciones de Maxwell-Einstein

En el marco de la relatividad general, la interaccion electromagnética puede incluirse
al considerar el tensor de energia momento para la radiacién electromagnética

3£ }8[Fp7Faﬁgp°‘g'Yﬁ] 1

pr = 8 o »Cg;w = 9 89“” 4 Guv

1
P Ey, = FuF?” = g F" Fy, (178)

producto de la variacién en la accién de Einstein-Maxwell

SEM = 16 /d4 R+A /d4 F F ngozg'yﬁ} (179)

Luego de aplicado el principio de Hamilton en (1.79), resultan las ecuaciones de movi-
miento . . .

R/w - igle - iglwA = 87k {FMPFIJV - 4gMVFPUFpJ} ) (180)

que incluye la interaccion gravitacional y electromagnética. Esto no es una teoria de
unificacién en el sentido de que el electromagnetismo no resulta de los elementos de la

geometria del espacio-tiempo.

1.3.6. Gravedad Linealizada

La relatividad general puede tratarse como una teoria de campo ordinaria al asumir

que el tensor métrico esta dado por

Guv = NMuw + h;w, (181)

con métrica inversa
g =M — . (1.82)
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esto es, un espacio-tiempo fijo dado por el tensor métrico de Minkowski 7, mas un tensor
simétrico h,,. Esta aproximacion es vélida cuando la interaccién gravitacional es débil,
por tanto |h,,| < 1. La traza o contraccion de indices en el término h,,, se realiza a través

de la métrica n como

h=n"hy,, (1.83)
hyy = n"hay, (1.84)
W = PnP by, (1.85)

Con esta métrica el elemento de volumen se expande suprimiendo términos con orden

cuadrético en hy,,, tal que

1
V0glg™ =nt" = i + onh. (1.86)

Bajo una transformacién general de coordenadas z# — a'* = x# —e#(x), el tensor métrico

/v _ (‘)x/u axfl/ oT
g ~ \Oxc )\ Oz g

Ozt — &) d(z¥ — e")

cambia

_ oT _ hoT
T oo )
= (0 — 0,3 — 0, (T — )
— P R QR QR (1.87)

encontrando asi que h,,, transforma como
W = hw + 0uey + Ovey, (1.88)

similar en estructura a la transformacién de calibre para el electromagnetismo A), =
A, — O\, lo que indica que la gravedad puede ser tratada como una teoria de calibre

bajo esta aproximacion.

Por supuesto, como su nombre lo indica, en gravedad linealizada solo se consideran
términos de primer orden en h, para cantidades derivadas de la métrica como simbolos
de Christoffel y tensor de curvatura. Sin embargo, para la accién se buscan términos
cuadraticos en h y sus derivadas con el objeto de encontrar una accién analoga a la accion
de electromagnetismo.

Una forma de encontrar la accion linealizada y evitar el calculo del escalar de Ricci,

es considerar todos los posibles términos con productos de primeras derivadas en h,,,

S = / d'z [a O\h" O by + b O*hosh + ¢ O\ 0"y, + d 0"hO by | (1.89)
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con constantes a, b, ¢ y d que pueden obtenerse al aplicar variaciones sobre la accién con

Ohyy = 0ue, + 0y, La variacion sobre cada término resulta en

a (NI 0 hy) (1.90)

bS§(0*hdyh) = b (4¥0%0,h), (1.91)
c6(OnhM O hy,) = 2¢ (200" hyy, + " 020" hy,), (1.92)
d5(0"hd" hy,) = 2d (ex00"0" Ny, + €,0%°0"h), (1.93)

tres ecuaciones independientes con respecto a h, € y 9, permitiendo fijar las constantes

a=—-b=1/2, ¢=—d= —1. Con esto, la combinacién invariante es
1 1
=3 NP O Ry, — 3 O*hOxh — O\h 0" hy, + 0MhO" Dy, (1.94)

y la acciéon para un campo gravitacional débil es entonces

4 1 %
S = /d (327TG ~ Shw T ), (1.95)

2 0Su

\/ﬁ OGu ()

el tensor de energia-momento que proporciona el acople del campo h,,, con la materia Sy;.

siendo

T (x) =

(1.96)

A lo largo de este capitulo se presentaron los fundamentos de las teorias de electromag-
netismo y relatividad general en forma de teorias de campos, con el propédsito de estudiar
la unificacién de ambas en la teoria de Kaluza-Klein, que se abordara en capitulos subse-
cuentes. Con respecto al electromagnetismo, se llegd a una formulacion Lagrangiana para
ésta, comenzando con la expresion de las ecuaciones de Maxwell en su forma covariante, y
ademas considerando la invariancia bajo una transformacion de calibre sobre el potencial
electromagnético. En el caso de la relatividad general, se estudiaron algunas consecuencias
de la geometria curva del espacio-tiempo como lo son el tensor y escalar de Ricci, que for-
man parte de la acciéon para la teoria y relacionan la geometria del espacio-tiempo con la
energia a través de las ecuaciones de Einstein. Finalmente, se trato la relatividad general
como una teoria de calibre ordinaria, llegando asi a una accién similar en estructura a la

descrita para el electromagnetismo.




Capitulo 2
Teoria de Kaluza-Klein

En el presente capitulo se estudiaran los aspectos basicos de la teoria de Kaluza-Klein
que involucra elementos del electromagnetismo y relatividad general, mostrados en el
capitulo anterior. Especificamente se abordara esta teoria a través de la compactificacion
de una dimension extra en una geometria circular, y asi mediante este mecanismo dar con

un posible candidato para resolver el problema de materia oscura.

Inmediato a la publicacion de la teoria de relatividad general por Einstein en 1915,
existieron numerosos intentos que trataban de unificar la interacciéon electromagnética y
gravitacional, muchos de estos fuera de la interpretacion geométrica del espacio-tiempo.
Nordstron en 1914 e independientemente Kaluza en 1921, fueron los primeros en tratar de
unificar gravedad con electromagnetismo en una teoria de cinco dimensiones. Ambos eva-
dieron el hecho de la no existencia de observaciones sobre la quinta dimension, al imponer
que todas las derivadas con respecto a la coordernada extra son cero, es decir, restringien-
do la fisica a solo las cuatro dimensiones conocidas. Con esta imposicion, se obtuvieron
ecuaciones de campo del electromagnetismo y gravedad a partir de una tnica teoria en
cinco dimensiones. Nordstrom [3] por su parte asumi6 un campo gravitacional; mientras
que Kaluza usé el tensor de Einstein. Especificamente, Kaluza trabajé con una teoria de
relatividad general en cinco dimensiones en el vacio (é 4B = 0), conteniendo relatividad
general en cuatro dimensiones en presencia de un campo electromagnético (G, = TfBM ),
junto a las ecuaciones de Maxwell para el electromagnetismo. Ademas obtuvo una ecua-
cién de Klein-Gordon para un campo escalar no masivo, que Kaluza suprimié al considerar
un campo escalar constante. Posteriores intentos de teorias de unificacion en 4 + d dimen-

siones se derivan del resultado logrado por Kaluza.

La teoria desarrollada por Kaluza y teorias de este tipo para dimensiones extras, tienen
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en comun las siguientes caracteristicas:

1. El campo electromagnético y gravitacional estan completamente contenidos en una
version del tensor de Einstein en 4 + d dimensiones (G%); esto es en la métrica y

sus derivadas. No se requiere de un tensor de energia-momento en 4+ d dimensiones.

2. Este tipo de teorias son extensiones minimas de la relatividad general de Einstein,

en el sentido de que no hay modificacién en la estructura matematica.

3. La fisica no dependera de las coordenadas extras.

En consideracion con estas propiedades, se busca la teoria mas simple que a su vez per-
mita recuperar las ecuaciones de movimiento definidas en cuatro dimensiones para el

electromagnetismo y relatividad general.

2.1. Mecanismo de Kaluza

La idea de Kaluza consistio en expresar el campo gravitacional y el potencial elec-
tromagnético como elementos de un tnico tensor métrico gap, para la teoria en cinco
dimensiones. Denotaremos con indices latinos y en mayusculas las cantidades en 5 di-
mensiones, A = 0, 1, 2, 3, 4 y con letras griegas las cantidades en el espacio-tiempo en
4 dimensiones. La parametrizacion propuesta por Kaluza incluye el tensor métrico g,
el potencial electromagnético A,, y un campo escalar ¢ dispuestos en la siguiente forma

matricial

(an) = (gaﬂ+l€2¢2AaA5 mzAa)’ o

gAB . ¢2 AB ¢2

con métrica inversa

(§78) = ( g9’ —KkA” ) | (22)

—kAP 72 4+ K2gP AL Ap

El parametro x se relaciona con la constante gravitacional G
k=4VrG. (2.3)

Los elementos de la geometria en cinco dimensiones: conexion, tensor y escalar de Ricci,
se definen de igual forma que en cuatro dimensiones en funciéon de la métrica jap y su
inversa %

ng - @CD(

0adpB + 0BJpa — OpJan), (2.4)

N —
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Rap = aCf‘iB - angc + fiBng - ngfg(Ja (2.5)

A ABA
R = g R AB- (26)
Con el objetivo de explicar la materia en cuatro dimensiones como una manifestacién pu-

ramente geométrica en dimensiones extras, Kaluza [4] presenté las ecuaciones de Einstein

para esta geometria sin una versién en cinco dimensiones del tensor de energia-momento
Rjup =0, (2.7)
equivalente a una condicion Ricci de planitud

Rap=0. (2.8)

Las ecuaciones (2.7) pueden derivarse al efectuar variaciones d§4p, sobre una versién en

cinco dimensiones de la accion de Einstein

1 ~
S =— A/R §| d*z dy, 2.9
167G \/@ e (2.9)

donde y = 2 representa la dimensién extra y G se interpreta como una constante gravi-
tacional en cinco dimensiones. Este calculo es semejante al realizado en la seccién 1.3.4,

para obtener las ecuaciones de Einstein en cuatro dimensiones.

2.1.1. Ecuaciones de Movimiento

La métrica (2.1) y la accién (2.9) son indicios de la posibilidad de encontrar ecuacio-
nes de movimiento para la teoria mediante un procedimiento similar al realizado en el
electromagnetismo clasico y relatividad general. Primero se considera la restriccion sobre

el tensor métrico

01gap =0, (2.10)

que garantiza la independencia con respecto a la dimension extra de cualquier elemento

de la métrica (2.1) y su inversa (2.2). Con esta condicién los simbolos de Christoffel no
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nulos se reducen a lo siguiente

A 1. . R R 1. R R
ng = igﬁw(aag'yu + aug’yoz - a’ygau) + 59’34(&19@ + au94a)
2
KR
= T+ 597 [0a(0° A A) + 0,($° Ay As) = 0,(67AaA, )]

—H;Aﬁ [0 (0 A,) + 0, (0 An)),

. 1
Uiy = 59"0,(¢%),

2
A 1
Bl = 5eA0,(67 + w2 A%)
By = —3hA0u(6) + 5mg" 0u(A08") — Os(Au?)],
- 1
B, = — R0 A,) = (A + (677 + w2 A2)0,(6°),
N A 1
Fgu = Fgu + Fiy = FZV + 5947(8@4-@71’ + 8’*@70‘ - a’ygoa/)
3
K

(2.11)
(2.12)
(2.13)
(2.14)

(2.15)

= Tt — A kg Tl + o [0a(62 A, A5) + 05(67 A, A) — 0, (62 AaAs)]} (2.16)

2

Luego aislando en (2.9) las componentes referidas a la coordenada z* y usando la definicién

del tensor de Ricci, se tiene
Rap = éaﬁ + ]%4,3 + Roy+ Ryy = 0,
con componentes que se definen en funcién de la conexién como
R.s = 0,0, — 9w + 10, I, — T Y — 0508, +T0,0%,
—T0, 0+ Dol — Doulhy + Dol — Tl

N _ o R Y S84 Py T Pw ot Pt
ROé4 - 8ura4 + Fa4ry4 Fa4r4,u + FCM4F4I/ Foz.yF44 + FOAFHV Fal/F4u’

Ry = 0,00 + Ty, 1, = T, 1Y, + Tl — DD, + DL, — DL T,
En primer lugar, de la expresién (2.20) igual a cero se obtiene

Rix = =0u[9790,()] + 9"70,(6),(0) + T, [g 60.(9)]

2

_}_%gwgvquﬂ(&,AW - a"/AV)<aeAu - auAe)] =0,

resultando asi una ecuacion de movimiento para el campo escalar

B l€2q53

4

0o F, F"7,

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)
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de donde se identifica el tensor de campo electromagnético F,, = 9,A, — 0,A,, y el
D’Alembertiano del campo escalar O¢ = ¢**V(9,0) = g*° [8/3(8a¢>) — 0,0 Fgﬂ}. Un

calculo similar sobre (2.19) conduce a

Roy = gg’”%zau(aa/h) - gg’%?@u(@w‘la) + gg“WPZu@a(Av)
~ 29,0, (A0) + 9T, D4(Aa) — Sg0TY,00(A,)
+32/€g“7¢6u(¢)8a147 - Zzﬂg%aﬂ(qs)aﬁa + KAaRu = 0, (2.23)
que a su vez se reduce a la ecuaciéon de movimiento

V7(¢3F’ya) =0, (224)

para el potencial electromagnético. En este caso se trata de la derivada covariante del
tensor de campo electromagnético g7V, F = OV F,o— g’”FIfWFga— g‘”FﬁaFw. Por tultimo,

de la componente ]%a/g del tensor de Ricci (2.17) se obtiene

1

~ 1 N N N
Rop = Rap — §m2q§2g“"FauF5V — 5va(aﬁqb) — AgAgRyy + AuRpy — AgRoy,  (2.25)

siendo R,s el tensor de Ricci en cuatro dimensiones. Los resultados anteriores permiten

calcular el escalar de Ricci de la siguiente forma

A . A 1 2V*(0q
R = Ro3g™ 4+ 2Roug* + Rysg™ = R + 1/€2¢2FQBFQ'B — 3(¢¢)’ (2.26)
y el tensor de Einstein (G, = Ry, — 1/2 §,u R = 0) como
/€2¢2 Iy 1
Goeﬁ = 9 Taﬁ - g[va(aﬂqb) - gaﬁD¢]a (227)

donde T2 = Fo,Fy — 1/4gapF 0 F*°, corresponde con el tensor de energia-momento
para la radiacién electromagnética. Las ecuaciones (2.22), (2.24) y (2.27), obtenidas por
primera vez por Jordan-Thiry [5, 6], representan las ecuaciones de campo para la teoria
de Kaluza-Klein. La ecuacion (2.22) es una ecuacién de Klein-Gordon, donde el cam-
po electromagnético se interpreta como una fuente para el campo escalar. La expresion
(2.24) tiene la forma de la ecuacion de Maxwell para el vacio, d,F**=0, esto si el campo
escalar es constante. De la ecuacién (2.27) se obtiene el tensor de Einstein y el tensor
de energia-momento para el electromagnetismo, siendo un resultado notable de la teoria
de Kaluza-Klein que el electromagnetismo se obtiene de las ecuaciones de campo para el

vacio en cinco dimensiones.
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Una vez calculado el escalar de Ricci (2.26), la accién para la teoria es la siguiente

. 2 9*¢Ind
/d4 f‘ﬁ(m 5+ Lyrorp, 3&2¢2>, (2.28)

expresada en términos de cantidades cuadridimensionales al definir la constante gravita-

cional en cinco dimensiones G como

G

G
f—, (2.29)
garantizando asi la independencia con respecto a la quinta coordenada de todos los ele-
mentos que componen la accién. Las ecuaciones de movimiento obtenidas a través de las
componentes del tensor de Ricci, pueden derivarse a través de variaciones de la accion

(2.28) con respecto a los campos correspondientes.

2.1.2. Transformacién conforme

Para que la accién (2.28) corresponda a una teorfa de gravedad en 4 dimensiones
como la planteada por la relatividad general, debe ocurrir que el campo ¢ sea constante.
Sin embargo, segtin lo trabajado hasta ahora, esto no ocurre. Por lo tanto se realizaran
una serie de transformaciones que nos conduzcan a una teoria de gravedad candnica
mas unos términos adicionales que deben ser interpretados. Consideramos realizar una

transformacién conforme a la métrica en cinco dimensiones
N ~ 2 A~
gap = 9'ap = Jas, (2.30)

donde 92 > 0 es una funcién del campo escalar ¢, y es independiente de la coordenada z*.
La métrica cuadridimensional gns es reescalada por el mismo factor gog — g5 = D Gap,

produciendo el siguiente cambio en el escalar de Ricci (ver referencia [7])

)

Es conveniente realizar la redefinicién ¢? — ¢ y asi, introduciendo el factor conforme

02 = ¢~ /3, la métrica queda expresada de la forma

(§ a) = 63 (9“6 *Jj atls ¢j) (2.32)

y elemento de volumen

VIgl = 6725612 /19| = 0%/|g/|. (2:33)
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Bajo esta transformacién en la métrica y definiendo o = In ¢/(k+/3), la accién resultante

€s

R 1
/ d*x <16G T VIR Ry a’%a’ ) (2.34)

con parte gravitacional en forma convencional. La métrica reescalada (2.32) es referida en
la literatura como métrica de Einstein, mientras que la métrica (2.1) es conocida como la

métrica de Jordan.

2.2. Compactificacién

Para tratar de explicar la independencia de las cantidades derivadas de la teoria con
respecto a la quinta dimensién, Klein [8] asumi6é que la quinta coordenada es de tipo
espacial y ademas le asocié dos propiedades: una geometria circular (S') y una escala
pequena. Bajo esta imposicién, toda cantidad se convierte en periddica; f(z,y) = f(z,y+
27rg), donde 7y es el parametro de escala o radio de la quinta dimensién. Los campos

pueden ser expandidos en series de Fourier

9ap (T, Y) Z gl (@)™ Ag(zy) = S AW (x)emim,

El superindice (n) se refiere al n-ésimo modo de Fourier con momento en la direccién de
la coordenada extra y, de orden |n|/ro. En el caso de un campo escalar sin masa ®(x,y)

con densidad Lagrangiana en cinco dimensiones, se tiene
1
L= ia@af‘@. (2.36)

La compactificacion de la quinta coordenada en un circulo se expresa a través de una
expansion de Fourier
i @, (z)emv/mo, (2.37)
n=-—o0o
y para un campo escalar real se cumple la relaciéon @} (z) = ®_,(z), que introducido en

(2.36) resulta

1 & |
L=5 ¥ <8M<I>n8“<1>m - ”chncbm) gilntmyy/ro, (2.38)
n,m=—o0 To

e integrando sobre el espacio-tiempo y la coordenada extra y, se obtiene la accién

27ro
S = /d%/ dy L, (2.39)
0
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donde 2771y es el perimetro para la quinta dimension. La integral sobre la exponencial

define una delta de Kronecker
27ro .
/ dy emEmv/To — o7y, Om,—ns (2.40)
0
as{ la accion toma la forma

g = 2 / xS (a@na/@m—mj@n@m)
T

2 0

n,m=—00

1 (o)
= /d4:p (28M\1108“\I/0> + /d4mz <8M\Ifk8”\112 +
k=1

con la definicion ¥,, = /27rg¢, v haciendo m = —n = k, se obtiene el doble de los
— 2322, para k # 0.

k2
Qq/k\p,:>, (2.41)

T

[e o]

elementos de la suma »°_
La accién (2.41) que resulta de considerar un campo escalar no masivo en 5D y realizar

la compactificacion de la dimensién espacial extra en un circulo, contiene un modo cero
(Wg) como un campo escalar real y un nimero infinito de campos escalares masivos (V)
con masa para cada modo determinado por my = k/ry. Estos modos se conocen como

modos o torres de Kaluza-Klein. El ntimero k es denominado nimero Kaluza-Klein (KK).

2.3. Particula de Kaluza-Klein

La expresion (2.41) muestra la posibilidad de encontrar campos masivos al efectuar
una compactificacion de la quinta coordenada en una geometria circular. A continuacion,
se muestra como es el acople de este resultado con la accién (2.34) para obtener un campo
escalar real masivo asociado a la particula de Kaluza-Klein. En 441 dimensiones la accion

de gravedad esta descrita por

1
167G

/d4x 9| B, (2.42)

con el tensor métrico ¢’ = det[gA’ ap) v escalar Ricci R definidos a través de la siguiente

transformacion conforme
9'ap = w(9) Jab, (2.43)
siendo w(¢) una funcién escalar dependiente de ¢. En su forma matricial el tensor métrico

queda parametrizado

(2.44)

ga5—¢AaAg (bAa
PAg —¢ )

(gA/AB) = w(e) (
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y métrica inversa

af AX
! =w . 2.45
G <¢>( " _;WQBAQAB) (2:45)

El elemento de volumen en la accién cambia bajo esta transformacion
9] = 7?62\ |9l (2.46)

y el escalar de Ricci bajo la transformacion (2.43) queda expresado en funcién de canti-

dades en 4 + 1 dimensiones como
R =§"PR,p=w! [1% — 4940 Inw) -39 Inw dsln w}. (2.47)

Ahora, se sustituye (2.46) y (2.47) en la accién

/d%M 232 [f{ —404(0%Inw) =30 Inw dsln w}, (2.48)

1/3 para obtener la parte gravitacional en su

de nuevo es conveniente escoger w = ¢~
forma candnica tal como aparece en (2.32). La expansién de R a través de la métrica
gap es el resultado ya obtenido (2.26) y en conjunto con la relacién con el campo dilatén

= —(1/4/3)In ¢ introducida en (2.34), se obtiene
A 1 1
R = R+ 0F,F" = 0,lng 0" Ing
1 3
— R+ Ze’*/g"FWF’“’ ~ 5040 00, (2.49)

aqui se procede a reescalar apropiadamente el campo escalar y electromagnético A, —
kA,, 0 — ko con k = 4Vm(G, y ademds se considera la relacién entre la constante

gravitacional y su representacion en 5D: G = 27rgG, para dar lugar a la accion

= —7/d4 /dy\/7 [16G + - \/gmwa,ij —28,/)’8“0
—0400%0 — \;lgaA@Ao) (2.50)

Se observa que los dos ultimos términos en la expresion anterior tienen derivadas con

respecto a la dimension extra, por lo cual se aplica la compactificacion de la quinta
(e.)
coordenada solo en el sector dilaton o = Z g™/ con 0 < y < 27rg, que al

n=—oo

sustituir en (2.50) resulta lo siguiente

S, = | | /d4 /QMO Y —§8a oM 4 g gm) ) eilntmiy/ro
7 27?7"0nm_ 2 7“02

4 ooy A ) ingre

37’0
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—1
donde se identifica un elemento de superficie 9, (8“0(”)) = (1 /| g|) o (1 /| g|0“a(”)> que
por teorema de Gauss no contribuye a la accion. La integral sobre la quinta coordenada

es equivalente a la solucion encontrada en la seccion 2.2, esto es

—/d4x\/g{ - Zaua Z l 50,0 %) 9t o ®)

2% [, 4
2V g2k E 5(R) (259
+ 2 (0 -+ \/§U )]} (2.52)

Esta accién contiene un campo escalar no masivo ¢® = ¢ y un conjunto de campos
masivos o®) de masa m? = 2k?/5r2. Con 7y referido a la escala de la quinta dimension,
que en general se asume lo suficientemente pequena para explicar su no observacién ex-
perimental. Considerando solo los modos hasta k = 0,1 y la definicién o™ = y/y/10 y

m? = 2/5r¢, la accién (2.50) para la teorfa resulta en

X
/d4 [ 16RG (1 — k30 — KA 130 )FWFW _; o0

1 1 4
) X O x + 2m2 <X2 - \/%Xﬂ’ (2.53)

(V30)*
— k!
para primeros ordenes en los campos o y x. El sector de gravedad, electromagnetlsmo y

donde se expresa la exponencial como una serie de potencias, e~V3 = Z solo

dilaton se identifica de la acciéon anterior como consecuencia de la inclusion del potencial
electromagnético y campo escalar en una métrica con 4 + 1 dimensiones §45. Adicional-
mente un sector escalar masivo se deriva de la compactificacién de la coordenada extra

en un circulo de radio ry. A este campo escalar y se asociard una particula sin carga y

con masa m, = V2//5rg.

En términos del tensor h,, para gravedad linealizada (ver seccién 1.3.6), la accién se

transforma en

1 1
- _ 4 Ly QA = A poe ppo - pa
[da {32 <8Ah O hy, 28Ah8>+<77 W4 S h)
/3 1
[(1 — V30— K 10)() (77”/3 — hP 4+ 2n”ﬁh> FoFug

5 1 1
—iﬁﬂaaaa — §8ux aaxl + imi X2}, (2.54)

que resulta del elemento de volumen /|g|g"” = n** — h* + %n“”h. Una expansién com-

pleta se realiza en el apendice A. En la expresion 2.54 no se considera el ultimo término
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lineal en y, ya que no esta acoplado a otros campos presentes y en tanto no sera relevante

en calculos posteriores.

En este capitulo se presenté la teoria de Kaluza-Klein que unifica el electromagnetismo
y la relatividad general, al incluirlos en un tnico tensor métrico para cinco dimensiones.
La exigencia de mantener independientes los elementos de esta métrica con respecto a la
quinta coordenada, dio como resultado las ecuaciones de movimiento para la interaccion
electromagnética y gravitacional, sin embargo para lograr esto es necesario introducir un
campo escalar en la métrica para cinco dimensiones. La compactificacién de la dimension
extra en una geometria circular y pequena, permitio explicar su no contribucién a la fisica
definida para las cuatro dimensiones convencionales. La transformacién conforme en con-
junto con el mecanismo de compactificacién enfocado en el sector dilaton, resulté en un
numero infinito de campos escalares con masas dependientes del radio de compactificacion
para la dimensiéon extra. El primer modo para este campo dilaténico masivo se asociara a
una particula que podria considerarse como candidato para resolver el problema de mate-
ria oscura. El formalismo para describir procesos que involucran las particulas asociadas

a los campos hasta ahora estudiados, es el tema a tratar en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Formulacién de la Integral de

Camino

Para proceder a estudiar procesos que involucran los campos presentes en la teoria de
Kaluza-Klein, desarrollada en el capitulo precedente, es necesario definir un mecanismo
de cuantizacion. En teoria cuantica de campos, existe una descripcion conveniente de la
mecanica cuantica a través de la generalizacién de la accién vista en mecanica clasica.
La idea surge del experimento de doble rendija, donde la amplitud total de transicion
desde un punto a otro, es la suma de las dos amplitudes para los dos caminos posibles. Un
experimento mental, es pensar qué pasaria si existieran infinitas pantallas y a su vez cada
una de ellas con infinitas rendijas, posicionadas entre la trayectoria de una particula. La
amplitud de transiciéon en este caso es entonces la suma sobre todos los posibles caminos,
que en el continuo se traduce en una integral de camino. Entre las ventajas de este for-
malismo, se encuentra la invariancia Lorentz intrinseca de la densidad Lagrangiana que

entra en la integral de camino.

La formulaciéon de Feynman de la mecanica cuantica usando la integral de camino se

resume en la siguiente ecuacion

(g5 trlai ti) = /Dq eSla®], (3.1)

El significado de esta ecuacion es: si se quiere calcular la amplitud en mecanica cuantica
de una particula puntual en el punto ; y tiempo ¢; para alcanzar el punto x s en el instante
ts, se debe integrar sobre todos los posibles caminos que conectan estos puntos, con una
funcién peso dada por la accién clésica. La expresion (3.1) luego es generalizada para mas
dimensiones y distintas particulas de forma directa, a través de la densidad Lagrangiana

para la teoria de interés. Esta formulaciéon de la mecanica cuantica es equivalente a la
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formulacion estdndar desarrollada por Schrodinger y Heisenberg.

3.1. Integral de Camino

En mecanica cuantica la amplitud de propagacion desde un punto ¢; a un punto
final gp en un tiempo 7T estd determinada por el operador unitario e 7 siendo H el
Hamiltoniano. En notacién de Dirac, la amplitud es (gp|le 7T |q;) y si el tiempo T se

divide en N segmentos con duracién dt = T'/N, la amplitud queda expresada

<qF|e—iHT’qI> — <qF‘e—iH(5t€—iH6t . e_iH5t|q1), (32)
con estados normalizados (¢'|q) = §(¢' — q). El operador |¢) forma un conjunto completo
de estados, por tanto se tiene / dq|q){q| = 1, que pueden insertarse entre los factores

e~ v asi obtener

(grle ™ |qr) = (H /dq]) (grle” ™ qn 1) gn_1]e gy _a) - - - {q]e % qr). (3.3)

En el caso del Hamiltoniano H = p*/2m, donde p es el operador momento con autoestado
|p), que satisface la relacién p|p) = p|p) y normalizacién / (dp/27m)|p)(p| = 1, se tiene para

el factor j-ésimo

—idt(p?/2m dp —1 m
(qjaale 2™ gy = /g (gj+1]e 2 ) {plg;)
_ [ 9P i am) givtaga-a), (3.4)
2m

siendo p el autovalor que resulta de actuar sobre el estado |p), y el segundo factor proviene

de la relacién (g|p) = €. Para resolver la integral (3.4) se hace uso de

1
—i m) —im 51’ m i+1—a; 2
(qi41le i6t(p? /2 lg;) = <W> Pt m/2)[(a5+1=4;) /58" (3.5)

presente N veces en (3.3), por lo cual

N

g —im 2 (N1 iot(m N—1p 1—q; 2

<qF|e ZHT|qI> = (W) < H /qu>€6t( /Q)ijo [(QJ+ QJ)/5t] . (36)
k=1

Si N — o0, se define la integral sobre caminos como

o= () (Hfw) o
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y asi la representacion de integral de camino es
. . rT .
(el lar) = [ Da(t)e'fo 3" (3.8)

Esto es, para obtener la amplitud de transicion desde el punto ¢g; al punto gr se debe
integrar sobre todos los posibles caminos ¢(t). El mismo procedimiento se sigue para una
particula interactuando con un potencial V'(§), entonces el Hamiltoniano toma la forma
H = p*/2m + V(q), que al sustituirse en (3.3) resulta

(arle™"ar) = [ Da(t)e’fo a0l — [ pg(r (3.9

En el limite clasico, S > h, el camino que extremiza la accion domina la integral debido
a que la fase de cualquier otro camino fluctia rapidamente y diferentes contribuciones se

cancelan entre si.

3.1.1. Funcional Generador del Vacio

Un caso de interés es el estado base o vacio con amplitud (0|e~*#7|0), con lo cual (3.9)

toma la forma
Z = (0]e~HT)0) = / Dy(t) e Iow lama® V@], (3.10)

A partir de este resultado es posible obtener una expresién para una teoria de campos,
siguiendo un argumento analogo al ya presentado. La invariancia Lorentz junto con la
premisa de que el Lagrangiano solo involucra derivadas de segundo orden, lleva a la forma
del Lagrangiano £ = £8,00"¢ — V(p) y asi la integral de camino para una teorfa de

campo escalar en un espacio-tiempo con dimensién d = (D + 1) es
Z = /Dso e et — /Dso ¢ J Az 30ue0 o=V ()] (3.11)

El interés en esta formulacién recae en la posibilidad de expresar procesos de creacion y
aniquilacion de particulas en puntos del espacio-tiempo asi como posibles interacciones,

para esto se introducen las fuentes J(x) con el término J(z)p(z) en el funcional generador
7 / Dy ¢ ] @e[30u00" -V (@) +I@)p(@)] (3.12)

En particular, J(x) puede ser una funcién con valor distinto de cero solo para regiones

localizadas del espacio-tiempo.

3.2. Teoria de Campo Escalar Libre

El Lagrangiano para la teoria de un campo escalar real libre es el siguiente

L= ;(@L(pa“tp —m?p?), (3.13)




50 Formulacién de la Integral de Camino

y su ecuacién de movimiento es (9,0" + m?)p obtenida a través de la ecuacién de Euler-

i(wt—k-x)

Lagrange. Esta ecuacion admite soluciones de la forma ¢(x,t) = e y es consistente

con la relacion de energia-momento para una particula de masa m
E? = p* +m”. (3.14)

La densidad Lagrangiana (3.13), entra en el funcional generador (3.12) a través de la

accion S = / d*z L, presente en el argumento de la exponencial

7 - / Dy ¢ | o(310up0"o-m? 11 (@)e(@))

_ /Dgo eifd4x[—%gp(@ua“+m2)tp+J(z)g@(m)]. (315>

Esta tltima igualdad es resultado de la integracion por partes, donde aparece un término
de frontera que se anula al aplicar el teorema de Gauss. Ahora, para resolver (3.15) se usa

el resultado para una integral de tipo Gaussiana

1
+oo +oo ) . (271’i)N 2 . -1 : -1
. dar - d (i/2)q-A-q+id-q _ —(i/2)J- AT C —(i/2)J-A"1.J
o o detlA]) © ‘ ’
(3.16)

que al ser comparada con (3.15), se observa que A corresponde con el operador diferencial
—(9,0" + m?), y C = Z|0] el factor independiente de la fuente. El funcional generador

Z[J] es entonces
Z[J] — Z[O] 6—%ffd4zd4yj(1‘)D($—y)J(y) — Z[O] eiW[J]' (317)

La funcién en el argumento de la exponencial se conoce como funcional generador de las

funciones de Green conectadas y se define

WJ] = —; / / d'z dYy J(x)D(x — y)J(y). (3.18)

La ecuacién para la inversa, AijAj’kl = 0;; se representa en el limite continuo como
—(0,0" +m*)D(z — y) = §*(z — y), (3.19)

donde la funciéon D(z — y), conocida como propagador, es la inversa de un operador
diferencial y por tanto relacionada con la funcién de Green. En el espacio de momentos,
los elementos en (3.19) son

d*k
Mz —y) = / (27T>4e’k(“3 v, (3.20)
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d*k
L
El propagador en el espacio de momentos para el teoria libre es entonces
1

" ktk, —m? + i€’

D(k)e*e=v), (3.21)

D(k) (3.22)

el término ie se agrega para evitar que la funcién D(x) alcance un polo en k? = m?. La
magnitud de € no es importante, sin embargo su signo si lo es. El integrando en (3.22)
tiene dos polos en el plano complejo k° para +/w? — i€ con wy = Vk? +m2, que en el
limite € — 0 son iguales a wy — i€ y —wy + i€. Entonces para e positivo, uno de los polos
se localiza en la mitad del plano inferior y el otro polo en la mitad del plano superior.
Con esto la exponencial en D(x) toma dos valores posibles para t y —t. El resultado en

conjunto a través de la funcion de Heaviside O(t) es
D(z) = —i / Lk et 1) 4 eflont kN9 —p)]. (3.23)
(27)3 2wy,
La funcién D(x) describe la amplitud para una perturbacién en el campo que se propaga

desde el origen hasta el punto x.

En el capitulo 2, se estudi6 la compactificacion de una dimension extra de tipo espacial
en una geometria circular, que permitié obtener un conjunto de campos escalares reales
masivos. La accion para el campo x, que es el primer modo de la torre de Kaluza-Klein

para el sector dilaton, es la siguiente
1
S = / d's l XX — m’ XQ] , (3.24)

que corresponde con la accién para un campo escalar libre. Siguiendo el mismo procedi-
miento anterior es directo obtener el propagador en el espacio de momentos
1

"~ kiky, —m2 e

D(k)

(3.25)

con mi = 2/5r,2 la masa de la particula asociada al campo y para el primer modo de la

torre de Kaluza-Klein.

3.2.1. Propagador para la Teoria de Maxwell Masiva

El tratamiento aplicado a un campo escalar puede extenderse de forma andloga a
campos de tipo tensorial como el campo electromagnético. La accién para el electromag-

netismo con un fotéon masivo es

1 1
S = /d‘*::: (—4FWF“” + §m2A“Au - AuJ“) : (3.26)
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con término masivo m?A, A*, y se asume la conservacién de corriente 9,.J* = 0. A diferen-
cia del electromagnetismo ordinario, la teoria masiva no es singular y por ello puede hallar-
se el propagador siguiendo métodos completamente analogos a los ya estudiados. La accion
(3.26) puede reescribirse haciendo uso de integracién por partes y la antisimetria del ten-
sor de campo electromagnético /d4x F,F" = 2/d4:p LA F = —2/d4x A,0,F",
tal que

1

1
S(4) = / d'z Ayﬁu(ﬁ“A”—E)”A“)vLQmQA“A“JrAHJ“}

2
1

- / d'a |5 A, (0,0"(Aug") — 0,0" A" + m* A, g™ ) + AMJM]
1

2
514,,((82 +m?)g" — 8“8”)14” + ANJ“] , (3.27)
y que al introducirse en el funcional generador resulta

7= [pactts (bl rolpiar), (3.28)

El operador diferencial [(0% + m?)gh” — 9*0"] inversa del propagador D, (z) sigue la

relacion en el espacio de momentos
[(—k* +m?) g™ + K"k D,\(k) = 6%, (3.29)

con solucién de la forma D,y (k) = A g,» + B k,ky. Una vez introducida esta solucién en

la ecuacion, A y B toman los valores: A = ﬁ y B = m Asi pues, el propagador
en espacio de momentos para la teoria de Maxwell masiva es
k,k
Y2 + m2/\
Dyx(k) = T2 (3.30)

El propagador (3.30) presenta un problema al considerar el fotén no masivo, sin embargo
en este caso esto no representard ningin inconveniente debido a la condicién 9, J" = 0 <+

k,J" = 0, que anula convenientemente el término k,k,/m? en el funcional

1 d'k — G + kK, /m?
W - _ = (L * [t nov Yk
() 2/(2%)4J (k) k? —m?2 + e (k)
1 d*k 1
- = ME) ———— . 31
2/(2#)4J (k) k2—m2+ieJ”<k) (3:31)

De esta manera para m = 0, la expresion (3.30) se reduce a

2
Dux(k) = 13 e (3.32)
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y es la ecuacion a usar como el propagador asociado al fotén. Esta expresion concuerda

con la que se obtiene en la cuantizacién candnica al usar el calibre de Feynman.

Por otra parte, se propone una solucién de onda plana en funciéon del momento p,
asociado al foton

At(z) =a exp{ - ipux“} e*(p), (3.33)

aqui € es el cuadrivector de polarizacion y a es un factor de normalizacion. El foton libre

satisface la ecuacion

QA" =0, (3.34)

con j* = 0, que resulta de la ecuacién de onda. Es directo obtener de (3.34) la relacién

P'pu =0, (3.35)
que implica E = |p|, caracteristico de una particula no masiva. Ademas, la condicién
Lorenz 0, A* = 0, requiere que

pue’ =0, (3.36)
conocida como condicién de transversalidad. Adicionalmente en el calibre de Coulomb se
tiene

=0, (3.37)

€e-p=0, (3.38)

es decir, que el vector de polarizacién es perpendicular a la direcciéon de propagacion,
entonces el fotén libre esta transversalmente polarizado. Existen dos vectores linealmente
independientes que son perpendiculares a p, en el caso de que el momento solo apunta en

la direcciéon z, puede escogerse

representando dos soluciones independientes para un momento p.

3.2.2. Propagador de la Teoria Relativista Linealizada

En la secciéon 1.3.6 se introdujo la posibilidad de describir la gravedad como una teoria

de campo a través del tensor simétrico h,,, que bajo una transformacion de calibre sigue

iz
una estructura similar al campo electromagnético. La expansién del escalar de Ricci R

considerando la métrica g,,, = 1, + h,., permite obtener la accién

1 1 1
— o LY QA = A . 0
Se /d 73 [327@ (@h Oy = 5060 0 h) BT ] (3.41)
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Se procede a integrar por partes, con lo cual la accién queda expresada

1 1 14 1% 4
s = [ lB%G <h8A8Ah N ﬂaAaAhW> T ]

1 1
— d4 - |:—h,/ BN, VO WO VN UV AO 2hg]—hl,T'm/ 49
/ 962{327(; (07 00— ) 0% hy " , (3.42)
con el operador diferencial que satisface la relacion
1
5 {kQ (nuknua + nuanw\ o nuun)\o)} Duvae(k) = 5:527 (3_43)

para el cual se propone una solucion de la forma D, we(k) = A(Mpuwnve + Mpelvw — NuwNew) s

que al ser sustituida en (3.43), resulta A = o Asi el propagador en el espacio de
momentos es .
nuwnue + nuenuw - n,uunew
v,we k)= - . s 3.44

para el campo h,, asociado a una particula sin masa con espin 2, conocida como graviton.

Analogo al caso del fotén, que es descrito con un vector de polarizacion €, se propone

una solucion para el tensor simétrico h,,, de la forma
o = eWexp[ - ikaxo‘], (3.45)

donde €, es un tensor de polarizacién. Al igual que en electromagnetismo, hay una

condicion de calibre que debe satisfacerse
" 1
0"hy, = anh, (3.46)
consistente con las siguientes relaciones de traza nula
e =0, (3.47)

y transversalidad
ke, =0, (3.48)

con k el cuadrimomento para el graviton.

3.3. Teoria con Interacciones ()\¢4)

La teoria de campo libre descrita en la seccién anterior se resume en usar el resultado

ya conocido de una integral de tipo Gaussiana, que corresponde a resolver la ecuacion
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para el oscilador arménico en mecénica cuantica. Ahora bien, en esta teoria las particulas
asociadas no interactian entre si por lo que debe agregarse términos anarmoénicos en el
Lagrangiano, que resultard en una ecuacion de movimiento de tipo no lineal. En el caso
m4s simple se introduce el término anarménico (—\/4!)p?, tal que el funcional generador

queda expresado
Z1J] = /Dgp eifd4x[%8“<p8ugo—%m2¢2_()\/4l)¢4+¢]¢]' (3.49)

Para A = 0, el funcional generador (3.49) se transforma en una integral de tipo Gaussiana,
ademas si J = 0 se obtiene el factor Z[0,0]. Para tratar de evaluar la integral (3.49) se
expande en términos de A

ix o, 1A’

Z1J] = /Dgp eifd‘ll’{%(a”soé’uw—msz)Jszo} (3.50)

2\ 4!

que es equivalente a expresar los campos ¢ como derivadas con respecto a la fuente J

aplicadas a la exponencial, de la siguiente forma

- A ) ! 1/ 2 0 s z'fd“x L (010 p—m2p?)+Jp
2= [ (srt) +3(3) (35) =] [oe ™ oo

y una vez aplicadas las derivadas se recupera la expresién (3.50). De (3.51), se identifica

la integral para un campo escalar libre obtenida en la secciéon anterior, por lo que al usar
el resultado (3.16) se tiene

Z[J] — 2[07 0] e—(i/4!))\fd4w[5/i5J(w)]4e—(i/2)ffd4x dty J(m)D(w—y)J(y)‘ (352>

Por otra parte, si se expande Z[J] en términos de J, la potencia de J es indicativo del

ntmero de particulas involucradas en el proceso. Al expandir (3.49) en términos de J se

tiene
ZM:ZMMZ%/Mhdem”JmMWQU~J& (3.53)
s=0°"
donde G®)(xy,--- , x,) representa la funcién de Green para s-puntos, definida como

1 i [diz | L(0u00"p—m2p?)—(A/41)pt
Gz, - ,x5) = 70,0 /Dcpe J {2( pOrtp—miet) =/ dl)e ]QD(M)---(,D(%)- (3.54)

Especificamente para dos y cuatro puntos la funcién de Green adquiere la forma

1 i [diz |1 (00t p—m2p?)—(A/41)pt
Gl 22) = g [ Do et 0] e, (359

1 i [déz | L(0updHp—m2p?)—(A/41)p4
/Dg&@f {2( pore v?)=(A/ )WLO($1)Q0($4) (356)

G(x1, g, T3, T4) = 200,0]
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Es asi como el funcional generador Z[J] genera las funciones de Green. Ademas podemos
notar que las expresiones anteriores corresponden a promedios de operadores. Por inva-
riancia traslacional, G(x1,x2) no depende de x; y xq, pero si de 1 — z5. De igual manera,
G(x1, 9,23, 14) solo depende de las diferencias x1 — x4, o — 24 y 3 — 24. SI A = 0,
G(z1,x2) se reduce a iD(x1 — x3), el propagador introducido anteriormente. Mientras
que D(xq,x9) describe la propagacién de una particula entre z; y xo en la ausencia de
interaccién, G(z1, ) describe la propagacién de una particula entre x; y 2 en presencia
de interaccion. Analogamente, la funcién G(z1,xs, r3,x4) describe la dispersién de dos
particulas. Si existen interacciones, el funcional generador tiene correcciones adicionales
a la cantidad Zy[.J] derivada de una teoria libre. Estas correcciones son proporcionales al
término \ y estardan dados por derivadas de la fuente J aplicada sobre la funcién eV (/)

(ver apendice B).

Un ejemplo es el caso de dispersion de dos particulas asociadas al campo ¢ ( figura 3.1).

Z3 Ty /{33 k4

x1 T2 k)l k?g

Figura 3.1: Diagrama para dispersion de particulas.

Para este caso, es suficiente encontrar el término con J(z1).J(x2)J(x3)J(x4) en el

funcional generador Z[J], que a su vez corresponde a la funcién de Green

1 A | .
G(z1, w9, w3, 24)Y = A0 (— Z4‘> /d4w/D<p ot J a5 (0updt p—m?p?)]
0 .

_ _A/dm D(z; — w)D(xs — w)D(w — x3) D(w — 24). (3.57)

Esto se interpreta como dos particulas creadas en xy y xo, que se propagan hasta el punto

en el espacio-tiempo w con amplitud D(x; —w)D(zy —w), se dispersan con amplitud —iA

y finalmente se propagan desde w hasta sus puntos de aniquilacién ubicados en z3 y z4.

La integracion sobre w significa que la interaccién puede ocurrir en cualquier punto del

espacio-tiempo. En el espacio de momentos se encuentra que los propagadores son
A, e ikiliew)

Dlai —w) = / (2m)* k2 — m? + i€’

(3.58)
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haciendo que la integral sobre w en (3.57) se transforme en
/ dw emitktkaka—kaw — (900450 (k0 4 ko ey — k), (3.59)

que se traduce en la conservacién de momento ky + ko = k3 + k4 (el signo menos en k3 y

k4 indica que se trata de momentos salientes comparados con los momentos ki y k»).

3.3.1. Reglas de Feynman para la teoria \¢*

Cuando se calculan cantidades para un proceso, primero se representan graficamente
los diagramas de Feynman correspondientes al mismo. Luego siguiendo las reglas de Feyn-
man se buscan los elementos geométricos constituyentes de estos diagramas. El producto
de las reglas de Feynman da lugar a ¢ veces la amplitud M para el diagrama de interés.
Si un proceso fisico tiene mas de un diagrama posible, la amplitud de cada uno de estos

diagramas debe agregarse.

Para una teoria que solo involucra la interaccién de campos escalares ¢, se tienen las

siguientes reglas de Feynman en el espacio de momentos:

1. Dibujar el diagrama para el proceso de interés.
2. Etiquetar cada linea externa con k; y cada linea interna con g;.
3. A cada propagador interno se asocia
! (3.60)

@ —m?+ie

4. A cada vértice se le asocia un factor —i\, asi como la conservacién de momento para

el vértice correspondiente

@m)*ot (Yo ki =Dk ), (3.61)
donde i y f es la suma sobre los momentos iniciales y finales respectivamente.

5. Se integra sobre cada momento interno

d4qi
/ G (3.62)

6. Se agrega un factor de simetria apropiado.
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La amplitud de Feynman M no es la amplitud de transicion en el sentido descrito para
mecanica cuantica, cuyo modulo al cuadrado proporciona la probabilidad de transicion.
La probabilidad de transicién debe ser adimensional, mientras que la amplitud Feynman
en general no lo es. La amplitud de mecanica cuantica puede obtenerse al multiplicar la

amplitud de Feynman por ciertos factores que no dependeran de la interaccion.

Un ejemplo, es el diagrama de Feynman en la figura 3.2 que ocurre a orden \?. En
él se idenfican seis particulas k; entre iniciales y resultantes, dos vértices y un momento

interno ¢. El producto de las reglas de Feynman lleva a la siguiente expresion

]{Z5 k6

ka

]{?1 k2

Figura 3.2: Ejemplo diagrama de Feynman a nivel arbol

d* i

= S/ (2754(_)\)2 <(]2_7712+26> (27T)454(k1 + kz . kg _ q)54(q B ]{?4 . k?5 _ kJG)
1

(ka + ks + ke)? — m? + ie

= (—i))? (27)6% (kg + kg — kg — kg — ks — ke). (3.63)

La amplitud de Feynman para este proceso es

l
(k4+k’5+k’6)2 —m2—|—ie’

M = (—i))? (3.64)
dependiente de los momentos finales y el vértice A. Las reglas y diagramas de Feynman
son asi una forma conveniente de representar Z[J], en términos de una doble expansién

en serie de \ y J, con el objetivo de construir la amplitud de transicion para un proceso




3.3 Teoria con Interacciones (\¢?) 59

determinado.

El propdsito de este capitulo fue introducir los conceptos de la formulacién de la inte-
gral de camino, mediante el funcional generador Z[.J] definido como la exponencial de la
accion clasica, e integrado sobre todas las trayectorias o caminos posibles. Se analizaron
los casos de campos escalares y tensoriales, como el potencial electromagnético y el campo
h,. para gravedad, mediadores de sus particulas asociadas: fotén y gravitén respectiva-
mente. Se obtuvieron los propagadores, siendo una funcién que especifica la probabilidad
de una particula de moverse desde un punto a otro con una cierta energia y momento, y
que estara presente en procesos que involucren particulas virtuales. Las interacciones entre
particulas estan descritas por términos de interacciéon en el Lagrangiano, que incluyen sus
campos correspondientes. Por tltimo, cada interacciéon puede ser representada visualmen-
te mediante los llamados diagramas de Feynman, que funcionan como herramientas para
calcular la amplitud de transicién de un proceso. Una vez conocida la amplitud de Feyn-
man, es posible obtener cantidades de medicién como tasas de decaimiento y secciones

eficaces para procesos de interés.
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Capitulo 4

Materia Oscura y Particula de

Kaluza-Klein

En el presente capitulo, se abordara el problema de materia oscura a través de las
evidencias sobre su existencia y los posibles candidatos que han sido propuestos, basa-
dos en las propiedades observadas para este tipo de materia. Se presenta la particula de
Kaluza-Klein como solucién a esta probleméatica y se procede a calcular secciones eficaces
para procesos derivados de los términos de interaccion en la accién obtenida en el capitulo
2. Esto se realiza cuantizando la teoria aplicando el formalismo de la integral de camino

desarrollado en el capitulo 3.

El entendimiento del universo cambi6 al descubrir que la materia barionica ordinaria
representa solo una pequena proporcion del contenido material en el universo. Una forma
de materia imposible de detectar a través de relaciones de masa-luminosidad y por ello
conocida como materia oscura, ocupa gran parte del universo conocido y es, en algunos
casos, hasta diez veces mas abundante que la materia luminosa. Aunque la materia oscura
no ha sido detectada experimentalmente, multiples evidencias apuntan a su influencia
gravitacional en galaxias y estructuras mayores a nivel césmico. El estudio de materia
oscura requiere un esfuerzo conjunto de distintas ramas de la fisica y la astronomia. La
creacion de la materia oscura durante la expansién caliente del universo se entiende a
través de la mecanica estadistica y termodinamica. La fisica de particulas es necesaria
para proponer candidatos para materia oscura y explorar sus posibles interacciones con la
materia ordinaria. La relatividad general, astrofisica y cosmologia dictan cémo la materia
oscura actua a grandes escalas y como el universo puede ser visto como un laboratorio

para su estudio.
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4.1. Antecedentes y Primeras Indicaciones

La fotometria ha sido usada por astronomos para realizar estimaciones de masa sobre
cuerpos distantes. Al medir la intensidad de luz proveniente de un objeto, como una
galaxia o cimulos de galaxias, pueden usarse relaciones de masa-luminosidad conocidas
para estimar la masa del objeto. Una vez determinada la masa, pueden realizarse calculos
sobre el movimiento de estrellas u otras estructuras en galaxias mediante la interaccion
gravitacional. Esto fue lo realizado en 1932 por el astrénomo Jan Oort[10], quien postuld
que debia existir mayor presencia de masa en la Via Lactea para explicar las orbitas
observadas de las estrellas en la galaxia. A través del efecto Doppler calculé las velocidades
de estrellas moviéndose cerca del plano galactico, descubriendo en el proceso que deberian
moverse lo suficientemente rapido para escapar de la atraccién gravitacional producto
de la materia luminosa en la galaxia. La materia visible solo contribuia a un 40% de
la masa requerida para explicar el movimiento de las estrellas. En su momento Oort
expres6 poca preocupacion sobre este hecho al asumir que la masa faltante podria estar
asociada a estrellas muy tenues y gas interestelar. Contemporaneo a Oort, el astrénomo
Zwicky[11] encontr6 indicaciones similares sobre un tipo de masa desconocida pero a una
escala mayor. Zwicky estudié el cimulo de Coma, ubicado a 322 millones de anos luz de
la Tierra, y usando el efecto Doppler en el espectro galactico, fue capaz de calcular la
velocidad de dispersion de las galaxias que conforman este cimulo. Una vez conocida la
velocidad de las galaxias individuales, emple6 el teorema virial para calcular la masa del
cumulo. Asumi6 solo la interaccién gravitacional a través de la gravedad Newtoniana, que

lleva a la siguiente relacion conocida como teorema virial
(T) = —=(U), (4.1)

donde (T') es el promedio de la energia cinética y (U) el promedio de la energia poten-
cial. Luego usé la relacion de masa-luminosidad para las galaxias individuales y estimo la
masa de la materia luminosa en cada una. Estas dos mediciones mostraron una enorme
discrepancia, que le llevo a concluir que la mayoria de la masa en el ciimulo Coma estaba

por alguna razon perdida o se trataba de algin tipo de materia no luminosa.

El estudio realizado por Vera Rubin[12] sobre curvas de rotacién en galaxias espirales
muestra una evidencia ain mas significativa de la presencia de materia oscura en este
tipo de galaxias. El analisis de una curva de rotacién para una galaxia espiral, se basa en
la medida de la velocidad rotacional v(r) de una estrella o gas en la galaxia como una

funcién de su distancia r desde el centro galactico. En esta situacion existe un balance
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entre la fuerza gravitacional y la fuerza centrifuga dada por la ecuacion

mv(r)>  GmM.,

2 )

(4.2)

r r
donde M_, es la masa encerrada por una esfera de radio r. Una galaxia espiral tiene
una region central densa, por lo tanto si una estrella se encuentra dentro de esta region

entonces M_, = %7?7“3 p, con p la densidad de masa. Asi se esperaria una velocidad

v(r) ~r, (4.3)

derivada de (4.2). Por otra parte, si una estrella se encuentra fuera de la regién central,

la masa M., puede tomarse como un valor constante y en tanto de (4.2) se obtiene

v(r) ~ NG (4.4)

De esta forma la variacion de v(r) con respecto a r para una galaxia espiral, deberia mos-
trar un incremento inicial (4.3) y luego presentaria un decrecimiento proporcional a (4.4),
al aumentar la distancia r al centro galactico. No obstante, las medidas observacionales
muestran un comportamiento constante de v(r) a partir de una cierta distancia del centro,
por lo que de (4.2) se obtiene M., ~ r, lo que indica una enorme cantidad de materia
invisible. La materia oscura no solo esta presente en las galaxias espirales, investigacio-
nes posteriores han revelado la presencia de materia oscura en galaxias enanas y galaxias
elipticas en porcentajes que van desde el 50 al 90 por ciento de la materia constituyente

de estas estructuras [13, 14].

La existencia de una materia no visible también es evidente a través del fenémeno de
lentes gravitacionales. Una lente gravitacional es una consecuencia de la teoria de relati-
vidad general de Einstein, en el cual la gravedad de objetos masivos induce una curvatura
del espacio-tiempo en su vecindad. Mientras mayor es la influencia gravitacional, mayor es
la distorsion de la geometria del espacio-tiempo, sugiriendo la presencia de un objeto muy
masivo. Si la luz de un objeto distante se mueve en este espacio-tiempo curvado, seguird
esta curvatura local dando lugar a un efecto de lente que se manifiesta con la apariencia
de multiples imagenes del objeto alrededor de la masa gravitacional que causa el lente.
Astronomos han encontrado este fenémeno al observar ciertos cimulos de galaxias y en
algunos casos una enorme cantidad de masa permanece invisible, indicativo de grandes

concentraciones de materia oscura.

En relacién a la proporcion de abundancia entre materia oscura y bariénica, las me-

diciones de anisotropias en la radiacién césmica de fondo de Microondas (CMBR) ofrece




64 Materia Oscura y Particula de Kaluza-Klein

una estimacion de las cantidades de materia presente en el universo. La CMBR es la
radiacion primordial del universo temprano en la etapa donde los electrones libres co-
menzaron a combinarse con iones y atomos, permitiendo a los fotones viajar libremente
sin ser dispersados. La longitud de onda de estos fotones sufre una elongacién producto
de la expansion del universo, por lo que en la presente época la longitud de onda de los
fotones primordiales se encuentra en el orden de microondas. En principio la CMBR de-
beria ser uniforme en toda direccién del universo, sin embargo cualquier no-uniformidad
(anisotropia) por pequena que sea, es indicativo de diferentes concentraciones de masa.
El analisis de data observacional de proyectos satelitales que buscan por estos pequenas
anisotropias (WMAP o més reciente el satélite PLANCK [16, 17]), sugieren que alrededor
de 27 % del contenido de masa-energfa del universo lo constituye la materia oscura, mien-
tras que cerca de un 4 % corresponde al resto de la masa conocida, que incluye estrellas,
cimulos y supercumulos de galaxias, entre otros. El restante 69 % se asocia a una energia
desconocida denominada energia oscura que se presume es responsable de la expansion

acelerada del universo.

4.2. Candidatos a Materia Oscura

Posibles candidatos a materia oscura son los denominados MACHOs (MAssive Com-
pact Halo Objets), que son objetos astrofisicos constituidos por materia bariénica ordi-
naria. Como una de las principales caracteristicas de la materia oscura es que debe ser
no visible, estos posibles candidatos incluyen enanas marrones, estrellas de neutrones,
agujeros negros y planetas errantes. En la busqueda de estos objetos, dos colaboraciones:
MACHO Collaboration y EROS-2 Survey han observado microlentes gravitaciones, esto
es, el cambio en la intensidad luminosa de un objeto distante debido a la interferencia de
un objeto cercano a este. Los resultados de MACHO Collaboration muestran solo 13-17
eventos de este tipo en 11.9 millones de estrellas estudiadas [18]. En 2007, EROS-2 Survey
reporté solo un candidato de microlente en los 7 millones de estrellas observadas [19]. Este
numero de posibles MACHOs solo puede contribuir a un pequeno porcentaje de la materia
no luminosa en la galaxia, revelando que la materia oscura no puede estar densamente

concentrada o existir en la forma de objetos astrofisicos de tipo bariénico.

Las particulas del modelo estandar podrian considerarse como otra posibilidad en la
busqueda de la naturaleza de la materia oscura, siendo un modelo probado hasta energias
de 1 TeV. Sin embargo, de las 17 particulas del modelo estandar confirmadas experimen-

talmente, solo los neutrinos se ajustan a las propiedades de la materia oscura deducidas
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de las observaciones cosmologicas. Los neutrinos son particulas sin carga, con masa casi
despreciable y que interactiian con el resto de la materia via la interaccion débil e inter-
accion gravitacional. Por otra parte, las mediciones sobre su abundancia muestran que
solo podrian contribuir en un 1% del contenido total de materia oscura en el universo.
Es asi como la materia oscura, o al menos en su mayoria, no pertenece a las particulas
fundamentales, de otra forma sus interacciones pertenecerian al modelo estandar, hacien-
do posible su deteccién con las técnicas experimentales actuales. Ademaés la invisibilidad
de la materia oscura indica su incapacidad de emisién de radiacion o interaccién elec-
tromagnética, sugiriendo que debe tratarse de particulas neutrales. Por todo esto, deben
invocarse teorias mas alla del modelo estandar que permitan predecir una particula can-
didata que se ajuste a las caracteristicas conocidas. Segun el tipo de materia oscura se

han propuesto las siguientes categorias:

» Materia oscura bariénica

= Materia oscura no baridénica, que se divide en tres tipos distintos:

Materia oscura caliente: particulas no baridénicas que se mueven con velocidades

ultrarrelativistas.

Materia oscura templada: particulas no baridnicas que se mueven con velocida-

des relativistas.

Materia oscura fria: particulas no baridnicas que no se mueven relativisticamen-

te.

El problema con la materia oscura caliente es que no puede explicar cémo se formaron
las galaxias desde el Big Bang. La radiacion de fondo de microondas es increiblemente
homogénea: indica que la materia se ha agrupado en escalas muy pequenias. Sin embargo,
las particulas de movimiento rapido no pueden agruparse en tales pequenas escalas y, de
hecho, suprimen la agrupacién de otra materia. Con la materia oscura fria, las estructuras
crecen jerarquicamente desde pequenos objetos colapsando por su propia gravedad para
asi formar estructuras mayores. Las predicciones realizadas con la materia oscura fria como
modelo principal concuerdan con las observaciones sobre las estructuras cosmolodgicas a
gran escala [15]. El punto de vista méas aceptado es que la materia oscura es principalmen-
te no bariénica, compuesta de una o mas particulas elementales distintas de las normales
(electrones, protones, neutrones y los neutrinos conocidos). Las particulas propuestas méas
comunes son los axiones, neutrinos estériles y WIMPs (particulas masivas de interaccién
débil). Ninguna de estas es parte del modelo estandar de fisica de particulas, pero pueden

aparecer en ampliaciones del modelo. Por otra parte, los esfuerzos experimentales en la
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busqueda de estos candidatos pueden dividirse en dos tipos: deteccion directa, en los que
las particulas de materia oscuras se observan en un detector; y la deteccion indirecta, que

busca los productos de aniquilaciones de materia oscura.

Las propiedades de las particulas de materia oscura pueden resumirse en:

La materia oscura es un objeto no luminoso. No tiene interacciéon con fotones y es

incapaz de emitir radiacion electromagnética.

= Sus particulas constituyentes no tienen carga, lo que explicaria su no interaccién

electromagnética.

= Las particulas de materia oscura son estables; de otra forma es posible que un

decaimiento en particulas fundamentales seria detectado.

= Son particulas masivas, en el caso de pertenecer a la materia oscura fria (no relati-

vista).

Una particula candidata a materia oscura deriva de las teorias de dimensiones extras
espaciales. La idea de que el universo puede tener dimensiones extras comenzo6 con Kaluza
y Klein al escribir la relatividad general en cinco dimensiones, siendo capaces de obtener
gravedad en cuatro dimensiones, las ecuaciones de Maxwell y una particula escalar extra.
Klein explicod la no observacion de la quinta dimension al compactificarla en un circulo
con un radio rg extremadamente pequeno. En teorias con dimensiones extras compactifi-
cadas, las particulas pueden propagarse en estas dimensiones extras y tener su momento
cuantizado como p* ~ 1/r. Por tanto, para cada particula libre de moverse en estas di-
mensiones aparecen un conjunto de modos de Fourier llamados estados de Kaluza-Klein.

Estos modos tienen una masa que viene dada por
m? ~ — (4.5)

siendo el procedimiento desarrolado en el capitulo 2. La idea de postular al dilatéon como
candidato a materia oscura fue por primera vez desarrollada por Y. M. Cho en su trabajo
Dilatonic Dark Matter, donde relaciona al dilaton con el gravitén como fuente de la
interaccién gravitacional, y procede a calcular secciones eficaces para algunos procesos de

interaccion de materia oscura con fotones y electrones [20].
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4.3. Particula de Kaluza-Klein como candidato a Ma-

teria Oscura

Una propiedad de la particula de Kaluza-Klein (KK), que denotaremos y, y que la
convierte en un posible candidato a materia oscura es su masa dependendiente del radio
de compactificacion. Si el radio de la quinta coordenada es lo suficientemente pequeno,
la masa de la particula alcanza un valor en el rango de los miles de gigaelectrovoltios.
Asimismo, al tratarse de un campo escalar sin carga, la interaccién electromagnética es

inexistente, lo que concuerda con la no luminosidad de la materia oscura.

En la seccién 2.3, se encontré una particula asociada a un campo escalar masivo y
con masa mi = 2/5r,2. Este campo representa el primer modo o estado de Kaluza-Klein
(k = 1) obtenido al aplicar la compactificaciéon del sector dilatén en la accién en cinco
dimensiones, que a su vez fue resultado del mecanismo de Kaluza. La accién en cuestion
contiene un sector gravedad h,,,, electromagnetismo A, y de campos escalares x y o, de

la forma

1 1 1
- _ 4 2% = A poe g o fp 17"
S /d z {327@ (@h Oy = 50310 h) + (n W+ o h)

/3 1
l(l —kV30 — K 10X> (n”ﬂ . 2n”5h> FoFag

5 1 1
—iauaaaa — 5 uX 0(1)(] + imi X2}, (46)

De esta accién se identifican términos de interaccion del campo y con el campo electro-

1 [ 3
Lint = ZFWFW <l€\/§0’ + K TOX + - ->, (4.7)

donde los puntos suspensivos indican posibles términos de interaccion con ordenes supe-

magnético F),,

riores para los campos o y x. Por otra parte, también existen términos de interaccién que

incluyen la presencia del gravitéon mediado por el campo h,

1 1
»Cmt = _19” % FaﬁF;w (nuﬂhua + nuahu,@ _ 2nuanuﬂh> ) (48)

donde h es la traza del tensor h,,. Aunque existen otros tipos de interaccién posibles a
través de la accién (4.6), en este trabajo solo habrd enfoque en procesos que involucren

la interaccion electromagnética.
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En resumen, nuestra hip6tesis de trabajo es que el campo escalar (dilatén) de la teoria
de Kaluza-Klein es nuestro candidato a materia oscura. Debido a la forma que tiene la
accion (4.6), existen acoples del dilatén con el campo de Maxwell aunque el campo escalar
es real y por lo tanto no tiene carga eléctrica. Lo que haremos a continuacion es calcular

algunas secciones eficaces usando las reglas de Feynman para esta teoria.

4.3.1. Secciones Eficaces

A continuacion se consideran los procesos que involucran la particula de Kaluza-Klein,
considerando los términos de interaccion para la accién resultante de la teoria de Kaluza-
Klein (Apéndice A). Para realizar esto se utiliza la regla de oro de Fermi que permitira

realizar el cdlculo de secciones eficaces.

Regla de Oro de Fermi y Seccién Eficaz

La tasa de transicion para un proceso dado esta determinada por la regla de oro de
Fermi
Tasa de transicién = 27| M|? x (Espacio de fase). (4.9)

Para calcular tasas de decaimiento o secciones eficaces, se requiere de la amplitud M
para el proceso y el espacio de fase, en la configuraciéon mostrada en (4.9). La amplitud
contiene toda la informacién dinamica, que se calcula al evaluar los diagramas de Feynman
relevantes. Por otra parte, el espacio de fase contiene solo la informacién cinematica, que
depende de las masas, energias y momentos de las particulas. En el caso de un proceso

donde dos particulas interaccionan produciendo dos particulas en el estado final
142 — 3+4, (4.10)

se tiene la siguiente secciéon eficaz

I 1 1 d’ps d’p, 4
= — 2m)* & — 3 — 2 4.11
O v 2B, 2B, / (27)32 4 / (27)32E, (2m)" 0 P+ Py —ps = pa) [MIP - (4.10)

donde p; = (E;, p;) es el cuadrimomento para la i-ésima particula con masa m;, por tanto
su energfa sigue la relacion E;> = m;> + p,?. Para una particula no masiva la energia se
reduce a E? = p?. La seccién eficaz es una medida de la probabilidad para que ocurra un
evento. El niimero de eventos por segundo N,,, para un resultado en especifico esta dado
por

Ney=L-0o (4.12)

donde L es la luminosidad, cuyo valor es caracteristico del desempeno de un acelerador

de particulas. En el Gran Colisionador de Hadrones (LHC), el mds grande y energético
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acelerador y colisionador de particulas actualmente, la luminosidad alcanza valores de
103*cm 257!, siendo hasta dos ordenes de magnitud mayor en comparacién con otros

aceleradores.

Proceso de Aniquilacion

Un diagrama de Feynman permitido por la accién, es la aniquilacién de dos particulas
de Kaluza-Klein en dos fotones, con un fotén en el estado intermedio (figura 4.1). Existen

dos diagramas que resultan del término de interaccion en el Lagrangiano

1
Ly = — 705 X F,zF? (4.13)

Y(pa) v(ps v(pa)

& %
£ % ) A

/3
con gr = 4/ 754 De la figura 4.1a se identifican dos vértices
v(Ps) )
/ ",f{f;f} % ," "\
f % I %
x(p1) (a) x(p2) x(p1) (b) x(p2)

Figura 4.1: Diagramas de aniquilacion de particulas de Kaluza-Klein a nivel arbol

Y (I)::} )

;.W_"‘.\/\/\f."‘. = Z g,‘{ (n’yapgqu — pgqa), (414)
X(n{)
y
¥(p4)
_ A”F(Q) ‘f_’ o ) o oo
Naaseee = i gx (7 Phau — 1ia°). (4.15)
x(p2)

La amplitud construida siguiendo las reglas de Feynman para el primer diagrama (4.1a)
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es la siguiente

2
_ 9x (s)* o (o]
My = (o — P )™ p5 (pr — ps) — 15 (1 — p3)"]
(s

Mo 77 Ps(P1 — p3)y — Pi(p1 — p3)7 )€,V (4), (4.16)

mientras que para el segundo diagrama (4.1b) se tiene

2
gfi S )k (05 (07
Me = p4)2€&’ (D™ p4 (pr = pa)u — 1§ (1 — pa)"]
e 7P (D1 — Pa)y — Ph(p1 — pa)7]€S7%(3), (4.17)

que corresponde al intercambio de los momentos para los fotones resultantes. Usando la
condicién de transversalidad €(9*(3)pg = e‘(f)*(él)pfi = 0, la amplitud total M = M; + M,

se reduce a

b(pr — p3)uPs(p1 — p3)u . DA (P1 — pa) % (P1 — Pa)
M= 35(8>*ﬂ3e<8)*4lp3p1 P3)uPa v, B ubs Y1 (418
g (3)e,™(4) (p1 — p3)? (p1 — pa)? (4.18)

donde s = 1,2 representa los dos estados de polarizaciéon posibles para los fotones. La

seccién eficaz para este proceso se calcula siguiendo la ecuacién (4.11)

1 / &’py [ d’py
647T2 E1 E2 E3 E4

> IMP 64 (p1 + pa — ps — pa), (4.19)

s=1,2

OUpel =

donde la funcion delta puede separarse en su parte temporal y espacial
6 (p1 +p2 — ps — pa) = 6(Ey + By — B3 — Ey) 6°(py + Py — P3 — Pa)- (4.20)

Es conveniente escoger el sistema de centro de masa para evaluar la integral en (4.19). En
este sistema de referencia los momentos iniciales siguen la relacion p; = —p,, por tanto
de (4.20) se obtiene de igual forma p; = —p, para los momentos finales. En consideracion

con lo anterior, se escogen los siguientes momentos

h = (E17Oa Oa |p1|)’ (421)

P2 = (E27 Oa Oa _|p1’)7 (422>

ps = ([pal, —[pafsing, 0, —[pyfcost), (4.23)

Ps = ( |p4| ) |p4| Sin67 0 ) ’p4|COSG )7 (424>
con By = Ey = /m2 + |p;|?. Ademds se escogen las siguientes polarizaciones

e (3) =e*(4) = (0,0,1,0), (4.25)

e@*(3) = 6;2)*(4) = (0, —cosf, 0, sinf). (4.26)
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Asi, la parte temporal de la funcién delta toma la forma

O(Ey+ Ey— B3 —Ey) = 6 (2\/7”3( +[p* - 2‘134’)
1
= 50 (Ipsl = y/m2 +p.f?). (4.27)

y la suma sobre polarizaciones en (4.19) es la siguiente

Z {6(3)*,)(3)61(05)*(4)}2 _ [6(1)*p(3)6(1)*<4)}2+[6(2)*/)(3)5[(02)*(4)}2

s=1,2
= 2 (4.28)

Ahora, usando coordenadas esféricas, tal que d®p, = |p,|?d|p,|dS2, se obtiene la expresién

para la seccién eficaz diferencial

o o3+ ?)[ (T pooss)
aq e = 3272 m2 + 2p* + 2p,/m2 + p? cos ¢
. (, /m2 + p? — pcos 6)2 27 (4.20)
m3 + 2p? — Zp\/w cos

esto al evaluar la integral con la funcién delta (4.20) y asi |p,| = |p4| = p. La integracion

sobre el angulo de dispersion df2 = sin 8dfdp, resulta en la seccion eficaz para este proceso.
Una vez efectuada la descomposicién de (4.29) en fracciones simples, la integral a calcular

es igual a

/1 J l49El2 + 112E1%?2 + 50E8p* — 44E%pS — 31E4p® + 4E2p10 4 4p'2

X
2

-1 8E2 (E4 + 4E2p2:1/‘2 + 2E2p2 +p4>

2
(3E2 - 2p2) 21E8 + 10ESp? — 19E4p! — 4E2p6 + 4p8

_|_
SE? 4E? (B + 4B + 2E%p? + pt)

] o (4.30)

donde x = cosf. Estas cantidades son independientes del pardmetro ¢, por lo que el
resultado es multiplo de 27. Al sustituir en (4.29) se obtiene la expresién

4
OVpel = 196";{(77714 + 15m?p? + 6p*) l

Tm® + 29mAp? + 36m2p* + 12p°
8(m? + p2)(m? + 2p?)(m* + 8m?p? + 8p*)

5m® + 53mSp? + 146mip* + 120m?p® + 16p® o] 2y/m?2 + p?p
— an ——(—5
16p (m2 + p2)>/% (m2 + 2p2) (m* + 8m2p2 + 8p?) m? + 2p?

(3m2 — p?)?
3 .(4.31
+ 4m?2 + 4p? (4:31)

siendo una cantidad dependiente del momento inicial |p,| = p y la masa asociada a la

particula de Kaluza-Klein m,. Si la masa de la particula de Kaluza-Klein alcanza el valor
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de m, = 100TeV, el radio de compactificacion es ry = 6,3 x 10~%eV !, que explicarfa su no
observacion experimental al encontrarse fuera del alcance energético actual en aceleradores
de particulas. Con este valor y la constante de acople g, = 5,8 x 1072%e¢V !, se realiza la

representacion grafica de la seccién eficaz diferencial en funcién del momento.

—RARF
_E?: 4
g3l ""‘\ i
s, [
2lg -l
5 .
‘\
-0} .
_?1: ______ =0 ""-“" —_"__——”‘— i
a=n2
_?2:
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o=TeV=

Figura 4.2: Seccion eficaz diferencial para y + x — 7 + 7 en funcién del momento p.
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Figura 4.3: Seccién eficaz total para x + x — v + 7 en funcién del momento p.

En el grafico 4.2, el argumento dentro de la funcién logaritmo es una combinacién adimen-
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sional entre la constante de acople g, y la seccion eficaz. Se muestra el comportamiento
para dos angulos de dispersion distintos, # = 0y 6 = 7/2, donde existe una diferencia que
aumenta con el valor del momento p, lo que indica una mayor probabilidad de observar es-
te evento cuando el 4ngulo de dispersién en los fotones resultantes es de § = 7/2. Por otra
parte la seccion eficaz total se representa en la grafico 4.3, usando la unidad de medida
usual picobarns (2, 57pb ~ 1eV_2). El comportamiento que se observa es un maximo local
en p = 0, es decir, una particula KK estatica. Luego se tiene la disminucion de la secciéon
eficaz hasta un valor cercano al escogido para la masa de la particula KK (100TeV), y a
partir de este la funcién es creciente en términos del momento. Lo que se interpreta de
esta situacion, es que existe una mayor probabilidad para que este evento ocurra cuando
p > m,y, que se traduce en una particula KK en movimiento. Ademds el momento de los
fotones resultantes en este proceso de aniquilacién (|p,|), esta relacionado con la energia
de la particula KK (|p4| = \/mi + |p1|2>, en tanto la energia de los fotones perteneceria
al rango de los rayos gamma.

Proceso de Dispersion

Otro proceso a considerar es el caso de fotones en los estados finales e iniciales, con la
particula x en el estado intermedio, representado en el diagrama de la figura 4.4.

¥(ps) Y¥(pa) (ps) ¥(pa)

---- x(q)
x(q)

v(p1) (a) Y(p2) v(p1) (b) ¥(p2)
Figura 4.4: Diagramas de dispersién de fotones a nivel arbol

Este proceso a nivel arbol tiene dos vértices

3}* s = i 9o (N php), — paDY), (4.32)
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R ! = i 9 (1°7plip) — PiDh)-

".r'i(.f)z)
La amplitud de Feynman para el primer diagrama (4.4a) de este proceso es

g (wvhp) — pin?) (0wl — pies)

M 1 (s)* 3 (s) ) x(s) 4’
1 (pl _p3)2_mi €5 ( )Efy ( )6,8 ( )Ea ( )

por otra parte, para el segundo diagrama (4.4b) la amplitud toma la forma

g2 (wplinh — pin?) (°7rhpd — psps )
(p1 — pa)? — mi

Mo e (1)l (4)el) (2)e)(3),

y una vez aplicada la condicién de transversalidad se obtiene la amplitud total

w,o1.p, 2 w10, 2

P3P, PsP Pyp, D3P

M = 926(8)7 1)e®*(3)e) (9 6&8)* 4 l pt’al’p w’38p
()'y () () () <p1_p3>2_mi <p1_p4)2_mi

Para el sistema de centro de masa se escogen los siguientes momentos

1 = (|p1|70707 |p1|)7

b2 = (|p1|707 07 _’p1|)7
(|p4|7 —|p4|sin9, 0’ _|p4|COSQ)’
(

|p4| ) |p4|sin¢9, 07 |p4|0080 )7

p3 =
by =

y polarizaciones

(1) = V(@) = @) = (@) = (0,0, 1, 0),
(1) =e?(2)=(0,1,0,0),
e@*(3) = eP*(4) = (0, —cosf, 0, sinh ),

asi la suma de polarizaciones en (4.19) es

Z (e(s)y(1)675)*(3)6(8)04(2)6(();9)*(4))2 _ (6(1)7(1)69)*(3)6(1)(1(2)68)*(4))2

s=1,2

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.44)
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por lo que la seccién eficaz diferencial es la siguiente

2

4,6 1 4 1 2 1 — 2
do  gep°(1+cos’0) (1+ cosb) (1 —cosb) o (44)

an e = 12872 2(1 + cos O)p? +m2 * 2(cos 6 — 1)p* + m?

cuya integral con respecto al angulo de dispersion €2 se reduce en calcular una integral de

fracciones simples
/1 y m!6 + 8mp? + 24m2p* + 32m1%p° + 32m8p8 N 22 (5m® + 8mp* + 16p°)
x
-1 256p™0 (m? + 2p%x + 2]92)2 16p°
m'6 4 32mMp? + 216m2p* + 640m %p5 + 992m8p® 4 1024mCp'° + 512mip!?
512p'2 (m? + 2p%x + 2p?)
+m16 — 32mMp? + 216m2p* — 640m1%p5 + 992m3p® — 1024mSp'° + 512m*p'?
512p12 (m? + 2p%x — 2p?)
m* (Tm® + 80mp* + 80p®)  m!® — 8mlip? + 24m'2pt — 32m1%p° + 32mBp8
* 6410 + 10 (42 20 92)2
D 256p10 (m? + 2p2x — 2p?)

3m*a?t

4p?

+ 2% ,(4.46)

y asi se obtiene de (4.45) la seccion eficaz

gt |m®(m® —8miE* — 96 EB) N Tm!? n 65m® N 47m* N 20
64r | 64510 (md — 16E4) 32E10  24F6 ' 15E% ' 21E?
4

i 1024E14<

OUrel =

4
12 8 4 4 718 12 m
21 FE 2m*F 122E)In | —————
m* +216m°E" 4+ 992m E° + 5 )n<m4—16E4>
N mb m2 — 4E?
32F12

,(4.47)

8 4 14 8

definida para m > 2F. En este caso, la seccién eficaz es funcion de la energia de los
fotones £ = p y la masa asociada a la particula de Kaluza-Klein m, = m. La seccién
eficaz diferencial en funcién del momento se muestra en el gréafico 4.5. Para § = 7/2
existe una singularidad en la seccién eficaz correspondiente al valor F = v/2m, que se
obtiene del segundo término en (4.45) y que proviene del propagador de la particula KK
para el diagrama 4.4b. La seccién eficaz total para este proceso se presenta en el grafico
4.6. Se tienen dos singularidades, la primera es debido a la dependencia polinémica del
denominador en (4.47) con respecto a la energia, mientras que la segunda singularidad
proviene del argumento de la funciéon logaritmo. En el intervalo de energia 10TeV < E <

40TeV la seccién eficaz es decreciente con valores del orden 10~%3pb.
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-E0 p

—E0 L

-B0F

Figura 4.5: Seccion eficaz diferencial para v + v — v + 7 en funcion de la energia E.

wi e 07 pp s
(8]
T

Figura 4.6: Seccién eficaz total v + v — ~ + v en funciéon del momento p.

Ambos procesos tienen un valor de seccién eficaz similar al considerar la masa de la
particula KK m, = 100TeV.
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Figura 4.7: Seccion eficaz total para tres procesos distintos: produccién de bosén de Higgs,

dispersién de fotones y aniquilacion de particulas KK.

En el grafico 4.7 se muestra la comparacion de estos valores con la seccion eficaz pa-
ra el bosén de Higgs [21]. La diferencia entre ambos es de 65 6rdenes de magnitud, lo
que convierte a los procesos calculados en eventos imposibles de detectar con el potencial

2571 1o que

energético actual. Para entender esto, la luminosidad en el LHC es de 103*cm™
resulta en 5x 10~* eventos por segundo, en comparacién con los 10~ eventos por segundo
para la aniquilacién de particulas KK, que resulta de la relacién (4.12). Como se muestra
en el grafico 4.3, la seccién eficaz aumenta con el momento asociado a la particula x ha-
ciendo de este un proceso mas probable en el limite relativista. La funcién (4.31) también
es creciente con respecto a la masa m,, y toma un valor similar a la seccién eficaz para
el bos6n de Higgs si m, ~ 10°eV que es igual a un radio de compactificacién 23 6rdenes
de magnitud mayor a la longitud de Planck (1072%¢V~'). Debido a que ambos procesos
tienen fotones como particulas finales es posible la deteccién de tales eventos a través
de rayos gamma muy energéticos. Existen miltiples experimentos terrestres y espaciales
que buscan detectar rayos gamma de altas energias provenientes de fuentes galacticas y
extragaldcticas, como el telescopio Espacial de Rayos Gamma Fermi (FGST)[22], sensible
a fotones con energias en el rango de 20MeV a 300GeV. Entre los telescopios de rayos
gamma terrestres se encuentran VERITAS, MAGIC y H.E.S.S con la capacidad de de-
tectar fotones con energias hasta los 100TeV. Estos tltimos experimentos se basan en la
lluvia de particulas cargadas por la interacciéon de fotones con niticleos en la atmosfera

terrestre. Bajo cualquiera de estos métodos en discusion, la deteccion de materia oscura
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es indirecta a través de productos de su aniquilacién.




Capitulo 5
Conclusiones

El estudio desarrollado en este trabajo sobre la teoria de Kaluza-Klein, el tratamiento
del sector escalar dilaténico y su aplicacion al problema de materia oscura, nos permiten

concluir lo siguiente:

Se comprueban las ecuaciones de movimiento que se obtienen mediante el mecanismo
de Kaluza al definir un tensor métrico en cinco dimensiones. El resultado son tres ecua-
ciones en cuatro dimensiones que relacionan estas tres variables, siendo una de ellas la
ecuacion de Einstein con tensor de energia-momento para el electromagnetismo, otra rela-
ciona el potencial electromagnético con el campo escalar similar a la ecuacion de Maxwell
para el vacio y por tltimo una ecuacion de Klein-Gordon donde el campo electromagnéti-
co se interpreta como una fuente del campo escalar. Lo notable de estas expresiones es
que el electromagnetismo se obtiene de las ecuaciones de campo para el vacio en cinco
dimensiones.

Se obtuvo una accién para la teoria de Kaluza-Klein que involucra tres sectores: grave-
dad, electromagnetismo y escalar (dilatén), mediante los mecanismos de compactificacién
de la quinta dimensién y una transformacion conforme. El primer modo de la torre de
Kaluza-Klein para el sector dilatén tiene una masa inversamente proporcional al radio
de compactificacion y su particula mediadora presenta las propiedades caracteristicas que
han sido observadas para la materia oscura, que en principio deberia tratarse de una
particula masiva y sin carga.

Se construyeron las reglas de Feynman y fueron calculados los vértices para la teoria,
que ademas de ser usadas en este trabajo permitira la ampliacién del modelo al considerar
otros procesos que incluyan la interaccién de fotones, gravitones y particulas de Kaluza-
Klein. Nos limitamos a los procesos de aniquilacién de particulas KK en dos fotones y la

dispersion de fotones con una particula KK en el estado intermedio, que son permitidos
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por la accién y cuyos productos pueden ser detectados por experimentos actuales.

La seccion eficaz calculada para la aniquilacion de particulas KK es dependiente de su
energia cinética, aumentando la probabilidad de este evento si su momento es superior al
valor de su masa, lo que la convertiria en un candidato a la materia oscura templada o
caliente. Por otra parte, en el caso del proceso de dispersion se tienen dos singularidades
en la seccién eficaz, una de ellas derivada del propagador de la particula KK para uno de
los diagramas de Feynman. Debido al acople tan débil entre el campo electromagnético y
dilaténico (g, ~ 1072%eV 1), la seccién eficaz alcanza un valor del orden 10~%2¢V 2 lo que
requeriria una luminosidad 50 6rdenes de magnitud superior a la disponible actualmente
para su deteccion en un acelerador de particulas. Sin embargo, la baja probabilidad de
que estos eventos ocurran indica la estabilidad de la particula KK, siendo una propiedad

que se espera para un candidato a materia oscura.

La masa m, = 100TeV para la particula de Kaluza-Klein y su correspondiente radio
de compactificaciéon ry = 10~2'm, es un valor usado en este trabajo para obtener el orden
de magnitud de la seccion eficaz. La idea original de Kaluza y Klein es que el radio de
compactificacion, que es inversamente proporcional a la masa, se encuentra en el orden
de magnitud de la longitud de Planck (~ 1073*m), por tanto la masa adquiere el valor
10”GeV. La restriccién mas fuerte sobre el tamafio de una cuarta dimensién espacial,
proviene de la fisica de altas energias que prueba escalas de masa cada vez mayores y por
tanto escalas menores de longitud correspondientes. Experimentos de este tipo restringen

To & un tamafnio menor a un attémetro (10~'%m) [23, 24].

Los procesos estudiados en este trabajo corresponden a eventos que involucran a la
particula KK en un estado inicial o intermedio respectivamente, lo que hace de su busqueda
una forma indirecta en el estudio de la materia oscura y su naturaleza. Asimismo estos
procesos tienen fotones como particulas resultantes, por tanto un método de deteccién
para el proceso de aniquilaciéon son los rayos gamma con energias superiores a 1TeV, en

el caso de que la masa de la particula de Kaluza-Klein alcance este valor.

El tratamiento del sector dilatén presentado en este trabajo es similar al realizado por
Y.M. Cho [20], que estudia las condiciones bajo las cuales el dilatén puede considerarse el
constituyente de materia oscura en el universo. En este caso el campo escalar dilatén se
interpreta como fuente para la gravedad, y la compactificaciéon no es el mecanismo usado
para asignarle masa a su particula asociada. Un proceso en comun es la aniquilacién de
materia oscura en dos fotones, lo que resulta en un tiempo de decaimiento de 10%¢ aifios,
implicando la estabilidad de esta particula. Cho concluye que el tiempo de decaimiento
es debido al acople muy débil entre el foton y dilatén, imposibilitando asi la deteccién de

este evento en los aceleradores de particulas actuales por lo que propone otros métodos
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de deteccion indirecta. Trabajos mas recientes proponen la particula de Kaluza-Klein mas
ligera como candidato a materia oscura, pero cambiando la geometria de la dimension
extra que da lugar a una cantidad conocida como paridad KK [25, 26].

Una extension del presente estudio es la renormalizaciéon de posibles procesos que
requieran correcciones radiativas, al considerar méas de un bucle en los diagramas de
Feynman correspondientes. Otro aspecto que podria considerarse es el acople del campo
dilaténico con otras formas de materia, como por ejemplo fermiones. Por otra parte,
también es posible un estudio del modelo cosmologico que se deriva de la particula de
Kaluza-Klein como constituyente de materia oscura, y su comparacion con otros modelos
propuestos. Con respecto a la seccion eficaz, puede realizarse un anélisis mas exhaustivo

de los parametros involucrados a través de simulaciones.
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Conclusiones




Apéndice A
Reglas de Feynman

Las reglas de Feynman para la accién de Kaluza-Klein (A.9) son las siguientes:

1. Se etiqueta cada linea externa con momento p;, ps, ..., p,. Cada linea interna con

momento qi, g2, ..., Qn.

2. Por cada vértice escribir un factor

—i\ (A.1)

donde A\ dependera de las particulas involucradas en el proceso.
3. Conservacién de momento en cada vértice
@m0t (Yo ki =D ky ), (A.2)

4. Por cada linea interna se escribe el propagador correspondiente a las particulas in-

volucradas
Gravitén h 900002009 L (Do + MM — My Mo A3
a p2 9 ( ° )
Foton ol A —ux
R (A.4)
p
Dilatén
1
0 o — e
(modo cero) et (A.5)
Particula X 1
KK Tt piQ — (A.6)
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5. Integrar sobre cada momento interno

d4qi
/ ot (A7)

El producto de las reglas anteriores resulta en ¢ veces la amplitud de Feynman M. Para

calcular el vértice A de un proceso particular se sigue la féormula:

8l+m+n£
Vértice con l-m-n lineas externas = i ————— (A.8)

DALORT X"

con L correspondiente al Lagrangiano de la accién S = / d*zL, obtenida en el capitulo 2

y cuya expansion completa es la siguiente

1 1
- 4 1Y QA = A
S /d x [327TG (@h 0" hyu 28)\h8 )

1 | 3 3
—|—1FWF”“ <1 — kV30 — K 10)() + £/<;FW117’QBT)Z’B}L*“3‘<7

4

3 3
+/ EE o FasnPhiex + \é_fiFm,Faghl’Bn”o‘ha

4
I{ 3 1% Q \/§ 1% Q
+§‘/E L Faph?PnPhy + TﬁFuyFagh Fppeg

3 K v o 1 v o 1 apy
+\/;8FMVF04677 hiex — ZFWFW" e - ZF“”FD‘MM "

1 1 1
—gFWFaﬁn”ﬁh“ah —~ gﬂwzi’aﬁnuah'fﬁh + ZFWFth“ah”B

3 3
VB R Fu e — V56 FouPash” B

1 04"
3 3
—l—\g_mFWFagn”Bh“aha +4/ 1—0% ' Fogn” Wil

V3 y 3K 1 y
—?HF“ Foho — | —<F"EF, hx + gth,F”

108

V3 k |3 1

B o i T A ety /g ol R ) T ol
160 Pl o = e\ 1t e X g

1
—2@0—3#0 + 2@08,1011“0‘ - ih@uaa“a — 500"x

1 1 1 4
—h"*04x0,x — —h0, x 0" —mi P —

ol )]

donde x = V10 0(1y y mi = 2/5r,2. Los vértices para los procesos de interaccién permiti-

dos por la accion se separan en aquellos que contienen o no la presencia de gravitones
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Sin graviton

Con un gravitéon

7(p1)

a(ky)

Con dos gravitones

¥(p1)

h ¥(p2)

AAc

AAx

AAhx :

ooh

xxh

AAhho :

= V10 g (n”'pph — piph),

=i g (1"pph — PIP5),

= i;gn[ (7 pprt — p1pg) 0
+ (pipin™ — pip3or — plphos
+ pipROSL + phptn™” — pYp?oL
— ppp30s + PYDLo5sS),

)
= (k22— RS,

07

1
= i (W2 — WK — 4m2p”),

=i

— papl 05 — 3ol + pipin™),

10
L [ne’)(n’”p,ﬁpé‘ — pivh) + 2(p,p5 050,

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)
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. : 1 ; .
&M AAhhy = =izge (001 D05 — DYP5) + 20050507
o — pap} 05 — pisol + pipin™), (A.16)

h ¥(p2)

/3
donde la constante de acople se define como g, = 1—0/<;.




Apéndice B
Funcional Generador

En este apéndice se desarrolla el calculo del funcional generador y funcién de Green
hasta orden cuadratico en la perturbacién A, asi como su representaciéon diagramaética.
Considerando un término inarménico Ap* en la accién, el funcional generador toma la

forma \
1 1
= /Dcp exp li/d4x<28#aﬂ<p) — §m2g02 = E<p4 + Jgo)}. (B.1)

Expandiendo la exponencial en términos de \

210 - [py [1 i [t gt ] capli [ da(Ly+ 7¢)

- [1_2/‘14”41'@4& +'”]ZO[O} o

= Zo[J]+ Z1[J] + Zo[J] + - - (B.2)

Con los funcionales Zy[J], Zi[J] y Zs|J] correspondientes a los ordenes \°; A\! y A\? res-

pectivamente
O\)
2] = [ D aEtIo) = 7,]0] ), (B.3)
OO
- —iZ 4 oW ()
ZJ] = —i Z0 /d 245J , (B.4)
O(\?)

2p) =) (1,) zom( [ wal)4> ( [ s - wa2)4> SO, (Bs)
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Si existe interaccién, la funcion de Green con n puntos se define como
11 AN
(1) = S o 57 . 00 ()

(B.6)

J=0
Reinterpretando de manera discreta W = —1/2 Z Jun Dosy s s, 1as derivadas del funcio-

nal Zy[.J] con respecto a las fuentes en los puntos xs y 1 son

A
0 6(71'/22‘01“)2 lewagij) = A 9 — 1 Z J,. D J,
0y, S0\ 24
1
= —§A <ZJw2Dm2w2 +ZJW1DW1$2>’ (B7)
w2 w1
B

872@(_7;/2 waz Sy Deoyng Jw?) = 4 — }AB
aJmlang (9Jx1 2

i Lo

Asi, la funcién de Green G(zy,r3) a orden \° es

G(z1,22) = [420 </d waDp(xe — wy)J (wo +/d woDp(wy —xg)J(w1)>2
&
= iDp(x; — 22), (B.9)

que corresponde con el propagador para una teoria sin interacciones. Ahora, el término

del funcional generador para el primer orden en A (B.4) se obtiene a través de la derivada

G0 -(- - (- o Jerse]

por tanto la correcciéon a primer orden Z;[J] es

—I\ 1 o4
2] = 4!/d4wz'45ﬂ(w)zo[‘]]

2

- _M/d‘1 { 3D2(0 +6iDF(O){/d4w1DF(w—w1)J(w1)

+[/d4w1DF(w - wl)J(wﬁr}ZO[JL
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generando la funciéon de Green hasta el primer orden en A

G(z1,22) = iDp(xq — x9) + (=) i3/d4wDF(:c1 —w)Dp(0)Dp(w — ),

* 1O

L1 L2 T w X9

con representacion diagraméatica

donde el segundo diagrama representa una interaccién a un bucle. Finalmente a orden \?

la correccién en Z[J] produce un término en la funcién de Green proporcional a

st s
T4 (wr) 874 (ws)

exp(W[J))|,_ = 41 DL, + (6)(12)(=) Do, D2,y Dus

wiw2 wiw2

+(=3D2 , )(—3D2,..), (B.10)

wWiwi waw2

equivalente a diagramas de vacio

L (xH ) s OO O
w1 ) W] Wsy w1 w2

9 2 2
D4 Dw1w1 le(,QQ Dw2w2 lewl Dwzwz
wiws

que se suman a los diagramas anteriores de primer orden. En el caso de la funcién de Green
para cuatro puntos, esto es para un proceso de dispersion, el procedimiento a seguir es
analogo pero mas extenso al incluir derivadas con respecto a los puntos x3 y x4, adicionales

a las ya calculados.
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Funcional Generador




Apéndice C

Notacion

En este trabajo se usan unidades naturales (h = ¢ = 1), que permiten expresar unida-

des de longitud, masa y tiempo en términos de unidades de energia (eV). A continuacién

se presenta la notacién usada

JTI 7
A B, ...
my

T

Jan

P

Pu

p

L

S

T

¢,

m

e
A R

<
=

=
AN

< Q I X

<
o

Indices espacio-temporales (0,...,3) de un vector o tensor
Indices en cinco dimensiones (0,. .. ,4)

Tensor métrico con diagonal (1, -1, —1,—1)

Meétrica de Minkowski

Tensor métrico en 5 dimensiones

Cuadrivector contravariante

Cuadrivector covariante

Cantidad vectorial en 3 dimensiones

Densidad Lagrangiana

Accién

Tensor energia-momento

Campo escalar

Potencial electromagnético

Tensor de campo electromagnético

Conexion o Simbolos de Christoffel

Derivada covariante

Tensor de Ricci

Escalar de Ricci

Constante gravitacional

Primer modo de campo dilatéonico, Particula de Kaluza-Klein

Radio de compactificacién
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My Masa particula de Kaluza-Klein

P Graviton

Z Funcional generador

D(k) Propagador en el espacio de momentos
M Amplitud de Feynman

Urel Velocidad relativa

Ik Constante de acople

o Seccion eficaz

Q Angulo solido

L Luminosidad

WA

Cantidades con el simbolo estan definidas con la métrica en cinco dimensiones

gap- Letras y simbolos repetidos se interpretan segin el contexto.
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