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RESUMEN

En este trabajo estudiaremos la correccion a la simetria de Poincaré, en
mecanica cuantica, debido a la curvatura del espacio-tiempo de de Sitter (dS).
Hemos encontrado que para establecer la mecanica cuantica en dS es funda-
mental considerar los aspectos globales de este espacio-tiempo. En particular
en (1+1) demostramos que no existen campos vectoriales de Killing tipo tiem-
po globales. Para considerar los aspectos de la teoria de la relatividad general
tomamos como grupo de simetria el grupo de isometria de dS y usamos el
teorema de Wigner para representarlo proyectiva y unitariamente. Estas con-

sideraciones, por simplicidad, se hacen para dS en (1+1) dimensiones.
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Introduccion

El universo en el que vivimos es curvo. Una prueba de ello, dentro de la teoria de la re-
latividad general, es el movimiento de nuestro planeta Tierra que describe una trayectoria
que no es una geodésica en espacio plano. Pero, si una geodésica en espacio curvo. Sin em-
bargo, el considerar el universo plano es una excelente aproximacién para muchos sistemas
fisicos. Por ello, normalmente las teorias clasicas o cuanticas no toman en cuenta el hecho
real de que el universo es curvo. Unicamente cuando se consideran efectos gravitatorios
de sistemas fisicos muy masivos, como las estrellas, se toma en cuenta, clasicamente, la
curvatura del espacio-tiempo. No obstante, estos efectos afectan a otros sistemas fisicos y
otras teorias. Por ejemplo, el electromagnetismo clasico no es el mismo en espacio plano
que en espacio curvo. Esto es, la soluciones de las ecuaciones son completamente dife-
rentes. Asi seria también para cualquier otra teoria clasica. Evidentemente, la mecanica

cuantica también se veria afectada por la curvatura del universo.

En este trabajo queremos considerar los efectos de la curvatura del espacio-tiempo
en la mecanica cuantica. Como se induce, estos efectos serdn pequefios en la practica y
por ello no son usualmente considerados en la mayoria de la literatura. Mas atun, hasta
ahora no se ha medido ningin efecto cuantico de la gravedad. Sin embargo, es de vital
importancia para nuestro entendimiento de las leyes de la naturaleza que se desarrolle una
teoria que nos permita unificar la idea de la relatividad general y la mecanica cuantica.
La fisica esta llena de ejemplos de efectos pequenios que después resultaron ser fuente de
fisica tedrica fundamental y de aplicaciones (las ondas electromagnéticas de Maxwell, que
cambiaron la fisica tedrica y que nadie dudaria de sus usos en el mundo practico). Por lo
tanto, el estudio de tomar en cuenta la curvatura del espacio-tiempo en mecanica cuantica
es fundamental. Construir dicha teoria ha sido uno de los problemas que méas ha captado

la atencion de los fisicos tedricos en los ultimos afios (ver, p.e, [1]) .

Nuestro objetivo en esta tesis serd tratar con el problema de tomar en cuenta la rela-

tividad general con la mecanica cuantica usando un enfoque muy simple. Usualmente, en
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las aplicaciones de las mecéanica cuantica la interaccion electromagnética, la cual podemos
considerar como un campo cuantico, es tratada como un campo clasico, siendo esta una
aproximacién muy buena. Por lo tanto, tomando en cuenta que los efectos gravitatorios
son mucho méas débiles que los electromagnéticos, es logico pensar que una primera apro-
ximacion, a los efectos de la curvatura del espacio-tiempo, seria considerar la relatividad
general desde es punto de vista clasico. A pesar de esto, existirdn consecuencias sobre
la mecénica cuantica ya que el cambiar el espacio-tiempo cambiaran, por ejemplo, las
simetrias usuales y podria no tener sentido una representacién momento que es tipica en

la teoria de la mecénica cudntica usual.

Es decir, el problema de encontrar una forma de unificar las ideas de la relatividad
general y la mecdnica cudntica, se podria tratar en primera instancia, formulando la
cuantica en un espacio-tiempo con una curvatura distinta de cero. Esta idea ya ha sido
considerada en la literatura (ver, p.e.,[2]), en la mecénica cudntica de finitos (particulas)
o infinitos (campos) grados de libertad. Siendo el caso de infinitos grados de liberad el
mas considerado. No obstante, si se quiere formular una teoria cuantica de campos en un
espacio-tiempo curvo, se requiere tener una interpretacién bien definida de las particulas
que seran descritas por el campo. Por ende, es de vital importancia que la mecanica

cuantica, en el espacio curvo, para particulas esté bien definida.

Nosotros en este trabajo seguiremos una consideraciéon puramente cuantica para descri-
bir las particulas en un espacio-tiempo curvo. Es decir, no partiremos de una teoria clasica
para después cuantizarla y realizar la teoria cuantica. La palabra cuantizacion se usara en
el sentido de construir la mecénica cuantica per se. Mas bien nuestro pensamiento es que
la clasica es un limite de la cuantica y no al revés. La idea basica es definir las particulas
como representaciones proyectivas del espacio de Hilbert, donde realizamos la mecanica
cuantica, del grupo de isometrias del espacio-tiempo. Lo cual es totalmente analogo a
como se definen las particulas en Minkowski. Esta idea funcionara al menos cuando el
espacio-tiempo posea un grupo de isometria no trivial, este es el caso del espacio-tiempo

de de Sitter, el cual es maximalmente simétrico.

Las representaciones proyectivas que, como hemos comentado, aparecen en mecanica
cudntica tienen su fundamento en el teorema de Wigner (ver p.e., [3] y [4]). De acuerdo
a este teorema las transformaciones de simetria vienen dadas por un operador unitario o
anti-unitario definido univocamente salvo una fase. Esto tiene como consecuencia que los

grupos de relatividad, en particular, se representen proyectivamente. Esta consideracion es
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la que lleva a la existencia de representaciones espinoriales, aparte de las representaciones
verdaderas, en el espacio de Hilbert de la teoria. En este sentido, el teorema de Wigner
es la piedra angular para establecer la cuantizacién de los sistemas fisicos. Sin embargo,

lamentablemente, esto no se destaca en la literatura.

En lo que sigue de esta introduccién describiremos brevemente la organizacién del
trabajo y nuestros resultados. En el primer capitulo se resumen aspectos geométricos
usuales de la teoria de la relatividad general. Aunque lo que se expone se puede conseguir
en la literatura (ver, p.e, [5]), no es tan comun en la literatura fisica discusiones como
considerar, por ejemplo, los campos vectoriales como derivaciones. Lo cual nos lleva al
importante concepto del corchete de Lie, que usaremos en este trabajo. Por otra parte,
esto nos sirve para establecer, desde el inicio, la notacion y convenciones que usaremos a

lo largo de la tesis.

En el segundo capitulo estudiaremos el espacio-tiempo de Minkowski. Este espacio-
tiempo comparte con el espacio de de Sitter la caracteristica de ser maximalmente simétri-
co y por lo tanto, el estudio de la mecanica cuantica alli nos sirve de base para nuestro
objetivo final. Lo que exponemos en este capitulo son los resultados ya conocidos de la
literatura de las simetrias del grupo de Poincaré realizadas via el teorema de Wigner
como representaciones proyectivas en un espacio de Hilbert. Esto lo hacemos en (1+1)
dimensiones Unicamente ya que es el caso que nos interesa para comparar con de Sitter
en (1+1).

En el tercer capitulo estudiamos los aspectos geométricos del espacio-tiempo de de
Sitter en (3+1) dimensiones. En primer lugar, obtenemos de Sitter como solucién local a
la ecuacion de Einstein. Sin embargo, los aspectos globales se obtienen si interpretamos a
de Sitter como una variedad Lorentziana embedida en un espacio-tiempo de Minkowski de
cinco dimensiones. En efecto, este espacio-tiempo resulta ser geodésicamente completo y
satisface las ecuaciones de Einstein globalmente, previamente consideradas, como dijimos,
solo localmente. Consistentemente, dicha variedad podria obtenerse de la solucién local de
la ecuacion de Einstein si esta se completa mediante extensiones tipo Kruskal. Todo esto
establece los aspectos globales del espacio-tiempo de de Sitter. También se obtuvieron
los vectores de Killing en (3+1) y en (1+1) dimensiones y y se calculb el algebra de
Lie de éstos en dos dimensiones. Este ultimo resultado es importante para chequear la
cuantizacion en el capitulo 4. Se demuestra que no existen vectores de Killing tipo tiempo,

globales, en (1+1) dimensiones, lo cual tiene consecuencias clasicas y cudnticas.
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En el cuarto capitulo abordaremos la formulaciéon de la mecanica cuantica relativista
en dSs. La denominacion relativista se refiere a la realizacién cuantica de las isometrias de
dS, como operadores unitarios en un espacio de Hilbert, via el teorema de Wigner. Afor-
tunadamente, las representaciones irreducibles del grupo de isometrias SL(2,R) fueron
calculadas en [6]. Usamos estas representaciones para estudiar el andlogo de una particula
masiva sin espin. Para realizar esta interpretacion de la particula se usa la idea de con-
traccion a nivel de la representacion del grupo y no del algebra. Usando los resultados de
la referencia [7] se obtienen las representaciones que corresponden a particulas masivas
[sin espin, ya que este no existe para Poincaré en (141)] en dS,. En la cuantizacion se
obtienen los observables que son los generadores de las simetrias relativistas. Resulta ser
que el Hamiltoniano no es parte de estos generadores debido a la ausencia de vectores de
Killing tipo tiempo. Se propone entonces, calcular el Hamiltoniano via un campo vectorial
geodésico. Se discute por ultimo el operador posicién que tampoco es parte del algebra
de Lie de SL(2,R).

Finalmente, en el quinto capitulo se hacen algunas discusiones y conclusiones.




Capitulo 1

Aspectos geométricos de la

relatividad general

En este capitulo queremos introducir los conceptos basicos para entender la teoria de
la relatividad general, como se presentan en algunos libros (Ver p.e. [5]). Esto lo hacemos
para precisar el marco teérico que usaremos para obtener resultados con el fin de lograr
nuestros objetivos. Ademas, nos sirve para establecer la notacién y convenciones que

realizaremos.

1.1. Variedades y campos tensoriales

1.1.1. Variedad topolégica diferenciable

Una variedad es un espacio topoldogico (Ver apéndice A) que satisface las siguientes

propiedades:

1. Todo p € M se encuentra en algin abierto U, de la variedad indexada por un
conjunto de indices dados. Asi, M esta cubierta por el conjunto de abiertos {U,}

que forman lo que se denomina el atlas.
2. Para todo a existe un homeomorfismo 1, : U, — ¥, (U,) donde 9,(U,) C R".

3. Sean U, y Uz dos conjuntos abiertos del atlas se exige que:
s o Yt R" — R,

y su inversa:
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Yo © ¥5': R" — R"

sean funciones infinitamente diferenciables.

Una variedad topologica que satisface estas propiedades recibe el nombre de va-
riedad diferenciable. En principio, puede haber varias estructuras diferenciables

asociadas a una misma variedad topoldgica.

Al homeomorfismo y su dominio: (U, %4 (U,)) con « fijo, se les denomina una carta
también conocido como sistema de coordenadas.

Si los abiertos de la variedad son homeomorfos a R™, tal que n es constante, diremos
que la variedad es n-dimensional.

Este tipo de variedades son las que nos interesaran para estudiar la teoria relatividad
general, con el requerimiento adicional de que sean tipo Hausdorff y segundo contable
(Ver apéndice A). En el caso de la relatividad general de Einstein la variedad serd por

definicion el espacio-tiempo y tendra usualmente 4 dimensiones.

1.1.2. Vectores en una variedad

En la fisica pre-relativista donde el tiempo es un absoluto, es natural asociar al espacio
de eventos una estructura de espacio vectorial. Esta asociacion es valida debido a que el
espacio donde ocurren estos eventos es precisamente el espacio euclideo.

La estructura de espacio vectorial se pierde cuando nos encontramos en presencia
de una variedad, un ejemplo de esto es la esfera S? (embebida en R3) . Sin embargo,
podriamos preguntarnos si existe alguna forma de definir un espacio vectorial sobre la
variedad y hablar asi de vectores. La respuesta es si: a través de la nocién de vector
tangente como derivada direccional.

Sea .% el conjunto de funciones infinito diferenciables f : M — R, se define un vector
tangente v en el punto p € M como la funcién v : # — R, la cual obedece la regla de

Leibnitz y es lineal. La forma del vector tangentes vendra dada por (ver [5]):

v(f) = Zv&)ai#(fowal) foy 'l R* = R. (1.1)
p=1

Ya ()

Debido a la linealidad de v el conjunto de vectores tangentes en p definen un espacio

vectorial. Se puede demostrar que el conjunto de vectores X, (f) = %( foy

o (p)
forman una base, llamada base coordenada, y por lo tanto expanden un espacio vectorial

de dimensién n, denotado por T,(M), el cual es isomorfo a R™.
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Un campo vectorial es la asignacién de un vector en cada punto p de la variedad,
es decir, en cada espacio tangente T,(M). Dada una carta se puede expresar el campo

vectorial como:

& 0
V= v — Vi e Z. 1.2

Como las funciones V* son infinitamente diferenciables el campo vectorial se deno-

mina suave.

1.1.3. Tensor métrico

Sea V' un espacio vectorial finito dimensional sobre el campo de los reales, considérese
el conjunto V* de funciones f : V' — R donde se encuentra definida la suma y la mul-
tiplicacion por un escalar, entonces V* es un espacio vectorial que recibe el nombre de

espacio vectorial dual y sus elementos vectores duales o del dual.

Sea V' un espacio vectorial finito dimensional y V* su espacio vectorial dual. Un tensor
T de tipo (k, 1), k veces contravariante y [ veces covariante, sobre V' es una transformacion

multilineal dada por:

T:V'XV*Xx .. xV'XVxVx..xV =R (1.3)
k I

Un tensor transforma el producto cartesiano de k vectores duales y [ vectores ordinarios

en numeros reales.

El espacio vectorial dual de T,(M) sera T,(M)*. El conjunto de los tensores de tipo

(k,1), en un punto p, se escribe:

T (M) ® ... ® Ty(M) @ Ty(M)* ® ... @ Ty(M)*, (1.4)

donde ® denota el producto tensorial.
Se denominard campo tensorial a la asignaciéon de un tensor, es decir, de un elemento

del conjunto (1.4), en cada punto p de la variedad.

Un ejemplo de un campo tensorial lo constituye el tensor métrico, el cual es una
transformacion bilineal g : T,(M) x T,(M) — R, es decir, un tensor dos veces covariante.

Dado un sistema de coordenadas, se puede escribir el campo tensorial métrico como:
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9=> G da" @ dz", (1.5)

/"'/7V
donde dz* es la base dual a la base coordenada.
De acuerdo a su definicién el tensor métrico induce de forma natural un producto
interno simétrico y no degenerado. Luego se puede pensar en la métrica como una distancia

cuadratica, expresada como sigue:

ds* =" g datda”. (1.6)

v

Dada la métrica puede encontrarse una base ortonormal, esto es, en cada punto p :

{g(vu,mzo, i p#v, an

g(v,,v,) ==x1, si p=rv.

Los signos +, — de la métrica se denominan la signatura.

De acuerdo a la signatura las métricas se pueden clasificar en: 1) Riemanianas:
aquellas definidas completamente positivas. 2) Pseudoriemanianas: aquellas definidas
con signos postivos y negativos. 3)Lorentziana: si la signatura de la métrica incluye
un solo signo menos y el resto de los signos positivos. En este trabajo la signatura que
usaremos para la métrica serd (— + ++) ya que las métricas de la relatividad general son

Lorentzianas.

1.2. Curvatura

1.2.1. Operadores de derivacion y transporte paralelo

Una de las caracteristicas de un espacio-tiempo es su curvatura y unos de los intereses
de la relatividad general es el estudio de esta caracteristica fundamental. En una variedad
diferenciable no esta definido el concepto de curvatura esto es una estructura adicional.
Por lo tanto, una variedad per se no se puede decir si es curva o plana. Por ejemplo, R?
como variedad diferenciable no necesariamente se puede considerar plano (esto dependera

del transporte paralelo que se le de a dicho espacio).

Una nocién de curvatura se obtiene a partir del llamado transporte paralelo, a lo
largo de una curva, que se define sobre una superficie embebida en un espacio vectorial.
Como tenemos un solo espacio vectorial se entiende lo que es un vector paralelo a otro.

Sin embargo, cuando se habla de una variedad la nocién de transporte paralelo no es tan
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simple y la razon de esto reside en el hecho de comparar el vector final con el inicial, ya
que en la variedad estos vectores se encuentran en espacios vectoriales distintos; luego una

tarea importante es definir el concepto de transporte paralelo en una variedad.

En una superficie 3, embebida en un espacio vectorial, se dice que un vector vy es
paralelamente tranportado si su derivada a lo largo de la curva v (nocién heredada de la

estructura del espacio vectorial) sobre la cual se transporta, es nula.

La nocion de transporte paralelo esta relacionada con la definicién de la derivada de un
vector que resulta en un tensor. Si v”(u) son las componentes del campo vectorial, en una
base coordenada, generadas a partir de transportar paralelamente el vector vy, de forma
“inocente” podemos suponer que (9“1)5 transforma como las componente de un tensor, en
la base coordenada, una vez covariante y una vez contravariante. Para ver si en efecto
esto es asi, cconsideremos usar una transformaciéon de coordenadas v® = X2 (u) v9(u),

luego:

’ axe 3 ’
o’ = 2 0L ()

= X0XJ 000" + X0000,(X})). (1.8)

La presencia del segundo término en (1.8) es lo que hace que nuestra suposicién sea
incorrecta, ya que no se transforma como las componentes de un tensor una vez covariante
y una vez contravariante.

Nos vemos entonces en la necesidad de definir un nuevo operador derivada cuyas
componentes al derivar las componentes de un tensor transforme como las componentes
de un nuevo tensor.

Se definird entonces un operador de derivacién, V, sobre una variedad M como
una funcion lineal que transforma campos tensoriales de rango k-1 en campos tensoriales
de rango k + (I + 1) y que cumple la regla de Leibnitz y la condicién de libre torsién .
En principio, en una misma variedad, pueden existir muchos operadores de derivacién.
Aunque estos operadores no son unicos ellos deben coincidir en su accién sobre campos
escalares dando como resultado un vector covariante. Sea V otro operador de derivaricién,

¢ un campo escalar y w, un vector covariante, entonces:

@u((bwa) = Vu(ow,) =¢ (@MWU — Vo). (1.9)
'V Vs¢=VpV,¢ (ver[5))




22 Aspectos geométricos de la relatividad general

Luego, la diferencia de dos operadores cualquiera de derivacién define (debido a la

linealidad) las componentes de un tensor de tipo (1,2) a través de:

¢ (Vws — Vyw,) = CP 5 w,. (1.10)
Considerando la condicién de libre torsion, se puede probar que C* ,, es simétrico en
los indices iy o.
Para cualquiera dos vectores contravariante v® y covariante w,, se puede demostrar
que:

(Vi = V) (0wa) = wa[(V, = V)0 + CFu"] = 0. (1.11)

Y por lo tanto:

V0 =C% 0"+ V, v (1.12)

Luego, la diferencia @u — V,, esta caracterizada por el tensor C . Las propiedades
para obtener (1.10) y (1.12) no dependen de que el operador de derivacion transforme
componentes de campos tensoriales de rango k 4 [ en componentes de campos tensoriales
de rango k + (I + 1). Por lo tanto, cuando ﬁu es la derivada ordinaria d, entonces C* ,,

se conoce como simbolo de Christoffel I'* ,, y (1.12) se escribe:

Vo =T 0" + 0,0%. (1.13)

La expresién (1.13) define un operador de derivacion, aunque la derivada ordinaria no

lo es, y recibe el nombre de derivada covariante.

A partir de la redefinicién del operador de derivaciéon para una variedad M surge una
estructura matemadtica nueva, I'},, que establece como se conectan los diferentes espacios
vectoriales tangentes a lo largo de una curva. En efecto, tomando la idea de transporte
paralelo en superficies tendremos que todo vector v* paralelamente transportado a lo largo

de una curva «(t), cuyo vector tangente es t* = dz* /dt debe satisfacer:

"V, =0 (1.14)

" 9" + 1" T3 0" =0, (1.15)

Dados dos vectores v* y w”, que satisfacen (1.14), pediremos que el producto interno

de esos vectores se conserve al ser paralelamente transportado, esto es:
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t"V, (980 vVw”) = 0
t*vPw” vV, (gs,) = 0,
0

Vi(gs) = (1.16)

Considerando la expresién més general para la derivada covariante de un tensor (Ver

[5]), tendremos que:

V. (90) = Ougpy — N pB 9ov — IR v 985 (1.17)

Empleando la simetria del tensor, se encuentra que:

1 14
I 5= 59 5[@9,86 + 0pGus — &sgug]- (1.18)

1.2.2. Tensor de Riemann

En general, el transporte paralelo, definido por (1.18), es camino dependiente. Lo cual
no ocurre si el espacio es plano por definicién. Esta dependencia del transporte paralelo
con el camino se puede conectar con la existencia de un tensor denominado tensor de
Riemann. En efecto, sea V, el operador de derivacién, se puede calcular la accién del

operadores de derivacién dos veces sobre (¢ w,):

V. Vs(dw,) = VaVu(ow,) = ¢(V,. Vs = VsV, wy, (1.19)

luego la diferencia mostrada en (1.19) define un tensor del tipo (1,3), es decir,

VMV5 Wy — ngu Wy = Rﬂgy owg. (1.20)

El tensor R,3, “ mostrado en la ecuacion (1.20) se conoce como tensor de Riemann.
Es facil verificar que la dependecia del transporte paralelo con el camino tiene que ver
la no conmutatividad de las segundas derivadas covariantes. Es decir, que si el tensor de

Riemann es cero el transporte paralelo no es camino dependiente.

Una variedad diferenciable con la estructura adicional del transporte paralelo, antes
definido, se dice curva si el tensor de Riemann es distinto de cero. Por ello a este tensor

se le conoce también como tensor de curvatura.
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Consideremos definir: Vgw, = Ts, y V,w, = T,,. Luego,

VHTB,, = Guvgw,, — Fﬂﬁ 5T5V — ij 5T55,
= (L(?gw,, — B#F/gy Wy — 1B 565&)1, + 1,3 5F51, “Wa — I 685&)5 +
T °Tss Pwy. (1.21)

Si se efecttia lo mismo para V(V,w,) y se sustituye en (1.20) entonces el tensor de
Riemann toma, en una base coordenada, la forma:
oL, °

o 4 o
Rugy = 81‘6 +FHV Fgg —

O, °

o~ Lve T (1.22)

El tensor de Riemann de acuerdo a (1.22) tiene 4™ componentes no todas indepen-

dientes ya que satisface las siguientes propiedades:

1. Es antisimétrico en los dos primeros indices: R, ° = —Rg,, °
2. Ryypy =0
3. Es simétrico en los dos tltimos indices: Rz, = —R,350

4. De las tres propiedades anteriores se puede deducir que: R,5,5 = Ry5u3

5. Satisface la identidad de Bianchi: V,Rgs, 7 + V, Rgu5 7 + VsRg,, 7 =0

Se puede definir un nuevo tensor llamado el tensor de Ricci segun:

R = Rus, ” (1.23)

Este tensor hereda propiedades de las simetrias del tensor de Riemann.
Tomando la traza del tensor de Ricci, se obtiene el escalar de curvatura:

Rs?=R (1.24)

Otro escalar también 1til que se puede calcular es:

Rupve R'"7 = % (1.25)
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1.2.3. Geodésicas

Una geodésica, como imagen, es intuitivamente la linea mas recta que se podria dibujar
sobre una superficie, luego la caracteristica principal de una curva geodésica es que el
vector tangente es paralelamente transportado asi mismo, esto es, cumple con la ecuaciéon

(1.14), con v* = t* o sea:

™V, T° = 0. (1.26)

O en término de las componentes de la base:

dT?
— + 1, T =0. (1.27)
dt
Los vectores tangentes son simplemente dxst(t), luego la ecuacién que debe satisfacer
toda geodésica se escribe:
d*zP(t) gdrt dx”

1/7 :. ]..2
dt tlu dt dt 0 (1.28)

Este conjunto de ecuaciones no es mas que un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden que proporciona una solucién general x*(t) y recibe el nombre
de ecuacion de la geodésica. De acuerdo al teorema de existencia y unicidad del calculo
diferencial dadas unas condiciones iniciales existe una unica geddesica que las satisface,

mas precisamente:

Teorema 1 Dada M una variedad, para todo p € M y v € T,(M) existe una unica
geodésica o, : I, C R — M tal que:

av(tO) = D

al(ty) = w.

Cabe destacar que las soluciones que aporta el conjunto de ecuaciones (?7) son fun-
ciones, las curvas geodésicas.

Se puede pensar en la ecuacién de la geodésica como una “especie de segunda ley de
Newton”, aplicada a una particula libre. Dando como consecuencia la “primera ley de
Newton”, esto es, una particula sigue una geodésica a menos que existan fuerzas que la
desvie de su movimiento geodésico.

Una caracteristica sumamente importante de las geodésicas es que son curvas de rapi-
dez constante, esto puede verse directamente de la ecuacién (1.26). Este resultado puede

enunciarse en el siguiente teorema:




26 Aspectos geométricos de la relatividad general

Teorema 2 Sea M una variedad espacio-temporal con métrica g y o : I — M wuna

geodésica. Entonces g(c/(t),d/(t)) es constante sobre I.

Un concepto importante para el desarrollo de esta tesis es el de completitud geodési-
ca (ver [5]); una variedad espacio-temporal se dice geodésicamente completa si cada una
de sus geodésicas esta definida sobre todo R o existe una singularidad esencial que no
permite que su dominio sea todo R. Este concepto es de suma importancia para construir
la fisica en una variedad espacio-temporal. Notemos, que si la curva no esta dada como
funcion, no es claro que es una geodésica completa ya que existen muchas parametriza-
ciones. En ese caso, se escoge que el parametro sea el pardametro afin. Para nosotros una

curva es una funcién (viene con su parametrizacion).

1.3. Simetrias

Para la fisica las simetrias son sumamente importantes ya que estan relacionadas con
cantidades conservadas, como bien es sabido de la mecanica clasica, por el famoso teore-
ma de Noether. De forma simple, se puede decir que un sistema presenta una simetria si
al aplicar alguna transformacién sobre los elementos del sistema éste permanece inmuta-
ble. En particular, estaremos interesados en aquellas transformaciones que mantienen la
métrica.

El lenguaje matematico de las simetrias es la teoria de grupos, especificamente, las

simetrias estan asociadas a los grupos de Lie y su algebra.

1.3.1. Isometrias

Sean M y N variedades no necesariamente de la misma dimension y ¢ : M — N
una transformaciéon diferenciable que envia puntos de una variedad en otra. En cualquier
punto p de la variedad se define la funcién derivada de ¢ como una transformacion

lineal (ver p.e. [5], apéndice C 2):

¢"(p) : Ty(M) — Ty, (N). (1.29)

Luego, la derivada de ¢ envia vectores tangentes en p € M a vectores tangentes en
¢(p) € N. La matriz de componentes de ¢* en una base coordenada de un sistema de
coordenadas {z"} en p y un sistema de coordenadas {y*} en ¢(p) es igual a la matriz

jacobiana del mapa ¢ entre las coordenadas (¢*)H = g%.

ZNétese la notacién no usual de la derivada en [5]
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El caso de interés, donde precisamente puede hablarse de simetrias, se logra cuando

la transformacion es de la variedad en s{ misma:

¢:M— M (1.30)

¢*(p) : T,(M) — Ty, (M). (1.31)

Si se quiere que la transformacién ¢* envie campos vectoriales en campos vectoriales

entonces la transformacion debe ser ademas una biyeccion.
Si v* es un campo vectorial sobre M tal que:

oM = ot (1.32)

se dird que ¢(p) es una simetria de transformacién para el campo vectorial.

Puesto que toda transformacién lineal define una transformacion sobre los tensores, se
puede ver a ¢* como una transformacion entre campos tensoriales del mismo tipo. Luego

si g es el campo tensorial métrico y ¢* actiia sobre él de forma que:

9=y, (1.33)

se dird que ¢ es una simetria de transformacion para la métrica o una isometria.

El conjunto de todas las isometrias forma un grupo via la composicion.

1.3.2. Vectores de Killing

Como se vid en la seccién 1.1.2 se puede expresar localmente un campo vectorial en
una carta segun (1.2). Las componentes V* pueden pensarse como las componentes de
un campo de velocidades en R" y uno podria pensar en calcular las curvas integrales de

ese campo resolviendo la siguiente ecuacion:
(1.34)

con la condici6n inicial x(, en t = 0.
Las curvas integrales soluciones de (1.34) forman curvas z(¢) en R". Sin embargo,

mediante la siguiente transformaciéon podemos transformar esas curvas a la variedad:
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Gy = V' (2(1)). (1.35)
Luego, para cada curva x(t) existe una curva ¢y) en la variedad M. Al movernos en

el parametro ¢ esta transformacion actuard como:

¢t(p) R — M. (136)

Si t estd definido para todo R las funciones ¢y, formaran un grupo via la composiciéon
que llamaremos grupo monoparameétrico y a V' su campo generador completo.
En caso de que ¢t € (a,b) C R diremos que las funciones ¢y, forman un grupo local
monoparameétrico.

Se denomina campo vectorial de Killing a aquel campo vectorial £* que genera un
grupo monoparamétrico tal que ese grupo mono-pamétrico es un subgrupo del grupo de
isometrias. Por lo tanto, un campo vectorial de Killing, estd globalmente definido sobre
la variedad. La condiciéon necesaria para que un campo vectorial sea de Killing estéd dada
por:

656 afu -

o 231,07 6 0. (1.37)

El sistema de n(n + 1)/2 ecuaciones dado por (1.37) se denomina ecuacién de Killing,

donde &, = Z G06€°. Una demostracién de la ecuacién puede verse en [5].
6=1

Un teorema que conecta los vectores de Killing con las leyes de conservacion sigue a

continuacion.

Teorema 3 Sea £* un campo vectorial de Killing y v una geodésica con vector tangente

uP entonces:

u’V, (M) = vwu’V " + MV e,
. (1.38)

De acuerdo al teorema anterior tendremos que cada uno de los vectores de Killing

conlleva a una cantidad conservada.

1.3.3. Algebra de Lie

Dados dos campos vectoriales v y w es posible definir un nuevo campo vectorial, [v, w],

denominado el corchete de Lie, por:
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[0, w](f) = vlw(f)] = wlo(f)] (1.39)

Se puede chequear que (1.39) define un funcional bilineal, esto es, lineal en cada uno
de sus argumentos. Sea X, Y, Z campos vectoriales en una variedad el corchete de Lie

también satisface:
1. Es anti-simétrico: [X,Y] = —[Y, X]
2. [[X, Y], Z] +[[Y, Z], X] + [[Z,X],Y] =0

Sea x (M) el conjunto de todos los campos vectoriales sobre una variedad M, entonces
X(M) es un espacio vectorial real. x(M) con el producto definido en (1.39) forma por

definicién un algebra de Lie (ver p.e [12]).
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Capitulo 2
El espacio-tiempo de Minkowski

El espacio-tiempo de Minkowski M>!, es el caso més simple de un espacio-tiempo
en relatividad general y es el que estudiaremos en este capitulo para exponer algunos
conceptos de esta teoria. Este espacio-tiempo es solucion de las ecuaciones de Einstein
de vacio y se caracteriza por ser un espacio maximalmente simétrico y geddesicamente
completo. Consideramos este espacio-tiempo porque la técnica de cuantizacion que se usa
alli es similar a la que aplicaremos en un espacio curvo. Ademas, el limite de un espacio
curvo a curvatura cero, en un cierto sentido, deberia de dar Minkowski. Por lo tanto
debemos tener claro los resultados de su geometria clasica y de su mecanica cuantica.
Los aspectos de la geometria clésica los discutiremos en (3 + 1) mientras que la mecanica
cudntica serd discutida solo en el caso simple de (1 + 1) que es el que nos interesara

posteriormente.

2.1. Aspectos clasicos

Minkowski como espacio topolégico es un R* y obviamente puede ser cubierto por una

sola carta: {U = R*, 1 =id.}, que recibe el nombre de coordenadas cartesianas.

2.1.1. Tensor métrico
En el caso de Minkowski en coordenadas cartesianas el tensor métrico viene dado por:
-1

[gu,u] = [m,u] =

o O = O
o = O O
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Debido a la signatura de la métrica, Minkowski es una variedad Lorentziana, como

debe ser para cualquier espacio-tiempo.

2.1.2. Simbolos de Christoffel y tensor de Riemann

En el caso del espacio-tiempo de Minkowski, en coordenadas cartesianas, como las
componentes del tensor métrico son constantes, entonces los simbolos de Christoffel son
nulos y por ende las componentes del tensor de Riemann también, esto significa que el
tensor de Riemann serd cero independientemente del sistema de coordenadas, pero, en

otras coordenadas los simbolos de Christoffel no seran cero (ya que no es un tensor).

2.1.3. Geodésicas

Las geodésicas para M>!, en coordenadas cartesianas son muy simples de calcular
debido a la ausencia de los simbolos de Christoffel, luego, la ecuacién de las geodésicas
se reduce a un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden

homogéneas dado por:

d*z"(s)

dS Y /"L P B}

Cuya solucion mas general son funciones lineales de las coordenadas, por ejemplo, sea
21 una coordenada espacial de M?!, entonces la geodésica en esta coordenada es de la

forma:
2 (t) = Cis+ Cy, —o0 < s < 0.

Debido a que las curvas geodésicas estan definidas para todo ntimero real, este espacio-

tiempo es geodésicamente completo.

2.1.4. Simetrias

De acuerdo a lo explicado en la seccion (1.3) debemos buscar las isometrias del espacio-
tiempo de Minkowski, es decir, las transformaciones ¢ : M3 — M>! tal que satisfacen
la expresién (1.33). Como fue dicho alli, estas transformaciones forman un grupo. Este

grupo es isomorfo al grupo de Poincaré, el cual precisamos a continuacion.
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Grupo de Lorentz y Poincaré en (3+41)

Una transformacioén lineal L : M3 — M3 se dice ortogonal sobre M1 si g(Lz, Ly) =
g(x,y)Vx,y € M. Como el producto interno es no degenerado entonces una transforma-
cion ortogonal es uno a uno y L lleva cualquier base ortonormal en una base ortonormal.
Sea {ey, e, €3, €4} una base ortonormal de M>! entonces los vectores é; = Ley, €y = Les,
€3 = Lesg y €4 = Ley también son una base ortonormal para Minkowski. En particular

podemos escribir:

e,=Ner +A%ea+ AP e+ A ey, p=1,2,34 (2.2)

Y debido a la ortonormalidad de la base se obtiene:

g(euaeu) = Nuv,
— AluAly+A2MA2V+A3NA3V+A4MA4V’
= AYLAP =P, (2.3)

Definiremos la matriz A = [A” ], ,=1,234 asociada con la transformaciéon L y la base

ortonormal {e, } por:

Aty AP A% AN
, A12 A22 A32 A42
A ] = . ) 5 K c=1. (2.4)
A 3 A 3 A 3 A 3
Aty APy APy AYy
Se puede demostrar, haciendo la respectiva multiplicacion de matrices, que la ecuacion

(2.3) es equivalente a la expresién:

ATy A =n. (2.5)

Como las transformaciones ortogonales, son uno a uno y por lo tanto isomorfismos

existe la transformaciéon A~ y de acuerdo a (2.5) esta satisface:

At =nATy. (2.6)

Cualquier matriz que satisfaga (2.5), es llamada una transformaciéon de Lorentz y
se puede demostrar que el conjunto de estas transformaciones forman un grupo bajo la
multiplicacién de matrices denominado el grupo de Lorentz, L(3,1), que es parte del

grupo de isometrias de Minkowski y es por lo tanto un subgrupo del grupo de Poincaré.
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Si hacemos = v = 4 entonces obtendremos de (2.3):

(A)? + (AD)? + (AD)” + (A} = —1L. (2.7)
Luego:
(A? > 1 (2.8)
Consecuentemente:
A>1 6 Aj<—1. (2.9)

Més atn si calculamos det(ATn A) obtendremos otra restriccién para las transforma-

ciones de Lorentz dada por:

det(A) = 1. (2.10)

Debido a (2.5) el grupo de Lorentz en (3 + 1) se puede ver como un grupo de Lie
Matricial, el grupo O(3,1), y sus elementos serdn funciones continuas de los pardmetros
del grupo. Debido a las restricciones (2.9) y (2.10) y a la continuidad de los parametros
del grupo, el grupo de Lorentz se divide en cuatro componentes conexas pero, disconexas

entre si:

LI = {AcOB,1)|A)>1 y detA =1}, (2.11)
LY = {AcOB,1)|A) < -1 y detA = 1}, (2.12)
L' = {AcOB,1)|A)>1 y detA = -1}, (2.13)
L' = {AcOB,1)|A) < -1 y detA = -1}, (2.14)

de donde solo Ll es un subgrupo de L(3,1), de hecho es la inica componente conectada
con la identidad.
A Ll se le suele llamar grupo de Lorentz ortocrono propio, o grupo restringido de

Lorentz. Este se puede realizar, en una base ortonormal, como grupo de Lie matricial de
6 dimensiones: SO'(3,1).
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El grupo de Poincaré T1(3,1) se define como el grupo de transformaciones afines de

R3>! que preserva la “distancia” de Lorentz (boosts, rotaciones y traslaciones):
dp(x,y) = —(zo —y0)* + (s —y:)*, z,y €R™; i=0,1,2,3. (2.15)

Un elemento de TI(3,1) se escribird como (a,A) con a € R*! y A € L; su producto

viene dado por:

(a, A)(5,T) = (a + Ab, AT) (2.16)

es decir, es un producto semidirecto (esto se sigue de la accién de Poincaré sobre el espacio-
tiempo y que la composicién de dos transformaciones es diferente a la de un producto

directo). Entonces el grupo de Poincaré se escribe como:
(3,1) =RV 0 0(3,1) ,

donde RG*+Y es el grupo conmutativo de las traslaciones | O(3,1) es el grupo de Lorentz
y el simbolo ® denota el producto semidirecto.

El grupo restringido de Poincaré H1(3, 1) viene dado por:

11h(3,1) = RC*Y 0 SO'(3,1) . (2.17)

2.1.5. Vectores de Killing

Hagamos explicitamente el calculo de los vectores de Killing en el espacio-tiempo de
Minkowski usando coordenadas cartesianas, luego las ecuaciones de Killing en componen-

tes son:

2 _ 98 988 _

oxl — ox2 — ox3 —
08 | ot 98 | 0g _ o8 | 08 _
ox! + ox? 0 0x2 + ox3 ox3 + oz

(2.18)
€3 ogt o¢° o2 6%
awt Tom =0 —guton=0 —5s=0
980 | ogt

T al 0x0 0

La soluciéon mas general a este conjunto de ecuaciones para las componentes de los
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vectores de Killing es:

(2?23 2% = Ca® 4+ Coa® — D12 + F, (2.19)
(' 2%,2%) = Cs30® — Cha' — Dya® + F, (2.20)
@t 2? 2% = —Ciat — Csa* + D3a® + Fy, (2.21)
' 2% 1%) = —Dia' + D3z’ + Dox® + Fy. (2.22)

Luego, el vector mas general de Killing se escribe como:

Ox? ox3 Ox! 0x? 0x? Ox3
0 0 0 0
- Dl (xoﬁxl + -17180> + D2 (1’082 + Izaajo> + DS <x083 + 33383;0>
0 0 0 0

Como existen diez constantes independientes que pueden anularse o no, existen diez
vectores de Killing independientes. Por lo tanto, el espacio-tiempo de Minkowski es un

espacio maximalmente simétrico.

2.1.6. Algebra de Lie

El 4lgebra de Lie del grupo restringido de Poincaré Hl(?), 1) es un espacio vectorial de

10 dimensiones, cuyo producto en una base viene dado por:

(B, P)] =0, (2.24)
[M;w; Pp] = nupPu - nupp,u; (2.25)
[M!W? Mpg] = NupMyo — MMy — 10y Mg + M6 M, (2.26)

donde p, v, p,0 = 0,1, 2, 3. Los elementos de la base M* son los generadores asociados
al momento angular con la propiedad de antisimetria M* = —M"*, y los elementos de
la base P* son los generadores asociados al momentum lineal.

Consistente con lo discutido en la seccién (1.3.3), los vectores de Killing del espacio
de Minkowski dados por (2.23) satisfacen un élgebra de Lie isomorfa al algebra de Lie del
grupo de Poincaré, dada por (2.24), (2.25) y (2.26).
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2.2. Aspectos cuanticos

2.2.1. Mecanica cuantica

En esta subseccién queremos recordar los postulados fundamentales de la mecéanica
cuantica en general y el teorema de Wigner, que va a resultar la pieza fundamental en la
construccion de los observables en mecanica cuantica, en espacio curvo, que mas adelante
consideraremos.

Los postulados de la mecanica cuantica son los mismos independientemente del espacio-
tiempo, lo que si depende del espacio-tiempo son algunos de los observables. Los postu-

lados son los siguientes:

» Los estados fisicos del sistema son representados por rayos unitarios U en el espacio
de Hilbert H.

Recordemos que:

1. Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial complejo y separable, dotado de
un producto interno, < .|. >, el cual permite introducir una norma positiva con
respecto a la cual es completo (toda sucesion de Cauchy converge fuertemente en

&l).

2. Un rayo es un conjunto de vectores normalizados definidos por:

U={\:|[\=1,<UU>=1 con UeH, AeC}. (2.27)

» Toda cantidad medible A tiene asociado un observable en H. Los observables estéan

representados por operadores lineales y autoadjuntos del espacio de Hilbert.
Esto es, si A es un observable, de dominio D(.A), se verifica que:

1. AU + n®) = AAT + AD,

2. AT = A, donde AT es el adjunto de A. Asi, para cualquier operador lineal:
<OAVY >=< ADP|¥ > V U dc DA =DA.

» El valor medio de un observable A en un estado ¥ € D(A) que corresponde al rayo

¥ vendra dado por:
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<VA¥Y > € R (2.28)

La ecuacién (2.28) tendré exactamente el mismo valor para cualquier vector estado

perteneciente a un mismo rayo unitario.
= Los tinicos valores medibles posibles son los valores medios de los observables.

» La dinamica viene dada, para sistemas aislados, por una representacion unitaria del
grupo de los reales, U(t) t € R, tal que si en el tiempo ¢y € R el estado es ¥(ty), en

el marco de Schroedinger, el estado en el tiempo t vendra dado por:

(W(t)) = Ut —to) |¥(to)), (2.29)

—iHt A . . .
con U(t) = e n , siendo H un observable conocido como el hamiltoniano (gene-

rador de la dindmica). Como consecuencia, se tiene que |¥(t)) € D(H), entonces:

d .
zh& |W(t)) = H|V(t)). (2.30)
Estos son todos los postulados. De ahora en adelante consideraremos tomar, por

simplicidad, las unidades donde h = 1.

Para garantizar que nuestra teoria de la mecanica cuantica sea relativista debemos
pedirle que preserve los valores medios de los observables. Asi, si un observador inercial
S ve a un sistema fisico en estados representados por los rayos unitarios ¥ 6 ¢ y otro
observador inercial S’ ve al mismo sistema fisico representado por los rayos unitarios
U’ 6 " ambos observadores deberan coincidir en los valores medios, en particular, se debe

cumplir que:
| < WD >P=|<Ud>|2 donde Ve, ded, Vel &ecd,
es decir, que la probabilidad de transicion se conserve.

Ahora bien, nosotros sabemos cémo actiian las transformaciones de simetria sobre el
espacio-tiempo [seccién(1.3.1)] pero, podemos preguntarnos como actiian estas transfor-
maciones en el espacio de la mecanica cuantica: el espacio de Hilbert. Para responder a

ello, Wigner demostro el siguiente teorema:
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Teorema 4 (Teorema de Wigner) Sean H y H' espacios de Hilbert y'T una transfor-

macion de los rayos unitarios en H a los rayos unitarios en H', tal que:

T 0 — (2.31)

que satisface la condicion

| <TU [ TU>P=|<W|¥>P=]|<TT > (2.32)

entonces existe un operador U definido salvo un factor de fase, cuyo dominio son todos
los vectores estados V tal que si ¥ € U entonces UV € V. Este operador inducido por T

debe ser unitario y lineal

<UY|UP > = <VY|D >, (2.33)
UMV +~®) = AU+~ U, (2.34)

o anti-unitario y anti-lineal.

<UY|UP > = <UD >, (2.35)
UMV +~d) = AUV + /U, (2.36)

donde \,y € C, d € ¢, ¥ € .

La transformacion de simetria trivial ® — ® se representa con el operador identidad

U =1 salvo una fase.

En pocas palabras lo que nos dice este teorema es que las transformaciones de simetria
del espacio-tiempo 7;, que actiian sobre los rayos, vendran representadas en el espacio de
Hilbert mediante un operador, U(T}), unitario o antiunitario.

Ya que el conjunto de transformaciones del espacio-tiempo forman un grupo cuyo
producto es la composicién, es facil notar que el producto de un par de representaciones
asi como la representacion del producto de un par de transformaciones llevan un vector
de H en un par de vectores de H' generalmente distintos pero, pertenecientes a un mismo

rayo unitario; para ver esto definamos un par de transformaciones T y 15

T:0 — W, (2.37)

A

Ty: O — W, (2.38)
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Por definicién:

To(Ty) : O — U7, (2.39)
Ahora, de acuerdo al teorema:
UT) : Vo Vsibel - U¥el, (2.40)
UT) : V=¥l el - UW e, (2.41)
UT) : U — 0" e (2.42)
Luego:
U(Ty) o U(Ty) = U(Ty)U(Ty) : & — ¥ € O, (2.43)
Entonces:
U(ToT) = 1) (T)U(TY),  ofTy, Ty) € R. (2.44)

La expresion (2.44) no define una representacion de grupo, debido a la fase que aqui
aparece. Esta fase es puramente cuantica y es la responsable de numerosos efectos fisicos
sumamente importantes como por ejemplo el espin.

Las representaciones que cumplen (2.44), se denominan representaciones proyec-
tivas. Cuando a = 0 se llaman representaciones verdaderas. Existen también repre-
sentaciones proyectivas cuya fase global puede ser llevada a cero convirtiéndose en una
representacion verdadera, en este sentido las representaciones proyectivas contienen a las
verdaderas.

Se puede demostrar que si el grupo de transformaciones de simetria del espacio-tiempo
es un grupo de Lie conexo (puede ser conectado continuamente con la identidad) entonces
el grupo debera ser representado proyectivamente por operadores lineales y unitarios.
(esto es, no aparecen operadores anti-unitarios en la representacion)

Para conocer entonces las simetrias de la mecanica cuantica asociadas con el espacio-
tiempo debemos considerar estudiar las representaciones proyectivas de su grupo de iso-
metria. Sin embargo, en algunos casos [para el grupo de Poincaré en (341)] bastard con
estudiar las representaciones verdaderas del grupo de recubrimiento universal del grupo
de isometria ya que estas proporcionan todas las representaciones proyectivas del grupo

de interés.
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2.2.2. Cuantizacion

El proceso de construir la mecanica cuantica de un sistema fisico dado depende, ob-

viamente, de dicho sistema y de cuales son las cantidades fisicas a cuantizar.

La formulacién usual parte de un sistema fisico definido a través de la clasica. En este
caso, se tiene una formulacién lagrangiana o hamiltoniana (este dltimo mds general) y
a partir de ellas con un procedimiento llamado cuantizacion canodnica, por ejemplo, se
construyen observables (operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert). Sin embargo,
es bien conocido que este procedimiento es muy ambiguo y lleva en muchos casos a una
cuantizacién dependiente de coordenadas, lo cual no deberia de ser (ver p.e. [11]), ya que la
fisica es independiente de coordenadas. Otra critica mas fundamental a este procedimiento
es su afirmacion implicita de obtener la cudntica a partir de la clasica. Cuando, lo que

deberia de ocurrir es lo contrario, es decir, la clasica se debe obtener de la cuantica.

En este trabajo la idea nuestra es cuantizar cantidades clésicas geométricas que tienen
que ver con simetrias del sistema fisico en cuestion. Unas simetrias que son universa-
les a todos los sistemas fisicos aislados son las simetrias asociadas a las isometrias del
espacio-tiempo. Entonces, las cantidades clasicas geométricas a cuantizar, independiente
del sistema fisico, son los vectores de Killing del espacio-tiempo. Vale decir, a cada vector
de Killing del espacio-tiempo debemos asociar un operador autoadjunto en un espacio de
Hilbert. Dicho observable dependera del sistema fisico. Luego, para fijar la cuantizacion

necesitamos fijar el sistema fisico.

Para fijar el sistema fisico, y por lo tanto la cuantizacion, consideraremos solo sistemas
elementales, de manera que para cualquier otro sistema fisico méas complejo la cuantiza-
cién se sigue de esta cuantizacion basica “via productos tensoriales” El caracter elemental
queda definido via la exigencia de que la representacién proyectiva asociada al grupo de
simetrias que se esta cuantizando sea irreducible. Esto significaria que no hay una repre-
sentacion dentro de esa representacion y por lo tanto no habrian partes dentro del sistema
elemental. Evidentemente, no toda representacién irreducible representa un sistema fisico.

A los sistemas elementales fisicos los llamaremos particulas fundamentales.

En conclusion, nuestro procedimiento de cuantizacion seria:

1. Calcular los vectores de Killing asociados a las isometrias del espacio-tiempo. Esto

nos diria el nimero minimo de cantidades a cuantizar y cuales. Ademas de las
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reglas de conmutacion que se deducen del algebra de Lie definida por los vectores

de Killing, las cuales nos definen el grupo de isometrias.

2. Los sistemas elementales vendran dados de acuerdo al teorema de Wigner por al-
gunas representaciones proyectivas irreducibles (aquellas que tengan sentido fisico)
del grupo de isometria obtenido en el item 1. Obtendremos asi, al tener la repre-
sentacion, el espacio de Hilbert y los generadores del algebra de Lie que seran los

operadores autoadjuntos asociados a los vectores de Killing.

2.2.3. Representaciones unitarias e irreducibles de Hl(l, 1)

En esta seccién consideraremos la cuantizacion en el espacio-tiempo de Minkowski
pero, en (14+1). Aunque la cuantizaciéon en Minkowski es bien conocida en (3+1), la situa-
cién en (141), independientemente de la dimension, tiene ciertas analogias generales con
lo que ocurre en (3+1) y con lo que ocurrird después en la cuantizacién que nos intere-
sa en espacio-tiempo curvo que justamente consideraremos en (141). Es decir, primero
estudiaremos (14-1) plano y después (1+1) curvo.

El procedimiento que seguiremos es el descrito en la seccién anterior y lo haremos a
modo de entrenamiento para la posterior cuantizacion de espacio curvo (lo que es nuestro

interés).

Grupo y algebra de Lie de Lorentz y Poincaré

El grupo de Lorentz L(1,1) se puede ver como el grupo de Lie matricial O(1,1) cuyos

elementos satisfacen (2.5). El tensor métrico, en una base ortonormal, viene dado por:

(5 ) (245)

Cada componente del grupo de Lorentz ((2.11) - (2.14)) se identifica con la variedad

R a través de los difeomorfismos:

h — sinh
weR & LLsAw) = CO,S v i , (2.46)
—sinhw  coshw

(2.47)

— cosh inh
weR & LiBA(w) = 'cosw . ,
sinhw  — coshw

h — sinh
weR & LU sAw) = [ 00 73me (2.48)
sinhw — coshw
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—coshw sinhw
weR & L3 Aw) = _ : (2.49)
—sinhw coshw
El grupo Ll(l, 1) es un grupo de Lie conmutativo, unidimensional, cuya variedad
asociada es R y por ende es un grupo no compacto y simplemente conexo.

El grupo restringido de Poincaré Hl(l, 1) viene dado por:
I, =R® ©S0'(1,1) .

Ademas, el algebra de Lie de Hl(l, 1) es un espacio vectorial de dimension tres (en

una base sus elementos independientes son P, P* y M%) viene dada explicitamente por:

[POa Pl] = O )
(Mo, Pl] = R, (2.50)
(Mo, By] = Pr.

Representaciones proyectivas, unitarias e irreducibles del grupo de Poincaré

Si queremos realizar el grupo de simetria en mecanica cuantica, la estrategia, segin lo
expuesto, es hallar la representaciones proyectivas del grupo de simetria. Ahora, como el
grupo restringido de Poincaré es un grupo de Lie conectado con la identidad, sus repre-
sentaciones de acuerdo con el teorema de Wigner, serdn unitarias proyectivas en vez de
antiunitarias proyectivas. Finalmente, como buscamos describir las particulas elementales,
estas representaciones seran irreducibles.

Como las particulas elementales seran representaciones proyectivas irreducibles del
grupo Hl(l, 1) vamos a exponer explicitamente estas representaciones ya calculadas en
[13], teniendo presente que las particulas libres corresponden a representaciones verdaderas
del grupo restringido de Poincaré, en este caso [13].

Estas representaciones unitarias irreducibles vienen dadas (en la representacién de

momento) por la accién de grupo:
[U(a, A)¥](p) = e "W (A "p) | (2.51)
en los siguientes espacios de Hilbert y son:
= p € RM|(plp) = —p?,p" > 0

siendo p°, la energia, como debe ser en el espacio de momento, ya que como es bien

conocido energia y momento se unen formando un bivector, p = (/(p!)2 + u2, p'), p' el
momento lineal y ¢ la masa.
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El espacio de Hilbert donde actiia esta representacion es L*(R, %), donde C;%l con

p° = 1/(p')? + p2 es la medida invariante Lorentz. El producto escalar estd definido por:

(0 [ws) = [ W) ()~

Sus representaciones asociadas describen las propiedades de transformacion de parti-

(2.52)

culas con masa en reposo m = u 'y p° > u (energia positiva).
= pe RM[(plp) =0,p' =p° >0

El espacio de Hilbert donde actia es L*(R™, ‘2’%1)7 con producto escalar definido por:

[e%S) . dpl
(W) = [ i) a(r) (2.53)
Sus representaciones asociadas describen las propiedades de transformacién de parti-
culas con masa cero, con espectro continuo del operador energia perteneciente al intervalo
[0,00) (energia positiva) y con espectro continuo del operador momento lineal pertene-

ciente a [0,00) (momentum lineal hacia la derecha).
= p € RY(plp) =0,—p' =p" >0
El espacio de Hilbert donde actiia es L*(R™, %), con el producto escalar:

0 o dp'
(nfws) = [ Vi) (2:54)
Sus representaciones asociadas describen particulas de masa cero, con energia positiva

y momentum lineal hacia la izquierda.

Como ejemplo para comparar con la cuantizacién en espacio-tiempo curvo considere-
mos la construccion de los observables para la particula masiva [sin espin ya que no hay
en (141)]. Esta construccion se sigue directamente de las representaciones como veremos
a continuacion:

Para encontrar el generador de las traslaciones temporales partiremos de la accién
(2.51), tomando A =1 € L1 (1+1) y a = (7,0) = a, € RY'. El producto definido en la

representacion sera:

pla, = p°T, (2.55)

y por lo tanto,
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U(ar, 1)¥](p) = e "7 W(p). (2.56)

La ecuacién (2.56) es la ecuacién de la evolucién de la particula, luego:

[U(ar, 1)W)(p) = e 470 (p), (2.57)

de donde se obtiene que el generador de las traslaciones temporales es:

HY(p) = p"¥(p). (2.58)

Si ahora, consideramos A = 1 € LI (14 1) y a = (0,7) € R"', obtendremos que el
generador de las traslaciones espaciales sera:

P'=p'¥(p), (2.59)

lo cual era de esperarse porque nos encontramos en la representaciéon de momento.
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Capitulo 3
El espacio-tiempo de de Sitter

En este capitulo queremos precisar lo que se entiende por el espacio-tiempo de de
Sitter a nivel de la teoria clasica de la relatividad general. Un aspecto de las soluciones
a las ecuaciones de Einstein es que estas estan escritas, normalmente, en coordenadas,
pero, ;cuales coordenadas?, ;de qué variedad?. Esto es paraddjico, ya que el objetivo al
resolverlas es construir la variedad y la métrica sobre dicha variedad, y ninguna de estas
puede ser considerada como dada. El método usual entonces sera hacer un ansatz basado
en alguna intucion fisica de lo que deberia ser el espacio-tiempo en una carta coordenada
de la supuesta variedad buscada. Aun si encontraramos una “solucién”, el resultado final
no serfa mas que una expresién local de la métrica en un abierto de R*; el resto de la
variedad serd atin desconocida. Evidentemente, la fisica reside en los aspectos globales que
definen la variedad. Por lo tanto, necesitamos saber cuando hemos encontrado la variedad.
Justamente, aqui serd fundamental el concepto de completitud geodésica (no muy tomado

en cuenta en la literatura).

El espacio-tiempo de de Sitter, que es el que nos interesa, usualmente es una solucién
local de las ecuaciones de Einstein que cuando se extiende a un espacio geodésicamente
completo resulta en una variedad (que es una solucién global) que es homeomorfa a una
variedad embebida en M™*!, que serd Lorentziana, que es ademés, maximalmente simétrica

y de curvatura constante y positiva.

Por comparacion con el espacio-tiempo de Minkowski calcularemos los vectores de Ki-
lling de de Sitter en (34+1). Para la cuantizacién que estudiaremos en el préximo capitulo,
serd fundamental estudiar los vectores de Killing en (1+1) y probaremos que no hay
vectores de Killing tipo tiempo para este espacio, en contraposicion con Minkowski en
(141).
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3.1. dS,; como soluciéon de vacio a las ecuaciones de

Einstein

Sea la ecuacién de Einstein:

1
R, — §ng, + Agu =87T),. (3.1)

Los indices en la ecuacion anterior pueden contraerse para obtener:

R =4\ — 8T, (3.2)

por lo que (3.1) puede escribirse como:

1
R, —ANgy =8n(T,, — §Tgw,). (3.3)

Si se considera un universo vacio tal que el tensor de energia momento y su traza sean

nulos, entonces (3.56) se simplifica, resultando:

R, = Agp. (3.4)

Para resolver la ecuacion (3.4) consideraremos una métrica independiente del tiempo

y con simetria esférica (ansatz),

ds® = f(r)dr® 4+ r*(d6® + sin® 0d¢®) — g(r)dt>. (3.5)

Debido a la signatura (—+++) las funciones f(r), g(r) > 0. Luego, podemos proponer

que la métrica se escriba como:

ds? = P dr? 4+ 12(d6? + sin® 0dp*) — M) dt?. (3.6)

Con esta métrica las componentes de ecuacion (3.4) pueden escribirse:

AeB0) — Bim + i(—A’z(r) + A'(r)B'(r) — 2A" (1)), (3.7)
Ar? = ;eB(r)(—2 +2eB0) —r A'(r) + rB'(r)), (3.8)
Ar? = Ry, (3.9)
A eA(r)fB(r)
—AeA) = = (rA%(r) + A'(r)(4 = 7B'(r)) + 20 A"(r). (3.10)

De restar las ecuaciones (3.7) y (3.10) y luego integrar en r se obtiene:




3.1 dS,; como soluciéon de vacio a las ecuaciones de Einstein 49

A(r)=-B(r)+C. (3.11)

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (3.8):

A1+ rA) =1 Art, (3.12)

La ecuacién anterior puede escribirse como:

iwmﬂzwo_3>, (3.13)

Integrando la ecuacién diferencial (3.13), se tiene:

- ),

r

(3.14)

Finalmente si se considera C' = 0, sin pérdida de generalidad, la métrica toma la forma:

1 Ar? M
ClS2 = (M) d’l"Q + ?"2(6{92 + Sin2 0d¢2> — (1 — 77, - > dtQ (315>
-y S

Esta métrica se denomina la métrica de Sitter- Schwarzschild, las coordenadas
que aqui se expresan se denominan coordenadas estaticas, puesto que no dependen del
tiempo.

Ya que el espacio-tiempo que se quiere modelar no se encuentra bajo la influencia de
ningtin objeto masivo, M = 0, entonces se obtiene la métrica para el espacio-tiempo de
de Sitter:

1 Ar?
ds* = e dr® 4+ r*(d6? + sin® 0d¢®) — [ 1 — —— | dt*. (3.16)
r 3
1
3

La solucién anterior, como habiamos comentado al principio de esta seccién, no sa-
bemos si representa toda la variedad. Lo que deberiamos averiguar es si esta solucion
aparentemente local es geodésicamente completa. Es facil ver que no lo es, pero, no lo
chequearemos explicitamente ya que mas adelante construiremos la solucién geodésica-
mente completa, que extendiende a esta solucién, de otra manera. Por lo tanto, esta
solucion que se consigue a través del método usual de resolver las ecuaciones de Eins-
tein no es la solucion completa y sacar conclusiones de ella seria erréneo. En particular,

el calculo de los vectores de Killing estaria incorrecto y por lo tanto su cuantizacién de
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acuerdo al método que hemos propuesto. Por ejemplo, segiin (3.16) existe un vector de

Killing tipo tiempo en de Sitter. Mas adelante veremos que esto no es cierto.

Para construir la variedad geodésicamente completa podemos proceder construyendo
otras cartas que extiendan esta solucion, andlogamente a como se hace con las extensiones
de Kruskal para la métrica de Schwarzschild (ver p.e [5]). Sin embargo, no seguiremos ese

camino y en la préoxima secciéon daremos la solucion global de manera explicita.

3.2. de Sitter en (34 1) dimensiones

En esta secciéon, con la problematica planteada en la secciéon anterior queremos cons-

truir la solucion global de de Sitter.

3.2.1. Aspectos geométricos

Consideremos la variedad D cuadri-dimensional en R® dada por el conjunto de puntos

que satisfacen:

(X1 + (X + (X7 + (X)) — (X0 =12 (3.17)
D es un hiper-hiperboloide, de 4 dimensiones, en R® en analogia con el hiperboloide
2

bidimensional: 22 + 3? — 22 = r2.

Al intersectar D con el hiper-plano constante X°, se obtiene una 3-esfera de radio
r = /1 + (X°)2. Luego, con la variacién del tiempo tendremos familias de 3-esferas de
radios variables. A partir de la relacién hiperbdlica entre X° y X (i = 1,2, 3,4) se puede

notar que una opcion conveniente para parametrizar esta variedad D sera la funcion:

x(ta, é1, ¢, 0) : (—00,00) x (0,7) x (0,7) x (0,27) — R°. (3.18)

Donde las coordenadas toman la forma:

. t .
X' = lcoshTGwZ, i=1,2,34,

X% = [sinh th
(3.19)

siendo w® la parametrizacion espacial de las tres esferas para X constante.
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En este dominio la funcién es invertible y por lo tanto un homeomorfismo con un
abierto de R*. Al par de ecuaciones (3.18) y (3.19) se le considera una carta para el
hiperboloide. En la literatura se le conoce como carta global, sin embargo, un anélisis
topoldgico de de Sitter (ver 3.2.3) muestra que no puede existir una carta global.

Diferentes parametrizaciones del hiperboloide exponen distintos aspectos de su geo-
metria local, sin embargo, el estudio de los distintos sistemas coordenados para D no es
el objetivo de este trabajo y serd innecesario ya que los aspectos globales los tomaremos

en cuenta de otra manera. Otras parametrizaciones de D pueden encontrarse en [10].

El tensor métrico

En R® podemos definir una variedad con métrica Lorentziana g, especificando que el

producto interno satisface:

gp(zua xu) = gp(e;u 6,,) = TuV. (320)

R® con esta métrica se denota por M*! y es justamente el espacio-tiempo de Min-
kowski en 5 dimensiones, luego D C M*! y podemos darle la métrica de éste restringida

a D. La pregunta seria: jel resultado serd una variedad Lorentziana?

Cada punto p € D tiene asociado un plano tangente, 7,,(D), cuya base de vectores
0 9 9 9
9g17 Oy’ O’ Orgy
componentes con respecto a la base coordenada cartesiana de M*!:

coordenados, }, de acuerdo a (1.1), vendré dada explicitamente por sus

Ty, = sinh th (coth th, sin ¢y cos ¢g, sin @1 sin @9 cos 6, sin ¢y sin Py sin 0, cos ¢y),
rs, = lcosh th(O, COS ()1 COS (hg, COS Py SiN g COS B, COS Py Sin Pg sin O, — sin ¢y ),
r4, = lcosh th((), — sin ¢ sin ¢g, sin ¢ cos ¢ cos O, sin @1 cos g9 sin b, 0),
xg = lcosh th(0,0, — sin ¢y sin ¢ sin 6, sin ¢ sin ¢, cos 4, 0). (3.21)

Al restringir el producto interno definido en (3.20) a cada espacio tangente T,(D), p €

D en la variedad, se define una métrica Lorentziana , cuyas componentes son:
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-1 0 0 0
0 12 cosh? tTG 0 0
o] = 3.22
9] 0 0 1 cosh? % sin? ¢y 0 (3.22)
0 0 0 1% cosh® 4 sin ¢ sin ¢3
O en la forma usual: .
ds® = cosh? -2 dQ2 — dt?,. (3.23)

[
donde d©3 es el diferencial de volumen de la tres-esfera.

Con esta métrica Lorentziana, heredada de M%*!, la variedad cuadri-dimensional D
es un espacio-tiempo (3+1) dimensional. Para interpretar este espacio-tiempo lo introdu-
ciremos en las ecuaciones de Einstein y veremos que es solucion de vacio con constante
cosmoldgica positiva en la seccién que sigue. La métrica en (3.23) tiene singularidades en
0=0,0=m ¢;=0y ¢ =m, con (i = 1,2) pero, estas singularidades son consecuencia

del uso de las coordenadas.

Tensor de Einstein

Se puede demostrar que las inicas componentes del tensor de Ricci distintas de cero

para la métrica en (3.23) son:

3
Roo = (3.24)

) _ﬁ7

t
Ry = 3cosh27G,

t
Ryo = 3 cosh? TG sin® o1,

t
Rs3 = 3cosh? TG sin? ¢ sin? .1

Luego las componentes del tensor de Ricci obedecen

3
RMV = ﬁguu (325)

Al contraer el tensor de Ricci con la métrica se obtendra entonces el escalar de

curvatura:
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12
R=g"R, — S5 —12 (3.26)

EN A

Luego, las componentes del tensor de Einstein seran:

1 s 3 o 1o g 3
G/“, = ij — iRgM = ﬁgu — 5 21% = —ﬁgwj. (327)

Si la distribuciéon de masa-energia es nula, es decir, en presencia de vacio, se tendra

que la ecuacién de Einstein escrita en (3.3) toma la forma:

G+ ANgu = 0. (3.28)

Luego, la variedad Lorentziana D, definida por el hiperboloide, es un espacio-tiempo
solucion a la ecuacién de Einstein con constante cosmoldgica A = l% Esta solucion, como
debe ser y como verificaremos, es una extensién de la solucién local (3.16) y es llamada el
espacio-tiempo de de Sitter, el cual denotaremos por dS;. Aunque la carta coordenada

no cubre el hiperboloide completo es facil ver que todo el hiperboloide es solucion.

Geodésicas
Considérese el espacio-tiempo dSy con la métrica (3.23) y a(t) = (u'(t),...,u’(t)) un
curva suave, luego:
(a(t), a(t)) =12 (3.29)
Si consideramos la derivada temporal de la expresion anterior se obtendra:

dut du* du?®
12U AN - TR
u'(t) o T tu (1) il (t) o 0. (3.30)

Lo cual en t = tg, se escribe como:
(a(to), & (tg)) = 0. (3.31)

Lo que implica que p = a(tp) es un vector normal a cualquier vector v € T),(dSy).

Para obtener las geodésicas del espacio-tiempo de de Sitter no se resolvera la ecuacion
de la geodésica, sino que se considerara el hecho de que el corte del hiperboloide con

los distintos planos bidimensionales en M*!, que pasan por el origen, determinan curvas
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cuyas parametrizaciones satisfacen la ecuacion (1.28). A su vez toda geodésica determina

un plano, via el vector tangente a la geodésica y el vector posicion a(t) (ver, p.e., [10]).

Considérese p € dS; un vector arbitrario fijo de M*! y v € T,(dS), debido al teo-
rema (2) solo hay geodésicas tipo espacio, tipo tiempo y nulas. Luego, para probar la
completitud geodésica, estudiemos cada uno de estos tipos de geodésicas.

Sea v: Tipo espacio

v
Se define eg = — y p = b vectores unitarios y ortonormales. Luego p y eg

v, U) 2 [2
expanden un espacio bidimensional denotado por:

Span{p,ep} = ap + beg : a,b € R. (3.32)

La interseccion de dicho plano con d.Sy consiste de todos aquellos puntos que satisfacen:
(ap + beg, ap + beg) = I2,
a+v = 2 (3.33)

Podemos parametrizar la circunferencia en Span {p,eg} por:

a,(t) = cos(kt)p + sin(kt)eg; —00 < t < 0. (3.34)

Donde

N

k= (v,0)2,
) = p,
) = keg,
glal ), 0l(t) = K
) = —ka,(t).
(3.35)

Luego (3.34) define la geodésica tipo espacio para el espacio de de Sitter.

Sea v: Tipo tiempo
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v
Se define el vector unitario e; = ﬁ ortonormal a p. Luego e; y p expanden un
—(v,v)2
espacio bidimensional denotado por:

Span{p,e;} = ap + be; : a,b € R. (3.36)

La interseccién de dicho plano con dS, consiste de todos aquellos puntos que satisfacen:

(ap + bey, ap + be,) = 17,
a2 = I (3.37)

La ecuacién (3.39) consiste en una hipérbola y una de sus ramas puede parametrizarse

de acuerdo a:

a,(t) = cosh(kt)p + sinh(kt)ey; —00 < t < 0. (3.38)
Donde:
OéU(O) = Db
al(0) = ke,
glon(t), ay(t) = K,
Alt) = Kay(t).
(3.39)

Luego (3.38) define la geodésica tipo tiempo en el espacio de de Sitter.

Finalmente, sea v nulo:
Entonces {p,v} es una base ortonormal para el espacio bidimensional:

Span{p,v} =ap+bv:a,beR. (3.40)

y su interseccion con d.S; consiste de todos aquellos puntos:
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(ap + bv,ap +bv) = [*

a? = 1

a = =l (3.41)

La ecuacion (3.41) consiste de dos rectas nulas que pueden ser parametrizadas por:

a,(t) = p+ tv; —00 < t < 00. (3.42)

Donde se puede chequear:

ko= —(v,v)z, (3.43)
a,(0) = p,
a,(0) = v,
9(a, (1), (1)) = 0,
al(t)y = 0.

(3.44)

Luego (3.42) define la geodésica nula en el espacio de de Sitter.

Como los parametros naturales de cada geodésica tipo tiempo, tipo espacio y nula estan
definidos sobre todo R, y puesto que todas las geodésicas son de alguno de estos tipos
[teorema (2)], entonces de Sitter, definido por D, es un espacio-tiempo geodésicamente

completo.

3.2.2. Vectores de Killing

De acuerdo a (1.37), las ecuaciones de killing, en coordenadas globales, vienen dadas

por:
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D, Epy, — cosh 4 sinh & & = 0,

a¢15¢2 + a¢2§¢1 0,

84’159 + 89§¢1 — 2cot p1p = 0,

Or&pr + 0, &, — 2tanh tTG§¢1 = 0,

Dy, + s8I Py cO8 P1&y, — cosh Csin® lag, - = 0,
0p€py + Dpy€o — 2 cot 916 = 0, (3.45)

atG§¢2 + a¢2£tc — 2tanh tTG £¢2 = 0,

Doy + sin ¢y sin? g cos P14, + Sin dg cos p1&4, —
cosh % sin? ¢y sin® ¢y sinh 16, = 0,
atc£0 + 39&@ — 2tanh tTGé.@ = 0,

atggtg =

Con la ayuda del Software Maple 18, se obtuvieron los vectores de Killing de este
espacio-tiempo, los cuales pueden verse en el apéndice B. Cabe destacar que V;, V5, V3 v Vj,
en el apéndice B, se corresponden con &y, , €y, , o ¥ &1y, Tespectivamente (las componentes

contravariantes se hallan de la manera usual con la métrica).

En principio se puede destacar que de Sitter es un espacio maximalmente simétrico,
ya que tiene un ntumero de vectores de Killing independientes igual a 10 (ver apéndice B).
Es importante notar que, aunque 9y, no es un vector de Killing, esto no implica que no
pueda existir un vector de Killing tipo tiempo, ya que habria que tomar en consideracion
la combinacion lineal de todos los vectores de Killing obtenidos. No hemos encontrado una
demostracion de este resultado en la literatura pero, al parecer, se da por conocido que
en de Sitter no existe un vector de Killing tipo tiempo. Luego, una cantidad conservada
analoga a la energia en Minkowski, donde existen vectores de Killing tipo tiempo, no
existe en de Sitter. En el caso de dS5 es mas sencillo demostrar que no existen vectores
de Killing tipo tiempo, porque al ser el ntiimero total de vectores de Killing 3 (en lugar de

10) los célculos son mas simples, y lo haremos més adelante.

3.2.3. Topologia de dS,

Como hemos visto es importante considerar los aspectos globales de de Sitter. Local-
mente de Sitter (como cualquier variedad cuadri-dimensional) es un R* pero, globalmente
no. En esta seccion, queremos probar este hecho usando los invariantes topoldgicos que
son los grupos de homotopia.

La manera de saber que dos espacios topoldgicos son globalmente equivalentes es via

la existencia de un homeomorfismo. Entonces, queremos ver que dS; no es homeomorfo a
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R

Un espacio topologico (X, ©) puede poseer distintas propiedades topolégicas. Si dos
espacios topoldgicos son homeomorfos estos compartiran una serie de propiedades que se
conocen como invariantes topolégicos. Por lo tanto, basta que un invariante topologico
sea diferente para que los espacios no sean homeomorfos. Precisamente, esto es lo que
haremos para demostrar que R* no es homeomorfo a dS; (de paso, esto significa que no
existe una carta global que cubra a de Sitter). Algunos invariantes topol6gicos importantes
son: los grupos de homotopia, la simple conexidad y la contractibilidad.

Un espacio topologico X se dice simplemente conexo si toda curva cerrada en
X es deformable continuamente a un punto; si ademaés, todo el espacio puede contraer-
se o deformarse en un punto continuamente, el espacio topoldgico se dice contractil.
Evidentemente ser contractil implica ser simplemente conexo pero, lo contrario no es
necesariamente cierto (por ejemplo: las esferas n-dimensionales n > 2).

La idea de deformar una curva en otra, se aborda rigurosamente a través de la de

definicién de homotopia. La cual recordamos a continuacion (ver también apéndice A):

Sea f:1 — X yg:I— X dos curvas continuas, con I = [0,1], que tienen el mismo
punto inicial, p € X y final, ¢ € X. Se dira que f es homotopica a g, lo cual podemos
denotar por f ~g¢g,sid H : I x I — X tal que:

H(S’O) :f(S) H(O,t),:p,
H(s,1) =g(s) H(1,t)=q.

Una utilidad del concepto de homotopia es que se puede generalizar a deformar objetos
mas complicados que curvas, por ejemplo, el concepto de contractibilidad. No entraremos
en el detalle de precisar estas deformaciones generales (ver apéndice A). Sin embargo,
diremos que un espacio topologico es contractil si es homotdpico, en un cierto sentido,
al espacio topoldgico mas simple, el punto. También, diremos que un espacio topologico
es simplemente conectado si toda curva cerrada constante es homotépicamente igual a la
curva constante.

Un cilindro bidimensional, por ejemplo, no es homeomorfo a R? porque no es simple-
mente conectado. El hiperboloide bidimensional en M?1, el cual seria dSs, es un cilindro
de radio variable. Por lo tanto, no seria simplemente conectado. Luego, en este caso resulta
trivial que dS, no es homeomorfo a R%. Para dS, la situacién es menos trivial.

El ser simplemente conexo se puede sintetizar en el concepto del primer grupo de

homotopia o grupo fundamental (ver apéndice A). En términos del grupo fundamental el
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ser simplemente conexo implica que el primer grupo de homotopia es la identidad (grupo
trivial). Entonces, en el caso de dS,, el grupo de homotopia de R? es la identidad pero,
el de dS; es no trivial. Resulta ser que para dS; el primer y segundo grupo de homotopia
son triviales como ocurre con R*.

Empleando el teorema 7 del apéndice A se puede calcular el primer grupo de homo-

topia no trivial para de Sitter, que resulta ser el tercero:

7Tg<d54) = Wg(R X 53)

7T3(R X SS) = 7T3(R) X 7T3(S3),
= 0x Z,
= Z.

donde X es el producto directo de grupos y = indica que los grupos son isomorfos.

Luego, por lo comentado anteriormente, al ser m3(dS,) no trivial se sigue que este no
es homeomorfo a R*, ya que este 1ltimo tiene todos sus grupos de homotopia triviales.
Notemos, que al ser m3(dSs) no trivial, esto significa que este espacio topolédgico no es
contractil (todo espacio contractil tiene todos sus grupos de homotopia triviales) y por
lo tanto de aqui también se concluiria que no es homeomorfo a R* ya que este tltimo es
contractil.

Tomar una carta global para una variedad 4-dimensional implica establecer un ho-
meomorfismo entre todo el dominio de la variedad y un abierto de R*. En el caso de de
Sitter dicho homeomorfismo global no existe, porque la variedad no es homeomorfa a R*.
Luego, la llamada carta global o coordenadas globales, si se consideran bien los dominios,

es en realidad una carta local de de Sitter.

3.3. De las coordenadas estaticas a las coordenadas

globales en dS,

A continuacion vamos a considerar las llamadas coordenadas estaticas que son muy
utilizadas para describir de Sitter. De la topologia de dS; sabemos que no hay coordenadas
globales y por lo tanto estas coordenadas estaticas seran locales también. Justamente,
estas coordenadas son las que se obtuvieron cuando resolvimos la ecuaciéon de Eisntein
en la seccién 3.1. En esta seccion probaremos que esa solucion esta incluida en el sistema
de coordenadas llamado global. Esto significa que dSy4, que es mas “grande” que la region

descrita por las coordenadas globales, es una extension de la solucién (3.16).
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Si se introduce un nuevo parametro r de forma que:

(X2 4+ (X2 + (X?)? =2 (3.46)

Entonces, al imponer esta restriccién en (3.17), se obtiene una hipérbola dada por:

—(XO? 4+ (XN =12 -2 (3.47)

Una parametrizacion que tome en cuenta dicha restriccion puede escribirse como:

Xt = rw', i=1,2,3,

x4 = —l\/l—?“?cosh;, d=4,
XY = - \/1—r251nh§. (3.48)

Donde w' es la parametrizacién espacial de la 2-esfera y r puede ser identificado como la

coordenada radial (0 < r < 00).

Consideremos analizar las siguientes expresiones:

_XO _|_ Xd - lQ _ 7"2 e

. ’ 3.49
X0 4 oxd - o (3.49)

Luego, para la regién r < [ estas coordenadas cubren solo un cuarto del de Sitter glo-
bal que se obtuvo del encajamiento. Las coordenadas expuestas en (3.48) se denominan
estaticas ya que la métrica dada por (3.23), escrita en estas coordenadas, no dependen
del tiempo. Al cubrir solo una parte del espacio-tiempo se puede notar que la solucién a
la ecuacién de Einstein (3.16) es incompleta, ya que no cubre toda la variedad geodésica-
mente completa (el hiper-hiperboloide). Para corroborar esto consideraremos el cambio de

coordenadas en la interseccion de estas cartas y partiendo de (3.23) llegaremos a (3.16).

Comparando el cambio de coordenadas expuesto en (3.48) con el de la ecuacién (3.19)

se obtiene:
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¢ = g, (3.50)
0 = oo, (3.51)
te = sinh™" (—VI—r2sinht), (3.52)

_ -1 _ "
f1 = ftan ( \/1—7ﬂcosht>' (3:53)

Luego para los cambios triviales se tendra:
dp = dbg,
dip = dos,

Y para los otros dos cambios, no triviales:

v1—1r2cosht rsinht

dtc = — dt — dr,
\/1— —1 4+ r2sinh’t)) \/1—r2\/1+(1—r2)sinh2t
rcosh™ ¢t tanht /1 — r2 cosh™'¢
dp, = dr.

1 — 72 + 72 cosh™ 1= ?"2\/1 (1 —72)sinh?¢

Sustituyendo estos resultados anteriores en la métrica (3.23) se obtiene la métrica para
de Sitter (3.16), corroborando lo dicho.

Notemos, que de la métrica estatica obtenemos el vector de Killing tipo tiempo 0.
Si tomamos a esta como la solucién de de Sitter su cuantizacién nos llevaria a un ha-
miltoniano asociado al vector de Killing d;. Como hemos probado, esta solucién no es
geodésicamente completa ya que es una parte de dS4. Y puesto que globalmente no exis-

ten vectores de Killing tipo tiempo en dS, este hamiltoniano cuantico estaria incorrecto.

3.4. de Sitter en (141) dimensiones

Con los objetivos que hemos planteado, el proximo paso seria establecer la mecanica
cuantica en dS4. Sin embargo, por simplicidad consideraremos el espacio de de Sitter en
(141) dimensiones para esta tarea, ya que no se pierde mucho, porque globalmente dS,
tambien es no trivial. Esta simplificacion es muy usada en la literatura (ver, p.e., [16],
[17], [18], [19], [20]). En esta seccién consideraremos los aspectos clasicos de dSy y como
consecuencia de la no trivialidad de dS, probaremos que no existen vectores de Killing

tipo tiempo globales. En el préximo capitulo estudiaremos los aspectos cuanticos.
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3.4.1. Geometria de dS,

Sea dS5 la variedad (hiperboloide) bidimensional dada por el conjunto de puntos p €

M?! que satisfacen:
(p,p) =1, (3.54)

Lo que en términos de las coordenadas se escribe como:

(X2 4+ (X2 - (X9)2 =12 (3.55)

De la relacién hipérbolica en (3.55) es trivial notar que una parametrizaciéon posible

para el hiperboloide es:

ta

t
7 sinh . (3.56)

t
X(¢1,tg) = (lcos@y cosh TG’ [ sin ¢ cosh l
La parametrizacién descrita en (3.56) es invertible en el intervalo (0,27) x (—o0, 00) v
por ende es una carta en este dominio. Llamaremos a estas coordenadas las coordenadas
globales para dS;. Sin embargo, como ya hemos discutido de Sitter en (141) dimensiones

no es cubierto por una sola carta ya que no es simplemente conectado.

Tensor métrico

Restringiendo el producto interno de M?! a cada espacio tangente en la variedad se

obtiene que la métrica, en estas coordenadas, adquiere la forma:

9] = [_1 ! ] | (3.57)

0 [2cosh? tTG

Luego, el elemento de linea se escribe como:
ds? = [*cosh®tg do? — dt?,. (3.58)

El tensor de Riemann y el escalar de curvatura

Se puede demostrar que las componentes distintas de cero del tensor de Riemann en

este espacio-tiempo de dos dimensiones son:

1
1 _ 1 2 _ 2 to 2 _ 2 tg
Ry = 72 Ry = 72 RYy; = cosh T Rf15 = —cosh I
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Por lo que este espacio-tiempo posee curvatura distinta de cero en cada punto. Ademas,
el tensor de Ricci obedece:

1
R;; = 29 (3.59)

Al contraer este tensor con la métrica se obtiene:

o 1, 1. 2

Entonces dS; es un espacio-tiempo de curvatura constante y positiva.

Geodésicas

Las geodésicas para dSy seran aquellas calculadas en la seccién 3.2.1, para dSy, res-
tringidas obviamente, con la acotacién de que los vectores p y v viven ahora en un espacio
de tres dimensiones.

No obstante, consideraremos una familia de geodésicas que son importantes para con-
sideraciones posteriores. Estas son las generadas por el campo vectorial, inducido por el

sistema de coordenadas global:

_ 9
- Ote’

Este define, esencialmente, un vector global tipo tiempo. A continuacién demostramos

v (3.61)

que este campo vectorial es geodésico.

VIV 0" = vY(0,0") + v (T 45 v?),
= v (01w") + v2(Oav?) + M (T 15 v7) + 01 (010?) + v (T2 15 V7)) + 02 (T 95 07) +
U2<82U2> + ’ZJQ(P2 28 Uﬁ), (362)

Ya que la componente v! es nula y la componente v? es constantemente igual a uno,

la expresion (3.62) se escribe como:

t
V"V = v*(tanh TG o) + v?(0y0?),

= 0. (3.63)
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3.4.2. Vectores de Killing

Las ecuaciones de Killing para este espacio-tiempo, en coordenadas globales, vienen

dadas por:
t t
0p, &y, — cosh TG sinh TG&G = 0,
t
D9, Eres + OuEo, — 2 tanh TG&” — 0 (3.64)
8tc§tc == 0

Las componentes covariantes de los vectores de Killing en la base de coordenadas glo-
bales pueden ser calculadas facilmente de (3.64). Para calcular sus componentes contra-
2 2
t
variantes consideramos que: §;, = Zg¢1b§b = [? cosh? 7G§¢1 v & = thcb ¢b = —¢le,
b=1

b=1 -
Luego, las componentes contravariantes de los vectores de Killing resultan:

B t
h <

A t F
£¢1 — 7 tan l COS d)l — 7 tanh TG Sin gbl + 7; (365>

€'¢ = Acos¢ + Bsingy, (3.66)

donde A, B y F son constantes arbitrarias reales. Por lo tanto, el campo vectorial de
Killing méas general se escribird, introduciendo los vectores bases coordenadas {0y, , 0y, },

CcOo1mao:

- 1 t 1 t F
E=A (cos ¢1 Oy, — - tanh G gin 01 8¢1> + B ( tanhTG cos ¢1 Og, + sin ¢y 8tG> + =

I 1 1 7 Dor

(3.67)

Como existen tres constantes arbitrarias entonces existiran tres vectores de Killing li-
nealmente independientes, luego el espacio dS; es maximalmente simétrico. Para la métri-
ca (3.58), 0, no es un vector de Killing, sin embargo, esto no implica que no exista un

vector de Killing tipo tiempo, ya que puede ser un problema de coordenadas.

A continuacién probaremos que no existen vectores de Killing tipo tiempo (globales)

en dS,. En efecto, supongamos que estos existen, esto implicaria:
£ <. (3.68)
Luego,

t A t B t F\?
1% cosh? TG (_l tanh TG sin @1 + 0 tanh TG cos @1 + l) — (Acos¢y + Bsing)? < 0.
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Definamos:

t t t
C(tg,¢1) = cosh TG (—A tanh TG sin ¢1 + B tanh TG cos 1 + F) ,
D(¢y) = (Acosg¢; + Bsingy).

Notemos que D(¢;) estd acotada superiormente:

|D(¢1)] = |Acos¢y + Bsingy| < |Acos¢i|+ Bsin¢y|,
< |A| + |B.

Esto es:

ID(¢1)|* < (JA| +|B|)? = M.

Entonces, D(¢;) estd acotada superiormente por una constante. Puesto que t¢ es arbi-
trario, C(tg, ¢1) puede hacerse crecer tanto como se quiera. Luego, la cantidad C*(tg, ¢1)—

2 o . . . ~ 2t .
D?(¢1) solo serd tipo tiempo si el coeficiente que acompaiia al cosh” *¢ se anula. Esto es:

t t 2
(—A tanh TG sin ¢ + B tanh TG cos ¢ + F) =0. (3.69)

De donde se sigue:

t t
—Atanh TG sin ¢, + B tanh TG cos ¢y + F = 0. (3.70)

Multiplicando esta ec. por sin ¢, e integrando en ¢; se obtiene:

t
A (tanh f) m=0. (3.71)

Por lo tanto, A= 0. Luego, (3.70) se reduce:

B tanh th cos¢y + F = 0. (3.72)

Analogamente, multiplicando por cos ¢; e integrando en ¢; se obtiene:
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t
B (tanh f) 7 =0. (3.73)

Por lo tanto, B = 0. Lo que implica a su vez que F = 0. Lo cual es una contradiccién
ya que si es tipo tiempo no puede ser el campo vectorial 0. En conclusién, no existe un

vector de Killing tipo tiempo para d.Ss.

En (3+1) dimensiones para demostrar que no existen vectores de Killing tipo tiempo
habria que considerar la superposiciéon con diez constantes reales de los diez vectores de
Killing de dS;. Aunque la demostracion puede ser larga, porque existen diez constantes
arbitrarias, es claro del elemento de linea (3.23) que el término cosh? Y va a crear el
mismo efecto que en dSs y por lo tanto, no existirian vectores de Killing tipo tiempo en

(34+1) dimensiones.

3.4.3. Algebra de Lie de los vectores de Killing

De (3.67) tenemos los tres vectores de Killing:

& = cosgy Oy, — }tanh th sin ¢1 Oy, , (3.74)

£ = }tanh th cos ¢y Oy, +sin ¢y O, (3.75)

& = }8@. (3.76)

El élgebra de Lie para estos vectores de Killing con [ , |, el conmutador, viene dada

por:

€, ¢7 = }&3, (3.77)

6] = 28 (3.78)

ee] = ¢ (3.79)

Esta algebra de Lie es isomorfa al algebra de lie del grupo de Lorentz Lg +, este grupo

tiene tres pardmetros, los cuales en una base toman la forma !:

!1Se ha intentado mantener la notacién usada para Ll [21]
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010 00 1 0 0 0
KKi=|100]|, Ks=|000], Ss=|0 0 1 (3.80)
000 100 0 -1 0

donde K y K3 se corresponden con los dos generadores de los boost y S; con un generador
de la rotacion.

El algebra de Lie de estos tres generadores viene dada por:

[Kl,Sl] = Kg, (381)
[K3,51] = —Ki, (3.82)
KKy = Si. (3.83)

Haciendo el cambio K; = [&Y, Ky = [€2 y S} = 1£® obtenemos el dlgebra de Lie
de los vectores de Killing. Luego podemos interpretar que &' y &2 serfan el andlogo de
los generadores de los boost en nuestro espacio-tiempo y & serfa el generador de las

rotaciones.
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Capitulo 4
Mecanica cuantica relativista en d5

En este capitulo el objetivo es el de formular la mecanica cuantica de una particula
simple (anal6go al caso con masa y sin espin en Minkowski) en el espacio-tiempo dSs. De
esta manera estariamos estudiando parte de los efectos de la curvatura sobre la mecanica
cuantica al ver como se afecta la particula masiva sin espin debido a la curvatura del
espacio-tiempo.

Como ya se comprob¢ el algebra de Lie de los vectores de Killing mostrada en las
ecuaciones: (3.77), (3.78) y (3.79) es el élgebra de Lie del grupo de Lorentz en tres di-
mensiones y por lo tanto del grupo SO(2,1). Ahora bien, como el dlgebra de Lie de los
vectores de Killing es isomorfa al algebra de Lie del grupo de simetrias, entonces para
encontrar las simetrias de la cuantica en el espacio-tiempo de de Sitter habra que estudiar
las representaciones proyectivas del grupo de Lorentz Lg + que vendran dadas, de acuerdo
al teorema de Wigner, por operadores unitarios y lineales ya que este grupo es un grupo
de Lie conexo.

Afortunadamente algunas representaciones proyectivas del grupo de Lorentz Lg 4 fue-
ron estudiadas por Bargmann [6], quien estudio las representaciones unitarias de SL(2,R)

(un cubrimiento de L} 4)

4.1. El grupo de Lorentz y el mapa espinorial

Para estudiar el grupo de Lorentz Lg + consideraremos estudiar primero a LZ 4, este

grupo estd dado explicitamente por:

Ll ={Aua | ATpA=n, AJ>1, det(A)=1}. (4.1)
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Denominaremos C2*? al conjunto de todas las matrices 2 X 2 con entradas complejas,
a su vez al subconjunto de estas matrices que son hermiticas lo llamaremos Hs. Se puede

demostrar que estas matrices hermiticas pueden escribirse como:

H = X101 + X909 + 303 + Tq0y4, (42)

donde 0, (1 =1,2,3) son las matrices de Pauli, oy = 1 y x; (i = 1,2,3) son reales.

Denotaremos por SL(2,C) al subconjunto de C**? con determinante uno. Cada matriz

en SL(2,C) conlleva a una transformacién definida por:

My(H)=AHA",  AecSL(2,C). (4.3)

Es facil chequear que esta transformacién envia matrices hermiticas en matrices hermiti-

cas y ademas:

det(AHAT) = det(H). (4.4)
Luego, si:
Bt 3 4ia?
My(H) = N N 4.5
AlH) [iﬁl—ixQ -3 4 a* (45)
Entonces de acuerdo a (4.4)
(2%)" = (@1)" = (@%)* = (°)* = (2")* = (2')" = («*)" — (7). (4.6)

Luego, existe una transformacién [z%] — [2%] que preserva la métrica y por lo tanto
es una transformacion de Lorentz asociada a la matriz A, que llamaremos A 4. Se puede

demostrar que dicha transformacion esta dada por:

Ay =G 'R4G, (4.7)
donde:

O = = O
o~
o =
_ o O =
|
-~
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aa of apf BB
ay ad By Bo
va By as Bé
S T

_[a B
A_(7 5). (4.10)

La matriz dada por (4.7) cumple:

con

= A} =Laa+ BB +v7+66) > L.
» det(Ay) = det(G7Y) det(R4) det(G) = det(A) = 1.

por lo cual esta transformacién pertenecen a Ll 4

El mapa SL(2,C) — L se denomina mapa espinorial y se puede chequear que es
dos a uno ( A 'y —A producen el mismo A4). Las matrices de SL(2,C) forman un grupo
de Lie que tiene 6 parametros reales y es simplemente conectado, luego, este grupo de Lie

es el grupo de recubrimiento universal de Ll 4

Ahora si consideramos que Lg 4 es un subgrupo de LZ + que ademds de dejar invariante
la forma cuadratica: (z%)% — (z')? — (22)% — (2*)?, deja invariante una coordenada espacial:
23 = 0. Entonces, el subgrupo de SL(2,C) que deja invariante el determinante de estas
matrices, de acuerdo a (4.4) con z® = 0, realizard al grupo de Lorentz L) + dos a uno

también. Se puede demostrar que dicho subgrupo esta dado por las matrices de la forma:

B=*")  aa-pi-1 (4.11)
B «@
Este grupo es conocido en la literatura como SU(1,1). Se puede chequear que bajo la
transformacién:
~ 1 1 —i
B=TBrY, T=—| " '], (4.12)
V2l —i 1

este grupo va a todo SL(2,R), es uno a uno, y por lo tanto (4.12) define un isomorfismo
entre SL(2,R) y SU(1,1). SL(2,R) es un grupo de Lie de 3 pardametros pero, no es el
grupo de recubrimiento universal de Lg + va que SL(2,R) es homeomorfo, como espacio

topolégico, a R? x S! y por lo tanto no es simplemente conexo (ver p.e [22]).
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4.2. Representaciones unitarias e irreducibles de SL(2, R)

En la seccién anterior hemos demostrado que SL(2,R) es un cubrimiento de L} Lyen
consecuencia ambos grupos tendran la misma algebra de Lie g, la cual se resume en la

siguiente expresion:

[L07L1] == _LZa [L17L2] == _LOa [L07L2] = Ll' (413)

Recordemos que para estudiar la cudntica debemos estudiar las representaciones pro-
yectivas del grupo de simetrias, en nuestro caso deberiamos estudiar las representaciones
proyectivas de Lg .+ pero, aprovecharemos que SL(2,R) es un cubrimiento de este grupo

de simetrias y que para él ya estan estudiadas sus representaciones.

En este trabajo, no vamos a considerar todas las representaciones unitarias e irre-
ducibles de SL(2,R) ya que nuestro objetivo es ilustrar la cuantizacién en los casos més
simples. En las subsecciones siguientes consideraremos dos representaciones relativamente
simples. Una de ellas se puede interpretar como el analogo en dS; de una particula masiva

y sin espin en M5!,
4.2.1. Particula masiva sin espin
Sea la variedad M dada por el conjunto de puntos que satisfacen:
M={z|=1, =zeC}.

Si usamos la coordenada polar ¢ € (—m, ) para parametrizar la circunferencia unitaria
podemos escribir un punto de la variedad como z = €*®. La accién de G sobre M vendré

dada por:

con a€dG. (4.14)

donde:

w(a, @) = a+ Be*. (4.15)
Esta accion es una trasnformacion sobre puntos del espacio M, ya que a cada punto ¢
lo envia en un punto ¢'.
Se puede demostrar que el jacobiano de esta transformacion estd dado por:

d
ij = |w(a, ¢)|*. (4.16)
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Definiremos el espacio de Hilbert H como el espacio de todas las funciones f(¢), de

cuadrado integrables sobre M, con el producto interno definido por:

(Fl9) = o [ F(@)a6)ds (417

2T -

La accién de G sobre el espacio de Hilbert vendra dada por la representacion T, (a):

T,(a) = pla,a”'9)3*7 f(a™'9). (4.18)
donde, u(a,d) = |w(a,¢)|*> y o =is con s € R. De acuerdo al teorema de Wigner esta

representacion debe ser unitaria (en este caso). A continuacién probaremos que (4.18)

realmente define una representacion de SL(2,R) que ademéds es unitaria.

En efecto, para chequear que (4.18) es una representacién considereramos que el factor

w(a, gb)%“’ es un multiplicador, es decir, que verifica:

vie,p) = 1 (4.19)
v(ab,¢) = wv(a,bo)v(b, ). (4.20)

Primero chequearemos que pi(a, ¢) es un multiplicador ya que: 1) Satisface trivialmente

(4.19) cuandoa =eyaque a =1, 5 =0 — w(e,¢) =1y 2) Siab=c con:

I T T Il DR R (4.21)
b o P2 B3 as
podemos escribir el lado izquierdo de (4.20) como:
plab, @) = plc, @) = las + Bze’f?, (4.22)

mientras que desarrollando el lado derecho de (4.20), tendremos:

pi(a,bg) p(b, @) = |au + Bre [*lag + Boe™|?,

w(b, ¢)
w(b, ¢)
= |0410é2 + 04152€Z¢ + 510?2€i¢ + 5152|2. (4.23)

2
oy + ﬂlew |y + 526i¢‘27

Por otro lado, consideremos hacer la multiplicacion de las matrices a y b:

. [ a1an + Bifa a1 Be + Bid ] .

. I ) (4.24)
Brag + a1y Bifs + aran
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Si comparamos las entradas de la matriz ¢ dada por (4.24) con la ecuacién dada por

(4.23) veremos que podemos reescribir esta iltima como:

,U(CL, b¢) H(bv (b) = ’@3 + 536i¢|27 (425)

por lo que se satisface la propiedad expresada en (4.20) y podemos afirmar que u(a, ¢)
es un multiplicador.

Ahora bien, nosotros queremos demostrar en realidad que p(a, gb)%J“" es un multiplica-
dor, pero, esto es claro ya que (4.19) se satisface y usando que p(a, ¢) es un multiplicador

y que la potencia del producto es el producto de las potencias se demuestra (4.20)

Si (4.18) es una representacién con su respectivo multiplicador, entonces se debe sa-

tisfacer:
T5(a)(15(b) f(9)) = Ty (ab) f(¢). (4.26)

Del lado izquierdo de la expresiéon anterior tenemos:

T (a)(T,(0) () = T,(a)(u(b, b~ ¢)3 f(b~'0)),
= Ty(a)g(9),
= p(a,a™'e)*7g(a™'9),
= pla,a Q) u(b, b aT ) f (00T ). (4.27)

Por otra parte, el lado derecho de la expresion tiene la forma:

T, (ab) f(¢) = p(ab, (ab)~'¢)+7 f((ab)~'¢),

como ju(a, )27 es un multiplicador y satisface (4.20), entonces:

T,(ab)f(9) = pla,bb " a '¢)F (b, b a ™ g)2  f(b~"a " p),
= pla,a¢) 2 (b, b a ) f (b7 e g). (4.28)

Se puede demostrar también que (4.18) es una representacién unitaria si ¢ = is con

s € R, esto emplica:

(To(a) f(9) [ T5(a) 9(0)) = (f9)- (4.29)
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Para demostrar (4.29) usaremos el producto interno definido segin (4.17), luego:

(T,(@)f(0) | To(@) 9(6) = [ nla,a™'6) fla~ G)u(a, a”'6)3*g(a™ 6)do,

—T

N /: wa,a™'¢)f(a™" ¢)g(a™" ¢)do.

Consideremos el cambio ¢/ = a~'¢:

" e, ¢'>f<¢'>g<¢'>jjd¢',

pla, @) f(¢)g(¢)ula™", ag’)de.

(T5(a) f(9) [ T5(a) 9(9)) =

35

[
L.

(4.30)

Usando la propiedad de multiplicadores (4.20) y cambiando a — a™' y b — a se
obtiene p(a™, a¢)u(a,¢') =1

(T F@) Tol@) (@) = [ Fi6)g(#)ad,
= {fla). (431)

De acuerdo a [6] los elementos del dlgebra, g, son representados por los siguientes

operadores diferenciales sobre H:

LO - _g7
% . 5 . (4.32)
Ly :COS¢8—¢—sin¢(§+a), Lo :sin¢a—¢+cos¢(§+a).

Exponenciando cada uno de estos operadores se obtiene un grupo monoparamétri-
co asociado, a cada operador, que es subgrupo de la representacion (4.18) de SL(2,R).
Con la finalidad de que los operadores definidos en (4.32) sean hermiticos y concluir la
cuantizacion, definiremos:

=iL,. (4.33)

Explicitamente:
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1
HOE—Z'Q, Hy=1 sinngqLcosgzﬁ(f%—a) .
0¢ 0¢ 2 434
P 1 (4.34)
H =i (cos ¢a—¢ — sin ¢(§ + 0)) ,
Recordemos que para (4.33) se us6 h = 1. Se puede chequear que los operadores

definidos en (4.34) satisfacen el dlgebra de Lie de SL(2,R), como debe ser, y que la

correspondencia de estos generadores con los vectores de Killing viene dada por:

Hy = i&, (4.35)
H& = i&, (4.36)
H, = i&. (4.37)

Hemos completado el procedimiento de cuantizaciéon ya que asociado a la simetria
tenemos los operadores autoadjuntos Hy, Hy y Hs. Esto es, hemos realizado, lo cual era
nuestro objetivo, el algebra de Lie del grupo de isometrias de dS,. Otros observables como
el hamiltoniano, que debe ser una funcién de los generadores del dlgebra de SL(2,R), y
la posicién, que no esta relacionada con el algebra, seran discutidos méas adelante. No
es dificil, ver [6], chequear que esta representacion ademas de proyectiva del grupo de
Lorentz, es verdadera. Esto ultimo lo usamos, a continuacion, para obtener el limite de

curvatura cero de esta representacion y asi poder hacer su interpretacion.

Nos queda, entonces, entender la fisica de esta representacion. La mecanica cuantica
en espacio-tiempo curvo no es facil de interpretar. Sin embargo, teniendo la posibilidad
de tomar la curvatura tendiendo a cero, se deberia de obtener una representacién del
grupo de Poincaré, en este caso en (1+1). Por lo que, el método usual es considerar un
limite en que el algebra de Lie del grupo de isometrias del espacio-curvo va al algebra de
Lie del grupo de isometrias del espacio plano. Este método es conocido como el método
de las contracciones (ver, p.e., [23] y las referencias alli citadas). Este método no esté
bien establecido mateméticamente. Pero, como lo fundamental no es el dlgebra sino la
representacion lo mejor es considerar el limite a nivel de las representaciones. Afortuna-
damente, en la referencia [7], se estudia el limite de representaciones y uno de ellos se
aplica a nuestro caso de dS,. En efecto, particularizando a nuestra representacion, de esta
referencia tenemos, de su teorema 2, que ella, dada por (4.18), puede ser contraida a una

suma directa de representaciones con masa diferente de cero de Poincaré en (141), de la
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misma masa |o| = |s| y con espin igual a cero (ya que el grupo de Poincaré en (141) no da
representaciones con espin). Por esta razén, a esta seccién la hemos llamado cuéntizacién

de la particula masiva (m = |o|) sin espin.

Este método de cuantizacion tiene la bondad de que automaticamente esta garantiza-
da la covariancia frente al grupo de isometrias. Otros métodos de cuantizacién que estan
basados en cuantizar el dlgebra de Lie no garantizan la covariancia. Ya que no toda repre-
sentacion del dlgebra de Lie por operadores autoadjuntos viene de una representacion del
grupo. En ese caso, en esos otros métodos de cuantizacion, habria que chequear si la repre-
sentacion del algebra viene de una representacion del grupo (esto es, si la representacién
del dlgebra es integrable a la representaciéon del grupo). En conclusion toda cuantizacion,

haga lo que haga, tiene que tomar en cuenta el método de cuantizacién aqui realizado.

4.2.2. Una representacién de SL(2,R) que no es de L},

En esta subseccion consideraremos una representacién de SL(2,R) que no es una re-
presentacion del grupo de Lorentz restringido Lg + (a diferencia del caso anterior). Esto
no debe preocuparnos, ya que como sabemos, necesitamos, de acuerdo al teorema de
Wigner, representaciones proyectivas. En este caso, tenemos una representacion genuina-
mente proyectiva, que no es una representacion verdadera de Lg +, que es generada por

una representacion verdadera de SL(2, R).

Consideremos ahora la accién de G sobre H, definido por (4.17), viene dada por la

siguiente representacion:

Ty(a)f(¢) = 1/ (a,a7 d) f(a™'9), (4.38)

donde, (a,6) = p(a, )47 (0. 6) y v(a, 6) = m |

Luego la representacion dada por (4.38) puede escribirse como:

To(a)f(¢) = v(a,a”'¢) To(a) f(9), (4.39)

donde, T,(a) esta definido en (4.18).

Podemos chequear facilmente que v es un multiplicador, ya que anteriormente demos-
tramos que w(a, ¢) y pu(a, ¢)" (En este caso h = —3 ) son multiplicadores, por ende v(a, @)
es un multiplicador y por lo tanto p'(a, ¢) es un multiplicador (ya que el producto de mul-

tiplicadores es un multiplicador lo que es facilmente verificable). Luego, (4.38), y por lo
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tanto (4.39), define la representacion canénicamente asociada al multiplicador p'(a, @)
para GG. De la misma forma que para la representacion anterior, se puede demostrar que

esta nueva representacion es unitaria.

Se puede observar de (4.39) que existe una relaciéon entre la representacién de la
seccion 4.1.1 y esta nueva representaciéon dada por (4.38). Por lo tanto, existird una
relacion entre los operadores de dichas representaciones. Esta relacion ya fue calculada

en [6] obteniéndose una representacion de los vectores de Killing en el espacio de Hilbert

dada por:
L, = p(@) Ly (F(0)/p(9)),  p(d) =", (4.40)
Explicitamente:
/ 9 i ;L o i 1
LO__ﬁTb—I_i , L = smqb(aqb 2>—|—<2—|—0>COS¢.
, a i 1 )
L} =cos¢ <0¢ — 2) — (2 + a) sin ¢,
(4.41)
Para que estos operadores sean hermiticos, definamos:
H =il (4.42)
Tal que (4.41) se escribe como:
) 9 1 ;. o 1\ . 1
H| = <Z8¢+> : H} = (smgb(zagqu ) —i—zcosgzﬁ(Q—i—a)) :
, g 1 1
H| = <COS¢ (z&b + > i sm¢( + 0))
(4.43)

Se puede demostrar que estos operadores son autoadjuntos en el producto escalar
(4.17) y ademas satisfacen el dlgebra de Lie de SL(2,R). La correspondencia de cada uno

de estos generadores del algebra con los vectores de Killing viene dada por el cambio:

H), = i&, (4.44)
H| = i&, (4.45)
H) = i¢. (4.46)
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Nuevamente, hemos obtenido la mecanica cuantica de otro sistema, estableciendo el
espacio de Hilbert y los observables, todo ello dentro de una representacion proyectiva
del grupo de isometria, como debe ser de acuerdo al teorema de Wigner. La fisica de
esta representacion, si es que la tiene, esta fuera de los objetivos del trabajo y no sera

interpretada.

4.2.3. Hamiltoniano y operador posicién

Hamiltoniano

De acuerdo a la subseccién 2.2.1, para considerar la dindmica en dS,, de los sistemas
gobernados por las representaciones en las secciones 4.2.1 y 4.2.2, debemos considerar una
representacion unitaria del grupo de los reales en un espacio de Hilbert: U(t) ¢t € R. Este

grupo monoparamétrico tiene un generador que es el hamiltoniano.

En algunos espacio-tiempo el grupo que genera la dinamica es parte del grupo de
isometria. Por ejemplo, este es el caso de Minkowski, donde las traslaciones en el tiempo,
que generan la dinamica, son un subgrupo de Poincaré. Esto tiene su origen en la existencia

de un vector de Killing tipo tiempo para el espacio de Minkowski.

El problema en dS,; es que, como ya se demostrd, al no existir vectores de Killing
tipo tiempo no es posible que la dinamica venga dada por un subgrupo del grupo de
isometrias (el grupo de Lorentz en tres dimensiones). Luego, el hamiltoniano no forma
parte del algebra de SL(2,R). Sin embargo, esto no significa que no exista dinamica. Mas
aun, puede existir una dindmica generada por un operador autoadjunto independiente del
tiempo. La cuestion es que el parametro £ no tiene que ver, en este caso, con la existencia
de un vector de Killing % (tipo tiempo). Si llamamos al generador de estas traslaciones,
en t, hamiltoniano, podemos resumir lo dicho asi: el hamiltoniano genera las traslaciones

en un tiempo ¢ asociado a un campo vectorial tipo tiempo (que no serd de Killing, en el
caso de dS,).

En dS,, al ser un espacio-tiempo, existen muchos campos vectoriales tipo tiempo
(globales). La cuestién serfa elegir un criterio para escoger uno. En M*! como sabemos
el campo vectorial de Killing tipo tiempo asociado a Poincaré es ademas geodésico. Por lo

tanto, una posibilidad, mas cercana al caso de Minkowski, ya que no existen vectores de
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Killing tipo tiempo seria exigir que el campo vectorial sea geodésico. Como ya se discutio
en la subseccién (3.4.1) existen campos vectoriales tipo tiempo geodésicos. Estos campos
vectoriales tienen la ventaja de que fisicamente se pueden interpretar como obsevadores

inerciales (que es el caso también de los vectores de Killing en Minkowski).

De lo dicho en los dos parrafos anteriores, una posibilidad es que el hamiltoniano ge-

nera las traslaciones en el tiempo tg asociado al vector geodésico % en las coordenadas
G

globales. Aunque estamos usando unas coordenadas, esta asociacién no depende de coor-

denadas ya que el objeto es un campo vectorial y por lo tanto es un objeto geométrico.

Luego, la ecuacién de Schoedinger, en la base de coordenadas globales, se escribe como:

S — W, t6) Y W(,to) € D(A) € LA(~m,7) (4.47)
ta

La obtencion del hamiltoniano H en el espacio de Hilbert, asociado a la particula
masiva y sin espin, dada en la seccion 4.2.1, por ejemplo, la consideraremos en otro
trabajo. Aqui, por ahora, hemos aclarado en qué sentido se tiene una dinamica en un

espacio-tiempo que no tiene vectores de Killing tipo tiempo.

Operador posiciéon

En el caso de M3, el observable posicién se refiere a la localizacién de la particula en
una hiper-superficie t = cte, lo cual resulta en el espacio euclideo tridimensional. Donde ¢
es el tiempo asociado al vector de Killing a%' Puesto que el espacio euclideo tridimensional
puede ser cubierto globalmente por una sola carta, esto va a llevar a las componentes
del observable posicion que son multiplicativas por las coordenadas cartesianas. Aunque
esta construccion es valida en coordenadas cartesianas, ella es geométrica obviamente.
La manera de hacerla claramente independiente de coordenadas es via el observable que
localiza la particula en una subconjunto de Borel arbitrario (sin especificar lo que es un
Borel, este serfa a los efectos practicos un subconjunto “arbitrario” de R?, entre los posibles
estarian: todos los abiertos, todos los cerrados y sus complementos y uniones numerables).
Este observable viene dado por un proyector cuyo valor medio responde a la pregunta de
si la particula esté localizada en el subconjunto de Borel de R? asociado al proyector. Este

proyector viene dado en la representacion posicion por la funcién caracteristica:

1 7€A
T) = ’ 4.48
XA() {OfgéA, ( )




4.2 Representaciones unitarias e irreducibles de SL(2,R) 81

donde, A es un Borel y ¥ € R3. Es decir, si P, denota el proyector asociado, en la

representacion posicion, entonces este viene dado por:

PAU(Z) = xa(Z) U(Z), V U eL*(R?). (4.49)

Evidentemente, toda la fisica que esta en el operador posicion estd en la familia de pro-
yectores {PA, tal que A es un Borel} y viceversa. Por esta razon, la localizacion usual es
independiente de coordenadas ya que estos proyectores, a diferencia de las componentes

del operados posicion, no dependen de coordenadas.

En el caso de dSy la evolucion viene dada por el parametro tg, asociado al vector
geodésico %, como ya fue explicado en la seccion precedente del hamiltoniano. Lo cual
nos dice que la particula se localiza en una circunferencia. Como la circunferencia S* no
es cubierta por una sola carta entonces, asociar coordenadas a la localizacién no tiene
sentido (por ejemplo, la coordenada ¢), ver, p.e., [11]. No obstante, podemos definir el
proyector P, con A un Borel de S*. Luego, el proyector asociado a un Borel A C S* viene

dado por:

PoU =y, U, ¥V U elsh. (4.50)

Si identificamos a L*(S") con L*(—n, ) entonces:

Py¥(¢) = xa(9) ¥(9), V Ve L(—m, 7). (4.51)

Finalmente, en el mismo espacio de Hilbert (4.17) tenemos la representacién de la
localizacion y de los observables asociados a la simetrias del espacio-tiempo. Estos forman
un conjunto de observables basicos de nuestra teoria en base a los cuales se podria escribir
otro observable como funcién de ellos, en particular, el hamiltoniano. Por ejemplo, para
la particula masiva sin espin, los observables fundamentales son: {pA, Hy, H, fIQ} con A

un Borel arbitrario de S*.
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Capitulo 5
Discusiones y conclusiones

En este trabajo hemos estudiado el problema de formular la mecénica cuantica en el
espacio de de Sitter dSy para el sistema de una particula, el cual es la base para construir
otros sistemas cuanticos mas complicados en esta geometria. En este sentido, se aborda,
de manera simple, uno de los grandes problemas de la fisica que es el la unificacion de la
teoria de la relatividad general y la mecanica cuantica. La simplicidad en este caso es que
la teoria de la gravedad es clasica. No obstante, como se ha probado esto tiene efectos

sobre la cuantica.

Con el objeto de formular la mecénica cuantica en de Sitter hemos visto que los as-
pectos globales de este espacio-tiempo son sumamente importantes. En efecto, si conside-
ramos una region de de Sitter, como la descrita por las coordenadas estaticas, llegariamos
a la conclusién errénea de que existen vectores de Killing tipo tiempo, lo que nos lleva
a una cuantizacion incorrecta. En este sentido, es fundamental el concepto de completi-
tud geodésica. Ya que este concepto nos define el espacio-tiempo. Por ejemplo, podemos
conseguir una soluciéon que sea una parte de Minkowski, sin embargo, al realizar la com-
pletitud geodésica es que obtendremos el espacio-tiempo completo que es el Minkowski

que conocemos. En la literatura a veces se cuantiza una parte de de Sitter (ver p.e. [14]) .

En la construccion de la mecanica cuantica normalmente se considera representaciones
de algebras de Lie. Por ejemplo, cuando se construye la mecanica cuantica de particulas
en Minkowski se consideran representaciones del algebra de Lie del grupo de Poincaré.
Sin embargo, como es bien conocido, no toda representacion del algebra de Lie de un
grupo se integra a una representacion del grupo. Si fuese el caso de que no es integrable
la cuantizacion via el algebra estaria errénea. Por ello, en este trabajo consideramos la

cuantizacion via las representaciones del grupo de isometria del espacio-tiempo, en nuestro




caso de dSs. Todo esto consistente con el teorema de Wigner, que es fundamental en la
obtencion de la mecanica cuantica. En este punto, es bueno hacer una reflexion ya que al

teorema de Wigner no se le da la importancia debida en la literatura.

Aunque en este trabajo consideramos el espacio de de Sitter en dos dimensiones, dS,,
los resultados obtenidos nos dan una idea de lo que puede ocurrir en dS4, que es un
modelo més realista. En particular, la no existencia de vectores de Killing tipo tiempo
en (3+1) se induce. Como pareciera ser el caso en la literatura donde se da por hecho,
aunque no hemos visto una demostracion. Luego, la problematica que se presenta en dos
dimensiones para la cudntica se va a presentar también en dS,. Este problema se puede
resolver usando la construccion de un vector geddesico tipo tiempo en lugar de uno de
Killing tipo tiempo, como propusimos en dSs. Por ejemplo, en dS; tenemos “coordenadas

globales” y justamente también ahi % es geodésico.
G

Finalmente, en este trabajo hemos obtenido los observables y la mecanica cuantica de
una particula masiva sin espin (esta interpretacion obtenida del limite de curvatura cero)
sin partir de una formulacion clasica. Esto es lo deseable, ya que la cuantica no se deberia
derivar de la clasica. Mas bien, la clasica, por el principio de correspondencia de Bohr,
deberfa ser un limite de la cuantica. En este sentido, seria deseable obtener la clasica (de
una particula masiva sin espin) en dS,, 6 dSy, como un limite de la mecénica cudntica que
nosotros construimos. Esto es, su formulacion hamiltoniana (espacio de fase y funcién de
Hamilton) o su formulacién lagrangiana (fibrado tangente del espacio de configuraciones
y su funcion de Lagrange). Todo esto en principio es posible y queda como una extensién

natural de nuestro trabajo.



Apéndice A
Algunos conceptos

En este apéndice queremos explicar las ideas basicas de topologia que hemos usado
en nuestro trabajo y que pueden ayudar al lector a guiarse a través de un tema que no
es comun para los fisicos. La idea es que esto pueda servir como: 1) una referencia de
acceso inmediato para algunos conceptos utilizados a lo largo del trabajo, 2) una guia
para profundizar en estos conceptos. No podemos hacer un tratamiento completo pero,
esperamos que este apéndice sirva como guia para encontrar bibliografia (ver por ejemplo
[24],[25],]26]) y elaborar los detalles que han sido dejados de lado en el trabajo.

A.1. Funciones

Sean X y Y dos conjuntos, una funcién f es una regla por la cual asignamos uno y

solo un y € Y por cada x € X, esto se puede escribir como:

f: X=>Y (A.1)

El subconjunto de X para los cuales esta definida la funcién se denomina dominio de
f y el subconjunto de Y para el cual 3 x : y = f(x) se llama rango de f. Pueden haber
varios elementos del dominio a los que les corresponda el mismo elemento del rango. El
subconjunto de X cuyos elementos son mapeados a un conjunto B C Y bajo la acciéon de

f se le denomina imagen inversa de B:

f'(B)={rec X|3yecBcon f(z) =y} (A.2)

Una funcién se denomina:




» Inyectiva: Si x # 2/ implica f(x) # f(2'), es decir, cada elemento del rango viene

de un tnico elemento del dominio.
» Sobreyectiva: Si para y € Y existe al menos un elemento x € X tal que: f(x) = y.
= Biyectiva: Si es inyectiva y sobreyectiva al mismo tiempo.

Una funcién f : [0,1] — Y cuyo punto final es igual a su punto inicial, esto es,
f(0) = f(1) = p, es una curva cerrada en p o lazo basado en p. La funcién
constante c¢(x) = p, donde p es un elemento fijo del rango y = cualquier elemento del
dominio, es un ejemplo de una curva cerrada. Las curvas implicitamente seran funciones
continuas pero, para definir este concepto necesitamos de la topologia, que definiremos

més adelante.

A.2. Relaciones y clases de equivalencia

Una relaciéon R entre un conjunto X y otro Y es un subconjunto de X x Y.
Sea X un conjunto distinto del vacio y a un elemento de dicho conjunto, se define una

relacion de equivalencia entre X y X como una relacién que satisface:

1. Es reflexiva: a ~ a.
2. Es simétrica: a ~ b — b ~ a.

3. Es transitiva: Si a ~ by b~ ¢ entonces a ~ c.

La relacién de equivalencia ~ en el conjunto X determina una particién de este en
subconjuntos disjuntos, denominados clases de equivalencia. Una clase de equivalencia

esta dada por:

la] ={r e X |z ~a} (A.3)

El elemento a, o cualquier elemento en [a], se le denomina representativo de la

clase.

A.3. Espacio topolégico

Sea X un conjunto distinto del conjunto vacio, 0, y © = {U;|i € I} una clase de
subconjuntos de X, el par (X, ©) es un espacio topolégico si se verifican los siguientes

axiomas:



1. Los conjuntos (), X € ©.

2. Si J es cualquier sub-coleccién de I, la familia {U;| j € J} satisface:

U U; € ©. (A.4)

3. Si K es una sub-coleccion finita de I, la familia {Uy| k € K} satisface:

k

En caso de que se cumplan los axiomas se dice que © es una topologia para X. A los

U; se le conoce como los abiertos de la topologia.

Algunos tipos de topologia

= Discreta: La topologia estd dada por todos los subconjuntos de X.

» Indiscreta: La topologia esta dada por el conjunto total y el conjunto vacio: © =

{X, 0}

» Relativa: Si (X, ©) es un espacio topolégico y A C X, A serd un espacio topolégico
definiendo 7 como su topologia, si 7 ={U|U = AN B, B € 6}.

» Topologia producto: Si (X1,01) y (X2, 02) son dos espacios topoldgicos, podemos
hacer X1 X Xo = {(x1,22) 21 € X1 vy € Xo} un espacio topoldgico (X; x Xy, O)
con O el conjunto de todos los subconjuntos X; x X5 que puede ser expresado como

uniones de conjuntos de la forma U; x Uy, Uy € ©1yU, € O;.

= Topologia estandar de R™: A R" se le pueden dar infinitas topologias. La topologia

usual se define como sigue. Sea, la n-bola de radio r y centro p, dada por:

B.(p) = {x eER": D> (zj—pj)? < 7“} , 7>0 (A.6)
J

Un subconjunto A C R" se dice abierto si Vp € A3 r > 0 tal que A N B,(p) =

B,.(p). Es facil verificar que esta definicion de abierto satisface los axiomas de una

topologia.



Espacio topolégico de Hausdorff

Un espacio topologico (X,0) es de Hausdorff si para cualquier par de puntos p,q €
X, p # q, existen abiertos, que contienen a p y a ¢, U, y U, tal que U, N U, # 0.

Base de un espacio topoldgico

Una coleccién de conjuntos abiertos de X, B C © se llama una base de un espacio
topoldgico si cada conjunto abierto puede ser expresado como la uniéon de elementos de
8. Diremos que la topologia es segundo contable si tiene una base contable, es decir,

si B tiene un nimero contable de elementos.

Funciones continuas

Sean X; y X5 dos espacios topologicos. Una funcién f : X; — X5 es continua si la
imagen inversa de todo abierto en X5 es un abierto de X;. La funciéon f se dice continua
en un punto p € X; si para todo abierto que contiene a f(p) su imagen inversa es un

abierto en X que contiene a p.

Homeomorfismo e invariantes topolégicos

Sean X; y X, dos espacios topoldgicos. Una funcién f : X; — X5 es un homeomorfismo
si es continua y tiene inversa, f~!: X, — X, la cual es también continua. Si existe un
homeomorfismo entre X; y X5 se dice que estos espacios topoldgicos son idénticos. Para
diferenciar los espacios topoldgicos el concepto de homeomorfismo es fundamental. Este
vendria a sustituir la idea imprecisa de que dos espacios topologicos son equivalentes si es
posible “deformar uno en el otro” por una deformaciéon continua. Esto es intuitivamente
una deformacion sin “romper” un espacio para obtener el otro. No obstante estas ideas,
intuitivas, no pueden sustituir al concepto de homeomorfismo (el cual es muy simple).

Existen propiedades de los espacios topoldgicos que son invariantes ante homeomor-
fismos, estas propiedades reciben el nombre de invariantes topolégicos, luego, dado un
espacio topologico X que posee una propiedad invariante P todo espacio homeomorfo a
X poseera la misma propiedad. Por lo tanto, si queremos probar que dos espacios no son
topoldgicamente idénticos basta con encontrar al menos un invariante topolégico que sea

distinto para ambos.

Algunos invariantes topologicos son:

» Conexidad: Un espacio topologico se dice conexo si no puede ser escrito como X =
X, U X, donde X y X, son abiertos y X1 N X, =0



s Arco-conexidad: Un espacio topologico X se dice arco-conexo si para cualesquiera

puntos x,y € X existe una curva continua, f : [0,1] — X, tal que f(0) =z y
1) =y

= Simple-conexidad: Un espacio topologico es simplemente conectado si cada curva

continua cerrada puede ser continuamente encogida a un punto.

Espacio de cubrimiento de un espacio topolégico

Un espacio de cubrimiento de X es un espacio topolégico C' junto con una funciéon
continua sobreyectiva, m : C' — X, tal que para cada x € X, existe una vecindad abierta
U de z tal que 7' (U) es la unién de abiertos disjuntos en C, cada uno de los cuales es
transformado homeomorficamente sobre U por «. Si ademas el espacio C' es simplemente

conexo se dice que el espacio es un espacio de cubrimiento universal.

A.3.1. Grupos de Homotopia

Intutivamente diremos que dos curvas son homotoépicas si una puede deformarse en
la otra y llamaremos homotopia al mapa de transformacion. Los grupos de homotopia
son otro invariante topoldgico. La relacion de homotopia es una relacion de equivalencia
por lo que a partir de ella se generan clases de equivalencia cuyos elementos son curvas
homotodpicas entre si. Justamente en nuestro trabajo usaremos los invariantes topolégicos

asociados a homotopia por lo que, exlicaremos esta idea a continuacion.

El grupo fundamental

A continuacién damos la definicién de homotopia de curvas. Sea a : [0,1] — X y
S :10,1] — X dos curvas continuas que tienen el mismo punto inicial p € X y final ¢ € X,
diremos que a es homotépica a [ si existe una funcién continua H : X x [0,1] — Y tal

que:

La funcién H se denomina una homotopia.

Se puede demostrar que “homotdpico a” es una relaciéon de equivalencia: o ~ f.
Dicha relacién genera clases de equivalencia entre las curvas que llamaremos clases de

homotopia [«].



Podemos definir homotopia para curvas cerradas. Diremos que una curva cerrada f :
[0,1] = X es contractil en un punto si es homotépica la curva constante. Andlogamente
podemos definir clases de equivalencia. En el caso de lazos en un punto p, «(0) = (1) = p,

también se puede definir un producto asi:

a(2s), 0

< 1/2,
f(2s—1), 1/2 < s

1.

S

(A.8)

NN

SO

resultando que el producto de dos lazos en p es un lazo en p.

Las clases de equivalencia formadas con la homotopia heredan la propiedad del pro-

ducto (A.8) ya que este no depende del representativo, es decir:

[a] « [B] = [o = f]. (A.9)
Luego, el producto de lazos basados en p esta bien definido. Por lo tanto, nos podemos

quedar con un producto a nivel de las clases de equivalencia.

Se puede probar que el conjunto de todas las clases de equivalencia de lazos basados

en p forman un grupo con el producto definido en (A.9) (a diferencia de los lazos). Esto

es, si a, [, ..., son curvas cerradas entonces satisfacen:
(la] = [B]) = [v] = [a] = ([8] * [7]), (A.10)
[a] « [e(x)] = [e(2)] * [o] = [o], (A.11)
[o] x [a7'] = [e(2)]. (A.12)

con [c(z)] la clase de equivalencia de la curva constante y a™! = «(1 — s) con [a7!] su

clase de equivalencia inversa a [a].

El grupo formado es conocido como el grupo fundamental y denotado por 7 (X, p).
Si el espacio es arco-conectado, se puede probar que el grupo fundamental no depende
del punto p, salvo isomorfismos. En ese caso, escribiremos 71 (X). Si 7 (X) consiste tni-
camente de la clase de equivalencia de la curva constante diremos que es trivial, en caso
contrario serd no trivial.

De la propia definicién de simplemente conexo, si un espacio topoldgico tiene un grupo

fundamental trivial entonces es simplemente conexo.



Un teorema que resulta ser muy ttil, lo usamos para el espacio de de Sitter en (141)

dimensiones, es el que enunciamos a continuacién. (Ver por ejemplo [25])

Teorema 5 Sean X y Y dos espacios topologicos arco-conectados entonces el grupo de

homotopia del espacio producto viene dado por:
7T1<X X Y) = 7T1(X) X 7T1(Y).
donde X es el producto directo y = denota isomorfismo de grupo.

Homotopia en general

Uno frecuentemente considera homotopia en un sentido mas general. Esto es, en lu-
gar de considerar deformaciones de curvas, que son funciones particulares, se deforman
funciones mas generales en otras funciones. Intutivamente diremos que dos funciones son
homotdépicas si una puede deformarse en la otra y llamaremos homotopia al mapa de

transformacion.

A continuacién damos la definicion de homotopia de funciones. Dos transformaciones
continuas f,g : X — Y entre dos espacios topoldgicos son llamadas homotépicas,
f = g, si existe ua homotopia H entre ellas, esto es, una transformacién continua
H:X x [0,1] =Y con H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(x) Vx € X.

Si €(X,Y) denota el espacio de todas las transformaciones continuas de un espacio to-
polégico X a un espacio topolédgico Y. Una homotopia define una relacion de equivalencia
sobre €(X,Y). Dos espacios topologicos X e Y se dicen homotépicamente equivalen-
tes si existen transformaciones f € €(X,Y) y g € €(Y, X) tal que las transformaciones
compuestas gof y fogson homotoépicas a I'x e Iy, las transformaciones identidad en los es-
pacios topologicos respectivos (esto es, si f posee una “inversa de homotopia” g). Espacios
homeomorfos son obviamente homotépicamente equivalentes. En efecto, este concepto es
una “relajacién” del concepto de homeomorfismo entre dos espacios topoldogicos. Ya que,

si f es un homeomorfismo f~! es también su “inversa homotépica”.

El espacio topolégico méas simple (no vacio) es un punto. Un espacio topolégico X se
dice contractil si es homotdpicamente equivalente a al espacio topologico de un punto. Se
puede probar que un espacio contactil es simplemente conexo, pero, al revés no es cierto.

Ser contractil es un invariante topolégico.



Puesto que un homeomorfismo es una transformacién continua entre espacios topologi-
cos, las clases de equivalencia definidas por homotopia en €(X,Y) “no cambian” bajo ho-
meomorfismo de X o de Y. Estas clases de equivalencia serfan “invariantes topologicos”
del par de espacios X e Y. Pero, a nosotros nos interesan son invariantes topologicos de un
espacio topoldgico. ;Cémo podemos entonces usar la homotopia para clasificar espacios
topologicos?. La estrategia es fijar uno de los espacios topologicos, X 6 Y. Por ejemplo,
X = 5", la n-esfera es la elecciéon comun. Asi entenderemos como un espacio Z difiere de
un espacio Y cuando lo comparamos, en el sentido de homotopia, al mismo espacio, en

este caso, X = S".

Se estudian por lo tanto las clases de equivalencia bajo homotopia de €(S™,Y") cuando
Y cambia a otro espacio topolégico. Una gran mayoria de invariantes topoldgicos son
justamente invariantes de homotopia. A las clases de equivalencia de €(S™,Y) puede
darsele una estructura de grupo. Por ejemplo, en el caso de n = 1, sin entrar en detalles,
la construccion de este grupo lleva a 71(Y), el grupo fundamental de Y, que ya sabemos
como se hace su construcciéon y que es un invariante topologico. En el caso en el que n
> 1 estos grupos se conocen como grupos de homotopia mayores, m,(Y"). La construccién
explicita de estos grupos esta fuera del objetivo de este apéndice y puede verse en [25].

Evidentemente, estos grupos también seran invariantes topologicos.

Un teorema que resulta ser muy til, y se utiliz6 para el espacio de de Sitter (3+1)

dimensiones, es el que enunciamos a continuacion.
Teorema 6 Sean X y Y dos espacios topoldgicos arco-conectados entonces:
(X X Y) Z 7, (X) x m, (V).

donde x es el producto directo y = denota isomorfismo de grupo.



Apéndice B
Calculo de los vectores de Killing

En este apéndice queremos exponer el célculo de los vectores de Killing para de Sit-
ter en (34+1) dimensiones que hicimos empleando el software Maple 18. Con la métrica
senalada en (3.22), calculada en las coordenadas gobales, el software Maple 18 calculé los
vectores de Killing. En una base las componentes de los co-vectores de Killing (asociados
a los vectores de Killing) pueden calcularse de acuerdo a la ecuacién (?7). En particular,
en la base de coordenadas globales, mostrada en la seccién 3.2.1 resultan diez ecuaciones
de Killing. Las componentes de los co-vectores para de Sitter en (3+1) dimensiones seran,
de acuerdo a la notacién empleada por Maple 18, Vi, V5, V3 vy V4. Donde la componen-
te V, la tomaremos, en este apéndice, como la componente temporal. Si agrupamos por
las constantes las cuatro componentes e introducimos los vectores de la base coordenada
podemos escribir el campo vectorial de Killing més general y, debido a la existencia de
diez constantes arbitrarias existirdn 10 vectores de Killing linealmente independientes.
Cada vector se obtiene anulando 9 de las 10 constantes, las cuales Maple 18 denota por
Ci, 1=1,2,...,10.

with (Physics)

Cx ¢ Annidhilation ,AntiCommutator, Antisymmetrize, Bra , Bracket, Check, Christoffel, Coefficients
,Commutator, Coordinates, Creation ,D_, Dagger, Define, Dgamma , Einstein, Expand, ExteriorDerivative
,FeynmanDiagrams, Fundiff, Geodesics , GrassmannParity, Gtaylor,Intc,Inverse ,Ket, Killing Vectors, Kronecker
,LeviCivita, Library, LieBracket, Lie Derivative ,Normal, Parameters, Perform OnAnticommutativeSystem
,Projector, Psigma, Ricci,Riemann ,Setup,Simplify, SpaceTimeVector ,SubstituteTensorIndices,
SumOverRepeatedIndices ,Symmetrize, TensorArray, ToFieldComponents , ToSuperfields, Trace, Trans-

formCoordinates , Vectors, Weyl,“ ~ ¢ ,dAlembertian ,d_,diff,g_




‘Default differentiation variables for d_, D_ and dAlembertian are: ‘{X = (¢,v,0,t)}
‘Systems of spacetime Coordinates are: ‘{X = (¢,v,0,t)}

[metric = {1, 1=102 (Cosh (;))2 ,2,2=12 (cosh (;))2 (sin (¢))?,3,3 = 12 (sin (¢))? (cosh (;))2 (sin (¥))?,4,4 = 1}]

Define (V')
‘Defined objects with tensor properties‘

{V, “&Dscr; ¢ s Cuwapy Guws Vo Ruws Rywa8y Xps Opws G Y Opas Ops €a B )

Killing Vectors (V')

Vi (X) = Isinh (;) cosh (?) ((—C3 sin (8) — _C4 cos (0)) sin (1) — _C2 cos (1)) cos () + _C1 sin (6))
+1/2 ((_C6 sin () + _C7 cos (0)) sin (¢) + _C5 cos () ) (cosh (2 ?) + 1)

1 t . t\ . 9 . . .
V) = s (cosh ( z> Isinh <z> sin()2(((_C3 sin(6) + _C4 cos(6)) sin(1h) + _C2 cos(1h)) sin(g)

+ _C1 cos(¢)) sin(th)? — cos(¢) sin(¢) <l sinh (j) cosh (;) (((—_-C3sin(f) — _C4 cos(f) sin(v))

— -C2 cos(1))) cos(¢) + -C1 sin(¢)) +

((—-C6 sin(6) + -C7 cos(0)) sin(w) + -C5 cos(w)) (cosh (%) + 1)>

2
1

i 2 — sin cos — cos — cos
sin(y)” + 8tan(¢)<(2tan(¢)(09 cos(#) — _C10sin(0)) cos(1))(—1 4 cos(2¢))4/1 (2¢))

+ tan(¢) tanh (;) sin(—¢ — 0 + ¢) — _C31 — cos(—1¢ — 0 + ¢) tan(¢) tanh (;) — _Cy4l+

+ Itan(¢)(—-C3sin(—y + 0+ ¢) — _C3sin(¢p — 0+ ¢) + _C3sin(¢p + 0 + ¢) — _C4 cos(— + 0 + ¢)

b _Cf cos(th — 0+ @) + _C4 cos(th + 0 + ) tanh @ —(LCTsin(—8 + ) + _C7sin(8 + o)

+ _C6 cos(—0 + ) — _C6 cos(0 +v))(—1+ COS(21,Z)))> <cosh (2;) + 1>>>



1
- Btan(e)
t

+ tan(v) tanh (l

+ ltan(¢)(_C3 cos(—p + 0 + ¢) — _C3 cos(¢p — 0+ ¢) — _C3 cos(¢p + 6 + ¢) — _C4 sin(— + 0 + ¢)

<<2 tan () ((_CY sin(8) + _C10 cos(8)) cos(th) + sin(1s)_C8) (=1 + cos(26))1/1 — cos(2¢))

) cos(—) — 0+ ¢)_C31 + sin(— — 6+ ¢) tan(s)) tanh (f) Rom

V3(X) =

— _C4sin(yp — 0+ ¢) + _C4 sin(¢p + 0 + ¢)) tanh (?) — (_C7 cos(—0 + ) — _C7 cos(0 + 1)

— _C6sin(—0 + 1) — _C6sin(0 + ¥))(—1 + cos(%)))

() 1)

Vi (X) = ((-C3 sin (0) + _C4 cos (#))sin () + -C2 cos (¢)) sin (¢) + -C1 cos (o)
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