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Consisten
ia de un Estimador para el Os
ilador Armóni
oEsto
ásti
o No Lineal. Datos Totalmente Observados.
ResumenEn este trabajo demostramos, para el os
ilador armóni
o esto
ásti
o no�lineal,la 
onsisten
ia de un estimador de los parámetros basado en el método delinealiza
ión lo
al, 
onsiderando que los datos se observan totalmente. Se realizansimula
iones para 
omparar los resultados 
on otros autores y 
on el 
aso 
uandolos datos son observados par
ialmente. Además, se pre4senta una apli
a
ión que
onsiste en un os
ilador esto
ásti
o lineal 
on datos par
ialmente observados pormedio del 
ual se simula la dinámi
a de la glu
osa en la sangre durante una pruebaoral de toleran
ia a la glu
osa.

Palabras Claves: Os
ilador, Estimador, Consisten
ia, Máxima Verosimilitud.



Consisten
y of a Likelihood Estimator for Sto
hasti
Damping Hamiltonian Systems. Totally Observed Data.
Abstra
tIn this work we prove the 
onsisten
y of an estimator for a sto
hasti
 dampingHamiltonian system 
onsidering that both position and velo
ity are observed. Nextwe perform some simulations, in
luding the 
ase when only position is available,to see how the estimators work numeri
ally and then 
ompare the obtained resultswith those obtained by other authors. Besides, we present an appli
ation by meansof a sto
hasti
 linear model, 
onsidering partially observed data, to simulate thedynami
s of the glu
ose in the blood stream, during an oral glu
ose toleran
e test.

Keywords: Two dimensional hypoellipti
 di�usion, Sto
hasti
 dampingHamiltonian systems, likelihood estimator, 
onsisten
y, dis
retely observed data.
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INTRODUCCIÓN
En las últimas dé
adas mu
hos investigadores se han interesado en obtenerestimadores 
onsistentes y normalmente asintóti
os 
on la idea de identi�
arun modelo esto
ásti
o el 
ual se ajuste a algunos datos observados. En mu
hos
asos, los datos son observados totalmente, es de
ir; se observa la posi
ión y lavelo
idad. En otros 
asos, no es posible medir ambas 
ara
terísti
as y por lo tantose di
e que se observan par
ialmente, es de
ir; sólo la posi
ión o sólo la velo
idad.En mu
has apli
a
iones 
omo me
áni
a aleatoria (en ingeniería), neuro�siología,�nanzas, quími
a, et
. (ver por ejemplo los trabajos de Robert y Spanos [8℄,Lindner y S
himansky�Geier [3℄, Ni
olau [12℄, Lelièvre, Rousset, Stoltz [18℄), elmodelo esto
ásti
o 
onsiste en os
iladores esto
ásti
os no lineales (o sistemas devibra
iones aleatorias no lineales) que tienen la forma

ẍt + g1(xt; a) ẋt + g2(xt; b) xt = σdWt, (1)donde g1 y g2 son fun
iones no lineales de la posi
ión xt y que dependen de unosparámetros a, b. El término g1(xt; a) en la e
ua
ión, representa el 
oe�
iente de lafuerza de amortigua
ión del sistema y el término g2(xt; b) xt representa la fuerzade deriva, la 
ual se supone que es 
ondu
ida por el poten
ial V (x). En estetrabajo, di
ho poten
ial es tal que su derivada viene dada por V ′(x) = g2(x; b) x.El término dWt es un ruido blan
o Gaussiano y σ > 0 representa su magnitudo varianza lo
al. Para un estudio sobre este tipo de modelos, referimos al le
torrevisar el libro de Gitterman [11℄. El modelo (1) puede ser representado 
omo unsistema Hamiltoniano amortiguado esto
ásti
o mediante
{

dxt = ytdt

dyt = σdWt − [g1(xt; a)yt + g2(xt; b)xt] dt
. (2)Bajo algunas hipótesis sobre el poten
ial V (x), si el 
oe�
iente de amortigua
iónsatisfa
e g1(x; a) = c > 0 y la amplitud del ruido 
umple que σ > 0, se demuestra1



Introdu

iónen el trabajo de Abbaoui y Bendjeddou [1℄ que existe una solu
ión esta
ionaria(en el tiempo) de la e
ua
ión (2). En el artí
ulo de Wu [21℄ fueron demostradasalgunas propiedades asintóti
as del modelo (2) tales 
omo la ergodi
idad expo-nen
ial en la 
onvergen
ia a la distribu
ión invariante, bajo supuestos mu
homás generales que los asumidos por Abbaoui y Bendjeddou, sobre el poten
ial
V (x) y la amplitud del ruido g1(x; a). Con respe
to al tema de la inferen
iaestadísti
a para difusiones 
lási
as, ésta ha sido estudiada ampliamente y enla mayoría de los 
asos la estima
ión paramétri
a es llevada a 
abo hallandouna fun
ión 
ontraste realizando una aproxima
ión de Euler dire
tamentesobre el modelo (ver por ejemplo el trabajo de Genon�Catalot, Jeantheau yLaredo [7℄ para más informa
ión). El sistema (2) también es 
onsiderado en laliteratura 
omo una difusión hipo�elípti
a esto
ásti
a bivariada. Esta 
ondi
iónde hipo�elipti
idad es demostrada por Malliavin en su importante trabajo [10℄.En el 
aso de difusiones hipo�elípti
as, es mu
ho más 
ompli
ado realizar unaaproxima
ión de Euler dire
tamente sobre el modelo debido a que la matriz devarianza�
ovarianza de una difusión hipo�elípti
a bivariada es degenerada. Noobstante, varios investigadores se dedi
aron a resolver este problema: Ozaki [13℄propone el método de linealiza
ión lo
al para obtener un modelo dis
reto 
uyamatriz de varianza�
ovarianza no es degenerada y a partir de ese modelo dis
retoobtiene un estimador por máxima verosimilitud. Talay [19℄ utilizó un esquema deEuler implí
ito sobre el sistema y demuestra la 
onvergen
ia exponen
ial ha
iala medida invariante. En el trabajo de Pokern, Stuart y Wiberg [16℄ se enfo
anen difusiones hipo�elípti
as de orden superior y proponen una aproxima
iónempíri
a de la verosimilitud basada en expansiones de Itô y un muestreador deGibbs híbrido, obteniendo un estimador Bayesiano. En el artí
ulo de Samson andThieullen [17℄, se utiliza una aproxima
ión de Euler sólo en la segunda e
ua
ióndel sistema (2) lo 
ual les permite 
onstruir un estimador 
onsistente.En el 
ontexto de estima
ión no�paramétri
a los trabajos son po
os. En dosre
ientes publi
a
iones de Cattiaux, León y Prieur [5℄ y [15℄, una estima
iónno�paramétri
a de la densidad invariante y del término de deriva fueron obtenidasusando estimadores del kernel. A partir de allí logran estable
er un teoremadel límite 
entral para tales estimadores, bajo observa
iones par
iales de los datos.En este trabajo se demuestra la 
onsisten
ia del estimador basado en la máximaverosimilitud obtenido a partir de un modelo lo
al linealizado, para datos total-mente observados. Este trabajo está fuertemente inspirado en el artí
ulo de Ozaki[13℄. En el 
itado artí
ulo, Ozaki señala que existe un sesgo que viene de estimarlos parámetros usando el modelo linealizado dis
reto a partir de observa
iones2



Introdu

ióndel modelo 
ontinuo. A partir de lo que señaló Ozaki, al estudiar el problemaen
ontramos que di
ha solu
ión dista mu
ho de ser trivial. Una re
ompensainesperada al estudiar estos modelos es que fuimos llevados de manera naturala proponer un modelo esto
ásti
o para simular la dinámi
a de la glu
osa enel plasma sanguíneo, que se en
uentra en 
ompleta sintonía 
on nuestro desarrollo.El trabajo está organizado de la siguiente manera: en el 
apítulo 2 presentamosel modelo prin
ipal y estable
eremos algunas nota
iones y las hipótesis queusaremos a lo largo del trabajo. Finalmente, en la última se

ión se ha
e unabreve des
rip
ión del método de linealiza
ión lo
al de Ozaki, estable
iendo algunosresultados importantes. En el 
apítulo 3 se demuestra el resultado prin
ipal deeste trabajo: la 
onsisten
ia, en probabilidad, del estimador 
onsiderando que losdatos se observan totalmente. En el 
apítulo 4 se realizan las simula
iones, tantopara datos 
ompletamente observados 
omo para datos par
ialmente observados(supondremos que se observa sólo la posi
ión). Esto 
on la idea de ver 
ómo se
omporta el estimador en ambos 
asos y además, para 
omparar 
on los resultadosobtenidos por otros autores: Ozaki [13℄, Samson et al. [17℄ y Pokern et al. [16℄.En el 
apítulo 5 se presenta una apli
a
ión interesante del os
ilador esto
ásti
olineal que 
onsiste en un modelo para simular la dinámi
a de la glu
osa en elplasma sanguíneo, durante una prueba de toleran
ia a la glu
osa. Ini
ialmente sepresenta el modelo esto
ásti
o 
ontinuo y su solu
ión analíti
a. Luego se obtieneel modelo esto
ásti
o dis
reto que aproxima al modelo 
ontinuo. A partir delmodelo dis
reto, obtenemos un estimador basado en la máxima verosimilitud. Enel futuro, a partir de los parámetros estimados se podría estable
er un 
riterio quepermita de
idir si el pa
iente tiene diabetes tipo II. Finalmente, se presentan las
on
lusiones y trabajos futuros.

3



Capítulo 1
Mar
o Teóri
oEn este 
apítulo presentamos el modelo prin
ipal y algunos 
on
eptos rela
ionados
on el mismo. Además se estable
erá tanto la nota
ión que será utilizada a lo largode todo el manus
rito 
omo las hipótesis generales sobre el modelo. Finalmente,se desarrollará brevemente el modelo lo
almente linealizado propuesto por Ozaki[13℄.
1.1. El modelo prin
ipal y las hipótesisEn este trabajo utilizaremos el sistema de e
ua
iones diferen
iales esto
ásti
asdado por:

{
dx(t) = y(t)dt

dy(t) = σdWt − [g1(x(t); a)y(t) + g2(x(t); b)x(t)] dt
, (1.1)donde z(t) := (x(t), y(t)), t ≥ 0 es un ve
tor 
uyas 
oordenadas representan laposi
ión x(t) y la velo
idad y(t) de una partí
ula del sistema en el instante detiempo t. Los parámetros serán denotados por a y b. Cada uno de ellos representaun ve
tor de parámetros a = (a1, · · · , aq) y b = (b1, · · · , bp), los 
uales apare
enen las expresiones de las fun
iones g1 y g2 respe
tivamente. En rela
ión 
on losparámetros supondremos que

a ∈ Θ1 ⊂ R
q y b ∈ Θ2 ⊂ R

p,4



Mar
o Teóri
o Mar
o Teóri
odonde Θ1 y Θ2 son 
onjuntos 
ompa
tos. Además, denotaremos por θ = (a, b) ∈
Θ ⊂ Rp+q a los parámetros del modelo, Θ = Θ1×Θ2 
omo un 
onjunto 
ompa
toque 
ontiene a los parámetros. Como es usual, los verdaderos parámetros sedenotarán por medio de θ0 = (a0, b0) ∈ Θo (el interior de Θ). Supondremosque la amplitud del ruido, denotada por σ, es una 
onstante positiva. Para
z = (x, y) ∈ R

2 de�nimos la fun
ión P : R2 ×Θ → R mediante
P (z; θ) := −g1(x; a)y − g2(x; b)x. (1.2)Las derivadas par
iales de P serán denotadas por los ve
tores ∇zP (z; θ) =

(Px(z; θ), Py(z; θ)) ∈ R
2 y ∇θP (z; θ) = (Pa(z; θ), Pb(z; θ)) ∈ R

p+q. A menos quese indique otra 
osa, a lo largo de este trabajo usaremos 
onstantes positivasgenéri
as C o Cr (en este último 
aso, la 
onstante depende del subíndi
e), quepueden variar de una linea del manus
rito a otra.Para el sistema (1.1), supondremos válidas las siguientes hipótesis:H1 1. Para todo N > 0 : sup|x|≤N |g1(x; a)| < ∞.2. Existen 
onstantes positivas c, L tales que |g1(x; a)| ≥ c, para todo
|x| > L.3. g1(x; a) ∈ C2(R×Θo

1).4. Existe un polinomio q1(|x|) = Cθ|x|γ1 , Cθ > 0 tal que
|g1(x; a)| ≤ Cθ|x|γ1 y |g′

1(x; a)| ≤ Cθ|x|γ1,para todo x ∈ R.H2 1. El poten
ial V (x; b) ∈ C2(R × Θo
2) y es a
otado inferiormente. Suderivada tiene la forma V

′

(x; b) = g2(x; b)x.2. Supondremos que la 
ondi
ión de amortuguamiento
+∞ ≥ ĺım inf

|x|→+∞

x2 · g2(x; b)
|x| ≥ v > 0,vale para alguna 
onstante v.3. El poten
ial tiene 
re
imiento exponen
ial para |x| → ∞. Además,existe un polinomio q2(|x|) = Cθ|x|γ2 , Cθ > 0 tal que

|V (x; b)| ≤ Cθ|x|γ2 y |V ′

(x; b)| ≤ Cθ|x|γ2 ,para todo x ∈ R. 5



Mar
o Teóri
o Mar
o Teóri
oH3 1. P : R2 ×Θ → R
2 es 
ontinua.2. P (z; θ) ∈ C2(R2 × Θo); para 
ada θ, existen 
onstantes positivas Cθ y

γ tales que |P (z; θ)| ≤ Cθ(1 + ||z||)γ, para todo z ∈ R
2.3. Para todo θ 6= θ

′ , P (z; θ) 6= P (z; θ
′

).4. Existe una 
onstante positiva γ tal que
sup
θ
′∈Θ

‖∇θP (z; θ′)‖ ≤ sup
θ
′∈Θ

{Cθ
′}‖z‖γ = C‖z‖γ .Para 
ada θ ∈ Θ, se in�ere de las hipótesis H1 y H2 que las siguientes 
otas sonválidas

|Px(z; θ)| ≤ Cθ ‖z‖γ3 y |Py(z; θ)| ≤ Cθ ‖z‖γ1 , ∀z ∈ R
2. (1.3)De a
uerdo 
on el trabajo de Wu [21℄, las hipótesis H1-H2 impli
an lo siguienteExiste una fun
ión de Foster�Lyapunov Ψ ≥ 1 la 
ual satisfa
e que

LΨ ≤ −αΨ+D 1K , para algunas 
onstantes α,D > 0 y algún sub
onjunto
ompa
to K. Aquí L denota el generador in�nitesimal dado por
L =

σ2

2

d2

dy2
+ y

d

dx
− (g1(x; a)y + g2(x; b)x)

d

dy
.Además, Ψ satisfa
e que

log (Ψ(x, y)) ≥ D
(
|y|2 + |x|

)
,
uando ‖z‖ → ∞ , para alguna 
onstante ade
uadamente es
ogida D > 0.Por lo tanto se dedu
e que el pro
eso z(t) = (x(t), y(t)) es re
urrente positivoy tiene una úni
a medida invariante denotada por πc(z) = πc(x, y). Note quela medida invariante πc(z(0))dz(0) depende de los parámetros θ que de�nen elmodelo. Por ejemplo, en el 
aso de os
ilador de Du�ng, 
onsiderando g1(x; a) =

g1(a) 
onstante, la expresión para la medida invariante es dada, salvo por un fa
tor
onstante, por
πc(x, y)dxdy = exp

(
−2g1(a)

σ2
H(x, y)

)
dxdy,6



Mar
o Teóri
o Mar
o Teóri
odonde H(x, y) = 1
2
|y|2 + V (x) es el Hamiltoniano. Sin embargo, en general nose 
ono
e una forma 
errada para la medida invariante tal 
omo o
urre 
onel os
ilador de Van der Pol, en el 
ual se tiene que g1(x; a) = a1x

2 − a2 
on
a1, a2 > 0, V (x) = 1

2
b2x2.Lo anterior también permite inferir algunas propiedades rela
ionadas 
on laindependen
ia asintóti
a. En efe
to, el pro
eso z(t) es α-mixing y todos losmomentos polinomiales de la medida πc son �nitos ( ver Cattiaux et al [5℄). Eneste trabajo supondremos que la distribu
ión del pro
eso z(0) = (x(0), y(0)) es lamedida invariante πc.Observa
ión 1.1.1. La hipo�elipti
idad del modelo prin
ipal (1.1) fuedemostrada a mediados de los años setenta por Malliavin [10℄. A mediadosdel siglo pasado ya Wiener había desarrollado una teoría sobre el movimientoBrowniano, Kolmogorov demostró que las probabilidades de transi
ión de unpro
eso de difusión de�nen una solu
ión fundamental a una e
ua
ión de 
aloraso
iada, e It� desarrolló un 
ál
ulo esto
ásti
o que permitía representar a unadifusión, 
on un generador in�nitesimal dado, 
omo la solu
ión de una e
ua
ióndiferen
ial esto
ásti
a. Con respe
to al área de e
ua
iones en derivadas par
iales,Hörmander había estable
ido un 
riterio que permitía estable
er si un operadordiferen
iable 
on 
oe�
ientes variables era hipo�elípti
o. De manera muy general:un operador G es hipo�elípti
o si, siempre que G(u) es diferen
iable para unadistribu
ión u de�nida en algún sub
onjunto abierto del dominio de G, enton
es ues diferen
iable. Estos avan
es permitieron a Malliavin, en el año 1976, estable
eruna 
onexión entre el análisis esto
ásti
o y las e
ua
iones en derivadas par
iales:Consideremos la e
ua
ión diferen
ial esto
ásti
a (en el sentido de Stratonovi
h)dada por
dξt =

n∑

i=1

Xi(ξt) ◦ dwi(t) +X0(ξt)dt,donde X0, · · · , Xn son 
ampos ve
toriales diferen
iables sobre R
d y w =

(w1, · · · , wn) es un pro
eso de Wiener estándar. Denotemos por L el operadordiferen
ial de segundo orden dado por 1
2

∑n

i=1X
2
i + X0. Se sabe que la solu
ión

ξt de la e
ua
ión men
ionada, es un pro
eso de Markov y sus probabilidades detransi
ión son solu
iones fundamentales (en el sentido de distribu
iones) de lae
ua
ión de 
alor ∂u
∂t

= Lu. Supongamos que los 
ampos ve
toriales X1, · · · , Xnjunto 
on todos los 
or
hetes de Lie que se expanden por X0, · · · , Xn generantodo R
d, en todo punto. Del teorema de hipo�elipti
idad de Hörmander se dedu
eque las probabilidades de transi
ión p(t, x, dy) admiten densidades diferen
iables

p(t, x, y), para todo t > 0. Luego, se dedu
e que el operador ∂
∂t
−L es hipo�elípti
o,7



Mar
o Teóri
o Modelo Lo
almente Linealizadoobteniendo así el resultado para e
ua
iones diferen
iales esto
ásti
as. Para ver másdetalles sugerimos el libro de Bramanti [4℄.
1.2. Modelo Lo
almente LinealizadoEn esta se

ión presentamos de manera breve el método de linealiza
ión lo
aldesarrollado por Ozaki en [13, 14℄. Además, se 
al
ula la densidad 
onjunta delpro
eso z(t).En el trabajo de Ozaki [13℄ se obtiene un método de identi�
a
ión estadísti
a paramodelos no lineales de vibra
iones aleatorias, basados en la máxima verosimilitudpara modelos 
on tiempo dis
reto. En el men
ionado trabajo Ozaki 
onsidera lae
ua
ión diferen
ial esto
ásti
a no lineal a tiempo 
ontinuo (1). Esta e
ua
ión seexpresa 
omo el sistema dinámi
o esto
ásti
o bivariado dado por

ż(t) = f(z(t); θ) + dW(t), (1.4)donde
z(t) = (x(t), y(t))′,
f(z(t); θ) = (y(t),−g1(x(t); a)y(t)− g2(x(t); b)x(t))

′ = (y(t), P (z(t); θ))′ y
dW(t) = (0, σdWt)

′.El pro
eso {z(t)} es observado en instantes de tiempo igualmente espa
iados
t = ih , i = 0, · · · , N .La nota
ión A′ se utiliza para la traspuesta de un ve
tor o matriz A. La matrizde varianza�
ovarianza para el ruido blan
o bivariado dW(t) viene dada por

E [dW(t) dW(s)′] =

[
0 0

0 σ2 δ(t− s)

]
,donde δ(t) es la fun
ión delta de Dira
. Observamos que la matriz de varianza�
ovarianza es singular. Para hallar un esquema dis
reto que aproxime el modelo8



Mar
o Teóri
o Modelo Lo
almente Linealizado
ontinuo (1.4) en el intervalo de tiempo [ih, (i + 1)h) 
on h > 0 su�
ientementepequeño, se 
onsidera en primer lugar la e
ua
ión determinísti
a homogénea
ż(t) = f(z(t); θ). (1.5)Tomando derivadas se obtiene

z̈(t) = J(z(t); θ)ż(t), (1.6)donde
J(z(t); θ) =

[
∂f(z; θ)

∂z

]

z=z(t)

=

[
0 1

g′1(x; a)y + g′2(x; b)x+ g2(x; b) g1(x; a)

]
.Debido a la importan
ia que tiene la matriz Ja
obiana J(z(t); θ) en el desarrollodel resto de este trabajo, debemos agregar la siguiente hipótesisH4 La matriz [∂f(z;θ)

∂z

] es no singular para todo z ∈ R
2 y θ ∈ Θo, es de
ir;

g′1(x; a)y + g′2(x; b)x+ g2(x; b) 6= 0,para (x, y) ∈ R
2 y θ ∈ Θo.Ahora bien, suponiendo que f es una fun
ión lineal en el intervalo [ih, (i + 1)h)la matriz Ja
obiana es 
onstante en este intervalo y por lo tanto se tiene que

J(z(s); θ) = J(z(t); θ) para todo s ∈ [ih, (i+1)h). Integrando dos ve
es la e
ua
ión
z̈(s) = J(z(t); θ)ż(s) resulta

z(t + h) = z(t) + J(z(t); θ)−1(eJ(z(t);θ)h − I)f(z(t); θ)

= [I + J(z(t); θ)−1(eJ(z(t);θ)h − I)F (z(t); θ)]z(t),donde
F (z(t); θ) :=

[
0 1

−g2(x(t); a) −g1(x(t); b)

]es una matriz tal que F (z(t); θ)z(t) = f(z(t); θ). Se de�nen la matriz
A(z(t), h; θ) = I + J−1(z(t); θ)(eJ(z(t);θ)h − I)F (z(t); θ)y la matriz L(z(t); θ)h mediante la rela
ión

A(z(t), h; θ) = eL(z(t);θ)h.9
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o Teóri
o Modelo Lo
almente LinealizadoDe esta manera se obtiene la e
ua
ión esto
ásti
a bivariada
ż(s) = L(z(t); θ)z(s) + dW(s). (1.7)Usando la fórmula de varia
ión de parámetros, la solu
ión de la e
ua
ión (1.7)viene dada por

z(t + h) = eL(z(t);θ)hz(t) +

∫ t+h

t

eL(z(t);θ)(t+h−s)dW(s). (1.8)Observa
ión 1.2.1. Se debe señalar que en el paso anterior es donde el ruido sepropaga a las dos 
oordenadas del sistema.Cuando el pro
eso {z(t)} es observado en los instantes de tiempo t = ih ,
i = 1, · · · , N se 
onsidera que el pro
eso dis
reto {z(ih)} = {zih} se de�ne pormedio de la e
ua
ión

z(i+1)h = Aihzih +

∫ (i+1)h

ih

eL(zih;θ)[(i+1)h−s]dW(s). (1.9)En este trabajo 
onsideraremos la siguiente e
ua
ión de observa
ión
z((i+ 1)h) = z(ih) +

∫ (i+1)h

ih

f(z(s); θ)ds+

∫ (i+1)h

ih

dW(s)ds. (1.10)Al 
al
ular la matriz de varianza�
ovarianza Σih(h; θ) para el ruido blan
o dis
reto∫ (i+1)h

ih
eL(zih;θ)[(i+1)h−s]dW(s) obtenemos

Σih(h; θ) =
σ2

(µ1 − µ2)2

[
1

2µ1
E1 − 2

µ1+µ2
E1,2 +

1
2µ2

E2
1
2
E1 − E1,2 +

1
2
E2

1
2
E1 − E1,2 +

1
2
E2

µ1

2
E1 − 2µ1µ2

µ1+µ2
E1,2 +

µ2

2
E2

] (1.11)
:=

σ2

(µ1 − µ2)2

[
a′11(zih, h; θ) a′12(zih, h; θ)

a′12(zih, h; θ) a′22(zih, h; θ)

]
= σ2

[
a11(zih, h; θ) a12(zih, h; θ)

a12(zih, h; θ) a22(zih, h; θ)

]
,donde

µ1 = µ1(zih, h; θ) and µ2 = µ2(zih, h; θ) son los autovalores de la matriz
J(zih; θ),
E1 = e2µ1h − 1,
E2 = e2µ2h − 1 y 10
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almente Linealizado
E1,2 = e(µ1+µ2)h − 1.Observa
ión 1.2.2. Observe que la matriz de varianza�
ovarianza del ruidoblan
o 
ontinuo dW(t) es singular mientras que la matriz de varianza�
ovarianzadel ruido blan
o dis
reto es simétri
a y para h > 0 �jo tiene rango 2. Más aún,la matriz Σih(h; θ) es la verdadera matriz de varianza�
ovarianza del ruido blan
odis
reto ∫ (i+1)h

ih
eL(zih;θ)[(i+1)h−s]dW(s) y no una aproxima
ión.En el siguiente lema se estable
e un resultado rela
ionado 
on el 
omportamientoasintóti
o de los elementos de las matri
es Σih(h; θ) y Σ−1

ih (h; θ).Lema 1.2.1. Consideremos las matri
es Σih(h; θ) y Σ−1
ih (h; θ). Bajo las hipótesisH1�H3 y H5′′ se 
umple

1

h3
a11(zih, h; θ) →

1

3
,

1

h
a22(zih, h; θ) → 1 y 1

h2
a12(zih, h; θ) →

1

2
, (1.12)y

h3b11(zih, h; θ) → 12, hb22(zih, h; θ) → 4 y h2b12(zih, h; θ) → −6, (1.13)en probabilidad. Más aún,
h3

2
||Σ−1

ih (h; θ)|| = OP(1), (1.14)uniformemente en θ.La demostra
ión de este lema se puede 
onsultar en el apéndi
e.El modelo (1.9) se es
ribe 
omo
z(i+1)h = Aih(h; θ)zih +Bih(h; θ)Ξ(i+1)h, (1.15)donde

Aih(h; θ) = A(zih, h; θ),la 
ondi
ión ini
ial es zih = z(ih), es de
ir; el modelo 
omienza 
on unadistribu
ión ini
ial que no es otra que la distribu
ión de la medida invariantedel modelo 
ontinuo. 11
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almente Linealizado
Bih(h; θ) = Uih(h; θ)

[ √
λ1 0

0
√
λ2

]. Aquí λ1 = λ1(zih, h; θ) y λ2 =

λ2(zih, h; θ) denotan los autovalores de la matriz 1
σ2Σih(h; θ), y las 
olumnasde la matriz Uih(h; θ) son los autove
tores normalizados aso
iados a 
adaautovalor.

Ξ(i+1)h es un ruido Gaussiano bivariado 
on matriz de varianza�
ovarianza
σ2 I y de media 
ero.En el siguiente lema se 
al
ula la densidad 
onjunta del modelo (1.15).Lema 1.2.2. La densidad 
onjunta p(zh, · · · , zhN ; θ, σ2) del modelo dis
reto (1.15)viene dada por
p(zh)

(2π)
N−1

2 σ2(N−1)

N−1∏

i=1

1

| detB(i−1)h(h; θ)|

× exp

[
− 1

2σ2

[
zih − A(i−1)h(h; θ)z(i−1)h

]′ [
B−1

(i−1)h(h; θ)
]′ [

B−1
(i−1)h(h; θ)

] [
zih −A(i−1)h(h; θ)z(i−1)h

]]
.La demostra
ión de este lema se en
uentra en el apéndi
e.Como 
onse
uen
ia del lema (1.2.2), la log�similitud del modelo (1.15) es

l(θ) = log p
(
zh, · · · , zNh; θ, σ

2
)
. (1.16)Finalmente, manteniendo úni
amente los términos que dependen de θ en (1.16),de�nimos el 
ontraste verosímil aproximado para el modelo dis
reto (1.15) 
omo

MN,h(z
Nh
h ; θ) =

1

2N

N−1∑

i=0

∥∥B−1
ih (h; θ)

[
z(i+1)h − Aih(h; θ) zih

]∥∥2 . (1.17)

12



Capítulo 2
CONSISTENCIAEn este 
apítulo demostraremos el resultado prin
ipal de este trabajo. Para ello
omenzaremos por estable
er un estadísti
o auxiliar 
on el 
ual trabajaremos eneste 
apítulo. Luego de de�nir la nota
ión, las hipótesis ne
esarias y dos lemasque serán muy útiles, 
omenzaremos por demostrar que para h → 0 y hN → ∞,el 
ontraste auxiliar 
onverge en probabilidad, uniformemente 
on respe
to a losdatos zhN y a los parámetros θ, a una fun
ión determinísti
a. Luego, siguiendo elesquema 
lási
o de Wald se 
ompletará la demostra
ión.Dado que h = hN , para h → 0, ne
esitamos suponer que hN → ∞ y por lo tanto
N → ∞.Observa
ión 2.0.3. Consideraremos 
omo 
ontraste el logaritmo del 
o
iente delas verosimilitudes. Este estadísti
o se puede es
ribir 
omo

MN,h(z
Nh
h ; θ)−MN,h(z

Nh
h ; θ0).El estimador obtenido al minimizar esta última fun
ión 
on respe
to de θ es elmismo que se obtiene al minimizar la fun
ión MN,h(z

Nh
h ; θ) 
on respe
to de θ.Antes de proseguir estable
eremos la siguiente nota
ión1. zNh

h = (zh, · · · , zNh). 13
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ia2. θ̂N,h = argmı́nθ∈Θ MN,h(z
Nh
h ; θ).3. Un detalle importante del trabajo de Ozaki [13℄ es que los parámetrosdel modelo dis
reto (1.15) son exa
tamente los mismos que los del modelo
ontinuo (1). Esto nos permite pensar en θ0 de dos maneras equivalentes

θ0 = argmı́nθ∈Θ EQd,h

[
MN,h(z

Nh
h ; θ)

]. Aquí Qd,h es la medidaesta
ionaria del par (zih, z(i+1)h) dada por p(z(i+1)h | zih)πd(zih), donde
p (· | ·) es la densidad del nú
leo de transi
ión (1.15) y πd su medidainvariante.
θ0 = argmı́nθ∈Θ Eπc

[
MN,h(z

Nh
h ; θ)

]. Aquí πc es la medida esta
ionariadel modelo 
ontinuo (1).4. Para el pro
eso 
ontinuo (1) denotaremos por Qc,h la medida esta
ionariadel par (z(t), z(t + h)), la 
ual viene dada por p(z(t + h) | z(t))πc(z(t)),siendo p (· | ·) la densidad del nú
leo de transi
ión del modelo 
ontinuo (1).Con la idea de demostrar la 
onsisten
ia del estimador, es ne
esario estable
er lassiguientes hipótesis : para h0 su�
ientemente pequeño valeH5 E
[
e(2h0‖J(z0;θ)‖) ‖J(z0; θ)‖4 ‖f(z0; θ)‖2

]
< ∞,H5' E

[
supθ∈Θ

{
e(2h0‖J(z0;θ)‖) ‖J(z0; θ)‖4 ‖f(z0; θ)‖2

}]
< ∞ yH5� E

[
supθ∈Θ

{
||J(z0; θ)||eh0||J(z0;θ)||

}]
< ∞.Observa
ión 2.0.4. Si bien no nos atrevemos a a�rmar que las hipótesis H5�H5′′son válidas para g1 y g2 en el 
aso general, se demuestra (ver apéndi
e) que paralos os
iladores lineales, de Kramer's, de Van der Pol y de FitzHug�Nagumo estashipótesis se 
umplen.La idea es demostrar que el estimador θ̂N, h es 
onsistente en el siguiente sentido:si h → 0 y hN → ∞, enton
es

ĺım
N→∞

θ̂N, h → θ0 en probabilidad. (2.1)Para ello, utilizaremos una té
ni
a similar a la usada por Wald en su trabajo [20℄para demostrar la 
onsisten
ia de un estimador. En primer lugar demostraremosque ĺımh→0,hN→∞
1
h
[MN,h(z

Nh
h ; θ) − MN,h(z

Nh
h ; θ0)] existe y es una fun
ión de-terminísti
a. Luego demostramos (2.1). Un ante
edente de nuestra prueba para14
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ia Consisten
iadifusiones ordinarias se puede 
onsultar en el artí
ulo de Genon�Catalot [6℄.A 
ontinua
ión estable
emos un resultado muy importante que será utilizado enla demostra
ión del teorema prin
ipal de este trabajo. Su demostra
ión puede
onsultarse en el apéndi
e.Lema 2.0.3. Supongamos que z(s) = (x(s), y(s))′ satisfa
e la e
ua
ión (1.4).Enton
es
E

[
|x(s)− x(s′)|2k

]
= O(|s− s′|3k) and E

[
|y(s)− y(s′)|2k

]
= O(|s− s′|k),para todo entero positivo k.El último detalle antes de estable
er el teorema prin
ipal 
onsiste en re�es
ribirel 
ontraste (4.28) de una manera más ade
uada. Éste puede ser es
rito 
omo

MN,h(z
Nh
h ; θ) =

1

2N

N−1∑

i=0

∥∥B−1
ih (h; θ)

[
z(i+1)h − Aih(h; θ) zih

]∥∥2 (2.2)
=

1

2N

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ)
(
z(i+1)h − Aih(h; θ))zih

)
, z(i+1)h − Aih(h; θ)zih

〉
.Con respe
to al término z(i+1)h − Aih(h; θ)zih en (2.2), dado que z(i+1)h satisfa
ela e
ua
ión de observa
ión

z((i+ 1)h) = z(ih) +

∫ (i+1)h

ih

f(z(s); θ)ds+

∫ (i+1)h

ih

dW(s)ds,
on los verdaderos parámetros θ0, se tiene
z(i+1)h −Aih(h; θ)zih =

∫ (i+1)h

ih

f(z(s); θ0)ds+

[
0

σ(W(i+1)h −Wih)

]
+ (I −Aih(h; θ))zih.(2.3)

15
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ia Consisten
iaUsando la expansión de Taylor para el término (I−Aih(h; θ))zih, se sigue de (2.3)
z(i+1)h − Aih(h; θ)zih =

∫ (i+1)h

ih

f(z(s); θ0)ds+

[
0

σ(W(i+1)h −Wih)

]
− hf(zih; θ)

−h2

2
J(zih, θ)f(zih; θ)−

∞∑

k=3

Jk−1(zih, θ)

k!
hk−3f(zih; θ)

=

∫ (i+1)h

ih

[f(z(s); θ0)− f(zih; θ)]ds+

[
0

σ(W(i+1)h −Wih)

]

−h2

2
J(zih, θ)f(zih; θ)−

∞∑

k=3

Jk−1(zih, θ)

k!
hk−3f(zih; θ).(2.4)Más aún, 
omo

J(zih; θ) =

[
0 1

−g′1(xih; a)yih − g′2(xih; b)xih − g2(xih; b) −g1(xih; a)

]
:=

[
0 1

Px(zih; θ) Py(zih; θ)

]obtenemos
− h2

2
J(zih, θ)f(zih; θ) =

h2

2

[
−P (zih; θ)

ℓ1(zih; θ)

]
, (2.5)donde ℓ1(zih; θ) = g1(xih; θ)P (zih; θ) − yihPx(zih; θ). De las hipótesis H1 y H2 sein�ere que

|ℓ1(zih; θ)| ≤ Cθ

(
‖zih‖2γ1+1 + ‖zih‖γ1+γ2+1 + ‖zih‖γ1+2 + ‖zih‖γ2+2) := Cθ ‖zih‖γ4 ,(2.6)para todo z ∈ K. Además, 
omo los momentos polinomiales del pro
eso {zih} sona
otados resulta

E [|ℓ1(zih; θ)|] ≤ CθE [‖zih‖γ4 ] < ∞. (2.7)Ahora bien, re
ordando que h2

2
=
∫ (i+1)h

ih
[(i+1)h−s]ds y 
onsiderando la e
ua
iónde observa
ión (1.10) obtenemos

z(i+1)h − Aih(h; θ)zih

=

[
σ
∫ (i+1)h

ih
[(i+ 1)h− u]dWu −

∫ (i+1)h

ih
[(i+ 1)h− u] (P (z(u); θ0)− P (zih; θ)) du∫ (+1)h

ih
(P (z(s); θ0)− P (zih; θ)) ds+ σ

∫ (i+1)h

ih
dWs +

h2

2
ℓ1(zih; θ)

]

−
∞∑

k=3

Jk−1(zih, θ)

k!
hkf(zih; θ)

:= Wi(θ) +Ki(θ)−
∞∑

k=3

Jk−1(zih, θ)

k!
hkf(zih; θ), (2.8)16
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iadonde
Wi(θ) =

[
σ
∫ (i+1)h

ih
[(i+ 1)h− u]dWu −

∫ (i+1)h

ih
[(i+ 1)h− u] (P (z(u); θ0)− P (zih; θ)) du∫ (+1)h

ih
(P (z(s); θ0)− P (zih; θ)) ds+ σ

∫ (i+1)h

ih
dWs

]

:=

[
Wi1(θ)

Wi2(θ)

]
.y

Ki(θ) =

[
0

h2

2
ℓ1(zih; θ)

]
.De esta manera, el 
ontraste (2.2) se puede es
ribir 
omo

MN,h(z
Nh
h ; θ)

=
1

2N

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ)

[
Wi(θ) +Ki(θ)−

∞∑

k=3

Jk−1(zih, θ)

k!
hkf(zih; θ)

]
,

Wi(θ) +Ki(θ) −
∞∑

k=3

Jk−1(zih, θ)

k!
hkf(zih; θ)

〉

=
1

2N

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ)(Wi(θ) +Ki(θ)),Wi(θ) +Ki(θ)
〉

+
1

2N

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ)

∞∑

k=3

Jk−1(zih, θ)

k!
hkf(zih; θ),

∞∑

k=3

Jk−1(zih, θ)

k!
hkf(zih; θ)

〉

− 1

N

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ)(Wi(θ) +Ki(θ)),
∞∑

k=3

Jk−1(zih, θ)

k!
hkf(zih; θ)

〉

:= D1(θ) +D2(θ)−D3(θ). (2.9)A partir de la última expresión estable
emos el siguiente resultadoLema 2.0.4. Bajo las hipótesis H1�H3 and H5 tenemos que
1

h
(D2(θ)−D3(θ)) = oP(1)

17
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iaDemostra
ión. Trabajando 
on la expresión D2(θ), tenemos
|D2(θ)| ≤ h6||Σ−1

ih (h; θ)||
1

2N

N−1∑

i=0

(
∞∑

k=3

||J(zih; θ)||k−1hk−3

k!
||f(zih; θ)||

)2

≤ h6||Σ−1
ih (h; θ)||

1

2N

N−1∑

i=0

(
∞∑

k=3

||J(zih; θ)||k−3hk−3

k!
||J(zih; θ)||2||f(zih; θ)||

)2

≤ h6||Σ−1
ih (h; θ)||

1

2N

N−1∑

i=0

e(2h||J(zih;θ)||)||J(zih)||4||f(zih; θ)||2. (2.10)De la hipótesis H5 se sigue
E

[
1

N

N−1∑

i=0

e(2h||J(zih;θ)||)||J(zih; θ)||4||f(zih; θ)||2
]

= E[e(2h||J(z0;θ)||)||J(z0; θ)||4||f(z0; θ)||2]

≤ E[e(2h0||J(z0;θ)||)||J(z0; θ)||4||f(z0; θ)||2] < ∞,y del lema 1.2.1 se in�ere que h3

2
||Σ−1

ih (h; θ)|| = O(1). Estos dos he
hos nospermiten dedu
ir, usando la desigualdad de Chebyshev, que
1

N

N−1∑

i=0

e(2h||J(zih;θ)||)||J(zih; θ)||4||f(zih; θ)||2 = OP(1),es de
ir; el término D2(θ) es a
otado en probabilidad. Más aún, podemos dedu
irque
|D2(θ)| = O(h3), (2.11)y por lo tanto
|D2(θ)|

h
= O(h2).Por otro lado, 
onsideremos el término D3(θ). En la observa
ión 2.0.5 másadelante, se demuestra que

1

N

N−1∑

i=0

< Σ−1
ih (h; θ)(Wi(θ) +Ki(θ)),Wi(θ) +Ki(θ) >= OP(1).Usando la desigualdad de Cau
hy-S
hwarz dos ve
es y utilizando la 
ono
idaexpresión < Σ−1w,w >=< Σ− 1

2w,Σ− 1
2w >= ||Σ− 1

2w||2, obtenemos
|D3(θ)| ≤

(
1

N

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ)(Wi(θ) +Ki(θ)),Wi(θ) +Ki(θ)
〉
) 1

2

×
(

1

N

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ)
∞∑

k=3

Jk−1

k!
hkf(zih; θ),

∞∑

k=3

Jk−1(zih; θ)

k!
hkf(zih; θ)

〉) 1
2

.18
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iaAdemás, usando (6.13) resulta |D3(θ)|
h

= OP(1)O(h
1
2 ) → 0. De esta manera seobtiene la siguiente aproxima
ión:

MN,h(z
Nh
h ; θ) =

1

2N

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ)(Wi(θ) +Ki(θ)),Wi(θ) +Ki(θ)
〉
+OP(h

3
2 ).

�A partir de los 
ál
ulos he
hos y de los lemas 2.0.4 y 2.0.3 el siguiente resultadoes válido:Teorema 2.0.1. Sea θ ∈ Θ. Bajo las hipótesis H1�H5′′, para h → 0, N → ∞ y
hN → ∞ se tiene
1

h

(
MN,h(z

Nh
h ; θ)−MN,h(z

Nh
h ; θ0)

)
→ 13

2
E[(P (z0, θ)− P (z0; θ0))

2] := M(θ),en probabilidad.Demostra
ión. En virtud del lema 2.0.4, para demostrar el teorema es su�
ienteestudiar la expresión
1

2hN

(
N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ)(Wi(θ) +Ki(θ)),Wi(θ) +Ki(θ)
〉
−

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ0)(Wi(θ0) +Ki(θ0)),Wi(θ0) +Ki(θ0)
〉
)
.Para 
ada θ ∈ Θ se desarrolla 
ada sumando de la primera sumatoria y obtenemos

1

2hN

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ)Wi(θ),Wi(θ)
〉

+
1

2hN

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ)Ki(θ),Ki(θ)
〉

+
1

hN

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ)Wi(θ),Ki(θ)
〉
.(2.12)Comenzaremos 
on el segundo término en (2.12)

1

2hN

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ)Ki(θ),Ki(θ)
〉

=
1

2hN

N−1∑

i=0

〈[
h2

2
b12(h)ℓ1(zih; θ)

h2

2
b22(h)ℓ1(zih; θ)

]
,

[
0

h2

2
ℓ1(zih; θ)

]〉

= h3b22
1

8N

N−1∑

i=0

ℓ21(zih; θ). (2.13)Tomando esperanza se sigue
1

2hN

N−1∑

i=0

E
[〈
Σ−1

ih (h; θ)Ki(θ),Ki(θ)
〉]

= h3b22
1

8N

N−1∑

i=0

E
[
ℓ21(zih; θ)

]
. (2.14)19
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iaDado que el pro
eso {zih} es esta
ionario, se sigue de (2.14)
h3b22

1

8N

N−1∑

i=0

E
[
ℓ21(zih; θ)

]
= h2hb22

1

8
E(ℓ21(z0; θ)) → 0,para h → 0, en la norma L1 y por lo tanto en probabilidad.El ter
er término en (2.12) puede ser es
rito 
omo

1

hN

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ)Wi(θ),Ki(θ)
〉
=

h

N

N−1∑

i=0

(b12Wi1(θ)ℓ1(zih; θ) + b22Wi2(θ)ℓ1(zih; θ)) .(2.15)Para el primer sumando en (2.15) tenemos
h

N

N−1∑

i=0

b12Wi1(θ)ℓ1(zih; θ) =
h

N

N−1∑

i=0

b12

∫ (i+1)h

ih

[(i + 1)h− u]dWuℓ1(zih; θ)

− h

N

N−1∑

i=0

b12

∫ (i+1)h

ih

[(i+ 1)h− u][P (z(u); θ0)− P (zih; θ)]duℓ1(zih; θ).Tomando esperanza y usando la desigualdad de Cau
hy�S
hwarz, laesta
ionaridad del pro
eso, la a
ota
ión de los momentos polinomiales del pro
eso
z0, los estimados obtenidos en (1.3) y (2.7) y del lema 1.2.1 obtenemos
E

[∣∣∣∣∣
h

N

N−1∑

i=0

b12Wi1(θ)ℓ1(zih; θ)

∣∣∣∣∣

]
≤ C

{
|b12|h2

[
Eℓ21(z0; θ)

] 1
2 h

1
2 + |b12|h2[EP 2(z0; θ0)]

1
2

}
h

= o(1). (2.16)Además, pro
ediendo de la misma manera que antes se obtiene
E

[∣∣∣∣∣
h

N

N−1∑

i=0

b22Wi2(θ)ℓ1(zih; θ)

∣∣∣∣∣

]
≤ C

{
|b22|h[Eℓ21(z0; θ)]

1
2h

1
4 + |b22|h[EP 2(z0; θ0)]

1
2

}
h

= o(1). (2.17)De (2.16) y (2.17) 
on
luimos
E

[∣∣∣∣∣
1

hN

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ)Wi(θ),Ki(θ)
〉
∣∣∣∣∣

]
= o(1). (2.18)
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iaDe esta manera podemos es
ribir
1

h

(
MN,h(z

Nh
h ; θ)−MN,h(z

Nh
h ; θ0)

)
=

1

2hN

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ)Wi(θ),Wi(θ)
〉

− 1

2hN

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ0)Wi(θ0),Wi(θ0)
〉

+oP(1).Desarrollemos el término
1

2hN

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ)Wi(θ),Wi(θ)
〉
.Tenemos que

1

2hN

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (h; θ)Wi(θ),Wi(θ)
〉

=
b11(h)

2hN

N−1∑

i=0

W2
i1(θ) +

b12(h)

hN

N−1∑

i=0

Wi1(θ)Wi2(θ)

+
b22(h)

2hN

N−1∑

i=0

W2
i2(θ).Tomando en 
uenta la expresión para Wi1(θ) y Wi2(θ) en (2.8), denotemos por

GjN(θ), j = 1, · · · , 10 a 
ada término que se obtiene en el desarrollo de la expresión

21
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iaanterior. Así
G1N (θ) =

b11(h)

2hN

N−1∑

i=0

(∫ (i+1)h

ih

[(i+ 1)h− u][P (z(u); θ0)− P (zih; θ)]du

)2

.

G2N (θ) = −σb11(h)

hN

N−1∑

i=0

∫ (i+1)h

ih

∫ (i+1)h

ih

[(i + 1)h− u1][(i+ 1)h− u2][P (z(u2); θ0)− P (zih; θ)]dWu1
du2.

G3N (θ) =
σb12(h)

hN

N−1∑

i=0

∫ (i+1)h

ih

[(i + 1)h− u]dWu

∫ (i+1)h

ih

[P (z(s); θ0)− P (zih; θ)]ds.

G4N (θ) = −b12(h)

hN

N−1∑

i=0

∫ (i+1)h

ih

[P (z(s); θ0)− P (zih; θ)]ds

∫ (i+1)h

ih

[(i+ 1)h− u][P (z(u); θ0)− P (zih; θ)]du.

G5N (θ) = −b12(h)

hN

N−1∑

i=0

∫ (i+1)h

ih

dWs

∫ (i+1)h

ih

[(i+ 1)h− u][P (z(u); θ0)− P (zih; θ)]du.

G6N (θ) =
b22(h)

2hN

N−1∑

i=0

(∫ (i+1)h

ih

[P (z(s); θ0)− P (zih; θ)]ds

)2

.

G7N (θ) =
b22(h)

hN

N−1∑

i=0

∫ (i+1)h

ih

dWs

∫ (i+1)h

ih

[P (z(s); θ0)− P (zih; θ)]ds.

G8N (θ) =
σ2b11(h)

2hN

N−1∑

i=0

(∫ (i+1)h

ih

[(i + 1)h− u]dWu

)2

.

G9N (θ) =
σb12(h)

hN

N−1∑

i=0

∫ (i+1)h

ih

[(i+ 1)h− u]dWu

∫ (i+1)h

ih

dWs.

G10N (θ) =
b22(h)

hN

N−1∑

i=0

(∫ (i+1)h

ih

dWs

)2

.Es dire
to darse 
uenta que 1
h

(
MN,h(z

Nh
h ; θ)−MN,h(z

Nh
h ; θ0)

)
=
∑7

j=1 GjN(θ) −∑7
j=1 GjN(θ0)+oP(1), ya que los términos que dependen sólo del ruido se 
an
elanal ha
er la diferen
ia, por lo tanto 
onsideraremos úni
amente los restantestérminos. Comen
emos 
on el término G1N .

G1N (θ) =
h3b11(h)

8N

N−1∑

i=0

[P (zih; θ0)− P (zih; θ)]
2

+
b11(h)

2hN

N−1∑

i=0

( ∫ (i+1)h

ih

[(i+ 1)h− u]{Px(z̃(u); θ0)[x(u)− xih] + Py(z̃(u); θ0)[y(u)− yih]}du
)2

+
h2b11(h)

2hN

N−1∑

i=0

[P (zih; θ0)− P (zih; θ)]

×
∫ (i+1)h

ih

[(i+ 1)h− u]{Px(z̃(u); θ0)[x(u) − xih] + Py(z̃(u); θ0)[y(u)− yih]}du

= G1N,1(θ) + G1N,2(θ) + G1N,3(θ), 22
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iadonde z̃(u) = zih + λ(z(u)− zih) para algún 0 ≤ λ ≤ 1. Para el primer término,usando el Teorema Ergódi
o, el 
omportamiento asintóti
o de b11(h) (lema 1.2.1)y la esta
ionaridad del pro
eso {zih} tenemos
G1N,1(θ) =

b11(h)

2hN

N−1∑

i=0

[P (zih; θ0)− P (zih; θ)]
2

(∫ (i+1)h

ih

[(i+ 1)h− u]du

)2 (2.19)
=

h3b11(h)

8N

N−1∑

i=0

[P (zih; θ0)− P (zih; θ)]
2 → 3

2
E
{
[P (z0; θ0)− P (z0; θ)]

2
}
,para h → 0 y N → ∞. Para el segundo término, usando (a + b)2 ≤ 2(a2 + b2) yla desigualdad de Cau
hy�S
hwarz obtenemos

G1N,2(θ) =
b11(h)

2hN

N−1∑

i=0

(∫ (i+1)h

ih

[(i+ 1)h− u] {Px(z̃(u); θ0)[x(u) − xih] + Py(z̃(u); θ0)[y(u)− yih]} du
)2

≤ Cθh
3b11(h)

hN

N−1∑

i=0

∫ (i+1)h

ih

(
P 2
x (z̃(u); θ0)[x(u)− xih]

2 + P 2
y (z̃(u); θ0)[y(u)− yih]

2
)
du.Re
ordando las 
otas superiores para Px y Py señaladas en (1.3), se sigue

G1N,2(θ) ≤ Cθh
3b11(h)

hN

N−1∑

i=0

∫ (i+1)h

ih

{
‖z̃(u)‖2γ3 [x(u)− xih]

2

+ ‖z̃(u)‖2γ1 [y(u)− yih]
2
}
du.Como z̃(u) = λz(u) + (1 − λ)zih, enton
es ‖z̃(u)‖ = ‖λz(u) + (1− λ)zih‖.De�nimos el polinomio

Q(||z(u)||, ||zih||) = ‖z̃(u)‖2γ3 + ‖z̃(u)‖2γ1 .Además, 
omo |x(u)− xih|2 ≤ ‖z(u)− zih‖2 y |y(u)− yih|2 ≤ ‖z(u)− zih‖2,resulta
|G1N,2(θ)| ≤ Cθh

3 |b11(h)|
hN

N−1∑

i=0

∫ (i+1)h

ih

|Q(||z(u)||, ||zih||)| ‖z(u)− zih‖2 du.Tomando esperanza y usando la desigualdad de Cau
hy�S
hwarz obtenemos
E [|G1N,2(θ)|] ≤ Cθh

3 |b11(h)|
hN

N−1∑

i=0

{∫ (i+1)h

ih

E (|Q(||z(u)||, ||zih||)|)2 du
}1

2

×
{∫ (i+1)h

ih

E ‖z(u)− zih‖2 du
}1

2

.23
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iaFinalmente, dado que los momentos polinomiales de los pro
esos z(u) y zih son�nitos, usando la 
ota E ‖z(u)− zih‖2 = O(h), la esta
ionaridad del pro
eso y lasrela
iones señaladas en el lema 1.2.1, 
on
luimos que
E [|G1N,2(θ)|] ≤ Cθh

3 |b11(h)|
[
E

(∣∣∣Q′

(||z0||)
∣∣∣
)2] 1

2

h
1
2 → 0, (2.20)para h → 0. Para el término G1N,3(θ), la 
onvergen
ia a 
ero se in�ere de los he
hosque G1N,1(θ) es a
otado y G1N,2(θ) 
onverge a 
ero en probabilidad, es de
ir;

G1N,3(θ) → 0, (2.21)en probabilidad. En vista de los resultados en (2.19), (2.20) y (2.21) se tiene que,para h → 0 y N → ∞

G1N → 3

2
E
{
[P (z0; θ0)− P (z0; θ)]

2
}
, (2.22)en probabilidad.Ahora estudiamos el término G2N . De�nimos una aproxima
ión de G2N mediante

G̃2N,1 = −σb11h

2N

N−1∑

i=0

[P (zih; θ0)− P (zih; θ)]

∫ (i+1)h

ih

((i+ 1)h− u1)dWu1 .Condi
ionando respe
to de la σ�álgebra Fu1 := σ(zt : t ≤ u1) es fá
il demostrarque E[G̃2N ] = 0. Más aún,
E[G̃2

2N,1] = b211h
6 σ2

8hN
E[(P (z0; θ0)− P (z0; θ))

2] → 0.La última a�rma
ión viene del he
ho que hN → ∞. Con la idea de estudiar lavariable aleatoria original G2N , 
onsideremos la aproxima
ión de primer orden
P (z(u2); θ0) = P (zih; θ0) + Px(z̃(u2); θ0)[x(u2)− xih] + Py(z̃(u2); θ0)[y(u2)− yih],donde z̃(u2) = zih + λ1(z(u2) − zih) para algún 0 ≤ λ1 ≤ 1. De esta manera setiene

G2N = G̃2N,1 + G̃2N,2 + G̃2N,3,donde
G̃2N,2 = −b11

σ

hN

N−1∑

i=0

∫ (i+1)h

ih

∫ (i+1)h

ih

((i+1)h−u1)((i+1)h−u2)Px(z̃(u2); θ0)(x(u2)−xih)dWu1
du2,24



Consisten
ia Consisten
iaỹ
G2N,3 = b11

σ

hN

N−1∑

i=0

∫ (i+1)h

ih

∫ (i+1)h

ih

((i+1)h−u1)((i+1)h−u2)g1(x̃(u2); θ0)(y(u2)−yih)dWu1du2.Usando el lema 2.0.3, las 
otas polinomiales para g1, g2 y sus derivadas, sedemuestra que E|G̃2N,2| = O(h). Para el término G̃2N,3, si de�nimos
G̃2N,4 = b11

σ

hN

N−1∑

i=0

∫ (i+1)h

ih

∫ (i+1)h

ih

((i+1)h−u1)((i+1)h−u2)g1(xih; θ0)(y(u2)−yih)dWu1du2,el mismo pro
edimiento usado para el término G̃2N,2 nos permite obtener
E

∣∣∣G̃2N,3 − G̃2N,4

∣∣∣ = oP(1). De la de�ni
ión arriba señalada se dedu
e que
G̃2N,4 = b11

σ

hN

N−1∑

i=0

g1(xih; θ0)

∫ (i+1)h

ih

∫ (i+1)h

ih

((i+1)h−u1)((i+1)h−u2)(y(u2)−yih)dWu1
du2+oP(1).Tomando esperanza se obtiene

E[G̃2N,4] → 3σE[g1(x0; θ0)].Además es fá
il demostrar que la varianza tiende a 
ero. De esta manera
G̃2N,4 → 3σE[g1(x0; θ0)],en probabilidad. En vista de los resultados obtenidos se tiene que

G2N − 3σE[g1(x0; θ0)] = G̃2N,1 + G̃2N,2 + (G̃2N,3 − G̃2N,4) + G̃2N,4 − 3σE[g1(x0; θ0)],y 
ada término tiende a 
ero en probabilidad. Se 
on
luye que para h → 0 y
hN → ∞

G2N → 3σE[g1(x0; θ0)], (2.23)en probabilidad.En el estudio de los términos restantes se utilizarán pro
edimientos muy pare
idosa los usados hasta ahora, por lo tanto no seremos ex
esivamente rigurosos 
on laes
ritura. Trabajemos el término G3N . Asintóti
amente este término es equivalenteã
G3N = −σ2b12(h)

hN

N−1∑

i=0

g1(xih; θ0)

∫ (i+1)h

ih

[(i+1)h−u]dWu

∫ (i+1)h

ih

[(i+1)h−s]dWs.25



Consisten
ia Consisten
iaDel lema 1.2.1 tenemos
E[G̃3N ] = −σ2h2b12(h)

3
E[g1(x0; θ0)] → 2σ2

E[g1(x0; θ0)].y su varianza tiende a 
ero. Enton
es, parar h → 0 y hN → ∞ se tiene
G3N → 2σE[g1(x0; θ0)], (2.24)en probabilidad.Para el término G4N , trabajando de manera similar al término G1N obtenemos,para h → 0 y hN → ∞

G4N → 3E[(P (z0; θ0)− P (z0; θ))
2], (2.25)en probabilidad.Para el término

G5N = −b12(h)

hN

N−1∑

i=0

∫ (i+1)h

ih

dWs

∫ (i+1)h

ih

[(i+ 1)h− u][P (z(u); θ0)− P (zih; θ)]du,usando la aproxima
ión
G̃5N = −b12(h)

hN

N−1∑

i=0

g1(xih; θ0)

∫ (i+1)h

ih

[(i+ 1)h− u]dWu

∫ (i+1)h

ih

[(i+ 1)h− s]dWs,se in�ere, 
omo antes, que para h → 0 y hN → ∞

G5N → −2σ2
E[g1(x0; θ0)], (2.26)en probabilidad.Con respe
to al término G6N , 
on el mismo tratamiento que le dimos al término

G1N dedu
imos que para h → 0 y hN → ∞

G6N → 2E[(P (z0; θ0)− P (z0; θ))
2], (2.27)en probabilidad.El término G7N produ
e el mismo límite que

G̃7N = −σ2b22(h)

hN

N−1∑

i=0

g1(xih; θ0)

∫ (i+1)h

ih

dWs1

∫ (i+1)h

ih

[(i+ 1)h− s2]dWs2.26
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iaDe esta manera, pro
ediendo de manera similar al término G3N obtenemos, para
h → 0 y hN → ∞

G7N → −2σ2
E[g1(x0; θ0)], (2.28)en probabilidad.Finalmente, sumando los resultados obtenidos en (2.22)�(2.28) se 
on
luye que

1

h
(MN,h(z

Nh
h ; θ)−MN,h(z

Nh
h ; θ0)) →

13

2
E[(P (z0, θ)− P (z0; θ0))

2],en probabilidad. �Observa
ión 2.0.5. El pro
edimiento anterior nos brinda un bono extra: paratodo θ ∈ Θ vale
1

N

N−1∑

i=0

< Σ−1
ih (h; θ)(Wi(θ) +Ki(θ)),Wi(θ) +Ki(θ) >= OP(1).En efe
to, los úni
os términos 
uyo límite no es 
ero, son aquellos que dependendel ruido tal y 
omo o
urre, por ejemplo, 
on el término

b11
σ2

2N

N−1∑

i=0

(

∫ (i+1)h

ih

((i+ 1)h− u)dWu)
2 → 2σ2,usando la Ley de los Grandes Números. Por lo tanto estos términos pueden sertratados de manera similar.Observa
ión 2.0.6. Notemos que M(θ) = 13

2
E[(P (z0; θ) − P (z0; θ0))

2] ≥ 0 paratodo θ ∈ Θ y M(θ0) = 0. Así, la fun
ión M(θ) tiene un mínimo global en el punto
θ = θ0 
uyo valor es 0. Supondremos que existe una ve
indad Uθ0 de θ0 tal que
Uθ0 ⊂ Θ y ∇θP (z0; θ̆) 6= (0, · · · , 0) para todo θ̆ ∈ Uθ0, θ̆ 6= θ0. Esta 
ondi
ióngarantiza que θ0 es el úni
o punto de Uθ0 donde M al
anza su mínimo. En los
uatro modelos men
ionados en la observa
ión 2.0.4, esta 
ondi
ión se 
umple(ver apéndi
e). Esta 
ondi
ión de identi�
abilidad será 
ru
ial en el próximoteorema.En el próximo teorema demostraremos la 
onsisten
ia del estimador θ̂N,h.Teorema 2.0.2. Sea θ ∈ Θ, donde Θ es un 
onjunto 
ompa
to. Sea {hN}N≥1una su
esión tal que hN → 0 y hNN → ∞ 
uando N → ∞. Bajo las hipótesis delteorema 2.0.1 se tiene que

ĺım
N→∞

θ̂N,hN
= θ0,en probabilidad. 27
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iaAntes de 
omenzar la demostra
ión debemos estable
er un resultado que seráne
esario. Un bosquejo de la prueba puede 
onsultarse en el apéndi
e.Lema 2.0.5. Sea Θ ⊂ R
p+q un 
onjunto 
ompa
to. Supongamos que las hipótesisH1�H5 se 
umplen. En adi
ión, supongamos que

E[sup
θ∈Θ

ℓ21(zih; θ)] < ∞.Enton
es, para h �jo, la su
esión { 1
hN

[
MN,hN

(zNhN

hN
; θ)
]
} 
onverge uniformemente
on respe
to a θ, en probabilidad.Observa
ión 2.0.7. La hipótesis adi
ional E[supθ∈Θ ℓ21(zih; θ)] < ∞ es válida silas 
onstantes Cθ en las e
ua
iones (2.6) y (2.7) se pueden a
otar uniformemente
on respe
to de θ ∈ Θ por una 
onstante C. En los 
uatro modelos men
ionadosanteriormente esta hipótesis es válida.Demostra
ión del teorema 2.0.2. De�nimos

M̃N(θ) =
1

hN

[
MN,hN

(zNhN

hN
; θ)−MN,hN

(zNhN

hN
; θ0)

]
.Note que M̃N (θ) yMN,hN

(θ) al
anzan el mínimo en el mismo valor θ̂N,hN
. Tenemosque

0 ≤ M(θ̂N,hN
) = M(θ̂N,hN

)− M̃N (θ̂N,hN
) + M̃N (θ̂N,hN

).Como θ̂N,hN
= argmı́nθ∈Θ M̃N(θ), enton
es

M̃N(θ̂N,hN
) ≤ M̃N (θ0).Esto impli
a que

0 ≤ M(θ̂N,hN
) ≤ M(θ̂N,hN

)− M̃N(θ̂N,hN
) + M̃N (θ0).De la hipótesis de 
ompa
idad, el teorema 2.0.1 y el lema (2.0.5), tomando valorabsoluto resulta

0 ≤ |M(θ̂N,hN
)| ≤ |M(θ̂N,hN

)−MN(θ̂N,hN
)|+ |MN(θ0)|

≤ 2 sup
θ∈Θ

|M(θ)−MN (θ)| → 0,en probabilidad. Por lo tanto
ĺım

N→∞
M(θ̂N,hN

) = 0 (= M(θ0)) en probabilidad. (2.29)28



Consisten
ia Consisten
iaSea θ∗ un punto límite de la su
esión {θ̂N,hN
}. Dado que Θ es 
ompa
to, existeuna subsu
esión {θ̂Nj ,hNj

} ⊆ {θ̂N,hN
} tal que

ĺım
j→∞

θ̂Nj ,hNj
= θ∗.Tomando en 
uenta que M(θ) es 
ontinua y por (2.29), se dedu
e que

ĺım
j→∞

M(θ̂Nj ,hNj
) = M(θ∗).En virtud de la suposi
ión sobre uni
idad de θ0 que hi
imos en la observa
ión2.0.6 obtenemos θ∗ = θ0 lo 
ual nos permite 
on
luir que

ĺım
N→∞

θ̂N,hN
= θ0,en probabilidad. �Observa
ión 2.0.8. A
abamos de demostrar la 
onsisten
ia del estimador enel 
aso que los datos son 
ompletamente observados. Pensamos que un resultadosimilar puede obtenerse en el 
aso en que úni
amente se observa la posi
ión,aproximando la velo
idad 
on un esquema de Euler. De�niendo el 
ontraste

MN,h(x1, · · · , xN , θ) =
1

2(N − 1)

N∑

i=2

∥∥∥∥∥∥
B

([
x(i)

x(i)−x(i−1)
h

]
; θ

)−1 [[
x(i+ 1)
x(i+1)−x(i)

h

]

−A

([
x(i)

x(i)−x(i−1)
h

]
; θ

) [
x(i)

x(i)−x(i−1)
h

]]∥∥∥∥∥

2

,y el estimador
θ̂N,h := argmı́n

θ∈Θ
MN,h(x1, · · · , xN , θ),
reemos posible demostrar que θ̂N,h → θ0 
uando h → 0 y Nh → ∞ en algúnsentido. Si bien no es el objetivo de este trabajo desarrollar las demostra
iones dela a�rma
ión que ha
emos, 
onsideramos importante eje
utar simula
iones 
oneste enfoque para 
omparar 
on el estimador θ̂ y las estima
iones obtenidas porotros autores. En el próximo 
apítulo se muestran los resultados.
29



Capítulo 3
SIMULACIONESEn este 
apítulo eje
utaremos algunas simula
iones que nos permitirán observar
ómo se 
omporta numéri
amente el estimador obtenido por Ozaki, en el 
asoen que los datos son observados 
ompletamente. También llevaremos a 
aboalgunas simula
iones que nos darán 
uenta del 
omportamiento numéri
o delestimador en el 
aso que sólo se observa la posi
ión. Luego 
ompararemos losresultados obtenidos y los 
ontrastaremos 
on los resultados obtenidos por Ozaki[13℄, Pokern et al. [16℄ and Samson et al. [17℄.
3.1. Des
rip
ión de las simula
ionesConsideraremos los siguientes dos modelos: el os
ilador esto
ásti
o de Van der Pol

ẍ+ (ax2 + bx+ c)ẋ+ dx = σdWt, (3.1)y el os
ilador esto
ásti
o de Du�n
ẍ+ dẋ+ (ax2 + bx+ c)x = σdWt. (3.2)Aquí a, b, c y d son los parámetros a ser estimados. Como la varianza σ2 tambiénserá estimada, los ve
tores de parámetros a ser estimados tendrán la forma

θ = (a, b, c, d, σ2). Con la idea de obtener datos que nos permitan ha
er laestima
ión, usaremos los siguientes ve
tores de parámetros, los 
uales son losparámetros reales y por lo tanto se denotan 
omo θ030



Simula
iones Simula
ionesVan der Pol model Du�n model
θvdP1
0 = (1, 0,−1, 14,8, 1) θD1

0 = (4, 0, 14,8, 0,25, 0,25)

θvdP2
0 = (2, 0, 2, 10, 1) θD2

0 = (1, 0,−1, 1, 0,25)

θvdP3
0 = (0, 0, 0,5, 4, 1) θD3

0 = (4, 3,−4, 1, 0,25)La ele

ión de estos parámetros obede
e, entre otras 
osas, a los siguientes
riterios:1.- En general todos los parámetros se es
ogieron 
on la idea de obtenerfun
iones g1(x(t); a) y g2(x(t); a) que satisfagan las hipótesis H1�H5.2.- Para 
omparar nuestros resultados 
on los obtenidos por Ozaki en [13℄,se es
ogieron θvdP1
0 y θD1

0 igual que en el men
ionado trabajo, ex
epto lavarianza en el modelo de Du�n: en este trabajo 
onsideramos σ2 = 0,5mientras que Ozaki 
onsideró σ2 = 4. El ve
tor de parámetros θD1 produ
eel poten
ial de un sólo pozo V (x) = x4 + 7,4x, esto es, un poten
ial quetiene un úni
o mínimo.3.- El ve
tor de parámetros θD2
0 produ
e el llamado os
ilador de Kramer. En este
aso el poten
ial obtenido V (x) = x4

4
− x2

2
es llamado un poten
ial de doblepozo simétri
o, es de
ir, un poten
ial 
on un úni
o mínimo, al
anzado endos puntos. Este tipo de poten
iales son 
onsiderados en la literatura 
omola superposi
ión de dos poten
iales de pozo simple, que tienen el mismomínimo.4.- El ve
tor de parámetros θD3

0 produ
e el poten
ial de dos pozos no simétri
odado por V (x) = x4 + 3x3

2
− 2x2.5.- El ve
tor de parámetros θvdP3
0 produ
e el mismo modelo que apare
e en lostrabajos de Pokern et al. [16℄ y Samson et al. [17℄.Una vez estable
idos los parámetros reales pro
edemos a obtener, para 
a-da ve
tor de parámetros reales, un 
onjunto de datos que tienen la forma

z(ti) =

[
x(ti)

y(ti)

]

i=1,··· ,N

. Aquí x(ti) y y(ti) representan la posi
ión y la velo
idad,respe
tivamente, de una partí
ula en el instante ti en que son observados. Paraefe
tos de la estima
ión 
onsideraremos varios tamaños del 
onjunto de datos;
N = 100, 1000, 5000 y 10000. Di
hos 
onjuntos de datos se obtendrán a partir del31



Simula
iones Simula
ionesmodelo dis
reto (1.15) aso
iado a 
ada modelo 
ontinuo (Van der Pol o Du�n)usando para el primero de los modelos men
ionados los parámetros reales 
uyosupra�índi
e es vdP y para el segundo los parámetros reales 
uyo supra�índi
e es
D.
3.2. AlgoritmosPara obtener los 
onjuntos de datos se pro
ede de la siguiente manera:1. Cal
ulamos la matriz A(z(t); θ0) = I+J−1(z(t); θ0)[e

J(z(t);θ0)− I]F (z(t); θ0).En la implementa
ión de nuestro algoritmo, en lugar de la matriz eJ(z(t);θ0) hse usará su aproxima
ión de Taylor de segundo orden dada por I +

J(z(t); θ0)h + (J(z(t);θ0)h)2

2
.2. Cal
ulamos la matriz B(z(t); θ0). En nuestro algoritmo esta matriz esreemplazada por uno de los fa
tores que apare
e en la des
omposi
ión deCholesky de la matriz 1

σ2Σih(h; θ0).3. El 
onjunto de datos es obtenido a partir de la rela
ión
z(ti) = A(z(ti); θ0) · z(ti) +B(z(ti); θ0) · randn(2, 1).En las simula
iones para obtener los 
onjuntos de datos se utilizará el tamañodel paso h = 0,1, ex
epto para el ve
tor de parámetros θvdP3

0 . En ese 
aso,para �nes de 
ompara
ión, se usará h = 0,1, N = 100, h = 0,1, N = 1000 y
h = 0,01, N = 1000. Para el ve
tor de parámetros reales θvdP1

0 
onsideramos la
ondi
ión ini
ial zt0 = [0
0

]. Para el ve
tor de parámetros reales θvdP3
0 tomamos la
ondi
ión ini
ial zt0 =

[
1

0

] 
omo en los trabajos de Pokern et al. [16℄ y Samsonet al. [17℄. Para el ve
tor de parámetros reales θvdP2 suponemos las 
ondi
ionesini
iales zt0 =

[
2

1

]. Para el 
aso donde se observa sólo la posi
ión, otros seis32



Simula
iones Simula
iones
onjuntos de datos son obtenidos 
on la forma z(ti) =

[
x(ti)

ŷ(ti)

]. En este 
aso,
ŷ(ti) = x(ti+1)−x(ti)

h
es la aproxima
ión de la velo
idad mediante un esquema deEuler de primer orden estándar. En este 
aso se harán las mismas 
onsidera
ionesen 
uanto a h y N .

3.3. ResultadosEn las �guras 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4 que se presentan a 
ontinua
ión se observa, para
ada 
aso, una grá�
a de los datos obtenidos:
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Figura 3.1: Conjunto de datos generados para el modelo de Van der Pol. Deizquierda a dere
ha, en 
ada 
olumna se muestra la posi
ión (arriba) y la velo
idad(abajo) del sistema, obtenidos para los ve
tores de parámetros reales θvdP1
0 , θvdP2

0y θvdP3
0 respe
tivamente.
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Figura 3.2: Conjunto de datos generados para el modelo de Van der Pol 
uandose observa sólo la posi
ión. De izquierda a dere
ha, en 
ada 
olumna se muestrala posi
ión (arriba) y la velo
idad (abajo) del sistema, obtenidos para los ve
toresde parámetros reales θvdP1
0 , θvdP2

0 y θvdP3
0 respe
tivamente.
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Figura 3.3: Conjunto de datos generados para el modelo de Du�n. De izquierdaa dere
ha, en 
ada 
olumna se muestra la posi
ión (arriba) y la velo
idad (abajo)del sistema, obtenidos para los ve
tores de parámetros reales θD1
0 , θD2

0 y θD3
0respe
tivamente.
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Figura 3.4: Conjunto de datos generados para el modelo de Du�n 
uando seobserva sólo la posi
ión. De izquierda a dere
ha, en 
ada 
olumna se muestra laposi
ión (arriba) y la velo
idad (abajo) del sistema, obtenidos para los ve
toresde parámetros reales θD1
0 , θD2

0 y θD3
0 respe
tivamente.

3.4. Estima
ión y 
ompara
iónUna vez que tenemos los 
onjuntos de datos pasamos a la etapa de estima
ión.Con la idea de evitar algoritmos que ha
en uso del gradiente para minimizar lafun
ión objetivo, usamos usamos una pequeña varia
ión del algoritmo de Nelder�Mead basado en el método simplex. Para 
ada 
onjunto de datos, ex
epto paralos 
orrespondientes al ve
tor de parámetros θvdP3
0 , 
orremos el algoritmo 100ve
es y tomamos el promedio y la desvia
ión estándar de las estima
iones. Paralos 
onjuntos de datos 
orrespondientes al ve
tor de parámetros θvdP3

0 
orremosel algoritmo 1000 ve
es y tomamos el promedio y la desvia
ión estándar. Losparámetros estimados para los 
asos de datos observados total y par
ialmentese denotarán mediante θ̂C y θ̂P respe
tivamente. Los parámetros estimados enlos trabajos de Ozaki, Pokern et al y Samson et al se identi�
arán 
on los sub�índi
es Oz, Po y Sa respe
tivamente. La letra E en la primera 
olumna de 
adatabla denota el estimador. La segunda 
olumna de 
ada tabla 
ontiene el valorde los parámetros reales. Para 
ada ve
tor de parámetros reales, los resultados sepresentan a 
ontinua
ión: 35
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E θvdP1 N=100 std N=1000 std N=5000 std N=10000 std
̂aC 1.021 0.0906 0.8831 0.0450 1.0139 0.0389 1.0151 0.0754

̂aCOz 1 0.9878
̂aP 1.0050 0.0536 1.0445 0.0921 1.0304 0.0430 1.0118 0.1572
̂bC -0.0122 0.1076 0.0130 0.0845 -0.0101 0.0920 -0.0260 0.1018

̂bCOz 0 -0.0112
̂bP -0.0060 0.1005 0.0133 0.0827 0.0048 0.0992 0.0190 0.1010
̂cC -0.9816 0.0939 -0.8447 0.0453 -1.0252 0.1192 -1.0466 0.1894

̂cCOz -1 -0.9742
̂cP -0.9830 0.0917 -0.9983 0.1566 -1.0031 0.0681 -0.9621 0.1468
̂dC 14.6709 0.2747 14.8869 0.1764 14.6319 0.3578 14.9214 0.3247

̂dCOz 14.8 14.8520
̂dP 14.6936 0.2851 14.7911 0.4355 14.7890 0.3356 14.8515 0.3634
σ̂2

C 0.9966 0.1929 1.1337 0.0302 1.0125 0.1372 1.0819 0.1738
σ̂2

C

Oz 1 1.0141
σ̂2

P 1.0984 0.1750 1.0389 0.1306 1.0812 0.1597 0.9687 0.2749Cuadro 3.1: Modelo de Van der Pol 1. Tres estimadores se 
omparan: datos
ompletamente observados, datos 
ompletamente observados obtenido por Ozakiy datos par
ialmente observados. .En la tabla 3.1 se observa una buena estima
ión . Los resultados presentados porOzaki en [13℄ 
orresponden al 
aso N = 1000. En esta 
aso el estimador de Ozakifun
iona mejor que el nuestro, sin embargo 
uando N se in
rementa nuestrosmodelos mejoran la estima
ión y los resultados son similares a los obtenidos porOzaki. Vale la pena men
ionar que en el 
aso de datos par
ialmente observadosla estima
ión fun
iona muy bien, aún para N = 100.
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Simula
iones Simula
ionesEn la tabla 3.2 los resultados son 
onsiderablemente buenos para los dosestimadores.E θvdP2 N=100 std N=1000 std N=5000 std N=10000 std
̂aC 1.6312 0.1953 1.7804 0.3194 2.0858 0.3507 2.2434 0.3919
̂aP 2 1.8357 0.1993 2.2059 0.3098 1.7038 0.4114 2.1447 0.3257
̂bC 0.0037 0.0202 0.0024 0.0434 -0.0018 0.0275 -0.0027 0.0341
̂bP 0 -0.0020 0.0381 0.0010 0.0374 0.0009 0.0267 0.0007 0.0211
̂cC 2.4118 0.1054 2.1037 0.6030 1.8546 0.2834 2.2821 0.1562
̂cP 2 1.8926 0.0419 2.2159 0.0804 2.0421 0.3175 1.9150 0.2966
̂dC 9.8338 0.3999 9.8214 0.6702 9.5326 0.3745 10.4202 0.6696
̂dP 10 9.2858 0.4746 10.5078 0.6587 9.9742 0.4193 9.4332 0.5790
σ̂2

C 1.0251 0.0051 0.7892 0.0160 0.9284 0.0074 0.8958 0.0249
σ̂2

P 1 0.8941 0.0033 0.9283 0.0073 1.1351 0.0128 1.1284 0.0119Cuadro 3.2: Modelo de Van der Pol 2. Dos estimadores se 
omparan: Datostotalmente observados y datos par
ialmente observados..
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Simula
iones Simula
ionesEn el trabajo de Pokern et al. [16℄ se estudian tres modelos: modelo de 
re
imientoesto
ásti
o, el os
ilador armóni
o esto
ásti
o lineal y el os
ilador esto
ásti
otrigonométri
o. Los mismos tres modelos se estudian en el artí
ulo de Samson et al.[17℄. Compararemos nuestros resultados 
on los dos primeros que se men
ionaron.Si en el modelo de Van der Pol (3.1) se toma a = b = 0 enton
es obtenemos elos
ilador armóni
o esto
ásti
o lineal. Los resultados se muestran en la tabla 3.3.E θvdP3 N=100 N=1000 N=1000
h = 0,1 std h = 0,1 std h = 0,01 std

̂cC 0.3849 0.0785 0.4866 0.0693 0.5057 0.0876
̂cCSa 1.022 0.098 1.086 0.271 0.678 0.326
̂cP 0.5 0.3795 0.0619 0.5142 0.0673 0.4284 0.0729

̂cPSa 1.285 0.275 1.215 0.096 0.699 0.330
̂dC 3.8508 0.1000 3.9965 0.0864 3.8189 0.1255

̂dCSa 3.567 0.489 3.488 0.187 4.034 0.642
̂dP 4 3.7767 0.1352 4.0210 0.0741 3.9715 0.1184

̂dP Sa 3.588 0.494 3.501 0.188 4.032 0.644
σ̂2

C 0.8033 0.0114 0.9954 0.0033 1.0151 0.0008
σ̂2

C

Sa 0.980 0.069 0.974 0.021 0.996 0.021
σ̂2

P 1 0.9377 0.0076 1.0176 0.0029 0.9685 0.0005
σ̂2

P

Sa 0.946 0.074 0.956 0.021 0.994 0.023
σ̂2

P

Po 1.154 0.074 1.114 0.025 1.016 0.013Cuadro 3.3: Modelo de Van der Pol 3. Se 
omparan: datos total y par
ialmenteobservados, datos total y par
ialmente observados obtenidos por Samson et al. yla estima
ión de la varianza obtenida por Pokern et al. para datos par
ialmenteobservados. .En la tabla 3.3 se observa que todos los estimadores se 
omportan relativamentebien. Nuestros resultados mejoran notablemente en el 
aso h = 0,1, N = 1000. Sinembargo, 
uando el número de datos aumenta y el tamaño del paso disminuye,nuestro estimador para el 
aso de datos par
ialmente observados desmejora.
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Simula
iones Simula
ionesPara el os
ilador de Du�n 
orrespondiente al primer ve
tor de parámetrosreales los resultados se muestran en la tabla 3.4. Se puede apre
iar un buen
omportamiento en los 
asos de datos total y par
ialmente observados. Ademáslos resultados son similares a los obtenidos por Ozaki.E θD1 N=100 std N=1000 std N=5000 std N=10000 std
̂aC 8.1745 5.5976 3.7635 1.8398 4.1978 0.7339 4.2733 0.6285

̂aCOz 4 3.7954
̂aP 7.2542 4.6135 4.4201 1.0071 4.3048 1.0117 4.4406 1.6694
̂bC 0.0018 0.0476 -0.0001 0.0216 -0.0015 0.0261 0.0020 0.0280

̂bCOz 0 0.3551
̂bP 0.0062 0.0562 0.0023 0.0205 -0.0004 0.0155 -0.0018 0.0226
̂cC 14.5822 0.4943 14.8029 0.2010 14.7909 0.1550 14.8392 0.1446

̂cCOz 14.8 14.9385
̂cP 13.5058 0.3861 14.8850 0.1470 14.7139 0.1352 14.8116 0.1895
̂dC 0.2037 0.0282 0.3042 0.0322 0.2328 0.0196 0.2152 0.0164

̂dCOz 0.25 0.1589
̂dP 0.3175 0.0312 0.2337 0.0266 0.1990 0.0276 0.3578 0.0238
σ̂2

C 0.25 0.2253 0.0011 0.2625 0.0004 0.2494 0.0005 0.2343 0.0002
σ̂2

C

Oz 4 4.0270
σ̂2

P 0.25 0.2016 0.0009 0.2664 0.0003 0.2457 0.0001 0.2564 0.0003Cuadro 3.4: Modelo de Du�n 1. Se 
omparan tres estimadores: datos totaly par
ialmente observados obtenidos por nosotros y datos 
ompletamenteobservados obtenidos por Ozaki. .
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Simula
iones Simula
ionesPara el os
ilador de Kramers que 
orresponde al modelo de Du�n 2, los resultadosmostrados en la tabla 3.5 nos muestra que 
on po
os datos (N = 100) nuestrosresultados no son buenos. No obstante, 
uando ese número aumenta el estimadorfun
iona muy bien.E θD2 N=100 std N=1000 std N=5000 std N=10000 std
̂aC 0.9080 0.1621 0.9612 0.1105 1.0133 0.2119 1.0906 0.2086
̂aP 1 0.7809 0.1360 1.0864 0.1215 1.0213 0.0409 1.0123 0.1838
̂bC 0.0024 0.0264 -0.0062 0.0375 0.0094 0.0493 -0.0023 0.0358
̂bP 0 0.0054 0.0384 -0.0030 0.0404 -0.0045 0.0350 -0.0017 0.0385
̂cC -0.6701 0.1591 -0.9799 0.1461 -0.9673 0.2161 -1.1705 0.2769
̂cP -1 -0.8271 0.2117 -1.1448 0.1629 -1.0228 0.0527 -1.0428 0.2730
̂dC 0.9873 0.1405 0.9477 0.0468 0.9600 0.1052 0.9238 0.2817
̂dP 1 0.7615 0.1284 1.0387 0.1466 0.9545 0.0443 0.9389 0.1893
σ̂2

C 0.1964 0.0014 0.2437 0.0033 0.2515 0.0068 0.2483 0.0178
σ̂2

P 0.25 0.2499 0.0035 0.2556 0.0038 0.2588 0.0004 0.2434 0.0053Cuadro 3.5: Modelo de Du�n 2. Se 
omparan dos estimadores: datos total ypar
ialmente observados. .
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Simula
iones Simula
ionesPara el modelo de Du�n 3, 
omo se muestra en la tabla 3.6, ambos estimadores nofun
ionan muy bien para N = 100, 1000 and 5000. Sin embargo, para N = 10000ambos estimadores mejoran.E θD3 N=100 std N=1000 std N=5000 std N=10000 std
̂aC 3.4716 1.9433 3.6678 3.0803 3.4254 3.3269 3.9382 3.2953
̂aP 4 3.4407 2.3827 3.7521 3.1696 3.4967 2.4346 4.0809 3.9604
̂bC 1.8289 5.1476 2.2959 8.7992 1.7797 9.2544 2.7084 9.7698
̂bP 3 2.0885 6.5927 2.4166 8.7129 1.4950 6.9542 3.1291 11.2185
̂cC -4.5941 3.3701 -4.3126 6.2528 -4.5677 6.5279 -4.3060 7.2521
̂cP -4 -4.0059 4.5588 -4.3184 6.0181 -5.0932 5.0833 -3.9774 7.9922
̂dC 0.8143 0.3162 0.8946 0.2225 0.8671 0.6516 0.9832 0.3476
̂dP 1 0.9104 0.3277 0.8920 0.3492 0.8999 0.4105 0.9610 0.6087
σ̂2

C 0.2674 0.0417 0.2606 0.0161 0.2856 0.0747 0.2597 0.0357
σ̂2

P 0.25 0.3093 0.1138 0.2737 0.0820 0.2594 0.0476 0.2513 0.0439Cuadro 3.6: Modelo de Du�n 3. Se 
omparan dos estimadores: datos total ypar
ialmente observados. .

41



Capítulo 4
APLICACIÓN:Modelo esto
ásti
opara la dete

ión de Diabetes
4.1. PreliminaresEn el trabajo de A
kerman et al [2℄, se 
onstruye un modelo matemáti
o quedes
ribe el sistema que regula la 
antidad de glu
osa en el plasma sanguíneo,durante una prueba oral de toleran
ia a la glu
osa (POTG). Los autores
onsideraron dos variables: la 
antidad de glu
osa en la sangre, en el tiempo
t, denotada por G(t) y la 
on
entra
ión de la red de hormonas en la sangre,en el tiempo t, denotada por H(t). La última variable es 
onsiderada 
omo elefe
to a
umulado de todas las hormonas pertinentes. Consideraron además que
G(0) = G0 > 0 y H(0) = H0 > 0 representan los niveles óptimos (basales) deglu
osa y de la red de hormonas que el pa
iente tiene al momento de llegar, enayuna, al laboratorio. El modelo bási
o es des
rito por medio de las e
ua
iones

dG

dt
= F1(G,H) + J(t)

dH

dt
= F2(G,H), (4.1)donde F1 y F2 son fun
iones no lineales de G y H . La fun
ión J(t) es la tasaexterna a la 
ual se in
rementa la 
on
entra
ión de glu
osa en la sangre. Como42



Apli
a
ión: Modelo de dete

ión de Diabetes Simula
ioneslos autores estaban interesados en saber 
uánto se desvían G y H de sus valoresóptimos, a través de la sustitu
ión g = G−G0 y h = H −H0 obtienen el sistema
dg

dt
= F1(G0 + g,H0 + h) + J(t)

dh

dt
= F2(G0 + g,H0 + h). (4.2)Luego de ha
er algunas 
onsidera
iones de tipo �siológi
o y linealizar, obtuvieronel modelo
d2g

dt2
+ 2α

dg

dt
+ ω2

0g = 0, (4.3)donde ω0 es la fre
uen
ia natural del sistema. Ahora bien, dependiendo del signodel dis
riminante α2 − ω2
0, tres solu
iones se obtienen1. Si α2 − ω2

0 > 0 el sistema es amortiguado y la solu
ión viene dada por
Gov(t) = Gov(0) + Ae(−α+ω)t +Be(−α−ω)t. (4.4)2. Si α2−ω2

0 = 0 el sistema no es amortiguado y en este 
aso la solu
ión vienedada por
Gun(t) = Gun(0) + (A+Bt)e−αt. (4.5)3. Si α2 − ω2

0 < 0 el sistema es 
ríti
amente amortiguado y la solu
ión vienedada por
Gcr(t) = Gcr(0) + Ae−αt cos(ωt+ δ). (4.6)Denotando por Dj las medi
iones de la 
antidad de glu
osa en la sangre, en eltiempo tj , los autores 
onsiguen los valores de los parámetros, en 
ada 
aso, paralos 
uales la fun
ión

E =
n∑

j=1

[Dj −Gov,un o cr(tj)]
2 (4.7)al
anza un mínimo. Una vez 
al
ulados los parámetros, los autores utilizan elperíodo natural del sistema, dado por T0 = 2π

ω0
, para estable
er un 
riterio queles permita inferir si el pa
iente tiene diabetes tipo II: si el valor de T0 esapre
iablemente mayor que 4 horas, enton
es el pa
iente tiene diabetes tipo II.43



Apli
a
ión: Modelo de dete

ión de Diabetes Simula
iones4.2. Modelo Esto
ásti
oEn esta se

ión presentamos un modelo esto
ásti
o para simular la dinámi
ade la glu
osa durante una POTG. En primer lugar, estable
eremos un modelo
ontinuo esto
ásti
o y su solu
ión analíti
a. En segundo lugar, 
onstruiremos unmodelo dis
reto esto
ásti
o que nos permita obtener un estimador de máximaverosimilitud ade
uado.
4.2.1. Modelo 
ontinuoPara 
onstruir el modelo esto
ásti
o, utilizaremos mu
hos de los argumentosusados por A
kerman et al [2℄. Sin embargo, nosotros supondremos que lavaria
ión en la 
on
entra
ión de la red de hormonas se 
omporta de maneraaleatoria. De esta manera, el sistema (4.2) lo es
ribimos 
omo

dg

dt
= F1(G0 + g,H0 + h) + J(t)

dh

dt
= F2(G0 + g,H0 + h) + σ′dWt, (4.8)donde dWt es un ruido blan
o Gaussiano, 
on media 0 y varianza

E[dWtdWs] = σ′2δ(t − s). Aquí, E[·] representa la esperanza, δ(t) es la fun-
ión delta de Dira
 y σ′ es la amplitud del ruido.Usando la expansión de Taylor de primer orden, para i = 1, 2 tenemos que
Fi(G0 + g,H0 + h) ≈ Fi(G0, H0) +

∂Fi(G0, H0)

∂G
g +

∂Fi(G0, H0)

∂H
h+ ei.Considerando que ei, i = 1, 2 son su�
ientemente pequeños 
on respe
to a g y h,y tomando en 
uenta que Fi(G0, H0) = 0 para i = 1, 2, el sistema (4.8) puede seraproximado por

dg

dt
=

∂F1(G0, H0)

∂G
g +

∂F1(G0, H0)

∂H
h + J(t)

dh

dt
=

∂F2(G0, H0)

∂G
g +

∂F2(G0, H0)

∂H
h + σ′dWt. (4.9)44



Apli
a
ión: Modelo de dete

ión de Diabetes Simula
ionesSiguiendo el mismo análisis que en el trabajo de A
kerman et al [2℄, los signos delas derivadas par
iales en la e
ua
ión (4.9) son 
ono
idos y obtenemos el sistema
dg

dt
= −m1g −m2h+ J(t) (4.10)

dh

dt
= m4g −m3h+ σ′dWt, (4.11)donde m1, m2, m3 y m4 son 
onstantes positivas. Tomando derivadas en (4.10),resulta

d2g

dt2
= −m1

dg

dt
−m2

dh

dt
+

dJ

dt
. (4.12)Sustituyendo dh

dt
de la e
ua
ión (4.11) en la e
ua
ión (4.12) se obtiene

d2g

dt2
= −m1

dg

dt
−m2(m4g −m3h+ σ′dWt) +

dJ

dt

= −m1
dg

dt
−m2m4g +m2m3h−m2σ

′dWt +
dJ

dt
. (4.13)Ahora bien, de la e
ua
ión (4.10) sabemos que

m2h = −dg

dt
−m1g + J(t).Sustituimos en la e
ua
ión (4.13) y al ordenar los términos obtenemos

d2g

dt2
+ (m1 +m3)

dg

dt
+ (m1m3 +m2m4)g = m3J(t) +

dJ

dt
−m2σ

′dWt.Denotando
α = m1+m3

2
,

ω2
0 = m1m3 +m2m4,

S(t) = m3J(t) +
dJ
dt
,

σdWt = −m2σ
′dWtresulta el modelo
d2g

dt2
+ 2α

dg

dt
+ ω2

0g = S(t) + σdWt. (4.14)45



Apli
a
ión: Modelo de dete

ión de Diabetes Simula
ionesFinalmente, 
omo la fun
ión S(t) es nula, salvo en el pequeño instante de tiempoen que la glu
osa es ingerida, obtenemos el modelo 
ontinuo esto
ásti
o
d2g

dt2
+ 2α

dg

dt
+ ω2

0g = σdWt. (4.15)Este modelo es una versión lineal del os
ilador armóni
o perturbado 
on ruidoblan
o estudiado en los pre
edentes 
apítulos. Para resolver esta e
ua
ión, laes
ribiremos en forma ve
torial 
omo
ż = Az + CdWt, (4.16)donde

z(t) =

[
g(t)

g′(t)

]
=

[
x(t)

y(t)

]
, A =

[
0 1

−ω2
0 −2α

] y C =

[
0

σ

]
.Consideraremos la 
ondi
ión ini
ial z(0) = z0 =

[
x0

y0

]. Usando el método devaria
ión de parámetros, la solu
ión general de la e
ua
ión (4.16) viene dada por
z(t) = eAtz0 +

∫ t

0

eA(t−s)CdWs

=
1

λ1 − λ2

([
−λ2x0e

λ1t + λ1x0e
λ2t + y0e

λ1t − y0e
λ2t

−λ1λ2x0e
λ1t + λ1λ2x0e

λ2t + λ1y0e
λ1t − λ2y0e

λ2t

]

+ σ

∫ t

0

[
eλ1(t−s) − eλ2(t−s)

λ1e
λ1(t−s) − λ2e

λ2(t−s)

]
dWs

)
, (4.17)donde λ1 = −α +

√
α2 − ω2

0 y λ2 = −α −
√
α2 − ω2

0 son los autovalores de lamatriz A. Tomando en 
uenta que x(0) = g(0) = G0−G0 = 0, enton
es z0 = [ 0
y0

].De esta manera
z(t) =

1

λ1 − λ2

[
y0e

λ1t − y0e
λ2t + σ

∫ t

0

(
eλ1(t−s) − eλ2(t−s)

)
dWs

λ1y0e
λ1t − λ2y0e

λ2t + σ
∫ t

0

(
λ1e

λ1(t−s) − λ2e
λ2(t−s)

)
dWs

]
. (4.18)Suponiendo el 
aso en que el sistema es 
ríti
amente amortiguado α2 − ω2
0 < 0 ydenotando ω2 = ω2

0 −α2, se sigue de (4.18) que la solu
ión, para la 
on
entra
iónde glu
osa en la sangre, viene dada por
G(t) = G(0) +

G′(0)

ω
e−αt sin(ωt) +

σ

ω

∫ t

0

(
e−α(t−s) sin[ω(t− s)]

)
dWs. (4.19)46



Apli
a
ión: Modelo de dete

ión de Diabetes Simula
ionesSi bien en el 
aso determinísti
o se pueden determinar de manera muy aproxi-mada los parámetros del modelo, en el 
aso esto
ásti
o es mu
ho más 
omplejoestimar los parámetros de la e
ua
ión (4.19). Es por ello que en la próximase

ión estable
eremos un modelo dis
reto esto
ásti
o que aproxime al modeloesto
ásti
o 
ontinuo (4.15). También en
ontraremos un estimador de máximaverosimilitud ade
uado para realizar la estima
ión.
4.2.2. Modelo dis
retoEn esta se

ión usaremos el método de linealiza
ión lo
al desarrollado en el trabajode Ozaki [13℄, 
on la idea de obtener un esquema dis
reto que aproxime al modelo
ontinuo (4.15). Además, un estimador basado en la máxima verosimilitud seráestable
ido. Supongamos que t ∈ [0, T ]. La e
ua
ión (4.15) es
ribe 
omo el sistemadinámi
o esto
ásti
o bivariado

ż(t) = f(z(t); θ) + dWt, (4.20)donde1. z(t) =

[
g(t)

g′(t)

],2. f : R2 → R
2 es una fun
ión lineal de g y g′ dada por

f(z(t); θ) =

[
g′(t)

−2αg′(t)− ω2
0g(t)

]
. (4.21)donde θ denota un ve
tor 
uyas 
oordenadas son los parámetros.3. dWt =

[
0

σdWt

].La matriz de varianza�
ovarianza para el ruido blan
o Gaussiano bivariado
ontinuo viene dada por
E
[
dWt dWTr

s

]
=

[
0 0

0 σ2δ(t− s)

]
, (4.22)47



Apli
a
ión: Modelo de dete

ión de Diabetes Simula
ionesdonde Tr denota la traspuesta de un ve
tor o matriz. Note que la matriz (4.22)es singular.Supongamos que s ∈ [t, t+∆t) ⊂ [0, T ]. Consideremos la parte determinísti
a dela e
ua
ión (4.20). Tomando derivadas en ambos lados obtenemos
z̈(s) = J(θ)ż(s),donde

J(θ) =
∂f

∂z
=

[
0 1

−ω2
0 −2α

] (4.23)es la matriz Ja
obiana de la fun
ión f . De esta manera la solu
ión de la e
ua
ióndeterminísti
a es
z(t +∆t) = eJ(θ)z(t).Consideremos ahora la e
ua
ión esto
ásti
a

ż(s) = eJ(θ)z(t) + dWs. (4.24)Usando varia
ión de parámetros se obtiene
z(t +∆t) = eJ(θ)z(t) + ξt+∆t, (4.25)donde
ξt+∆t =

∫ t+∆t

t

eJ(θ)(t+∆t−s)dWs.La matriz de varianza�
ovarianza del ruido dis
reto ξt+∆t viene dada por
Σt+∆t := E

[
ξt+∆t ξ

Tr
s+∆s

] (4.26)
=

σ2

(λ1 − λ2)2

[
1

2λ1
E1 − 2

λ1+λ2
E1,2 +

1
2λ2

E2
1
2
E1 −E1,2 +

1
2
E2

1
2
E1 − E1,2 +

1
2
E2

λ1

2
E1 − 2λ1λ2

λ1+λ2
E1,2 +

λ2

2
E2

]
,donde

λ1 and λ2 son los autovalores de la matriz J(θ),
E1 = e2λ1∆t − 1,
E2 = e2λ2∆t − 1 y 48



Apli
a
ión: Modelo de dete

ión de Diabetes Simula
iones
E1,2 = e(λ1+λ2)∆t − 1.Note que la matriz de varianza�
ovarianza del ruido dis
reto es simétri
a. Másaun, para ∆t > 0 �jo, tiene rango 2. Esto nos permite es
ribir el modelo dis
reto(4.25) de la siguiente manera:

z(t +∆t) = eJ(θ)z(t) +B(∆t; θ)Ξt+∆t, (4.27)donde1. B(∆t; θ) = 1
σ

√
Σt+∆t es uno de los dos fa
tores de la des
omposi
ión deCholesky de la matriz 1

σ2Σt+∆t y2. Ξt+∆t es un ruido Gaussiano bivariado de media 
ero y matriz de varianza�
ovarianza dada por σ2I.Sean {ti, i = 1, · · · , N} ⊂ [0, T ] los instantes de tiempo en que el pro
eso z(t) esobservado. La densidad 
onjunta del pro
eso dis
reto z(ti) viene dada por
p(z(t1), z(t2), · · · , z(tN); θ, σ2)

=
p(z(t1))

(2π)
N−1

2 σ2(N−1)|detB(θ)|N−1

N−1∏

i=2

exp

[
− 1

2σ2

(
z(ti)− eJ(θ)z(ti−1)

)Tr

×
[
B−1(∆t; θ)

]Tr [
B−1(∆t; θ)

] (
z(ti)− eJ(θ)z(ti−1)

)]
.De esta manera, la log�verosimilitud del modelo dis
reto (4.27) es dada por

l(θ) = log [p(z(t1), z(t2), · · · , z(tN); θ, σ2)] y por lo tanto, manteniendo sólo lostérminos que dependen de θ, de�nimos el 
ontraste de verosimilitud aproximado,para el modelo dis
reto (4.27) mediante
MN,∆t(z(t1), · · · , z(tN ); θ) =

1

2N

N−1∑

i=0

∥∥B−1(∆t, θ)
[
z(ti)− eJ(θ)z(ti−1)

]∥∥2 .(4.28)Observe que las matri
es B−1(∆t, θ) y eJ(θ) no dependen del tiempo.En los teoremas (2.0.1) y (2.0.2), se demuestra la 
onsisten
ia del 
ontraste (4.28),para el os
ilador no lineal, en el 
aso en que los datos son observados totalmente,es de
ir; se observa la posi
ión y la velo
idad del sistema. Sin embargo, durante49



Apli
a
ión: Modelo de dete

ión de Diabetes Simula
ionesuna prueba oral de toleran
ia a la glu
osa se mide úni
amente la 
on
entra
iónde sangre en plasma y no se mide la tasa a la 
ual de
re
e (o 
re
e). Es por elloque nos basaremos en el 
omentario he
ho en la observa
ión 3.11, donde se sugiereutilizar un 
ontraste en el 
ual, la velo
idad es aproximada por un esquema deEuler de primer orden estándar. Di
ho 
ontraste viene dado por
MN,h(x1, · · · , xN , θ) =

1

2(N − 1)

N∑

i=2

∥∥∥∥∥∥
B

([
x(i)

x(i)−x(i−1)
h

]
; θ

)−1 [[
x(i+ 1)
x(i+1)−x(i)

h

]

−A

([
x(i)

x(i)−x(i−1)
h

]
; θ

) [
x(i)

x(i)−x(i−1)
h

]]∥∥∥∥∥

2

, (4.29)donde x(i) es la posi
ión de la partí
ula en el tiempo de observa
ión ti. Esimportante señalar que en el modelo que proponemos para la dinámi
a de laglu
osa, el pro
eso
z(t) =

[
g(t)

g′(t)

]no se observa totalmente. Enton
es, re
ordando que las matri
es B−1 y A nodependen de g(t), si 
onsideramos la aproxima
ión g′(t) = g(t+∆t)−g(t)
∆t

, el 
ontrasteque proponemos se de�ne mediante:
MN,h(g(t1), · · · , g(tN), θ) =

1

2(N − 1)

N∑

i=2

∥∥∥∥∥B (θ)−1

[[
g(t(i+1))

g(t(i+1))−g(ti)

∆t

]

−A (θ)

[
g(ti)

g(ti)−g(t(i−1))

∆t

]]∥∥∥∥∥

2

, (4.30)donde g(ti) es la 
on
entra
ión de glu
osa en el plasma sanguíneo, en el tiempo
ti en que se mide.La siguiente etapa es el estudio de simula
iones. En este sentido, debemos señalarque pese al buen desempeño del estimador para el 
aso de datos par
ialmenteobservados que se estudió en el 
apítulo anterior, en la simula
ión se usaron variosvalores de N (la 
antidad de datos): N = 100, 1000, 5000 y 10000. En el 
aso dela prueba oral de toleran
ia úni
amente se obtienen 5 datos. Este estudio está enprogreso y hemos podido observar dos problemas: el dato ini
ial del parámetro ω0
on el que ini
ia el algoritmo y el paso de tiempo h 
on el que se aproxima a lasmatri
es B y A son muy sensibles a pequeños 
ambios. Pensamos que 
on algunasestrategias 
on las 
uales estamos trabajando, se pudieran tener los resultados yde esta manera probar el modelo 
on datos verdaderos.50



Capítulo 5
CONCLUSIONES YRECOMENDACIONES
5.1. Con
lusionesSe demostró la 
onsisten
ia en probabilidad del estimador, basado en el métodode linealiza
ión lo
al propuesto en el artí
ulo de Ozaki [13℄, para el os
iladorarmóni
o esto
ásti
o no�lineal

ẍ+ g1(x | a) ẋ+ g2(x | b) x = N(t),para el 
aso en que los datos son observados totalmente. Además, se propusoun estimador, para los parámetros del mismo modelo, en el 
aso que se observaúni
amente la posi
ión. Se elaboraron algoritmos para la genera
ión de datos deambos modelos y para la estima
ión de los parámetros en los 
asos en que losdatos son observados total y par
ialmente. La estima
ión de los parámetros en elmodelo de van der Pol fue más pre
isa que la estima
ión en el modelo de Du�n,en ambos es
enarios (observa
ión total o par
ial de los datos). Sin embargo, en elmodelo de Du�n la estima
ión de los parámetros en el os
ilador de Kramers fuemuy buena en ambos es
enarios. Si 
omparamos 
on los resultados obtenidos porOzaki en el artí
ulo [13℄ en
ontramos: para el modelo de van der Pol â = 0,9878,
b̂ = −0,0112, ĉ = −0,9742, d̂ = 0,9878 y σ̂2 = 1,0141 y para el modelo de Du�n
â = 3,7954, b̂ = 0,3551, ĉ = 14,9385, d̂ = 0,1589, σ̂2 = 4,0270 (re
ordemos que51



Con
lusiones y Re
omenda
iones Re
omenda
ionesOzaki utilizó para el modelo de Du�n σ2 = 4 y nosotros σ2 = 0,5). Podemosinferir enton
es que si bien, para el 
aso de datos totalmente observados ya Ozakihabía observado un buen desempeño del estimador, en los 
asos en que se observasólo la posi
ión nuestro 
ontraste sugerido muestra un muy buen desempeño si se
ompara 
on los resultados obtenidos por otros autores. Finalmente, se propusoun modelo esto
ásti
o 
ontinuo que simula la dinámi
a de la glu
osa en plasma,durante una prueba oral de toleran
ia a la glu
osa. A partir del modelo 
ontinuo, se
onstruyó un modelo dis
reto esto
ásti
o y un 
ontraste de máxima verosimilitudpara estimar los parámetros.
5.2. Re
omenda
iones1. El siguiente paso, que surge de manera natural, es la demostra
ión de lanormalidad asintóti
a del estimador estudiado, para el 
aso en que los datosson observados totalmente.2. Demostrar la 
onsisten
ia y la normalidad asintóti
a para el 
aso en que losdatos son observados par
ialmente.3. Una observa
ión interesante es que, por ejemplo, en la �gura 3.3 se observauna rela
ión entre la 
urva de la posi
ión y el poten
ial: en el 
aso delos
ilador de Kramers, la partí
ula se mantiene 
asi la misma 
antidad detiempo en dos franjas (poten
ial simétri
o), mientras que en la ter
era
olumna la partí
ula se mantiene po
o tiempo en una franja y mu
ho en otra(poten
ial asimétri
o). Esto sugiere que en estos modelos, el poten
ial puedesugerir un 
omportamiento similar al que se observa en algunos modelosesto
ásti
os 
on régimen de Markov o
ulto y sería interesante profundizaren ese estudio.4. Con respe
to al modelo de dete

ión de diabetes, será interesante realizarsimula
iones que permitan estimar ade
uadamente los parámetros delmodelo y de allí estable
er un 
riterio que permita dis
ernir si el pa
ientetiene diabetes tipo II.
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Capítulo 6
Apéndi
eDemostra
ión del lema 1.2.2 Sea la matriz Bih := Bih(h; θ) 
omo se de�ne enla e
ua
ión (1.15) y 
onsideremos la transforma
ión

Ξh = B−1
h (z2h −Ah zh)

Ξ2h = B−1
2h (z3h −A2h z2h)... ... ...

Ξ(N−1)h = B−1
Nh

(
zNh − A(N−1)h z(N−1)h

)
,donde B−1

ih = B−1
ih (h; θ) y Aih = Aih(h; θ), para todo i = 1, . . . , N . Las variablesaleatorias Ξ2h, · · · ,Ξ(N−1)h son independientes y tienen distribu
ión Normal, 
onparámetros 0 y σ2 I. La Ja
obiana de esta transforma
ión viene dada por

J(z,Ξ) =




B−1
1 0 0 0 · · · 0 0

∂Ξ3

∂z2
B−1

2 0 0 · · · 0 0

0 ∂Ξ4

∂z3
B−1

3 · · · 0 0 0... ... ... ... ... ... ...
0 · · · · · · · · · 0 ∂Ξm

∂zm−1
B−1

m−1


la 
ual es una matriz triangular y por lo tanto su determinante viene dado por∏m−1

i=1
1

detBi
. De la fórmula para la distribu
ión Normal bivariada se tiene

p(Ξi) =
1

2π det(Σ)
1
2

exp

[
−1

2
Ξ′
i Σ

−1 Ξi

]
, i = 2, . . . , m.53



Apéndi
e Apéndi
eEn nuestro 
aso, Σ = σ2I, enton
es det Σ = σ4 , Σ−1 = 1
σ2 I, y se sigue que

p (Ξi) =
1

2π σ2
exp

[
− 1

2σ2
Ξ′
i Ξi

]

=
1

2π σ2
exp

[
− 1

2σ2
[zi − Ai−1zi−1]

′ [
B−1

i−1

]′ [
B−1

i−1

]
[zi − Ai−1zi−1]

]
.De esta manera se 
on
luye que:

p (z1, z2, . . . , zm) = p (Ξ2 | z1) · · · p (Ξm | z1) p(z1) =
p(z1)

(2π)m−1σ2(m−1)

m∏

i=2

1

| detBi−1|

× exp

[
− 1

2σ2
[zi −Ai−1zi−1]

′ [
B−1

i−1

]′ [
B−1

i−1

]
[zi −Ai−1zi−1]

]
.

�Demostra
ión del lema 2.0.3 Considerando la e
ua
ión de observa
ión (1.10),las e
ua
iones para x(s) y y(s) vienen dadas por
x(s)− x(s′) = y(s)(s− s′) +

∫ s

s′
y(t)dt =

∫ s

s′
(y(t)− y(s))dt (6.1)y

y(t)− y(s′) = σ (Wt −Ws′)−
∫ t

s′
P (z(u); θ)du, (6.2)por lo tanto

x(s)− x(s′) = σ

∫ s

s′
(Wt −Ws′) dt−

∫ s

s′

∫ t

s′
P (z(u); θ)dudt. (6.3)Usando la desigualdad de Jensen obtenemos

E
[
|x(s)− x(s′)|2k

]

= E

[∣∣∣∣σ
∫ s

s′
(Wt −Ws′) dt−

∫ s

s′

∫ t

s′
P (z(u); θ)dudt

∣∣∣∣
2k
] (6.4)

≤ Cθ

{
σ2k

E

[∣∣∣∣
∫ s

s′
(Wt −Ws′) dt

∣∣∣∣
2k
]
+ E

[∣∣∣∣
∫ s

s′

∫ t

s′
P (z(u); θ)dudt

∣∣∣∣
2k
]}

.54
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e Apéndi
eUtilizando de nuevo la desigualdad de Jensen y ha
iendo un 
ambio de variablesade
uado, para el primer sumando en (6.4), tenemos
E

[∣∣∣∣
∫ s

s′
(Wt −Ws′) dt

∣∣∣∣
2k
]
= E


(s− s′)2k

∣∣∣∣∣

∫ s

s−s′

s′

s−s′

(
Wr(s−s′) −Ws′

)
dr

∣∣∣∣∣

2k



≤ (s− s′)2k
∫ s

s−s′

s′

s−s′

E

[∣∣Wr(s−s′) −Ws′

∣∣2k
]
dr

=
(2k)!(s− s′)2k

2kk!

∫ s

s−s′

s′

s−s′

[r(s− s′)− s′]kdr

=
(2k)!

2k(k + 1)!
(s− s′)3k = O

(
[s− s′]3k

)
, (6.5)Para el segundo sumando en (6.4) resulta

E

[∣∣∣∣
∫ s

s′

∫ t

s′
P (z(u); θ)dudt

∣∣∣∣
2k
]

= E

[
(s− s′)2k

∣∣∣∣
∫ s

s′

∫ t

s′
P (z(u); θ)du

dt

s− s′

∣∣∣∣
2k
]

= (s− s′)2kE

[∣∣∣∣
∫ s

s′
P ((x(u), y(u)) | θ)

[∫ s

u

dt

s− s′

]
du

∣∣∣∣
2k
]

= (s− s′)2kE

[∣∣∣∣
∫ s

s′
P ((x(u), y(u)) | θ)(s− u)

du

s− s′

∣∣∣∣
2k
]

= (s− s′)2kE



∣∣∣∣∣

∫ s

s−s′

s′

s−s′

P ((ẋr(s−s′), x(r(s− s′))) | θ)[s− r(s− s′)]dr

≤ (s− s′)4k

2k + 1
E

[
|P (z(r(s− s′))); θ)|2k

]
dr. (6.6)Usando la desigualdad (1.3) se obtiene

|P (z(r(s− s′))); θ)|2k ≤ Cθ ‖z(r(s− s′))‖2kγ3 ,y por lo tanto
E

[
|P (z(r(s− s′))); θ)|2k

]
≤ CθE

[Cθ ‖z(r(s− s′))‖2kγ3
]
< ∞,donde la última desigualdad se sigue del he
ho que los momentos polinomiales delpro
eso z(t) son �nitos. Como el pro
eso z(t) es esta
ionario, se sigue de (6.6)

E

[∣∣∣∣
∫ s

s′

∫ t

s′
P (z(u); θ)dudt

∣∣∣∣
2k
]

≤ CθE

[Cθ ‖z0‖2kγ3
]
(s− s′)4k = O

(
[s− s′]4k

)
.(6.7)55



Apéndi
e Apéndi
eDe (6.5) y (6.7), se dedu
e de la e
ua
ión (6.4) que
E

[
|x(s)− x(s′)|2k

]
≤ Cθ

{
σ2kO

(
[s− s′]3k

)
+O

(
[s− s′]4k

)}
= O

(
[s− s′]3k

)
.Realizando 
ál
ulos muy similares, se obtiene a partir de la e
ua
ión (6.2)

E

[
|y(s)− y(s′)|2k

]
= O

(
[s− s′]k

)
.

�Demostra
ión del lema 1.2.1 Con la idea de simpli�
ar la nota
ión, en estademostra
ión 
onsideraremos1. J(zih; θ) = Jih(θ) =

[
0 1

d12(zih; θ) d22(zih; θ)

].2. Los autovalores de la matriz Jih(θ) se denotan mediante
µ1(zih, h; θ) = µ1 =

−d22(zih; θ) +
√

d222(zih; θ) + 4d12(zih; θ)

2

µ2(zih, h; θ) = µ2 =
−d22(zih; θ)−

√
d222(zih; θ) + 4d12(zih; θ)

2
.3. Σih(h; θ) = Σih(θ) =

[
a11(θ) a12(θ)

a12(θ) a22(θ)

].4. Σ−1
ih (h; θ) = Σ−1

ih (θ) =

[
b11(θ) b12(θ)

b12(θ) b22(θ)

].5. Aih(h; θ) = Aih(θ).6. En todas las expresiones que dependen de h, omitiremos h en sus argumentosa menos que sea ne
esario re
ordar la dependen
ia.En primer lugar demostraremos que la su
esión Σih(θ) 
onverge uniformemente
on respe
to a θ en probabilidad. De las hipótesis H1�H3 no es difí
il veri�
ar queexiste una 
onstante positiva Cθ tal que para j = 1, 2 se 
umple |µj| ≤ Cθ||zih||γ,para 
ierto exponente γ. De esta manera se demostraría que los autovalores de la56



Apéndi
e Apéndi
ematriz Jih(θ) son a
otados en probabilidad. La demostra
ión se efe
tuará para elelemento a11(θ) ya que los otros elementos pueden ser tratados de manera muysimilar. Tenemos
a11(θ)

h3
=

1

3
+

1

(µ1 − µ2)2

∞∑

k=4

(2µ1)
k−1 − 2(µ1 + µ2)

k−1 + (2µ2)
k−1

k!
hk−3 (6.8)

=
1

3
+

1

(µ1 − µ2)2

∞∑

k=4

(µ1)
k−1[2k−1 − 2(1 + µ2

µ1
)k−1 + 2k−1(µ2

µ1
)k−1]

k!
hk−3.Denotando x = µ2

µ1
y de�niendo el polinomio de grado k − 1

Qk−1(x) = 2k−1 − 2(1 + x)k−1 + 2k−1xk−1,se puede demostrar fá
ilmente que 1 es raíz doble Q y por lo tanto
Qk−1(x) = (x− 1)2Q̃k−3(x).Se sigue de (6.8)

a11(θ)

h3
=

1

3
+

∞∑

k=4

(µ1)
k−3Q̃k−3(

µ2

µ1
)

k!
hk−3 =

1

3
+ h

∞∑

k=1

(µ1)
kQ̃k(

µ2

µ1
)

(k + 3)!
hk−1.Nos disponemos a a
otar esta expresión. Por un lado, para todo ε > 0, existe

δ > 0 tal que ∣∣∣|Q̃k(x)| − |Q̃k(1)|
∣∣∣ < ε para todo x ∈ (1 − δ, 1 + δ). Es
ogiendo

ε = |Q̃k(1)| se obtiene |Q̃k(x)| ≤ 2|Q̃k(1)|, para todo x ∈ (1 − δ, 1 + δ). Por otrolado, para x fuera del intervalo (1−δ, 1+δ) tenemos que |Q̃k(x)| ≤ 1
δ2
|Qk(x)|. Así,

|Q̃k(x)| ≤ 2|Q̃k(1)| + 1
δ2
|Qk(x)| para todo x. Además |Qk(x)| ≤ 32k(1 + |x|k), esde
ir; |Qk(

µ2

µ1
)| ≤ 32k

µk
2+µk

1

µk
1

. Estos 
ál
ulos junto 
on la desigualdad |µj| ≤ ‖Jih(θ)‖permiten inferir que
∣∣∣∣∣

∞∑

k=1

(µ1)
kQ̃k(

µ2

µ1
)

(k + 3)!
hk−1

∣∣∣∣∣ ≤ C

[
2

∞∑

k=0

|µ1|k+1

(k + 4)!
hk + 3

∞∑

k=0

|µ1|k+1 + |µ2|k+1

(k + 4)!
hk

]

≤ C

4
||Jih(θ)||eh||Jih(θ)||.De la hipótesis H5′′ 
on
luimos

| 1
h3

a11(θ)−
1

3
| = oP(1),uniformemente 
on respe
to a θ. 57



Apéndi
e Apéndi
eAhora demostraremos la 
onvergen
ia uniforme en probabilidad de la su
esión
Σ−1

ih (θ). Tal y 
omo señalamos antes, demostraremos la 
onvergen
ia uniformeúni
amente para un elemento de la matriz ya que los otros se trabajan de maneramuy similar. Consideraremos el elemento b22(θ). Para demostrar la 
onvergen
iauniforme en probabilidad 
on respe
to a θ, basta 
onsiderar la 
onvergen
iauniforme en probabilidad del determinante∆(θ) = a11(θ)a22(θ)−a212(θ). En efe
to,
|hb22(θ)− 4| = |

a11(θ)
h3

∆(θ)
h4

− 4| ≤ 1
∆(θ)
h4

|a11(θ)
h3

− 1

3
|+ 4

∆(θ)
h4

+ |∆(θ)

h4
− 1

12
|. (6.9)Los dos términos dentro del valor absoluto 
onvergen uniformemente enprobabilidad debido a lo que se demostró antes para la matriz Σih(θ) . Úni
amentenos queda estudiar la fra

ión (

∆(θ)

h4
)−1. Usando la 
onvergen
ia uniforme enprobabilidad de Σih(θ), sabemos que para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

P{sup
θ∈Θ

|∆(θ)

h4
− 1

12
| < δ} ≥ 1− ε.Dado que, para todo ω ∈ {supθ∈Θ |∆(θ)(ω)

h4 − 1
12
| < δ} se 
umple que 1

12
− δ <

∆(θ)(ω)
h4 < 1

12
+ δ, enton
es se in�ere

1

12
− δ < ı́nf

θ∈Θ

∆(θ)(ω)

h4
<

1

12
+ δ.De esta manera

P

{
sup
θ∈Θ

(
∆(θ)

h4
)−1 <

1
1
12

− δ

}
= P

{
1

ı́nfθ∈Θ
∆(θ)(ω)

h4

<
1

1
12

− δ

}

≥ P

{
1

12
− δ < ı́nf

θ∈Θ

∆(θ)(ω)

h4
<

1

12
+ δ

}

≥ P{∀θ, 1

12
− δ <

∆(θ)(ω)

h4
<

1

12
+ δ}

= P{sup
θ∈Θ

|∆(θ)

h4
− 1

12
| < δ} ≥ 1− ε,por lo tanto la su
esión (∆(θ)

h4 )−1 es uniformemente a
otada en probabilidad y estoimpli
a que (6.9) 
onverge uniformemente en probabilidad, es de
ir;
sup
θ∈Θ

|hb22(θ)− 4| → 0,en probabilidad. De los resultados obtenidos se 
on
luye que
h3

2
||Σ−1

ih (θ)|| = OP(1), (6.10)58
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euniformemente 
on respe
to a θ. �Esbozo de la demostra
ión del lema 2.0.5 Re
ordemos de (2.9) que laexpresión para el 
ontraste es
1

h
MN,h(z

Nh
h ; θ) =

1

2hN

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (θ)
[
z(i+1)h −Aih(θ) zih

]
, z(i+1)h − Aih(θ) zih

〉

=
1

h
[D1(θ) +D2(θ)−D3(θ)] . (6.11)Re
ordemos también que estamos interesados en estudiar la diferen
ia

1

h

[
MN,h(z

Nh
h ; θ)−MN,h(z

Nh
h ; θ0)

]
=

1

h
[D1(θ) −D1(θ0) +D2(θ)−D2(θ0)−D3(θ) +D3(θ0)] .(6.12)Consideremos el término D2(θ) en (6.11). Tenemos que

sup
θ∈Θ

|D2(θ)| ≤ sup
θ∈Θ

{
h6||Σ−1

ih (θ)||
} 1

N

N−1∑

i=0

sup
θ∈Θ

{
∞∑

k=3

||Jih(θ)||k−1hk−3

k!
||f(zih; θ)||

}2

≤ sup
θ∈Θ

{
h6||Σ−1

ih (θ)||
} 1

N

N−1∑

i=0

e(2h||Jih(θ)||)||Jih(θ)||4||f(zih; θ)||2.De la hipótesis H5′, tomando esperanza y usando el resultado del lema 1.2.1obtenemos
|D2(θ)| = OP(h

3),uniformemente 
on respe
to a θ. Enton
es
|D2(θ)|

h
= OP(h

2), (6.13)uniformemente 
on respe
to a θ.Para estudiar el término D3(θ), supondremos que el análisis del término D1(θ) yaestá he
ho (se hará más adelante), es de
ir; supondremos que
1

2N

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (θ)(Wi(θ) +Ki(θ)),Wi(θ) +Ki(θ)
〉
= OP(1), (6.14)59
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euniformemente en θ. Ahora bien, usando la desigualdad de Cau
hy�S
hwarz dosve
es, para el término D3(θ) tenemos que
|D3(θ)| ≤

(
1

N

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (θ)(Wi(θ) +Ki(θ)),Wi(θ) +Ki(θ)
〉
) 1

2

×
(

1

N

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (θ)
∞∑

k=3

Jk−1
ih (θ)

k!
hk−3f(zih; θ),

∞∑

k=3

Jk−1
ih (θ)

k!
hk−3f(zih; θ)

〉) 1
2

.De (6.13) y (6.14) se sigue
|D3(θ)|

h
= OP(1)O(h

1
2 ), (6.15)lo 
ual 
onverge a 
ero uniformemente en θ. Sólo nos queda demostrar la
onvergen
ia uniforme del término D1(θ). De a
uerdo a (2.12), el término D1(θ)viene dado por

D1(θ)

h
=

1

2hN

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (θ)Wi(θ),Wi(θ)
〉
+

1

2hN

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (θ)Ki(θ),Ki(θ)
〉

+
1

hN

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (θ)Wi(θ),Ki(θ)
〉
.Para el segundo sumando tenemos

1

2hN

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (θ)Ki(θ),Ki(θ)
〉

=
h3b22(θ)

8N

N−1∑

i=0

ℓ21(zih; θ).Por la hipótesis del lema 2.0.5 y del lema 1.2.1, tomando esperanza resulta
1

8N

N−1∑

i=0

E[sup
θ∈Θ

ℓ21(zih; θ)] =
1

8
E[sup

θ∈Θ
ℓ21(z0; θ)] < ∞.Así

1

2hN

N−1∑

i=0

sup
θ∈Θ

{
〈
Σ−1

ih (θ)Ki(θ),Ki(θ)
〉
} = oP(h

2).El ter
er término se trabaja de manera similar y se obtiene
1

2hN

N−1∑

i=0

sup
θ∈Θ

{
〈
Σ−1

ih (θ)Wi(θ),Ki(θ)
〉
} → 0,60
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een probabilidad. Para terminar la demostra
ión, 
onsideraremos la diferen
ia en(6.12) y demostraremos que la su
esión
1

2hN

[
N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (θ)Wi(θ),Wi(θ)
〉
−

N−1∑

i=0

〈
Σ−1

ih (θ0)Wi(θ0),Wi(θ0)
〉
]
,
onverge uniformemente 
on respe
to a θ en probabilidad, a una fun
ión 
ontinua
on respe
to a θ. Por ahora supondremos que este resultado ya está demostradoy veri�
aremos que (6.14) es válido. A la vista de los resultados pre
edentes, elúni
o término que debemos estudiar es

1

2N

N−1∑

i=0

< Σ−1
d Wi(θ),Wi(θ) >= h

10∑

i=1

GiN .Comenzaremos 
on los tres últimos términos de la suma. Di
hos términos vienendados 
omo el produ
to de una su
esión a
otada uniformemente en probabilidad
on respe
to a θ, por la suma 1
N

∑N−1
i=0 Zi, para 
iertas variables aleatorias i.i.d.

Zi las 
uales no dependen de θ. De la Ley de los Grandes Números se dedu
e queesas sumas 
onvergen a su esperanza. Esto da 
omo resultado que h
∑10

i=8 GiNes a
otada en probabilidad uniformemente en θ. Demostraremos ahora que∑7
i=1 GiN 
onverge en probabilidad uniformemente en θ a una fun
ión 
ontinuade θ. Luego, después de multipli
ar por h, tiende a 
ero uniformemente en θ lo
ual nos permitirá 
on
luir que (6.14) vale. Consideremos la suma ∑7

i=1 GiN . Elprimer término viene dado por
G1N =

h3b11(θ)

8N

N−1∑

i=0

[P (zih; θ0)− P (zih; θ)]
2

+
b11(θ)

2hN

N−1∑

i=0

( ∫ (i+1)h

ih

[(i+1)h−u]{Px(z̃(u); θ0)[x(u)−xih]+Py(z̃(u); θ0)[y(u)−yih]}du
)2

+
h2b11(θ)

2hN

N−1∑

i=0

[P (zih; θ0)− P (zih; θ)]

×
∫ (i+1)h

ih

[(i+ 1)h− u]{Px(z̃(u); θ0)[x(u)− xih] + Py(z̃(u); θ0)[y(u)− yih]}du.En el segundo sumando, el úni
o término que depende de θ es b11(θ) y su
onvergen
ia en probabilidad, uniforme en θ ya fue demostrada. El ter
ersumando 
onverge en probabilidad uniformemente en θ. Esto es 
onse
uen
ia de:61
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ela 
onvergen
ia del segundo término, la 
onvergen
ia en probabilidad, uniformeen θ del primer sumando (que demostraremos a 
ontinua
ión) y la desigualdadde Cau
hy�S
hwarz. Demostraremos la 
onvergen
ia en probabilidad del primersumando. En este 
aso
G1N = (

h3b11(θ)

8
− 3

2
)
1

N

N−1∑

i=0

[P (zih; θ0)− P (zih; θ)]
2

+
3

2

1

N

N−1∑

i=0

[P (zih; θ0)− P (zih; θ)]
2.Consideremos el primer sumando. Usando las hipótesis H3 y H4 tenemos

sup
θ∈Θ

(
1

N

N−1∑

i=0

[P (zih; θ0)−P (zih; θ)]
2) ≤ sup

θ∈Θ
(
1

N

N−1∑

i=0

||∇θP (zih;λ1θ0+λ2θ)||2||θ0−θ||2).Más aún,
E[sup

θ∈Θ

1

N

N−1∑

i=0

[P (zih; θ0)− P (zih; θ)]
2] ≤ CE[||z0||γ].Por lo tanto este término es a
otado en probabilidad, uniformemente en θ. Esteresultado impli
a la 
onvergen
ia a 
ero en probabilidad, uniforme en θ para elprimer sumando. Estudiemos ahora el segundo sumando.De�niendo G(z; θ) := [P (z; θ0)− P (z; θ)]2, se veri�
a que

sup
θ∈Θ

|G(z; θ)| ≤ sup
θ∈Θ

(||∇θP (z;λ1θ0 + λ2θ)||2||θ0 − θ||2) ≤ C||z||γ.Del Teorema de Convergen
ia Dominada y del he
ho que el pro
eso zih esmixing, obtenemos una Ley de los Grandes Números, uniforme 
on respe
to a
θ. En 
onse
uen
ia el segundo término 
onverge a 3

2
E[(P (z0; θ0) − P (z0; θ))

2]uniformemente en θ. Los términos GiN , i = 2, 3, 4, 5, 7 se trabajan de maneramuy similar. En efe
to, la des
omposi
ión en tres términos que hi
iéramos de
G2N nos permite veri�
ar que el primer término tiende a 
ero en probabilidad,uniformemente en θ. Los otros dos términos no dependen de θ. Esto nos permite
on
luir que el término original G2N 
onverge en probabilidad a 3σE[g1(x0; θ0)],uniformemente en θ. Los términos GiN , i = 3, 4, 5, 7 se trabajan de manera muysimilar. Finalmente, el término G6N se estudia de manera similar a G1N . �Demostra
ión de la a�rma
ión en la observa
ión 2.0.4.62



Apéndi
e Apéndi
eOs
ilador lineal. En este 
aso g1(x; a) = a y g2(x; b) = b2. La matriz Jviene dada por
J =

(
0 1

−b2 −a

)
.De esta manera, la matriz exponen
ial es 
onstante y por lo tanto se 
umplela hipótesis.Os
ilador de Kramer. En este 
aso, nuevamente g1(x; a) = a y tomandopor ejemplo el poten
ial 
uadráti
o V (x) = b4

4
x4 + b2

2
x2 tenemos que

g2(x;b) = b4x
2 + b2, donde b = (b4, b2). De esta manera

J =

(
0 1

−ay − 3b4x
2 − b2 −a

)
.Se dedu
e enton
es que ||J(z)|| = 1 + |ay + 2b4x

3 + (b4x
2 + b2)|+ |a| y porlo tanto

E[e||J(z0)||] ≤ C

∫

R2

e2aye2b4|x|
3+b4x

2

e−
2a
σ2 (

1
2
y2+(

b4
4
x4+

b2
2
x2))dxdy < ∞.Aquí hemos usado la expresión explí
ita para la medida invariante de estemodelo que apare
e en el trabajo de Wu [21℄. Para otras formas polinómi
asdel poten
ial el resultado también vale.Os
ilador de Van der Pol. En este modelo se tiene que g1(x; a) =

a1x
2 − a2, donde ambas 
onstantes son positivas. And again g2(x; b) = x2.Así,

J =

(
0 1

−2a1xy − b2 −a1x
2 − a2

)
.Ahora bien, en la fórmula (5,16) del trabajo de Wu 
itado antes, se demostróque existen dos 
onstantes arbitrarias positivas a > 0 y 0 < ε < g1(x; a)

b2

2σ2tales que
∫

e(aH(x,y)+(g1(x;a)
b2

2σ2−ε)x4)dµ(z) < ∞, (6.16)donde H(x, y) = 1
2
y2 + b2

2
x2 y µ es la medida invariante del sistema.Este último resultado impli
a, 
on un simple 
ál
ulo, que en este 
asotambién vale E[e2h||J(z0)||] < ∞. En efe
to, la rela
ión (6.16) impli
a que

E[eαx
4
0+

a
2
y20 ] < ∞, para 
ierta 
onstante β. Enton
es63
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E[e2h||J(z0)||] ≤ C

∫

R2

e2h(2a1|xy|)e2ha1x
2

dµ(z)

≤ C

∫

R2

e2ha1(x
2+y2)e2ha1x

2

dµ(z) < ∞,para h < h0, 
on h0 su�
ientemente pequeño.Modelo Hipoelípti
o de FitzHugh-Nagumo. En el trabajo de León-Samson [9℄, se 
onsidera una ligera modi�
a
ión del modelo de FitzHugh-Nagumo dada por el sistema
dXt = Ytdt

dYt =
1

ε
(Yt(1− ε− 3X2

t )−Xt(γ − 1)−X3
t − (s+ β))dt+ σdWtEn este 
aso, g1(x) = 1

ε
(ε+ 3x2 − 1) y g2(x)x = 1

ε
[x(γ − 1) + x3

t + (s+ β)].Además
f(z) =

[
y

−1
ε
(ε+ 3x2 − 1)y − x(γ−1)

ε
− x3

ε
− (s+β)

ε

]
.De esta manera se obtiene

J(z) =

(
0 1

−1
ε
[6xy + (γ − 1) + 3x2] −1

ε
(ε+ 3x2 − 1)

)
.La norma de esta última matriz viene dada por

||J(z)|| ≤ 1 +
1

ε

[
6|xy|+ (γ − 1) + 3x2 + (1 + ε) + 3x2

]
.Por lo tanto

e2h||J(z)|| ≤ Ce12h(|xy|+x2) ≤ Ce2h(3y
2+9x2).Por otro lado, en el trabajo antes 
itado de León-Samson, se en
ontróuna fun
ión de Liapunov Ψ(z) la 
ual tiene el siguiente 
omportamientoasintóti
o:

Ψ(z) ∼ eaH(z)ebyed|x|
3

, 
uando |x| → ∞,para 
iertas 
onstantes a, b, d y donde H(z) = y2

2
+ 1

ε
(x

4

4
+ γ−1

2
x2+(s+β)x)es el Hamiltoniano del sistema. Sabemos de Wu [21℄, que denotando por µ lamedida invariante del sistema, se 
umple ∫ Ψ(z)dµ(z) < ∞. En 
onse
uen
iatenemos que

E[e2h||J(z0)||] ≤ C

∫
e2h(9x

2+3y2)dµ(z) < ∞,para h < h0, 
on h0 su�
ientemente pequeño.64
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�Remark. Con un pro
edimiento análogo se demuestra que

E[e(2h||J(z0||)||J(z0)||4||f(z0)||2] < ∞vale para todos los pre
edentes modelos.Demostra
ión de la a�rma
ión en la observa
ión 2.0.6.Os
ilador lineal. En este 
aso P (z0; θ) = −ay0 − b2x0 y θ = (a, b). Así,
∇θP (z0; θ) = (−y0,−2bx0).Os
ilador de Kramer. En este 
aso g1(x; a) = a y tomando por ejemploel poten
ial V (x) = b4

4
x4 + b2

2
x2 se tiene que P (z0; θ) = −ay0 − b2

2
x0 − b4

4
x3y θ = (a, b2, b4). Por lo tanto

∇θP (z0; θ) = (−y0,
−x0

2
,
−3b4x

2
0

2
).Os
ilador de Van der Pol. Aquí se tiene que g1(x; a) = a1x

2 − a2, 
on
a1, a2 > 0 y g2(x; b) = b2. En este 
aso P (z0; θ) = −(a1x

2
0 − a2)y0 − b2x0 y

θ = (a1, a2, b). Enton
es
∇θP (z0; θ) = (−x2

0y0, y0,−2bx0).Modelo Hipoelípti
o de FitzHugh-Nagumo. En este 
aso
g1(x)y =

1

ε
(ε+ 3x2 − 1)y y g2(x)x =

1

ε

[
x(γ − 1) + x3

t + (s+ β)
]
.De esta manera

P (z0; θ) = −1

ε
(ε+ 3x2

0 − 1)y0 −
1

ε

[
x0(γ − 1) + x3

0 + (s+ β)
]
,y

θ = (ε, γ, s, β).Enton
es se obtiene
∇θP (z0; θ) =

1

ε

(
(3x2

0y0 − 1)y0 + x0(γ − 1) + x3
0 + s+ β

ε
,−x0,−1,−1

)
.
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