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Introduccion

Entre los objetos combinatorios mas estudiados en la literatura se encuentran los arboles.
Un arbol es una representacion grafica que muestra la manera en que se conectan ciertos
vértices de tal manera que partiendo de un vértice fijo no se puede viajar a través de conexio-
nes diferentes y retornar en el mismo vértice. Cuando el arbol tiene un vértice distinguido
a este se le suele llamar la raiz debido a que este vértice permite orientar o jerarquizar por
niveles de conexiéon a todos los demés vértices. El estudio de la teoria de los grafos llamados
arboles tiene gran cantidad de aplicaciones en ciencias de la computacion por su versatilidad
en la organizacion estructurada de la informacion. En matematica los arboles son utilizados
con frecuencia para el calculo recursivo de operaciones, la organizaciéon de elementos de
un conjunto, la enumeracién de configuraciones construidas con objetos combinatorios, el
calculo operacional entre funciones generatrices, entre otros. Desde los estudios de Cayley
en [1] hasta hoy en dia han sido numerosos los resultados que se obtienen en matematica
en donde la estructura de los arboles cumple un rol relevante. El matemético Neozelandés
John C. Butcher es considerado uno de los pioneros en utilizar la estructura de los arboles
para obtener importantes resultados en el campo de los métodos numéricos, las ecuaciones
diferenciales y técnicas algebraicas para métodos de integracion, en este sentido sus trabajos
[7, 8, @] han contribuido considerablemente al desarrollo de la teoria.

Heinz Hopf, introdujo la estructura de algebra de Hopf en conexién con la homologia
de los grupos de Lie en 1939. Después de varios anos éstas han ganado mucha importancia
debido a sus aplicaciones en ramas de la fisica tales como los grupos cuanticos, la renormali-
zacion y la geometria no conmutativa. La topologia algebraica gradualmente ha contribuido
al incremento de una variedad compleja de nuevas algebras de Hopf. Por otra parte, la combi-
natoria comenzé a acumular una serie de impresionantes construcciones de estas estructuras
las cuales han sido bautizadas con el nombre de dlgebras de Hopf combinatoria. Se puede
decir que los primeros en abrir el puente de conexién entre las algebras de Hopf y ciertos
problemas combinatorios fueron Joni y Rota en [2], quienes inspirados en la idea de armar

y desarmar piezas de objetos combinatorios construyeron de manera natural coalgebras y



bialgebras sobre espacios generados por ciertos tipos de estas piezas. W. Schmitt en [20]
utilizando una técnica similar a la de Joni y Rota también construye algebras de Hopf sobre
ciertas clases de equivalencia de conjuntos formados por objetos combinatorios los cuales se

encuentran parcialmente ordenados.

Los arboles figuran entre los objetos combinatorios mas utilizados en la construc-
cion de las algebras de Hopf combinatoria. Existen varios investigadores que han construido
algebras de Hopf utilizando arboles, entre estos se encuentran Fossy, Grossman-Larson, M.
Hoffman, Loday-Ronco, A. Murua [13, 15, 16, 2, 7] entre otros. Sin embargo, entre los
trabajos mas relevantes de los tltimos 20 anos se encuentra sin lugar a dudas el trabajo
de Connes-Kreimer [3] que relaciona los procesos de renormalizacion en la teoria de cam-
pos cuéanticos con el estudio de las algebras de Hopf construida con arboles. A ellos se le
debe la hoy reconocida dlgebra de Hopf de Connes-Kreimer, denotada por Heg. Algunos
investigadores aseguran que Hggi se conocia bajo el nombre de dlgebra de Butcher, esto se
debe a que Ch. Brouder en [12]| encuentra una conexion interesante entre el algebra Hog y
los métodos numéricos estudiados por J. Butcher. Esta es, el grupo de caracteres de Heog
consiste en los métodos numéricos expresados como B-series con respecto a la ley de compo-
sicton de B-series. Existe otra operacion sobre B-series que ha sido estudiada, esta es la ley
de substitucion, Chartier-Hairer-Vilmart estudian esta operacion en [10] la cual generaliza el
error de analisis hacia atras que se comete cuando aproximamos la soluciéon de una ecuaciéon
diferencial mediante un método numeérico. El calculo subyacente a la ley de substitucion de
B-series es modelado por arboles los cuales representan graficamente a las derivadas itera-
das sobre B-series. Calaque-Ebrahimi-Manchon en [6] construyen un élgebra de Hopf sobre
arboles denotada por Hogys y demuestran que la ley de substitucion entre B-series es el pro-
ducto convolucion de algebra Hogpr, mas ain Hegyy actiia como un bicomodulo sobre He,
obteniéndose interesantes relaciones entre esta estructura de bicomoédulo y el coproducto de

Heg, y que posteriormente tienen importantes resultados sobre sus grupos de caracteres.

Jean C. Liendo y M. Mendez en [4] construyen una familia de algebras de Hopf
para cada operad conjuntistico. En particular para el operad de los drboles con raiz conocido
por siglas en inglés por NAP (Non associative permutative) se obtiene el algebra de Hopf
sobre arboles Hy4p. Utilizando una técnica de cloraciones sobre los lados de un arbol ellos
obtienen formulas interesantes de coproducto y antipoda para Hy4p que permiten demostrar
de forma ilustrada que Hy 4p se proyecta sobre Hog . Este resultado ya habia sido demostrado
por Chapoton-Livernet en [I8], sin embargo la prueba en [4] es mucho mas simple si se usa

coloraciones.



Nuestro trabajo en este proyecto consiste en estudiar las dlgebras de Hopf Hek,
Hyapy Hopy y reescribir formulas de antipoda y coproducto para las tres usando la técnica
de coloraciones admisibles sobre los lados y cortes admisibles sobre los lados. Utilizaremos
como material fundamental de referencia el articulo [6], definiremos una accién de bicomodulo
de Hopy sobre Hyap seglin la accion de bicomodulo de Heogys sobre Hog que se plantea
en [0]. Finalmente estudiaremos el impacto que tienen la estructura de bicomodulo sobre los

respectivos productos convoluciéon y las operaciones entre B-series.



Capitulo 1

Algebras de Hopf

Las Algebras de Hopf deben su nombre a Heinz Hopf, quien estudié estos sistemas algebraicos
cuando investigaba propiedades topologicas sobre los grupos de Lie, sin embargo fue a finales
de los anos sesenta con los trabajos de Sweedler, Moore y Sullivan, cuando las élgebras de Hopf
se comenzaron a estudiar como estructuras algebraicas adquiriendo una relevante importancia
en la teorfa algebraica. En la actualidad, las Algebras de Hopf juegan un papel importante en
la teoria algebraica de grupos, topologia algebraica, teoria de representaciones, entre otros. En
este capitulo se hara un estudio conciso de las Algebras de Hopf y sus propiedades algebraicas

mas importantes, pero antes es necesario un breve revision a través de las nocién de Modulo.

1.1 Mobdulos

1.1.1 Definiciones basicas y ejemplos

Definicion 1.1.1. Sea R un anillo con unidad, un R-mddulo a izquierda, es un grupo

abeliano M, con una operacion binaria (-) : Rx M — M que satisface:

L.r-(z+y)=r-xz+r-y VreR; Ye,ye M

2. (ri+ry)-x=ri-c+r9 1 Vri,ro€e R; Yo e M
3. (rra)-x=r1-(ry-x) Vri,ro€e R; Yo e M
4. 1-x=x VaoeM

Un modulo a la derecha, es nuevamente un grupo abeliano M con una operacion

binaria (.) : M x R — R que satisface las cuatro propiedades de arriba, pero esta vez a la

9
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derecha de los elementos de M. Cuando un grupo abeliano es un mddulo a izquierda y a

derecha, diremos simplemente maodulo.
Observacion 1.1.1. Por comodidad escribiremos rx en vez de r - x.

Ejemplo 1.1.1. Sea R un anillo conmutativo con unidad, entonces R es en si mismo un

R-madulo.

Ejemplo 1.1.2. Sea R un anillo conmutativo con unidad, el conjunto de los polinomios R[x]

sobre R es un R-mddulo.

Un concepto importante en la teoria de R-moédulos es la nocién de base, pues nos

permite introducir el concepto de R-modulo libre.

Definicion 1.1.2. Dado M un R-mddulo y B c M, diremos que B es una base de M si B

satisface:

1. Cualquier coleccion finita {B1,Ps ..., 5.} € B es linealmente independiente.

2. Para todo x en M, se pueden escoger adecuadamente un subconjunto {B1,Ps...,5,} € B

y {ri,m2,...,mn} € R tales que x se puede escribir de manera unica como:

n
L= Zﬁﬂi
i=1

Definicion 1.1.3. Un R-modulo es libre si posee una base, en cuyo caso diremos que el

R-modulo es libremente generado por dicha base.

Ejemplo 1.1.3. Sean R un anillo conmutativo con unidad y S un conjunto no vacio, sea
RY={f:S— R: f es funcion}

El mddulo libremente generado por S, es el subconjunto de RS que consiste de todas

las funciones f: S — R tales que f(s) =0 para casi todo s € S, mas formalmente
RS={feR%:|{seS:f(s)#0}| es finito}

Un elemento de RS lo denominaremos suma formal finita de S, es decir:
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f=2f(s)s

seS

La suma y el producto del anillo hacen de RS un R-modulo. La suma en RS es la

suma punto a punto de funciones:

> f(s)s+ ) g(s)s =2 (f(s)+g(s))s

seS sesS seS

Sir es un elemento del anillo, entonces:

T(Z f(s)s) => rf(s)s

seS seS

Para el ejemplo anterior hay tres casos frecuentemente utilizados en la teoria, a saber:
1. Si S={1,2,...,n} entonces RS = R" el conjunto de las n-tuplas con entradas en R.

2. 815={1,2,...,m} x{1,2,...,n} entonces RS = M,,x,(R), el conjunto de las matrices

de orden m x n con entradas en R.

3. 818 = {l,z,22,...,2",...} entonces RS = R[xz], el conjunto de los polinomios con

coeficientes en R.

Observacion 1.1.2. Cuando R =K es un campo entonces, la definicion de R-mddulo coin-

cide con el concepto de espacio vectorial sobre K.

Definicion 1.1.4. Sea N un subgrupo de un R-mddulo M, diremos que N es un R-submddulo

a izquierda de M sirx e N para todo r € R y para todo x € N.

El R-submodulo a derecha se define de manera analoga, a lo largo del presente
trabajo siempre que no de lugar a confusiéon, omitiremos la palabra izquierda y simplemente

diremos R-submoddulo.

Definicion 1.1.5. Sean R un anillo con unidad, M, N dos R-mddulos, una funcion

f:M — N es un morfismo de R-maodulos, si f satisface

flx+y)=f(x)+f(y) Vry e M
f(ra)=rf(x) VreR, VzeM
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Denotaremos al conjunto de todos los R-mo6dulos por Mod(R) y al conjunto de todos
los R-morfismos de M en N lo denotaremos por Hompg(M, N).

Podemos dotar a Homg(M,N) con una estructura de R-modulo, primeramente
notemos que Hompg(M, N) con la operacion (f + g)(z) = f(x) + g(x) adquiere la estructura

de grupo abeliano, ahora bien si definimos la operacion
(rf)(z) =rf(z) Vr eR, YoxeM

Entonces Hompg(M,N) adquiere estructura de R-modulo. El dual de M, denota-

do por M*, es el R-modulo formado por todas los morfismos de M en R, es decir M* =
Hompg(M,R).
Definicion 1.1.6. Sea f: M — N un morfismo de R-mddulos,

1. El kernel o nicleo de | es el conjunto Ker(f)={xeM: f(z)=0}.

2. La imagen de [ es el conjunto Im(f) ={f(x):xe M}.

Proposicion 1.1.1. Sea f: M — N un morfismo de R-mddulos, entonces Ker(f) es un
R-submddulo de M e Im(f) es un R-submddulo de N.

Definicion 1.1.7. Un isomorfismo de R-mddulos, es un morfismo de R-mddulos biyectivo,

dos R-mddulos son isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos, en tal caso escribiremos
M==N.

1.1.2 Operaciones de médulos

Cuando trabajamos con R-moédulos, podemos operar mediante, sumas, intersecciones, pro-
ductos y cocientes, en esta secciéon haremos una breve revision de estas operaciones.

Sea M un R-mo6dulo y sean N, U submodulos de M, si NnU = &, entonces NnU es
trivialmente un submoédulo de M. Supongamos que NnU # @, si x € N nU entonces x € N
y x € U, asi para todo r en R se tiene rez € N y rx € U luego re e NnU y por tanto NnU es

un submoédulo de M. Hemos probado el siguiente resultado.

Proposicion 1.1.2. Sea M un R-maodulo, la interseccion de submodulos de M es nuevamente

un R-submodulo de M.

Definicion 1.1.8. Sea M un R-mddulo y S un subconjunto de M. El R-submaddulo gene-

rado por S es la interseccion de todos los R-submaddulos que contienen a S, lo denotaremos

por (S).
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Por la definicién, tenemos que el R-submoédulo generado por S, es el menor R-
modulo que contiene a S. El conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos
de S es un submoédulo que contiene a S y por tanto a (S); por otro lado, dado que S c
(S), el R-subrhodulo constituido por tales combinaciones lineales esta contenido en (S). El

razonamiento que acabamos de presentar nos permite establecer la siguiente proposicion

Proposicion 1.1.3. Sea M un R-mdodulo y S subconjunto de M, el R-maddulo generado por

S, es el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos de S, esto es:

(S):{Znsi:neN; s; €8S; rieR}

i=1

Si S es finito diremos que (S) es finitamente generado, ademaés (.S) se dice ciclico si
S posee un solo elemento. Por otro lado, cuando los tnicos R-submodulos en M son {0} y

M, diremos que M es un R-moédulo simple.

Definicion 1.1.9. Sea N un R-submddulo de un R-mddulo M, para todo x,y € M diremos

que x estd relacionado con y, en cuyo caso escribiremos x ~ vy, cuando x —1y € N.

La relaciéon que hemos definido arriba es de equivalencia, la clase de un elemento x
de M es igual al conjunto suma x+ N = {x +n:n € N}, denotaremos por M /N al conjunto

de todas las clases de equivalencia. Si definimos las operaciones

(z+N)+(y+N)=(z+y)+ N Vax,yeM

r(z+N)=rx+N VreR; VxeM

Entonces M /N adquiere estructura de R-modulo, este es el R-mddulo cociente.

La proyeccion natural o canénica de M en M /N dada por

M ——— MJN

T +—s x+ N

Es un morfismo sobreyectivo de R-mo6dulos. Consideremos M, N dos R-moédulos, el

producto cartesiano de M con N es el conjunto:

M x N ={(m,n):meM; ne N}
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Con las operaciones

(m1,n1) + (M2, n9) = (Mmq +ma,ny +nz) Vmy,me € M; Vny,nge N

r(m,n) =(rm,rn) VreR; ¥YmeM; YneN

El producto cartesiano M x N, adquiere la estructura de R-mo6dulo. El producto
cartesiano es una operacion asociativa y conmutativa sobre R-modulos, este hecho lo esta-

blecemos en la siguiente propocision.
Proposicion 1.1.4. Sean M, N,S, R-mddulos, entonces
1. (M xN)xS=2Mx(NxS)

2 MxN=NxM

Observacion 1.1.3. En virtud de la proposicion anterior cuando estemos operando el pro-
ducto cartesiano de tres R-modulos escribiremos simplemente M x N x .S y todo elemento en

M x N x S lo escribiremos simplemente por (m,n,s).

Consideremos ahora una familia arbitraria de R-modulos, { M)}, el axioma de
eleccion nos permite formar una sucesion {x,}a, eligiendo para cada A € A un elemento
xy en M,. La coleccion de todas estas sucesiones recibe el nombre de producto directo de
los M,; como mostramos en la siguiente definiciéon el producto directo tiene estructura de

R-modulo.

Definicion 1.1.10. Sea {M)}xep una familia arbitraria de R-mddulos, el producto directo

de los M), denotado por P = H M) es un R-modulo con las operaciones:
AeA

v+y={z}+{n} ={zr+n}
ax =r{x\} = {rx,}
Para cada A consideremos un morfismo fy : M — M, y sea p, la proyeccion natural

de P en M,, entonces existe un tnico morfismo f: M — P que hace el siguiente diagrama

conmutativo
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\ J{px (1.1)

Ademas cuando R es un anillo conmutativo, existe un isomorfismo natural entre

Homp(M,P) y [[ Homgr(M,My) construido de la manera siguiente: Si fy : M — M),
AeA
entonces

fF=TIh

AeA

Consideremos ahora S c P el conjunto de todas las sucesiones cuyas A\-componentes
son cero, salvo para un numero finito de A, es claro que S es un submodulo de P, este

submoédulo de P recibe el nombre de suma directa de los M) y lo denotamos por @ M,.
AeA
Analogo al producto directo, hay un homomorfismo de R-moédulos iy : My — S

definido como la inclusién natural de M), en la coordenada A de S. Ademés dada una coleccion

arbitraria de morfismos {gy : My — M } \ca, existe un tnico morfismo ¢ : S — M que hace

x lg (1.2)

En la construcciéon anterior supongamos que M = R y ademés para cada A se tiene

conmutar el siguiente diagrama,

que gy : My — R es un isomorfismo de M) en R, consideremos L(A) el R-modulo libremente

generado por A, existe un isomorfismo entre S'y L(A) que envia ZmA en Z ga(my), ahora

bien segin el ejemplo este isomorfismo es el que envia a/\cada s e)\S en la funciéon
fs dada por fs(A) = goiy opx(s). De este modo podemos identificar a S con el R-modulo
libremente generado por A

Antes de pasar al concepto de algebras de Hopf es necesario abordar una tultima
operacion de R-moédulos, el producto tensorial, a continuaciéon haremos una discusion

breve de su construccion.

Definicion 1.1.11. Sean M, N, P R-maodulos, diremos que la aplicacion f: M x N — P es

bilineal, si es lineal en cada componente, esto es
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f(kx+y,2) =kf(z,2) + f(y,2)
f(oky+2) =kf(z,y)+ f(z,2)

Denotaremos por B,(MxN, P) al conjunto de las aplicaciones bilineales del conjunto

M ® N en el conjunto P

Sean M, N, P tres R-mo6duloS, queremos construir un R-moédulo 7' de manera que se
pueda establecer una biyeccion natural entre B, (M x N, P)y Homg(T, P), o dicho de otro
modo, queremos ver si existen un R-moédulo Ty un morfismo 7 : M x N — T, tales que
para todo morfismo ¢ : M x N — P existe un tnico morfismo ¢ : T'— P tal que p = ¢ o.

Este hecho lo establecemos en el siguiente teorema.
Teorema 1.1.1. Sean M, N, P tres R-maddulos, entonces:

1. Emiste un R-modulo T y un morfismo bilineal w: M x N — T tales que para toda
aplicacion bilineal ¢ : M x N — P existe un unico morfismo ¢ : T — P que hace al

siguiente diagrama conmutativo

n[ X (1.3)

T—lb)P

2. El par (T,m) es tnico salvo isomorfismo, esto es, si (T',7") es otro par que satisface el

diagrama anterior, entonces existe un unico isomorfismo g:T — T tal que ©’ = gom

Demostracion. 1. Para probar la existencia, haremos la siguiente construccion: Conside-
remos R(M x N) el R-mo6dulo libre generado por M x N como en el ejemplo [1.1.3]
y consideremos C' ¢ R(M x N') el R-submoédulo generado por todos los elementos de la
forma
(m+m',n)-(m,n)-(m',n)
(m,n+n")-(m,n)-(m,n")

(rm,n) —r(m,n)

(m,rn) —r(m,n)
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Tomemos ahora el cociente T'= R(M x N)/C, el cual denotaremos por M ®r N. La
clase (m,n) + C la denotaremos por x®y y m: M x N — T es la proyeccion canonica.
El R-mo6dulo T'= M ®z N recibe el nombre de producto tensorial de M con N sobre
el anillo R.

Cada morfismo bilineal ¢ : M x N — P se extiende bilinealmente a un morfismo
¢ : R(M x N) — P que se anula en los generadores de C, y por tanto en todo C,

de esta manera ¢ induce un homomorfismo bien definido ¢» de M ® N en P, dado por

(m@n) = p(m,n).

2. Supongamos ahora que existe otro par (77,7") que satisface el item anterior, entonces

por la parte anterior los siguientes diagramas son conmutativos

M x N M x N
T—w>T TTT

De los dos diagramas anteriores obtenemos 7’ = om y m =1’ on’, més atin de estas dos

igualdades se sigue 7’ = (o)) on’ y w’ = (¢" 01p) o7’ por lo que 1 o)’ =)' 0th = id;
asi podemos concluir que 1) es isomorfismo y ¢’ = ¢~
O

Observacion 1.1.4. Por comodidad escribiremos M @ N en lugar de M @ g N siempre y
cuando esto no de lugar a confusiones. Una consecuencia directa de lo anterior es que podemos
establecer un isomorfismo entre B (M x N, P) y Homg(M ® N, S), el cual estd determinado

por las funciones @ y 1.

Notemos que por la construccion, la proyeccion canénica es un morfismo bilineal, lo

cual trae como consecuencia la bilinealidad del producto tensorial, es decir:

(m+m')en=men+m'en VYm,m' e M; VYneN
men+n)=men+men’ VmeM; VYn,n' €N
(rm)®n=r(men) VmeM; VneN; VreR

me® (rn) =r(men) VmeM; VneN; VreR
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Cuando M, N son R-modulos libres con bases {a;}ier v {5;}jes entonces M ® N es
también un R-mo6dulo libre con base {ai®ﬁi}(,~7j)e 1xJ- En particular si M y N son finitamente
generados también lo es M ® N

La construccion realizada en el teorema anterior se puede extender a funciones multi-
lineales f : M; x My x ... x M,, —> P, para obtener el producto multitensorial

T=M®M,®...® M,, este hecho, lo establecemos en el siguiente corolario.
Corolario 1.1.1. Sean My, Ms, ..., M,, P R-mddulos, entonces:

1. Exmiste un R-mddulo T y un morfismo bilineal m: My x My x ... x M, — T tales que
para toda aplicacion bilineal @ @ My x My x ... x M, — P existe un unico morfismo

Y : T — P que hace al siguiente diagrama conmutativo

2. El par (T,m) es unico salvo isomorfismo, esto es, si (1", ') es otro par que satisface el

item anterior, entonces existe un unico isomorfismo g: T — T" tal que ' = go
El siguiente teorema resume las propiedades mas importantes del producto tensorial.
Teorema 1.1.2. Sean M, N, P tres R-maddulos, entonces
I. M®N=NeM
2. MeN)e P2M@®(N®eP)xMeN®P
3. (MeN)ePx(M®P)®(Ne®P)
4. ReM=2M yMeR=zM

Demostracion. La idea de la demostracién es construir en cada caso morfismos sobre los
productos cartesianos que permitan inducir morfismos sobre los productos tensoriales res-
pectivos, tal como se hizo en la construccion del producto tensorial. A continuaciéon haremos
la prueba de 1, 2 y 4.

1. La aplicacion
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MxN — N M

(m,n) ——— nem

Es claramente un morfismo de R-médulos por tanto en virtud del teorema [1.1.1]

existe un dnico morfismo

7T M®N —— No M

menr———>n®m

De manera similar, el morfismo

NxM ——— M®N

(n,m) ——— m®n
Induce el morfismo

T NOM — MeN

nemir——moen

Por tanto M ® N es isomorfo a N® M. El morfismo 7 expuesto aqui, recibe el nombre

de transposicion y serd usado a lo largo del presente trabajo.

2. En este caso haremos uso del teorema [1.1.1 y del corolario [1.1.1l Sea p € P

fijo, la aplicacion

MxN ——— MNQ®P

(m,n) ————— m®na®p
Es un morfismo bilineal de R-moédulos, por tanto induce un morfismo bilineal

MN — MN®P

men ———— mONp

De modo que el morfismo bilineal



20

(MN)xP — MQN®P

(men,p) ———— men®p

Induce el siguiente morfismo lineal

(Me@N) @ P ———— M®N®P

(men)®@p ————— men®p

Por otro lado el morfismo multilineal

MxNxP —— (M®N)®P

(m,n,p) ——— (m®n)®p

Induce el siguiente morfismo bilineal

MeNo@P — (M®N)®P

mene®p ———— (M®n)®p

De la construccion es claro (M ® N) ® P es isomorfo M ® N ® P. Para demostrar
que M ® (N® P)2 M ® N ® P se razona de manera anéloga.

3. La aplicacion lineal

p:RxP — M

(r,m) ——— rm

Induce la siguiente aplicacion lineal

YvV:RP — M
rm  ————— rm
Por otro lado el morfismo

WM ——— ROM

mr———1®m
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Es tal que ¢’ o1 y ¥ o1’ son ambos el morfismo identidad, por tanto R@ M y M

son isomorfos.
]

Sean f: M — M’y g: N — N’ dos morfismos de R-modulos, una vez mas

haciendo uso del teorema [1.1.1] La aplicacion lineal

p:MxN —— s M @ N

(m,n) ———— f(m)®g(n)
Induce el morfismo

vV M®N —— M'@ N’
men ——— f(m)®g(n)
Este hecho nos permite establecer la siguiente proposicion
Proposicién 1.1.5. Sean f: M — M' y g: N — N’ morfismos de R-mddulos, entonces

la aplicacion

feg- M®N — M'®@ N’

men ———— f(m)®g(n)

Es un morfismo de R-mddulos

1.2 K-Algebras sobre un cuerpo

Observacion 1.2.1. A partir de este punto K representard un campo

El concepto de algebra como estructura algebraica tiene mas de 50 anos de antigue-

dad, la definicion clasica de algebra puede ser enunciada de la manera siguiente:

Definicion 1.2.1. Un dlgebra sobre un cuerpo K, es un K-espacio vectorial, dotado de una
operacion binaria llamada producto, que asocia a cada par de elementos ay,as € A un elemento

aiaq, de tal modo que se satisfagan las siguientes propiedades

1. El producto es asociativo, esto es: aj(asas) = (ajaz)as, Vaj,as,a3€ A
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2. El producto es distributivo, esto es: ay(as +az) = ajas + asag y (az + ag)ay = asay + aza;

Vay,as,a3 € A
3. Para todo A € K, se tiene: Majaz) = (Aay)az = a;(Aag) Vag,as € A

4. Eziste un elemento 14 que se comporta como la unidad para el producto,

esto es: lpa=alp=a VaeA

Observacion 1.2.2. De la definicion anterior tenemos que una K-dlgebra es un anillo con
unidad que tiene estructura de K-espacio vectorial y que cumple con la propiedad 3, es decir,

el producto del anillo A y el producto por escalares son compatibles.

Ahora bien, el morfismo bilineal

f:AxA A

(CLl,CLQ) f a1as

Determina de manera univoca un morfismo m : A® A — A dado por m(a; ®
ay) = ajas, que hace al correspondiente diagrama del producto tensorial conmutativo, de esta

manera la definicién anterior es equivalente con la siguiente:

Definicion 1.2.2. Una K-dlgebra, es un K-espacio vectorial A, con dos morfismos de
K-espacios vectoriales m: AQ A — A y u: K — A que hacen a los siguientes diagramas

conmutativos

ARA®A ida®u u®id g

mgy Wm ARK —— A®A <— Ko 4

A®A  (14) m g (1.5)

A® A .
A

En los diagramas de arriba id4 es la funciéon identidad de A en A, en algunos casos

1R
12

s6lo escribimos id para indicar a la correspondiente funciéon identidad. La conmutatividad de
los diagramas de la definicién anterior es equivalente a las siguientes igualdades
Por la definicién de m que hicimos previamente, la conmutatividad del primer dia-

grama es equivalente a la propiedad 1 de la asociatividad en la definicion clasica, esta es la
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razon por la cual el diagrama se denomine diagrama de asociatividad. Por otro lado la unidad
del algebra A esta determinada por u(1) en donde 1 es la unidad del cuerpo K, de modo que
la conmutatividad del segundo diagrama es equivalente a la propiedad 4 de la unidad en la
definicion clasica, esta es la razon por la cual u(1) = 14 y el segundo diagrama se denomine
el diagrama de la unidad.

Notemos ademas que las propiedades 2 y 3 de la definicion clasica se siguen de la
definicion del producto tensorial y por el hecho de que m es K-lineal. La ventaja de usar el
producto tensorial es que reduce la definicién clasica a la composiciéon orientada de funciones
en dos diagramas, uno para el producto m y otro para la unidad u. Quizas el lenguaje sea
un poco sofisticado, pero sera de gran ayuda para poder enunciar el concepto de coalgebra y

la compatibilidad entre ambas estructuras la cual llamaremos bidlgebras.

Ejemplo 1.2.1. Sea K un cuerpo entonces, K es en si mismo una K-dlgebra, con los si-

guientes morfismos producto y unidad:

m:KeK ——— K u:K s K

ki1 ® kg ——— kiko k—m— k

Ejemplo 1.2.2. EIl conjunto de los polinomios, K[x] sobre un cuerpo K con los siguientes

morfismos

m:K[z] @ K[z] —— K[z] u: K ——— K[z]

p(z) ® q(z) ———— p(x)q(x) k——— k

Es importante recordar en este punto que K[z] es el K-espacio vectorial generado por
el conjunto {1,z,22,... 2", ...} por tanto es suficiente verificar los diagramas asociatividad

y conmutatividad para los elementos de la base y luego extender linealmente.

Ejemplo 1.2.3. KG, el K-espacio vectorial libremente generado por un grupo abeliano G, es
una K-dlgebra. Para definir el producto y la unidad solo basta hacerlos sobre los elementos

de G y luego extender por linealidad, asi que para g,h € G definimos:

m:KG @ KG —— KG u: K — KG

g1 ® ga t g192 k——m > k
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Haciendo uso del morfismo traspocision construido en la parte 1 del teorema [1.1.2,
podemos construir un morfismo de (A® B) ® (A® B) en A® B dado por la siguiente com-

posicién

id, ® T®1id, m,®m

AB® A® B A9A®B®B —— A® B
(a®b)®(a'@V) a®ad ®b®b ———— aa’ ® bl

Por otro lado, podemos construir un morfismo de K en A ® B definida por

o~ uA®UB
K—KoK A® B

k2 k®ktr—"— U’A(k)®u3(k)

Los dos morfismos definidos anteriormente nos permiten establecer la siguiente pro-

posicion.
Proposicion 1.2.1. El producto tensorial de dos K-dlgebras A, B es de nuevo una K-dlgebra

Demostracion. Sean A, B dos K-algebras, consideremos su producto tensorial A ® B y defi-

namos los siguientes morfismos

m:(A®B)® (A®B) —— A®B w:K— A®B

(a®b)®(a'®V) —— aa’ @ bV l—— 14013

Verifiquemos que m,u son respectivamente un producto y unidad para A ® B. Si

a,a’;a” € Ay b b b'" e B entonces

m(idem((a®b)® (a'®b")® (a”" ®b"))) =m((a®b) ® (a’'a’ ®b'V"))
=a(a'a") @ b(b'b")
= (aa")a" & (b0')b" (1.6)
=m((aa’ ®bb") ® (a" ®1"))

=m(meid((a®b)® (a'®b) e (a"®b")))
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Para la unidad tenemos

m(u®id(l1®(a®b)))=14a® 15b
=alys®blpg (1.7)
=m((ideu)((a®b)®1))
U

Haciendo uso del corolario [1.1.1] podemos extender el resultado anterior para una
cantidad finita arbitraria A, Ay ... A, de K-algebras, este hecho lo establecemos en el si-

guiente corolario

Corolario 1.2.1. El producto tensorial de una cantidad finita cualquiera de K-dlgebras es

una K-dlgebra.

A continuacion, damos los ejemplos de las dlgebras tensorial y simétrica, las cuales
son precisamente las algebras de polinomios no conmutativos y conmutativos respectiva-
mente, es de gran relevancia discutir estos ejemplos en este punto pues las dlgebras que

estudiaremos en el capitulo tres, seran algebras de polinomios sobre arboles.

Ejemplo 1.2.4. Sean V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y S una base de V', Para

v1,Vy. ..U, €V por comodidad escribiremos
V1V UV = V1 ® Uy ® -+ ® Vg

Denotemos por Ve al producto tensorial de V consigo mismo n-veces, esto es

ver = V...V, donde convenimos que V® =K. Sea T(V) = @ V", si definimos los

n—-vees n20
morfismos:
m:T(V)eT(V) ——— T(V) u:K ——T(V)
T1 Do T ® Y1Yar Y T TEY1- Yo l————1

Entonces T(V') adquiere estructura de K-dlgebra, esta es precisamente la K-dlgebra
no conmutativa libremente generada por S. El conjunto B = {x1x9---xy : 2; € S;k € N}, es una
base para T'(V') y los elementos de B los llamaremos monomios o palabras no conmutativas
en el alfabeto S, dicho de otro modo T'(V') es el dlgebra de polinomios no conmutativos K(S).

Aqui S puede ser interpretado como el conjunto de variables. El producto m aqui definido es



26

la concatenacion de tensores, la cual es aplicada sobre los elementos de la base y luego se
extiende por linealidad. T (V') recibe el nombre de dlgebra tensorial.

Verifiguemos que en efecto el producto y unidad definidos anteriormente satisfacen
los diagramas asociatividad y unidad de la definicion de dlgebra.

Para vyvy--vg, wiwy-wy, r1x9--x, € T(V) tenemos

m((id ® m)(vi-vg ® wy-w; @ x1-++xy,)) = M(V1++VE @ Wy WL Ty )

= V1 VW1 WL Ty,

(1.8)
= m(vl...vkwl...wl ® xlajn)
=m((m ® id) (v vg ® wyw; T+, ))
Para la unidad tenemos
m(u®id(1l®vivy-vg)) = m(1l ® vyvy-vy)
=m(vivgvp ® 1) (1.9)

=m(id ® u(vivyvE ® 1))

Notemos que para el caso en que K = Q y S = {Hy, Hs,...H,, ...} es infinito numerable
y ordenado, entonces T(V') = Q(S) es lo que se conoce como el dlgebra de funciones simétricas

no conmutativas, la cual denotaremos por Ngyy,.

Definicion 1.2.3. Sea A una K-dlgebra y J un K-subespacio de A. J es un ideal late-
ral izquierdo de A si m(A® J) < J. Diremos que J es tdeal lateral derecho de A si

m(J® A) € J. Finalmente J es un ideal bilateral , si es lateral derecho e izquierdo.

Observacion 1.2.3. Cuando J sea un ideal bilateral, omitiremos la palabra bilateral y dire-

mos stmplemente ideal.
La siguiente proposicién resume las operaciones con ideales mas importantes
Proposicion 1.2.2. Sea A una K-dlgebra
1. Si I,J son ideales de A, entonces I nJ es un ideal bilateral de A

2. Si {Jy}rea €s una familia arbitraria de ideales de A, entonces H Jy es un ideal de A
AeA
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3. Si {Jx}ren €s una familia arbitraria de ideales de A entonces @ Jy es un ideal de A
AeA

Definicion 1.2.4. Sea A un dlgebra y S un subconjunto de A, el ideal generado por S es

la interseccion de todos los ideales que contienen a S.

Una consecuencia inmediata de la definiciéon de ideal generado es la siguiente propo-

sicibn

Proposicion 1.2.3. Sea A una K-dlgebra y S un subconjunto de A, el ideal generado por S,

es el conjunto formado por todas las sumas finitas de la forma:

(181 + A2Sg + ... + 4pS,, MEN, a; €A y s;€8

EL concepto de ideal es importante, pues haciendo uso de este se puede construir el
algebra cociente. En efecto sea A una K-algebra, y J un ideal de A, en virtud del teorema

[7.7.1 el morfismo

0 AlIx Al ——— AlJ

(v+Jw+J) —— m(vew)+J

Induce el morfismo

Vi AlJ® Al ——— AlJ

(v+)@(w+J) —— m(vew)+J

De manera que el cociente A/J hereda la estructura de K-algebra de A, el producto

y la unidad estan definidos de la manera siguiente:

mA/J!A/J®A/J—>A/J uA/J:K%A/J

v+ )@ (w+J) —— m(vew)+J L+ J —— u(l)+J

En particular cuando A es una K-dlgebra no conmutativa, se puede construir una
K-élgebra conmutativa a partir de A. En efecto, sea A un algebra no conmutativa, sean

aj,as elementos de A, el conmutador de a; y as, es [a1,a2] = ajag — asay. Sea J el ideal
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bilateral generado por todos los elementos de la forma [a;,as], entonces A/J es un algebra

conmutativa, pues si a + J,b+.J € A/J entonces

(a+J)(b+J)-=(b+J)(a+J)=ab+J - (ba+J)
= (ab-ba) +J (1.10)
=[a,b]+J

La discusion que acabamos de hacer nos permite construir el algebra simétrica, la

cual es un ejemplo clasico de algebra.

Ejemplo 1.2.5. Sean V' un espacio vectorial y S una base de V. Sea J el ideal de V' generado
por todos los conmutadores [x,y] con x,y €V, la K-dlgebra simétrica asociada al espacio
vectorial V' es el cociente Sym(V) = T(V)/J. Si definimos Sym™(V') = Ver[/(J nVenr),

entonces tenemos que

Sym(V) = Sym" (V)

n20

Ademdas Sym(V') es el dlgebra conmutativa libremente generada por el conjunto S.
Podemos interpretar a S como un conjunto de variables o indeterminadas y Sym(V') es el
dlgebra conmutativa de polinomios K[S], pues todo elemento en Sym(V') es una combinacion

lineal de elementos del conjunto
B-= {S?S?...SIIZ€ lk’,tl,tg,...,tkEN; 81,82, ...,Sk ES}

Los elementos de B son interpretados como monomios o palabras conmutativas cons-
truidas con los elementos de S. De este modo B es una base de K[S] como K-espacio vectorial.
El conjunto K? formado por todas las funciones de B en K es el conjunto de todas las series
formales conmutativas cuyo conjunto de variables es S. Aqui cada f € K? es interpretado co-

mo la serie formal f =Y. f(b)b, en donde f(b) es el coeficiente correspondiente al monomio
b. KB sera denotado por K[[S]]

Definicion 1.2.5. Considere a S = {x1,x2,...,Tp,...} numerable y totalmente ordenado y

K = Q los racionales. Una serie formal f € Q[[S]] es quasi-simétrica, si cada vez que

T, <...<x, Yy x. <...<T,
J1 Ik
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Entonces los coeficientes

c1 Ck c1 Ck
1 k J1 Ik

coinciden. Denotaremos al conjunto de las funciones quasi-simétricas por Qg .

Ejemplo 1.2.6. La serie formal Q[[S]] — Q, dada por f(x1,...,Zn,...) =23 +.. 22 +...

Es una funcion quasi-simétrica

Definiciéon 1.2.6. Sea ¢ = (¢y,...,cx) € Nk, diremos que ¢ es una composicion de n con
longitud k, si ci+co+...+c, =n, en cuyo caso escribiremos c En. Si cE N es una composicion,

denotaremos por M.(X) a la serie formal

11 <...<Up

Definicion 1.2.7. Si ¢ y d son composiciones, la quasi-mezcla es el conjunto de todas las

composiciones obtenidas al mezclar ¢ con d y la denotaremos por c-d.

Notemos que si ¢ = (¢1,...,¢¢) y d = (dy,...,d;) son dos composiciones de n 'y m
respectivamente, entonces la quasi-mezcla c-d es una composicion de n+m con longitud & +1.
Si por un momento suponemos por un momento que ¢ y d son dos mazos con k y [ cartas
respectivamente, entonces la quasi-mezcla puede ser interpretada como todas las posibles
mezclas o barajeos arbitrarios de estos dos mazos para obtener uno nuevo con k+1[ cartas, de
manera que la quasi-mezcal es una operacion conmutativa. La siguiente proposicion establece
que el conjunto de las funciones quasi simétricas es un subespacio del algebra de polinomios

conmutativos.

Proposicion 1.2.4. Sea ¢ = {¢ £ n : n € N} el conjunto de todas las composiciones. El

conjunto Qsym es un subespacio de Q[[x1, 2, ...]] y {M,}eec €s una base para este subespacio.

Ejemplo 1.2.7. QSym es una QQ-dlgebra conmutativa cuyo producto sobre la base estd defi-
nido por:
QSym ® QSym - QSym

>

cecd

M,.® M,

A su vez la unidad es la aplicacion identidad identidad de K en K
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El producto definido el ejemplo anterior para QQSym es conmutativo, esto es una
consecuencia directa del hecho que la quasi-mezcla sea conmutativa, ilustremos este hecho

con un ejemplo, supongamos que ¢ = {c¢1} y d = {dy,ds} son dos composiciones, entonces

M@ Mg= 3 afalal+ Y alafaP+ Y alalalt = Mye M,

11 Z2 Z2 7«3
11<t9<13 11<t9<13 11<i9<13

De manera que QSym es una algebra conmutativa.

Definicion 1.2.8. Un morfismo de K-dlgebras, es una aplicacion ¢ : A — B que hace a

los siguientes diagramas conmutativos

mAT Tms (1.11) uA\ 43 (1.12)

Proposicion 1.2.5. Sean f: A— A’ y g: B — B’ dos morfismos de K-dlgebras, entonces
feg:A® A’ — B® B’ es un morfismo de K-dlgebras.

Demostracion. Debemos verificar si los siguientes diagramas son conmutativos

feg

A®B A'® B’
feg
A® B B
MA®B mAlg B! (1.13)
\ / (114)
Fog®feg UA®B UalgB!
A®BA®B — A 9B 9A ®B K

En efecto, para el diagrama tenemos

Mmoo f®g®fog=(m, ®m,o(id,®T®id,))o(f®ge feg)
=m, ®@myo(fefegey)
=(m,of®f)®(m,cg®yg) (1.15)
=(fom,)®(gom,;)

:f®gomA®B
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Para el diagrama tenemos

fegou,,,=(fou,)®(g09,)
= uAI ®uB’ (116>

- uA’@B’

1.3 K-coalgebras

Hemos visto en la seccién anterior que para algebras multiplicar es equivalente a la conmuta-
tividad del diagrama de la definicion [1.2.2, de manera analoga, la comultiplicacion es
también equivalente a la conmutatividad del diagrama que se obtiene invirtiendo las flechas
del diagrama Esta es la principal ventaja que tiene la definicion moderna de algebra
sobre la clésica, el hecho de pasar del producto al coproducto simplemente cambiando el sen-
tido de las flechas en un diagrama simplifica considerablemente todas los célculos que sean

necesarios realizar.

Definicion 1.3.1. Una K-codlgebra C es un K-espacio vectorial con dos morfismos
A:C—CoC ye:C — K llamados coproducto y counidad, tales que los siguien-

tes diagramas conmutan

CeCel CoK <2 cec =¥ keC
A%f \id@A
CeC CeC (117) ) A (1.18)
N
C C

El diagrama [I.17 se denomina diagrama de coasociatividad y el diagrama
se denomina diagrama de counidad. Es importante hacer la aclaratoria que un elemento en
la imagen de A se descompone como una suma arbitraria de vectores en C'® C' para escribir

esto usaremos la notaciéon empleada por Sweedler

Ale)=> c1®c
(e)

Ejemplo 1.3.1. Todo cuerpo K es en si mismo una K-codlgebra, el coproducto y la counidad

son los siguientes:
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A: K KoK e: K —— K

1 11 k—mm s k

Ejemplo 1.3.2. El conjunto KG del ejemplo 1.2.3 es una K-codlgebra, el coproducto y la

counidad son los siguientes:

A:KG — KG o KG e:KG —— K

g geyg gr—— 1g

En efecto, si g €e KG entonces

(id® A)(A(g)) =9®A(g)
=A(g)®yg (1.19)
= (A ®id)(A(g))
Para la counidad tenemos
id®e(A(c)) =g®e(g)
=c(g)®yg (1.20)
=e®id(A(g))

Si usamos el producto del Grupo G, entonces este define otro coproducto sobre KG

que hace de este una coélgebra, este prodcuto viene dado por A(g) := Z g1 ® go.
9192=9

Definicion 1.3.2. Sea C' una codlgebra y x un elemento de C'.
1. Diremos que x es como grupo si A(z) =z @z ye(zr) =1
2. Diremos que x es primitivo si A(zx)=1®zr+x®1

De manera analoga a lo hecho para K-algebras, notemos que las definiciones de A 'y
¢ fueron hechas sobre los elementos de G y de alli extenderemos por linealidad. Gracias al
morfismo transposicion construido en la item 1 del teorema [1.1.2, para dos K-coalgebras
C, D existe un morfismo que vade C® D en C® D ® C'® D, definido de la siguiente manera

Ac®Ap ido®T®idp
Leeritn,

C®D ———— (CeCe®De®D CeDe(CeD

De manera similar haciendo uso del item 5 del teorema podemos construir

también un morfismo de C' ® D en K dado por
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CeD —%P s KoK — = 3 K

Ejemplo 1.3.3. Consideremos la dlgebra tensorial T(V'), sea v1va---v, un elemento genera-
dor de T(V') y sea I = {iy < iy < ... < ix} un subconjunto ordenado de [n] = {1,2,3...,n},
denotaremos por vr a v;,Vi,...v;, ; para el caso vacio vy = 1. Haciendo uso de esta notacion
podemos dotar a T'(V') con la estructura de K-codlgebra, el coproducto y la counidad son los

siguientes morfismos:

A:T(V) ——— T(V)®T(V) e:T(V) —— K
V1...Up Z V1 ® U[p]-1 vsive Ve 2K
I<[n] v —
0 en otro caso

Veamos que resulta cuando se le aplica este coproducto al vector v = xyz
A(zyz) =2yz@1+1@ayz+2xQ@Yz+y@rz+2Q Y+ 1Y@ 2+ 12 QY+ Yz Q

Verifiquemos que A satisface el diagrama [L.177 de coasociatividad.

1d ® A(A(Ul e Un)) = Z v, ® A(rU[n]—I)
Ic[n]

= Z vy ®( Z UJ®U[n—I]—J)

Ic[n] Je[n-TI]

= Y v,0v,8v,
TUJUK =[n] (1.21)

i zg[n](;zv‘] °vs) @ s

= Z A(,UI) ®’U[n]*1

Ic[n]

=A®id(A(vy...v,))

Para un elemento general de T(V') extendemos haciendo uso de la linealidad de A.
Notemos que de la definicion del coproducto, para v € V tenemos A(v) =1®@v+v®1, es

decir, todo elemento de V' es un primitivo.

Verifiguemos ahora la propiedad diagrama de counidad, para vy ...v, € T(V),

tenemos

e®@id(A(vy...v,)) = > e(vy) ® Uiy = 1@V,
Ic[n]
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Por otro lado

id®@e(A(vy ... v,))

1
<
~
®
(@)
~
<
T
~
~
<
2
®
—_

Proposicion 1.3.1. Sean C, D K-codlgebras, el producto tensorial C® D es una K-codlgebra

Demostracion. Sean C, D dos K-coéalgebras, los morfismos

A:C®D —(CeDe(Ce®D c:CeD K

c®d — Z (Cl®d1)®(62®d2)

Xt c®dr—— e,(c)®e,(d)

Son respectivamente el coproducto y la counidad de C'® D, en efecto

Zd@A(A(C@d))Z Z (Cl®d1)® Z Co1 ® do1 @ oo ® don
(c),(d) (c2),(d2)

= Z Z (Cl®d1)®021®d21®022®d22
(c),(d) (c2),(d2)

= Z Cl®d1®02®d2®03®d3
(c),(d)

= Z Z (011®d11®012®d12)®02®d2
(¢),(d) (e1),(d1)

=A®id(A(c®d))

Para la unidad se razona de manera bastante similar. O

Definicion 1.3.3. Sean C, D dos K-codlgebras, diremos que ¢ : C'— D es un morfismo

de K-codlgebras, si los siguientes diagramas conmutan

Acl [AD (1.22) N S (1.23)

Proposicion 1.3.2. Sean f:C — C" y g: D — D’ morfismos de K-codlgebras, entonces

f®g:Ce®D— C'"® D' es un morfismo de K-codlgebras

Demostracion. los diagramas correspondientes a f ® g son
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f®
C®D J C,®D/ C@D f®g CI®DI
AC@DI J/AC/®DI (124) 80;\\ / (125)
c’'eD’
®9gf®
C@D@C@ng—f>g0’®D’®C’®D’ K

Para el diagrama tenemos

Acrgpro(fOg®f®g)=A_, A o(ideT®id)o(f®g® f®yg)
=A,®A  o(fefogeyg)
=(Anofef)e(A,cg®y) (1.26)
=(felAL)®(geoA),)
=(f®g)oA,,

Para el diagrama [1.25] tenemos

ecep(c®d) =ec(c)ep(d)
= ecr(f(e))ep (9(d)) (1.27)
=ccep (f®g(c®d))

Definicion 1.3.4. Sea C' una K-codlgebra, diremos que J € C' es un coideal bilateral si:

A(J)cJeC+Co®J
e(J)=0

Si J ¢ C es un coideal bilateral y m : C' — C'/J es la proyecciéon canonica, los

siguientes morfismos

A, ClT—ClI®C|] €y 1 O] — K (1.28)

c+J—rmemoA(c) c+J—e(c)
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Gozan de buena definiciéon, en efecto si ¢; y ¢o estan en la misma clase entonces

Ac/J(Cl-FJ)—Ac/J(CQ-FJ):Ac/J((Cl+J)—(CQ+J))

= Aol (1.29)
=te7m(A(J))
=0
Por otro lado
eler+J)—e(ea+J)=e((c1+J)=(ca+J))=¢(J)=0 (1.30)

De modo que el cociente tiene estructura de K-codalgebra, el coproducto y la counidad
son los morfismos que acabamos de definir. Podemos ahora abordar en detalle la estructura

de coalgebra que posee Sym(V)

Ejemplo 1.3.4. Consideremos V' un espacio vectorial, hemos visto que el algebra tensorial
T (V) tiene estructura de K-codlgebra, ahora bien el coproducto de T(V') es un morfismo de
dlgebra, esto es una consecuencia del hecho que los elementos de V' sean primitivos, en efecto

stv,w eV entonces,

Alvw) =1@rmw+wu+v@w+vwe 1
=(1ev+vel)(lew+we®l) (1.31)
= A(v)A(w)

Para un elemento cualquiera vy ...v, extendemos por induccion, notemos ademds

que el conmutador de primitivos es primitivo, en efecto

A([z,y]) = A(zy —yz)
= A(z)A(y) - Aly)A(x)
=(lez+zel)(ley+yel)-(leoy+yel)(l®ez+z®1) (1.32)
=lry-yrol+rzy®l-yrel
=1 (zy-yx)+ (zy-yr)®1

=1®[x,y] +[z,y]®1

Sea J el ideal generado por el conjunto de conmutadores de V', dado que el conmuta-

dor es primitivo se tiene que A([z,y]) e J@T(V)+T(V)®J, ademds e([x,y]) = 0 por tanto
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la K-dlgebra cociente Sym(V') adquiere la estructura de Kco-dlgebra dada por los morfismos
coproducto y counidad definidos en (L.28). Si V posee una base B = {x1,...,x,} entonces

en virtud que el coproducto para T (V') sea multiplicativo tenemos
n S ny k n—k
Az}) =) ( )xz ®;
=1 \k

Por tal razon, para un elemento %" ... 25" € Sym(V') tenemos

k K, -
Adzyt .ok = Y (tl) . (t )xlfl o Y N v (1.33)
Osty<ky 1 n
0<tn<hn
Ejemplo 1.3.5. EL conjunto de las funciones quasi-simétricas Qg , tiene estructura de

K-codlgebra, el coproducto esta definido por

k
A(C, ... ,Ck) = Z M(017C27---7Ci) ® M(Ci+1y---7ck) (134)
i=1
La counidad es el morfismo que envia el 1 de Qg en la unidad del cuerpo y de alli
se extiende por linealidad
Ejemplo 1.3.6. El conjunto de funciones simetricas no conmutativas Ng ., es una

K-codlgebra, el coproducto esta dado por la desconcatenacion, esto es el coproducto esta de-
finido por la expresion
i+j=n
Aqui hemos asumido Hyg = 1. La counidad es el morfismo que envia el 1 de en la

unidad del cuerpo y de alli se extiende por linealidad

Proposicion 1.3.3. Sea f: C — D un homomorfismo de K-codlgebras entonces Ker(f) es

un coideal de C

Es importante resaltar en este punto que un K-espacio vectorial puede ser de manera
simultanea K-algebra y K-coédlgebra y sin embargo, ambas estructuras no tienen que estar
necesariamente relacionadas entre si. El siguiente teorema nos permite establecer un criterio
para determinar cuando las estructuras de K-élgebra y K-codlgebra en un mismo espacio

vectorial estan relacionadas entre si.
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Teorema 1.3.1. Sea A una K-espacio vectorial que tiene simultdineamente estructura de

K-dlgebra y K-codlgebra, las siguientes son equivalentes
a. (A,e) son morfismos de dlgebra
b. (m,u) son morfismos de codlgebra

c. Los siguientes diagramas son conmutativos

A®A
A®A
e

m EQeE
ARAQRA® A A®A —— KoK

idersid A (136) " = (137)

AA® A® A

A A

Demostracion. El coproducto es multiplicativo y el producto comultiplicativo, si y solo si,
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A® A
A9 AR A® A m
® ® ® p dod
1d®TRid A — m .
ARA
Ao A A® A . ARA —— A9 A®A®A
o
A® A

La unidad es comultiplicativa y el copruducto preserva la unidad si y solo si,

K A

A

A® A

RN

K

1
>

KoK — Ao A

El producto preserva la counidad y esta ultima es multiplicativa si y solo si,

A K A9 A —+ KoK

Ao A = KoK A

La counidad preserva a unidad y viceversa si y solo si,

K K K

N - N L (1.40)

K A
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1.4 K- bialgebras y K-algebras de Hopf

Definicion 1.4.1. Un K-espacio vectorial A es una K-bidlgebra, si A es K-dlgebra y K-

codlgebra de manera simultdinea y ademds satisface el item a o b del teorema [1.3.1]

Ejemplo 1.4.1. El conjunto KG es una K-bidlgebra, con las estructuras estudiadas en los

ejemplos y[IL.3.2

Ejemplo 1.4.2. Las estructuras que hemos estudiado en los ejemplos [1.2.4) y[1.3.3 hacen
de T(V') una K-bidlgebra. En efecto vimos en el ejemplo que el coproducto A es un

morfismo de dlgebras, ademds la counidad también es un morfismo de dlgebras. En efecto
e(wy) =e(x)e(y) ye(u(l)) =1

Ejemplo 1.4.3. El conjunto Sym(V') adquiere estructura de K-bidlgebra si consideramos las
estructuras estudiadas en los ejemplos y[I-34) Recordemos que

A =T®moA

Sym(V) (V)

8Sym(V) (,UI + J) = ET(V) (UI)

Ademds A, y € son ambos morfimos de K-dlgebra, por tanto A

T(V) Sym(V) y €Sy7rL(V)

son ambas morfismos de K-dlgebras. De modo que Sym(V') es una K-bidlgebra. Como con-
secuencia de lo anterior notemos que st 'V es un K-espacio vectorial libremente generado

por un conjunto S, entonces el dlgebra de polinomios conmutativos K[S] tiene estructura de
K-bidlgebra.

Un razonamiento analogo al realizado con las algebras tensorial y simétrica, nos

permite establecer el siguiente ejemplo

Ejemplo 1.4.4. Q
K-bidlgebra

con las estructuras estudiadas en los ejemplos y[L.33 es una

Sym

Ejemplo 1.4.5. Ng,,,, es una K-bidlgebra con las estructuras estudiadas en los ejemplos
77 y[IL.370

Definiciéon 1.4.2. Diremos que un K-espacio vectorial V' es graduado st V' se puede des-

componer como suma directa de K-mddulos, esto es si V=@V, Diremos ademds que V es
n20
conezxo si Vo 2 K; por iltimo © es homogéneo de grado n si x €V,
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Notemos que si V, W son espacios graduados entonces V' ® W es también graduado,
la graduacion esta dada por: VoW =@(V @ W),, donde (Ve W), = @ V,e W;

n20 i+j=n

Definicion 1.4.3. Sean V,W dos K-espacios vectoriales graduados, diremos que el morfismo

©:V — W es graduado si para cada n se tiene p(V,) c W,

Definicion 1.4.4. Diremos que una K-dlgebra (codlgebra, bidlgebra) A es graduada, si A

es graduada y si ademds los morfismos (m,u, A, &) son graduados.

Definicion 1.4.5. Una K-bidlgebra graduada A = @ A, se dice localmente finita si cada

n20
A, es de dimension finita.

Ejemplo 1.4.6. La K-bidlgebra T (V') es graduada y coneza. En efecto, recordemos que

T(vV)=g@ve

nz

Ademds como
m(vy ...V @ Wy ... W) = V1 ... VW1 ... Wk

tenemos que m(Ve @ V&) c Ve Por otro lado

A(vr...vp) = Y v, ® U,
Ic[n]

Por tanto A(Ven) ¢ @ Ve VI Por iltimo recordemos que en la construccion
Ic[n]
de T(V) se establecico que V& =K y ademds y de la manera en como estdan definidos € y u

estos también son graduados.

Ejemplo 1.4.7. La K-bidlgebra Sym(V') es graduada y conexa. En efecto recordemos del
ejemplo que

Sym(V) = Sym" (V)

n20

Ademds de las definiciones del producto y coproducto de Sym(V') es inmediato que

m(Sym™(V)e@Sym!(V)) c Sym™ (V) y A(Sym™(V)) = @ Sym!l(V)@Sym/"-1I(V). Por
Ic[n]

altimo recordemos que en la construccion de la bidlgebra simétrica convenimos Sym%(V') = K.
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Ejemplo 1.4.8. Sea S ={xy,...x,,...} un conjunto de variables, donde convenimos x1 = 1k,

la K-dlgebra de Fada Di Bruno es la K-dlgebra libremente generada por S, esto es:

Para un conjunto C arbitrario denotemos por w(C') el conjunto de todas las particio-
nes sobre C'. La K-dlgebra H,,, tiene estructura de K-codlgebra, el coproducto y la counidad

son los siguientes morfismos,

A:H — H,  _®H
FdB FdB FdB e deB K
Tn a3 (wa) ® T, Ty 0,
mem[n] \fer ’

En la definicion del coproducto anterior, se asume que A(1) =1®1. Veamos que este

coproducto es coasociativo,

A@id(Az,)= Y. [[Ax,) ez,

pem[n] Bep

> (MO TMaen,)

pern[n Bep pen[B] PpPepp

> II wme []aws @y
Beyp

]
€ U
per[n] P BE@SDB

Notemos que la aplicacion que envia el par (¢, {15} Be,) en el par (1, ¢") en donde

¢ ={B}Bep Y Y = Upeuh particion de [n], es una biyeccion, por lo que tenemos que

A®id(A(x,)) = Z H T ® H T)g| ® T)y| (1.41)
1/;’e7r[[n]] pey Oep’
plem

Por otro lado

id® A(A(w,)) = Z'd‘X’A( > II Ly ®$|w|)

Yer[n] Bey

= 2 H%B@( > Hﬂfw@%)

péntn]  Bed penly] bep
= > Jlzme [leeeay
Yer[n] Bey (2%

pem[1)]
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Asi A @ id(A(xy,)) = id @ A(A(xy,)) y por tanto H,,

un argumento combinatorio se puede probar que la formula anterior para el coproducto es

5 es una K-bidlgebra. Usando

equivalente a la siguiente expresion

A(zn) =) B, (22, .., %) ® Ty, (1.42)
m=1
La expresion
B, (22,...00)= 3 n ok gk (1.43)
m,n 2y ey bt T (1')k1k1'(n')k”kn' 9 .- dp .

k1+2k2+...nkn:n
Recibe el nombre de polinomio parcial de Bell

Ejemplo 1.4.9. FEl dlgebra de palabras quasi-simétricas es graduada. En efecto si para cada

n en N definimos Qgym, = ({M.:cEn}) entonces tenemos que

@Sym = @ QSymn

n20

Ejemplo 1.4.10. El dlgebra de palabras simétricas y no conmutativas es graduada, en efecto
dada ¢ = (¢, ¢a,...,cx) una composicion de n, denotemos por H. al monomio H.,H,,...H., y

sea Ngym, = ({H.: C En}), entonces

NSym = @ NSymn

n20

Proposicion 1.4.1. Sea A =@ A,, una K-bidlgebra graduada sea P el conjunto de todos los
n=0
elementos primitivos de A, entonces

a. P es graduado, es decir P=@ Pn A,

n20

b. P es un coideal de A

Demostracion. b. Sea p un primitivo, entonces
A(p)=19op+p®1c AP+P®A

Por tanto A(P)c A® P+ P ® A. Por otro lado, dado que A es bialgebra, se tiene
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leop=c®id(A(p))
—e@id(leop+p®1)
=leop+e(p)®l

Por tanto e(p) ® 1 =0, de donde e(p) =0y asi e(P) =0

a. La suma de primitivos es nuevamente un primitivo, en efecto si p y ¢ son primitivos

tenemos:

A(p+q) =A(p) + Aq)
=1®p+1Qq+p®1+q®l
=l®(p+q)+(p+q)el

Sea pe @ P n A,, entonces p se puede escribir de la forma
nz0

b= Zpi
i=1

En donde para cada 1 < i <m se tiene p; € PnA;, por tanto p € Py ademés p e @ A,,

nz0
se sigue que pe Pn@P A, yasi Pn@PA, =P PnA, O

n20 n20 n>0

Proposicion 1.4.2. Sea A una bidlgebra graduada y conezxa, entonces por
a. ElK-espacio vectorial K14 es un subespacio de Ay

b. u: K — Ay es isomorfismo

c. ker(e) = A,

n>0
d. La counidad € restringida a Aqy es el isomorfismo inverso de u

e. Para todo x € A tenemos A(zx) ex®1+ A® Ker(e).

f. Para todo x € ker(e) tenemos A(x) = 1®@x+x® 1+ A,(x). Donde A,(x) esta en
ker(e) ® ker(¢)
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Demostracion.  a. Sea a, homogéneo de grado n. Dado que a, = a,la se tiene que

u(lK) = 1A € AO-

b. Sabemos que u(1x) = 14 y ademaés es inyectiva por tanto dado que dim(Ay) = dim(K) =

1 es inmediato que u es isomorfismo

. Como ¢ es graduada se tiene que £(Ay) c K asi para todo k > 1 debe ser €(Ay) =0, por
tanto ker(e) = @ A,

n>0

. Dado que A es bialgebra, el siguiente digrama conmuta

N

K

El resultado se sigue del hecho que u restringida a Ay es un isomorfismo

. Dado que A(z) e A® A= A® Ay ® A® ker(e) asi por la propiedad counitaria se
tiene que z® 1 =id @ e(A(z)) € A®e(Ay) ® A® e(ker(e)), se por lo tanto tenemos
A(LE)=SL’®1+ Z X1 ® To.

xoeKer(e)

. Analogo al item anterior tenemos que A(x) e A® A = Ay® Ao ker(e) ® A, por la

propiedad counitaria tenemos que

ler+x®l = (coid+idoc)(A(z)) ec(Ag)@A@c(ker(e)) @A+ A®e(Ag)d A®e(ker(e))

Por tanto tenemos que

Alx)=Y z @z =10r+201+A,(2)
(=)

Donde claramente A, (z) es un elemento en ker(e) ® ker(e)
U

Definicion 1.4.6. Sean A y B dos K-bidlgebras, diremos que un morfismo f de A en B es

un morfismo de K-bidlgebras si f es un morfismo de K-dlgebras y K-codlgebras, de manera

simultdnea.
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Definicion 1.4.7. Sea C una K-codlgebra y sea A una K-dlgebra. Para todo f,g € Homg(C, A)

la convolucion de f con g se define como

(f*g)(c) = (z;f(cl)g(@)

Es importante observar que la definicién de convolucién que acabamos de dar es en

realidad una composiciéon de funciones de la manera siguiente

C— 2 LoeC —TI% s AgA— ™ A

Ademas la identidad para la convolucion es la composicion u o e, este hecho se sigue

de los diagramas de unidad y counidad respectivamente, en efecto,

fr(uoe)=mo(f®uoe)oA
=mo(id®uo f®e)oA
=(moidou)o(foid)o(id®coA)
-/

Haciendo uso de la conmutatividad de los diagramas de unidad y counidad respec-

(1.44)

tivamente se obtiene que (uoe) « f = f. El producto convolucion endosa a Homyg(C, A) con

una estructura de K-algebra.

Proposicion 1.4.3. Sean C,D dos K-codlgebras y A, B, dos K-dlgebras, son vdlidas las

siguientes afirmaciones
(a) El producto convolucion es asociativo

(b) Dadas f, f" e Homg(C,A) y g,9' € Homg (D, B), se tiene

(feg)(f'eg)=(f+f)e(g~7)

(¢) La aplicacion

(Homx(C,A),*x) ® (Homg(C,D),x) ———— (Homg(C ® D,A® B), *)

f®g: f®eg
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Es un homomorfismo biyectivo de K-dlgebras

Demostracion.  a. Sean f,g,h e Hom(C, A), tenemos

(frg)xh=mo((frg)®h)oA
=mo(mo(f®g)ocA®h)oA
=mo(m®ido((f®g)®h)oA®id)o A
=mo(idemo(f®(g®h))oid®A)o A
=mo(f®@mo(g®h)oA)oA
=mo(f®g*h)oA
=fx(g*h)

b. Sean f, f' € Homg(C,A) v g,9' € Homg (D, B), entonces

(fog)«(f'eg)(ced) =(m,,,o(fogef ®g)oA,,, ) cad)
= Z;f(cl)f'(cz) ® g(d1)g' (d2)

=Y fler) () ® Zd:g(dl)g'(dz)

=(mye(fef)elc)(c)®(mye(g@y)en,)(d)
=((fxf)elg~g))(ced

c. BEs inmediato del item b.
O

Definicion 1.4.8. Sea A una K-bidlgebra, y sea S € Homg(A, A), diremos que S es la
antipoda de A si S es la inversa de la identidad bajo el producto convolucion, esto es, si el

siguiente diagrama es conmutativo

AgA —% . A A
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Sea a € A, del diagrama anterior tenemos que S es antipoda si y solo si satisface

(S *id)(a) = (E;S(al)cm =u(e(a)) =e(a)ly = (z;alS(cm)

Definicion 1.4.9. Una K-algebra de Hopf, es una K-bidlgebra que posee antipoda S.
Ejemplo 1.4.11. KG es una K-Hopf dlgebra con antipoda S = g~!

En efecto, si g € KG entonces:

m((S®id)(A(g))) =m(S(g) @ g)
=g'g
- g™ (1.45)
=m(g®S(g))
=m((id® S5)(A(g)))

Observemos que para KG la antipoda no es otra que la inversa de cada elemento
del grupo, este hecho es en efecto de vital importancia y es lo que hace a la antipoda tan
util y fundamental, en general para cualquier K-bidlgebra la antipoda nos da una manera de
hallar elementos inversos, quizas el tnico inconveniente, es que no siempre es trivial hallar

de manera explicita las formulas para la antipoda.

Proposicion 1.4.4. Sea A una K-dlgebra de Hopf, con antipoda S, son vdlidas las siguientes

afirmaciones
(a) La antipoda de A es inica
(b) La antipoda satisface S(1,) =1, y S(ab) = S(b)S(a)
(¢) La conmutatividad de A implica que S* =id,
(d) Six es primitivo, entonces e(x) =0 y ademds S(z) = —x

Demostracion. (a) Supongamos que hay dos antipodas S, S’ entonces

S=(uoe)*S=(5%id)xS=5"*(id«S)=8"*(uoe)=5"
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(b) Como ¢ preserva unidades, entonces

1, =u(e(1,))
=m((S®id)(A(1,))
=m(5(1,)®1,)
=5(1,)

(1.46)

Definamos en Homg(A ® A, A) las siguientes funciones

fi=m
g9(a®b) = 5(b)S(a)
h(a®b) = S(ab)

Las cuales satisfacen

hxm(a®b) = Z S(ayby)agbs
(a),(b)

- S «id(ab) (1.47)
= u(e(ab))

m*g(a®b)= > m(a; ®bi)g(ar®by)
(a),(b)

= Z &1(bls(b2))a2
(@) (1.48)
= €(b) (Z;alS(ag)

= u(e(ab))

De manera que tenemos m*g=hxm=uoc y como esta tltima es la unidad de

A®A’

Hom(A® A, A) con respecto a la convolucion, entonces h es el inverso de m, es decir h = g,
de donde se concluye que S(ab) = S(b)S(a).

(c) Para verificar esto solo hace falta computar S « S2, en efecto, usando la conmu-
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tatividad de A y el item b nos queda

S * 52(CL) = (E;S(al)Sz(ag)

= 3 S(@15(a2))
= S(X S(az)a) (1.49)

= 5(u(e(a)))
= u(e(a))
=S xid

(d) Si x es primitivo entonces 1®x = 1@z +e(z) ® 1 y por tanto £(x) =0, mas aun
O=u(e(x))=95(x)+x
]

Ejemplo 1.4.12. La K-bidlgebra tensorial T(V), es una K-dlgebra de Hopf, su antipoda la
podemos construir recursivamente de la manera siguiente:

Sea S € Hom (T(V),T(V), tal que

1. S(1)=1
2. S(x) = -z para todo veV

3. Stx=x1...7,, es un elemento de grado n entonces

S(x)=-z- Z S(‘(L’I)‘(I;[n]ff

Ic[n]
Esta aplicacion S satisface la definicién 1.4.6 en efecto,
Sxid(1) =m(S®id(A(1)))

=1
=¢(1)1



o1

2. SixeV entonces

S id(z) =m(S ®id(A(z)))
=S(z)1+S(1)x
=0
=¢e(x)1

3. St x=x1...x, es un elemento de grado n, entonces haciendo uso de la proposicion

tenemos

Swid(x)=S(x)l+S(1)x +Iz[:]5(x1)x[

n]-I

=0
=e(x)l

De lo anterior tenemos que S * id = id, si existe otra S" € Hom, (T'(V),T(V)) tal
que id * S = id, entonces en virtud del item a de la proposicion tenemos que S = S'.
Por dltimo por el item b de la proposicion tenemos que

S(xy...xy) =S(xy)...8(x1) = (-1)"x ... 11 (1.50)

Ejemplo 1.4.13. Sea 7 : T(V) — Sym(V') la proyeccion candnica, la antipoda para la
K-bidglgebra Sym(V') estd definida por

Sym(V) ——— Sym(V)

1 k k1 k
ot S (@) +

De la ecuacion L350 tenemos que si xt* ... x5 es un elemento en Sym(V) entonces

S(at...akr) = (Z1) et (1.51)

n

Es decir si f(x) es un polinomio conmutativo en Sym(V') entonces la antipoda es el

morfismo Sy . (f(x)) = f(-x)
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Ejemplo 1.4.14. Sea A una K-dlgebra conmutativa con unidad. Sea Alg(H

FdB?’

A) el co-

Junto formado por todas las aplicaciones de dlgebras. Sean f,g € Alg(H,.,,,A) el producto

FdB?

convolucidon viene dado por (f * g)(x1) = f(x1)g(x1) =1 y para todo n > 1

(f*9)(zn) = 3, Q(I\ﬁ.)y S s) (1.52)

men[n]

Endosa a (Alg(H

es el morfismo 0, . De este modo H,,

caps A)y %) con una estructura de K-dlgebra, el morfismo identidad

5 es una K-bidlgebra graduada con antipoda

S(xp)= ). (—1):%]!1 S(x ) (1.53)

mem[n]
|7|>2

Ejemplo 1.4.15. La K-bidlgebra Qg es una algebra de Hopf, graduada y coneza, la anti-
poda estd dada por

I{OTFL]K (stm y stm) N HomK (stm7 stm)

MC F (_1)[(0) ZMd

d<e

Donde I(c) es la longitud de la composicion ¢

La K-bidlgebra N, es una dlgebra de Hopf, graduada y coneza, la antipoda estd

Sym

dada por
Hom]K(NSym7 NSym) E— HOm]K(NSym7 NSym)
H, i S (-1)H,

cEN

La graduacion juega un papel fundamental en el estudio de las algebra de Hopf, de
hecho cuando una K-bialgebra es graduada, entonces esta posee antipoda, esto lo mostramos

en el siguiente teorema.

Teorema 1.4.1. Toda K-bidlgebra graduada y conexa, posee antipoda graduada, es decir

tiene estructura de K-dlgebra de Hopf.

Demostracion. Para probar el teorema solo necesitamos construir una antipoda en A, esta

construccion la haremos inductivamente tal como se hizo para la antipoda de T'(V')
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Si n =0, dado que la antipoda preserva unidades, tenemos que la antipoda es la
indentidad en Ay 2 K

Supongamos que para todo elemento a de grado k, con k < n existe antipoda, esto
es S xid(x) = u(e(x)), por la proposicion para un elemento x de grado n se tiene
que S(z)=0=u(e(x)), por tanto la antipoda viene dada por

S(x):=- (Z; S(x1)wo

Razonando de manera anéloga podemos obtener la formula de la antipoda para el
lado derecho, es decir

S(x) == z15(x2)

(=)

A continuacién enunciaremos la formula de Takeuchi para la antipoda, la cual per-
mite establecer una expresion para la antipoda de cualquier algebra de Hopf Graduada y

conexa.

Teorema 1.4.2 (Takeuchi). Si A es una K-dlgebra de Hopf Graduada y conezxa, entonces la

antipoda tiene la siguiente expresion

S=Y (-1)"m" o foro AT = g = N (1) frm) (1.54)

n20 n>0
Donde f:=idy—uoe

Demostracion. La prueba del teorema es bastante sencilla, solo basta usar la identidad de la
serie geométrica,

(1+z)" =) (-1)"a"

n20

En efecto notemos que A = P A, = Ko (@ An) = K& A" por lo que tenemos
n>0 nx1
idga=uoe=uoc+ f, donde f es una funcion tal que f |x:=0y f |a=id4, de esta manera se

tiene
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S id = (Z<—1>"f*<">) “(uoe+ f)

n20

= Z(_l)nf*(n) *UO0E+ Z(_l)nf*(nJrl)

n20 n>0

= Z(_l)nf*(n) + Z(_l)nf*(nﬂ) (1.55)
n>0 n=0

- f*(O)

=—UOoE

O

El siguiente teorema caracteriza los morfismos de algebras de Hopf, mas adelante este

teorema sera de gran ayuda en el estudio de las algebras de Hopf que provienen de arboles.

Teorema 1.4.3. Sean H y H' dos dlgebras de Hopf, vy sea f de H en H' un morfismo
cualquiera. St f es un morfismo de bidlgebras, entonces [ preserva antipodas, esto es el

siguiente diagrama es conmutativo

Definicion 1.4.10. Un morfismo de dlgebras de Hopf, es un morfismo que satisface el teo-

rema 179

Cerramos el capitulo haciendo breve revision a la nocién de caracteres de una algebra
de Hopf.

1.5 Grupo de Caracteres de una algebra de Hopf

Definicion 1.5.1. Sea H una K-dlgebra de Hopf, un caractér de H es un morfismo de

dlgebras f: H — K. Denotaremos al grupo de caracteres de H por char(H)

Proposicion 1.5.1. El conjunto char(H) con el producto convolucion del dual H* tiene

estructura de grupo.
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Demostracion.

Dado que la counidad € es un morfismo de algebras, es un caracter en H. Sean f, g € char(H),

entonces
(f*g)(@)(f xg9)(y) =m(f®g(A(x)))m(f ®g(A(y)))
=Y f@)g(@2) Y f(y1)g(y2)

= > f@)f(yn)g(a2)g(y2)
() ) (156)

= > fl@w)g(ways)
(z),(y)

=m(f ®g(A(zy)))
=[x g(zy)

Si f,g son caracteres en H entonces por la parte anterior, f * g(1) = f(1)g(1) =1,
asi el conjunto de los caracteres es cerrado bajo el producto convoluciéon. Por otro lado
foS(1)=f(1)=1y ademas

foS(xy) = f(S(y)S(x))
= f(SW)f(5(x))
= [(5(2))f(5(y))
=foS(x)fe5(y)

(1.57)

De manera que fo S es un caracter de H, més aun es el caracter inverso de f bajo

el producto convolucién, en efecto
foSx f(x)=> f(S(a1)f(22)
= f(z S(Il)I2)

- F(u(=()) 5%
=e(2)f(1)
= ()

De manera analoga se prueba que f* f o S(z) =e(x). O

Es de interés estudiar el grupo de caracteres asociado a las algebras de Hopf simétrica

y Faa di Bruno, respectivamente
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Ejemplo 1.5.1. Consideremos el K-espacio vectorial V = K{z}, para f,g € char(Sym(V)

tenemos
Frg@)= ¥ fa)g() (159
i+j=n
Sea K[[t]] el conjunto de las series de potencias sobre el cuerpo K, con el producto
usual de series, el morfismo

(char(Sym(V)), ) — (K[[T]],-)

f

F, = Z flxm)tr

n>0
Es tal que

P, () =2, f+g(™)t"

n20

=Y X fa)g@) (1.60)

n20 i+j=n

= F () F,(t)

La tltima expresion nos dice que multiplicar caracteres con el producto convolucion

es equivalente a multiplicar series, de modo que

char(Sym(V), *) = (K[[t]],") (1.61)
Para el caso que V =K{1,z5...,2,}, con un razonamiento andlogo se obtiene que
char(Sym(V), +) = (K{[t, 1], (1.62)

Ejemplo 1.5.2. Sea (K[[t]],()) el conjunto de series exponenciales con la sustitucion usual

de series, para f,g € char(Sym(V')) tenemos
Frag = Fy(Fy)

Entonces tenemos

(char(Sym(V)), *¢.5) 2 (K[[t]], ), (1.63)
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Mas atun, dado que f oS es la unidad para el grupo de caracteres, tenemos que
Flos = (Fy)™

Esta dltima expresion es equivalente a la muy conocida formula de inversion de

Lagrange



Capitulo 2

Arboles

La nocién de grafo fue introducida por primera vez por Leonhard Euler en el siglo XVIII,
cuando resolvi6 el problema de los puentes de la hoy conocida Ciudad de Kaliningrado, el
cual consitia en encontrar un camino que recorriera los site puentes del rio Pregel pasando
solo una vez por cada puente; posteriormente en 1847 Gustavv Kirchoff utilizando teoria de
grafo enunci6 las hoy famosas y bien conocidas leyes de Kirchoff de voltaje y corriente. Sin
embargo se puede decir que la teoria de grafos debe su nacimiento al problema propuesto por
Francis Guthrie en 1852 cuando planted el problema de colorear cualquier mapa de paises
con solo cuatro colores de manera que dos paises vecinos nunca tengan el mismo color. En
la actualidad la teoria de Grafos juega un papel fundamental en diversas areas tales como:
matemaéticas, computacion, genética, quimica, ingenieria, ciencias sociales, entre otras, en
particular en matematicas podemos utilizar un tipo particular de grafos llamados arboles
para construir ejemplos bastante interesantes de algebras de Hopf, entre estas se encuentran
el algebra de Connes-Kreimmer(ver [3], ), el algebra NAP ( ver [4]) y el agebra CEM(ver|[6])
los cuales serén el nucléo del presente trabajo, por este motivo en este capitulo haremos una
breve discusion sobre los conceptos mas importantes de arboles Y luego introduciremos las

algebras ya mencionadas.

2.1 Grafos

Definicion 2.1.1. Un grafo es un conjunto de puntos llamados vértices concectados por por

lineas llamadas aristas o lados del grafo.

Es importante indicar que las conecciones entre los vértices de un grafo pueden ser

o no dirigidas, en el presente trabajo solo trabajaremos grafos no dirigidos y sin lazos o

58
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lados miltiples, estos reciben el nombre de grafos simples. Los grafos los denotaremos por
G = (X, FE), donde X es el conjunto de vértices y E el conjunto de aristas, una arista o lado
es un subconjunto {z,y} de tamano 2 en donde z,y € X son vértices. El nimero de vértices

del grafo G lo denotaremos por |G|, mientras que el namero de aristas lo denotaremos por

|E(G)I.
Definicién 2.1.2. Sea G = (X, E) un grafo

i) Dos vértices son adyacentes si estin conectados por una arista, en caso contrario dire-

mos que son disjuntos.

i1) Dos vértices adyacentes son llamados vecinos, el conjunto de todos los vértices vecinos

a x es llamada la vecindad de x y la denotaremos por N(x)

iii) El grado de un vértice x, es el nimero de vértices adyacentes a este, lo denotaremos

por d(x).
i) EL grado del Grafo G es el mdzimo grado de sus vértices, lo denotaremos por d(G)

v) La secuencia graduada de G es el conjunto de los grados de todos sus vértices ordenados

en orden creciente.
vi) Dos aristas son adyacentes si tienen un vertice en comin en otro caso son disjuntas.

vt Una arista y un vertice son incidentes uno al otro, si dicho vertice pertenece a la arista.

El conjunto de todas las aristas incidentes a un vértice x lo escribiremos por E(x)

Ejemplo 2.1.1. Para el siguiente grafo
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tenemos:
e El grafo tiene cinco vértices, |G| =5 Y siete aristas |E(G)|=7.
e Los vértices xy1 y xo son adyacentes, sin embargo los vértices x1 y x4 no son adyacentes.
o El grado del vértice x5 es tres, esto es d(xs) = 3.
e Ll grado del grafo es cuatro, esto es d(G) = 4.
e La secuencia graduada para este grafo es {2,3,4}.
e a5 Yy ay son aristas adyacentes mientras que as y ay son disjuntos.
e FEl vértice x1 y la arista as son incidentes.
La siguiente proposicién es inmediata
Proposicion 2.1.1. Sea G = (X, E) un grafo, con n vertices y m aristas, entonces
n
1.y d(x;) =2m
i=1

2. G tiene dos vértices con el mismo grado

2.1.1 Tipos basicos de Grafos

Definicion 2.1.3. Diremos que un grafo, es un Grafo vacio si no tiene aristas o lados.

Ejemplo 2.1.2. FEl siguiente grafo es un grafo vacio

T

T2 @ o I3

Definiciéon 2.1.4. Diremos que G’ = (X', E") es un subgrafo de un grafo G = (X,E) siy
solosi X'c X yE' CcFE
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Definicion 2.1.5. Diremos que G' = (X', E') es un subgrafo inducido de un grafo G =

(X,FE) si X' < X y ademds toda arista de G cuyos vértices estén G' debe ser también una

arista de G'. Para tal caso denotaremos G' = G x

Definicion 2.1.6. Un Camino es un grafo en el cual todos sus vértices pueden ser ordenados
de manera que solo hay una arista conectando cada dos vértices consecutivos. Denotaremos

a los caminos de n vértices por P,

Ejemplo 2.1.3. El siguiente grafo es un ejemplo de camino

X1

(V%%

D) XT3

Ty a3 Ts

Observacion 2.1.1. El nimero de lados en un camino es su longitud, ademds cuando un

camino une los vértices x1 y x, lo llamaremos (x1,x,) — camino.

Definicion 2.1.7. Un Grafo conexo es aquel en el que cada par de vértices estan conectados
por algin camino. Un grafo que no es conexo es llamado disconexo, todo grafo disconexo es

la union de grafos conexos, los cuales son llamados componentes conexas del grafo disconexo.

Ejemplo 2.1.4. En el siguiente ejemplo el grafo de la izquierda es conexo, mientras que el

de la derecha es disconexo
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x

X2 X3

10

Ty a2 Ts

Definicion 2.1.8. Un ciclo es un grafo en el cual cada vértice tiene grado 2. Si el ciclo
tiene una cantidad impar(par) de vértices le llamaremos ciclo impar(par), respectivamente;

la longitud del ciclo es el nimero de aristas que tiene el ciclo. Denotaremos a un ciclo de n
vértices por C,

Ejemplo 2.1.5. A continuacion se muestran dos ciclos

x a x
T 1 4 4
N S = S
x
Lo T3 2
a2 Zs3

Definicion 2.1.9. Un grafo completo es aquel en el que cada par de vértices estdn conec-

tados por alguna arista. Denotaremos a los grafos completos de n vértices por K,

Ejemplo 2.1.6. FEl siguiente grafo es un ejemplo de grafo completo
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Observemos que en todo grafo completo K, el nimero de lados es (72’), pues son todas

las posibles maneras de elegir dos vértices de los n vértices que tiene el grafo K,

Definiciéon 2.1.10. Un grafo G = (X, E) es llamado grafo bipartito si sus vértices se
pueden particionar en dos conjuntos o partes disjuntas X1, Xo de manera que cada arista solo
conecta vértices de diferentes partes, diremos que un grafo bipartito es un grafo completo

bipartito si cada vértice de X es adyacente a todo vértice de Xs.

Definicion 2.1.11. Un grafo regular es un grafo cuyos vértices tienen todos el mismo

grado.

Ejemplo 2.1.7. En los ejemplos mostrados abajo el grafo de la izquierda es bipartito, el del

centro es bipartito completo y el de la derecha es reqular

Definicion 2.1.12. Dos grafos G1 = (X1, E1) y Go = (X3, Gs) son isomorfos si existe una
biyeccion f: X1 —> Xo tal que si {x,y} € E(G1), entonces {f(x), f(y)} € E(G3), es decir f
preserva las adyacencias de los vértices, escribiremos G 2 Gy para indicar que Gy y Gy son

1somorfos
Ejemplo 2.1.8. A continuacion mostramos dos grafos que son isomorfos,

T

®
~

o @

Y

La biyeccion f: X7 — Xy estd dada por {f(a) =z, f(b) =y, f(c) =z, f(d) =t}.
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Es importante senalar en este punto que si dos grafos son isomorfos entonces tienen
el mismo numeros de vértices y el mismo ntumero de grados para cada vértice pero en general
el reciproco no es cierto, esto es dos grafos pueden tener el mismo numero de vértices, aristas,

y grado para cada vértice y aun no ser isomorfos, el siguiente ejemplo muestra este hecho.

Ejemplo 2.1.9. Los siguientes grafos presentan el mismo nimero de vértices, lados, sin

embargo no son isomorfos

I & 9 ® I 9
Ya que no se preserva la adyacencia entre los vértices de grado 3. A continuacion
introducimos la nocién de reetiquetamiento de los vértices de un grafo, este concepto sera
necesario mas adelante cuando estudiemos las algebras de Hopf sobre arboles enraizados. Sea

G un grafo, un reetiquetamiento de los vértices de GG es una permutacion de los vértices de

GG, mas formalmente

Definicion 2.1.13. Sea S, el grupo de permutaciones de orden n y sea G un grafo cuyo
conjunto de vértices es {1,2,...,n}, un reetiquetamiento de los vértices de G es la aplicacion
de una permutacion o a cada vértice de G. Denotaremos por o(G) al grafo que resulta de

esta aplicacion.

Definicion 2.1.14. Sea G un grafo, un automorfismo es una permutacion o tal que o(G) =

G, denotaremos por Aut(G) al conjunto de todos los automorfismos de G.

Observemos que hay exactamente o(S,,) = |G| = n! reetiquetametamientos de G, sin
embargo entre estos se encuentran todas aquellos que dejan invariante al grafo G, por lo tanto
hay exactamente % reetiquetamientos diferentes del grafo GG. Diremos que dos grafos
tienen el mismo tipo de isomorfismo si uno es un reetiquetamiento del otro, notemos que
la relacion tipo de isomorfismo es una relaciéon de equivalencia sobre el conjunto formado por
todos los grafos con vértices sobre {1,2,3,...,n}, de manera que todos los grafos con el mismo
tipo de isomorfismo pertenecen a una misma clase. Denotaremos a la clase de un grafo G
con la letra mintscula g y esta representara a la estructura subyacente del grafo G, esta

estructura subyacente es precisamente el grafo GG sin etiquetas.

Ejemplo 2.1.10. En la figura de abajo, el grafo de la izquierda muestra un grafo G, etique-

tado, el grafo g de la derecha es la estructura subyacente del grafo G
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N e

La figura de abajo muestra los seis reetiquetamientos posibles del grafo G
NN N N N N
b ¢ a c b a

2.1.2 Operaciones basicas con grafos

En esta seccion haremos una breve revision sobre algunas operaciones con grafos, que nos
seran fundamentales para la construccion de las algebras de Hopf sobre arboles que estudia-

remos en el capitulo 3

1. Eliminacton o borrado de un vértice: Consiste en borrar un vértice, junto con

todas las aristas incidentes a dicho vértice.

i
® ®

2. Eliminacion o borrado de una arista: Consiste en eliminar una arista de un grafo

dado pero dejando los vértices incidentes a esta
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3. Contraccion de una arista: Para contraer una arista con vértices z,y simplemente

eliminamos la arista, hacemos coincidir sus vértices en uno nuevo llamado zy y todas
las aristas que antes incidian por separado en tanto x como en y las hacemos incidir en

el nuevo vértice zy

T a Yy xry
3 ®

—
® ®

Diremos que un grafo G es contractible a un grafo G, si GGy se puede obtener a partir
de G mediante una sucesion finita de contracciones de aristas. En ocasiones un grafo
puede ser contraido a un grafo K, cualquiera; el maximo nimero de contracciones n
que permiten contraer un grafo G cualquiera a un grafo K, es conocido como el nimero
de Hadwiger. Si G’ es un subgrafo de un grafo GG, entonces la contraccion de todas las

aristas de G’ sobre G se denotara por G/G'.

Ejemplo 2.1.11. En la figura de abajo, el grafo ubicado a la derecha es un subgrafo

del que estd ubicado a la izquierda, el cual se obtuvo al contraer las aristas a,b,c.

o g Zyw

. Complemento de un grafo: El complemento de un grafo G = (X, F) es un grafo

G con el mismo conjunto de vértices de G, en el cual dos vértices seran adyacentes
si y solo si son disjuntos en GG. Es importante resaltar que si dos grafos de n vértices
G=(X,FE)y G =(X,E") son complementarios entonces £ u E’ forman el conjunto de

aristas de K.
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2.2 Arboles

Definicion 2.2.1. Un drbol es un grafo conexo sin ciclos. Un bosque es un grafo disconexo

sin ciclos, es decir un bosque es una coleccion de arboles.

Es importante hacer la observaciéon en este punto que las aristas de un arbol son

llamadas ramas.
Definiciéon 2.2.2. Diremos que v es un vértice colgante de un arbol T', si d(v) =1

Proposicion 2.2.1. Un grafo es un drbol si y solo si hay exactamente un camino entre cada

par de vértices.

Demostracion. Sea G un grafo, si para cualesquieras vértices de G hay un tinico camino entre
ellos entonces, G' es conexo y ademéas no posee ciclos, pues de lo contrario se tendrian dos
caminos diferentes entre dichos vértices, luego GG es un arbol. Supongamos ahora que G es
un arbol, entonces G' es conexo, por tanto existe camino entre dos cualesquieras vértices de
G. Si hay dos vértices conectados por mas de un camino entonces la unién de dichos caminos

da un ciclo, lo que no es posible ya que G es arbol. O
Proposicion 2.2.2. Sea G un grafo cualquiera

1. 8i G es un drbol con n vértices, entonces tiene n— 1 ramas

2. 5i G es conexo con n vértices y n— 1 aristas, entonces G es un drbol

Demostracion. 1. Procedamos por inducciéon. para n = 1,2,3 no hay nada que probar,
supongamos que el resultado es valido para todo arbol con una cantidad de vértices
menor a n. Sea 1" un arbol con n vértices, supongamos que borramos una arista de
dicho arbol, entonces se obtienen dos arboles 77, T5 con nimero de vértices ni,no
respectivamente, es evidente que n = n; + ny, ahora bien, por hipotesis inductiva el

nimero de ramasen T'esn;—1+ns—-1+1=n-1.
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2. Supongamos que G es conexo con n vértices y n—1 aristas. Si GG tiene un ciclo entonces
podemos borrar una arista de dicho ciclo y obtener un nuevo grafo (G; conexo, podemos
repetir este proceso hasta obtener un arbol T' con n vértices, por tanto T tiene n — 1
aristas lo que no es posible. Luego G no tiene ciclos y asi es un arbol.

O

Definicion 2.2.3. Diremos que un grafo es conexo minimal si al borrar cualquier arista del

mismo, se obtiene un grafo disconexo.

Proposicion 2.2.3. Sea G un grafo cualquiera

1. G es un drbol si y solo si es conexo minimal.
2. Si G es aciclico con n vértices y n—1 aristas, entonces G es conexo.

3. Todo darbol tiene al menos dos vértices de grado uno.

Demostracion. 1. Si G es un grafo conexo minimal entonces G no tiene ciclos por tanto es
un arbol, reciprocamente si G es un arbol, entonces G es aciclico y ademas si borramos

cualquier rama de GG obtenemos un bosque, por tanto G es conexo minimal

2. Consideremos un grafo GG con n vértices y n—1 aristas. Supongamos que G es disconexo
con dos componentes conexas aciclicas G, Gs, si para dos vértices cualesquieras u,v
de G; y G5 respectivamente, agregamos una nueva arista a que une dichos vértices
entonces G U {a} es un arbol con n vértices y n aristas, lo cual no puede ser, por tanto

G no puede tener componentes conexas.

3. Si T es un arbol con n vértices entonces tiene n — 1 aristas, por tanto la suma de los
grados de cada uno de sus vértices es 2(n—1), pero como T es conexo no puede contener
vértices de grado cero, por tanto deben existir al menos dos vértices de grado uno.

O

Proposicion 2.2.4. {d;}", es la secuencia de graduada de un drbol con n vértices si y solo
St

id’ =2n-2
i=1
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Demostracion. (=) Si T es un arbol con n vértices cuya secuencia graduada es {d;}?,,
cada arista de T" aumenta en una unidad el grado de los vértices que estan conectados a esta.

Por lo tanto:

idi =2(n-1)

(<) Procedamos por induccion sobre n. Si n = 2 el resultado es evidente, supon-
gamos que el resultado es valido para toda secuencia de longitud menor a n. Sea {d;}", una
secuencia no decreciente, evidentemente dy =1 y d,, > 1, por hipétesis inductiva la secuencia

no decreciente D = {dy,...d,_1,d, -1} es una secuencia graduada de algin arbol 7" y ademés

Y d=2(n-1-1)=2(n-2)

deD

Si conectamos un nuevo vértice con algin vértice que tenga grado d; — 1 entonces

obtenemos un arbol T' con secuencia graduada {d;}}-; que ademas satisface

idi =2(n-1)

O

Proposicion 2.2.5. Sean T1,..., Ty, k drboles, sea F' el bosque formado por estos k drboles,

st F''n vértices , entonces tiene n — k ramas.

Demostracion. Supongamos que para cada 1 <i <n el arbol T; tiene n; vértices, entonces 7T;

tiene n; — 1 ramas, por tanto el nimero total de ramas de F' viene dado por

n1—1+n2—1+...nk—1=n—/€

O

Definiciéon 2.2.4. Un arbol con raiz es un par (T,r) en donde T es un drbol y r es un

vértice de T" al cual llamaremos la raiz de T.
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La raiz r de T permite ordenar todos los vértices de T' considerando a r como el elemento
mas pequeno en el Ginico camino que conecta a r con otro vértice v de T'. Esta es la razon
por la cual representamos a un arbol con raiz sembrandolo por la raiz. Tal y como lo ilustra

la figura anterior.
Definiciéon 2.2.5. Sea T un drbol con raiz,

1. Una hoja de T es un vértice diferente a la raiz que posee grado uno. Los vértices que

no son hojas se denominan vértices internos.

2. Sean x,y dos vértices de T, diremos que x es el padre de y o reciprocamente y es el

hijo de x, si estos son adyacentes y ademds x estd mds cerca de la raiz que y.

3. Sean x,y dos vértices de T, diremos que y es un descendiente de x si hay un camino

que los conecta y si ademds y estd mas alejado de la raiz que x.

4. El nivel de un vértice es el numero de aristas o longitud del camino que lo une a la

raiz.
5. La altura de T es la longitud del camino mds largo desde la raiz hasta una hoja de T

Ejemplo 2.2.1. Sea t el siguiente drbol con raiz

r es la raiz de t

d,e, f son las hojas de t

a,b,c son los vértices internos

a es el padre de b y c
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e d,e,qg son los descendientes de b
o FEl nivel de f es tres

e La altura del drbol es cuatro.

Los arboles con raiz juegan un papel bastante relevante en las ciencias de la compu-
tacion y son muchas sus aplicaciones y usos, entre las mas conocidas encontramos: creacion
de genealogias, sistemas de toma de decisiones, estructura de datos, algoritmos de busqueda
y extraccion de informacion, estudio de relaciones y niveles jerarquicos en especies y en redes
sociales, entre otros.

El reetiquetamiento de arboles viene definido de manera anéloga a como se hizo en
la definicion [2.1.13. Sea T un arbol con raiz y sea t = [t1--t,] su estructura subyacente,
donde t4,...,t, son los drboles que al ser insertados a una raiz comin permiten obtener t, el

grupo de automorfismos de 7" viene dado de manera recursiva por la expression,
o(t)=[]o(t:) (2.1)
k=1

Definicion 2.2.6. Diremos que T' es un drbol m-ario si todo vértice diferente a las hojas

de T' tiene exactamente m hijos.
Proposicion 2.2.6. 1. Todo drbol binario tiene un numero impar de vértices
2. Todo drbol binario de n vértices tiene eractamente %(n+ 1) wvértices de grado uno.

Demostracion. 1. Cada vértice interno tiene grado 2. Por lo tanto la suma de los grados
de todos los vértices internos de un arbol binario es par. Es facil ver que esta suma
mas uno es igual al nimero de vértices del arbol. Es decir, tiene una cantidad impar de

vértices.

2. Consideremos un arbol T" binario con n vértices, sea k el nimero de hojas, hay n -k
vértices internos, Por otra parte segun el item 1 se tiene que 2(n - k) + 1 =n, de donde
despejando k obtenemos k = 1(n+ 1)

O

Segiin el principio de multiplicacién el nimero maximo de lados que tiene un grafo
con n-vértices es n(n—-1)/2, una consecuencia inmediata de este hecho es el siguiente teorema.

. i L. n(n-1)
Teorema 2.2.1. El nimero de grafos etiquetados con n vértices es 27 2
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Demostracion. Debemos contar todos los grafos etiquetados con n vértices, notemos que para

n(n-1)
2

esto solo basta contar por separados los que tienen 0,1, ... aristas respectivamente, por

tanto tenemos

n(n-1) n(n-1) n(n-1) - n(n-1)
( 0 ) ( 1 ) ( 2 ) (Q)

O

Para terminar con esta secciéon enunciaremos el famoso teorema de Cayley, el cual

nos da una manera de contar todos los drboles etiquedados con n vértices.
Teorema 2.2.2 (Cayley). Hay n"2 arboles con n vértices.

Demostracion. Sea T un arbol con n vértices etiquetados con los ntimeros 1,2, ...n respec-
tivamente, removamos el vértice colgante con la menor etiqueta digamos xy, y consideremos
a su vértice adyacente vy, ahora de los n — 1 restantes vértices, removamos nuevamente el de
menor etiqueta, digamos xy y consideremos a su vértice adyacente vy, podemos repetir este
proceso hasta que solo queden dos vértices en T, evidentemente el arbol T esta univocamente

por la secuencia

V1,V2...Upn_2 (1)

Y reciprocamente 1" determina de manera univoca dicha secuencia. Consideremos

ahora la secuencia
1.2,...,n (2)

Removamos de (2) el primer nimero que no aparece en (1) digamos u;, removamos
ademaés v; de (1) y formemos la rama {uy,v; } repitamos este proceso hasta agotar la secuencia
(1). Por la construccion, a cada uno de los n—2 elementos de (1) le corresponde algin numero
en (2) formando asi n"2 tuplas, cada una de las cuales definen un arbol con etiquetas de n

vértices. O



Capitulo 3
Sobre algebras de Hopf de arboles

En el presente capitulo haremos un estudio detallado de las algebras de hopf natural H, .,
Connes-Kreimmer H_, y Calaque-Ebrahimi-Manchon H,,,,, posteriormente estudiaremos
las relaciones de bicomédulo existentes entre estas y terminaremos estudiando las consecuen-
cias y aplicaciones de dichas relaciones en el contexto de los caracteres de las algebras de
Hopf. Las K-algebras Hyap, Hox v Heopa son algebras de polinomios cuyas indeterminadas
son arboles con raiz sin etiquetas. Por tal razén introduciremos la siguiente definicién para

fijar notacion.

Definiciéon 3.0.7. Se define por A[n] al conjunto formado por todos los drboles con raiz no

planares que poseen n-vértices no etiquetados.

Como ejemplo tenemos que A[3] es el siguiente conjunto

Aln] = {V E} (3.1)

Sea A = | J A[n], denotaremos por T a la K-algebra conmutativa libremente generada
nzl
por el conjunto A, es decir

T=K[t:teA]

Un elemento de T es una suma finita de monomios de la forma t, = t1ts...t;. Aqui a es
el bosque formado por los arboles no etiquetados ¢y,1%o, ..., tx, para tal caso t, es el monomio
constituido por el producto de los arboles del bosque a. Denotaremos por T,, al subespacio
vectorial de T generado por todos los monomios de la forma ?,, en donde a es un bosque

que tiene n vértices. Convenimos en escribir Ty = K. El algebra de Connes-Kreimmer es la

73
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K-&lgebra conmutativa libremente generada por todos los &drboles sin etiquetas esto es

H

CK

=T (3.2)

Las K-algebras H

NAP y

H

cpn vienen definidas como K-élgebras de polinomios cuyas

indeterminas son elementos de T, es decir son arboles sin etiquetas, excepto que hacemos la

identificacién e = 1, mas formalmente

H

CEM

Definicion 3.0.8. Las dlgebras H

war U estan definidas como el dlgebra cociente

Hyup=Hopy =T/(1-e) (3:3)
En donde (1 — @) es el ideal bilateral generado por el elemento 1 —e en T. Por sim-
plicidad de notacion T/(1—e) serd interpretada como el dlgebra de polinomios sobre K cuyas

indeterminadas son drboles sin etiquetas.

Es importante en este punto hacer la aclaratoria que a pesar que los elementos de
Hyapy Hopar son clases de equivalencias, por comodidad de notacion los escribiremos como
los de Heo excepto que e es la unidad de Hyap vy Hepy como algebras. La siguiente figura

ilustra lo que acabamos de comentar.

V-1V

Figura 3.1: Unidad de H

NAP y

H

CEM

3.1 Algebra de Hopf natural H NAP

El algebra de Hopf natural H, ,, se construye a partir del operad conjuntistico NAP, ha sido
ampliamente estudiada por muchos investigadores entre estos, Liendo y Mendez en (|4, 5] [19])

dan formulas para antipodas de H

vap utilizando el concepto de especies y el operad NAP,

nuestra intencién es estudiar H, ,, haciendo uso de coloraciones admisibles sobre los lados
de un arbol. Esta idea fue introducida en [5] usando isomorfismos naturales entre especies,

en este trabajo presentaremos una version simple de esta idea.
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3.1.1 H,,, como coalgebra

P

Definicion 3.1.1. Sea T un drbol, una coloracion de los lados de T es una aplicacion
c: E(T) — [k] que asigna a cada arista de T un nimero(color) del conjunto [n]. El rango
de una coloracion c¢ es el subconjunto de colores de [n] con el que fue coloreado el drbol T,

lo denotaremos por rg(c).

Denotaremos por Col(T) al conjunto de todas las coloraciones sobre el arbol Ty
Col,(T) representara al conjunto de todas coloraciones de T' cuyo rango esta contenido en
el conjunto [n]. Sea ¢ € Col(T) y sea i € rg(T) denotaremos por T,(i) al bosque formado
por todos los subéarboles de T' cuyos lados tienen color i, a su vez, denotaremos por t.(i) al
monomio formado por el producto de todos los tipos de isomorfismos correspondientes a los

arboles del bosque T.(i), esto es:

te(i)y=" ] t (3.4)

T/eTe (i)

Ejemplo 3.1.1. Para el siguiente drbol coloreado con raiz

Ik

A\ Y
e g2h ‘
S

A

Figura 3.2: Arbol con raiz etiquetado.

a

Tenemos que

Figura 3.3: Subéarboles T,(1).

Notemos ademds que para este caso ¢ € Col,(T) para 4<n
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Observacion 3.1.1. Las coloraciones admisibles que utilizaremos en la construccion del

coproducto de H, ,, serdn denotadas con la letra e. Segin los estudios presentados por Liendo

P
en [4, [3] este tipo de coloraciones se obtienen como una version equivalente al operad NAP,

para entender esto razonamos de la manera siguiente:

1. Se selecciona un bosque {Tp},., en donde cada B € 7 es el conjunto de vértices del

correspondiente drbol T'g.
2. Se selecciona un drbol T" cuyos vértices sean los elementos de 7

3. Finalmente el producto del operad NAP consiste en construir un drbol T usando la
data 1 y 2 de la siguiente manera formamos una nueva arista entre las raices Tp, y

Tp, siempre que {By, By} sea un lado de T"

Las instrucciones 1,2 y 3 definen un unico par (T,e), en donde e es una bicoloracion
definida por asignar color 2 a todos los lados de cada Ty y color 1 a todos los lados de T". Esta
e es lo que definimos como bicoloracion NAP-admisible sobre T y esta descompone a T en el
par ((T,e(2)),(T,e(1))). Si descomponemos a cada T con bicoloraciones NAP-admisibles
y reetiquetamos de manera ascendente partiendo desde los lados de T,(1) obtendriamos una
coloracion NAP-admisible de rango 3 y una unica descomposicion de T en tres bosques:
(T,e(3)),(T,e(2)),(T,e(1)). Los colores 3 y 2 indican que hemos aplicado el producto del
operad NAP dos veces.

La siguiente figura ilustra lo que acabamos de discutir, el azul representa el color

uno, el rojo el color dos y el verde el color 3.



Bicoloracion

a Bicoloracion

interna

9

7

Primera
Descomposicion
NAP-Admisible —

0 @

Descomposicion
interna
°
? 1 0
Colorear de lo
externo a lo interno
. B
Conectar por
la raiz

&
Figura 3.4: Transicion de descomposiciones NAP a coloraciones NAP-admisibles.

Definicion 3.1.2. Sea T un drbol con raiz r y sea e una coloracion de los lados de T, diremos

que e es una coloracion NAP-admisible si satisface:

1. e es débilmente creciente desde r hasta las hojas de t, esto es, si ly---l, es un camino

ordenado sobre el darbol T', entonces e(l;-1) > e(l;).

2. Si e’1(1) = @ entonces todos los lados de t tienen color dos. En caso contrario para
cada i > 2 y para cada T' € T,(i) existe al menos un lado de T incidente a la raiz de T’

con color v —1.

Ejemplo 3.1.2. El siguiente drbol muestra un ejemplo de una coloracion NAP-admisible.

e
m ;12 C\Z \dz{f
(T,e)= 27h a/{
A A

Figura 3.5: Coloraciéon NAP-admisible.

Denotaremos por Adm(T') al conjunto de todas las coloraciones admisibles sobre el

arbol T'y por Adm,,(T) al conjunto de las coloraciones admisibles cuyo rango esta contenido
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en el conjunto [n]. Es importante hacer notar que si e es una coloracion admisible para la cual
e (1) # @, entonces el subbosque T,(1) es un unico arbol que contiene a la raiz de T'. El co-
producto de H, ,, esté definido por la descomposicién natural que inducen las bicoloraciones

NAP-admisibles sobre un arbol T'. Esto lo resumimos en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.1. H,, es una K-codlgebra, la counidad es el morfismo €,,(t) = 6,

P t

mientras que el coproducto estd definido por la expresion

A= Y (2 et(1) (3.5)

eeAdma(T)

La suma anterior esta indexada sobre todas las bicoloraciones NAP-admisibles sobre

un drbol T' cuyo tipo de isomorfismo es t.

Antes de realizar la prueba de esta proposiciéon es importante resaltar que la definicion
del coproducto que acabamos de hacer ha sido sobre los elementos de la base de H,,,, v a
partir de alli extendemos multiplicativamente a todo H,,. Por otro lado si 1" fue coloreado
solo con color uno, entonces 7.(2) = @ y en este caso t.(2) = o. De manera similar si T fue
coloreado solo con color dos, entonces t.(1) = o. A continuaciéon mostramos un ejemplo del

coproducto para un arbol sencillo el color rojo representa a uno mientras que el azul a 2.

T N A ST SRR G
/< N/ NSNS NS N/

Avpt)=toe + }DI + HI]I + IDV + ID{ + et

Figura 3.6: Coproducto del algebra NAP

Demostracion. Sea T un arbol con tipo de isomorfismo %, si aplicamos una bicoloracion e a T’
y luego aplicamos otra bicoloracion e; a T.(1) obtenemos una tricoloracion NAP-admisible

e’ definida sobre los lados de T' de la siguiente manera:

1. Sobre los lados de T,(1), €’ = e;.

2. Sil es un lado de T,(2), entonces e’(l) =3
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Claramente e’ asi definida es NAP-admisible y la aplicacion (e,e;) — €’ es una
biyeccion. Reciprocamente si e/ es una tricoloracion admisible sobre T' y s representa el bosque
formado por todos los lados de T" que fueron coloreados con los colores 2 y 3 respectivamente,

podemos definir una bicoloraciéon NAP-admisible ey sobre s, de la siguiente manera:

1. Sil es un lado de s es tal que €/(l) = 2, entonces es(l) =1

2. Sil es un lado de s es tal que €/(l) = 3 entonces ey() =2

Por otro lado sea e la bicoloracion NAP-admisible de T definida de la siguiente

manera:
1. SileT. (1) entonces e(l) =1
2. Sil¢T.(1) entonces e(l) =2

Con estas dos coloraciones asi definidas la aplicacion e’ — (e, e) resulta ser una
biyeccion. Los razonamientos que acabamos de exponer nos traen como consecuencia los

siguientes calculos

id® Ay (D)= Y 1(2)® A, (t(1))

ecAdmo(T)
= Z te(2)® Z (te(l))e1(2)®(te(l))e1(1)
ee€Admo(T) e1€Adma(te(1))

= T (2@ (t(1)).,(2) ® (£ (1)), (1)

(e,e1)

= > te(3)®tu(2) ®tu(l)

e’ €eAdms(T)

= D tea(2) @t (1) @t (1)

(e2,¢)

= Y AL(t(2) et (1)

ecAdma(T)
= ANAP ® id(ANAP (t))

Definicion 3.1.3. Sea T un drbol cualquiera,

1. Diremos que T es un orden lineal con n lados si es de la forma
Un]+1
Un
U|2

U1
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2. Diremos que T es una corola con n lados si es de la forma

U1 V2... Un—l Up

3. Diremos que T es una palmera con parte lineal de m lados y corola de n lados si es de

la forma

(%)
U1

Denotaremos por 1, al tipo de isomorfismo de un orden lineal de n lados, por C,
al tipo de isomorfismo de una corola con n lados y por P, , al tipo de isomorfismo de una

palmera con parte lineal [, y corola C,,.

3.1.2 Férmulas de A ,, para ordenes lineales corolas y palmeras

Estudiemos formulas del coproducto de H,, ,,, para los arboles de la definicion anterior. Con-
sideremos un orden lineal [,,, para obtener una férmula del coproducto para [, razonamos
como sigue: En toda bicoloracion Nap-admisible, los lados con color uno deben estar por
debajo de los lados con color dos, por tanto solo existe una bicoloraciéon de [,, que tenga k
lados de color uno y n -k lados de color dos, los lados de color uno forman un orden lineal
[, mientras que los de color dos forman un orden lineal [,,_;, este hecho lo enunciamos en la

siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.2. Denotemos por l,, un orden lineal de n lados, entonces

ANAP (ln) = Z Ik ® lj (36>

k+j=n

Ejemplo 3.1.3. A continuacion mostramos el desarrollo del coproducto para I3

Ay plB)= ls@et {DI+ IDI + e®l3



81

Consideremos una corola con n lados C), y sea k > 0, contar todas las bicoloraciones
de C), con k lados de color uno, es equivalente a escoger subconjuntos de tamano k a partir
de un conjunto con n elementos, por tanto hay exactamente (Z) bicoloraciones de C,, que
tienen k lados con color uno, estas bicoloraciones a su vez tienen n — k lados de color 2, asi

tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1.3. Denotemos por C,, una corola con n lados, entonces tenemos que,

Ayur(Ch) = z (1)cecu (3.7)

Estudiemos ahora una férmula para el coproducto aplicado a palmeras. Consideremos
una palmera P, ,, dado que las bicoloraciones son admisibles, podemos tener dos posibili-
dades, la primera cuando el dltimo lado correspondiente al orden lineal tenga color uno y
la segunda cuando este lado tenga color dos. Para el primer caso, dado que la bicoloracion
es admisible, el orden lineal tendréa color uno y la corola puede ser bicoloreada como ya se
estudio en la proposicion [F.1.3, de manera que el subéarbol de color uno es un orden lineal,
mientras que el de color dos es una corola. Para el segundo caso, dado que la bicoloracion
es admisible, la corola solo puede tener color dos, mientras que el orden lineal puede ser
coloreado como ya se estudi6 en la proposicion [3.1.2, por lo que el subéarbol coloreado con
color dos es una palmera, mientras que el de color uno es un orden lineal. Lo que acabamos

de exponer nos permite enunciar la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1.4. Sea P, ,, la palmera cuyo orden lineal tiene m lados y cuya corola tiene

n lados, entonces

m n n
ANAP(Pm,n) = Z Pron ® L + Z (/{J)Ck ® Pk (3.8)
k=0 k=1

Las formulas de coproducto que acabamos de estudiar nos permiten construir tres
sub-bialgebras contenidas en Hy 4p, estas son: L. la cual representa la subbialgebra generada
por los ordenes lineales, C la cual es generada por las corolas y P que es generada por
las palmeras. Notemos que L y C estan contenidas en P, esto puede ser generalizado de
la siguiente manera: Todas las subcoalgebras de Hyap son espacios vectoriales generados
por cierta familia de tipos de isomorfismos de arboles que son cerradas por coloraciones
admisibles. Esto es, si F' es una familia de subérboles entonces para cada T en F, y para cada
coloracion NAP-admisible, e se tiene que T,.(7) es un bosque de la familia F para todo i en

el rango de e.
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3.1.3 Antipoda para H,,,

Sea E[n] el conjunto formado por todos los bosques que tienen n lados y sea E, el espacio
vectorial generado por E[n]. Desde la definicién al principio del capitulo se sigue que Hyap

como espacio vectorial es la suma directa de los subespacios E,,, es decir,

Hy,p= @En (3.9)

n20

Mas aun de la ecuacion [3.1.1] se sigue que T es un arbol con n lados con tipo de

isomorfismo t entonces

ANAP(t) E@Ek QE, 1 (310)
k=0

De manera que H, ,, es una K-bidlgebra graduada y conexa, esta graduacién viene

P
dada por el nimero de lados del arbol. En virtud del teorema [1.4.1] tenemos que H,,,
posee antipoda y por lo tanto es una K-algebra de Hopf. El siguiente teorema nos da una

formula para la antipoda de H .

Teorema 3.1.1. La antipoda para la dlgebra natural H,, ,, viene dada de la siguiente manera:

P

S(e) =e y sit tiene por lo menos un lado entonces,

Swar®="3 T (DFO) (3.11)
ce Adm(T) ieRg(e)
e (1)

En la suma anterior el rango de e varia desde 1 hasta el niimero de lados del arbol

T y ademas |T.(i)| es el ntimero de elementos que tiene el bosque T, (7).

Ejemplo 3.1.4. Consideremos el siguiente drbol

T =

L—
/
o)

A continuacion mostramos la antipoda aplicada a t ilustrando todas las coloraciones NAP-

admisibles. El azul representa el color uno, el rojo el color dos y el verde el color tres.

Demostracion. Probaremos que Syap *id(t) = 0 para cualquier arbol que tenga por lo menos
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C C C

s!u b | b a!u b E!L b a b
/< N/ NS NS NS N

Sw@=-t+ Lo I - e -

Figura 3.7: Ejemplo de antipoda del algebra NAP

Q—0

un lado.
SNAP * Zd(t) = Z SNAP (t6(2))t6(1)
eeAdmo(T)
=Suar®+ Y Syap(te(2))t(1)
eeAdmao(T)

e 1(1)2g

k
= Pnap (t) + Z H SNAP (tj)tE(l)
ecAdmo(T) j=1
e 1(1)+
Te(2):{Tj ?:1

k .
I(T5) (., (@) .
= SNAP(t) + Z ( Z H H (_1) ) (tj)e]» (Z))te(l)
ecAdma(T) \ej cAdm(T;) j=1 ierg(e;)
e 1(1)=2 e (D)#2
Te2)={T3}h,  “1<i<k

Sea e’ la coloraciéon admisible definida sobre los lados de 1" de la siguiente manera:
e ¢/(1)=1sileT,(1)
e c/(I)=¢;(l)+1sileT;

La aplicacion (e, {e; ?:1) — e’ es una biyeccion y asi de la ultima igualdad de la

equacion anterior sigue que

Syar#id(D) =Sy, (- Y ( I1 (—1)Te'<i>'te,<z'>)(—ter<1))=o
e’ €eAdm(T) \ierg(e’)
() (V)2

3.1.4 Formulas de S

vap Dara ordenes lineales corolas y palmeras

Estudiemos formulas de antipoda para ordenes lineales, corolas y palmeras. Sea [,, un orden

lineal con n lados, notemos que en las coloraciones admisibles de [,,, si ¢ > j entonces el lado
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de color j tiene menor altura que el lado de color 7, por tanto en las coloraciones admisibles
de l,, son aquellas donde el color aumenta débilmente desde la raiz hasta la tinica hoja de [,
el razonamiento que acabamos de presentares equivalente a tomar una descomposiciéon fuerte

del orden lineal [,,, asi tenemos

Proposicién 3.1.5. Sea I, un orden lineal con n lados, entonces

SNAP(l") = Zn: Z (_1)kln1lm"'lnk (3'12)

k=1 nmit+-+ng=n

Consideremos ahora una corola con n lados C,, notemos que hacer una k coloracion
admisible de C), es equivalente al problema de formar k subconjuntos a partir de un con-

junto de tamano n, ahora bien hay exactamente ( "nk) maneras diferentes de escoger tales

ni,

subconjuntos, este analisis nos permite establecer el siguiente resultado.

Proposicion 3.1.6. Si C, representa una corola con n lados, entonces

SNAP(CN) = I;n: E : Canzan (313)
=1 nit+-+ng=n
n;=1

Para el caso de una palmera P, ,, podemos asumir que una corolacién cualquiera
de P, es la union de dos coloraciones: una Para el orden lineal /,, y otra para la corola C,,
ademés debemos considerar dos casos; primero supongamos que el color del m-ésimo lado de
la parte lineal no aparece repetido en un lado de la corola, de esta manera los tinicos bosques
que resultan de aplicar este tipo de coloracion son ordenes lineales y corolas, ahora bien para
calcular cuantos ordenes lineales aparecen se razona de manera anédloga a como se hizo en
la proposicion [3.1.5 a su vez el anélisis para calcular cuantas corolas aparecen es similar
al realizado en la proposicion [3.1.6. Por lo tanto la suma que corresponde a este tipo de

coloraciones es

oo (—1)k+j( n )lml...gmkom...onj (3.14)

1<j<n mp+-etmp=m Ny, ..., Ny
1<ksm mnp+tng=n
Supongamos ahora que el color del lado m en el orden lineal, se repite en algin lado
de la corola, en este caso aparecen ordenes lineales, corolas y una tnica palmera que contiene
el lado m-ésimo del orden lineal. Los ordenes lineales y las corolas se cuentan como se hizo
anteriormente, con la tnica diferencia que en este caso el orden lineal [, y la corola C,. que

poseen el mismo color constituyen la palmera F;,, por lo tanto la suma que corresponde a
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este tipo de coloraciones es

Z Z Z (_1)k+j+1 ( n )lml"'lmkps,rcm“'cnj (3_15)

1<s<m 1<k<m—s M1+-+mp=m=—s niy,...,n;,r
1<r<n 1<j<n—r nptetng=nor

Notemos que haciendo 7 = 0 en la [3.15] se obtiene la [3.74] Finalmente tenemos la

proposicio

Proposicién 3.1.7. Sea P,,,, con parte lineal l,,, y corola C,,, entonces

SNAP(van) _ Z Z Z (_1)k+j+1 ( n )lml_,,lmkpwcm...onj (3.16)

1<s<m 1<k<m-—s mip+tmp=m=-=s n17 ey nj’ r
0<r<n  1<jsn—r np+etng=n-r

Unos ultimos comentarios antes de cerrar con esta seccion. Las formulas de anti-
poda que acabamos de mostrar nos permiten obtener formulas de inversion en las subalge-
bras de Hopf correspondientes a los ordenes lineales y corolas. Para esto razonemos de la
siguiente manera: Sea LL la subalgebra de H, ,, generada por el el conjunto de todos los
ordenes lineales y sea A una K-algebra conmutativa con unidad, es claro que el conjunto
Homg,y(IL, A) forma un grupo con respecto al producto convolucion. Sea A[[z]] el algebra
de series formales ordinarias con coeficientes en A. Del ejemplo se sigue que la aplicacion
¢ Homgy(L,A) — A[[X]] definida por ¢(f) := ¥,50 f(ln)z" es una aplicacion biyectiva,
mas aun dado que

e(f*g) =2 f*g(ln)2"

n20

- Y fWgly)e
n20 k+j=n (317>

[gr0r) o)
=o(f)e(9)

Tenemos que ¢ es un isomorfismo de grupos y en consecuencia la antipoda permite

hallar la inversa de series formales con coeficientes en L de la manera siguiente

> S(la)a™ Y ln" = (S ap)p(id)

n20 n20
= gp(SNAP * id)
=Y Sxid(l,)z"

n20

=1
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Razonando de manera anéloga si C representa la subalgebra de H ,,, generada por
las corolas y esta vez A[[X]] denota el conjunto de todas las series tipo exponencial con
coeficientes en A, entonces la aplicacion ¢ : Homg,(C, A) — A[[z]] definida por ¢(f) :=
Ym0 f (C’n)% es claramente una aplicacion biyectiva. Por otro lado si f,g € Homg,(C, A)

entonces

o(f*g)= Zf*g(C)

-> > (; )f(crk 9(C)

n20 k+j=n (318)
(gofw) )(;9«7) )
=o(fe(g)

De manera que ¢ es un isomorfismo de grupos y en consecuencia tenemos que la

antipoda permite obtener inversas de series exponenciales de la manera siguiente

> S(C) oy 2 Oy = 9(Sar (i)

n20
= @(SNAP * Zd)
=Y Sxid(C, )—

n>0

=1

3.2 Algebra de Hopf de Konnes-Kreimmer H -

La élgebra de Connes-Kremier fue introducida por Connes y Kreimer[3] cuando estudiaban
las renormalizaciones de perturbaciones en campos cuénticos, sin embargo esta algebra ya
habia sido estudiada previamente por Butcher |7, 8 0] cuando estudiaba las operaciones
entre los metédos numéricos de Rungge-Kutta en el contexto de las ecuaciones diferenciales
ordinarias. En esta secciéon haremos un estudio detallado y conciso de esta algebra de Hopf.

Antes de introducir la estructura de K-coalgebra de H_,, es necesario dar algunas definiciones.

3.2.1 H,, como coalgebra

Definicion 3.2.1. Sea T un drbol con raiz con tipo de isomorfismo t, un corte c sobre T es

un subconjunto de lados de t. Denotaremos por We(t) al bosque que resulta de suprimirle a T
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los lados que pertenecen a c, segun la operacion borrado de aristas definida en la subseccion

en el capitulo dos.

Definicion 3.2.2. Sea T" un drbol con raiz r y tipo de isomorfismo t, sea ¢ un corte sobre
T, el tronco de t es el drbol de W<(t) que tiene como raiz a r, lo denotaremos por Tre(t).

Las ramas de t es el bosque es el bosque We(t) N Tre(t).

Ejemplo 3.2.1. En la siguiente figura se muestra un corte sobre un drbol asi como también

la rama, el tronco y el bosque We(t).

(T,c) = 47 Tre(t) = Rme(t) = we(t) =
C\Z )(bl/i K/ \/ v

Figura 3.8: Corte admisible sobre un arbol

Definiciéon 3.2.3. Un corte admisible ¢ sobre un drbol T', es uno tal que cada camino
orientado sobre el drbol t tiene a lo sumo un elemento de c. Denotaremos por Adme(T) al

conjunto formado por todos los cortes admisibles del drbol T

El corte del ejemplo anterior es un corte admisible. La estructura de K-coalgebra
de H_, viene inducida por todos los cortes admisibles sobre un arbol 7T'. Este hecho lo

establecemos en la siguiente proposicion

Teorema 3.2.1. H_, tiene estructura de K-codlgebra, la counidad es el morfismo defini-
do como €, (t) = 6o, mientras que el coproducto es el morfismo definido por la siguiente
eTpresion

A c®)=te®l+ >  Rm(t)®Tre(t) (3.19)
ce Adme(T)

Es importante aclarar que A_, ha sido definida sobre los elementos de la base de

H_, y desde alli se extiende multiplicativamente a todo H,,.

Demostracion. Para la counidad €, no hay nada que probar. Probemos que A, satisface

K

la propiedad coasociativa; sea T un arbol con tipo de isomorfismo ¢ notemos que una vez
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realizado un corte admisible sobre ¢t hay dos posibles opciones: Podemos realizar todos los
cortes admisibles sobre las ramas Rm©(t) o bien sobre el tronco 77°(t), sin embargo la familia
de bosques que se obtiene en ambos casos es exactamente la misma, por lo tanto tenemos la
propiedad coasociativa, formalmente
B ®id(A (D) = Ay (D ®1+ A (D@t+ Y A (Rm(t) o Tr(t)

ce Adme(T)

- t101+1t1+101xt

_ (Rmc(t) @Tr(t)® 1+(Rm (t) 1+ 18 Rm“(t)) @ Trc(t))

ce Adme(T)

+ Rm® (Rm®(t)) ® TrC’(RmC(t))) ® Tre(t)

ce Adme(T) (c’eAdmc(Rmc (T))
=telel+leitel+leolet+

_ (Rmc(t) @Tre(t)® 1+(Rm (t) 1+ 18 Rm“(t)) @ Trc(t))

ce Adme(T)
+ Y Rm‘(t)e > Rm“(Tre(t)) @ Tre (Tre(t))
ce Adme(T) c"e Adme(Tre(T))

=t A, ()+10A,, (t)+ >  Rm(t)® A, (Tr(t))
ceAdme(T)

=id® ACK (ACK (1))

Ejemplo 3.2.2. Consideremos el siguiente drbol

A continuacion mostramos el cdlculo del coproducto a este drbol para cada corte admisible de

T. El rojo representa el lado al que se le estd aplicando el corte.

De modo que H,, es una K-coalgebra, como hemos definido A_, multiplicativa-

mente sobre todos los elementos de H

ok, tenemos que H,, ese una éalgebra.

3.2.2 Foérmulas de A_, para ordenes lineales corolas y palmeras

Nuestro siguiente paso es estudiar féormulas del coproducto A, para ordenes lineales, corolas

y palmeras.



89

VIRVARVIRVIRV

A= tot+ o+ \[8] ] -E-{ffr.. R

Figura 3.9: Ejemplo del coproducto para el algebra CK

Sea [, un orden lineal, dado que los cortes son admisibles, cada corte solo puede
tener un tnico elemento, ademas si el corte se realiza en el lado k£ entonces tenemos que

Tre(t) =l—1 y Rm*(t) = l,,_x, hemos probado la siguiente proposicion,
Proposicion 3.2.1. Sea l,, un orden lineal con n lados, entonces

Aop(lp)=1,01+10 1L, + > Ly, ® ;g (3.20)
k=1

Consideremos ahora (), una corola con n-lados, dado que todos los vértices de
C, tienen la misma altura, cualquier corte en C), es admisible, hay exactamente (Z) cortes
diferentes de tamano k, para cada uno de estos el tronco siempre es C),_, mientras que las
ramas oF, por ultimo si queremos obtener todos los cortes admisibles basta variar k desde cero

hasta n, el argumento que acabamos de exponer nos permite enunciar la siguiente proposicion

Proposicion 3.2.2. Sea C,, una corola con n lados, entonces,

Ao (C)=Crel+)’ (Z) " oC, (3.21)
k=0

Sea P, , una palmera con parte lineal de m lados y corola de n lados, sea ¢ un corte
admisible sobre P, ,,, notemos que si c tiene algin lado en la parte lineal entonces no puede
tener lados en la corola, asi si suponemos que el corte fue realizado sobre el lado k de la parte
lineal entonces el tronco es l;_1, mientras que la palmera P,,_ , por lo tanto queda expresado

como,
Prn®l+ > Pripn®li (3.22)
k=1

De manera similar, si se realizan cortes en la corola, entonces no pueden haber cortes

en la parte lineal, en este caso si realizamos un corte de tamano k, entonces el tronco es la
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palmera P, ,_r mientras que las ramas es el bosque o*, de este modo

D (Z) P, (3.23)
k=0

De las ecuaciones Y tenemos la siguiente proposicion,

Proposicién 3.2.3. Sea P,,,, una palmera con parte lineal l,,, y corola C,,, entonces

A (Pos) = Prn ®1+ 3 Progn @iy + 3 (Z) &Py (3.24)
k=1 k=0

Las formulas de coproducto que acabamos de estudiar nos permiten construir tres

sub-bialgebras contenidas en H,

ox» estas son: L la cual representa la sub-bidlgebra generada

por los ordenes lineales, C la cual es generada por las corolas y P que es generada por las
palmeras. Notemos que L y C estan contenidas en P, esto puede ser generalizado de la
siguiente manera: Todas las subcoalgebras de H_, son espacios vectoriales generados por

cierta familia de tipos de isomorfismos de arboles que son cerradas por cortes admisibles.

3.2.3 Antipoda para H_,

Desde la definicién al principio del capitulo se sigue que Hei como espacio vectorial es la

suma directa de los subespacios T,,, es decir,

HCK = @Tn

n20

Mas ain del teorema [3.2.1] se sigue que

ACK (t) € @Tk ® Tn—k
k=0

Por lo tanto H,, , una bialgebra graduada y conexa. Aqui la graduacion viene dada
por el nimero de vértices. Asi en virtud del teorema [1.4.1] posee antipoda y por lo tanto
tiene estructura de algebra de Hopf. En la siguiente proposicion damos una férmula para la

antipoda de H .

Proposicién 3.2.4. La antipoda para H,, estd dada por la siguiente expresion

Sex(t) = D (1)1 HWe(t) (3.25)
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La suma de arriba esta indexada sobre todos los cortes ¢ del arbol T' y || es namero

de lados de c.

Ejemplo 3.2.3. Consideremos el siguiente drbol

T =

Q—
/
o

A continuacion mostramos el cdlculo de la antipoda a este drbol ilustrando todos los cortes

posibles. El rojo representa el lado al que se le estd aplicando el corte.

VIRV VIRVIRVIR VALY

Sat)= —t + o\ + ] + { S L Y BRI

Figura 3.10: Ejemplo de antipoda para el adlgebra CK

Demostracion. Probaremos que S * id(t) = 0 para cualquier arbol con al menos un lado.

S #id(t) = So (@) +t+ > S, (Rme(t))Tr(t) ahora si Rm*(t) = ﬁtj

ceAdme(T) j=1

le]
=S, ) +t+ Y (H Z(—l)kj'”Wcj(tj))Trc(t)

ceAdmc(T) \j=1 ¢

]
el e
=S )+t Y S ()Tl W () Tre(t)
ceAdmc(T) 1<i<lel j=1
<

el
Por otro lado si ¢’ = (U ¢j | U c entonces ¢’ es no vacio y
=1

Sex #id(t) = S (B) +t = Y (D)W () =S, (1) + =S, (¢) =t =0

'+
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3.2.4 Formulas de S, para ordenes lineales corolas y palmeras

De manera analoga a como hicimos con la algebra H estudiemos formulas de la antipoda

NAP)
para ordenes lineales, corolas y palmeras. Sean [, un orden lineal y ¢ = {ji,...jx} un corte
cualquiera sobre [, aqui j; representa el lado de menor altura y j; el lado de mayor altura.
Cuando se corta el lado j; a [, se obtienen dos ordenes lineales [;,_1 y [,-j,, cuando se
corta el lado js a l,,_;, se obtienen los ordenes lineales l;,_;, -1 y {,,—;,. Continuando con este
razonamiento inductivo hasta el paso k obtenemos que los tltimos dos términos del bosque
We(t) son lj,_j, -1V ln—j,. Por otro lado si el corte es vacio se obtiene /,,. Los razonamientos

que acabamos de exponer nos permiten formular la siguiente proposicion

Proposicién 3.2.5. Sea l,, un orden lineal, entonces

Ser(n)==ln+>. > (D"l jialjjy-1ln-y, (3.26)

k=11<j1<<jpsn

Observemos que esta formula se puede escribir usando descomposiciones fuertes de
un entero positivo, de la siguiente manera: Sea n; el nimero de vértices que estan por debajo
del corte ji, para cada 2 < ¢ < k sea n; el nimero de vértices que se encuentran entre los
cortes j; y 7i-1 vy finalmente sea ng.1 el nimero de vértices que estan por encima del corte jp,
entonces naturalmente la tupla (nq, ..., n, ng.1) €s una k + 1-descomposicion fuerte del entero
positivo n+1. Esto se debe a que ny = j1+1, n; = j;—Ji-1 Y Nes1 = n—Ji + 1. Aqui el corte vacio
se corresponde con la descomposicion trivial n + 1. Finalmente la formula de la antipoda se

reescribe como
n+1

D <—1>r1jzm

r=1 ni+no+--nr=n+l

Consideremos ahora una corola C), y sea ¢ un corte admisible sobre C),, como todos
los vértices de C), estan a la misma altura, ¢ puede tener de 0 a n elementos, si ¢ es vacio,
entonces W¢(t) = C,,, ahora bien si el corte ¢ tiene k elementos entonces We(t) = #C,,_y, por

n

itimo notemos que existen ( k) cortes sobre t con k elementos. Los argumentos que acabamos

de exponer nos permiten establecer la siguiente proposicion

Proposicion 3.2.6. Sea C,, una corola, entonces

Sex(Cn) = ;(—1)’“1(2) £ Cru (3.27)

Para la palmera FP,,,, tenemos dos casos. Si el ultimo lado de la parte lineal forma

parte del corte entonces se obtienen solo ordenes lineales y corolas. En la parte lineal resultan
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ordenes lineales los cuales vienen dados segin la proposicion [3.2.5, a su vez las corolas
que se obtienen son el resultado de los cortes realizados a la corola de la palmera y estan
determinadas segun la proposicion [3.2.6. Por lo tanto los sumandos de la antipoda para
este caso quedan expresados como

> > 2D +'Hl(l-)ljlljzjl1“'ljmjkll o (i (3.28)

k=11<j1<<j=m =0

Si el ultimo lado de la parte lineal no forma parte del corte entonces se obtienen
ordenes lineales y palmeras. Si suponemos que k # m es el ultimo lado del orden lineal que
forma parte del corte, entonces los ordenes lineales que se obtienen vienen determinados por
cortes realizados al orden lineal l;_; de acuerdo a la proposicion Las palmeras resul-
tantes tienen parte lineal [,,,_; vy su parte corola viene determinada por los cortes realizados
a la corola C),, segin la proposicion [3.2.6. Los sumandos de la antipoda para este caso
quedan expresados como

N i n i
>, 2D ”M(Z.)ljlljzjl1"'ljkjk11 ' P jyn-i (3.29)

1<j1<<jrp<n =0

Notemos que si jx = m, la ecuacion se reduce a la ecuacion [3.28; por ultimo
si el corte aplicado es vacio se obtiene simplemente P, ,. La siguiente proposicion formaliza

los razonamientos que acabamos de exponer.

Proposicién 3.2.7. Si P, ,, representa una palmera con parte lineal y corola de m y n lados
respectivamente, entonces

= i n i
SCK(Pmm) = Z (_1) +k+1( »)lﬁlj2—j1—1"'ljk—jk—1—1 hd Pm—jk,n—i (3'30)
0

{j1,-edk YE[m] = 7
3.2.5 Operadores B_, B, y la propiedad universal

Antes de cerrar esta seccién es necesario abordar la propiedad universal de H_, la cual es
importante en la categoria de las algebras. Dado un bosque s = t1ty--t,,, podemos construir

un arbol t insertando cada tq,...t, a una nueva raiz en comun, mas formalmente,

Definicién 3.2.4. Sea s = tity--t,, un bosque, el operador B, : H_,, — H ,,,

estd definido
por enviar al bosque s en un drbol t que se obtiene como el resultado de conectar la raiz de
cada darbol t; a un nuevo vértice que se comporta como la raiz de t. Esto es,
ty ty tn
B, (tity-t,) = \/ (3.31)
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Si el bosque es vacio entonces B,(1) = e. Denotaremos por [s] a la imagen del
bosque s a través de B,. El operador insertar por la raiz B, es claramente sobreyectivo, sin
embargo no es multiplicativo, este ultimo hecho es inmediato de la definicion. En la siguiente

proposicion, establecemos una de las propiedades mas importantes del operador B,.

Proposicion 3.2.8. Sea s =tq---t, un bosque, el operador B, satisface la siguiente ecuacion

(A, 0B,)(s)=B,(s)®1+((id® B,)o A, )(s) (3.32)

Demostracion. Un corte ¢ sobre un arbol T' se dice que es total si este es el resultado de
arrancar completamente el arbol T" desde el suelo. Para este caso Rme(t) =t y Tre(t) = 1.
Adme(T) es el conjunto formado por todos los cortes admisibles y el corte total entonces

Aoc®)= > RmS(t)eTre(t)

ceAdme(T)

Sea ¢ € Adme([s]) y ¢ la restriccion de ¢ a T;. La aplicacion que envia a ¢ en la
n-tupla (¢q,...,¢,) es una biyeccion entre Adme([s]) v [T, Adme(T;). Aqui ¢; es un corte
completo de T; si y solo si el lado que conecta la raiz de T" con la raiz de T; pertenece a c.

Més atn:
Rme([s]) = Rm (t1)--Bm (ta) v Tre([s]) = Bo(Tr" (b)Tr* (1))
Luego:
A oBi(s)=AL.([s])=[s]®1+ Z Rm® (t1)--Rm™(t,) ® B.(Tr (t1)--Tr"(t,))

CiEm(Ti)
:B+(S)®1+id®B+ (H Z Rmcz(tl)®T’f’cl(tl))
=1 ;e Adme(Ty)
=B,(s)®1+id® B.(A, (t)A, (tn))
=B.(s)® 1+ (id® B,)(A,, (s))
U

El siguiente teorema es necesario antes de enunciar la propiedad universal de la
algebra de Connes-Kreimer. Este teorema es un resultado que fue inicialmente estudiado
por John Butcher en [7]. Posteriormente llamado por Connes-Kreimer Toy Model(Modelo
Juguete). Método fundamental que describe la recursividad de los métodos de Runge Kutta
para las ecuaciones diferenciales ordinarias. Esta interpretacion fue estudiada fuertemente

por Butcher hace méas de 30 anos.
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Teorema 3.2.2. Sea A una dlgebra conmutativa y sea L : A — A un morfismo lineal, eziste

un unico morfismo de algebras ¢ de H_,,. en A tal que po B, =Lo¢

Demostracion. Probaremos primero la existencia y luego la unicidad.
Existencia: Sea s un bosque cualquiera, definimos por recursividad un elemento a4 € A, de

la manera siguiente,
1. ay = 1 A

2. Si s =t es un arbol, entonces existe un bosque 6 que tal que t = B,(0), en este caso

definimos a; = L(ap)

3. Si s=1;--t, es un bosque entonces as = a,---a;

n

Observemos que a, esta bien definida, pues A es conmutativa. El morfismo ¢(s) := as es un
morfismo de &algebras, en efecto, de la definicion tenemos que ¢(1) = 14 ademas si s = t1-+t,
y 6 = 610, son dos bosques cualesquieras, entonces ¢(s0) = ay,---ay, ag,---ag,, = ¢(s)o(0).
Por otro lado si s es un bosque cualquiera, entonces ¢(B.(s)) = L(as) = L(¢(s)), por lo que
poB,=Log

. Unicidad: Usaremos el mismo argumento de recursividad que se utilizo en la construccion
de ¢. Supongamos que ¥ es otro morfismo de algebras que satisface o B, = Lo, si s =1

entonces (1) =14 =¢(1), si s =1 es un arbol, existe un bosque 6 tal que t = B, (), asi que
U(t) =(B(0)) = L(¥(0)) = L(ag) = a; = ¢(t) y por lo tanto ¢ = ¢. O

Estamos ahora en posicion de enunciar la propiedad universal del dlgebra de Connes-
Kreimmer H_, . Una prueba bastante clara y bonita de esta propiedad se encuentra en [14)],

teorema 87.

Teorema 3.2.3 (Propiedad universal de H_, ). Sea H un dlgebra de Hopf conmutativa

y sea L : H— H un operador lineal tal que
(A, oL)(z)=L(z)®1+ ((idH ®L)o AH)(:U) (3.33)
Entonces existe un unico morfismo de dlgebras de Hopf ¢ de Hox en H que satisface

el teorema [3.2.2.

Sea t un arbol con raiz, definimos la operacién podar por la raiz, como la inversa de

la operacion insertar por la raiz, mas formalmente
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Definiciéon 3.2.5. Sea t un drbol y sea s = t1---t, un bosque tal que B.(s) =t, El operador
podar por la raiz, denotado por B_, es la aplicacion definida por B_(e) = 1 y si t tiene al

menos un lado entonces

B.:H,, —— H,, (3.34)

tl tg tn —_— tthtn

El operador B_ es definido sobre la base de H,,, y se extiende multiplicativamente,
por tanto es un morfismo de édlgebras, ademas B_ es sobreyectivo pues si s es un bosque

cualquiera, entonces B_([s]) = s, mas aun esta tltima igualdad nos dice que
B_oB,=id., y B;oB_=id,,,

Estamos interesados en probar que B_ es un morfismo de bidlgebras para esto in-
troduciremos primero la nocién de coloraciones sobre los vértices de un arbol etiquetado 7.
Esto nos permitira reescribir el coproducto y la antipoda de Hox usando coloraciones sobre

vértices, en lugar de cortes sobre lados.

Definicion 3.2.6. Sea T' un drbol etiquetado, una coloracion de los vértices de T es una

aplicacion v:V(T) — {1,2,... k} que asigna a cada vértice de T un elemento del conjunto

(1,2,...,k}.

Definicion 3.2.7. Sea T un drbol etiquetado con raiz r y sea v una coloracion de los vértices

de T, diremos que v es admisible si satisface,
e SivH(1) =@, entonces todos los vértices de T tienen color 2.

e SivY(1) # @, entonces v(r) = 1. Ademds si y es hijo de x, entonces v(y) = v(z) o
v(y) =v(z) + 1.

Denotaremos por Admuv(T) al conjunto de todas las coloraciones admisibles sobre
los vértices de T', y por Admu,(T) al conjunto de todas las coloraciones admisibles sobre

los vértices T cuyos colores son los elementos del conjunto {1,...,k}. Ademas denotaremos
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por T,(7) al bosque formado por todos los subéarboles de T' cuyos vértices tienen color i bajo
v, por ultimo t,(7) denotara al monomio formado con el producto de todos los arboles que
estan en el bosque 7T),(i), con la convencion que si v=1(i) = @ entonces ¢,(i) = 1. Observemos
que hay una biyecciéon entre el conjunto de los cortes admisibles Admc(t) y el conjunto de
todas las bicoloraciones admisibles sobre vértices Admu,(t), este hecho lo establecemos en la

siguiente proposicion.
Proposicion 3.2.9. Hay una biyeccion entre los conjuntos Admuvy(t) y Adme(t)

Demostracion. Sea f: Admuy(t) — Adme(t) la funciéon que asigna a cada v € Admuv(t) en
el corte ¢ cuyos elementos son los lados de 1" que tienen vértices de diferente color, afirmamos

que f es una biyeccién, en efecto,

e Sice Adme(T) entonces la coloracion definida por:

— Si ¢ = @ entonces todos los vértices tienen color dos, caso contrario la raiz tiene

color uno.
—v(z) =v(y) si {z,y} ¢ c
— v(x) #v(y) si{z,y}ec
Es tal que f(v) =cy por la tanto f es una funcion sobreyectiva.

e Sean vy,vy coloraciones sobre vértices admisibles tales que f(v1) = ¢; vy f(v2) = ¢o. Si

c1 = ¢ entonces dado que vy y vy son admisibles se tiene:

— Si {z,y} € c1 entonces vy (z) = va(x) £ v1(y) = v2(y)

— Si {z,y} ¢ c1 entonces v1(x) = v1(y) = va(y) = va(z)
En consecuencia v; = vy y por lo tanto f es inyectiva.

O

La siguiente figura ilustra como funciona el paso de cortes admisibles a coloraciones
admisibles sobre vértices. En los vértices el rojo representa el color uno mientras que el verde
el color dos, en los lados el color rojo representa el corte realizado.

De la proposicion anterior se sigue que si f(v) = ¢ entonces se tiene ¢,(2) = Rme(t) y
t,(1) = Tre(t) por lo tanto el coproducto de H,, puede ser escrito en términos de coloraciones
admisibles sobre vértices de la manera siguiente:

Ack(t)=1et+t®l+ Y  t,(2)0t,(1)= >  (2)®t,(l) (3.35)

’UEAd"ﬂ‘:L)12(T) ve Admusg (T)
v
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v e Admuy(t) Mj kﬁj c e Adme(t)

(2) \)\/ 'I\)\/ Rm(#)
£,(1) U k) Tre(t)

A
A /

A
A /

Figura 3.11: Transicion entre cortes admisibles y bicoloraciones admisibles de vértices

En la expresion anterior el corte vacio corresponde a que todos los vértices tengan
color 1 y el corte total corresponde a cuando todos los vértices tienen color 2. A continuacién
mostramos un ejemplo del coproducto de H,, en términos de coloraciones admisibles sobre

vértices

Ejemplo 3.2.4. Consideremos el siguiente drbol

A continuacion mostramos el calculo del coproducto a este drbol para cada coloracion admi-

sible sobre los vértices de T'. El rojo representa el dos, mientas que el verde el uno.

VEVEVEVEVRVEY

A (1) = tD1+ﬂ]t+Dv-EI I 'E'I-Fﬁ-u IEH"I .

Figura 3.12: Coproducto de H_, con coloraciones admisibles de vértices

De forma anéloga hay una correspondencia biyectiva entre el conjunto de todas las
coloraciones admisibles sobre vértices P(V(T)) y el conjunto Admwv(T') formado por todos

los cortes sobre el arbol T. Con un razonamiento similar a el de la proposicion se
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demuestra que esta biyeccion se define enviando a v € Admuv(T") en el corte ¢ que consiste en
todos los lados de T' cuyos extremos tienen colores diferentes. Si v = 1, entonces c es el corte
vacio y si v = 2 entonces ¢ es el corte total.una consecuencia inmediata de esta biyeccion es

que si f(v) = ¢ entonces

[T tGi)=we@®)

teRg(v)
Si v(y) = i, entonces i > 2 y el lado {z,y} se corresponde con el tnico arbol del
bosque T',(7) que tiene a y como raiz. Asi tenemos |c|+1 = ¥;cpy ¢ [T0(4)]. La siguiente figura
ilustra esta igualdad asi como la biyeccion que acabamos de mencionar. En los vértices el

color rojo representa uno, el verde el dos, el azul el 3 y el amarillo el cuatro.

v e Admuo(t) < > M/ ceP(E(1))

!
Rﬁy) tu(i) IIY\/l IIYV[ We(t)

1=1

Figura 3.13: Relacion entre los conjuntos de cortes y coloraciones admisibles de vértices

Podemos por lo tanto reescribir la formula de la antipoda para H, en términos de
coloraciones admisibles sobre vértices de la manera siguiente:
Sck(t) = Z H (-1) POl (7) (3.36)
veAdmvu(T) ieRg(v)

vl (1)

Ejemplo 3.2.5. Consideremos el siguiente drbol

A continuacion mostramos el calculo de la antipoda a este drbol mostrando todas las colora-
ciones posibles sobre los vértices de T'. El verde representa el color uno, el rojo representa el

color dos y el azul el tres.

Notemos que las nuevas férmulas de coproducto y antipoda para H_, son parecidas

a las dadas anteriormente para H ,, en los teoremas [3. 1.1 y [3. 1.1l Justo aqui es que el
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+

VARV
sa- Y+ ]

Figura 3.14: Antipoda de H, con coloraciones sobre vértices

L L LU
I _ I _

I - I + eee

operador B_ establece la conexién entre los coproductos de H

wvap ¥ H, asi como también

entre las antipodas de H,,, v H_, respectivamente, este ultimo hecho lo resumimos en la

siguiente proposicion

Proposicion 3.2.10. Sea T un drbol etiquetado con raiz, sea T' el drbol que resulta de
conectar la raiz de T a un nuevo vértice r' de tal manera que v’ es la raiz de T", entonces

existe una correspondencia biyectiva entre Adm(T") y Admu(T).

Demostracion. Sea f: Adm(T") — Admuv(T') la aplicacion que asigna a cada coloracion e en

Adm(T") la coloracion sobre vértices v en Admuv(T') que viene dada de la manera siguiente:

si e({z,y}) =i entonces v(y) =i. Aqui y representa el vértice de mayor altura del lado {x,y};
de la definicion de f es inmediato que si e es NAP-admisible entonces f(e) = v es @bién

una coloracién admisible sobre los vértices de T'. ademés aplicacion [ asi definida es una

biyeccion, en efecto:

e Sea v en Admu(T), y sea e en Adm(T") definida por: e{z,y} =i siempre que v(y) =i,

con e construida asi es inmediato que f(e) =v y asi f es sobreyectiva.

e Sean ej,ey en Adm(T") tales que f(e1) = v1 y f(e2) = va. Si v; = vy, entonces para
todo vértice y de T se cumple v;(y) = vo(y), por lo tanto si [ es el lado de T” cuyo
vértice superior es y, entonces e;(l) = ex(1) y en consecuencia e; = es; se sigue que f es

inyectiva.
0

Es importante hacer notar que la biyeccion que acabamos de probar aqui es pre-
cisamente el operador B_ cuya inversa es precisamente el operador B,, una consecuencia
inmediata de esto es que B_(t.(7)) = t,(i), esto se debe a que los colores que asigna e a los
lados de ¢’ son trasladados al vértice superior de cada lado y asi obtenemos v. La siguiente
figura ilustra la proposicion e ideas que acabamos de exponer. EL rojo representa el uno, el

verde el dos y el azul el tres.
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\

e € Adme

(1) ’.& \/ , 2 v e Admu(t)

y B,

A

|
[t].(3) 11\) = = eee]] 003)

Figura 3.15: Biyeccion entre coloraciones NAP y CK admisibles

Los argumentos que acabamos de exponer nos permiten establecer la siguiente pro-
posicion la cual ya habia sido probada anteriormente por Chapoton y Livernet([18]) haciendo
uso de la sofisticada nocion de operads y algebras de Hopf de incidencia. La prueba presenta-
da a continuacion es una versiéon un poco mas detallada de la realizada por Mendez y Liendo
en [4].

Proposicion 3.2.11. El operador B_ es un morfismo de codlgebras.

Demostracion. Sea T un arbol cualquiera con tipo de isomorfismo ¢, entonces

BoeB.oA,, ()= Y B([].(2) B ([tl.(1))

ee Adma([t])

St (2) et (1) (3.37)

v e Admua(t)

=Acx (t)

De esta manera B_ es un morfismo de coalgebras y asi por el teorema[1.4.3 tenemos
que B_ es un morfismo de &lgebras de Hopf, mas atn es un epimorfismo de algebras de

Hopf. O

3.3 Algebra de Calaque-Ebrahimi-Manchon H CEM

La algebra H

cpy fue introducida por Calaque-Ebrahimi-Manchon([6]) cuando estudiaban

algebras que provienen de arboles y su relacion con la operacion de substitucion de B-series en
el contexto de los métodos numéricos en la resolucién de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

A continuacién haremos un estudio de H haciendo solo uso de coloraciones sobre los lados

CEM

de un arbol.
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3.3.1 H

opy COMO codlgebra

En la secciéon anterior vimos que como K-algebra Hopyy es igual a Hyap, pero como coél-
gebras son diferentes esto se debe a que el coproducto de Hgpys varia sobre todas las bi-
coloraciones posibles sobre lados de un arbol y la segunda componente del tensor en los
sumandos del coproducto es la contracciéon de todos los lados que poseen color 2. Para ser

mas especificos introducimos la definicion:

Definiciéon 3.3.1. Sea T un drbol con raiz, una coloracion CEM-admzisible sobre T, es

una coloracion ¢ sobre los lados de T que satisface lo siguiente:
1. Si c71(1) = @, entonces todos los lados de T tienen color 2, en caso contrario,

2. Para cada v en el rango de la coloracion, si B; es el bosque que se obtiene al borrar
todos los lados de T que tienen color menor o igual a i, entonces cada drbol de B; tiene

al menos un lado de color i+ 1.

Denotaremos por Acem(T') al conjunto de todas las coloraciones CEM-admisibles
sobre el arbol Ty por Acem,(T) al conjunto de todas las coloraciones CEM-admisibles
cuyo rango esté contenido en el conjunto [n]. Cuando todos los lados de T tengan color uno,
entonces t.(2) = o. Si ¢ es una coloracion de los lados de T" e i un color en Rg(c), denotaremos
por T'/7,¢;y a el arbol que resulta de contraer los lados de 7" que tienen color i y por t/, ¢ al
producto formado por todos los tipos de isomorfismos de los arboles que pertenecen a 1'/7, ;).
La estructura de K-coalgebra de H,,,, viene inducida por las bicoloraciones CEM-admisibles

sobre un arbol cualquiera, esto lo mostramos en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. H

cen tiene estructura de K-codlgebra, la counidad es el morfismo

Ecmn = Oet, mientras que el coproducto viene definido como
ACEM (t) = Z tc(2) ® t/tc(2) (338)
ce Acema(T)

Demostracion. Para la prueba de este teorema razonamos de manera analoga a como lo hici-
mos con H . Consideremos un arbol 7" con tipo de isomorfismo ¢, si ¢ y ¢; son bicoloraciones
CEM-admisibles sobre Ty T'/r,(2) respectivamente, podemos construir una tricoloracion ad-

misible ¢’ sobre los lados de T" de la manera siguiente
o /(I)=3sileT.(2)

o d/(I)=c1(1) sil ¢T.(2)
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La aplicacién que asocia al par (¢,c;) con ¢ es claramente una biyeccion. Recipro-
camente sea ¢’ una tricoloracion CEM-admisible de los lados de T', y sea s = T (2) u T (3),
entonces podemos construir bicoloraciones CEM-admisibles ¢y y ¢ sobre s y T' respectiva-

mente, de la manera siguiente
1. co(l)=2sileTy(3)
2. c(l)=1sileTu(2)
3.c(l)y=2siles
4. c(l)=1sil¢s

La aplicacion que asocia a ¢’ con el par (cq,¢) es claramente una biyeccion. Si denotamos ¢/ =

y t"" =, entonces del razonamiento que acabamos de exponer se sigue

Zd ® ACEM (ACE]\/I (t))

Z tc(2) ® ACEM (t/tc(2))

ce Acema(T)

Yoo t(2)® ( > (t/1e2))er (2) ® (tee2)) ] th1, 21 (2))

ce Acema(T) c1e Acema((T'/1,(2)))

D £6(2) @ ((t1.2))er (2) © (o) 1120 @)

ceAcemz(T) c1eAcema((T/1,(2)))

= Z te(3) ®t(2) ® /1, (2)ut. (3)
c'e Acems(T)

> (1e(2))e(2) ® (t(2))/ (20(2))e (2)) ®t/1.(2)

ce Acema(T) (02 € Acemz((Tc(2)))
Z ACEM (t0(2)) ® t/tc@)

ce Acema(T)

=A ®id(ACEM(t))

- CEM

(3.39)

Ejemplo 3.3.1. Consideremos el siguiente drbol

A continuacion mostramos el calculo del coproducto a este drbol para cada coloracion de T'.

El azul representa el color uno, el rojo el color dos.
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VARV RV VIRVIRVIR VALY

0= o B 1Y Lo T TV Ve

Figura 3.16: Ejemplo coproducto de CEM

Dado que toda coloraciéon NAP-admisible es también CEM-admisible, es de esperar

que el coproducto Ayap aparezca en el desarollo de A en efecto si T es un arbol con

CEM?

tipo de isomorfismo 1" entonces

ACEM (t) = Z tc(2) ®t/tc(2)

ce Acema(T)

Y @et)+r Y 2)et)e

6644d7n2(73 ce Acemq(T) (3.4())
c¢ Admo(T)

ANAP (t) + Z tc(2) ® t/tc(Z)

ce Acemg(T)
c¢ Admo(T)

3.3.2 Foérmulas de A_,,, para ordenes lineales corolas y palmeras

Estudiemos formulas de este coproducto para ordenes lineales corolas y palmeras. Sea [, un
orden lineal con n lados y n + 1 vértices. Para contar todas bicoloraciones de [,, razonamos
de la manera siguiente: Eliminamos todos los lados de [, que tengan color uno, esto nos
permite obtener una descomposicién de [,, en subdrdenes lineales l,,,,l,,, ... ,,,, El nimero
de vértices del orden lineal /,,,_; es n; y por lo tanto la tupla ny, ...,n; es una descomposicion
fuerte del entero n + 1. Por ltimo notemos que el niimero de lados de color uno que fueron
borrados es exactamente k — 1, de manera que el el coproducto viene dado por la siguiente

expresion

Proposicién 3.3.1. Sea l,, un orden lineal, entonces

ACEM(ZH) = 7?:1 Z (ﬁ lnj—l) ® lj_1 (341)

k=1 np+-+np=n+l \ j=1

n;>1

La expresion anterior es una consecuencia inmediata del hecho que el algebra H_,,,,

restringida a la subalgebra generada por los ordenes lineales es isomorfa al algebra natural

proveniente del operad conjuntistico de los ordenes lineales. Sea Logy, la subalgebra de Hopf
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de Hepy generada por todos los érboles cuyo tipo de isomorfismo es un orden lineal y sea
Ny, el algebra natural construida a partir del operad conjuntistico de los ordenes lineales L.

El producto del operad L esta definido de la manera siguiente:
1. Se considera un conjunto finito U
2. Se toma una particion 7 de U, que se escribe como { B} ge,. Cada B es un bloque de 7

3. Sobre cada bloque B sea [p un orden lineal sobre B y sea I = B By Bj un orden lineal
sobre la particion 7. El producto n del operad LL esta definido por la concatenacion de

los ordenes lineales (g segtn [, esto es:
n ({ZB}BST\'7 lﬂ) = lBl lB2"'lB|7r\

Por otro lado Liendo([19]) demuestra que el coproducto para Ny, viene dado por la
expresion

Azy) = > NEEES

N{ZB} gey »T7)=T[n41] BET

Consideremos ¢ : L. — Np, el morfismo definido de manera multiplicativa por

CEM

&(ln) = Tpi1, s trivialmente un morfismo biyectivo de algebras, ademas si L,, es un arbol con

tipo de isomorfismo l,, v (Ly)c(2) = {Ln,, Ly, - -, Ly, } entonces

> ﬁ O(ln,) ® d(l-1)

ceAcema(Lyn) Jj=1

¢® 0 Ngp,(ln)

k
H xanrl ® xk
n({xB}Bswy-'ETr):-'E[’,Hl] Jj=1

k
= > [T, © 2

n({xB}BE‘mSUw):SC[,,Hl] j=1
= A(l’n-%—l)
= A(¢(In))

Por lo tanto ¢ es un morfismo biyectivo de biadlgebras y asi en virtud del teorema

[7-4.3 se tiene que ¢ es morfismo de algebras de hopf. Hemos probado el siguiente teorema

Teorema 3.3.2. L., ¥y N. son dgebras de Hopf isomorfas.
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Del teorema anterior se sigue que
ACEM (ln) = ¢_1 ® ¢_1 °© A(‘/L’nﬁ-l)

n k
3 r MeE)ee@)

= Z Hl 1 ® 1

ni+-+ng=n+l j=

La ultima igualdad anterior como era de esperarse coincide con la expresion dada
en la proposicion [3.3.1l Consideremos una corola C,,, en este caso como todos los vértices
estan al mismo nivel, hay exactamente (Z) maneras de colorear k lados con color dos, por lo

tanto tenemos

Proposicion 3.3.2. Sea C,, una corola, entonces

n

A (Cr) =), (Z)Ck ® Cpi (3.42)

Notemos que en este caso A, ,.,, vy A, ,, son iguales, esto se debe a que en corolas

AP
las NAP-coloraciones y CEM-coloraciones coinciden. Consideremos ahora una palmera P, ,,
para contar todas las bicoloraciones CEM-admisibles de FP,,, razonamos de la manera si-
guiente: Si los ultimos n —1 lados de la parte lineal de P, ,, fueron coloreados con color dos,
entonces en el bosque t.(2) aparecen ordenes lineales y una palmera cuya parte lineal tiene
ni — 1 lados, y cuya corola esta determinada por las coloraciones realizadas a la parte corola
de P, de esta manera en virtud de las proposiciones [3.3.1 y podemos establecer

la siguiente proposicion

Proposicién 3.3.3. Para palmeras P, ,, tenemos

ACEI\/I(Pm" 7%1 Z Z( )(Hl"z ) Ng— 1l®Pk Lin-l (343)

kl=1 ni—-tng=m+l [=(0
n;>1

La siguiente figura muestra un sumando del coproducto para la palmera Ps 4. El color

verde representa el color uno, el rojo el dos.

3.3.3 Antipoda para H_,,,

De la definicion [Z.0.8 y la ecuacion se sigue que

Hepp (1) = DEn (3.44)

n=0
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S IN.
I T/ (ln)e(2)

]

N IY®Y/

Figura 3.17: Un sumando del coproducto de CEM para la palmera Ps 4

(In)e(2)

En donde F), es el espacio vectorial libremente generado por los bosques que tienen
n-lados y Fj es isomorfo al cuerpo. Ademas como consecuencia del teorema [F.3.1] tenemos

que si 1" es un arbol de n lados, cuyo tipo de isomorfismo es ¢, entonces

ACEM (t) = @Ek QE, 1 (345)
k=0

Por lo que H_,,,, es una K-bialgebra graduada y conexa, asi por el teorema [1.4.1]]
H_,,, posee antipoda y en consecuencia es una algebra de Hopf. El siguiente teorema da una

formula para la antipoda de H,,,,.

Teorema 3.3.3. La antipoda de H,,,, esta definida por: S, (e) =e y sit tiene al menos

un lado entonces:

SCEM (t) = Z H(_1)|Tc(i)‘t0(i) (_t/H?:Q tc(i)) (346)

ceAcem(t) 122
c1(1)*g
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Demostracion. Probaremos que S * id(t) = 0 para cualquier arbol con al menos un lado.

Sy *1d(t) = Z Sopm (t0(2))t/tc(2)

ceAcema(T)
- SCEM (t) + Z SCEI\/I (t0(2))t/tc(2)
ceAcema(T)
()2

k
=Scem (t) + Z H Scem (tj)t/tc(2)
ceAcemo(T) j=1
c(1)*g
TC(2):{Tj };?:1

ceAcemo(T) cj cAcemy(Ty) 132
cl)2g SR CINZ
Te()={T;}k_,

k .
=Sepu®)+ ) 1—[1 > H(_l)‘(Tj)cj(ZN(tj)cj(i)(_tj/l'lizz(tj)cj(i)) tlto(2)
i

Sea ¢’ la coloracion CEM-admisible definida sobre los lados de T de la siguiente

manera:
e (/(I)=1siysolosileT.(1)
e d(I)=c;(l)+1sileT;

La aplicacion (e, {c; }?=1) > ¢’ es una biyecciéon por lo tanto para todo i > 3 tenemos
que
P . o to(2) = [Tt/ [1(t)e, (0)
o to(i) = [](#), (i -1) j i>2 ’

=1

k
o t/te(2) =t/ Tliate (i) o |Tu (i)l = ;K:’})cj(i—l)l

k
=1
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De manera que tenemos

k
. TY)e. (i .
Sepa *1d(t) = Sepy (1) + Z (H H(_l)l( e )‘(tj)cj (2)(_t)/ni>2(tj)cj (i))t/tc@)
ceAcema(T) j=1 i>2
cH(1)+g
T.2)-{T3 1,
{c; }el[l Acem(Ty)
c;l(l)¢®

k Ve (4 i
EINOEEED> (1‘[(—1)2]-1“%“' 1160, 0] 0 [Tonc, @])t/tc@)
ceAcema(T) 122 j=1
cH(1)+g
Tc(2):{Tj}§:1
{c; }ell Acem(Ty)
c;l(l)#:Q

= SCEM (t) + Z (H (_1)(Tcl(i)l(tc’(i))t/ﬂiﬂ t.r ()
c'eAcem(T) \ 122
()t ()#o

Ejemplo 3.3.2. Consideremos el siguiente drbol

A continuacion mostramos el cdlculo de la antipoda a este drbol para cada coloracion de T

El azul representa el color uno, el rojo el dos y el verde el tres.

RV VRV VR R VIR VAR VR VAR ¥

S =+ LTI+ VIRV V-0 10 -0

Figura 3.18: Ejemplo de la antipoda del algebra CEM
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3.3.4 Foérmulas de S_,,, para ordenes lineales y corolas

Estudiemos formulas de esta antipoda para ordenes lineales corolas y palmeras.

Definicion 3.3.2. Diremos que un drbol T es un drbol planar de Schréder con n hojas si

satisface

1. Los vértices internos de T no tienen etiquetas. Aunque el conjunto subyacente que lo

define es una etiqueta para el vértice.
2. Las hojas de T estdn etiquetadas con los elementos del conjunto [n]
3. Todo vértice interno de T tiene por lo menos dos hijos.

4. Los vértices de T se encuentran ordenados de izquierda a derecha, segin el orden sub-

yacente del conjunto [n]

La siguiente figura muestra un ejemplo de un arbol de Shroeder

45

3 6

78
9

Figura 3.19: Arbol de Schroeder

En su tesis doctoral Liendo(|19]) establece una biyeccion entre el conjunto de las
particiones encajadas sobre ordenes lineales y el conjunto de los drboles planares de Schréder,
con esta biyeccion demostré que la antipoda del algebra natural para ordenes lineales viene

dada por

S(xn) = 3 (DD TT 2w

TeF vel,(T)

Donde F denota el conjunto de los arboles planares de Schréoder de n hojas etique-
tadas con elementos del conjunto [n], I,(7) representa el conjunto de vértices internos de
T, a su vez h(v) denota los hijos del vértice v. En virtud del teorema tenemos que
Sepn (ln) =@ LoSop(l,) por lo tanto haciendo uso de la expresion [3.3.4] tenemos la siguiente

proposicion
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Proposicion 3.3.4. Sil, representa un orden lineal con n lados, entonces

SCEM(ZN) = Z (_1)|IU(T)‘ H llh(v)\—l (3.47)
TeF velo(T)

En las corolas las coloracionoes NAP Y CEM-admisibles coinciden, debido a que

en este caso todos los vértices se encuentran a una misma altura. Por lo que en las corolas

H

las expresiones de las antipodas de H -

nar ¥ son idénticas asi tenemos la siguiente

proposicion

Proposicion 3.3.5. Si C, representa una corola con n lados, entonces

Seon @)=Y, ¥ D, " )JonCuCa (3.48)

k=1 ni+--+ng=n

3.4 Dual graduado

3.4.1 Dual graduado de un algebra de Hopf graduada conexa y de
tipo finita.

Definicion 3.4.1. Sea V = @ un K-espacio vectorial graduado, el dual graduado de V', es
n20
el espacio vectorial definido por V° =@ V,;

n20

Notemos que V* esta formado por todos aquellos funcionales lineales que se anulan
salvo para una cantidad finita de V,,. La principal ventaja del dual graduado es que en V° se

conservan muchas de las propiedades que no es conservan e V'*.

Definicion 3.4.2. Sean V,W dos K-espacios vectoriales y sea ¢ : V. — W un morfismo

lineal, el transpuesto de ¢ es el morfismo p* : W* — V* definido por:

‘()W) = fle(v))
Proposicion 3.4.1. Sea V' un K-espacio vectorial graduado, entonces Voo Ve = (Ve V)e°
Demostracion. Para una demostracion consultar ([14], proposisiones 10 y 38 ) O

Proposicion 3.4.2. Si H es un dlgebra de Hopf graduada conexa y de tipo finita, entonces

He es un algebra de Hopf
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Demostracion. Dado que H es graduada y de tipo finita, podemos garantizar que H posee

base, si suponemos H = € H,, entonces I = U,30l,, donde para cada n, I,, es una base de H,,.
n20

Sea {e;}icr una base de H, y sea {0, }is su base dual de H® asociada. El producto de H° es
el producto convolucién H*, la unidad esta definida por u° := ¢, la counidad es el morfismo
definido por €°(e;) := é, ,, mientras que el coproducto es el morfismo dado por la siguiente

composicion:

H ————— (H®H)° — H°®H°

Oe, Je, oM ———— pod,, om

Donde p es el morfismo definido como p(éeimj) = d¢; ® 0, De la composicion anterior

k
1,J
dado por la expresion A°(6,, ) = Zcﬁsder ® 0,,. Por ultimo la antipoda es el morfismo dado

r,s

por S°(de,;) =6, 05 O

tenemos que si ¢ ; son los escalares de me,g.; en la base {€;}ier, entonces el coproducto esté

Definicion 3.4.3. Sea H un dlgebra de Hopf y A un dlgebra cualquiera,

1. Diremos que ¢ es un caracter infinitesimal si satisface
((zy) = ((x)e(y) + e(x)C(y)

2. Diremos que C es un caracter si ((xy) = ((2)(y)

3. ¢ es multiplicativo st ¢ es un homomorfismo de dlgebras, esto es si Y ouyg = ua. Es

decir ¢ es multiplicativo st manda unidad en unidad.

Estamos ahora en posicion de hacer una breve revisiéon a los duales graduados de
las tres algebras de Hopf que hemos venido desarrollando a lo largo de este capitulo. En lo
sucesivo la base de H = serd denotada por {Z,}, la base de H@p seré denotada por {n;},

por 1ltimo denotaremos por {d,} la base de H? .

3.4.2 Dual graduado de H_,

Definiciéon 3.4.4. Sean ti,ty dos drboles y v un vértice de tq, eltmg de ty en ty a través
de v se define como el drbol que resulta de conectar la raiz de v v. Lo denotaremos por
to >y t

Definiciéon 3.4.5. El grafting de to en t se define como ty — t1 = Z ty >, 01

vety


JuanCarlos-PC
Nota adhesiva
de t_2

JuanCarlos-PC
Nota adhesiva
arregla el subindice


113

V-

Figura 3.20: Ejemplo de grafting en un vértice

RYRYRYR

Figura 3.21: Ejemplo de grafting de un arbol sobre otro.

Teorema 3.4.1. Sity,ty son dos drboles cualesquiera entonces dy, * ., 0t = Otymsty

Demostracion. Sea t un arbol, entonces

Oty %o O = o O (£0(2))dy, (t,(1))

veAdmuz (Th)

En la suma anterior, un sumando es cero cada vez que el bosque de color dos tiene
al menos dos arboles no triviales. Por lo tanto los términos que aportan a la suma son todos
aquellos en donde el bosque de color dos tiene un sélo arbol cuyo tipo de isomorfismo es
t,(2), para este tipo de bicoloraciones denotadas por v siempre existe un tnico vértice x,, en
el cual inciden lados de color 1 y 2 simultdneamente. Dado que la coloracion v es admisible
se tiene que x, es la raiz de t,(2), y por lo tanto ,(2) =t y t; = t,(1). Para este caso el
sumando es uno si ¢t es igual a ty —,, t1. Sigue que

>, O ((2))dr (tu(1))

veAdmuz (Th)

Z 01, t0(2) Oty t, ¢))
veAdmuz (T1)

= Z 6t2_’xt1

SCEV(T1)

5t2 * ok 5t1

= 6t2 -t

La siguiente figura muestra un ejemplo de d;,-, para dos arboles sencillos.
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70500, 0y

Figura 3.22: Ejemplo de 64,4, .

3.4.3 Dual graduado de H

CEM

Definiciéon 3.4.6. Sean ti,ty drboles y v un vértice de ty, la con de ty en ty a través de
)

v es el grafting del bosque B@ sobre el vértice v de t;. Es decirZ)y —, 1.

V-V

Figura 3.23: Ejemplo de conexion en un vértice

Definiciéon 3.4.7. El grafting de ty en t; se define como ty > t1 = Z ty >, 01

VA

Figura 3.24: Ejemplo de conexion de dos arboles.

Teorema 3.4.2. Sity,ty son dos drboles cualesquiera entonces Zy, *

Ztl = Zt2”tl + Ztlﬂtz

CEM

Demostracion. Sea t un arbol, entonces

Ziy %one Zin =Y, Ziy(4(2)) 2y, (tro(2))

ceAcema(T1)

Aqui un sumando es cero cada vez que el bosque de color dos tiene al menos dos
arboles no triviales. Por lo tanto los términos que aportan a la suma son todos aquellos en
donde el bosque de color dos tiene un s6lo arbol cuyo tipo de isomorfismo es ¢, para este tipo
de bicoloraciones denotadas por ¢ siempre existe un tnico vértice v, en el cual inciden lados
de color 1 y 2 simultdneamente. De acuerdo a la definicién de coloracion CEM-admisible se

tiene la siguiente disjuncion:


JuanCarlos-PC
Nota adhesiva
arregla el subindice

JuanCarlos-PC
Nota adhesiva
arregla el subindice. Va B_
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1. vce@azdetc@), te(2) =ty y t1 = t/t.(2). Para este caso el sumando es uno si ¢ es igual

a t2 D> e tl

2. v, no es la raiz de t.(2), t.(2) =tz y t; = t/t.(2). Para este caso el sumando es uno si ¢

es igual a t1 >,, to
De los casos anteriores se sigue que:

Zt2 *orMm Ztl = Z Zt2 (t0(2))Zt1 (t/tc(2))

ceAcema(Th)

Z Zt27tﬂ(2)Zt17t/tc(2)
ceAcema(Th)

Z Zigoyty + Z Zi1oots

veV (Ty) veV (T1)

= Zt2—>t1 + Zt1—>t2

La siguiente figura ilustra como se calcula Z;, * Zy,

CEM

A =4 ++ 4, + 2
BV VIR 4

Z,,.

Figura 3.25: Ejemplo de Z;, *

CEM

3.4.4 Dual graduado de H,,,

Definicion 3.4.8. Sean t; y to drboles cualesquiera y sea v un vértice de t1 la composicion
parcial de ty con t1 a través del vértice v se define como el drbol que se obtiene al conectar
por la raiz el drbol ty con el vértice v de ty, segun el algoritmo expuesto en la observacion
[Z. 1.1 Aqui el bosque interno es el drbol to mientras que el bosque externo es el drbol ty.

Denotaremos por ty ~, t1 a la composicion parcial del darbol to con t1 a través del vértice v.

Definicion 3.4.9. Sean t ty dos drboles cualesquiera la composicion de ty con t; se define

comoty ~ty= Yty
UEV(T1)

Teorema 3.4.3. Sean t; y to dos drboles, entonces Ny, * ,p My = Mgty


JuanCarlos-PC
Nota adhesiva
Arregla esto
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V- -y

Figura 3.26: Composicion a través del vértice v

VY d Y

Figura 3.27: Composicion a través del vértice v

Demostracion.

Mo *nap M = D, Tha(2e(2))1, (2e(1))
e Adm(T})

En la suma anterior, un sumando es cero cada vez que el bosque de color dos tiene al
menos dos arboles no triviales. De manera que los términos que aportan a la suma son todos
aquellos en donde el bosque de color dos tiene un sélo arbol cuyo tipo de isomorfismo es t.(2),
para este tipo de bicoloraciones denotadas por e siempre existe un tnico vértice x, en el cual
inciden lados de color 1 y 2 simultaneamente. Dado que la coloracion e es NAP-admisible
se tiene que z. es la raiz de t.(2), y por lo tanto t.(2) = t5 y t; = t.(1). Para este caso el

sumando es uno si t es igual a ty ~,, t;. Sigue que

Nty *nap Ty = Z Tty (te(z))ntl (te(l))

U€Adm2 (Tl )

Z Mt te(2) i1t (1)
U€Adm2 (Tl)

Z nt2”‘zt1

w€V(T1)

= Mg ~ty

La siguiente figura muestra un ejemplo de 7,4,
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N (\3+ 5: nY+ Ty

Figura 3.28: Ejemplo de 1,4,

H

3.5 Relaciéon de bicomoédulo entre H conr Y Heope

NAP?

Definicion 3.5.1. Sea A unindlgebm, un A-mddulo a izquierda es un K-espacio vectorial

M junto con un morfismo lind :A® M — M que hace conmutar los siguientes diagramas

aeo AA M Ke M uA®idps Ao M
7«A®/ %@id}u ® — > ®
Ao M AeM (3.49) . f (3.50)
¢\A Iy A/qb M

Cuando M sea un A-modulo diremos que A actiia sobre M. De manera analoga un
A-médulo a derecha es un K-espacio vectorial M junto con un morfismo ¢ : M@ A — M tal
q@o (idyy@ma) =vo(Y®ids) y o (idy®ua) = f, donde f es el isomorfismo natural de
K& M en M. Diremos que M es un C-biméddulo si M posee de manera simultanea estructuras

de modulo a izquierda y derecha compatibles, esto es si satisface la igualdad:

G (idy® ) = o (@)

Haciendo uso del principio de dualidad podemos definir A-comoédulo simplemente
invirtiendo el sentido de las flechas en los diagramas de la definicion anterior, de esta manera

tenemos la siguiente definicion.

Definicion 3.5.2. Sea C' una K-codlgebra, un C'-comddulo a izquierda es un K-espacio vec-

torial M junto con un morfismo lineal ¢ : M — C' ® M que hace conmutar los siguientes

diagramas
. CeoCeoM ' ec®idy
de&ﬁ/f Ac®idy COM ——— KoM
CeM CeM (351) . g (3.52)
d)\ /d>7 M
M


JuanCarlos-PC
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JuanCarlos-PC
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Analogamente un C-como6dulo a derecha es un K-espacio vectorial junto con un
morfismo lineal ¢ : C' — M ® C' que satisface lo siguiente: (idy ® Ac) ot = (¢ ® ide) o)
y (idy ® ec) o1p = g, donge g es el isomorfismo natural de K en K®. Diremos que M es
un C-bicomoédulo si M posee de manera simultdnea estructuras de comoédulo a izquierda y

derecha compatibles, esto es si se satisface la siguiente igualdad

(idc®¢)og=(p@idc)o (3.53)

¢ y ¢ reciben el nombre de morfismos estructurales; el siguiente teorema esta- blece
la relacion de bicomédulo existente entre H,,,, v H,, . Este teorema es una consecuencia

inmediata del diagrama de coasociatividad de H,,,

Teorema 3.5.1. H_, tiene estructura de H,

cen bicomodulo con morfismo estructurales de-

finidos de la manera siguiente: Sit = 1, entonces @ —e®1l=1®e, sit+ 1 entonces

¢(t) = ¢(t) = ACEM (t)

Haciendo uso del principio de dualidad del teorema anterior se sigue de manera

inmediata el siguiente corolario

Corolario 3.5.1. H;EM tiene estructura de H;K bimaodulo.

Nuestro proposito ahora es establecer una relacion entre la estructura de H,,,, -

bicomoédulo de H, y el coproducto del &lgebra H_, que nos permita estudiar relaciones

entre sus respectivos grupos de caracteres.

Lema 3.5.1. Sean T' un drbol, v una bicoloracion admisible de vértices de T, y ¢ una colo-
racion CEM-admisible de los lados de T que satisface la siguiente propiedad: Sil = {z,y}es

un lado de T tal que v(z) # v(y) entonces c(l) = 1. Son vdlidas las siguientes proposiciones

1. T.(2) = (T,(2))(2) u (T(1))(2)

2. La bicoloracion v induce una bicoloracion sobre T [Tc(2) denotada con la misma letra

v que satisface

(a) (T/Te(2))w =T, (1)/(T(1))c(2)
(b) (T]T(2))v(2) = T0(2)/(T0(2))c(2)

Si x1---x, es un vértice que resulta de la contracciéon bajo ¢ de un subéarbol de color

2 entonces v(z1---x,) = v(z;) para cualquier i en el conjunto 1,...,n
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Demostracion. 1. Sil = x,y es un lado de T.(2), entonces v(z) = v(y) de manera que
T.(2) esta formado por dos bosques: el primero constituido por los lados de T cuyos

vértices tienen color 2 y el segundo cuyos lados tienen color 1, en consecuencia
T(2) = (T0,(2))c(2) U (To(1))(2)

2. Desde el numeral 1 se sigue que los lados de color 2 solo pueden ser contraidos a vértices

monocromaticos, en consecuencia

TTo(2) = To(2)/(To(2))(2) v To (1) /(T0(1))c(2)

De esta ultima igualdad se sigue que

(T/Te(2))o(1) = T,(D)/(T,(1))e(2) v (T/Te(2))0(2) = To(2)/(T0(2))c(2)

O

Corolario 3.5.2. sean v una bicoloracion sobre los vértices de T y ¢ una bicoloracion CEM-

admisible sobre los lados de T que cumple con la propiedad del lema de arriba, entonces
1. t:(2) = (£:(2))e(2) (t:(1))(2)
2. (t/te(2))u(1) = t(1)/(t.(1))e(2)
3. (tte(2))0(2) = t(2)/(t.(2))c(2)

El siguiente teorema es quizés el teorema central del presente trabajo, pues establece
la relacion entre la estructura de H_,,,y el algebra de Connes-Kreimmer. Usando la técnica
conjuntistica de coloraciones sobre lados y vértices. Este resultado fue probado por Manchon-

Ebrahimi y Calaque en [6]. Nosotros haremos una prueba simple usando el lema y corolario

de arriba.
Teorema 3.5.2. Sea m'3:H_, ®H, ®H, ®H, — H,, ®H., ®H. dada por
m'3(a®b®c®d):=ac®b®d, entonces

(idCEl\/f ® ACI() © ACE]\/I = m173 © (ACEM ® ACE]\/I) © ACI( (354)

Demostracion. Sea T un arbol con tipo de isomorfismo ¢, considere v y ¢ coloraciones sobre
vértices y lados de T bajo las hipotesis del lema [F.5.1l Entonces tenemos el siguiente

diagrama: Es importante hacer notar que en el diagrama anterior hemos hecho abuso de
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(T,v,c)
/ \
&, A
(Tv(2)7Tv(1)7c) (TC(2)7T/TC(2)7'U)
(i pars v)
(¢,¢) ;

(Te(2), (T/1.(2))0(2)s (T/7,2))0 (1))

<

m1,3

\J
((Tv(2))0(2)7 Tv(2)/(Tv(2))c(2)7 (Tv(l))C(2)a Tv(l)/(Tu(l))c(Q))

notacion para la aplicacion mb3. Del diagrama anterior haciendo uso del corolario

obtenemos

(Zd ® ACK') © A = m173 ° (A ® ACEIVI) © ACI(

CEM CEM CEM

O

* 3 1A 3 . * *
Para cada a € HY = se define la aplicacion lineal L, : H:  — H _ como la compo-

sicibén
¢*

HY,, —= g eH — = (H,, 6 ®H,)"

CEM CEM CEM

H*
cx (3.55)

Denotaremos por L,(b) = a-b. Notemos que si t = 1 entonces a-b(1) =1y sit+1
entonces a - b(t) = a *cgar b(t). Del diagrama anterior se sigue que el operador transpuesto

tL, viene dado por siguiente composicion
¢ a®id
Ho —— H ,,®H, —— H_, (3.56)

Es decir el operador transpuesto viene dada de la siguiente manera: si ¢ = 1 entonces

L,(t) = ceAg%Qa(tC(Q))t/W) (3.57)

tLo(1) =1y sit#1 entonces
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Por otro lado si ¢ = T30 ¢ ® ¢, entonces ¢ define una coacciéon de comédulo a

® H sobre H,, ® H

CEM CK?’

® HCEM
®H

CE]\/I)

izquierda de H de manera analoga 15 = Tp3 01 define una

CEM

coaccion de comodulo a derecha de H,,,,

sobre H,, ® H_, . Dualizando se tiene
que (H_, ® H_, )* tiene estructura de (H

CEM *-bimoddulo, la cual viene dada por la

siguiente composicion

©

(HCE]\/I®HCE]\/I)*®(H ®HCK) —— (H ® H ®HCK®HCK)* (HCK®HCK)*

CE]\/I CEM

La accién a derecha se define de manera similar, en el diagrama anterior f ® g es

®H

e )" ¥ por lo tanto

* -—
entonces m*a:=aome (H,,,

enviada a f ® g. Ahora si a € H}

EM?’

la multiplicacién a izquierda
Lypea: (Hoe ® Hoy )" — (Hee @ Hey )"
Definida por L,,«,(b) = m*a ® b es un operador lineal. Aqui L,,+, viene dada por la
siguiente composicion

« m*a®id b
(HCK®HCK) - ®(HCK®HCK®HCK®H K) —> (H ®H ) ( )
3.58

Por lo que su transpuesto es la aplicacion

t .
Lo HCK ®HCK - HCK ® HCK

Es decir su transpuesto es la composicion

Lra = (Ma®@id®id)od=m'a®id®id® T3 ® ¢ ® ¢

Corolario 3.5.3. Sea a: H

cen — K una aplicacion lineal, entonces

Ao Lo ="Lp+q o A
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y y [e] * — 4 [e] o
En particular si a € H? =~ entonces m*a = Z ayj®ay esta en HY, @ H? —yen este
(a)

caso

A oL, = (ZtLa1 ®tLa2) oA . (3.59)
(a)

Demostracion. Del teorema se tiene que

(idgpy, ® ALy ) 0 Apyy, =m0 (AL, ® A A

CEM CEM CE]\/I) ° CK

Aplicando a ® id,,, ® id,, obtenemos

(CL ® idCK ® idCK) °© (IidCE]% ® ACK) ° AC’E]W = (a ® idCK ® idCK) ° m1’3 © (ACEIVI ® AC’E]VI) ° ACK

De esta ultima ecuaciéon sigue que
t _t
A © Lo ="Liyprg0o Ay,
O

Notemos que la ecuacion A, o'L, = *L,,+,0 A, es equivalente al siguiente diagrama

conmutativo
“La H —>ACK H H
CK CK CK ® CK

Box [ / (3.60)

HCK ® HCK

H

Dualizando tenemos

*

A
(HCK®HCK)* & H = H

CK CK

Lonta . .61
[ ACK <3 0 )

De este tltimo diagrama se sigue la ecuacion

LooAl, =A%, 0Ly, (3.62)
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Ahora bien si by,by € H? , t# 1y a es multiplicativa, entonces
(Lo A7) (b @ b2)(1) = Lo o (b @by 0 A ) (1)
=a® (bl ® by OACK) 0¢(t)
=a® (bl ®byo ACK) °© ACEM (t)

= A * oy (bl *ox b2)

Por otro lado
(A 0 Lma)(b1 ®b2)(t) = (A7, om*™a©b; ® by)(1)
=(m*a®b ®byoA_,)(t)
= (m*a® bl ®bg OQ;O ACK)(t)

= (a *oEM bl) *ox (CL *cEMm b2)

Hemos probado la siguiente corolario

Corolario 3.5.4. Sea a€ H? = multiplicativa y sean by,by € HY, , entonces
A*cpum (bl *ox b2) = (CL *opM bl) *ox (a *oepm b2) (363)

Definicion 3.5.3. Sea A una K-dlgebra y B un K-espacio vectorial que es A-bimaodulo. Un

operador lineal L : A — B es una derivacion si satisface la regla de Leibniz:
L(xy) = L(z)y + xL(y) (3.64)

Notemos que la regla de Leibniz es equivalente a la conmutatividad del siguiente

diagrama
AgA 24—t = p
Leid+ideL Vié (3.65)
BoA+A®B

Definicion 3.5.4. Sean C' una K-codlgebra y B un K-espacio vectorial, de manera tal que
B es un C-bicomddulo. Un operador lineal L : B — C' es una coderivacion si satisface la

regla de co-Leibniz:

AoL=(L®idc)ot+ (ide ® L) ot (3.66)
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La regla de co-Leibnitz es equivalente a la conmutatividad del siguiente diagrama.

CeC <"~ C~"—1B
Leid+ideL - (3.67)
BeC+Ce®B
Teorema 3.5.3. Sea a : H_,,, — K un caracter infinitesimal de H_,,,. El operador

‘Lo : H,,, — H_, es una biderivacion del dlgebra de Hopf H,,. De manera similar si

¢: H,, — K es un caracter de H

t .
ey €ntonces el operador 'L, : H,,, — H_, es un

automorfismo del dlgebra de Hopf H. . .

Demostracion. Sea tit2 un monomio de H_, con dos términos y a un caracter infinitesimal

de H

CEM?

bicoloracion CEM-admisible, se tiene:

tLa(tth)Z Z a(s)(tltg)/s

sCtita

= Y a(t)(tata) [t

t'ctito

= > a()(t/t )2+ Y a(t' )t (t2/t)

t'cty t'cto

= tLa(tl)tg + tltLa(tQ)

entonces si s representa un subbosque de 1ty cuyos lados tienen color 2 bajo una

Por lo tanto L, es una derivacion. Probemos ahora que ‘L, es una coderivaciéon. Si

a es un caracter infinitesimal se tiene que

th*a(tl ® tg) =m a®id®ido 79,3 © (ACEM (tl) ® ACEM(tg)

=mfa®id®ido 72,3 ( Z (tl)cl (2) ® tl/(tl)cl (2) ® (tg)cz (2) ® t2/(t2)62 (2))
(c1),(c2)

:(a®uoa+uoa®a)®z‘d®z‘do7-273( Z (tl)c1(2)®t1/(t1)cl(2)®(t2)c2(2)®t2/(t2)c2(2))
(e1),(c2)

- (z)(a(m)q (2) @11/ () ) 2+ Zue (a((2)e2(2) @ 2/ 12)., 2))

= ((CL ® Zd) o ACE]\/I(tl)) Rty +t1 ® ((a ® Zd) o ACEM(tg))

= ("Ly®@id)(t; ® t2) + (id ® 'Ly ) (t; ® t3)
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De esta manera del corolario se sigue que
Apio'Ly="LyaolA,,=(L,®id+id®"'L,)o A, (3.68)

Como se queria demostrar. Probemos ahora que todo caracter ¢ de H,, es un
automorfismo. Sea ¢ € H un caracter, entonces si s representa un subbosque de #,t5 cuyos

lados tienen color 2 bajo una bicoloracion CEM-admisible, se tiene:

LOh) = 3 e(s)(tita)/s

sCt1to

= 3 p(snt)p(snta)(tiftins)(taftans)

sCt1to

(3 o) (35 wens)

s1St s$2Cta
=Ly (t)'[O:)

Ademas ‘L,(1) = p(e)1 = 1, asi que L, es un homomorfismo de éalgebras. Veamos

que 'L, es un homomorfismo de algebras de Hopf; por el corolario se tiene que

A

CK OtI@ :th*gooACK
=(mMp®id®id)omzop®po A,
:(mogp®cp)®id®2'd07'2730¢®¢°A0K
:((go@id0¢)®(<ﬂ®id°¢))°ACK

= (Lo ®'Ly) o Ay

Y por lo tanto ‘L, es un homomorfismo de algebras de Hopf. Para demostrar que

L, es un automorfismo notemos que el inverso de L, es L1, en donde ¢! = po S por

P CEM>

lo tanto (‘L)™' = 'L, mas atn si s representa un subbosque de ¢ cuyos lados tienen color

2 bajo una bicoloracion CEM-admisible, y s’ es un subbosque de t/s entonces se tiene:
"Lyo Lo = Y07 (s) 2, o(s)t(s5)
=2, 07 (8)d(ss'[s)t](s8")

-3 (T @etur)

w sCw

=Y uwoe(w)t/w

=1
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Corolario 3.5.5. La compatibilidad entre las estructuras de dlgebra de Hopf y comddulo

satisface:

1. St a es un caracter infinitesimal de H

o .
cen €l operador L, es una biderwacion de H?,

2. Cualquier caracter ¢ de H

*
cey define un automorfismo L, sobre HY

Demostracion. Es una version transpuesta del teorema [3.5.3. O
Una consecuencia inmediata de todo lo que hemos expuesto hasta ahora desde el
teorema es el siguiente corolario.

Corolario 3.5.6. Sean ¢ un caracter de H_,,, y a,b,c aplicaciones lineales de H,,, en K

y sea € = 0y la counidad de H_, . Entonces
1. Ly(e) =a-e=a(e)c=¢c-a

2. Lo(0e) = %y, 0o = 0o *

CEM cem = Q

3. Lz.(b) = Za .y, b=bx

CEM © CEM

Ze=b

4' (p *CE]W (b *CK C) = Lﬂo(b >eC’K C) = L@(b) >eC’K LSD(C) = (SO *CE]W b) *CK ((p *CE]W C)
1

(6 %0 %) = (L) = L0 = 0 % (brex)

Estamos ahora interesados en establecer una relaciéon entre lo que hemos estudiado

R

en esta ultima secciéon y el algebra H, ,, en este punto el operador B_ juega un papel
fundamental. De la proposicion [3.2.11] y de los diagramas de coasociatividad y counidad

para H,,, v H_, se desprende de manera inmediata el siguiente teorema
Teorema 3.5.4. H,,,
¢i=(B-®idy,,) 00y y ¥ i=(idy,, ® BL) o Ay,

Demostracion. En la prueba de este corolario usaremos los diagramas de coasociatividad y

counidad de A, .,

A, ,,- Para probar la igualdad equivalente a la conmutatividad del diagrama[3.51]se razona

tiene estructura de H_, bicomodulo con mapeos estructurales

la sobreyectividad del operador B_ y el hecho que A, cB_=B_® B_o

como sigue
(Bor idyup) o [(B-©idy ) o A] = (B © B-) 1) o By
= [(B-®B)o Ay ®idy ]
= (B-® B_@idy,p) 0 (A, ®idy ) 0 Ay sy
= (B-® B_@idy,p) 0 (idyap ® Ay ,p) 0 Ay sy
= [B-® (B-®idy 0 Ay up)] 0 Ay
=[id, ® (B-®idy,p, oAy, p)]o(B-®idy,, oAy ,p)

°© ANAP
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La prueba de la igualdad equivalente al diagrama es inmediata, solo basta
notar que €, ®id, ,, o B-®id, ,, oA, =€, °B-®A,,, =1®1d,,,. Asi hemos probado
que H,,, es un H_, comoédulo a izquierda. La estructura de H,, comoédulo a la derecha
se prueba de manera bastante similar. Demostremos ahora la relacion de compatibilidad
establecida en la ecuacion

[(B-®idyup 0Dy sp) ®ideyc] 0 (idyyp ® Boo Ay ) = [(B-®idy,, 08y, ) B lo Ay,
= (B_®idy,, ®B) o (Ay,, ®idy) 0 Ay,
=(B_®idy,p, ®B_)o(idy,, ® Ay ,p) oAy ,p
= [B-® (idy,, ®B_oA,,.)] oA,
= [idyy ® (idy,, ® B0 Ay, ] 0 (B-®idy,, 0 Ay ,,)

Asi que vale la relacion de compatibilidad, como se queria demostrar. O

Si dualizamos, del teorema anterior se desprende de manera inmediata el siguiente

corolario
Corolario 3.5.7. HgK tiene estructura de H°y ap-bimodulo con mapeos estructurales

Para terminar veamos como interactta el operador B_ con los operadores L, y tL,.
Recordemos que en la proposicion [3.2.11] establecimos que el operador B_ es un epimorfis-
mo de algebras de Hopf, haciendo uso de este hecho podemos reescribir el corolario

de la manera siguiente
Proposicién 3.5.1. Sea a: H_,,, — K una aplicacion lineal, entonces
A i o'LyoB ="Lyg0A,, 0B (3.69)

La primera parte del teorema puede ser extendido usando el operdor lineal
B_ como conexion a izquierda y las estructuras de bimédulo y bicomédulo definidas en los
numerales del teorema Asi tenemos

Proposicién 3.5.2. Sea a : H,,,, — K un caracter infinitesimal, entonces la aplicacion

LooB_:H,,, — H_, esuna biderivacion.
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Demostracion. Sea tit, un monomio de H entonces

NAP

Lo o B_(tits) = tLa(B,(tl)B,(tz))
=Lo(B-(1))B_(t2) + B-(1)' Lo( B_(t))

_ tLa(B_(tl)) Oty +1 EltLa(B—(tz))

En la expresion anterior ® y [ representan los productos de médulo de H, ,, a
derecha e izquierda respectivamente. De La expresion anterior tenemos que L, o B_ es una
derivacion. Para ver que es una coderivaciéon tenemos que si ¢ y ¢ denotan las acciones de

comodulo a izquierda y derecha respectivamente entonces
(‘LaoB @id)oy+(id®'LioB )op=("La®id+id®'L,)o(B-® B oA.,)
~[(‘Lawid+id® L)oo Ao B

=A . © (tLa o B_)

De manera que ‘L, o B_ es una coderivacién y por lo tanto una biderivaciéon como se

queria demostrar. O

H

Unos breves comentarios finales: Hemos visto que las algebras de Hopf H, vap ¥

CK>

H

g SON dlgebras cuyas estructuras subyacentes son arboles no planares, por esta razon pue-

den ser ver vistas como algebras de polinomios cuyas variables son los tipos de isomorfismos
de dichos arboles. Las formulas de coproducto y antipoda para cada una de estas algebras
permiten categorizar y estudiar cierto tipo de subalgebras construidas a partir de ordenes
lineales, corolas y palmeras. Asi como también encontrar formulas de inversion para series
polinémicas de tipo exponencial. Por otro lado una consecuencia natural de su construccion

son las acciones de comoédulo de H

gy SObre H_ yde H_, sobre H, ,, estas acciones cobran

vital importancia cuando se estudian los duales graduados de estas algebras y sus grupos ca-
racteres, ya que permiten establecer relaciones de compatibilidad entre sus duales graduados.
Trabajos futuros podrian ser tratar de encontrar una formula explicita para la antipoda de
palmeras y ver su relacion con las descomposiciones, parentizaciones ordenadas y los arboles
de Schroeder. Otro posible trabajo podria ser estudiar las aplicaciones de lo expuesto en
este trabajo a las leyes de composicion y sustitucion de B-series, ya que esto tiene incidencia
directo en el estudio de métodos numéricos para ecuaciones diferenciales ordinarias. Por ulti-
mo seria bastante bonito e interesante tratar de enriquecer a los arboles con estructuras que
nos permitan encontrar generalizaciones de las algebras estudiadas en el presente trabajo, y

siendo algo ambiciosos tratar de categorizar de manera explicita dichas generalizaciones.
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