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RESUMEN

Se estudia la cuantizacion de particulas y cuerdas no-relativistas cargadas in-
teractuando con campos de calibre Abelianos (no topolégicos y topolégicos)
a través de la teoria de representaciones geométricas. Para ello se realiza la
cuantizacion a través del Método de Dirac, y se representan geométricamente
en el espacio de caminos o el espacio de superficies. En el caso no topolégico,
se considera primeramente la interaccién de particulas no relativistas cargadas
con el campo de Maxwell. Posteriormente, se estudia la autointeraccién de una
cuerda cerrada no relativista “cargada” con el campo de Kalb-Ramond. En
ambos casos, se obtiene que una representacion apropiada resuelve las ligadu-
ras de forma trivial siempre y cuando se exija la cuantizacion de la carga. Luego
se realiza el estudio de teorias topoldgicas, donde las ligaduras obtenidas del
estudio candénico imponen restricciones sobre los funcionales de onda siendo
esta una caracteristica de dichas teorias. Se comienza con la descripcion de la
Teoria Topoldgica Masiva (T.T.M) , la cual describe al campo electromagnéti-
co con masa. Se obtiene una representacién de caminos donde los estados
fisicos se describen en términos del angulo total subtendido por los tramos de
camino, medido desde los extremos de los mismos. El siguiente caso a tratar es
la interaccién de una particula cargada con el campo de Chern-Simons, donde
se observa que una representacién de caminos es apropiada siempre y cuando
la carga este cuantizada. Ademas, los funcionales de onda que describen el
espacio fisico estan restringidos por las ligaduras topolégicas y los mismos se
describen en términos del angulo formado por los tramos de camino medidos
desde sus extremos, uno de los cuales coincide con la posicién de las particula.
Posteriormente, se estudia la interaccion de “dos tipos” de particulas a través
de un campo BF en 2+ 1 dimensiones donde se obtiene una representacion en
el espacio de caminos abeliano, que por consistencia exige que la carga de las
particulas este cuantizada, ademas de estar los estados fisicos restringidos por
las ligaduras topoldgicas. Se obtiene que los funcionales de onda fisicos estan
descritos por el angulo subtendido por los extremos de los caminos que estan
atados a una particula medido desde la posicion de la particula sin objetos

geométricos asociados.

Palabras claves: Teorias de Campos de Calibre, Método de cuantizacién de

Dirac, Representaciones geométricas, Teorias Topologicas.
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Capitulo 1
Introduccion

El estudio de las teorias de campos calibre tiene una gran relevancia para la fisica
actual. En las ultimas décadas ha constituido una manera elegante de analizar las inter-
acciones entre campos y materia en el marco de la mecénica cuantica, al proporcionar
herramientas matemaéticas necesarias para interpretar de forma precisa como se compor-
tan fenomenos fundamentales de la naturaleza. Su importancia radica en la existencia
de un grupo de transformaciones (transformaciones de calibre), que simplifican el estudio
de un sistema, al reducir el nimero de grados de libertad presentes, dejando invariantes
cantidades como la accién y las ecuaciones de movimiento. Muchas teorfas fundamenta-
les son teorias de calibre; por ejemplo, la teoria electromagnética clasica y cuéantica, las
teorias de interaccién nuclear débil y fuerte, e incluso el modelos estandar de las particulas

elementales y algunas teorias de gravedad cudntica.

En el marco de las teorias de campo de calibre, existen aquellas donde la accion de-
pende de la métrica (teorias no topoldgicas), y aquellas donde la accién no depende de la
métrica (teorfas topoldgicas). El hecho de que las teorfas topoldgicas sean independientes
de la metrica, implica que las mismas se comportan de igual manera al cambiar la forma
de la variedad en la que son analizadas. Muchas teorias actuales son de este tipo, por
ejemplo, la teoria topoldgica masiva, las teorias de Chern-Simons, la teoria de Yang-Mills,
asi como las teorias que describen la dinamica de objetos materiales interactuando con

campos del tipo BF.

Por otra parte, la teoria de representaciones geométricas, proporciona una herramienta
util para el anélisis de teorias de calibre, ya que permite visualizar las ligaduras de primera
clase que surgen sobre los funcionales de onda de una forma geométrica. Utilizar caminos

para describir una interaccién fue propuesto por Mandelstam en [I], donde desarrolla una
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forma de estudiar el campo electromagnético sin la introduccién de potenciales. Alli se
expone que los funcionales de onda cuyos argumentos descritos en términos de objetos
geométricos (caminos) sirven para describir la interaccion electromagnética. Posteriormen-
te, Gambini y Trias en [2], amplian el formalismo de espacio de caminos, considerando
un espacio de caminos cerrados o ciclos. Esta generalizacién tiene aplicaciones en diver-
sas teorfas de campos, gravedad cuédntica y teoria de nudos. Ademads, en [3], describen la
estructura bésica del espacio de caminos, pudiendo asi obtener una descripcién precisa
de las cantidades presentes en una teoria de calibre en términos de objetos geométricos,
sustentada en la invariancia de los campos bajo la estructura basica del grupo de caminos.
Su contribucién también se extiende a trabajos como [4], donde explican la interaccién
del campo electromagnético con una carga magnética (monopolo) en la formulacion del
espacio de caminos. En [5], Gambini y Trias describen el campo electromégnetico libre en

términos de ciclos o caminos cerrados.

Hoy en dia, existe una variedad de formulaciones en términos de objetos geométricos.
Para el caso de la gravedad cuédntica, tenemos numerosos aportes, como [6], donde se ob-
tienen los vinculos presentes en la teoria en una representacién de ciclos. Por otra parte,
ciertas generalizaciones al espacio de caminos y ciclos han sido encontradas. Por ejemplo,
en [7], se expone una representaciéon de puntos y antipuntos para cuantizar el modelo auto
dual. En [], se considera una representacién de superficies y caminos para describir la

interaccién de una cuerda abierta con el campo de Kalb-Ramond.

Muchos modelos no topolégicos encuentran ventaja en la teoria de representacién
geométrica, ya que la misma permite resolver las ligaduras impuestas sobre los funcio-
nales de onda de forma inmediata, exigiendo condiciones sobre los objetos geométricos
(caminos, ciclos o superficies). Para el campo de Maxwell libre, una representacion de
ciclos o caminos cerrrados satisface automéaticamente la ligadura de Gauss. Para el campo
de Maxwell en interaccién con particulas cargadas [9], los caminos abiertos son los apro-
piados para describir la interaccion entre la materia y el campo, estando el sector libre
de carga descrito en términos de caminos cerrados o ciclos. En el caso de una cuerda en
autointeraccién con un campo de Kalb-Ramond, expuesta en [10], la ligadura es satisfecha

trivialmente si suponemos un espacio de superficies [I1].
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En las teorias topoldgicas, la imposicién sobre los objetos geométricos que describen
la interaccion no es suficiente. El espacio fisico esta restringido por funcionales de on-
da que presentan una forma particular, la cual es facil encontrar en términos de objetos
geométricos. Numerosas teorias de campos de calibre topoldgicas han tomado ventaja de
la representaciéon geométrica para interpretar los resultados obtenidos. En [12], [13], se
presenta la forma que adquiere la ligadura topoldgica escrita en el espacio de caminos,
ademas de encontrar las restricciones que la misma impone sobre los funcionales de onda
que describen el espacio fisico. En [9], se explica en términos de funcionales dependien-
tes de caminos la autointeraccién de particulas cargadas no relativistas con el campo
de Chern-Simons. Esto demuestra la gran utilidad que reside, tanto en el estudio de las
teorias de calibre, como en la teoria de las representaciones geométricas, para describir
fenémenos que ain hoy en dia son de gran interés para la fisica, teniendo numerosas
aplicaciones tanto experimentales como teoricas. Por ello, el presente trabajo utiliza estas
herramientas para describir las interacciones consideradas en el mismo. Nuestro trabajo

esta estructurado de la siguiente forma:

Primeramente, estudiamos y desarrollamos la cuantizacion de teorias de Campos de
Calibre (topolégicas y no topolégicas) en el contexto de las representaciones de caminos y
ciclos (o sus generalizaciones). En el primer capitulo de este trabajo presentamos un breve
resumen del método de cuantizacién de Dirac [14], el cual generaliza el proceso canénico
éstandar al considerar sistemas singulares, es decir, sistemas donde existen dependencias
funcionales entre las coordenadas generalizadas que impiden obtener las velocidades en
términos de los momentos conjugados. Presentamos los casos de sistemas con ligaduras
o vinculos tanto de primera clase como de segunda clase, exponiendo por separado los

pasos a seguir en cada caso para concretar la cuantizacion.

Posteriormente revisamos el estudio de las representaciones geométricas, haciendo
énfasis en el grupo de caminos, el grupo de ciclos, y el grupo de superficies. En cada
caso, presentamos la forma en que se define el producto entre los elementos geométricos
a tratar, para que dicho espacio constituya un grupo. Presentamos los operadores perti-
nentes y relaciones fundamentales que cumplen los mismos en dichos espacios. Con esto
asentamos las bases para el estudio de las teorias de campos de calibre en el marco de la

representacion geométrica.

En el capitulo 3, presentamos el estudio de teorias de campos de calibre no topoldgicas,

enfocandonos inicialmente en la interaccion de una particula cargada no relativista con
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el campo de Maxwell en 3 4+ 1 dimensiones [9]. Presentamos la cuantizacién por medio
del método de Dirac y la representacion en el espacio de caminos. Exponemos la forma
que toma el momento covariante de la particula en dicha representacion, el cual se corres-
ponde con el operador diferencial introducido por Mandelstam en [I], asi como la forma
en la cual se escribe la ligadura. Para que la realizacién sea consistente, la posicién de
la particula debe coincidir con uno de los extremos de los tramos de camino, que “emer-
gen” o “arriban” a la particula, ademas de exigir la cuantizacion de la constante de acoplo

o carga q. Esto proporciona un esquema de lineas de Faraday para describir la interaccion.

A modo de generalizacién del caso anterior, consideramos ahora la interaccién de
un objeto material extendido. Presentamos la interacciéon entre una cuerda cerrada no
relativista con el campo de Kalb-Ramond. Siguiendo el mismo esquema, realizamos la
cuantizacion por el método de Dirac, y la posterior representacion en el espacio de su-
perficies, donde, en analogia al caso anterior, se observa que la realizaciéon del momento
covariante de la cuerda es una generalizacion del operador de Mandelstam, ademas de
observar que la ligadura obtenida queda resuelta de forma inmediata si se exige que la
frontera de los manojos u hojas de superficie coincidan con la “posicion” de la cuerda. De
nuevo, la realizacion es consistente cuando la constante de acoplo o carga de la cuerda ¢
este cuantizada, es decir, que sea un entero n del valor de la carga fundamental de Kalb-

Ramond, proporcionando un esquema de “superficies de Faraday”.

En el capitulo 4 introducimos el estudio de teorias de campos de calibre topoldgicas.
Presentamos, a modo introductorio, la Teoria de Chern-Simons en 2 + 1 dimensiones, en-
focandonos en diferentes métodos para realizar la cuantizacién de la misma. Presentamos
tres métodos de cuantizacion; el método de Dirac usual, otro donde se consideran desde el
inicio ciertas cantidades como multiplicadores de Lagrange, sustentado en el hecho de que
dichas cantidades no poseen dindmica alguna, y por ultimo, el método propuesto en [15]
por R. Jackiw, que permite obtener los resultados encontrados por el método de Dirac de
una forma directa, al obtener las relaciones de conmutacién y el hamiltoniano de manera
inmediata, y obteniendo los vinculos de la teorfa sin necesidad de clasificarlos en vinculos
de primera o segunda clase. Este método se puede utilizar siempre y cuando el lagrangiano

sea a lo sumo, lineal en las derivadas temporales.

En el capitulo 5, abordamos inicialmente la Teoria Topoldgica Masiva, la cual consta
de un término de campo electromagnetico sumado a un término tipo Chern-Simons libre.

Se realizé la cuantizacion, y se procedio a representar las cantidades de interes en el es-
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pacio de caminos. Se observa que, a diferencia de las teorias anteriormente estudiadas, la
ligadura no se resuelve de forma directa con la exigencias antes mencionadas (cuantiza-
cién de la constante de acoplo y la coincidencia de los extremos o fronteras de los objetos
geométricos con la posicién de la materia). La ligadura impone restricciones sobre los
funcionales de onda que describen al espacio fisico. Esta caracteristica es intrinseca a las
teorias de caracter topologico. En esta seccion presentamos el método general propuesto
en [I3] para encontrar los funcionales de onda que satisfacen este tipo de ligaduras, donde
se proporciona la forma general que tendran dichos funcionales, para luego ser obtenidos

explicitamente al resolver la ligadura.

Posteriormente, y como modo preparativo para la tiltima seccién del trabajo, estudia-
mos la interaccion topoldgica entre una particula cargada no relativista con el campo de
Chern-Simons. Luego de la correspondiente cuantizacién, consideramos una realizacion en
el espacio de caminos, obteniendo que el momento covariante de la particula contiene un
término que corresponde al operador de Mandelstam sumado a un término que explica
como deben trasladarse los tramos de camino atados a las particulas en orden de preser-
var la invariancia de calibre. Por otro lado, se expone que, al ser la ligadura de caracter
topoldgico, no resulta suficiente exigir la cuantizacién de la carga. Se obtienen imposi-
ciones sobre los funcionales de onda fisicos, las cuales encontramos de forma analoga al
caso TM. Veremos que la interaccién esté descrita en términos geométricos, por el angulo
subtendido por tramos de camino medidos desde uno de los puntos extremos de dichos

tramos, estando el otro extremo “ocupado” por la particula.

Por 1ltimo, y como objetivo principal del trabajo, presentamos la interaccién entre
dos particulas cargadas, no relativistas, mediada a través de un campo BF en 2+ 1 dimen-
siones. Realizamos la cuantizacién canodnica y la posterior representaciéon en el espacio de
caminos. Se muestra que el momento covariante de ambas particulas concuerda, al igual
que para otras teorias estudiadas, con el operador diferencial de Mandelstam. Ademas,
surgen dos ligaduras, siendo una analoga al caso de Maxwell con particulas, y la otra de
naturaleza topoldgica. Para resolver dicha ligadura, las imposiciones presentes sobre los
funcionales de onda son similares a los casos anteriores. Sin embargo, en constraste con la
teoria de autointeraccién de Chern-Simons con particula masiva cargada, la interaccién
viene descrita en términos del angulo subtendido por tramos de caminos, los cuales estan
“atados” a una de las particulas, medidos esta vez, desde la posicion de la otra particula,
que se encuentra “sola”. Esto elimina los problemas de autointeraccion o de auto-angulo

que pueden ser complicados de resolver, como ocurre en teoria de autointeraccion entre
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campos de Chern-Simons con particulas cargadas no relativistas.




Capitulo 2

Método de Cuantizacion de Dirac
para Campos de Calibre y la Teoria

de las Representaciones Geomeétricas

El método de cuantizacién de Dirac, atin hoy en dia, representa uno de los métodos mas
factibles para realizar el estudio de un sistema fisico, inicialmente clasico, en el marco de
la teorfa cuantica. El mismo constituye una herramienta directa y precisa, que generaliza
el tratamiento candnico clasico para el caso de lagrangeanos singulares. Por otra parte, la
Teoria de Representaciones Geométricas permite un enfoque elegante para el tratamiento
de las teorias de calibre, ya que permite describir un sistema fisico en términos de objetos
geométricos (curvas y superficies). En particular, representa una forma interesante y muy
util para escribir y resolver las ligaduras que se presentan al tratar teorias de campos de
calibre. A continuacién, presentaremos una breve introduccién a ambos formalismos, ya

que en ellos se basa la idea central de nuestro trabajo.

2.1. Meétodo de Cuantizacion de Dirac

Es bien conocido que la formulaciéon candnica estandar constituye una herramienta
esencial para el estudio de la dinamica de un sistema fisico, siempre y cuando, el lagran-
geano a estudiar no presente ningin tipo de singularidades. En el caso de un lagrangeano
singular, es decir, cuando el determinante de la matriz Hessiana es nulo:

2
6.L. =0, (2.1)
04iq;

la formulacién canénica usual presenta dificultades. El método presentado por Dirac (cita)

det

también parte de la formulaciéon Hamiltoniana, pero se diferencia del método estandar en
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el hecho de que no exige la no singularidad del lagrangeano mencionado, representando asi
una generalizacién del mismo. Por simplicidad, trabajaremos con una teoria dinamica con
un numero finito de grados de libertad. Luego, la generalizacion a sistemas con infinitos
grados de libertad (campos), es muy sencilla de obtener de manera formal. Cuando el
lagrangeano es singular, en general, existen dependencias funcionales entre las velocidades
y los momentos que no permite obtener las velocidades de forma sencilla, de hecho, en

este caso, existen un nimero de relaciones del tipo:
¢m(q,p) =0 conm=1,....M (2.2)

que relacionan a las variables dindmicas de la teoria. A las ¢,, se les llama vinculos o

ligaduras primarias. Consideremos ahora la cantidad:
H=pi— L, . (23
94

la variacién funcional de esta cantidad respecto a las coordenadas ¢ y p sera entonces:

6(pqg — L) = dpq — (%) dq, (2.4)

es decir, las variaciones solo ocurren en ¢ y p, estando las mismas restringidas por las
relaciones (2.2). A (2.3)) se le llama Hamiltoniano Candnico, sin embargo, éste no esta
definido de forma tinica, ya que cualquier combinacion linear de las ¢,, puede ser agregada.

Entonces, podemos introducir la cantidad:
H* = H + o, (2.5)

donde los u,, representan multiplicadores de Lagrange (coeficientes que en general, son
funciones de ¢, p y el tiempo). Este H*, con la salvedad de que no es tnico, es tan bueno
para describir la teoria, como H. La aplicacion del método variacional a H*, permite

deducir las ecuaciones de movimiento:

OH 04,
. OH 0P,

__OH 2.
b = 0. (2.8)

las cuales describen la evolucién dinamica del sistema con ligaduras. Con la introduccion

de los corchetes de Poisson, definidos como:
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(donde f y g son funciones de las coordenadas ¢ y p), las ecuaciones de movimiento pueden

ser escritas de la siguiente manera:

¢={q¢.H}, (2.9)
p={p.H}, (2.10)
¢m(q,p) =0, (2.11)

donde (&) representa una igualdad débil, es decir, ¢,,, aun estando restringida a ser
cero, presenta corchetes de Poisson no nulos con las variables canénicas, por lo tanto, se
igualara a cero luego de calculados dichos corchetes. Para que las ecuaciones de movimiento
describan la evolucion dinamica del sistema, y sean consistentes, es necesario exigir que

las ligaduras o vinculos se preserven en el tiempo,

Qbm(q’p) = {Cbm, H*} ~ 0, (2.12)

es decir, que no presenten dindmica alguna. Esta exigencia, siempre y cuando el lagran-
geano no conlleve a inconsistencias en las ecuaciones de movimiento, establece tres tipos

de casos a tratar:

1. Se obtienen relaciones del tipo 0 = 0. La ecuacion resultante de la preservacién en

el tiempo se satisface idénticamente, con ayuda de los vinculos primarios.
2. Se obtienen relaciones independientes de los u,,, es decir, del tipo:

xk(g,p) =0 conk=1,...,K.

3. Se obtiene relaciones para los coeficientes u,,, del tipo:
Um = um(Qa p)

En el primer caso, no se obtiene mas informacion relevante de la proporcionada an-
teriormente por el método, y entonces el proceso culmina. Si se obtiene el caso (3), las
relaciones obtenidas para los coeficientes puede ser sustituidas en H* para determinar
las ecuaciones de movimiento. En caso de obtener el caso (2), las xj representan nuevas
ligaduras de la teoria, llamadas ligaduras secundarias, y las mismas, imponen nuevas re-

laciones de consistencia al exigirles que se preserven en el tiempo débilmente, es decir:

Xk = 0.

Se debe entonces repetir el proceso anteriormente mencionado hasta obtener un con-

junto de ligaduras secundarias mas un nimero de relaciones para las coeficientes u,,. En
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resumen, siempre que las sucesivas condiciones de consistencia conlleven al caso (2), se
debe repetir el proceso, culminando el mismo solo al obtener (1) o (3). El hecho de que
existan ligaduras secundarias, no implica un tratamiento diferente de las primarias, la
unica diferencia entre ambas es que unas son obtenidas como consecuencia del calculo de
los momentos conjugados (primarias), mientras que las otras (secundarias), se obtienen,
utilizando a su vez, las ecuaciones de movimiento. Es conveniente entonces, definir todas

las ligaduras obtenidas como el conjunto:
¢s(q,p) =0 cons=1,... MM+1,.. M+ K=S5,

donde las ligaduras primarias son desde s = 1 hasta s = M, y las restantes son llama-
das secundarias, las cuales son obtenidas al realizar el procedimiento de preservacion y el

posterior andlisis de los casos antes mencionados.

Existe una clasificacién para las ligaduras que resulta mas relevante para el método
de Dirac que la clasificacion en primarias o secundarias, la cual consiste en clasificarlas

en ligaduras de primera o segunda clase. Supongamos cualquier variable dinamica

R = R(q,p),

se establece que R es de primera clase si cumple con:
R, ¢s] = 0 cons=1,...,8, (2.13)

en caso contrario, R es de segunda clase. Entonces, una ligadura que cumpla con la
condicién (1.13), serd llamada de primera clase, en caso contrario, serd de segunda clase,
no siendo reelevante el hecho de que sea primaria o secundaria.

Con lo anterior expuesto, se termina la generalizacion del método clasico para el trata-
miento de sistemas donde el lagrangeano es singular. En orden de realizar la consecuente
cuantizacion del sistema a tratar, es importante diferenciar si el sistema presenta ligaduras
de primera clase o ligaduras de segunda clase, ya que ambos caso difieren notablemente

en el tratamiento.

2.1.1. Cuantizacién canodnica de Dirac para sistemas con ligadu-

ras de primera clase.

En este caso, el procedimiento es directo, se prescribe:
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1. Las variables candnicas pasan a ser operadores en el espacio de Hilbert correspon-

diente a la teoria:
q — qA’
p — P

2. Los corchetes de Poisson entre las variables candnicas se convierten en relaciones de

conmutacion entre operadores, es decir:

{0 ==l ]

siendo el corchete fundamental:
[inaﬁj] = Zézg

3. Los funcionales de onda fisicos son aquellos que cumplen con las condiciones im-

puestas por las ligaduras, esto es:
¢s(¢,p) [¥) = 0.
4. La evolucién temporal del sistema esta determinada por la ecuacién de Schrodinger:
0 N
I =H 1Y) .

Por tltimo, se hace corresponder con operadores, a cada objeto de primera clase obte-
nido mediante este analisis. Dicho operador es llamado observable en el sentido de Dirac,

y los mismos deben cumplir con:

(0, ¢4] 1) ~ 0,

es decir, deben conmutar con las ligaduras de primera clase, por lo tanto son clasificados

como objetos invariantes de calibre.

2.1.2. Cuantizacién candnica de Dirac para sistemas con ligadu-

ras de segunda clase.

La existencia de ligaduras de segunda clase indica que en la teoria existen grados de
libertad adicionales que no son de interés fisico, es necesario entonces redefinir los corchetes
de Poisson. Dirac en [14], propuso una generalizacién, la cual es denominada Corchetes

de Dirac. A continuacién se expondra someramente el procedimiento para obtenerlos.
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Para sistemas con un numero finito de grados de libertad, los corchetes de Dirac se

definen como:
{AvB}D = {AvB} - {A7¢s}(oss’>_l{¢s’:B}a (2'14>

donde A y B son variables dinamicas del sistema, ¢, las ligaduras de segunda clase de la

teorfa, y (Css) ™! es la inversa de la matriz:

Cssr = {¢S7 ¢S'}7

la cual es antisimétrica y tiene determinante distinto de cero, asegurando su invertibilidad.

Al obtener los corchetes de Dirac, el proceso de cuantizacion prescribe los siguientes pasos:
1. Se igualan fuertemente a cero las ligaduras de segunda clase.
2. Las variables candnicas pasan a ser operadores en el espacio de Hilbert.
g — q

p — D

3. Los corchetes de Dirac entre las variables candnicas se convierten en relaciones de

conmutadores entre operadores.
{. ¥y — -~ .1
siendo el conmutador fundamental:
[Gi, 5] = idi;.

4. Los funcionales de onda fisicos son los que cumplen con las condiciones impuestas

por las ligaduras, es decir
54, 9) [¥) =0,

donde es de importancia destacar que las ¢, son las ligaduras de primera clase, ya
que las de segunda clase se colocan como fuertemente cero, tal como lo indica el

paso 1.

5. Laevolucién temporal del sistema esta determinada por la ecuacién de Schrondinger:

0 N
i ) = H 1)
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Todo lo expuesto anteriormente, constituye la generalizacién del método canodnico
clasico para lagrangeanos singulares, y expone el procedimiento a seguir para la cuan-
tizacion de un sistema fisico, ya sea con ligaduras de primera clase, o con ligaduras de
segunda clase. Es importante mencionar que la generalizacién de este procedimiento para
campos (sistemas continuos con infinitos grados de libertad) es directa, esto es, las varia-
bles candnicas dependen ahora una variable x, la cual es continua; se generaliza la nociéon
de derivada parcial a una derivada parcial funcional, y los lagrangeanos y hamiltonianos
corresponden ahora a la integral de una densidad (lagrangeana o hamiltoniana respecti-
vamente) en el espacio. En el presente trabajo trataremos con teorias de campos, siendo

numerosos los ejemplos de esta generalizacion.

2.2. Teoria de las Representaciones (zeométricas

Diversas teorias de calibre han encontrado una herramienta 1util en la representacion
geométrica para su cuantizacién. Esta herramienta proporciona una forma esquemaética
para resolver e intrepretar las ligaduras de calibre que surgen de forma inherente al cuan-
tizar una teoria de campos, ya que establece un esquema visual (en términos de objetos
geométricos) de las mismas. Desarrollaremos a manera de introduccién la formulacién
de caminos introducida originalmente en [16], enfocandonos solamente en el caso abe-
liano, principalmente por ser el caso de interés en el presente trabajo. Expondremos esta
teorfa guiados por los trabajos previos realizados por (citar Algebras Duales en 2 + 1
dimensiones y la Representacion de Caminos) y (tesis ernesto). Ademads, estudiaremos el
grupo de ciclos abeliano y el grupo de superficies abeliano, constituyendo estos tltimos

generalizaciones al grupo de caminos.

2.2.1. El grupo de Caminos Abeliano.

Es relevante comenzar la exposicién de la teoria de representacién de caminos reali-

zando algunas definiciones pertinentes.

Producto entre curvas

Consideremos el intervalo I = [0, 1] contenido en un espacio topolégico X. Sea v; :
I — X una trayectoria definida desde un punto a a un punto by v : I — X una

trayectoria definida desde el punto b a un punto c. Entonces, la composicién o producto
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entre las dos trayectorias v; y 72, denotado como 7, - 75 es la funcién definida por:

1(2s), si s O,%
(e = § € 03] (2.15)
72(2s — 1) si s € [3,1]

N |—=

donde s constituye un parametro utilizado para describir a las curvas. Como los casos
a tratar en el presente trabajo son mas generales (no estéan limitados a un espacio X),
consideraremos curvas pertenecientes a una variedad diferencial n-dimensional M,,, en
la cual se define al conjunto de curvas orientadas, suaves a trozos como P(M,). A los
elementos de este conjunto los denotaremos como 75, con « todos los puntos iniciales
y [ todos los puntos finales de los tramos continuos de . La definicién define
un producto entre los elementos P(M,,) tal que el resultado de esta operacién sea un
elemento perteneciente a M,,. Sin embargo, debido a no existir un elemento identidad
usando solo esta definicién, es necesario introducir un producto entre curvas distinto en
M, en orden de dotar a este conjunto de curvas de una estructura de grupo abeliano.

Para ello, definimos el objeto:
7@ = [ 45 - ) (2.16)
Y

conocido como factor de forma de la curva v o T-objeto de un indice (cita). Este objeto
extrae el vector tangente a la curva v en el punto 7, y el mismo es independiente de la
parametrizacién de la curva a tratar, siempre y cuando dicha parametrizacién preserve la

orientacion, es decir, se cumple:

por lo que, de ahora en adelante, se obviara la parametrizacién de la curva al escribir el
factor de forma. Habiendo definido el factor de forma, se puede establecer una relacion de
equivalencia R entre curvas. Se dice que dos curvas 7 y 7/, ambas pertenecientes a P(M,,),

son equivalentes si y solo si se cumple:
T'(Z,y) =T(,7) (v ~7)

es decir, si sus factores de forma son iguales. Esta relacion cumple con las siguientes

propiedades:

= Es reflexiva: v ~ ~
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» Essimétrica: vy~ = A ~7y
T(7,9) =T"(7.Y) = T'(&9)=T(7).
» Es transitiva: vy~ y 7/ ~ 4" = v ~ A"

TY(Z,7)=T"Z,) v TZ9)=T(T") = T =T7"").
Entonces, el conjunto de todas las curvas equivalentes descrito anteriormente define una
clase de equivalencia. Denominaremos a esta clase de equivalencia P(M,,), y a los elementos
de dicha clase de equivalencia los denotaremos como caminos, es decir, se entiende como
camino al conjunto de curvas suaves a trozo con el mismo factor de forma. Al ser los

caminos curvas equivalentes, el producto entre ellos se define de forma directa como la

composicion entre caminos, es decir,
] e Y1yl

donde [7] indica la clase de equivalencia a la que pertenece el elemento . Es facil ver, por

medio de la definicién de composicién de curvas, que este producto es abeliano, esto es:
(] @ [v2] = [ v2] = Do ] = el @ [l
siendo esta relacion sustentada por
T (&, 72) = T'(F, 92 )

Ademas, se asegura que el producto definido anteriormente, no depende del elemento
escogido como representante de cada clase de equivalencia, es decir, si sustituimos v y v/

por Yo v 7, se obtiene
ol ® [vo] = [vo- vl = - YT =l e [,

debido a que
TZ, 70 v5) = T(Z, v 7). (2.17)
Con esta definiciéon de producto entre clases de equivalencia, podemos comprobar que las

mismas constituyen un grupo, es decir, cumplen las siguientes condiciones:

= Clausura: Por la forma en que esta definido el producto, se cumple

[v] o [v] € P(M,).
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s Asociatividad: El hecho que la composicién de curvas sea una operacion dotada de

asociatividad, implica
(e (Ve ') =Dy ()] =1(v-7)A"T= (] e [V]) « ']

» Elemento Neutro: Definamos una curva constante v, € M,,. Dicha curva cumple con
la propiedad
] e 1wl = [yl = D,

es decir, dicha curva es el Elemento Identidad o Elemento Neutro [e] del grupo de
caminos abeliano. Es usual denotar con el nombre de arbol a todos los miembros de
la clase de equivalencia que cumpla con estas caracteristicas. Como consecuencia se
tiene que cada vez que se componga un camino con un arbol, el camino no presenta

cambios (permanece inalterado). Para un érbol se tiene:
TH(&,7,) = 0,

relacion que define completamente dicho concepto. Aunado a esto, se comprueba,
por medio de la relacion descrita arriba, que cualquier curva compuesta con su

inversa constituirda también un arbol, esto es:
if = 1y _
(%) =0,

debido a que el proceso de componer dos curvas con orientaciones contrarias, da
como resultado la cancelacién de las mismas. Se comprueba ademas, que [e] es
unico. Consideremos la existencia de un elemento [¢/] cuyo representante es la curva

¢’ € P(M,), tal que se cumpla
[€lel] =0 VyeP(M,),
lo cual implica:
T %, v e) =T (T, vv,) = T (& )=T(Z,,),

es decir, se comprueba, al tener los mismos factores de forma, que [¢/] = [7,], es

decir, €’ y v, son equivalentes, demostrando asi la unicidad del elemento neutro.

1 -1

» Elemento Inverso: consideremos el elemento [y] ™! tal que [y]e[y]™* = [y] ' eo[y] = [e].
Este elemento serd la clase de equivalencia de la curva 7, trazada con orientacion

inversa a la curva . De hecho, se comprueba:
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Entonces, con todas las caracteristicas presentadas, podemos asegurar que el producto

definido entre clases de equivalencia dota a P(M,,) de una estructura de grupo abeliano.

Por su utilidad a lo largo de todo el trabajo, es conveniente presentar que significado

tiene la divergencia del factor de forma:
0T (5.) =~ [ ay/ols"(@ ) = ~p(a ), (2.15)
definida como la distribucién de extremos de camino
p(E, ) = D (0"(F = fy) — 0"(F — ). (2.19)

Dicha distribucion tiene soporte en los bordes de los tramos de camino 07, diferenciado

los puntos iniciales y finales por a, y s respectivamente.

Derivacién y operadores derivativos en la formulacion de caminos.

Debido a su caracteristica de grupo, es posible definir ciertos operadores de derivacién
en el espacio de caminos, los cuales actian sobre funcionales de onda dependientes de

dichos caminos. Consideremos funcionales de onda complejos:

P(y)eC P(My) 37,

de forma tal que ellos representan las funciones de onda correspondientes a los estados
fisicos. Consideremos el cambio experimentado por () cuando se modifica el camino -,
entendiéndose dicha modificaciéon como la composicién de vy con un camino que es infini-
tesimal. Sea este camino infinitesimal uz, el cual tiene como extremo inicial el punto 'y
su extremo final esta desplazado infinitesimalmente segin la direccién del vector tangente
i, es decir, el camino denotado como uZ*. Entonces, el efecto de esta modificacién sobre

los funcionales () seré:

Yy o uz) = ¥(7) + u'di(T)¥(7).

Esta relacién define la derivada de caminos d;(Z), que consiste en el generador infinitesimal
de las deformaciones de camino v al agregar nuevos tramos a los mismos. Este operador
derivativo actia sobre cualquier funcional definido en el espacio de caminos; en particular,
es de interés ver como es la acciéon del mismo sobre el factor de forma:

T'(@yeug) = [ 5T H) =T ) + i@ -

youy

= ()T (&, ) = 80" (% — 7). (2.20)
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2.2.2. Generalizaciones del grupo de caminos. Grupos de Ciclos

y Grupo de Superficies.
Grupo de ciclos.

El grupo de caminos abeliano contiene un subgrupo constituido por el subconjuto de
curvas cerradas. Es denominado el grupo de ciclos abeliano, y si bien cumple con todas
las propiedades y definiciones estudiadas para el grupo de caminos, esto es, el concepto
de curva orientada y sus propiedades, la definicion de factor de forma y del producto
entre curvas; es necesario definir de manera analoga una derivada de ciclos, que consiste
en agregar a un camino dado un camino cerrado o ciclo infinitesimal. En este caso, el
incremento se denota como el ciclo 0C' = uz ® vz 7 ® Uz z. 7 ® Vzyg, €l cual delimita el
borde de un 4rea infinitesimal o, de elemento de 4drea o = u‘v? — u/v?, generada por los
vectores u y vU. Esta variacion infinitesimal, actuando sobre los funcionales de onda, da

como resultado:

Yy #60) ~4(3) = Z0UAL (@),

relacién que define la derivada de ciclo A;;(Z), la cual se relaciona con la derivada de

caminos de siguiente manera:

Ay (T) = 0:6;(F) — 0;0:(). (2.21)

Grupo de Superficies.

De manera similar a la descrita para definir el grupo de caminos y el subgrupo de
ciclos, podemos definir grupos para estructuras geométricas p-dimensionales (cita). En
particular, para p=2, es decir, para una estructura 2-dimensional, podemos definir el gru-
po de superficies, siendo posible realizar el estudio de forma completamente andloga, es
decir, podemos dotar a este nuevo grupo de una estructura similar al factor de forma,
de un producto entre sus elementos, y de ciertos operadores derivativos convenientes, los

cuales actian ahora sobre funcionales de ondas dependientes de superficies.

Consideremos el espacio de pedazos de superficies suaves (la aplicacién de los reales a
la variedad es continua) y orientadas en R*. Entonces, una aplicacién [0, 1] x [0, 1] — M,,,
tal que:
[0,1] x [0,1] 5 (s,t) — X(s,t) € M,

contiene todos los puntos de una superficie ¥ (s y t son pardmetros para describir a la
superficie). Un elemento de este espacio serd la unién de varios pedazos de superficies,

incluyendo aquellas que son cerradas. Se denotan a dichos elementos por Y. Se entiende
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como producto en este espacio o variedad, a la composicién de superficies (de manera
analoga al producto de curvas). También es 1til generalizar el concepto de factor de
forma:
T4 (x,%) = /E dxi6® (7 — ), (2.22)
con o S
WO 00
ds Ot ot Os

Este factor de forma o T objeto de dos indices, define una relaciéon de equivalencia entre

superficies, es decir, sean Y1 y Yo dos superficies, entonces 1 ~ 5 si y solo si
T(2,%) = T (x,%,),

siendo importante aclarar que al igual que para curvas, esta relacion no depende de la
parametrizacién dada a las superficies. De esta forma, es posible establecer una clase
de equivalencia de superficies [¥]. Entonces, la composicién de superficies, aunada a la
relaciéon de equivalencia definida, definen un producto entre clases de equivalencias de
superficie que tiene la estructura de un grupo abeliano. El grupo obtenido es llamado el

Grupo de Superficies Abiertas.

Consideremos funcionales de onda en el espacio de superficies abiertas ¢(X) y veamos
el cambio que experimentan cuando modificamos su argumento “pegando” un elemento

de superficie de 4rea infinitesimal o/, en el punto x. Entonces, la relacién:
D(0 @ %) — (%) = 0V d,(2) Y (%), (2.23)

define la derivada de superficies abiertas d;;, siendo ¢ = w'v/ — v/u’ el elemento de
superficie generado por los vectores @ y . De forma similar a la derivada de ciclos para
el caso del grupo de caminos, (entendiéndose ciclo como un camino cerrado), podemos

definir una derivada de superficies cerradas Ay,
P(0X o %) — (%) = VIFA 1 (2)(D), (2.24)

teniendo como efecto agregar un cubo infinitesimal de volumen V¥* (generado por los
vectores infinitesimales @, ¥ y ), al argumento de 9 (X). La relacién existente entre ¢;;
y Ajjr (andloga a la relacién establecida entre la derivada de caminos y la derivada de
ciclos) esta definida por:

Aiji = 005 + 0;0k; + 0r0i5. (2.25)
De manera conveniente e ilustrativa, veamos como acttia la derivada de superficies abierta

sobre el T-objeto de dos indices:

L . 1 -
5 (B)TH(F,5) = (080 — 5155)5 (7 - ) (226)
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Veamos también que significado tiene la divergencia de T%, esto es:
0T (%,%) = —T(&,0%), (2.27)

donde 0Y representa la frontera de la superficie 3, es decir, la divergencia del T objeto
de dos indices es una distribucién de curvas. Esta distribucién de curvas coincide con el

factor de forma de caminos evaluado justo donde se encuentra la frontera de 3.

Por tltimo, es importante recalcar que la contraccion €, 7% (7, ¥) produce una distri-
bucién de normales con soporte en la superficie, ya que la cantidad €;;,d>,"” proporciona
el vector normal a la superficie en el punto ¢, siendo esta totalmente andloga a la distri-

bucién de puntos extremos para el caso de caminos.

Con esto damos por concluida esta breve introduccién al método de cuantizacion de
Dirac, y la teoria de Representaciones Geométricas. En los sucesivos capitulos, daremos
varios ejemplos del uso del formalismo de Dirac para cuantizar teorias de calibre, y de como
las representaciones geométricas constituyen un método 1til para facilitar la resolucion

de sistemas con ligaduras tanto no topoldgicas, como topoldgicas.




Capitulo 3

Teorias de campos de calibre no

topoldgicas.

El método de cuantizacién de Dirac constituye una herramienta de gran importancia
para el estudio de sistemas fisicos de calibre, el mismo permite pasar del caso clasico,
al caso cuantico, evitando las dificultades presentes en otros métodos utilizados. A su
vez, la teoria de representaciones geométricas se ha utilizado en las teorias de calibre ya
que permite expresar los funcionales de onda en términos de elementos pertenecientes
al espacio de caminos o superficies. De esta forma, es posible imponer las ligaduras o
vinculos sobre dichos funcionales de forma geométrica, lo cual, proporciona un enfoque
practico y elegante. En el caso de las teorias no topoldgicas, se obtiene que la restricciones
obtenidas para la resolucion de las ligaduras estan impuestas solamente sobre la forma de

los caminos (o superficies) que son argumento de los funcionales de onda.

A modo introductorio al trabajo posterior a realizar, y de forma ilustrativa tanto de la
aplicacion del Método de cuantizacién de Dirac, como de la teoria de las representaciones
geométricas, estudiaremos dos interacciones de gran interés e importancia. Se realiza un
analisis para la interaccion de particulas no relativistas interaccionando con un campo
de Maxwell y para la teoria de interaccién de una cuerda cerrada no relativista a traves
de un campo de Kalb-Ramond. En ambos casos se utiliza la representacién geométrica
(de caminos y de superficies respectivamente), para la resolucién de las ligaduras, y se
observa que las restricciones son impuestas solo en la forma de los caminos (o superficies)
y no sobre los funcionales de onda, presentando una visién de “lineas (o superficies) de
Faraday”, asi como la imposiciéon de la cuantizacién de las constantes de acoplo en cada

caso.
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3.1. Particulas cargadas no relativistas interaccionan-

do con un campo de Maxwell.

Consideremos una particula no relativista con carga ¢, interaccionando a través de un

campo de Maxwell. Esta interaccion esta descrita por la accion:

1 , 1
5= / at gm(Y — / dhz (3,0 F o (7, 1) — / da @A, (3.1)
siendo
F,uzz = a,qux - al/A,LH (32>
el tensor electromagnético y
" = que* (T —T), (3.3)

la corriente generalizada, con v* = (1,7). Haciendo uso de 1) podemos reescribir:

S = /dt erQ — eqrt Ay (7, 1) — eqAo(T, t)} — i/d‘le“”(f, t) (7, 1), (3.4)

donde se ha utilizado

AT t) = /deég(f— ) A (Z, ). (3.5)
Luego de realizar la descomposicion en 3 4+ 1 dimensiones obtenemos el lagrangeano:
1 , 1 , 1 g

En orden de realizar el analisis canénico de la teoria, obtenemos el conjunto de momentos

conjugados, esto es:
TU(Z) = A;i(Z) — 9;40(7), (3.7)
pi = mit — eqA;(T,t). (3.8)

Cabe destacar que (3.7) v (3.8]) permiten despejar las velocidades, por lo tanto, no cons-

tituyen ligaduras de la teoria, esto es:

-0

1 . ,

= p” [
Realizando la transformada de Legendre, y luego de algunos cdlculos sencillos, se obtiene

el Hamiltoniano:
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donde se ha usado 77" = |E|? y B = —i¢,.F. Sl no poseer dindmica alguna, observamos
21 )

que Ay se comporta como un multlipicador de Lagrange, entonces reconocemos que:
(%) = 0;(T)7" (¥) — eqd*(F — 7) =~ 0 (3.10)

representa un vinculo de la teoria, y de su posterior preservaciéon no se obtienen nuevas
ligaduras. Ademads, () resulta ser de primera clase, con lo cual el proceso de cuantizacién

canonica es el usual:

Las variables candnicas pasan a ser operadores en algin espacio de Hilbert:

A7) — A(), (F) — 7(D),

i )

pi — Dis ro— .

Se remplazan los corchetes de Poisson por los conmutadores:

{A@), T ()} —  i[A@), 7 ()] = i6]6°(& - ),

{Ti,pj} — Z[fl,]a]] = Z(S;

El espacio fisico esta constituido por los funcionales que satisfacen las relaciones:

¢(7) |[¢) = 0 p(D)Y = [0:(T)7" (%) — eqd®(T — 7)] [y) = 0.

La evolucion temporal del sistema esta descrita por la ecuacion de Schrodinger:

d
H =1—
) =i )
donde
Lo B |BP
H= '+ eqA; ’ :
2m[p + eq Z(r,tﬂ —|—/d:v( 5 + 5
Los observables en el sentido de Dirac se obtienen de calcular [O(Z), ¢5(7)] = 0, en

nuestro caso, se comprueba que el campo eléctrico E?, el campo magnético B?, la posicién
de la particula 7 y su momento covariante p; + eqA;(7,t) constituyen el conjunto de
observables. Culminado el proceso de cuantizacion, procedemos a proponer una realizacion

en el espacio de caminos que permita resolver las ligaduras obtenidas y que a su vez cumpla
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con el dlgebra de observables. Veamos que al realizar:

A(@)  — Sa(@), (3.11)
mi(Z) —  eTYT,), (3.12)
By — =0y, (3.13)
P (3.14)
0
b —i— 1
Di — Z(’?r” (3 5)

el algebra de observables se preserva, es decir, con la representacién de caminos escogida

se cumple:

A, #100) = | 28,0, vio)
— 18— D), (3.16)
7,51 = [rh—igys ] )
= zézw(v) (3.17)

Procedamos ahora a realizar (3.10) en la representacion escogida. Entonces:

(@)p(y) = 0 = [e0i(Z)T"(Z,~) — eqd*(T — 7)]yp(v) = 0, (3.18)

la cual, utilizando ([2.18)), se reescribe de la forma:

(62[63@ —d) — 0@ — By)] — ¢8* (7 — F)) ¥(y) = 0. (3.19)

Se observa que la ligadura queda completamente resuelta cuando, se exige que la
posicién 7 de la particula coincida con alguno de los puntos extremos de los tramos de
camino, ademas de exigir que la carga ¢ sea un multiplo entero de la constante de acoplo
e, (¢ = ne). Se obtiene entonces n tramos de camino (correspondientes con el multiplo de

e) donde se presentan dos casos:
1. Para n > 0, entonces se tiene que:
6T — ) — 6%(F — ) = nd*(& - 7),

lo que implica que los tramos de camino empiezan justamente en la posicion de la

particula (&, = 7), y terminan en el infinito (5, — co).
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2. Para n < 0, la situacion es la siguiente:
87 — @) — (7 — ) = —nd¥ (@ - ),

con lo cual, podemos establecer que los tramos de camino comienzan en el infinito

(& — 00) y finalizan (entran) en la posicién de la particula (7= 3;).

Entonces, se establece un esquema donde los n tramos caminos se interpretan como
lineas de Faraday, las cuales salen de las particulas y terminan en el infinito si n es posi-
tiva, y vienen del infinito y terminan en la posicién de la particula si n es negativa. Cabe
destacar que la representacion de caminos utilizada en la resolucién de esta ligadura no
admite multiplos semi-enteros de la constante e, es decir, cada particula emite (o absorbe)

n lineas de Faraday con valor e.

Por ultimo, mostraremos que en efecto, esta realizacion mantiene la invariancia de
calibre de la teoria. Por medio de las relaciones de conmutacién, es directo observar que
tanto el campo eléctrico, como el magnético, al cumplir el algebra de la teoria, preservan
la invariancia de calibre. Veamos que sucede en el caso del momento covariante. En la
realizacion escogida, el momento covariante tiene la forma:

bt g OWG) =il o) v, (3.20)

0, escrito de manera compacta:
—1Di(F)P(7), (3.21)

donde D;(7) coincide con el operador diferencial introduccido por Mandelstam en [I]. El
efecto de esta derivada de Mandelstam sobre los funcionales de onda tiene una inter-
pretacion geométrica de gran importancia. En esta representacién, las particulas estan

etiquetadas por puntos en el espacio (la posicién 7), y los campos por caminos abiertos.

o)
Ori)

tramos de camino atados a dichas particulas son desplazados simultaneamente por medio

El operador de Mandelstam desplaza a las particulas por medio de mientras que los

de la derivada de caminos 6;(Z), es decir, D;(7) mide el cambio cuando tanto las particulas
como sus tramos de camino asociados son desplazados infinitesimalmente. La forma en

que actuia el operador de Mandelstam nos permite expresar los funcionales de onda como

b(y) = Py 1),

donde la dependencia de caminos y de las posiciones de las particulas esta expresada de

forma explicita.
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En conclusién, se observa que la representacién de caminos describe la interaccién
entre particulas cargadas con un campo de Maxwell como una representacion de lineas
de Faraday, donde la carga de las particulas necesariamente esta cuantizada, siendo e la
unidad fundamental de carga que, en este contexto, es la unidad de flujo eléctrico llevada

por cada linea.

3.2. Cuerda cerrada en autointeraccion con campo
de Kalb-Ramond.

Consideremos ahora la generalizacién del estudio de la interaccién de particulas car-
gadas con un campo de Maxwell, estudiando ahora un objeto extendido, es decir una
cuerda, no relativista y cargada (esto es, presenta una constante de acoplo anédloga a la
carga eléctrica). Al igual que en el caso de Maxwell con particulas, trabajaremos bajo la
condicién de acoplo minimal, es decir, la cuerda considerada ahora interacciona con el
campo a través de un potencial, que ahora es de cardcter antisimetrico y tensorial B,,.
Este potencial tensor es el indicado para describir el acoplo con la corriente j# de la cuer-
da. Recordando el caso de particulas puntuales, donde se presenta un tensor de campo
electromégnetico F),,, se hace la analogia para el caso de cuerda, esto es, se hara uso del
tensor completamente antisimetrico de 3 indices H,,,\. Esta aproximacién es descrita por
[10], y la misma serd seguida de cerca para el desarrollo de esta parte de nuestro trabajo.
Procedamos entonces al estudio candnico para luego aplicar el Método de cuantizacién de

Dirac. La teoria esta descrita por la accién:

1 , ~ 1
"o /d4x HoH" + %/dt/da (2" = 2"+ 5 / d*z j* B,,, (3.22)

donde el campo de Kalb-Ramond H,, y el potencial B, estan relacionados mediante:

S:

Hul/)\ = 38[#B1/)\} = 8MBV)\ + a)\B/UJ + al/B)\M7 (323)

con B, = —B,,. Se observa también que la accién contiene un término cinético para
la cuerda, donde 2(t,0) representan las coordenadas espaciales de la misma, dadas en
términos del tiempo t y el parametro o que especifica la longitud de la cuerda. Indicaremos
por puntos a las derivadas temporales de estas coordenadas y por primas a las derivadas
correspondientes al pardmetro o. El término restante considera el acoplo mininal entre la
cuerda y el potencial de Kalb-Ramond, a través de la corriente de la misma. Esta corriente

esta descrita mediante:

J(Z ) = gb/dt/da[é“z'y — VMo E - 2), (3.24)
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donde ¢ representa la constante de acople de la cuerda. Ademas, es importante mencionar
que las constantes g y « representan la “masa” del campo de Kalb-Ramond y la tension
de la cuerda respectivamente. Haciendo uso de (3.24}), podemos reescribir el término de

acoplo como:

Sint = g/dt/do[z'“z’y — 22" B, (2) = ¢/dt/daé“z’”BW(z).

Considerando la métrica 7, = (+, —, —, —), al realizar la descomposicién en 3+ 1 dimen-

siones y luego de algunos calculos, la accién se reescribe como:

1 1 . 2
S = /d4x {@Hijk[—[ijk T ig? (Bij + 0; By — @Bog') }

+ / do |5 ()7 = (2")2) + 6227 By(2) — 62" Bui(2)] (3.25)

En orden de aplicar el Método de Cuantizaciéon de Dirac, procedamos a definir los mo-

mentos conjugados, para luego calcular el hamiltoniano. Estos momentos seran:
pilo) = azi(0) + ¢By(2)2", (3.26)
. 1 .
71'1] (f) = —2—92[Bij + 8]-301- — &Boj], (327)

donde ([3.26)) y (3.27) permiten obtener las velocidades en términos de las coordenadas,

es decir:

o) = é[pi(a)—¢Bij(z)z/j(J)], (3.28)

Bij = —2927Tij —|— ajB()z‘ — &Boj (329)

Haciendo uso de lo anterior, definimos el hamiltoniano Hy como:

Hy = /d3x [—92#7#7 —

1 . 2
sttt + [ dos (Pio) - 022 (@)B,(2)

+ / da%(z’j)2+ / dPx [20,117(Z) + p'(Z)] By(T). (3.30)

Es notable mencionar el hecho de que By;, al no poseer evolucién dinamica en el tiempo,
se comporta como un multiplicador de Lagrange, por lo cual, se puede definir como una

ligadura secundaria la cantidad:
() = p'(Z) + 20,77 (), (3.31)

siendo

PHT) = / doz"(0)8*(Z — 2). (3.32)
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El algebra corchetes de Poisson esta descrita por:
{z*(0),p, ()} = H5(0c—0'), (3.33)
" _, 1 L
{Bu (), m™(§)} = 5 (6707 — 0p00) 6°(% — 9), (3.34)

con los cuales es facil comprobar que la ligadura mencionada no generan nuevos vinculos al
ser preservada, ademas de resultar de primera clase. Entonces, el proceso de cuantizacion

para esta situacién prescribe:

= Las variables candnicas pasan a ser operadores en algun espacio de Hilbert:

B;(Z) — By, (3.35)
T(F) —  #9(D), (3.36)
o) —  F(o), (3.37)
pi(e) —  pi(o) (3.38)

{'(0),p(0)}  — [£'(0),0;(0")] = i650(0 — o), (3.39)

{Ba(%), 7™} —  [Bu(@), ™) = 5 (516" — 6"6]) 6°(& — ¢).  (3.40)

N | =

= El espacio fisico esta constituido por los funcionales que satisfacen las relaciones:
p(T) [4) = [p'(Z) + 20, (D)] [4) = 0. (3.41)
= La evolucién temporal del sistema, esta descrita por la ecuacion de Schrodinger:

. d
Hy) =iz [), (3.42)

con

H(f, 0’) = /d3:[; |:—g2HZJH” _ 1292 Hz]kHzgk:| (343)

+ / do {% (R-(a) - (bz’j(a)Bij(z))Q + %(z”‘)?} .

Se comprueba entonces, que los observables en el sentido de Dirac estdan conformados

por el campo eléctrico generalizado

79(%) = = Hoqi; (7), (3.44)
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el campo magnético generalizado

1

B(7) = gew'wak@), (3.45)
la posicién de la cuerda
(o), (3.46)
y su momento covariante
ﬁZ(O') — ¢B¢j<2)2/] (O’) (347)

Culminado el proceso de cuantizacion, y obtenidos los observables, procedemos a proponer
una realizacion en el espacio de superficies que permita resolver la ligadura obtenida y que

a su vez cumpla con el dlgebra de observables. Vemos que hacer la siguiente realizacion:

- 1 ..
() — §TU (Z,%), (3.49)
Zi(o) —  z(o), (3.50)
0
i —— 51
pi(o) — zazi(a), (3.51)
el algebra de conmutadores queda satisfecha, es decir:
5.5 ES) = |a LB e
4OLpWED) = |al0).~ig
= i06(c —o)p(Z,5), (3.52)

By (D)3 I D) = 200, 570 5) | 0(2:5)
_ % (3167 — 678Y) 63( — (2, %), (3.53)

donde hemos establecido que los funcionales de onda dependen de la posicién z¢(c) de la
cuerda y de las superficies ¥ correspondientes a la realizacion escogida. Estudiemos ahora

como se escribe (3.31)) en la realizacion escogida:
[@T"j(:v,ﬁZ) + ¢/d0z'j(0)53(f — Z)] (2, %) = 0. (3.54)
Usando la relacién ([2.27)), se obtiene:

<— / o R F )+ ¢ / dor1 55 (7 — z)> W(F ) =0, (3.55)
ox cda

siendo 0% la frontera o borde de Y. La forma de resolver esta ligadura es andloga a la

utilizada para el caso de particulas puntuales interaccionando con un campo de Maxwell,
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donde se adopta un esquema de lineas de Faraday y los caminos coinciden con la posicion
de las particulas. Similarmente, si exigimos que la posicién de la cuerda y la frontera de

la superficie coincidan, podemos escribir la ligadura como:

(6-1) l / o5 z)} Wz %) = 0, (3.56)

con lo cual se puede observar que la misma queda resuelta si tomamos ¢ = 1. En este
caso se puede decir que la superficie emana o sale de la cuerda. Supongamos ahora que la
frontera de la superficie tiene orientacion contraria a la cuerda. Entonces, este caso es in-
terpretado como si la superficie termina o llega a la cuerda. Hemos expuesto la resolucion
de la ligadura para el caso en que ¢ sea la unidad, a modo de generalizar, podemos tener
¢ = n con n un entero, y su signo dependiendo de que las n hojas o capas que componen
a la superficie sean emanadas (n positivo) o absorbidas (n negativo) por la cuerda. De
nuevo obtenemos que, para resolver la ligadura, es necesario que la carga de la cuerda
este cuantizada, es decir, cada superficie tendrd n hojas o capas, cada una de estas hojas

llevando una unidad de flujo eléctrico de Kalb-Ramond.

Es interesante realizar también el estudio de momento covariante de la cuerda bajo
el esquema de esta representacion de superficies. Con la realizacién escogida, podemos
entonces escribir dicho momento como:

P(o) - 6By(9)2"| $(2,5) - —i H@) C2iny() | w(EY),  (357)

el cual actiia como un especie de derivada de Mandelstam generalizada (cita), es decir,
la derivada funcional respecto a las coordenadas z°(c) de la cuerda desplazan a la misma
de forma infinitesimal, mientras que el termino Qigbéij(i)z’j, que contiene a la derivada
de superficies, desplaza infinitesimalmente a la superficie atada a la cuerda, especificando
a través de la contraccién con 2”7 (que resulta ser la direccién tangente a la coordenada
posicién) la forma como debe trasladarse y luego unirse la cuerda y su superficie en orden
de mantener el espacio fisico. Si tenemos un manojo de n hojas o capas, el hecho de que
aparezca la constante de acople ¢ en este término asegura que el manojo se mantenga

unido al trasladarse con la cuerda, permitiendo conservar la invariancia de calibre.

En resumen, hemos realizado la cuantizacién de la interaccién de cuerdas cerradas con
un campo tipo Kalb-Ramond, y su posterior representacion geometrica, obteniendo una
representacion de superficies cuya consistencia radica en la cuantizacién de la carga de la
cuerda, es decir, los valores permitidos para la constante de acople ¢ son niimeros enteros

de la unidad fundamental de flujo eléctrico de la cuerda, siendo completamente similar a
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la teoria de particulas puntuales interaccionando a través de un campo de Maxwell. De
hecho, al igual que para el caso mencionado donde se obtuvo una representacion de lineas
de Faraday y una dependencia de caminos en los funcionales de onda, para la cuerda
en autointeraccién se obtiene una vision de Superficies de Faraday, donde, en similitud
a la interpretaciéon dada para los tramos de camino (son los portadores de la unidad
fundamental de flujo eléctrico para el caso puntual), las hojas o capas que conforman a
la superficie que emana de una cuerda son los portadores de la unidad de flujo de Kalb-
Ramond, existiendo n hojas o capas, equivalentes a el valor entero n de la constante de

acoplo, mostrando asi explicitamente la cuantizacién de la misma.
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Capitulo 4

Teoria de Chern-Simons en 2 + 1

dimensiones.

A continuacion, expondremos la Teoria de Chern-Simons libre en 2 + 1 dimensiones,
como introduccién a las teorias topologicas. Desarrollaremos tres métodos para realizar la
cuantizacion de la misma, enfoncandonos solo en este proceso, con el sentido de realizar

la escogencia de método tinico a utilizar en las siguientes secciones.

4.1. Cuantizacion Candnica

La aCCién que describe esta teOI'l/a esta dada por:
S k lS 2N A 9 A 1
cs — 9 xTe pUv L. ( 1)

De la cual se obtiene que, las ecuaciones de movimiento que describen la evolucion del

sistema seran:

5Scs 5 (k
= —_— — v p— 4
(514# 0 = 614# (26 AH&,AA 0 ( 2)
k
e 56""‘1})\81/14)\ = 0 (43)
— k0,4, = 0. (4.4)

Consideremos ahora las transformaciones de calibre:

SAA, = A (4.5)
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Tomando variaciones en (4.1]) obtenemos:

55(]5 = g/d?)JZ(S(E“V/\AMaVA)\) =0 (46)
k v v

- ¢ / @ [N (5A,)0, Ay + @ A,0,(6A,)] =0 (4.7)

_ g / @ [N (5A,)0, Ay + €20, (A,6A3) — dN(0,A,)64,] =0 (4.8)

_ / B (9, A,)5A, = 0. (4.9)

con lo cual, ademés de obtenerse las ecuaciones de movimiento, se verifica que dicha accion

es invariante de calibre. En efecto, al sustituir (4.5]), obtenemos:

§Scs = g / dPx [ (6A,)0, A\ — €20, AL(6A))] =0 (4.10)
= g / d’x [¢10,A0, Ay — €20, A,0\\] =0 (4.11)
(4.12)
que permite establecer:
e N9,M)0, Ay — € NO\N)D, A, =0 (4.13)

En orden de realizar el procedimiento de cuantizacion candnica, procedamos a descompo-
ner (4.1) en 2 4+ 1 dimensiones:

Scs = g / B [ Agdi A + % A;00A; + €90 4,05 Ao ] (4.14)
= g/dgl’ [EijAoaiAj + EijAin - GijAoain] (415)
= /dgl' [AokﬁijaiAj + gG”A]A{| s (416)

donde se ha usado la integracion por partes, despreciado términos de borde, ademas de

definir "% = €. Los momentos conjugados estan dados por:

=0 T = —€eYA,

e Aj, (4.17)

con los que se obtienen los vinculos primarios:

¢=m"=0 P = — EEUAJ. ~ 0. (4.18)
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Por medio de la transformacion de Legendre, obtenemos entonces el Hamiltoniano, esto

es:
Hy = /de {WOA() + A — Aok:eijﬁiAj — AigeijAj} (4.19)
— / d*x {WOA'D + A (7#’ - geim]) —~ Aokeij@-A]} (4.20)
= /de — Aoke0;A;. (4.21)

Entonces, el Hamiltoniano H se define como:
H = Hy+ / Pz (A + Nid') . (4.22)

Consideremos los corchetes de Poisson fundamentales, definidos por:
{Au(@), 7 (N} = 0,0%(F — 7)) (4.23)
Observamos que el corchete correspondiente a 7° = 0 es incongruente, esto es:
{Ao(7), 7 (9)} # 0, (4.24)

siendo 7% = 0. Entonces, es necesario proyectar dichos corchetes sobre la variedad de los
vinculos primarios

Yi=¢=0U¢'=0 (4.25)

Preservando los vinculos primarios obtenemos:

p=0 = kéld;A; =0 (4.26)
¢ =0 = ke¥0;A)—keéi)\; =0 (4.27)

con lo cual obtenemos los multiplicadores de Lagrange
A = 0;Ap (4.28)
ademas de el vinculo secundario:
0 =ke"9;A; =0 (4.29)
La preservacion de este nuevo vinculo da como resultado:
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lo cual es consecuente con (4.28]), ademds de no proporcionar informacion relevante. Con-
sideremos ahora el hamiltoniano total, el cual se obtiene al sustituir en (4.22)) el valor

encontrado para los multiplicadores de Lagrange. Entonces:

Hr = /d2x [—Aop + Ap+ \i¢'] (4.31)
= / Pz [—Agp + Ao + (9;40)¢'] (4.32)
= / dx [—Agp + Ao — Ag0;¢'] (4.33)
= / d*z [Ap + AO)] (4.34)

donde hemos definido el nuevo vinculo:
e = "2 al¢l = —@W’ — 56”(91%1]- ~ 0 (435)

Es importante destacar que, el multiplicador A, el cual esta asociado al vinculo ¢, no
se puede despejar debido a que este vinculo debe ser de primera clase. Ademas, como el
multiplicador \; asociado al vinculo ¢ fue determinado, es indicativo de que dicho vinculo
es de segunda clase. En efecto, al realizar los corchetes de Poisson entre las ligaduras,

obtenemos:
{0(@),6)} =0 . {6(@), ¢} =0 , {o(@),0(¥)} =0 (4.36)

con lo cual, se comprueba que ¢ es de primera clase. Luego:
{0\0), ¢’ (9)} = —ke76*(Z - ) (4.37)

es decir, ¢ =~ 0 es de segunda clase. Considerando el conjunto de vinculos {¢, ¢, O}, se

comprueba que © =~ 0 es un vinculo de primera clase, esto es:

{o@), 0} =0 , {p@),d'H}=0 , {p@),e@} =0 (4.38)

Entonces, tenemos el conjunto de vinculos de primera clase {¢, ¢} y el conjunto de vinculos
de segunda clase {¢'}. Procedemos entonces a calcular los corchetes de Dirac, para esto,

necesitamos usar la inversa de la matriz definida por:
C* = {¢*(%), 0% (§)} = —ke** 6*(F — 7)) (4.39)
donde ¢® son los vinculos de segunda clase. Se obtiene que:

(C*) ' = %633/62(5 — ) (4.40)
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Utilizando la definicién de los corchetes de Dirac (2.14)), se obtienen las siguientes rela-

clones:

A, 4@ = paid(@ - 1)
(AE), W@ = SR -
F@ @D = et )

El proceso de cuantizacion termina al postular:

= Los campos pasan a ser operadores en algin espacio de Hilbert:

A, — A,

= Los corchetes del algebra fundamental pasan a ser relaciones de conmutadores:

{A(@), 4} — [A@), 4} =izey

M@ P@DY — 4@ @) = AP E )
. k

{'(@), @} — 7@ 7@ =i

{Ao(7)

@Y —  [A@), @) = 0% (T~ §).

= El espacio fisico esta constituido por los funcionales de onda que cumplen con las

relaciones:

210) = (kei9id;) [v) = 0.

= La evolucién del sistema esta descrita por la ecuacion de Schrodinger:

A d
A1) =i 1)

4.2. Transformaciones de Calibre.

Por definicién, el hamiltoniano total esta compuesto por dos términos, uno correspon-

diente a los vinculos primarios de primera clase, y el otro, denominado hamiltoniano de

. !
primera clase H . En nuestro caso tenemos:

Hr=H + / d®x\o

(4.45)

donde, H = J d*xA©. Por otro lado, las transformaciones de calibre son generadas por:
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» Los vinculos primarios de primera clase (¢ = 7° =~ 0)

. / , . . .
= El corchete de Poisson de H con los vinculos primarios de primera clase:

{H'(7),6(5)} = O(7)
» Conjetura de Dirac: Los vinculos secundarios de primera clase (O(Z)).

Entonces, el generador de las transformaciones de calibre sera:
G = /de(Kgo + AO)
y las transformaciones de calibre se obtendran al realizar:
d. = {x,G}

Obtenemos que las transformaciones de calibre seran:

0Ag=A 6’ =0
5141 = &A (S?Ti = geijé?jA
50 =0 56 =0

4.2.1. Accién extendida y Hamiltoniano Extendido

Se define, de forma general, el hamiltoniano extendido como:

Hy — / %z [PGQQ _H - Aa@ﬂ

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

siendo H' el hamiltoniano de primera clase y ©4 el conjunto de vinculos de primera clase.

En particular, para nuestro caso:

Hp = / @ 74, — 400 =36 = A |
La accién extendida sera entonces:

Sp = / & [WMAN — A0 — O — A¢}

Estudiemos la variacion de dicha accién, esto es:

(4.51)

(4.52)

0Sp = / d*x [Auaw“ +7SA, — O5Ag — AgdO — O5X — X6O — pSA — AJ¢|  (4.53)
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Usando (4.50)), podemos reescribir como:

- ko ) _ —
0Sg = /d3x [WOA + Ai§e”(9j/\ + 1A — OA — O\ — gzﬁé)\} , (4.54)
usando la relacion:
d k.. dA; k .. k .. dA
S AZAGN) = i, i
o (AZZE 8]/\) sl 8]A+AZ26 0; o (4.55)
y agrupando términos, reescribimos:
6Sp = / 3z {(K —0N)p — (A + 000 — Agyr' — A,-geijaj/\] (4.56)

donde hemos despreciado las contribuciones en la frontera. Ademas, como:

; <Aige”/\> = @-Aigeijf\ + Aigeif]aj/\, (4.57)
reescribimos nuevamente:

6Sp = / d*x _(K —0N)¢ — (A +0X)O — Aoy + Ageijﬁin_ (4.58)
0Sp = / AP _(K —0N)p — (A + 00O — Agyr’ + AgejiaiAj_ (4.59)
Sy = / a [(F = 606 — (K + 000 — Adyr' — AgeifaiAj_ (4.60)

y, reconociendo que © = —8;7ri — L€, A;, tenemos: -
58y = /d% [(K —5\)p — (A + 6 — A)@] . (4.61)

Si consideramos que A(t;) = A(t2), entonces, 0Sg = 0, ademds de obtener:
A—6A=0 = A=A (4.62)
A+oA—A=0 = A=A-A (4.63)

Escojamos ahora el calibre X = 0, lo que implica que A = A. Esto indica que 1) es

invariante bajo transformaciones del tipo:
0A, = J,A, (4.64)

ademads de

6Ag=00A , SA=A=A (4.65)

Este resultado es el mismo que se obtiene al tomar el Hamiltoniano Total (4.34]) y

exigir que la accién total sea invariante de calibre.
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4.3. Ay sin dindmica (actuando como multiplicador
de Lagrange).

Comparemos ahora este resultado con el obtenido al suponer desde el inicio Ag como un
multiplicador de Lagrange, debido a que el mismo no posee dindmica. La descomposicion
de la accién es la misma, sin embargo, ahora solo tendremos los momentos conjugados y
vinculos asociados a la variable A;. Al ser Ay un multiplicador de Lagrange, identificamos
el término que acompana al mismo como el vinculo . Se obtiene el mismo Hamiltoniano
canonico y el Hamiltoniano H queda definido ahora como:

H= / &z [—Agp + N’ (4.66)

Nuestro conjunto de vinculos primarios sera entonces ¢, o, v la preservacién de los mismos
da como resultado (4.28) y (4.30). Nuevamente, al sustituir el valor obtenido para el

multiplicador A;, en H, obtenemos el Hamiltoniano Total, es decir:
Hy = / d*z [—Agp + (0;40)¢'] (4.67)
= / d*rAy© (4.68)

con O definido por (4.35)). De igual forma, se comprueba que (4.35)) es de primera clase,

y ¢ =~ 0 es de segunda clase, por lo que, los corchetes de Dirac para este caso serdn:

1

(A@ A = 1l F - (4.69)
(A, P @ = 8- 7) (1.70)
F@ @D = e E -7 (4.71)

4.3.1. Transformaciones de calibre.

En este caso, se comprueba que el generador de las transformaciones de calibre esta

dado por:
G = / d*rA© (4.72)

y las transformaciones de calibre seran:

§A;i = 0iA | omi =EigN | 60 =0 (4.73)
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Tomando la variacién de la accion extendida, que para este caso es:
Sp = / &z (At — NO) (4.74)

obtenemos:

6Sp = / Bz O(A — oN) (4.75)

con lo cual, al exigir que A(t;) = A(t2), entonces, §Sg = 0 y se obtiene:

A=A (4.76)

lo cual, al ser \ arbitrario, podemos decir que S\ = § A4, = A Luego de realizar el proceso

de cuantizacién, se puede hacer los vinculos de segunda clase fuertemente cero, esto es:

7TZ — 56”14]' =0 — 7Tl = §€Z]Aj (477)

relacién que, al sustituir en (4.74)), obtenemos:

- /d% (Afe A — A0< a(lC €A, )> - geijaiAj> (4.79)
= /dgx (AZSEUA]—FA()]{?EZ]aZA]) (480)
= Ses (4.81)

con lo cual se concluye que, si consideramos desde un principio a (4.71]) como un corchete
de Poisson, ademas de considerar Ay como un multiplicador de Lagrange, se obtiene la

misma accién en ambos casos. Este es el método propuesto por Jackiw-Carrol en [15].

4.4. Meétodo de Jackiw-Carroll (Cuantizacién sin lagri-
mas).

Supongamos un lagrangiano general de la forma:

= 0 ()¢ — H(©). (4.82)

del cual se obtienen las ecuaciones de movimiento:

aaj L o
4(ai(€) — (,,;f%f - “;;P =0, (4.83)
a; Li Oa; (& .
835(]5) 5‘7 - 861 5] + aé'l - 07 (484)

fii(§)& =252, (4.85)
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donde se ha definido f;;(§) = 9a;8) _ 9(8) g de nuestro interés, el caso donde:

oET o
1 J
a;(§) = 55 Wi s (4.86)
con wj; = —wyj, y (wi;) ™! = w¥, tal que se cumpla ww;; = §;. Sii = 1,2, obtenemos
que:
w = e, (4.87)
con lo cual:
da; (&)  0a;(&
fiy§) = 835( ) DEi ), (4.88)
o (1 0 (1
= [i(§) = o€ (Egkwkj> " o0 (§§kwki> : (4.89)
a o
= §5f€kg 55;?6/@'7 (4.90

: OH (&
lo que implica que:
1 ,.0H(€)
J o i
1S ae o (4.93)
Considerando que:
ki OH(E) H(E)
k _ — k ¢
G R S (194
se define: .
(e8¢} = —EEM (4.95)
y asi, para dos cantidades arbitrarias, tendremos:
8B OA 1 ..0B
i g Ry R

Utilicemos este método para resolver nuestro teoria. Tenemos entonces que, el lagran-

giano sera:

L= /dQSL’ |:§€ZJAJ'AZ' + Ii’A()EUaiAj y (497)
como a;(§) = 3& ey, obtenemos:
. 1. .
a;(§)E = 5§ el (4.98)
o - .
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Al comparar términos, se obtiene:

k

§€ijAin = _%%fjfi — a=—k, (4.100)

ademas de:
i o L4 - Lo

En conclusion, el método de Jackiw-Carroll permite postular de antemano el corchete
{¢', &7} = —1€Y, el cual corresponde al corchete de Dirac obtenido a través del método
usual. Si bien lo expuesto en este capitulo representa una gran ventaja, al simplificar el
proceso de cuantizacién, en lo que resta de trabajo utilizaremos el método donde con-
sideramos desde el inicio a cantidades que no poseen dinamica como multiplicadores de

Lagrange, debido a que este método no exige una forma particular para el lagrangeano.
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Capitulo 5

Teorias de Campos de Calibre

Topologicas

Presentamos ahora el estudio de teorias de calibre topoldgicas, es decir, teorias donde
la accién contiene términos independientes de cualquier métrica. Se utiliza el mismo en-
foque de los capitulos previos, donde aplicamos el método de Dirac para la cuantizacion,
ademds de la Representacion Geométrica, ya que la misma constituye una buena técnica
para estudiar las diferentes ligaduras que surgen. En las teorias topoldgicas, las ligaduras
no se resuelven de forma directa como era en el caso no topoldgico; son necesarias ciertas
imposiciones sobre los funcionales de onda. En todos los casos a tratar en esta seccion,
veremos que las ligaduras tienen cierta similitud y que el método utilizado para hallar las

restricciones sobre los funcionales de onda es caracteristico en las teorias topoldgicas.

Empezaremos el estudio con la Teoria Topolégica Masiva (cita Oswaldo), ya que cons-
tituye uno de los primeros trabajos desarrollados sobre el tema, ademas de proporcionar
los pasos a seguir para la resolucion de las ligaduras de este tipo en forma explicita. Pos-
teriormente estudiaremos la teoria de particulas interaccionando a través de un campo
de Chern-Simons, la cual permite generalizar la interacciéon de particulas cargadas no re-
lativistas al caso topoldgico. Esto nos servirda de introducciéon para poder abordar, en el
siguiente capitulo, el estudio de la interaccion topoldgica entre dos particulas a través de

un campo BF en 2 + 1 dimensiones.
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5.1. Teoria Topolégica Masiva

La acciéon que describe esta teoria esta compuesta por un término correspondiente a

Maxwell libre sumado a un término correspondiente a la interaccién tipo Chern-Simons,
3 1 7% k KU

S = d’x _4_1 NVF + EE 8MAVA)\ N (51)

siendo F),, = 0,4, — 0, A, el tensor de campo electromagnetico y k una constante de

“masa”’. Descomponiendo en 3 + 1 dimensiones, obtenemos:

1. 2 ] ko koo
S = /d3$ |:§ (Az - 8ZA0> - ZEij + EEUAiAj + EGZ]AOFZ']} . (52)

Consideraremos desde el inicio, debido a que no posee dinamica, a la variable Ag como un
multiplicador de Lagrange. Entonces, en orden de construir el hamiltoniano de la teoria,

y tomando las consideraciones antes mencionadas, definimos los momentos conjugados:

7(#) = AdE) — DA(@) + 1T A(5), (53)

expresion que permite despejar las velocidades,
A (%) = 7' (Z) + 0; Ao (Z) — 4—6”Aj(f). (5.4)
T

Por medio de la transformada de Legendre, y luego de algunos calculos, podemos a escribir
el hamiltoniano como:

Lo, kg ’ L 1 ij

HO = /dQ.T [5 <7T — EGJAj) — (&ﬂ + EEJaiAj) Ao + ZEjFJ

donde se observa explicitamente el caracter de multiplicador de Ay. Entonces, inmediata-

. (55)

mente se puede establecer que la cantidad:
(%) = 0,7 (T) + ﬁeijﬁiAj(f) ~ 0, (5.6)
representa un vinculo de la teoria. Haciendo uso del corchete de Poisson fundamental:
{Ai@), 7 (§)} = 06*(& - ), (5.7)

se comprueba que dicho vinculo es de primera clase. Entonces, el proceso de cuantizacion

canonica es directo en este caso. Se prescribe:

= Los campos pasan a operadores de un espacio de Hilbert:

Ai(7) — A(D), T(E) — 7U(E).
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= Los corchetes del algebra fundamental pasan a ser relaciones de conmutadores:
{Ai(@), 7)) —  [A(@), 7 ()] = i6]6°(& — 7).

= Kl espacio fisico es el constituido por los funcionales de onda que cumplen con las

relaciones:

~

0 (@) + - B@)| v =0,

s
donde se ha definido el campo magnético B(F) = €79, A, ().

= La evolucién temporal del sistema esta descrita por la ecuaciéon de Schrodinger:

H[p) =i— [4), (5.8)

con

, (5.9)

donde se ha usado %BQ =

Las cantidades A;(Z) y 7*(Z) no resultan ser observables de la teoria, sin embargo, el

campo eléctrico definido por:

i ~j k ij A
E' = —EEJAJ, (5.10)
y el campo magnético, definido por:
B=¢19,A;, (5.11)

si son observables, y cualquier observable de la teoria puede ser construido a partir de
una combinacién de los mismos. Por esta razén, es recomendable establecer las relaciones

de conmutacién:

B@),B@) = S0, ) (5.12)
B@), B @) = e E ). (5.13)

Procedamos ahora a realizar la representacion de caminos, es decir, consideraremos

un espacio de funcionales de onda camino dependientes (7). Al utilizar la realizacién:
Af(E) —  —0,(D), (5.14)

#(x) —  eTYT,7), (5.15)
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se verifica el algebra de la teoria,

A@), # (@) = [3@@, T 7)} _i18 (7 — Pul). (5.16)

(&

Se comprueba la relacion de conmutadores establecida para los observables Ei y B a

través de su realizacion:

Oy i k e (=
EY(Z) = eT"(Z,7) - R€J5j<$)a (5.17)
A i .
B(¥) = geinj(x), (5.18)
donde se ha usado que
Eiinj = 2€ijai5j. (519)

En la representacién escogida, e es una constante con dimensiones de [~%/2, la cual es
introducida con la intencion de hacer a la realizacién consistente dimensionalmente, a la
vez que es util para las interpretaciones fisicas posteriores [17]. Realizando la ligadura

(5.6)) en la realizacién escogida obtenemos:

o, escrita de forma mas compacta, haciendo uso de (2.18)), (2.19) y (5.19):

(—p@a ) +i eiﬂAij(f)) $(7) =0, (5.21)

8me?

Esta ligadura no se resuelve de forma directa como en los casos correspondientes a
teorias de calibre no topoldgicas, donde basta restringir la forma de los objetos geométricos
(tramos de camino o superficie). En el caso topoldgico, la imposicién sobre la forma de
los caminos no es suficiente para que las ligaduras se satisfagan, son necesarias, ademéds
ciertas restricciones sobre los funcionales de ondas ¥(7y). Esto constituye una caracteristica
intrinseca de las ligaduras presentes en teorias de caracter topologico. Para resolver ,

sin pérdida de generalidad, proponemos para los funcionales de onda () la forma:

P(y) = eXDo(y), (5.22)

constituidos por el producto de dos funciones dependientes de camino, cuyas propiedades

se obtendran al imponer la ligadura sobre las mismas. Observemos como actia el operador:
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sobre estos funcionales,
A@Y() = (A@XM))e() + 0 (A@2()) (5.24)
Al substituir en ([5.21)), obtenemos:
p(E AN iy (M@ o) + i (@) 0. (5.29)
’ 8me? 8me?
Si se escoge:
o 8me?
A@)x(y) = —i——p(Z,7), (5.26)
se obtiene para las funciones ®(7)
A@@)D(7) =0, (5.27)

es decir, al agregar un ciclo infinitesimal al argumento de las funciones ®(7), ésta perma-

nece invariante, con lo cual, podemos asegurar que () solo depende de los caminos a

través de su frontera (puntos extremos):

B(7) = (D7) = B(dl, 5i)-

(5.28)

En orden de encontrar la forma explicita de las funciones x(7), de modo que satisfagan

(5.26)), [I3] propone la forma general:

) =iC [ @ [ @@ )inli — P LT ),

(5.29)

donde C' es una constante a determinar. La accién de A(Z) sobre (5.29)) sera entonces:

AN = 2003,) [ Eo [ @ )inli — P T

ox!

= QiC’eij&/de/de’ <5j(37)p(9;’,7)> In|Z — 5’|elkiTk(f, v)

+22’C’6ij3i(37)/d%/d%’p(;?,fy)lﬂﬁ—:;’|elk%6j(y_’)Tk(f,fy).

Usando las relaciones

5(Np( ) = 7500 —9) v GNTHE, ) = 5;0%(F ~ g),
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obtenemos:

A(Y)x(y) = 2@06”/0[2 /d2 /8 8 - 822 — )In|7 — |elkaalTk(:f,’y)
+2z05”/d2 /d2 '—< (#,7)in|7 — _"|elka k827 g))
— 22'C/d2:c/d2x'eije”—i (p(:v 'y)ln]m—a:| >
_ —QzC/d2 / —ai (p(&,7)In|7 — &) 86%(F — §)

= —QiC/dzx’p(f',’y)Vii(ln]f— 7).

Recordando la relacion V—26*(Z — &') = 5=In|Z — 2’| finalmente se obtiene:

A(T)x(vy) = —4inCp(Z,7),

con lo cual podemos establecer:

8me? 2e?
—i 7;: p(Z,v) = —4inCp(Z, ) — C= %,
es decir, la funcién encontrada sera:
2¢? 2 2,1 ok 9
v) = i d*x | d&*2'p(Z,7y)In|T — e WT (@, 7). (5.30)
x

En orden de obtener una intepretacion mas completa de esta funcion, es conveniente

escribirla de forma explicita, esto es:

g 0
2 2 2 2 WP k2 = =
_z—/d /d E (6( s) — 07 (2 — al))In|Z — a'|e %/vdyé(x—y)
_ 2 2 - S B N T lk:/ kO oo
=i d*x Es (In|Z — By| — In|Z — a|)e 7dy 8xl6 )
=i dxe gs @(ln|x—ﬂs| — In|¥ — as|)/dy (% —9),

v

es decir

— ;e 2¢? bl y — Bs (y — )
X(y) = / Z [V—ﬂSIQ W_O?S'Q] , (5.31)

donde indentificamos

o= / a8 =2 (5.32)

— —»’27

|y —
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como el angulo subtendido por el tramo T de camino medido desde el punto 3. Entonces,

la funcién se escribe de forma compacta como:

2¢?
x(7) = —i——A8, (5.33)

siendo A© la diferencia entre los dngulos subtendidos por los tramos de camino medidos
desde sus puntos extremos (finales e iniciales). Se observa que los estados que cumplen

con la restricciones impuestas por la ligadura (estados fisicos) son los que tienen la forma:

() = RO 9 (a, 7). (5.34)

los cuales estan compuestos por el producto de una funcién dependiente de angulos sub-

tendidos por tramos de caminos y una funciéon dependiente de los extremos de caminos.

Observamos que, a diferencia de las teorias de caracter no topologico, donde es suficien-
te escoger una representacion geométrica adecuada para resolver las ligaduras impuestas,
para la TTM obtenemos una ligadura que restringe la forma de los funcionales de onda.
En esta situacion, los estados fisicos quedan determinados al especificar los puntos extre-
mos de cada tramo de camino y por el nimero de veces que dichos tramos se “enrollan”

sobre dichos puntos extremos.

5.2. Particulas no relativistas interaccionando a través

de un campo de Chern-Simons.

La accién que describe a esta teoria esta descrita por:

S = /dt %m(fi)Q —/dgmj“AM—F/d?’x (ge“l’)‘AM&,A,\), (5.35)

donde se observa un término correspondiente a la energia cinética de las particulas, un
término donde se expone el acople minimal de las particulas con el campo de Chern-Simons

a través de la corriente conservada
g* = equ'6* (L — ) con vt =(1,7") (5.36)

y el potencial vector A,, y por dltimo, un término correspondiente a la parte cinética
del campo de Chern-Simons. Por simplicidad, trabajaremos con una sola particula (la

generalizacion al caso de n particulas es directa). Realizando la descomposicién en 2 + 1
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dimensiones, podemos reescribir:
S = /dt §m<T1)2 — /dt [6(]140(77‘) + 6(]7’1141(77)] + /dgl' (Agke”&Aj + AlgﬁmAj)

= /dt <%m(r2)2 — eqf’iAi(f’)) — /d3:c [AO (ke 0;A; — eqd(T — 7)) + AigeijAj] )
(5.37)
donde hemos utilizado:
A, () = /d3x 5T — ) AL(D). (5.38)
Considerando Ay como multiplicador de Lagrange desde el inicio, ya que no posee dinami-

ca, procedemos a calcular los momentos conjugados asociados a las variables restantes,

esto es:
L . . L ko
DPi = g'rl =mr’ — €QAZ<F) , = 88_‘,41 = 56”143'
de lo cual se obtiene:
mit = p; + eqA;(7) (5.39)
i ;. k ij
¢'=m — 3¢ A; =0 (5.40)

donde ([5.39)) corresponde a las velocidades de las particulas determinadas a través de
sus momentos conjugados asociados, y (5.40|) constituye un vinculo primario de la teoria.
Luego, el Hamiltoniano candnico se obtiene a través de la transformacion de Legendre:

Hy = pir" — im(f”)2 + eqrt A;(T) + /dzx (Aﬂrl + Agp — Aige”AJ)

1 .
= %(pz +eqAi(7)? + /dQCEAoSO, (5.41)

donde hemos identificado que:
© = eqd* (¥ —7) — ke 0;A; =~ 0 (5.42)

representa un vinculo de la teoria, debido a que Ay se comporta como un multiplicador.

El hamiltoniano H queda definido como:
H = Hy + / d*x )i’ (5.43)

donde \; representa el multiplicador de Lagrange asociado al vinculo ¢ ~ 0. Procedemos
a preservar las ligaduras primarias en el tiempo, considerando para ello el corchete de

Poisson fundamental:
{4:(Z), 7 (iN} = 616%(% — 7). (5.44)
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Entonces, obtenemos que:

G = (6@, HG)
= Ly + gy (M) (D). eq / Py Ay ()5 — )} + / Py Ao(§)(—he™) D7) {7 (7), ()}

Ay () (—ke™) {7 (), A ()} + / Ay () (—ke" ) {A(T), 7 ()}

_I_
S~ 3

de lo cual se obtiene:
¢' = —j' + ke9; Ay — ke N; =0 (5.45)

con j* dado por la ecuacién (5.36). La relacién obtenida permite determinar el multipli-

cador de Lagrange \;, asi:

ke Nj = ke?0;A0 — J' = €ime? Aj = €im€” 0jAg — 7

— 5\ = 67,0, A9 — %"J
es decir:

Am = OnAg — Do, (5.46)

donde hemos definido I',, = <= 4°. La preservacién de ¢ ~ 0 no proporciona informacién

reelevante a nuestro problema, se obtiene:

o0 . |
' = kIO =0 (5.47)

lo cual se satisface al usar ((5.46)). A su vez, si hacemos uso de (5.46)) en la ecuacién para

H, obtenemos el hamiltoniano total, esto es:
Hr = Hy+ / d?x(0;Ag — )¢’
= Hy+ / d*z [(0;A00") — T:¢']
— Ho+ [ o [o48) - A0 - T]

= L[pz' + eq Ay (F)]” + /d21‘ [Aop + 0i(Ag") — Ap(0;¢") — T

2m

es decir:

1
Hr = %[pz + qui(F)]Q + /de [A0© —T7, (5.48)
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donde hemos desechado los términos de borde, ademas de definir:
I =T, (5.49)
y de obtener el nuevo vinculo:
O =¢p—0¢ ~0. (5.50)

Procedemos a clasificar los vinculos obtenidos en vinculos de primera o segunda clase,

para ello, consideramos {¢‘, ©} como nuestro conjunto de vinculos, entonces obtenemos:

{6'(2),¢'(9)} = —ke"*(Z —7)  {'(D), 0} =0 {O(2),0(7)} =0
con lo cual establecemos que © = 0 es de primera clase, mientras que ¢* ~ 0 es de segunda
clase. Al existir vinculos de segunda clase, es necesario construir los corchetes de Dirac
en orden de realizar el proceso de cuantizacién. Recordando que los mismos estan dados

en forma general por:

{A(@), B(5)}" = {A@), Bi)} — {A, ¢:}(Csw) " {os, B},

donde A y B son variables canénicas, ¢, constituyen las ligaduras de segunda clase y

(Cyss) 7! es la inversa de la matriz definida como:

C* = {¢*(Z), 9" ()} = —ke** 6*(T — 7). (5.51)
En nuestro caso, la inversa sera:
1

(CSSI)il =Cyy = Eess/(s2(f - Zj) (552)

A modo de ejemplo al procedimiento, calculemos el corchete:
(@), A = (@A) - [ @2 [ @ (@), 6@NEmE2) (o). A@),
2 2/ = bva k In pvd 2z = m( k m = —
— [ &z | d®2{A(Z),7(2) - 7€ An(z)}Eqmé (Z =2 {n™(Z) — € PAL(Z), Ai(Y)},
/ 02 / P20 (T — 2) (2 — )T ),
/ i kqja?( 9627 — i),

1 LS
= %eij(p(x — 7).
De forma similar, obtenemos todos los corchetes de Dirac no nulos, esto es :
. 1 Lo - Lo o o
{Ai(D), 4;(9)}° Eez‘j52(w -9, {Ai(@), 7 (i)}7 = 56:8°(F = 9),
k

{7'(@), 7 ()} = 770°(7 - 9), {ri,p}" =0l
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Entonces, calculados los corchetes de Dirac, podemos establecer la cuantizacion de la

teoria, es decir:

= Los campos pasan a operadores en un espacio de Hilbert:
i 7 f,ia b ﬁl
= Los corchetes de Dirac pasa a ser relaciones de conmutadores:

[A(@), A} — [&@mAxm] L ),

A@P@Y —  [A@.70)] = 8w ),
F@P@P — F@PG) = iR - ),
{ri,p'}P — [ zap]] 25]

= Las ligaduras de segunda clase pasan a ser fuertemente cero, es decir:

§(7) = #(7) -

A

EijAj (.f") =0.

N —

= El espacio fisico es el constituido por los funcionales de onda que cumplen con la
relacion: A
7)) = [KB(7) + eqd™(7 — )] |) = 0.

= La evolucién temporal del sistema, esta descrita por la ecuacion de Schrodinger:

H ) = Z— 1Y),

donde | )
H = 3 (p - qu(r,t)) .

Los observables en el sentido de Dirac resultan ser la posicion 7; y el momento cova-
riante ﬁ — eq/Y(F, t). Procedemos entonces a realizar la representacién geométrica de la
teoria, considerando la formulacion de caminos. Haremos uso de funcionales de onda de la
forma 1 : ¥(vz, ), es decir, dependientes de la posicién de las particulas y de los caminos.

Escogemos la realizacion:

Az — 251'(53) - EeijTj(i ), (5.53)
i —— T (5.54)
s —1 0 (5.55)

— .
P 87“1‘




68 Teorias de Campos de Calibre Topolégicas

Ademés, con ayuda de 7/(%) = L7 A;(Z) (relacién obtenida al hacer las ligaduras de

segunda clase fuertemente cero), podemos escribir:

, k
(%) — i%emé (%) + 2T’( v). (5.56)
Esta realizacion es consistente con el algebra de los corchetes de Dirac, en efecto, se
comprueba:
@), 4| v) = | Z0(@) = Tl (37, 20,(5) = TemT™ ([5.7) | ¥()(5.57)
= 0@ =),
[A@ @] ) = |4, 5o ant)| v0) = JHRE - Dut). 659)
LT k2 . A . k

@), @) 00) = TelemlAi@), A@Ne0) = igead@—o6), (559

. NN 0 .
(0] vl = [nh =i s | 60) = 8l (5.60)

Veamos ahora como se escribe el momento covariante en esta realizacion. Utilizando

(5.53) v (5.55)), obtenemos:

~
—

el — —i- —eq (2609 - Se T ) (5.61)

lo cual podemos reescribir como:

2

eq
_ZD (f‘) + 2% 57, Gid

T (7, 7), (5.62)

donde D;(7),) es la derivada de Mandelstam, que hemos definido en el capitulo anterior.
Ademas, presenta un término que corresponde a la contraccién de en la direccién
tangente a los tramos de camino, lo cual asegura la preservacion de la invariancia calibre
al desplazar infinitesimal a la particula y sus tramos de caminos asociados. Al igual que en
el enfoque dado para particulas acopladas a través de un campo de Maxwell, vemos que
esta derivada generalizada de Mandelstam preserva la invariancia de calibre al trasladar

simultaneamente a las particulas y su manojo de tramos de camino.

Estudiemos ahora como se realiza la ligadura ((5.42]). Haciendo uso de ((5.53))-(5.55]),

podemos escribir:

(—Q—QUA (@) + 5 8TZ +Zeq52x—f')> U(r,y) = 0. (5.63)




5.2 Particulas no relativistas interaccionando a través de un campo de

Chern-Simons. 69
Usando ([2.18))-(2.19)), obtenemos:
N 27 3 — 525 — a4 Cas?(3 — 7 ) =
( B+ g 3 [P A - -] ¢ e v) Y(Fy) =0, (564)

donde se observa que, al igual que en Maxwell con particulas, se exige que la carga de las
particulas sea proporcional al niimero n de tramos de caminos y que los puntos extremos
de dichos tramos de camino coincidan con la posicién de las particulas. Tomando estas

consideraciones, se puede escribir:

e

T
@)+ o

(20 = 1)) |9%(F — i) - 6%(F - )

S

] b(7,~) = 0. (5.65)

En este caso, las exigencias consideradas no son suficientes para resolver la ligadura,
es necesario imponer ciertas condiciones sobre los funcionales de onda dependiente de
caminos. Siguiendo de cerca el procedimiento realizado para la Teoria Topologica Masiva,

proponemos como funcionales de onda:

P(F,y) = eXVd(y). (5.66)

Utilizando la definicién (5.23)), obtenemos:

S A@DX0) + L A@D)D 4 (20 - pE )Y() =0 (567)
Si establecemos que:
A@)() = o= 1)p(E.7). (5.68)

obtenemos que A(Z)®(y) = 0, es decir, los funcionales ®(y) dependen de los caminos
solamente a través de sus fronteras (puntos extremos). Podemos encontrar explicitamente
la forma de los funcionales () estableciendo que los mismos se pueden escribir de forma

general como:

0

) =iC [ o [ Palp(@ infz - e T ), (5.69)
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donde, (5.23) opera sobre los mismos como:

A(G)x(v) = 2iCe"0,(5)8;() /d2 /d2a7',0 T, y)In|Z — I'|e lka . (2, )

= 2iC€90,(7 / d*x / &’ ;()p(&,7)In|F — &|e™ aalT’f(f, )

+ 2iCe” 0, (i /dQ:c/d 2’ p(&,)in|Z — &'|* 881(5 ()TH(Z, )

g 0

= 2%C Y 2 J S2(7 _ 1k

iCe?0;(y /d a:/d 7). 6°(7 — §)ln|Z — e o

+ 2iCe” 0, (i /d2 /de'p ', y)In|Z — _"|elka 15;‘;52( )

= —2@C/d2 /dQI/ e”—.—ln|x _"|elkaal H(Z,7)0% (T — )
2 2,0 ij 1] g 0 - 1| <2/ = —
—2iC [ d°z | d°a2" €’ eV p(& >8y8 In|@ — 2'0%(Z — ¥)

= —ZiC/dQ:U’(S”p( ") aiiln\g—i"’]
y oy

——T"(Z,7)

= —2@C/d2 (@, 9)Viln|y— ']
——tniC [ oyl )3T - 7)

de donde finalmente obtenemos:
2

i (20— 1)p(@,7) = ~4inCp(.7), (5.70)

2 1 .
con lo cual determinamos que C' = —;=(2a — 1). Podemos escribir entonces:

/ " > o 9 - =
x(y) = —zm (2a—1) /d2 /d2 Z 52 —52(x—ozs)} In|¥—7 |elk%/ydyk§2(x—y),

0, escrito de forma explicita:

2

xX(7) = ifﬁ@a —1) /da:kelkz [ v =) _@oa) ] , (5.71)

R AERREErAE

donde se reconoce:

Z/d kb [|x—ﬁs|)2 Tg:;” , (5.72)

como la suma de los angulos subtendidos por los tramos de caminos medidos desde los
puntos finales 58, menos la suma de los angulos subtendidos por los tramos de caminos

medidos desde los puntos iniciales @, uno de los cuales coincidira con la posicion de la
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particula, dependiendo esto del signo de la carga de la misma. Entonces, los funcionales

de ondas que satisfacen la ligadura (y por ende, los que tienen significado fisico) serdn:

&2

V() = 6(i4”'“

(2a—1)A@(’y)) L =
O (s, Bs), (5.73)
en los cuales, la dependencia en términos de la diferencia de angulos subtendidos por
tramos de camino esta presente. Se describe la interaccion por el numero de veces que
se “enrollan” los tramos de camino alrededor de uno de sus extremos, estando el otro

“ocupado” por la particula.
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Capitulo 6

Modelo Juguete: Particulas no
relativistas interactuando a través de

un campo BF en 2 + 1 dimensiones.

Consideremos ahora la interaccién de dos particulas mediada por un campo BF en
2 + 1 dimensiones. Dicha interaccion esta descrita por la accién:

S = / dt Bm(w’)? + %M(R’)ﬂ + / dr[j* A, + J'B,) +% / Bre B, F,, (6.1)
donde observamos un término correspondiente a la energia cinética de las particulas, un
término donde se expone el acople minimal de las particulas con el campo BF y un
término que describe la parte cinética del campo BF. Hemos considerados dos particulas
de igual naturaleza, pero por motivos de identificacién, se ha establecido que las particulas
“tipo 1”7 estén etiquetadas por letras minusculas, mientras que las particulas “tipo 2”7 por
letras maytsculas. Cada particula se acopla al campo a través de los potenciales A, y B,

respectivamente. Dicho acople se realiza a través de las corrientes:
FH(Z,t) = equt6* (T — 7), vt = (1,7, (6.2)
JH(E 1) = eQVHO (T — R), VH = (1,R), (6.3)
donde es importante destacar que, si bien, la unidad de carga fundamental e es la misma
para ambas particulas, hemos considerado que la constante de acoplo es distinta, iden-

tificando cada una como ¢ y () respectivamente. Realizando la descomposicién en 2 + 1

dimensiones obtenemos:

1 ., 1 . . .
S = / dt {gm(w)Q + §M(RZ)2} + / d*z [j°Ag + J°By + j'A; + J'Bj] (6.4)

1 . - .
+ /d3l'§ [GOUB()E]‘ 4+ GJOZBjFOi + EZJOBZ‘FY]‘()} s
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lo cual, usando (6.2)), (6.3)) y la definicién de F),,, se reescribe como:

1 . . 1 .. .. -
S = /dt {(im(r’)z + eqf“’Ai(F)) + (§M(R’)2 + eQRZBi(R))} (6.5)
+ /d3l' [8(]14()52((? — 7?) + GQB()(SQ(:Z" - é)] + /d3l' [EijBoaiAj + EijAoaiBj + EiijAi] .
En orden de construir el Hamiltoniano, procedemos a calcular los momentos conjuga-

dos, tomando a las variables Ay y By, por no poseer dinamica, como multiplicadores de

Lagrange. Asi,
T = € B; : s =0, (6.6)

son los momentos conjugados, y:

¢r=mr—€e'Bj =0 : ¢l =75~ 0, (6.7)

constituyen vinculos primarios de la teoria. A su vez, se obtiene:

pi=mit +eqA'(F) ,  Pi= MR +eQB;i(R) (6.8)
con lo cual se obtiene:

mit = p; — eqA(F) , MR = P, — eQB;(R), (6.9)

es decir, se despejan las velocidades en términos de los momentos conjugados. Calculemos

el hamiltoniano Hy por medio de la transformacién de Legendre,

ﬁ <]Di - GQBi(E)>2 (6'1())

+ /d%{: Ao (~€90:B; — eqd*(F — 7)) + By (—€90:4; — eQ*(7 - R)) |,

i\ 2
Ho——m(pz'—qu (7’)) +

donde, al actuar Ag y By como multiplicadores de Lagrange, podemos reconocer inmedia-

tamente:
xX1=Bz—p1=0 , X2=DBz—p2=0 (6.11)
como vinculos de la teoria, donde hemos definido:
Bz = —c"0;B;j, p1=—eq6*(T—T), By=—€c"0,A; y py = —eQ5*, (T — R). (6.12)
Considerando las ligaduras obtenidas, procedemos a escribir:

H=Hy+ / o (Aol + AFoly) (6.13)
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Preservemos entonces las ligaduras en el tiempo, para ello, consideremos los corchetes

de Poisson fundamentales:
{Au(@), 73 ()} = {Bi(@), 7} = 6]6°(7 — 7). (6.14)
asi, se obtiene que:
5= (05 HY = ol — e, (DN {ml), ~eq [y @55 - )
+ / d*yBo(f){'3(&), =€ 0; () Am()} + / Ay () {—€" Bi(@), 74}
de lo cual,
¢ = ji + 90;By — €INF =0,

donde j* es la corriente correspondiente a las particulas tipo 1. La relacién obtenida

permite obtener los multiplicadores )\ZB ;
€INE = 19, By + ji
= eimeij)\? = eimeijﬁjBo + €mi’,
= 63 AP = 67 9,By + T,
es decir:
AB = 9,,By+T™, (6.15)
donde se ha definido I'™ = €;,,5°.

Al preservar dé, obtenemos:

0 = {05 H} = %[Pj — eQB;(R)|{rly(1), _eQ/ngj(?])(SQ(gj— R)}

con lo cual obtenemos:
(ﬁ% = Jl + GijajAO — Ei‘j)\34 = O,

que de forma similar, permite obtener:
A =9, 40+ A™, (6.16)

donde se ha definido A™ = ¢;,,J*. La preservacion de las ligaduras x; ~ 0y x2 ~ 0 no

proporciona informacion reelevante al estudio de la teoria.
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Usando (6.15)) y (6.16|) en (6.13]), obtenemos el Hamiltoniano total:

Hr = Ho+ /de (8 A0 + N') ¢ + (9B + T7)¢is) ]

= Hy + /dQ!E [(8:(A09%;) — Agdig’s + A) + (8i(Bog's) — Bodidls +T)]

1

= o (i — qui(F))Q +

" / @z [(A00:(0p) — Ao(Dis + A) + (9:(Bod'g) — Bodioog + )]

que, despreciando términos de borde y reagrupando, se reescribire como:

1 N2
YV (Pi - eQBZ-(R)> + /dzﬂ? [Aox1 + Box:]

Hyp = % (pi — qui(F))2 + ﬁ (R — eQB,(ﬁ))z + /d%: [Aof + By + A+ 17,
(6.17)
con A = A'¢', y T'=T"¢l, ademds de las ligaduras:
0 =x1— Big' ~ 0, (6.18)
y
¢ =x2— 03 = 0. (6.19)

Considerando el conjunto de vinculos {gbig, gb%, 0, p}, procedemos a clasificarlos en pri-

mera o segunda clase. Se obtiene que:
{03(2), 05N} = —€76*(F - ), (6.20)
es decir, gbf@ y gb%, son las tnicas ligaduras de segunda clase. Al existir ligaduras de segunda

clase, es necesario construir los corchetes de Dirac, en orden de realizar la cuantizacion

de la teoria. Considerando que nuestra matriz es:
O = —e'5%(7 — 7)), (6.21)
su inversa es:
(C*) 7! = Cuy = € 8(T — §); (6.22)

calculemos, usando la relacién - uno de estos corchetes a modo de ejemplo. :

(@), B = [ @ [ @@ 73 - B e (7 - D)y (2). By ()
/ & [ A7) — B et~ 2 (B0 ()
/ i / PLEPT — Pemnd™(F— 2N — 7)

= /dQZ,EZ‘j(SQ(f - 5/)52(5— 5/),
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entonces:
{Ai(@), B;()}” = €;0°( — 7).
Los corchetes de Dirac restantes, distintos de cero son:
(A I (D §is2(7 2 (A I (D 5Is2(7
{Ai(7), m3(9)} = 6/6°(7 — ), {Bi(7), m3 ()}~ = 66%(Z - 9)
{r',p;}? = {R', P;}7 = 4]
Entonces el proceso de cuantizacion establece:

» Las variables canonicas pasan a ser operadores de un espacio de Hilbert:

A — A, B, — B, Ty — T, Ty — g
Ti 7 727:7 RZ ’ Riu Di ’ ﬁi) R ’ -Pz

= Los corchetes de Dirac se convierten en relaciones de conmutacion entre los opera-

dores:
{Ai(@), B{(7)}" — (A7), B;(y)] = ie;;6*(7 — ),
{A@), T@DY — (A, 7)) = i6]8°(T ~ 7).
{Bi(D), 7L}’ —  [Bi(D), 75(7)] = i6]6%(F — §),
{ri,p;j}* —  rp] = iéj,
{R', P;}” — [R', Pj] = id}.

= Las ligaduras de segunda clase se hacen fuertemente cero:
¢y =m'y —€/B; = 0. (6.23)

= El espacio fisico es el constituido por los funcionales de onda que cumplen con las

condiciones:
x1(Z) [) = [—eqéQ(f— ) — eijaiBj] [) =0, (6.24)
Yo (@) [9) = | —eQ8*(F — ) — 90,4, ) =0, (6.25)

= La evolucién temporal del sistema estd descrita por la ecuaciéon de Schrodinger:
d
H =i— 6.26
9) = i l6), (6.26)
donde
1T, y 2 . L2
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Los observables en el sentido de Dirac son, las posiciones 7 y R de las particulas, los
campos magnéticos B Ty B 5 v los momentos covariantes de las particulas, p; — eqfli(F) y

P, — eqB;(R). Procedemos a representar geométricamente, considerando la realizacion:

A7) — éai(@, #(F) — eTH(T,7), (6.28)

ademas de la realizacién usual para las posiciones y momentos de las particulas:

. 4 0
A by — —i—, 6.29
P P — iz (6.29)
A ) A 0
R — R P — —i—. 6.30
! "OR: (6:30)

Haciendo uso de ((6.23)), obtenemos:

’ﬁ'iﬂ = Eiij — Bj = Eijﬁ'% — Bj — BEijTi(f, ’}/) (631)

Con la realizacion propuesta, se comprueba el algebra de conmutadores:

A B = [ L), cen T (5] 010) (6.52)
— ieyd(E - U0,
AT @DN0) = | L@@ ve) (6.33)
= iR (),
Ll = |r-ig] ) (6:34)
— ()
R Ple(y) = _Ri,—ia‘;}w(v) (6.35)
= z'_<5§w('y)-

Veamos ahora como quedan realizados los momentos covariantes de las particulas con

la realizacion escogida. Para la particula tipo 1 obtenemos:

= eaAi®) — =i s + 00 = =i, (6.5

es decir, obtenemos, al igual que en casos estudiados previamente, el operador diferencial
de Mandelstam. Por otra parte, para la particula tipo 2, usando ([6.31]) se obtiene:

P, — eQB;(R) — —i (% +ie?Qe; T’ (R, 7)) . (6.37)
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La forma en que se realizan los momentos covariantes, nos hacen proponer funcionales
de onda en el espacio de caminos de la forma ¥ (7) : ¥ (7, R,~), es decir, funcionales que

dependen de la posicion de las particulas y de los tramos de caminos . Representemos

ahora las ligaduras; usando ((6.31]) en (6.24)), obtenemos:

(—eq52(f —7) ey |0%F - F) - 0%(F - @]) O By)=0,  (6.38)

S

la cual reconocemos como la ligadura presente en la teoria que describe particulas in-
teractuando a través de un campo electromagnético. Esta ligadura se satisface de forma
inmediata si exigimos que los tramos de camino salgan de la posicion de la particula “tipo
17 hacia el infinito (¢ < 0 ) o lleguen desde el infinito a la posicién de particula “tipo 1”
(¢ > 0), es decir ay =T o B: = 7 respectivamente, ademas de exigir que la constante de
acople ¢ sea un multiplo entero de la unidad de flujo fundamental e, es decir, que la carga
este cuantizada.
Veamos ahora la realizacién de ([6.25):

(2 5oty ) ol ) =0 (6.39)
donde py = eQd*(Z— ﬁ) es la densidad de carga de la particula tipo 2, y A;; es la derivada
de ciclos presentada en capitulos previos. Esta ligadura es de caracter topoldgico, es decir,
para su resolucién es necesario imponer restricciones tanto en los tramos de caminos
como en la forma de los funcionales de onda. Siguiendo el esquema de teorias estudiadas

anteriormente, proponemos:
O(7, R, ) = XTEVG(7 R, ). (6.40)
Veamos entonces como actua (6.39) sobre estos funcionales, esto es:
poth + — Axt) + —eXAD = 0, (6.41)
2e 2e
donde hemos usado (5.23)). Si se exige que:
1
ot = - Ay (6.42)
e
entonces, inmediatamente se obtiene:

A =0 (6.43)

es decir, ®(7, Fi, 7v), solo depende de los tramos de camino a través de su frontera, la

cual, en este caso, concuerda con la posicién de las particulas tipo 1 (9y = 7), esto es
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®(7, R,~) = ®(F, R). Podemos a su vez, encontrar la forma explicita de los funcionales

X(77), proponiendo que estos se pueden escribir de forma general como:
_zC’/d2 /de'pg 7 y)In|d — e lk 8 T (&, ), (6.44)
que implica:
0
A(§)x(y) = 2iCe" 0;(5)5;(9) /d /de'pg )In|Z — & ’|elmWTm(f, v)
r
0
= 2iCe"0,(y /d2x/ Z)in|Z — _"|elm%5i(§)Tm(f, v)
0
20T, /d%/d? o)l — |70~ )
= QiC/dzx/d%’pQ(f’)ln\f 7|V el — 0 90 —0%(& —
Oyt O

= 2iC/d2x/d2x’aail (po(F)In|Z — &) 6"6%(Z — §)

=

Y Ox
o 0
B 2 7 v _7
_ QZC/d T i g (P2(E)nlE = ')
, —y 8 a =
=2iC [ d*% pao(&)Vin|y — 7|

P2 = —2—64772'Cp2, (645)

con lo cual determinamos que C' = 5=. Entonces, la funcién x se escribe como:

7) = z% / d*x / d2x’p2(f')ln\f—f/|eij%Tj(f, 7). (6.46)

Podemos reescribir (6.46)) de forma explicita como:

:ii/d2x/d2x'eQ6z(f—f’)ln|f— '|e”aa /dyJ(SQ( )
T
—Z—/dy /d2a:e —ln|x—R|52( — 1),

x(v) = —ie;—f dy 6”‘( ‘) (6.47)

es decir:
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donde se identifica O(y) = f7 dy? eij?;i:—g‘); como el d4ngulo subtendido por tramos de ca-

mino, medido desde la posicion R de la particula “tipo 2”. Asi, los funcionales de onda
que satisfacen la ligadura, y por lo tanto preservan la invariancia de calibre, tienen la

forma:

2 -,
2 (-in2e0rd)

V(v R) = e ®(7 R). (6.48)

Existe también una representacion dual para esta teoria, en la cual , las particulas
“tipo 2”7 ahora son las que tienen objetos geométricos (tramos de camino asociados), y
las particulas “tipo 1”7 estan solas. Consideremos la siguiente realizacién en el espacio de

camino:

AE) — —eeTI(F ), Bil@) — ~6i(&),
(&

con la cual, comprobamos el dlgebra de conmutadores:

Ad@), By = | —eeaT' (7)), 265(0)| ¥

= —ieil{—éj(g)Tl(fa ’V)h%
= Z6115§52(f - g)¢7

S I AP
[Ai(Z), ng(y)]l/’ = |—eeaT'(Z,7), EGJ Om () | 9
= —ieqe™{ =00 ()T (Z, )},
= ieilejméfnég(f — Y)Y,
= ieileﬂ(52(f — Y)Y,
= 067 6% (% — Y.

Ademas, los momentos covariantes en esta realizaciéon dual seran:

r

para la particula “tipo 17, mientras que para la particula “tipo 2” obtenemos:

B — cQBi(F) — —i (% ; chxﬁ)) _ _Di(R), (6.50)
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es decir, de nuevo obtenemos el operador diferencial de Mandelstam. Se observa entonces
que, en dicha realizacion dual, el papel de las particulas se intercambia. Veamos ahora las

ligaduras bajo esta representacion:
X2 = p2+ €70;A; =0
= py + €7 0i(—e€jn T (F,7)) = 0
= py — eeijejm@-Tm(f, v) =0
= po +edt O;T™(Z,7) =0
= pa+e0,, T (7, 7y) =

0
Sp—ed [52(5— 3)— 62z — azs)] ~0. (6.51)

Se obtiene entonces que, de las particulas “tipo 2” entran (o salen) tantos tramos de
camino como sea el valor de la constante de acople () en términos de la unidad de carga

fundamental e. La ligadura restante queda realizada como:
X1=p1+ Eijaiéj =0,
= p1+ Eeij&éj =0,
e
= o1+ QLe"jAzj — 0, (6.52)
e

es decir, es una ligadura de cardcter topoldgico, y su solucién, siguiendo lo expuesto

anteriormente en el trabajo, seran los funcionales de onda:

(-imze0zm)

V(v T) =e o(7, R), (6.53)
donde .
oo —r)
O (v, 7) = / et r_)27 (6.54)
y |y -Tr

es el angulo subtendido por tramos de camino, medidos ahora desde la posicion 7° de la
particula “tipo 17, los cuales preservan la invariancia de calibre de la teoria. Entonces, se
obtiene una representacion autodual, es decir, no importa cual de las dos particulas se en-
cuentra “sola”, y cual tiene objetos geométricos asociados, como era de esperarse, ya que
las particulas son indistinguibles. La interaccién es entendida de una forma geométrica,
en términos de angulos subtendidos por tramos de camino, esto es, por como se enrollan
dichos tramos “atados” a una particula alrededor de la otra, sin importar la realizacion

escogida.
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Es notable mencionar que, a diferencia de otras teorias topoldgicas, en esta teoria,
los angulos subtendidos por los tramos de caminos son medidos desde la posicion de las
particulas “tipo dos” (o de la particula “tipo 1”7, de acuerdo a la realizacién escogida ), y no
desde los puntos extremos de dichos tramos, lo cual elimina el problema de autointeraccion
o auto-angulo, presente en la autointeraccion de particulas cargadas con el campo de

Chern-Simons.
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Capitulo 7
Discusion

Hemos estudiado la cuantizacién de diferentes teorias fisicas que describen la interac-
cién entre campos de calibre con objetos materiales (particulas y cuerdas), en el marco
de la representacién geométrica, haciendo énfasis en el espacio de caminos y el espacio de
superficies. Partimos, de modo introductorio, explicando de forma concisa el método de
cuantizacién de Dirac [I4], el cual constituye una generalizacién para sistemas singulares,
esto es, sistemas donde estan presentes dependencias funcionales (denominadas vinculos o
ligaduras) entre las variables canénicas, que impiden obtener las velocidades generalizadas
en términos de los momentos conjugados. Se presentan los casos donde las ligaduras son
de primera o segunda clase, lo cual determina el procedimento a seguir para realizar la

cuantizacion.

Posteriormente, se realizé una introduccion a la teoria de representaciones geométricas,
debido a la versatilidad que la misma aporta al estudio de teorias de campos de calibre,
esta permite visualizar en términos de objetos geométricos, las interacciones descritas
por las teorias antes mencionadas. Estudiamos la representacion de caminos abelianos y
la representacion de superficies abelianas. Se encontré que la teoria de representaciones
geométricas se presenta util historicamente para la resolucion de las ligaduras presentes en

las teorias de campos de calibre en general, e incluso para aquellas de caracter topologico.

Comenzamos realizando el analisis de teorias de campos de calibre no topoldgicas
bajo este esquema de trabajo. Inicialmente, consideramos la interaccion de una particula
cargada, no relativista, con el campo de Maxwell en 3+ 1 dimensiones. Dicha interaccion
esta descrita por una accién donde se observa un término cinético correspondiente a la
particula, un término que describe la cinética del campo electromagnético y por utlimo,

un término correspondiente al acople minimal de dicha particula con el campo, realizado
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a través de la corriente generalizada de la particula y el potencial vector A,. Se obtuvo
una ligadura que para su resolucién, es conveniente el uso de la representacion de caminos
abelianos, esto es, un espacio de funcionales de onda camino-dependientes. Esta ligadura
es resuelta de forma inmediata en dicha representacion, si se exige la cuantizacién de la
carga de la particula, es decir, que la misma sea un multiplo entero de la unidad de flujo
fundamental e, ademés de exigir que los extremos de los caminos coincidan con los puntos
donde las particulas se encuentran, obteniendo como resultado que cuando el valor de la
carga ¢ es positivo, los extremos de tramos de camino iniciales coinciden con la posicion
de las particulas y los extremos finales terminan en el infinito y, en caso contrario, es decir,
cuando la carga ¢ es negativa, se tiene que los caminos tienen sus puntos iniciales en el
infinito y terminan en las particulas. El sector libre de carga queda entonces satisfecho
con ciclos o caminos cerrados. Obtuvimos que el momento covariante de la particulas en

dicha realizacién concuerda con el operador diferencial de Mandelstam:

—iDy(F) = —i ( a?«i - qéz-(F)> .

Dicho operador mantiene la invariancia de calibre, al desplazar simultaneamente, de for-

ma infinitesimal, a la particula y los n = ¢ tramos de camino “atados” a la misma.

Luego, estudiamos la interaccién de una cuerda cerrada con un Campo de Kalb-
Ramond. La accién que describe esta interaccién, similar al caso Maxwell+particula,
contiene un término cinético tanto para la cuerda como para el campo de Kalb-Ramond,
ademas de un término de acople minimal expuesto a través de un potencial tensor an-
tisimétrico y la corriente j# de la cuerda. Los funcionales de onda que constituyen el
espacio fisico pertenecen ahora al espacio de superficies abelianas, y se obtuvo que la
representacién de superficies es la apropiada en este caso. Encontramos que, en orden de
satisfacer la ligadura impuesta por la teoria, la posicion de la cuerda tiene que coinci-
dir con la frontera de la superficie, ademas de exigir la cuantizacion de la constante de
acople ¢ de la cuerda, es decir, la misma es un multiplo entero n de la unidad de flujo
fundamental de Kalb-Ramond. Entonces, de la cuerda “emanan” (o “absorben”), tantas
hojas o capas de superficie como sea el valor de ¢. Se obtiene también, que el momento

covariante de la cuerda, escrito como:
—i o 2ipdij(7)2"” (7.1)
§zt '

constituye una generalizacion al operador diferencial de Mandelstam, el cual desplaza de

forma infinitesimal a la cuerda en conjunto con las n hojas o capas de superficies que
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estan “atadas” a la misma, preservando asi la invariancia de calibre.

Como conclusién al estudio de las teorias no topoldgicas, tenemos que, el espacio fisico
se encuentra constituido por funcionales de ondas cuyos argumentos son objetos geométri-
cos (“objetos extendidos de Faraday”), los cuales emanan o se absorben (dependiendo del
signo de la constante de acople) de las posiciones de los objetos materiales (particulas
o cuerdas, respectivamente), obteniendose lineas o caminos para el caso de Maxwell, y

superficies para Kalb-Ramond.

En contraste, para las teorias topoldgicas, se obtuvo que las exigencias impuestas a los
objetos geométricos que representan los campos (caminos, ciclos y superficies), para los
casos no topoldgicos, por si solas, no son suficientes para resolver las ligaduras. Debemos
imponer ademas, ciertas restricciones para los funcionales de onda fisicos. Para las teorias

de caracter topologico, los funcionales de onda tienen la siguiente estructura:

donde las funciones x(v) y ®(7) quedan determinadas por la ecuacién diferencial obtenida
al realizar la ligadura topoldgica en la representacién geométrica apropiada. A modo
introductorio y pedagdgico a este anélisis, estudiamos la Teoria Topoldgica Masiva (TTM),
expuesta en [12],(cita oswaldo), donde obtiene por primera vez la forma que presentan
las ligaduras de caracter topolégico en el grupo de representaciones geométricas, asi como
un método para la resolucion de las mismas. Los funcionales de onda que constituyen el

espacio fisico en la TTM tiene la forma:
.22 —
v() = T2 g (a, 7).

donde ®(d, BS) depende de los tramos de camino solamente a traves de su frontera (puntos
extremos), y AO(y) representa la suma de los dngulos subtendidos por tramos de camino
~v medidos desde sus puntos finales 3,, menos la suma de los angulos subtendidos desde

sus puntos iniciales ay, es decir:

AB(y) = Z/d:c’“elk [(“T —f)_ (a—a)

@~ B2 17— df?

l

I

por lo que podemos concluir que la interaccion esta descrita en términos de cémo los

tramos de camino se “enrollan” alrededor de sus puntos extremos.

Posteriormente, analizamos la interaccion de una particula no relativista con el campo

de Chern-Simons en 24 1 dimensiones, donde, en contraste con la TTM, tenemos presente
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ahora objetos materiales (particulas). La ligadura topolégica obtenida queda resuelta si se
exige que la carga de la particula este cuantizada, que los extremos de tramos de camino
concuerden con la posicion de dicha particula, ademas de imponer que los funcionales de

onda tenga la forma:
_i62(2a—1) AO

ww,f):e( w (7)><1>(5%?f),

donde, en este caso

AB(7) = Z/dxkelk [(m 6 _ o (fs)l

’f_gsP |.CI?—O./5’2

es decir, los angulos esta medidos desde los extremos de tramos de camino, de igual forma
que en la TTM. En conclusién, obtuvimos que en este caso, la interaccién esta descrita en
términos de cuantas veces se enrollan los tramos de camino alrededor sus puntos extremos,
y que dichos tramos de caminos “emanan” (o “llegan”) a la particula que es frontera de
los mismos, es decir, dependiendo del signo de la carga, ds o Es concuerda con la posicion

de la particula.

Luego, consideramos al interaccion de dos “tipos” de particulas no relativisitas, aco-
pladas a través de un campo BF en 2 + 1 dimensiones. Nuevamente, la interaccion esta
descrita por una ligadura de caracter topoldgico, la cual queda resuelta exigiendo que la
carga de ambas particulas (q y Q, respectivamente) este cuantizada, que los extremos de
tramos de camino coincidan con la posicién de una de las particulas, ademas de tener

funcionales de onda de la forma:

l

62%(%1%))

V(v R) = 6(_i .

(I)(%?» R)v

donde: |
O(vr, R) = /d“rjeij o) :

L e R

es el angulo subtendido por tramos de camino (que coinciden con la posicién 7 de las
particulas “tipo 17), medidos desde la posicién R de las particulas “tipo 2”. Concluimos
que la interaccién se encuentra descrita por el niimero de veces que los tramos de camino
atados a 7 se enrollan alrededor de R. Es importante destacar, que, a diferencia de la TTM
y CS+particulas, esta teorfa elimina el problema de autointeraccién o autoangulo [I§];
es decir, en los casos mencionados, la diferencia de angulos subtendidos es medida desde
extremos de dichos caminos, mientras que en teoria BF+particulas en 2 + 1 dimensiones,

dicho angulo es medido desde la posicion de las particulas “tipo 2”.
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Cabe destacar a su vez, que en esta teoria surge una especie de “autodualidad”, al
intercambiar los roles desempenados por los dos tipos de particulas, es decir, podriamos
considerar también la situacion en la cual, los caminos “emanan” de las particulas “tipo 2”
(extremos de tramos de camino coinciden con la posicién é), estando ahora las particulas
“tipo 1”7 sin ningin objeto geométrico asociado a las mismas, entonces, el angulo subten-
dido por dichos tramos de camino es medido desde la posiciéon 7, obteniendo la misma

interpretacion en ambos casos.

Por 1ultimo, es importante mencionar que lo expuesto en este trabajo puede ser ge-
neralizado a otras teorias, que sean dimensionalmente mayores; por ejemplo, se podria
considerar la interaccién entre una particula cargada con un objeto extendido (cuerda),
ambos no relativistas, a través de un campo BF en 3 + 1 dimensiones, descrita por la

accion:

1
S = /dt— /dt/da 2") ]+/d4a; [j“AMJrEjWBW]

1 17
+ Z/d4x "B, Fy, (7.2)

donde observamos un término correspondiente a la energia cinética de la particula y un
término para la energia de la cuerda. a es una constante que representa la tensién de
la misma. También incluye un término de acople que consta en una contribuciéon para
el acople de la particula y el campo, expresado con la corriente j* de la particula y el
potencial vector A,, més un término que describe la interaccién cuerda-campo, por medio
de la corriente 7# de la cuerda y el potencial tensor B,,. Por ultimo, tenemos un término
correspondiente al campo BF' en 3 4+ 1 dimensiones. Luego de la descomposion en 3 + 1

dimensiones, obtenemos:

1 , o
S:/dti[ /dt/da — (") —i—gzﬁ/dt/da Byi2" —i—,élz”Bij]
1
+ / d*x {2 €% By Fji, + Ag (563 9;Bj1, + eq6* (T — F)) §e”kB]kA} (7.3)
donde ¢ es la constante de acople del campo BF con la cuerda. Considerando desde el

inicio Ag v Bp; como multiplicadores de Lagrange, entonces, obtenemos los momentos

conjugados:

T — 5(—:”’“Bjk ~0 |, ™~ 0, (7.5)
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de los cuales obtenemos las velocidades:

mi' = p; — eqA(7) , ai' =P — ¢By2". (7.6)
y las ligaduras:

¢ =7t — %eif’fBjk ~0 , ¢Y=7Y=0. (7.7)

El Hamiltoniano H,y queda definido por:

Ho= 5 (0= ea ) + [ oS | 2 (Pi= 0By)" 4 ()
+ /dgx [on—l— Bol-xi] , (7.8)
donde
X = —eqd’ (T —7) - %eijkaiBjk ~ 0, (7.9)
y
X' =—¢ / do 2"'6%(& — Z) — €770, Ay, = 0, (7.10)

son ligaduras obtenidas al considerar Ag y By; como multiplicadores de Lagrange.

Luego de realizar la correspondiente cuantizacion, obtenemos el dlgebra de conmuta-

dores:
[Ai(@), 7 (§)] = i6]6°(& — ¥) . [Ai@), Bi(§)] = iejnd® (@ — 1),
B () Akm z m _ sm - o N T i
[Bji(Z), 7 ()] = 5(5% — 67" 08)6% (% — ) , [, Py = idg,

[2'(0), Py(o")] = i678( — o).

Analicemos de forma cualitativa cémo se realizan (7.9) y (7.10). La interaccién puede
describirse en términos de caminos abelianos (atados a las particulas), estando la cuerda
“sola”, sin objetos geométricos asociados; o por una representacion dual donde la cuerda
tiene asociados objetos geométricos (esta vez superficies), y las particula esta “sola”, sin

objetos geométricos asociados. Consideremos la realizacion en el espacio de caminos:

A — L5i(@), (7.11)
e

s eTHT,y) = By, — e€imT (Z,7). (7.12)
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Veamos entonces, que dicha realizacion satisface el dlgebra de conmutadores:

A0 P @) = | L@, erg )] v

= i670%(Z — 1), (7.13)
A, Bl = | 162, canT'(Gi)| v
= i€;j0° (T — 7). (7.14)

Las ligaduras en la realizacion escogida quedan como:

eq6® (T — 7) + ed, T"(Z,7)] ¥(v) = 0. (7.15)

[¢ / do 263(7 — 7) + éAi(f) =0, (7.16)

donde A" = ¢7*A ;.. Observamos que dicha ligadura es topolégica en la realizacién esco-

gida. Por otra parte, consideremos la representacién dual:

A — —%eijmk(f, ) (7.17)
By —  2i6;(7), (7.18)
y vemos que la misma satisface el dlgebra de conmutadores:
AL @10 = |~ e T 5 e ()]
= z'-éfé?)(f — 1), (7.19)
A, Bl = |~ -ean T, ). 2ie8,4(1)] .
= z‘_eijké?’(f — 7). (7.20)

En esta representacién dual escribimos (7.9) como:

[eq6®(Z — ) + iee’* 0,6 ¥(Z) = 0 (7.21)
que se reescribe como:
[q&”’(f —7) + %A(:z-‘)] P(X) =0 (7.22)

con A(Z) = €% Aj;.. Por otro lado, (7.10) se escribe como:
[—(b/da 26 F - Z) + %e”kekmnTm"} P(X) =0, (7.23)

[—¢ / do 2'6° (% — 2) — ajTﬂ} Y() =0, (7.24)
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que podemos reescribir, usando (2.27)), como:
[gb / do 2637 — 2) — T'(Z,0%) | (%) = 0. (7.25)

Observamos entonces que (7.25) corresponde a una ligadura de Gauss, como la obtenida

para la teorfa de Kalb-Ramond+cuerda mientras (7.22) es una ligadura topoldgica.

Concluimos en general que, la representacién geométrica es 1til para el estudio de
teorias de campo de calibre, ya que permite visualizar las interacciones descritas por
las mismas en término de objetos geométricos. Para el caso de teorias no topoldgicas,
obtenemos un esquema de lineas o superficies de Faraday, ademdas de proporcionar una
justificacion cuantitativa para la cuantizacion de la constante de acoplo (o carga) entre la
materia y los campos. Ademads proporciona una forma concisa para resolver las ligaduras
existentes en las teorias de caracter topoldgico, que de otra forma son complicadas de
estudiar. Obtuvimos que la interaccién se encuentra descrita por angulos subtendidos por
los objetos geométricos, medidos desde sus puntos extremos (frontera), es decir, la inter-
accién se describe por la forma en que se “enrollan” los caminos (o superficies) alrededor
de un punto, que puede estar libre (como en la TTM), o puede concordar con la posicién
de un objeto material, el cual que interactia con el campo o con otro tipo de materia (por

ejemplo, BF+particulas).

Podemos suponer que en el caso planteado para la interaccién de una cuerda con una
particula por medio de un campo BF en 3 4+ 1 dimensiones, la interaccién topolégica se
describird en términos del angulo sélido (debido a que tenemos 3 dimensiones espaciales)
subtendido por los objetos geométricos (caminos o superficies, segin la representacién que
se escoja) medidos desde sus fronteras, las cuales coincidirdn con alguno de los objetos
materiales (ya sea la cuerda, o la particula). Tendremos una representacién en el espacio
de caminos, en la cual, dichos caminos estaran atados a la particula y donde la cuerda
no tendran objetos geométricos asociados. Se supone que la interaccion esta descrita por
el angulo solido subtendido por dichos tramos de camino medido desde la posicion de la
cuerda. Ademads, suponemos una representacién dual en el espacio de superficies, donde
dichas superficies estaran asociadas a la cuerda, mientras que la particula estara sola.
La interaccién quedara descrita por el angulo sélido subtendido por dichas superficies,

medido desde la posicion de la particula.

El estudio a profundidad de la interaccion anteriormente descrita, y de otros problemas

que seguramente surgiran, son de nuestro interes, y seran objeto para estudios posteriores.
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