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RESUMEN

En este trabajo se estudia el Principio de Selección de Helly para Varias Clases de

Funciones de Variación Acotada se describe el espacio de las funciones de variación

acotada en un intervalo [a, b] cuyo concepto fue introducido en el año 1881 por

Camile Jordan. Se muestran propiedades más relevantes que satisfacen las funciones

de variación acotada ası́ como la estructura de espacio vectorial, espacio normado

y espacio de Banach que posee este conjunto de funciones. En el Principio de

Selección de Helly para Funciones de p−Variación Acotada es demostrado para

p = 1, p > 1 mostramos y demostramos unas propiedades estructurales que satisfacen

las funciones de p−variación acotada.

Seguidamente desarrollamos la teorı́a general de funciones de Φ−variación acotada

en el sentido L.C Young definidas sobre un subconjunto de la recta real y toma valores

en un espacio métrico normado enunciamos y demostramos los teoremas estructurales

que caracterizan esta clase de funciones. Luego el teorema clásico del Principio de

Selección de Helly de la teorı́a de funciones de variación acotada es generalizado

para las funciones de Φ−variación acotada. Finalizamos presentando tres aplicaciones

del Principio de Selección de Helly en estudio de tópicos relacionados con la ingenierı́a.

Palabras Claves: Principio de selección de Helly, funciones de variación acotada,
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principio de selección de Helly para funciones de p−variación acotada, principio de

selección de Helly para Φ−variación acotada, espacio vectorial, espacio normado,

espacio de Banach.



INTRODUCCIÓN

Este proyecto de trabajo de grado de Licenciatura en Matemática está enmarcado en

una de las lı́neas de investigación perteneciente al Grupo de Ecuaciones Diferenciales

de la Facultad de Ciencias de la Universidad Central de Venezuela, como es el de

estudiar el Principio de Selección de Helly para funciones de p-variación acotada.

Según Boris Golubov, el concepto de funciones de variación acotada fue

introducido por primera vez en 1881 por el matemático francés Camille Jordan

(1838-1922) en el artı́culo [14, Jordan], donde se estudia la convergencia de series de

Fourier. En este artı́culo, C. Jordan caracterizó las funciones de variación acotada

como diferencia de dos funciones no decrecientes. Esta clase de funciones juega un

papel muy importante en la Teorı́a de Series de Fourier en varias variables, Teorı́a de

Medida, Cálculo de Variaciones y Fı́sica Matemática. Para mencionar algunos trabajos

en estos campos, Renato Caccioppoli (1904-1959) y Ennio de Giorgi (1928-1996) en

[10], matemáticos italianos, usaron las funciones de variación acotada para definir una

medida sobre las frontera no suaves de ciertos conjuntos. Olga Arsenievna Oleinik

(1925-2001), matemática rusa, introduce su versión de soluciones generalizadas para

ecuaciones en derivadas parciales no lineales como funciones de variación acotada

en el artı́culo [22, Oleinik] y fue capaz de construir una solución generalizada de

variación acotada de una ecuación en derivadas parciales de primer orden en el
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Introducción 6

artı́culo [23, Oleinik]. Edward P Conway (1937-1985) y Joel A. Smoller (1935- ),

matemáticos estadounidenses, aplicaron las funciones de variación acotada al estudio

de ecuaciones de primer orden de tipo hiperbólico en el artı́culo [9, Conway-Smoller]

demostrando que la solución del problema de Cauchy para tales ecuaciones es una

función de variación acotada siempre que el valor inicial pertenezca a esta misma

clase de funciones.

En el año 1910 el matemático húngaro Frigyes Riesz [25, Riesz] generalizó la

noción de variación acotada considerada por Jordan introduciendo el concepto de

función de p-variación acotada (1 < p < ∞) demostrando que, para 1 < p < ∞,

esta clase coincide con la clase de funciones absolutamente continuas con derivada

perteneciente al espacio Lp. Por otra parte, Norbert Wiener [26, Wiener] en 1924

presenta la noción de p-variación acotada en el sentido de Wiener.

En 1912, Eduard Helly (1884-1943), matemático Austrı́aco, usó la caracterización

de las funciones de variación acotada dada por C. Jordan en 1881 para demostrar un

teorema de compacidad para funciones de variación acotada el cual serı́a conocido

como el Principio de Selección de Helly. El principio de selección de Helly establece que

una sucesión de funciones de variación acotada con variación acotada uniforme tiene

una subsucesión convergente punto a punto a una función de variación acotada. Esto

es, dada una sucesión de funciones de p-variación acotada uniforme F de E ⊂ R a

un espacio métrico X, entonces existe una subsucesión { fn} ⊂ F que converge punto a

punto sobre E a una función de p-variación acotada f : E→ X con

Vp( f ,E) ≤ sup
g∈F

Vp(g,E).

El interés en el principio de selección de Helly es natural ya que es una manera

efectiva de demostrar teoremas de existencia en análisis. Por dar algún ejemplo, en el

artı́culo [16, Maeve McCarthy] utiliza el principio de selección de Helly para establecer

la existencia de un diseño óptimo para una estructura tubular.
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Este trabajo consta de cuatro capı́tulos:

• En el Capı́tulo 1 se describe el espacio de las funciones de variación acotada

en un intervalo [a, b] cuyo concepto fue introducido en el año 1881 por Camile

Jordan en su artı́culo [14]. Se muestran algunas propiedades más relevantes que

satisfacen las funciones de variación acotada ası́ como también la estructura de

espacio vectorial, espacio normado y espacio de Banach que posee este conjunto

de funciones. Además, se dan dos caracterizaciones de las funciones de variación

acotada en un intervalo [a, b], una de ella es la dada por Jordan en el año 1881 la

cual establece que las funciones de variación acotada son aquellas funciones que

se pueden escribir como diferencia de funciones monótonas; mientras que la otra

caracterización dada por Federer en 1969 establece que las funciones de variación

acotada son aquellas funciones que se pueden representar como una composición

de una función monótona con una función Lipschitz. Finalmente, presentamos

el Principio de Selección de Helly para funciones de variación acotada.

• En el Capı́tulo 2 se estudia el Principio de Selección de Helly para funciones

de p-variación acotada. Empezamos recolectando resultados del artı́culo [3]

donde este principio es demostrado para el caso p = 1. Seguidamente, para

p > 1, mostramos y demostramos algunas propiedades y resultados estructurales

que satisfacen las funciones de p-variación acotada. Finalmente, enunciamos y

probamos el principio de selección para el caso p > 1. Los resultados de este

último caso pueden ser encontrados con más detalles en [8].

• En el Capı́tulo 3 se desarrolla la teorı́a general de funciones de Φ-variación

acotada en el sentido de L. C. Young definidas sobre un subconjunto de la recta

real y toma valores en un espacio métrico o normado. Primeramente, enunciamos

y demostramos los teoremas estructurales y las propiedades que caracterizan esta

clase de funciones. Luego, el teorema clásico del Principio de Selección de Helly

de la teorı́a de funciones de variación acotada es generalizado para las funciones
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de Φ-variación acotada.

• En el capı́tulo 4 se presenta algunas aplicaciones del Principio de Selección de

Helly en estudio de tópicos relacionado con la ingenierı́a.



Capı́tulo 1
El Principio de Selección de Helly para

Funciones de Variación Acotada

En este primer capı́tulo se describe el espacio de las funciones de variación acotada

en un intervalo [a, b] cuyo concepto fue introducido en el año 1881 por Camile Jordan

en su artı́culo [14].

En este capı́tulo, se muestran algunas propiedades más relevantes que satisfacen

las funciones de variación acotada ası́ como también la estructura de espacio vectorial,

espacio normado y espacio de Banach que posee este conjunto de funciones.

Además, se dan dos caracterizaciones de las funciones de variación acotada en

un intervalo [a, b], una de ella es la dada por Jordan en el año 1881 la cual establece

que las funciones de variación acotada son aquellas funciones que se pueden escribir

como diferencia de funciones monótonas; mientras que la otra caracterización dada por

Federer en 1969 establece que las funciones de variación acotada son aquellas funciones

que se pueden representar como una composición de una función monótona con una

función Lipschitz. Finalmente, presentamos el Principio de Selección de Helly para

funciones de variación acotada.

Algunos resultados presentes aquı́ pueden ser encontrados con más detalles en [1]

y [21].
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Cap. 1 El Principio de Selección de Helly para Funciones de Variación Acotada 10

1.1 Funciones de Variación Acotada

Definición 1.1. Denotamos por

J([a, b]) B {T = {ti}
n
i=0 ⊂ [a, b] : n ∈N ∪ {0}, t0 = a, tn = b, ti−1 < ti, i = 1, ...,n},

al conjunto de todas las particiones ordenadas y finitas del intervalo [a, b].

Dada una función u : [a, b]→ R y una partición T = {ti}
n
i=0 ∈ J([a, b]), fijamos

V[u,T] B
n∑

i=1

|u(ti) − u(ti−1)|.

Definición 1.2 (Variación acotada). Sea u : [a, b]→ R una función. Definimos la variación

total de u sobre [a, b] como

V(u, [a, b]) B sup
T∈J([a,b])

V[u,T].

Si V(u, [a, b]) < ∞, decimos que la función u es de variación acotada o finita en el intervalo [a, b].

Denotaremos a la clase de funciones de variación acotada en el intervalo [a, b] por BV[a, b].

Observación 1. Por definición, si u ∈ BV[a, b] entonces V(u, [a, b]) ≥ 0.

A continuación se presentará algunos ejemplos que ilustran la definición de

BV[a, b].

Ejemplo 1.1. Consideremos c ∈ R y la función constante u, definida por

u(t) = c, para todo t ∈ [a, b].

Ası́, dada la partición T = {ti}
n
i=0 ∈ J([a, b]), obtenemos que

V[u,T] =

n∑
i=1

|u(ti) − u(ti−1)|

=

n∑
i=1

|c − c|

= 0.

Luego V[u,T] = 0 para todo T ∈ J([a, b]) y por tanto V(u, [a, b]) = 0.
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Observación 2. Las únicas funciones con variación total cero sobre [a, b] son las funciones

constante definida en [a, b]. En efecto, supongamos que V(u, [a, b]) = 0. Entonces para cua-

lesquiera t, s ∈ [a, b] se tiene que

|u(t) − u(s)| ≤ V(u, [a, b]) = 0.

Luego u(t) = u(s), para todo t, s ∈ [a, b]. Por tanto u es constante en [a, b].

Ejemplo 1.2. Consideremos u : [a, b]→ R, la función identidad, es decir,

u(t) = t, t ∈ [a, b].

Entonces, dada la partición T = {ti}
n
i=0 ∈ J([a, b]), tenemos que

V[u,T] =

n∑
i=1

|u(ti) − u(ti−1)|

=

n∑
i=1

|ti − ti−1|

=

n∑
i=1

(ti − ti−1)

= b − a.

Luego V[u,T] = b − a para todo T ∈ J([a, b]) y por tanto V(u, [a, b]) = b − a.

1.2 Propiedades de las Funciones de Variación Acotada

En esta sección enunciaremos y probaremos las propiedades más relevantes que

satisfacen las funciones de variación acotada sobre [a, b]. Estas propiedades permitirán

darle una estructura de espacio normado a BV[a, b] ası́ como también mostrar la no

compatibilidad respecto a la inclusión entre el espacio de las funciones continuas, el

cual denotaremos por C[a, b], y el espacio BV[a, b].

El siguiente resultado muestra que toda función de variación acotada es una

función acotada.
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Proposición 1.1. Si u ∈ BV[a, b] entonces u es una función acotada.

Demostración: Sea t ∈ [a, b]. Consideremos la partición T = {t0 = a, t1 = t, t2 = b} de

[a, b]. Entonces

|u(t)| − |u(a)| ≤ |u(t) − u(a)| ≤ |u(t) − u(a)| + |u(b) − u(t)| = V[u,T] ≤ V(u, [a, b]).

Luego

|u(t)| ≤ V(u, [a, b]) + |u(a)|, t ∈ [a, b].

Note que el lado derecho de la desigualdad anterior es finito ya que u ∈ BV[a, b]. Por

tanto la función u es acotada.

�

El recı́proco de la proposición anterior es falso. En efecto, consideramos la función

u(t) =

 1 si t ∈ Q ∩ [a, b]

0 si t ∈ (R\Q) ∩ [a, b].

Si tomamos la partición T = {t0, ..., t2n} del intervalo [a, b] de tal manera que

 ti ∈ Q si i ≡ 0 (mod 2)

ti ∈ R\Q si i ≡ 1 (mod 2),

entonces

V[u,T] =

2n∑
i=1

|u(ti) − u(ti−1)|

= |u(t1) − u(t0)| + |u(t2) − u(t1)| + · · · + |u(t2n−1) − u(t2n−2)| + |u(t2n) − u(t2n−1)|

= |0 − 1| + |1 − 0| + · · · + |0 − 1| + |1 − 0|︸                                          ︷︷                                          ︸
2n−veces

= 2n.
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Luego, para todo n ∈N se tiene que

V(u, [a, b]) ≥ 2n.

Por tanto, tomando n→∞, V(u, [a, b]) = ∞.

Observación 3. Note que, si u ∈ BV[a, b] entonces, por la Proposición 1.1,

|u(t)| ≤ V(u, [a, b]) + |u(a)|, t ∈ [a, b].

Seguidamente, si tomamos supremo obtenemos

sup
t∈[a,b]
|u(t)| ≤ V(u, [a, b]) + |u(a)|.

Es decir

||u||∞ ≤ V(u, [a, b]) + |u(a)|.

Proposición 1.2. Si u ∈ BV[a, b] entonces

|u(b) − u(a)| ≤ V(u, [a, b]).

Demostración: Consideremos la partición {t0 = a, t1 = b} del intervalo [a, b]. En-

tonces,

|u(b) − u(a)| = |u(t1) − u(t0)| = V[u,T] ≤ V(u, [a, b]).

�

A continuación, mostramos que la desigualdad de la Proposición 1.2 se vuelve

una igualdad si la función u es monótona sobre [a, b].

Proposición 1.3. Si u : [a, b] → R es una función monótona en el intervalo [a, b] entonces

u ∈ BV[a, b]. Más aún,

V(u, [a, b]) = |u(b) − u(a)|.
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Demostración: Sea T = {ti}
n
i=0 ∈ J([a, b]) una partición del intervalo [a, b].

Supongamos primero que u es no decreciente en el intervalo [a, b]. Entonces

V[u,T] =

n∑
i=1

|u(ti) − u(ti−1)| =
n∑

i=1

u(ti) − u(ti−1) = u(b) − u(a).

Luego, tomando supremo sobre todas las particiones del intervalo [a, b] tenemos que

sup
T∈J([a,b])

V(u,T) = u(b) − u(a),

es decir,

V(u, [a, b]) = u(b) − u(a).

Ahora supongamos que u es una función no creciente en el intervalo [a, b]. De manera

análoga se tiene que

V[u,T] =

n∑
i=1

|u(ti) − u(ti−1)| =
n∑

i=1

u(ti−1) − u(ti) = u(a) − u(b).

Seguidamente, tomando supremo sobre todas particiones del intervalo [a, b] resulta

que

sup
T∈J([a,b])

V(u,T) = u(a) − u(b).

Esto es,

V(u, [a, b]) = u(a) − u(b).

En conclusión, si u es una función monótona sobre el intervalo [a, b], entonces

V(u, [a, b]) = |u(b) − u(a)| < ∞ y por consiguiente u ∈ BV[a, b].

�

Los siguientes dos resultados muestran que es suficiente verificar que una

función u : [a, b] → R es de variación acotada en subintervalos cuya unión sea [a, b]

para determinar que dicha función es de variación acotada en el intervalo [a, b].
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Proposición 1.4. Si u ∈ BV[a, b] entonces u ∈ BV[c, d] para todo intervalo [c, d] ⊂ [a, b].

Demostración: Supongamos que u ∈ BV[a, b] y sean c, d ∈ R tales que [c, d] ⊂ [a, b].

Consideremos una partición T = {ti}
n
i=0 ∈ J([c, d]) del intervalo [c, d]. Entonces

V[u,T] =

n∑
i=1

|u(ti) − u(ti−1)|

≤ |u(c) − u(a)| +
n∑

i=1

|u(ti) − u(ti−1)| + |u(b) − u(d)|

= V
[
u, T̃

]
≤ V(u, [a, b]).

Aquı́, T̃ =
{̃
ti

}n+2

i=0
∈ J([a, b]) es una partición del intervalo [a, b] con t̃0 = a, t̃n+2 = b y

t̃i = ti−1 para i = 1, ...,n + 1. Ahora bien, hemos obtenido que para todo T ∈ J([c, d])

V[u,T] ≤ V(u, [a, b]).

Por consiguiente,

V(u, [c, d]) ≤ V(u, [a, b]).

Como u ∈ BV[a, b], el lado derecho de la desigualdad anterior es finita por lo que

V(u, [c, d]) es finita. Ası́ u ∈ BV[c, d].

�

Proposición 1.5. Si existe s ∈ [a, b] tal que u ∈ BV[a, s] y u ∈ BV[s, b] entonces u ∈ BV[a, b].

Más aún,

V(u, [a, b]) = V(u, [a, s]) + V(u, [s, b]).

Demostración: Sea s ∈ (a, b) tal que u ∈ BV[a, s] y u ∈ BV[s, b]. Consideremos la

partición T = {ti}
n
i=0 ∈ J([a, b]) del intervalo [a, b]. Entonces existe un j, 1 ≤ j ≤ n, tal

que t j−1 < s ≤ t j.
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Luego

V[u,T] =

n∑
i=1

|u(ti) − u(ti−1)|

=

j−1∑
i=1

|u(ti) − u(ti−1)| + |u(t j) − u(t j−1)| +
n∑

i= j+1

|u(ti) − u(ti−1)|

=

j−1∑
i=1

|u(ti) − u(ti−1)| + |u(t j) − u(s) + u(s) − u(t j−1)| +
n∑

i= j+1

|u(ti) − u(ti−1)|

≤

j−1∑
i=1

|u(ti) − u(ti−1)| + |u(s) − u(t j−1)| + |u(t j) − u(s)| +
n∑

i= j+1

|u(ti) − u(ti−1)|

= V[u,T1] + V[u,T2]

≤ V(u, [a, s]) + V(u, [s, b]).

Aquı́ T1 =
{
t1
i

} j

i=0
∈ J([a, s]) y T2 =

{
t2
i

}n− j+1

i=0
∈ J([s, b]) son particiones de los intervalos

[a, s] y [s, b] respectivamente con

 t1
0 = a, t1

j = s, t1
i = ti, para 1 ≤ i ≤ j − 1,

t2
0 = s, t2

n− j+1 = b, t2
i = t j+i−1, para 1 ≤ i ≤ n − j.

Ahora bien, hemos obtenido que para todo T ∈ J([a, b]) se cumple que

V[u,T] ≤ V(u, [a, s]) + V(u, [s, b]),

por tanto, tomando supremo en la desigualdad anterior se tiene que

V(u, [a, b]) ≤ V(u, [a, s]) + V(u, [s, b]).

Como u ∈ BV[a, s] y u ∈ BV[s, b] se tiene que V(u, [a, b]) es finito y por consiguiente

u ∈ BV[a, b].

Para terminar la demostración, hace falta verificar que

V(u, [a, b]) ≥ V(u, [a, s]) + V(u, [s, b]).
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En efecto, como V(u, [a, s]) < ∞y V(u, [s, b]) < ∞ tenemos que, por la caracterización del

supremo, dado ε > 0 existen particiones T1 =
{
t1
i

} j

i=0
∈ J([a, s]) y T2 =

{
t2
i

}n− j+1

i=0
∈ J([s, b])

de los intervalos [a, s] y [s, b] respectivamente tales que V(u, [a, s]) − ε
2 < V[u,T1]

V(u, [s, b]) − ε
2 < V[u,T2].

Sumando las desigualdades miembro a miembro obtenemos

V(u, [a, s]) + V(u, [s, b]) − ε < V[u,T1] + V[u,T2] = V[u,T] ≤ V(u, [a, b]),

donde T = {ti}
2n
i=0 es una partición de [a, b] con ti = t1

i y tn+i+1 = t2
i+1 para 0 ≤ i ≤ n. Por

tanto, para todo ε > 0 se tiene

V(u, [a, s]) + V(u, [s, b]) − ε ≤ V(u, [a, b]),

y ası́ resulta que

V(u, [a, s]) + V(u, [s, b]) ≤ V(u, [a, b]).

De esta manera hemos obtenido que

V(u, [a, b]) = V(u, [a, s]) + V(u, [s, b]).

�

Observación 4. El resultado de la Proposición 1.5 puede generalizarse de la siguiente forma:

Sea u : [a, b] → R una función. Entonces u ∈ BV[a, b] si y sólo si, existen si ∈ (a, b), con

si < si+1, para i = 1, . . . ,n − 1, tales que u ∈ BV[a, s1], u ∈ BV[s1, s2], . . . ,u ∈ BV[sn, b].

Además, en este caso, se tiene que

V(u, [a, b]) =

n+1∑
i=1

V(u, [si−1, si]),

considerando s0 = a y sn+1 = b.
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A continuación, mostraremos que el espacio de las funciones continuas definidas

en [a, b], C[a, b] y el espacio de funciones de variación acotada sobre [a, b], BV[a, b], no

son comparables respecto a la inclusión. Primero, veremos que

C[a, b] * BV[a, b].

Ejemplo 1.3. Consideremos la función u : [0, 1]→ R definida por

u(t) =

 t cos
(
π
2t

)
si 0 < t ≤ 1

0 si t = 0.

La Figura 1.1 muestra el gráfico de la función u(t).

Figura 1.1: Gráfico de la función u(t) definida en el Ejemplo 1.3.

Ahora bien, si tomamos la siguiente partición del intervalo [0, 1],

T =
{
t0 = 0 < t1 =

1
2n

< t2 =
1

2n − 1
< · · · < t2n−2 =

1
3
< t2n−1 =

1
2
< t2n = 1

}
,
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entonces

V[u,T] =

2n∑
i=1

|u(ti) − u(ti−1)|

=

∣∣∣∣∣u ( 1
2n

)
− u(0)

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣u ( 1
2n − 1

)
− u

( 1
2n

)∣∣∣∣∣ + · · · +

∣∣∣∣∣u (1
2

)
− u

(1
3

)∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣u (1) − u
(1
2

)∣∣∣∣∣
=

1
2n

+
1

2n
+

1
2(n − 1)

+
1

2(n − 1)
+ · · · +

1
4

+
1
4

+
1
2

+
1
2

=

n∑
k=1

1
k
.

Luego, para todo n ∈N se tiene que

V(u, [0, 1]) ≥
n∑

k=1

1
k
.

Note que la serie
∞∑

k=1

1
k es una serie divergente, por lo que la sucesión

{
n∑

k=1

1
k

}∞
n=1

diverge. Ası́,

tomando n→∞, obtenemos que V(u, [0, 1]) = ∞ y por tanto u no es de variación acotada.

Ahora, veremos que

BV[a, b] * C[a, b].

Ejemplo 1.4. Consideremos la función u : [0, 1]→ R definida por

u(t) =

 1 si 0 < t ≤ 1

0 si t = 0,

la cual, claramente, no es continua en [0, 1]. Como u es una función monótona, por la Proposi-

ción 1.3, tenemos que u es de variación acotada. Más aún,

V(u, [0, 1]) = |u(1) − u(0)| = 1.
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1.3 El Espacio de Banach BV[a, b]

El objetivo principal de esta sección es probar que el espacio de las funciones de

variación acotada BV[a, b] es un espacio de Banach. Para este fin, primero probaremos

que BV[a, b] es un espacio vectorial sobre R con las operaciones suma y producto por

un escalar usuales de funciones. Luego definiremos una norma sobre BV[a, b], dándole

a este espacio una estructura de espacio normado y finalmente demostraremos que

BV[a, b] es un espacio de Banach.

Los resultados aquı́ presentes puede ser encontrados con más detalle en [2].

Teorema 1.6. El espacio BV[a, b] es un espacio vectorial sobre R.

Demostración: Para demostrar este teorema, basta con verificar que las operaciones

son cerradas. Es decir, debemos probar que la suma de dos funciones de variación

acotada vuelve a ser una función de variación acotada y que una función de variación

acotada multiplicada por un escalar es una función de variación acotada.

Paso 1: Cerradura para la suma. Sean u, v ∈ BV[a, b] y consideremos la partición

T = {ti}
n
i=0 ∈ J([a, b]) del intervalo [a, b]. Entonces

V[u + v,T] =

n∑
i=1

|(u + v)(ti) − (u + v)(ti−1)|

=

n∑
i=1

|u(ti) + v(ti) − (u(ti−1) + v(ti−1)) |

=

n∑
i=1

|u(ti) + v(ti) − u(ti−1) − v(ti−1)|

≤

n∑
i=1

|u(ti) − u(ti−1)| + |v(ti) − v(ti−1)|

=

n∑
i=1

|u(ti) − u(ti−1)| +
n∑

i=1

|v(ti) − v(ti−1)|

= V[u,T] + V[v,T]

≤ V(u, [a, b]) + V(v, [a, b]).
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El cálculo anterior vale para cualquier partición T ∈ J([a, b]) y por lo tanto

V(u + v, [a, b]) ≤ V(u, [a, b]) + V(v, [a, b]).

Como el lado derecho de la desigualdad anterior es finito, ya que u, v ∈ BV[a, b],

obtenemos que V(u + v, [a, b]) < ∞. Ası́ u + v ∈ BV[a, b].

Paso 2: Cerradura para el producto por un escalar. Sea α ∈ R y u ∈ BV[a, b]. Dada

cualquier partición T = {ti}
n
i=0 ∈ J([a, b]) del intervalo [a, b] se tiene que

V[α u,T] =

n∑
i=1

|(α u)(ti) − (α u)(ti−1)|

=

n∑
i=1

|α (u(ti)) − α (u(ti−1)) |

=

n∑
i=1

|α (u(ti) − u(ti−1)) |

= |α|
n∑

i=1

|u(ti) − u(ti−1)|

= |α| V[u,T].

Seguidamente, si tomamos supremo sobre todas las particiones de [a,b] obtenemos

V(α u, [a, b]) = |α| V(u, [a, b]).

Como u ∈ BV[a, b], el lado derecho de la igualdad anterior es finito y por tanto

V(α u, [a, b]) < ∞. Ası́ α u ∈ BV[a, b].

De esta manera, BV[a, b] es un espacio vectorial sobre R.

�

A continuación, mostraremos que BV[a, b] es un espacio normado con la norma

||u||BV[a,b] B |u(a)| + V(u, [a, b]), u ∈ BV[a, b].

Proposición 1.7. El funcional || · ||BV[a,b] : BV[a, b] → R es, en efecto, una norma sobre el

espacio vectorial BV[a, b]. Es decir, || · ||BV[a,b] satisface las siguientes propiedades:



Cap. 1 El Principio de Selección de Helly para Funciones de Variación Acotada 22

(i) ||u||BV[a,b] ≥ 0 para todo u ∈ BV[a, b].

(ii) ||u||BV[a,b] = 0 si y sólo si u ≡ 0 sobre [a, b].

(iii) ||α u||BV[a,b] = |α| ||u||BV[a,b] para todo u ∈ BV[a, b] y para todo escalar α ∈ R.

(iv) ||u + v||BV[a,b] ≤ ||u||BV[a,b] + ||v||BV[a,b] para todo u, v ∈ BV[a, b].

Demostración: Sean u, v ∈ BV[a, b] y α ∈ R. Entonces,

(i) Por la definición de || · ||BV[a,b] se tiene que ||u||BV[a,b] ≥ 0 para toda función u ∈

BV[a, b].

(ii) Si u ≡ 0 en el intervalo [a, b], entonces ||u||BV[a,b] = 0 sobre [a, b] claramente. Ahora

supongamos que ||u||BV[a,b] = 0. Entonces

|u(a)| + V(u, [a, b]) = 0.

Como es una suma de cantidades no negativas, resulta que |u(a)| = 0 y

V(u, [a, b]) = 0. Del hecho que V(u, [a, b]) = 0 se deduce que la función u debe ser

constante sobre [a, b]. Como |u(a)| = 0 se tiene que u(a) = 0 y usando que u es

constante obtenemos que u ≡ 0 sobre el intervalo [a, b].

(iii) De la definición de || · ||BV[a,b] se tiene que

||α u||BV[a,b] = |(α u)(a)| + V(α u, [a, b])

= |α| |u(a)| + |α| V(u, [a, b])

= |α| (|u(a)| + V(u, [a, b]))

= |α| ||u||BV[a,b].
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(iv) De la definición de || · ||BV[a,b] tenemos que

||u + v||BV[a,b] = |(u + v)(a)| + V(u + v, [a, b])

= |u(a) + v(a)| + V(u + v, [a, b])

≤ |u(a)| + |v(a)| + V(u, [a, b]) + V(v, [a, b])

= ||u||BV[a,b] + ||v||BV[a,b].

De esta manera, || · ||BV[a,b] define una norma sobre BV[a, b].

�

Corolario 1.8.
(
BV[a, b], || · ||BV[a,b]

)
es un espacio normado.

Ahora, mostraremos que BV[a, b] es un espacio de Banach respecto a la norma

|| · ||BV[a,b]. Pero antes, probaremos dos lemas que utilizaremos para este fin.

Lema 1.9. El espacio de las funciones acotadas,

B[a, b] B {u : [a, b]→ R : |u(t)| < M para todo t ∈ [a, b] y para algún M > 0},

es un espacio completo con respecto a la norma || · ||∞.

Demostración: Sea {un}
∞

n=1 ⊂ B[a, b] una sucesión de cauchy. Entonces, dado ε > 0

podemos encontrar N ∈N tal que para todo n,m ≥ N se verifica

||un − um||∞ < ε.

Seguidamente, para todo t ∈ [a, b] se tiene que

|un(t) − um(t)| ≤ ||un − um||∞ < ε

si n,m ≥ N. Luego, para todo t ∈ [a, b], la sucesión de números reales {un(t)}∞n=1 ⊂ R es

una sucesión de Cauchy. Como R es un espacio completo, {un(t)}∞n=1 es una sucesión

convergente para todo t ∈ [a, b].
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Ahora, definamos la función u : [a, b]→ R por

u(t) B lı́m
n→∞

un(t).

Veamos que ||un − u||∞ → 0 cuando n→∞.

Bien, {un(t)}∞n=1 es una sucesión convergente para todo t ∈ [a, b] por lo que dado

ε > 0 podemos encontrar N ∈N tal que si n ≥ N entonces

|un(t) − u(t)| < ε.

Luego, tomando el supremo obtenemos

sup
t∈[a,b]
|un(t) − u(t)| < ε,

de donde

||un − u||∞ < ε si n ≥ N.

Por consiguiente,

lı́m
n→∞
||un − u||∞ = 0.

Por último, veamos que u ∈ B[a, b].

Bien, como {un}
∞

n=1 ⊂ B[a, b] existen Mn > 0, n ≥ 1, tales que |un(t)| < Mn para todo

t ∈ [a, b]. Por otro lado, de la definición de u se tiene que dado ε > 0 existe N ∈ N tal

que si n ≥ N entonces

|un(t) − u(t)| < ε para todo t ∈ [a, b].

Luego, si n ≥ N, resulta que

|u(t)| < ε + |un(t)| < ε + Mn para todo t ∈ [a, b].

Por tanto, |u(t)| < Mn para todo t ∈ [a, b] y n ≥ N. Sea M = máx
{

M1, ...,MN−1, sup
n≥N

Mn

}
.

Entonces |u(t)| < M para todo t ∈ [a, b] y por ende u ∈ B[a, b]. Con esto queda demostra-

do que el espacio B[a, b] es un espacio completo respecto a la norma || · ||∞. �
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Lema 1.10. Si {un}
∞

n=1 es una sucesión de funciones definidas sobre [a, b] que converge pun-

tualmente a una función u : [a, b]→ R, entonces lı́m
n→∞

V[un,T] = V[u,T] para toda partición

T ∈ J([a, b]) del intervalo [a, b].

Demostración: Sean T = {ti}
m
i=0 ∈ J([a, b]) una partición del intervalo [a, b] y ε > 0.

Como la sucesión {un}
∞

n=1 converge puntualmente a la función u se tiene que existe

N ∈N tal que si n ≥ N se verifica |un(t) − u(t)| < ε
2m para todo t ∈ [a, b]. Luego, si n ≥ N

obtenemos

|V[un,T] − V[u,T]| =

∣∣∣∣∣∣∣
m∑

i=1

|un(ti) − un(ti−1)| −
m∑

i=1

|u(ti) − u(ti−1)|

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
m∑

i=1

|un(ti) − un(ti−1)| − |u(ti) − u(ti−1)|

∣∣∣∣∣∣∣
≤

m∑
i=1

||un(ti) − un(ti−1)| − |u(ti) − u(ti−1)||

≤

m∑
i=1

|un(ti) − un(ti−1) − (u(ti) − u(ti−1)) |

=

m∑
i=1

|un(ti) − u(ti) + u(ti−1) − un(ti−1)|

≤

m∑
i=1

|un(ti) − u(ti)| + |un(ti−1) − u(ti−1)|

<
m∑

i=1

(
ε

2m
+

ε
2m

)
= ε.

Por lo tanto,

lı́m
n→∞

V[un,T] = V[u,T].

�
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Finalmente, enunciamos y demostramos el principal resultado de esta sección.

Teorema 1.11. BV[a, b] es un espacio de Banach respecto a la norma || · ||BV[a,b].

Demostración: Sea {un}
∞

n=1 ⊂ BV[a, b] una sucesión de Cauchy. Por la Proposición

1.1, BV[a, b] ⊂ B[a, b] y por tanto {un}
∞

n=1 es una sucesión de Cauchy en B[a, b]. Luego,

por el Lema 1.9, B[a, b] es un espacio completo, por lo que la sucesión {un}
∞

n=1 converge

uniformemente (y puntualmente) a una función u ∈ B[a, b].

Veamos que ||un − u||BV[a,b] → 0 cuando n → ∞. Sea T ∈ J([a, b]) una partición

de [a, b] y sea ε > 0. Como {un}
∞

n=1 es una sucesión de Cauchy en BV[a, b], podemos

encontrar N ∈N tal que

||un − um||BV[a,b] < ε, siempre que n,m ≥ N.

Seguidamente, por el Lema 1.10, para cada n ≥ N tenemos

|un(a) − u(a)| + V[un − u,T] = lı́m
m→∞
|un(a) − um(a)| + lı́m

m→∞
V[un − um,T]

= lı́m
m→∞

(|un(a) − um(a)| + V[un − um,T])

≤ lı́m
m→∞

(|un(a) − um(a)| + V(un − um, [a, b]))

≤ sup
m≥N

(|un(a) − um(a)| + V(un − um, [a, b]))

= sup
m≥N
||un − um||BV[a,b]

< ε.

Ya que el cálculo anterior vale para toda partición T ∈ J([a, b]), se tiene que la variación

total de un − u sobre [a, b], V(un − u, [a, b]), es finita y

lı́m
n→∞
||un − u||BV[a,b] = 0.

Para finalizar la demostración del teorema, verifiquemos que u ∈ BV[a, b]. En efecto,

notemos que un − u ∈ BV[a, b] y un ∈ BV[a, b] para todo n ≥ 1. Luego un − (un − u) ∈

BV[a, b], por ser BV[a, b] un espacio vectorial. De este último hecho se sigue que

u ∈ BV[a, b].

�
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1.4 Caracterización de Jordan

En esta sección enunciaremos y demostraremos el resultado más importante dado

por Camile Jordan cuando introduce el concepto de funciones de variación acotada en

[14]. La caracterización de Jordan para funciones de variación acotada establece que

una función u : [a, b]→ R es de variación acotada si y sólo si, u se puede escribir como

diferencias de dos funciones monótonas.

Antes de enunciar y demostrar el teorema de representación de Jordan, probaremos

el siguiente lema.

Lema 1.12. Sea u ∈ BV[a, b] y ϕu : [a, b]→ R la función dada por

ϕu(t) = V(u, [a, t]).

Entonces ϕu es no negativa, acotada y no decreciente en [a, b]. Más aún, la función ϕu ± u es

una función no decreciente en [a, b].

Demostración: Claramente ϕu es no negativa. Afirmamos que ϕu es acotada ya

que, por la Proposición 1.4, para todo t ∈ [a, b] se tiene que

ϕu(t) = V(u, [a, t]) ≤ V(u, [a, b]).

Ahora, veamos que ϕu es no decreciente. Sean s, t ∈ [a, b] tales que s ≤ t. Entonces, por

la Proposición 1.4 y Proposición 1.5 se tiene que

ϕu(t)−ϕu(s) = V(u, [a, t])−V(u, [a, s]) = V(u, [a, s])+V(u, [s, t])−V(u, [a, s]) = V(u, [s, t]) ≥ 0.

En consecuencia, ϕu es una función no decreciente.

Para terminar, veamos que ϕu ± u es no decreciente. Nuevamente, sean s, t ∈ [a, b]

tales que s ≤ t. Entonces por la Proposición 1.2, Proposición 1.4 y la Proposición 1.5

resulta que:
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(
ϕu ± u

)
(t) −

(
ϕu ± u

)
(s) = ϕu(t) ± u(t) −

(
ϕu(s) ± u(s)

)
= ϕu(t) − ϕu(s) ± u(t) ∓ u(s)

= V(u, [a, t]) − V(u, [a, s]) − (∓u(t) ± u(s))

= V(u, [a, s]) + V(u, [s, t]) − V(u, [a, s]) − (∓u(t) ± u(s))

= V(u, [s, t]) − (∓u(t) ± u(s))

≥ 0.

De esta manera hemos probado que ϕu ± u es una función no decreciente.

�

Teorema 1.13 (Teorema de Representación de Jordan). Una función u : [a, b] → R es

de variación acotada sobre el intervalo [a, b] si y sólo si, existen funciones u1,u2 monótonas

definidas en [a, b] tales que u = u1 − u2.

Demostración: (⇐) Supongamos que u1,u2 son funciones monótonas definidas en

[a, b] tales que u = u1 − u2. Entonces, por la Proposición 1.3, u1,u2 ∈ BV[a, b] y por lo

tanto u ∈ BV[a, b].

(⇒) Supongamos que u ∈ BV[a, b]. Definamos las funciones pu,nu : [a, b]→ R como

sigue:

pu(t) B
1
2
(
ϕu(t) + u(t) − u(a)

)
, nu(t) B

1
2
(
ϕu(t) − u(t) − u(a)

)
.

Por el Lema 1.12, pu y nu son funciones no decrecientes sobre el intervalo [a, b]. Más

aún, como pu(a) = 0 y nu(a) = 0 se tiene que pu y nu son funciones no negativas. Ahora

bien, definamos u1 = pu y u2 = nu − u(a).

Entonces u = u1 − u2 y de esta manera hemos escrito u como diferencias de dos

funciones no decrecientes.

�
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El Teorema de Representación de Jordan es de gran importancia ya que nos permite

transferir propiedades de las funciones monótonas a las funciones de variación acota-

da, como se muestra en el próximo resultado cuya demostración puede ser encontrada

en [1].

Teorema 1.14. Sea u ∈ BV[a, b], entonces:

(i) u tiene lı́mites laterales.

(ii) El conjunto de discontinuidades de u es numerable.

(iii) u posee derivada casi siempre en (a, b).

(iv) u es Riemann integrable.

(v) u tiene serie de Fourier convergente.

1.5 Otra Caracterización de las Funciones de Variación

Acotada

En esta sección, mostramos otra caracterización de las funciones de variación aco-

tada que involucran a las funciones Lipschitz, la cual establece que las funciones de

variación acotada son aquella funciones que se pueden representar como una com-

posición de una función monótona con una función Lipschitz. Esta caracterización de

funciones de variación acotada es debida a H. Federer en 1969 [11].

Definición 1.3. Se dice que una función u : [a, b] → R es Lipschitz (o satisface la condición

de Lipschitz) en el intervalo [a, b] si y sólo si, existe una constante L > 0 tal que

|u(t) − u(s)| ≤ L |t − s|, s, t ∈ [a, b].

La constante L se denomina constante de Lipschitz. A la clase de funciones Lipschitz en [a, b]

la denotaremos por Lip[a, b].
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Ejemplo 1.5. La función u(t) = sin(t) es Lipschitz con constante de Lipschitz L = 1. En efecto,

sean s, t ∈ R tales que s < t. Ahora, como u es continua en [s, t] y derivable en (s, t), por el

Teorema de Valor Medio de Lagrange, existe un τ ∈ (s, t) tal que

u(t) − u(s) = u′(τ) (t − s) .

Luego,

|u(t) − u(s)| = |u′(τ) (t − s) |

= |u′(τ)| |t − s|

= |cos(τ)| |t − s|

≤ |t − s|.

Por tanto, u(t) = sin(t) satisface la condición de Lipschitz con L = 1.

El siguiente resultado establece que Lip[a, b] ⊂ BV[a, b].

Proposición 1.15. Si u : [a, b]→ R es una función Lipschitz en el intervalo [a, b] entonces u

es una función de variación acotada en el intervalo [a, b].

Demostración: Como u es Lipschitz, existe una constante L > 0 tal que

|u(t) − u(s)| ≤ L |t − s|, s, t ∈ [a, b].

Sea T = {ti}
n
i=0 ∈ J([a, b]) una partición del intervalo [a, b], entonces:

V[u,T] =

n∑
i=1

|u(ti) − u(ti−1)|

≤

n∑
i=1

L |ti − ti−1|

= L
n∑

i=1

(ti − ti−1)

= L (b − a).
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El cálculo anterior vale para todo T ∈ J([a, b]) por lo que

V(u, [a, b]) ≤ L (b − a),

y por tanto u ∈ BV[a, b].

�

El siguiente lema nos ayudará a demostrar el resultado principal de esta sección.

Lema 1.16 (Cambio de una Variable). Si u ∈ BV[a, b] y ϕ : [c, d] → [a, b] una función

monótona,

V(u, ϕ ([c, d])) = V(u ◦ ϕ, [c, d]).

Demostración: Probaremos que el lado derecho no es más grande que el lado

izquierdo y viceversa. Si S = {si}
n
i=0 ∈ J([c, d]) una partición del intervalo [c, d] y

T = {ti}
n
i=0 con ti = ϕ(si), 0 ≤ i ≤ n, entonces, por la monotonı́a de ϕ, T ∈ J(ϕ ([c, d])) y

V[u ◦ ϕ,S] =

n∑
i=1

|
(
u ◦ ϕ

)
(si) −

(
u ◦ ϕ

)
(si−1)|

=

n∑
i=1

|u
(
ϕ(si)

)
− u

(
ϕ(si−1)

)
|

=

n∑
i=1

|u(ti) − u(ti−1)|

= V[u,T]

≤ V(u, [ϕ(a), ϕ(b)]).

Como el estimado anterior vale para cualquier partición S ∈ J([c, d]) se tiene que

V(u ◦ ϕ, [c, d]) ≤ V(u, ϕ ([c, d])).

Por otro lado, si T = {ti}
n
i=0 ∈ J(ϕ ([c, d])) es una partición de ϕ ([c, d]), entonces para

cada i = 1, ...n, existe si ∈ [c, d] tal que ti = ϕ(si). Nuevamente, por la monotonı́a de ϕ

se tiene que S = {si}
n
i=0 ∈ J([c, d]) y
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V[u,T] =

n∑
i=1

|u(ti) − u(ti−1)|

=

n∑
i=1

|u
(
ϕ(si)

)
− u

(
ϕ(si−1)

)
|

=

n∑
i=1

|
(
u ◦ ϕ

)
(si) −

(
u ◦ ϕ

)
(si−1)|

= V[u ◦ ϕ,S]

≤ V(u ◦ ϕ, [c, d]).

Como el cálculo anterior vale para toda partición S ∈ J([c, d]) obtenemos finalmente

que

V(u, ϕ ([c, d])) ≤ V(u ◦ ϕ, [c, d]).

De esta manera, hemos obtenido que

V(u, ϕ ([c, d])) = V(u ◦ ϕ, [c, d]).

�

A continuación, enunciamos y demostramos el resultado principal de esta sec-

ción.

Teorema 1.17. Una función u ∈ BV[a, b] si y sólo si se puede representar como u = g ◦ ϕ

donde ϕ : [a, b] → R es una función no negativa, acotada y no decreciente, mientras que

g ∈ Lip[ϕ(a), ϕ(b)] con constante de Lipschitz L ≤ 1.

Demostración: (⇐) Supongamos que u = g◦ϕ donde las funcionesϕ y g satisfacen

las propiedades mencionadas en el enunciado del teorema. Como g es Lipschitz en

[ϕ(a), ϕ(b)], existe L > 0 (la cual es menos o igual que 1 por hipótesis) tal que

|g(t) − g(s)| ≤ L |t − s|, s, t ∈ [ϕ(a), ϕ(b)].
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Sea T = {ti}
n
i=0 ∈ J([a, b]) una partición del intervalo [a, b], entonces:

V[u,T] =

n∑
i=1

|u(ti) − u(ti−1)|

=

n∑
i=1

|
(
g ◦ ϕ

)
(ti) −

(
g ◦ ϕ

)
(ti−1)|

=

n∑
i=1

|g(ϕ(ti)) − g(ϕ(ti−1))|

≤

n∑
i=1

L |ϕ(ti) − ϕ(ti−1)|

≤

n∑
i=1

|ϕ(ti) − ϕ(ti−1)|

=

n∑
i=1

(
ϕ(ti) − ϕ(ti−1)

)
= ϕ(b) − ϕ(a).

El cálculo anterior vale para todo T ∈ J([a, b]) por lo que

V(u, [a, b]) ≤ ϕ(b) − ϕ(a) < ∞,

y por tanto u ∈ BV[a, b].

(⇒) Supongamos que u ∈ BV[a, b]. Definimos la función ϕ : [a, b] → R como

ϕ B ϕu, la función no negativa, acotada y no decreciente definida en el Lema 1.12. Por

otro lado, definimos la función g̃ : ϕ ([a, b])→ R como sigue: si s ∈ ϕ ([a, b]), g̃(s) = u(t)

para cualquier t ∈ ϕ−1 ({s}). Afirmamos que g̃ está bien definida ya que si t1, t2 ∈ ϕ−1 ({s})

tal que t1 ≤ t2, entonces ϕ(t1) = s = ϕ(t2) y por tanto

|u(t2) − u(t1)| ≤ V(u, [t1, t2]) ≤ ϕ(t2) − ϕ(t1) = s − s = 0;

de donde u(t1) = u(t2). Ahora, la representación de la función u es como sigue: si

t ∈ [a, b], entonces s = ϕ(t) ∈ ϕ ([a, b]) y t ∈ ϕ−1 ({s}), ası́ que

u(t) = g̃(s) = g̃
(
ϕ(t)

)
=

(
g̃ ◦ ϕ

)
(t).
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Para terminar, veamos que g̃ es Lipschitz en ϕ ([a, b]). Primero, notemos que para

cualquier s ∈ ϕ ([a, b]) y t ∈ ϕ−1 ({s}) se tiene que

V(g̃, ϕ ([a, b]) ∩ [ϕ(a), s]) = V(g̃, ϕ ([a, b]) ∩ [ϕ(a), ϕ(t)])

= V(g̃, ϕ ([a, t]))

= V(g̃ ◦ ϕ, [a, t]) (por el Lema 1.16)

= V(u, [a, t])

= ϕ(t)

= s.

Aquı́ hemos usado el hecho

ϕ ([a, t]) = ϕ ([a, b]) ∩ [ϕ(a), ϕ(t)],

ya que ϕ es no decreciente. Ahora, para s1, s2 ∈ ϕ ([a, b]) con s1 ≤ s2 resulta que

|g̃(s2) − g̃(s1)| ≤ V(g̃, ϕ ([a, b]) ∩ [s1, s2])

≤ V(g̃, ϕ ([a, b]) ∩ [ϕ(a), s2]) − V(g̃, ϕ ([a, b]) ∩ [ϕ(a), s1])

= s2 − s1.

Por tanto

|g̃(s2) − g̃(s1)| ≤ |s2 − s1|, s1, s2 ∈ ϕ ([a, b]) .

Ahora, como g̃ es Lipschitz en ϕ ([a, b]) entonces g̃ es uniformemente continua en

ϕ ([a, b]) por lo que se puede extender a una aplicación Lipschitz, la cual denotaremos

por g, sobre todo [ϕ(a), ϕ(b)] con constante Lipschitz L ≤ 1.

�
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1.6 Principio de Selección de Helly

A continuación enunciaremos y demostraremos el Principio de Selección de Helly

para las funciones de variación acotada estudiado a lo largo de este capı́tulo. Para la

prueba de este resultado utilizaremos los Lemas 1 y 2 de la Sección 4 del Capı́tulo 8

del libro [21], los cuales enunciaremos aquı́.

Lema 1.18. Sea H = {un : [a, b]→ R : n ≥ 1} una familia de funciones. Si todas las funciones

un están acotadas por la misma constante

|un(t)| ≤ K para todo n ≥ 1,

entonces para cada subconjunto numerable E de [a, b], es posible encontrar una sucesión

{unk}
∞

k=1 ⊂ H la cual converge en cada punto de E.

Lema 1.19. Sea H = {un : [a, b] → R : n ≥ 1} una familia de funciones crecientes. Si todas

las funciones un están acotadas por la misma constante

|un(t)| ≤ K para todo n ≥ 1 y t ∈ [a, b],

entonces existe una subsucesión {unk}
∞

k=1 ⊂ H la cual converge a una función creciente

ϕ : [a, b]→ R en cada punto de [a, b].

Teorema 1.20 (Principio de Selección de Helly para funciones de variación acotada).

Sea H = {un : [a, b]→ R : n ≥ 1} una familia infinita de funciones definida en [a, b]. Si todas

las funciones satisfacen

|un(t)| ≤ K, V(un, [a, b]) ≤ K, para todo n ≥ 1,

entonces existe una sucesión {unk}
∞

k=1 ⊂ H que converge puntualmente en [a, b] a alguna función

ϕ : [a, b]→ R tal que V(ϕ, [a, b]) < ∞.

Demostración: Para cada función un definimos

πn(t) B V(un, [a, x]), vn(t) B πn(t) − un(t).
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Note que las funciones πn y vn son crecientes. Más aún,

|πn(t)| ≤ K, |vn(t)| ≤ 2K.

Ahora, aplicando el Lema 1.19 a la familia de funciones {πn}
∞

n=1 resulta que existe una

sucesión {πnk}
∞

k=1 tal que

lı́m
k→∞

πnk(t) = α(t),

donde α(t) es una función creciente. Para cada función πnk le corresponde una función

vnk extendiendo a la función unk de la familia H. Nuevamente, aplicando el Lema 1.19

a la familia de funciones {vnk}
∞

k=1, existe una subsucesión que denotaremos de la misma

manera {vnk}
∞

k=1 tal que

lı́m
k→∞

vnk(t) = β(t),

donde β es de la misma clase de {vnk}
∞

k=1. Entonces la sucesión de funciones unk = πnk−vnk ,

que pertenece a H, converge a la función ϕ = α − β. Esto prueba el teorema.

�



Capı́tulo 2
El Principio de Selección de Helly para

Funciones de p-Variación Acotada

En este capı́tulo se estudia el Principio de Selección de Helly para funciones de

p-variación acotada. Empezamos recolectando resultados del artı́culo [3] donde este

principio es demostrado para el caso p = 1. Seguidamente, para p > 1, mostramos y

demostramos algunas propiedades y resultados estructurales que satisfacen las fun-

ciones de p-variación acotada. Finalmente, enunciamos y probamos el principio de

selección para el caso p > 1. Los resultados de este último caso pueden ser encontrados

con más detalles en [8].

A lo largo de este capı́tulo se seguirá la siguiente notación:

• E ⊂ R es un subconjunto de la recta real no vacı́o.

• Para t ∈ E, definimos los conjuntos

E−t B {s ∈ E : s ≤ t}, E+
t B {s ∈ E : t ≤ s}.

• Para a, b ∈ E tales que a ≤ b, definimos el siguiente conjunto

Eb
a B E+

a ∩ E−b .

37
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• X es un espacio métrico con métrica d = d(·, ·) o simplemente un espacio normado.

• p es un número fijo, 1 ≤ p < ∞.

• Λ denotará a un conjunto de ı́ndices.

Definición 2.1. Denotamos por

J(E) B {T = {ti}
n
i=0 ⊂ E : n ∈N ∪ {0}, ti−1 < ti, i = 1, ...,n},

al conjunto de todas las particiones ordenadas y finitas del conjunto E.

2.1 Principio de Selección de Helly para Funciones de

p-Variación Acotada con p = 1.

En esta sección enunciaremos y demostraremos el Principio de Selección de Helly

para Funciones de p-Variación Acotada cuando p = 1. Para este fin, comenzaremos

con una revisión de algunas definiciones y resultados. Todo lo descrito en esta sección

puede ser encontrado con mayor detalle en [3].

Definición 2.2. Dada una función u : E→ X, la variación de Jordan total de u se define como

la siguiente cantidad:

V(u,E) B sup
T∈J(E)

n∑
i=1

d (u(ti),u(ti−1)) ,

donde el supremo se toma sobre todas las particiones T = {ti}
n
i=0 de E. Si V(u,E) < ∞, se dice

que la función es de variación de Jordan acotada.

Definición 2.3. Una familia de funciones { fα : E → X : α ∈ Λ} se dice que es de variación

acotada uniformemente si existe una constante C ≥ 0 tal que | fα(t)| ≤ C para todo α ∈ Λ.

Definición 2.4. Una familia de funciones { fα : E → X : α ∈ Λ} se dice que es precompacto

puntualmente si { fα(t) : α ∈ Λ} es un conjunto precompacto en X para todo t ∈ E.
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Definición 2.5. Una función u : E → X es Lipschitz si la siguiente cantidad, llamada

constante mı́nimal de Lipschitz de u, es finita:

Lip(u) = sup
{

d(u(t),u(s))
|t − s|

: t, s ∈ E, t , s
}
.

A continuación enunciamos y demostramos el primer resultado principal de esta

sección.

Teorema 2.1. Una familia de funciones infinita precompacta puntualmente {un}
∞

n=1 de variación

acotada uniformemente contiene una subsucesión la cual converge puntualmente sobre [a, b] a

una función u : [a, b]→ X de variación acotada.

Para probar el Teorema 2.1 necesitaremos el siguiente resultado cuya de-

mostración puede ser encontrada en [3].

Lema 2.2. Sea {un}
∞

n=1 una familia de funciones infinita precompacta puntualmente definadas

sobre E en X. Entonces para cualquier subconjunto numerable F ⊂ E, existe una subsucesión

en {un}
∞

n=1 la cual converge puntualmente sobre F.

Además del lema anterior utilizaremos el siguiente resultado cuya demostración

es análoga a la prueba del Teorema 1.17:

Teorema 2.3. Una función u : E→ X es de variación (de Jordan) acotada si y sólo si, u = v◦ϕ

sobre E, donde ϕ : E → R es una función acotada y no decreciente y v : ϕ(E) → X es una

función Lipschitz con Lip(v) ≤ 1.

Ahora, la prueba del Teorema 2.1:

Demostración: (Teorema 2.1) Dividimos la demostración en 6 pasos:

• Paso 1: Ya que la familia de funciones {un}
∞

n=1 es de variación acotada uniforme-

mente, existe una constante C ≥ 0 tal que

V(un, [a, b]) ≤ C, para todo n ≥ 1.
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Acorde al Teorema 2.3, cualquier un se puede escribir de la siguiente for-

ma un = vun ◦ ϕun sobre [a, b], donde ϕun(t) = V(un, [a, t]) para t ∈ [a, b], y

vun : Eun B ϕ([a, b])→ X es una función Lipschitz con Lip(un) ≤ 1. Note que

cualquier ϕun es no decreciente, no negativa y ϕun(a) = 0. Más aún, la familia

{ϕun}
∞

n=1 es acotada, ya que

ϕun(t) ≤ ϕun(b) = V(un, [a, b]) ≤ C, para todo t ∈ [a, b] y n ≥ 1.

Ası́, por el Lema 2 de [21, Capı́tulo VIII, Sección 4], {ϕun}
∞

n=1 contiene una sub-

sucesión {
(
ϕun

)
k}
∞

k=1 correspondiente a la descomposición unk =
(
vun

)
k ◦

(
ϕun

)
k para

todo k ∈ N, la cual converge puntualmente en [a, b] a una función no negativa,

no decreciente y acotada ϕ : [a, b]→ R cuando k→∞, esto es

lı́m
k→∞

(
ϕun

)
k = ϕ.

En los pasos del 2 al 4 supondremos lo siguiente:

Hipótesis A: las funciones
(
ϕun

)
k y ϕ son continuas sobre [a, b] para todo k ≥ 1.

• Paso 2: Bajo la Hipótesis A, el dominio de
(
vun

)
k es un intervalo cerrado:

Eunk
=

(
ϕun

)
k ([a, b]) = [0,

(
ϕun

)
k (b)], k ∈N.

Sea

L = sup
k∈N

(
ϕun

)
k (b),

ası́ que 0 ≤ L < ∞ y

l = lı́m
k→∞

(
ϕun

)
k (b) ≤ L.

Extendemos cada función
(
vun

)
k al intervalo [

(
ϕun

)
k (b),L] definiendo

(
vun

)
k (τ) =

vun

((
ϕun

)
k (b)

)
si τ ∈ [

(
ϕun

)
k (b),L].Claramente, la nueva función

(
vun

)
k es Lipschitz

sobre el intervalo [0,L] con Lip
((

vun

)
k

)
≤ 1.

Vamos a probar que el conjunto {
(
vun

)
k}
∞

k=1 es precompacto puntualmente sobre

[0,L]. Dado τ ∈ [0,L], para cada k ∈ N existe tk ∈ [a, b] tal que
(
ϕun

)
k (tk) = τ.
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Usando la compacidad de [a, b] y eligiendo una subsucesión de {tk}
∞

k=1, pode-

mos suponer que tk → t ∈ [a, b] cuando k → ∞. Por hipótesis, la sucesión{
unk

((
vun

)
k ◦

(
ϕun

)
k

)
(t)

}∞
k=1

es precompacta en X y ası́ contiene una subsucesión,

que denotaremos como la sucesión entera, tal que d
(
unk(t), x

)
→ 0 cuando k→∞

para algún x ∈ X.

Veamos que d
((

vun

)
k (τ), x

)
→ 0 cuando k → ∞. En efecto, para todo k ∈ N se

tiene que

d
((

vun

)
k (τ), x

)
= d

((
vun

)
k

((
ϕun

)
k (tk)

)
, x

)
≤ d

((
vun

)
k

((
ϕun

)
k (tk)

)
,
(
vun

)
k

((
ϕun

)
k (t)

))
+ d

(
unk(t), x

)
≤ |

(
ϕun

)
k (tk) −

(
ϕun

)
k (t)| + d

(
unk(t), x

)
.

Por el Paso 1,
(
ϕun

)
k (tk) →

(
ϕun

)
k (t) cuando k → ∞ por lo que será suficiente

probar que
(
ϕun

)
k (tk) → ϕ(t) cuando k → ∞. Supongamos a < t < b. Dado

ε > 0, por continuidad de ϕ, existe un δ = δ(ε) > 0, δ ≤ mı́n{b − t, t − a}, tal que

|ϕ(s) − ϕ(t)| ≤ ε/2 para todo s ∈ [a, b] con |s − t| ≤ δ. Como tk → t y
(
ϕn

)
k → ϕ

puntualmente sobre [a, b] cuando k→ ∞, existe N = N(ε) ∈ N tal que para todo

k ≥ N resulta que

t − δ ≤ tk ≤ t + δ,
∣∣∣(ϕn

)
k (t − δ) − ϕ(t − δ)

∣∣∣ ≤ ε
2
,

∣∣∣(ϕn
)

k (t + δ) − ϕ(t + δ)
∣∣∣ ≤ ε

2
.

Ya que
(
ϕn

)
k es no decreciente, se sigue que

(
ϕn

)
k (tk) ≤

(
ϕn

)
k (t + δ) ≤

(
ϕn

)
k (t + δ) +

ε
2
≤ ϕ(t) + ε,(

ϕn
)

k (tk) ≥
(
ϕn

)
k (t − δ) ≥

(
ϕn

)
k (t − δ) −

ε
2
≥ ϕ(t) − ε,

ó |
(
ϕn

)
k (tk)−ϕ(t)| ≤ ε para todo n ≥ N. Ahora, en el caso t = a y t = b son tratadas

similarmente.
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• Paso 3: Bajo la Hipótesis A, vamos a demostrar realmente que la subsucesión

de {vnk}
∞

k=1 converge uniformemente sobre el intervalo [0,L] cuando k → ∞. Sea

{τk}
∞

k=1 una sucesión densa en [0,L]. Como{vnk}
∞

k=1 es precompacto puntualmente

sobre [0,L] por el Paso 2 y en virtud del Lema 2.2 (tomando una subsucesión

adecuada) podemos suponer que {vnk}
∞

k=1 converge en cada punto del conjunto

{τk}
∞

k=1. Vamos demostrar realmente que la sucesión {vnk}
∞

k=1 converge uniforme-

mente sobre [0,L]. Dado ε > 0, elegimos un número apropiado j0(ε) ∈ N con

la siguiente propiedad: si τ ∈ [0,L], existe j ∈ {1, ..., j0(ε)} tal que |τ − τ j| ≤ ε. Ya

que, cuando k → ∞, la sucesión {
(
vun

)
k}
∞

k=1 converge en X cuando k → ∞ y por

tanto es de Cauchy, para todo j ∈ {1, ..., j0(ε)}, existe N0(ε) ∈ N tal que para todo

m, k ≥ N0(ε) se tiene que

d
((

vun

)
k (τ j),

(
vun

)
m (τ j)

)
≤ ε, j ∈ {1, ..., j0(ε)}.

Ahora, dado τ ∈ [0,L], existe j ∈ {1, ..., j0(ε)} con |τ − τ j| ≤ ε, ası́ que de la

desigualdad Lip
((

vun

)
k

)
≤ 1 (k ∈N) resulta que

d
((

vun

)
k (τ),

(
vun

)
m (τ)

)
≤ d

((
vun

)
k (τ),

(
vun

)
k (τk)

)
+ d

((
vun

)
k (τk),

(
vun

)
m (τk)

)
+

+d
((

vun

)
m (τk),

(
vun

)
m (τ)

)
≤ 3 ε,

para todo m, k ≥ N0(ε). Seguidamente, obtenemos que la sucesión {
(
vun

)
k (τ)}∞k=1

es Cauchy en X y por el Paso 2 es precompacto en X inferimos que {
(
vun

)
k (τ)}∞k=1

converge en X cuando k → ∞ para todo τ ∈ [0,L]. Pasando al lı́mite cuando

m→∞ en el estimado anterior obtenemos la convergencia uniforme de {
(
vun

)
k}
∞

k=1

sobre [0,L]. Si v : [0,L] → X es el lı́mite uniforme de {
(
vun

)
k}
∞

k=1, entonces v es

Lipschitz con Lip(v) ≤ 1 claramente.
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• Paso 4: Ahora establecemos el Teorema 2.1 dado que la hipótesis A vale. Como la

función v : [0,L]→ X del final del Paso 3 es Lipschitz con Lip(v) ≤ 1,ϕ : [a, b]→ R

es acotada, no decreciente y ϕ([a, b]) = [0, l] ⊂ [0,L], la composición u B v ◦ ϕ :

[a, b]→ X es de variación acotada por el Teorema 2.3. Para todo t ∈ [a, b] tenemos:

d
(
unk(t),u(t)

)
= d

(((
vun

)
m ◦

(
ϕun

)
k

)
(t),

(
v ◦ ϕ

)
(t)

)
≤ d

(((
vun

)
m ◦

(
ϕun

)
k

)
(t),

((
vun

)
m ◦ ϕ

)
(t)

)
+ d

(((
vun

)
m ◦ ϕ

)
(t),

(
v ◦ ϕ

)
(t)

)
≤

∣∣∣(ϕun

)
k (t) − ϕ(t)

∣∣∣ + sup
τ∈[0,L]

d
((

vuk

)
m (τ), v(τ)

)
→ 0 cuando k→∞.

Esto prueba la convergencia puntual de unk a u en el intervalo [a, b].

• Paso 5: Supongamos ahora que las funciones
(
ϕn

)
k y ϕ son continuas sobre un

intervalo abierto (α, β) ⊂ [a, b]. Demostraremos que una subsucesión de {unk}
∞

k=1

converge puntualmente sobre (α, β). Sea {[αk, βk]}∞k=1 una sucesión de intervalos

cerrados tales que αk+1 < αk < βk < βk+1, k ∈ N, con αk → α y βk → β cuando

k → ∞. Para cada k ∈ N, denotamos por ũnk la restricción de unk a [α1, β1] y de

esta manera tenemos que la descomposición ũnk = ṽuk ◦
(̃
ϕun

)
k donde

(̃
ϕun

)
k(t) = V(ũnk , [α1, t])

= V(unk , [α1, t])

= V(unk , [a, t]) − V(unk , [a, α1])

=
(
ϕun

)
k (t) −

(
ϕun

)
k (α1), t ∈ [α1, β1],

y ṽuk :
(̃
ϕun

)
k([α1, β1]) → X es una función Lipschitz con Lip

(
ṽuk

)
≤ 1. Más aún,

como k→∞, tenemos (̃
ϕun

)
k(t)→ ϕ̃(t) = ϕ(t) − ϕ(α1),
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para todo t ∈ [α1, β1]. Como
(
ϕun

)
k yϕ son continuas sobre (α, β) se tiene que

(̃
ϕun

)
k

y ϕ̃ son continuas en [α1, β1], k ∈ N. Aplicando los resultados de los pasos del 1

al 4 a {ũnk}
∞

k=1 sobre [α1, β1], podemos elegir una subsucesión {u1
nk
}
∞

k=1 de {ũnk}
∞

k=1,

la cual de hecho es una subsucesión de {unk}
∞

k=1 , que converge puntualmente en

el intervalo [α1, β1]. De una manera similar, elegimos una subsucesión {u2
nk
}
∞

k=1 de

{u1
nk
}
∞

k=1 la cual es convergente en el intervalo [α2, β2] e inductivamente, dado j ∈N,

j ≥ 2, elegimos una subsucesión {u j
nk
}
∞

k=1 de {u j−1
nk
}
∞

k=1 la cual es convergente en el

intervalo [α j, β j]. Entonces, la sucesión diagonal {uk
nk
}
∞

k=1 converge puntualmente

sobre el intervalo

(α, β) =

∞⋃
k=1

[αk, βk],

cuando k→∞.

• Paso 6: (Caso general). Denotemos por D el conjunto de discontinuidades de las

funcionesϕun yϕ y los puntos a y b. Ya que
(
ϕun

)
k yϕ son no decrecientes en [a, b],

D es a lo sumo numerable. Por hipótesis, {un}
∞

n=1 es precompacta puntualmente

sobre [a, b], ası́ que por el lema 2.2 resulta que {un}
∞

n=1 contiene una subsucesión,

la cual denotaremos de la misma manera, que converge puntualmente sobre D.

La diferencia [a, b]\D es a lo sumo una unión de intervalos abiertos (ak, bk), k ∈N

en los cuales ϕun y ϕ son continuas.

Aplicando el Paso 5, elegimos una subsucesión {u1
n}
∞

n=1 de {un}
∞

n=1 la cual converge

puntualmente en (a1, b1); entonces elegimos una subsucesión {u2
n}
∞

n=1 de {u1
n}
∞

n=1 y

ası́ sucesivamente. Como resultado de esto, obtenemos la subsucesión diagonal

{un
n}
∞

n=1 de {un}
∞

n=1 la cual converge puntualmente sobre

∞⋃
k=1

(ak, bk) y D,

es decir, sobre todo el intervalo [a, b]. La función lı́mite u : [a, b]→ X de {un
n}
∞

n=1 es
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una función de variación acotada en virtud a la propiedad de semicontinuidad

inferior del funcional V(·, [a, b]):

V(u, [a, b]) ≤ lı́m inf
n→∞

V(un
n, [a, b]) ≤ C.

�

2.2 Principio de Selección de Helly para Funciones de

p-Variación Acotada con p > 1.

2.2.1 Funciones de p-Variación Acotada

En esta sección enunciaremos y probaremos las propiedades más relevantes que

satisfacen las funciones de p-variación acotada.

Dada una función u : E→ R y una partición T = {ti}
n
i=0 ∈ J(E), fijamos

Vp[u,T] B
n∑

i=1

d (u(ti),u(ti−1))p ,

donde

d (u(ti),u(ti−1))p = (d (u(ti),u(ti−1)))p .

Definición 2.6 (p-Variación acotada). Sea u : E → R una función. Definimos la p-

variación total de u sobre E como

Vp(u,E) B sup
T∈J(E)

Vp[u,T].

Si Vp(u,E) < ∞, decimos que la función u es de p-variación acotada o finita sobre el conjunto

E. Denotaremos a la clase de funciones de p-variación acotada en E por BVp (E) .

Observación 5. Por definición, si u ∈ BVp (E) entonces Vp(u,E) ≥ 0.
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Ahora enunciaremos algunas propiedades generales de las funciones de p-variación

acotada. Estas propiedades para p = 1 han sido demostradas, por ejemplo, en [6], [21]

y [1]. Para el caso p > 1, ver [8].

Proposición 2.4. Sea u : E→ R una función. Entonces

(i) Minimalidad: Si t, s ∈ E, entonces

d(u(t),u(s))p
≤ diam (u (E))p

≤ Vp(u,E).

Aquı́, diam (u (E)) denota el diámetro de la imagen de u (E).

(ii) Monotonı́a: Si a, t, s, b ∈ E tales que a ≤ s ≤ t ≤ b, entonces

Vp

(
u,E−t

)
≤ Vp

(
u,E−s

)
, Vp

(
u,E+

s
)
≤ Vp

(
u,E+

t

)
, Vp

(
u,Es

t

)
≤ Vp

(
u,Eb

a

)
.

(iii) Semi-aditividad: Si t ∈ E entonces

21−p Vp (u,E) ≤ Vp
(
u,E−t

)
+ Vp

(
u,E+

t
)
≤ Vp (u,E) .

(iv) Cambio de una variable: Si F ⊂ R y ϕ : F→ E es una función monótona entonces

Vp
(
u, ϕ (F)

)
= Vp

(
u ◦ ϕ,F

)
.

(v) Regularidad: Vp (u,E) = sup
{
Vp

(
u,Eb

a

)
: a, b ∈ E, a ≤ b

}
.

(vi) Semicontinuidad inferior: Si la sucesión de funciones {un}
∞

n=1 de E en el espacio métrico

X converge puntualmente a una función u cuando n→∞, entonces

Vp (u,E) ≤ lı́m inf
n→∞

Vp (un,E) .

Demostración: (i) De la definición del diámetro de un conjunto, es inmediato que

d(u(t),u(s))p
≤ diam (u (E))p , y de la definición de p-variación acotada se tiene que

diam (u (E))p
≤ Vp(u,E).
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(ii) La propiedad de monotonı́a es obvia ya que si A ⊂ B entonces Vp(u,A) ≤ Vp(u,B).

(iii) Primero, demostremos que

21−p Vp (u,E) ≤ Vp
(
u,E−t

)
+ Vp

(
u,E+

t
)
.

Sean T = {ti}
n
i=0 ∈ J(E) y t ∈ E.

Caso 1: Si t ≤ t0 ó tn ≤ t. Afirmamos que Vp[u,T] ≤ Vp[u,T ∪ {t}]. En efecto,

Vp[u,T] =

n∑
i=1

d (u(ti),u(ti−1))p

≤


d (u(t0),u(t))p +

n∑
i=1

d (u(ti),u(ti−1))p

n∑
i=1

d (u(ti),u(ti−1))p + d (u(t),u(tn))p

= Vp[u,T ∪ {t}].

Luego,

Vp[u,T] ≤ Vp[u,T ∪ {t}]

≤

 Vp

(
u,E−t

)
si tm ≤ t

Vp

(
u,E+

t

)
si t ≤ t0

≤ Vp
(
u,E−t

)
+ Vp

(
u,E+

t
)

≤ 2p−1
(
Vp

(
u,E−t

)
+ Vp

(
u,E+

t
))
.

Ahora, tomando el supremo sobre todas las particiones T ∈ J(E) obtenemos

Vp (u,E) ≤ 2p−1
(
Vp

(
u,E−t

)
+ Vp

(
u,E+

t
))
.

Caso 2: Si tk−1 ≤ t ≤ tk para algún k = 1, ...,n. En este caso afirmamos que Vp[u,T] ≤

2p−1
≤ Vp[u,T ∪ {t}]. En efecto,
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Vp[u,T] =

n∑
i=1

d (u(ti),u(ti−1))p

=

k−1∑
i=1

d (u(ti),u(ti−1))p + d (u(tk),u(tk−1))p +

n∑
i=k+1

d (u(ti),u(ti−1))p

≤

k−1∑
i=1

d (u(ti),u(ti−1))p + (d (u(tk),u(t)) + d (u(t),u(tk−1)))p +

n∑
i=k+1

d (u(ti),u(ti−1))p

≤

k−1∑
i=1

d (u(ti),u(ti−1))p + 2p−1 (
d (u(tk),u(t))p + d (u(t),u(tk−1))p) +

n∑
i=k+1

d (u(ti),u(ti−1))p

≤ 2p−1

 k−1∑
i=1

d (u(ti),u(ti−1))p + d (u(tk),u(t))p + d (u(t),u(tk−1))p +

n∑
i=k+1

d (u(ti),u(ti−1))p


= 2p−1 Vp[u,T ∪ {t}].

Luego, si denotamos por S al conjunto T ∪ {t} entonces

Vp[u,T] ≤ 2p−1 Vp[u,S]

= 2p−1
(
Vp[u,S−t ] + Vp[u,S+

t ]
)

≤ 2p−1
(
Vp

(
u,E−t

)
+ Vp

(
u,E+

t
))
.

Ahora, tomando el supremo sobre todas las particiones T ∈ J(E) obtenemos

Vp (u,E) ≤ 2p−1
(
Vp

(
u,E−t

)
+ Vp

(
u,E+

t
))
.

Ahora probemos que

Vp
(
u,E−t

)
+ Vp

(
u,E+

t
)
≤ Vp (u,E) .

Si Vp

(
u,E−t

)
= ∞ o Vp

(
u,E+

t

)
= ∞ entonces Vp (u,E) = ∞ y por la propiedad de mono-

tonı́a se tendrı́a que Vp (u,E) es mayor o igual que Vp

(
u,E−t

)
y Vp

(
u,E+

t

)
. Supongamos

que Vp

(
u,E−t

)
< ∞ o Vp

(
u,E+

t

)
< ∞. Luego, por la caracterización del supremo, para

cada ε > 0 existen particiones T1 ∈ J(E−t ) y T2 ∈ J(E+
t ) tales que



Cap. 2 El Principio de Selección de Helly para Funciones de p-Variación Acotada 4949

Vp
(
u,E−t

)
≤ Vp[u,T1] +

ε
2

y Vp
(
u,E+

t
)
≤ Vp[u,T2] +

ε
2
.

Seguidamente,

Vp
(
u,E−t

)
+ Vp

(
u,E+

t
)
≤ Vp[u,T1] + Vp[u,T2] + ε

≤ Vp[u,T1 ∪ {t}] + Vp[u,T2 ∪ {t}] + ε

= Vp[u,T1 ∪ {t} ∪ T2] + ε

≤ Vp (u,E) + ε.

El estimado anterior vale para todo ε > 0. Por tanto,

Vp
(
u,E−t

)
+ Vp

(
u,E+

t
)
≤ Vp (u,E) .

(iv) Si T1 = {τi}
n
i=0 ∈ J(F) y T B {ti}

n
i=0 con ti B ϕ(τi). Luego, por la monotonı́a de

la función ϕ, se tiene que T ∈ J
(
ϕ (F)

)
y además

Vp[u ◦ ϕ,T1] =

n∑
i=1

d
(
u ◦ ϕ (τi) ,u ◦ ϕ (τi−1)

)p

=

n∑
i=1

d
(
u
(
ϕ (τi)

)
,u

(
ϕ (τi−1)

))p

=

n∑
i=1

d (u (ti) ,u (ti−1))p

= Vp[u,T]

≤ Vp
(
u, ϕ (F)

)
.

El estimado anterior vale para toda partición T1 ∈ J(F). Por tanto

Vp
(
u ◦ ϕ,F

)
≤ Vp

(
u, ϕ (F)

)
.

Por otra parte, si la partición T = {ti}
n
i=0 ∈ J

(
ϕ(F)

)
es tal que ti−1 < ti para i = 1, ...,n.

Como ti ∈ ϕ(F), existen τi ∈ F tal que ti = ϕ (τi). Luego, por la monotonı́a de la función

ϕ se tiene que T1 = {τi}
n
i=0 ∈ J(F) y
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Vp[u,T] = Vp[u ◦ ϕ,T1] ≤ Vp
(
u ◦ ϕ,F

)
.

Tomando el supremo sobre todas las particiones T ∈ J
(
ϕ(F)

)
se tiene que

Vp
(
u, ϕ (F)

)
≤ Vp

(
u ◦ ϕ,F

)
.

(v) Por monotonı́a se tiene que Vp

(
u,Eb

a

)
≤ Vp (u,E) para todo a, b ∈ E. Por tanto

Vp (u,E) ≥ sup
{
Vp

(
u,Eb

a

)
: a, b ∈ E, a ≤ b

}
.

Por otra parte, para cualquier número α con α < Vp (u,E), existe una partición T =

{ti}
n
i=0 ∈ J(E) tal que Vp[u,T] ≥ α. Realmente, T es una partición del conjunto Etn

t0
por lo

que

Vp

(
u,Etn

t0

)
≥ Vp[u,T] ≥ α.

Como el estimado anterior se satisface para cada una de las particiones de E se tiene

que

sup
{
Vp

(
u,Eb

a

)
: a, b ∈ E, a ≤ b

}
≥ Vp (u,E) .

(vi) Sea α ∈ R tal que α < Vp (u,E). De la definición de Vp (u,E), para cualquier

α < β < Vp (u,E) existe una partición T = {ti}
n
i=0 de E tal que Vp [u,T] ≥ β. Consideremos

la función

hp : Xn+1 B X × · · · × X︸       ︷︷       ︸
n+1−veces

→ R

definida por

hp(x0, x1, ..., xn) =

n∑
i=1

d (xi, xi−1)p .
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Claramente, hp es continua en cada punto de Xn+1. En particular, hp es continua en

(x0, x1, ..., xn) = (u(t0),u(t1), ...,u(tn)) por lo que para ε = β − α existe un δ = δ(ε) > 0 tal

que si (y0, y1, ..., yn) ∈ Xn+1 con d(xi, yi) < δ, i = 0, 1, ...,n se tiene que

|hp(x0, x1, ..., xn) − hp(y0, y1, ..., yn)| ≤ ε = β − α.

Por otro lado, de la convergencia puntual de {un}
∞

n=1 a u, existe un N = N(δ) ∈ N tal

que

d (un(ti) − u(ti)) ≤ δ, ∀n ≥ N, ∀i = 0, 1, ...,n.

Si fijamos (y0, y1, ..., yn) = (un(t0),un(t1), ...,un(tn)) y notando que

hp(x0, x1, ..., xn) = Vp[u,T], hp(y0, y1, ..., yn) = Vp[un,T],

se tiene que

β ≤ Vp[u,T] ≤ Vp[un,T] + ε ≤ Vp[un] + β − α ∀n ≥ N.

Por lo tanto, ı́nf
n≥N

Vp (un,E) ≥ α y ası́ lı́m inf
n→∞

Vp (un,E) ≥ α. Luego, haciendo tender α a

Vp (u,E) se obtiene el resultado buscado.

�

2.2.2 Teoremas Estructurales

En esta sección enunciamos y demostramos algunos resultados importantes que

utilizaremos para demostrar el Principio de Selección de Helly para las funciones de

p-variación acotada.

Definición 2.7. Una función u : E → X se dice que es una función Hölder de exponente γ,

0 < γ ≤ 1, si existe un número C ≥ 0 tal que

d (u(t),u(s)) ≤ C |t − s|γ

para todo t, s ∈ E. A la menor constante C que satisface la desigualdad anterior se le denomina

la constante de Hölder de u y la denotaremos por H(u).
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A continuación, enunciamos y demostramos el primer resultado importante el

cual caracteriza las funciones de p-variación acotada.

Teorema 2.5. La función u : E → X es de p-variación acotada si y sólo si existe una función

acotada no decreciente ϕ : E→ R y una función Hölder v : ϕ (E)→ X de exponente γ = 1
p y

H(v) ≤ 1 tal que u = v ◦ ϕ sobre E.

Más aún, si X es un espacio de Banach, la función v : ϕ (E) → X puede ser extendida a

una función Hölder v : R→ X de mismo exponente γ = 1
p y constante H(v) ≤ 31−γH(v).

Demostración: (⇐) Supongamos que ϕ es una función no decreciente. Ya que ϕ es

no decreciente se tiene que

ϕ (E ∩ [a, b]) = ϕ (E) ∩ [a, b],

para a, b ∈ E con a ≤ b. Luego, por la propiedad (iv) de la Proposición 2.4 obtenemos,

Vp

(
u,Eb

a

)
= Vp

(
v ◦ ϕ,Eb

a

)
= Vp

(
v, ϕ

(
Eb

a

))
= Vp

(
u, ϕ (E)ϕ(b)

ϕ(a)

)
.

Ahora, si T = {ti}
n
i=0 es una partición de ϕ (E ∩ [a, b]), entonces

Vp[v,T] =

n∑
i=1

d (v (ti) , v (ti−1))p

≤

n∑
i=1

(H(v) |ti − ti−1|
γ)p

= (H(v))p
n∑

i=1

(ti − ti−1)

= (H(v))p (tn − t0)

≤ (H(v))p (ϕ(b) − ϕ(a)
)
.

Seguidamente, por el estimado anterior, para todo a, b ∈ E con a ≤ b se tiene que

Vp

(
u,Eb

a

)
≤ (H(v))p (ϕ(b) − ϕ(a)

)
.

Por lo tanto,

sup
{
Vp

(
u,Eb

a

)
: a, b ∈ E, a ≤ b

}
≤ (H(v))p (ϕ(b) − ϕ(a)

)
.
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De la desigualdad anterior, por la propiedad (v) de la Proposición 2.4, resulta que

Vp (u,E) ≤ (H(v))p (ϕ(b) − ϕ(a)
)
.

Finalmente, debido a que la función ϕ es monótona y acotada se tiene

Vp (u,E) ≤ (H(v))p (ϕ(b) − ϕ(a)
)

≤ (H(v))p
(
sup
t∈E

ϕ(t) − ı́nf
t∈E
ϕ(t)

)
≤ (H(v))p diam

(
ϕ (E)

)
< ∞.

Ası́, hemos probado que u es de p-variación acotada. La prueba es totalmente análoga

si ϕ es no creciente en E.

(⇒) Sea ϕ : E→ R dada por

ϕ(t) = Vp
(
u,E−t

)
, t ∈ E.

Afirmamos que ϕ está bien definida. En efecto, si t, s ∈ E tal que s = t entonces t ≥ s implica Vp
(
u,E−s

)
≤ Vp

(
u,E−t

)
,

s ≥ t implica Vp

(
u,E−t

)
≤ Vp

(
u,E−s

)
.

Por tanto Vp
(
u,E−s

)
= Vp

(
u,E−t

)
, es decir, ϕ(s) = ϕ(t). Note que, por la definición de

p-variación total, ϕ es no negativa. Además, ϕ es no decreciente ya que si t, s ∈ E con

t ≤ s tenemos

ϕ(t) = Vp
(
u,E−t

)
≤ Vp

(
u,E−s

)
= ϕ(s).

Más aún, ϕ es acotada sobre E. En efecto, para t ∈ E resulta que

ϕ(t) = Vp
(
u,E−t

)
≤ Vp

(
u,E−t

)
+ Vp

(
u,E+

t
)
≤ Vp (u,E) < ∞.

De esta manera, hemos definido una función no negativa, no decreciente y acotada

ϕ : E→ R.

Ahora bien, definamos la función v : ϕ (E)→ X como sigue: si τ ∈ ϕ (E) , v(τ) = u(t)

para cualquier t ∈ ϕ−1 ({τ}) .Afirmamos que v está bien definida ya que si t, s ∈ ϕ−1 ({τ})
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con t ≤ s, entonces ϕ(t) = τ = ϕ(s) y por las propiedades (i) y (iii) de la Proposición 2.4

resulta que para t ∈ E, s ∈ E+
t ,

0 ≤ d (u(s),u(t))p
≤ Vp

(
u,Es

t
)
≤ ϕ(s) − ϕ(t) = 0,

de donde d (u(s),u(t)) = 0 y por tanto u(s) = u(t).

Ahora, la representación de u es como sigue: si t ∈ E entonces τ B ϕ(t) ∈ ϕ (E) y

t ∈ ϕ−1 ({τ}) . Ası́ u(t) =
(
v ◦ ϕ

)
(t).

Para terminar la demostración de necesidad, debemos probar que v es una función

Hölder con exponente γ = 1
p . Primero, notemos que para cualquier τ ∈ ϕ (E) y t ∈

ϕ−1 ({τ}) resulta que (
ϕ (E)

)−
τ = ϕ

(
E−t

)
.

Luego, por la propiedad (iv) de la Proposición 2.4, tenemos que

Vp

(
v,

(
ϕ (E)

)−
τ

)
= Vp

(
v, ϕ

(
E−t

))
= Vp

(
v ◦ ϕ,E−t

)
= Vp

(
u,E−t

)
= ϕ(t) = τ.

Seguidamente, para α, β ∈ ϕ (E) con α ≤ β entonces

d
(
v(α), v(β)

)p
≤ Vp

(
v,

(
ϕ (E)

)β
α

)
≤ Vp

(
v,

(
ϕ (E)

)−
β

)
− Vp

(
v,

(
ϕ (E)

)−
α

)
= β − α.

De lo anterior se deduce que v es una función Hölder de exponente γ = 1
p .

Por otro lado, notemos que v
(
ϕ (E)

)
= u (E) en X y

Vp
(
v, ϕ (E)

)
= Vp

(
v ◦ ϕ,E

)
= Vp (u,E) .

Finalmente, veremos que podemos extender v a una función Hölder v : R → X si

X es un espacio de Banach. Como v es uniformemente continua sobre ϕ (E), la función

v admite una extensión a la clausura de ϕ (E), la cual denotaremos por v1 tal que

v1 : ϕ (E)→ X es una función Hölder de exponente γ y H(v1) ≤ H(v). Antes de definir

la función v, note queR\ϕ (E) es un conjunto abierto de la recta real, por lo queR\ϕ (E)

es a lo sumo una unión de intervalos abiertos disjuntos (ak, bk). Definimos v : R → X
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por

v(t) =



v1(t) si t ∈ ϕ (E)

v1(t) + ck (t − ak)γ si t ∈ (ak, bk) con bk − ak < ∞

v1(bk) si t ∈ (−∞, bk) en caso ak = −∞

v1(ak) si t ∈ (ak,∞) en caso bk = ∞,

siendo

ck =
v1(bk) − v1(ak)

(bk − ak)
γ .

Note que, si || · || denota la norma en X entonces

||ck|| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣v1(bk) − v1(ak)
(bk − ak)

γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
||v1(bk) − v1(ak)||
|bk − ak|

γ
≤ H(v1) ≤ H(v).

Por tanto, si bk − ak < ∞ resulta que

||v(t) − v(s)|| = ||v1(t) + ck (t − ak)γ − (v1(s) + ck (s − ak)γ) ||

= ||ck|| |(t − ak)γ − (s − ak)γ|

≤ H(v) |t − s|γ,

para todo t, s ∈ [ak, bk]. Además, si ak = −∞ ó bk = ∞ entonces v es constante sobre

(−∞, bk] ó [ak,∞) respectivamente, por lo que el estimado anterior vale en estos casos.

Ahora para finalizar la demostración del teorema, verifiquemos que v es una función

Hölder sobre R.

Caso 1: Supongamos que t, s ∈ ϕ(E) entonces v ≡ v1 y por tanto v es una función

Hölder en ϕ(E).

Caso 2: Supongamos que t ∈ ϕ(E) y s < ϕ(E), digamos s ∈ (ak, bk) y bk ≤ t. Usando la

desigualdad triangular y la desigualdad de Hölder tenemos que

||v(t) − v(s)|| = ||v1(t) − v(s)||

= ||v1(t) − v1(bk) + v1(bk) − v(s)||

≤ ||v1(t) − v1(bk)|| + ||v1(bk) − v(s)||

≤ H(v1) |t − bk|
γ + H(v) |bk − s|γ

≤ H(v) (t − bk)γ + H(v) (bk − s)γ
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= H(v) ((t − bk)γ + (bk − s)γ)

≤ 21−γ H(v) |t − s|γ.

De esta manera ||v(t) − v(s)|| ≤ 21−γ H(v) |t − s|γ.

Caso 3: Supongamos que s, t < ϕ(E), digamos t ∈ (am, bm) y s ∈ (ak, bk) con bk < am.

Una vez más usando la desigualdad triangular y la desigualdad de Hölder obtenemos

que

||v(t) − v(s)|| = ||v(t) − v1(am) + v1(am) − v1(bk) + v1(bk) − v(s)||

≤ ||v(t) − v1(am)|| + ||v1(am) − v1(bk)|| + ||v1(bk) − v(s)||

≤ H(v) ((t − am)γ + (am − bk)γ + (bk − s)γ)

≤ 31−γ H(v) |t − s|γ.

Con este último caso, hemos probado que la función v es una función de Hölder sobre

toda la recta real con H(v) ≤ 31−γ H(v).

�

En la prueba del Principio de Selección de Helly para funciones de p-variación

será suficiente probar que la convergencia de los factores involucrados en la descom-

posición descrita en el Teorema 1.20 de funciones de p-variación acotada. Note que

una familia de funciones Hölder con constantes de Hölder acotadas uniformemente

es equicontinuo. Para la convergencia de los factores no decrecientes necesitaremos el

siguiente resultado:

Teorema 2.6. Una sucesión acotada uniformemente de funciones de variable real no decre-

cientes tiene una subsucesión que converge punto a punto.

La demostración del teorema anterior está contenida en los siguientes dos lemas:

Lema 2.7. Sea {un}
∞

n=1 una sucesión de funciones definidas en E. Si todas las funciones de la

sucesión {un}
∞

n=1 están acotadas por un único valor
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|un(t)| ≤ K, para todo n ≥ 1 y t ∈ E, (2.1)

entonces, para cualquier subconjunto denso numerable F de E, es posible encontrar una sub-

sucesión {unk}
∞

k=1 de {un}
∞

n=1 que converge en cada punto de F.

Demostración: Sea F = {tn}
∞

n=1. Consideremos el conjunto de valores de las fun-

ciones de la sucesión {un}
∞

n=1 en t = t1, {un(t1)}∞n=1. Este conjunto es acotado ya que se

satisface (2.1). Luego por el Teorema de Bolzano-Weierstrass, podemos encontrar una

subsucesión convergente de {un(t1)}∞n=1, digamos

{u(1)
n (t1)}∞n=1, lı́m

n→∞
u(1)

n (t1) = A1.

Ahora consideremos la sucesión de valores de las funciones las cuales pertenecen a la

sucesión {u(1)
n }
∞

n=1 en t = t2, {u(1)
n (t2)}∞n=1. Este conjunto también es acotado debido a que

se satisface (2.1) y por tanto podemos volver aplicar el Teorema de Bolzano-Weierstrass

a este conjunto, dando la existencia de una subsucesión convergente de {u(1)
n (t2)}∞n=1,

digamos

{u(2)
n (t2)}∞n=1, lı́m

n→∞
u(2)

n (t2) = A2.

Es importante notar que el orden relativo de dos funciones u(2)
n y u(2)

m de la sucesión

{u(2)
n (t2)}∞n=1 es el mismo orden relativo que en la sucesión {u(1)

n (t1)}∞n=1.

Continuando este proceso indefinidamente, construimos un conjunto numerable

de sucesiones convergentes

u(1)
1 (t1), u(1)

2 (t1), u(1)
3 (t1), ..., lı́m

n→∞
u(1)

n (t1) = A1

u(2)
1 (t2), u(2)

2 (t2), u(2)
3 (t2), ..., lı́m

n→∞
u(2)

n (t2) = A2

...
...

...
...

...

u( j)
1 (t j), u( j)

2 (t j), u( j)
3 (t j), ..., lı́m

n→∞
u( j)

n (t j) = A j,

donde cada sucesión de números es una subsucesión de la anterior y en la cual el orden

de los elementos no están alterados. Ahora definimos la sucesión {unk}
∞

k=1 de elementos
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de la diagonal de la matriz infinita construida anteriormente, en decir,

unk = u(k)
k , para todo k ≥ 1.

Afirmamos que esta sucesión converge en cada punto de F. En efecto, para cada j

fijo, la sucesión {unk(t j)}∞k=1 con k ≥ j, es una subsucesión convergente de {u( j)
n (t j)}∞n=1 y

converge a A j.

�

Lema 2.8. Sea {un}
∞

n=1 una sucesión de funciones no decrecientes definidas sobre E. Si todas

las funciones de la sucesión {un}
∞

n=1 están acotadas por un único valor

|un(t)| ≤ K, para todo n ≥ 1 y t ∈ E, (2.2)

entonces existe una subsucesión {unk}
∞

k=1 de {un}
∞

n=1 que converge a una función no decreciente

u : E→ X en cada punto de E.

Demostración: Aplicamos el Lema 2.7 a la sucesión {un}
∞

n=1, tomando al conjunto F

como el conjunto de puntos racionales que pertenecen a E incluyendo el valor mı́nimo

de E, mı́n(E), si este es irracional, esto es F = (E ∩Q) ∪ {mı́n(E)}. Por tanto, existe una

subsucesión {unk}
∞

k=1 de {un}
∞

n=1 tal que

lı́m
k→∞

unk(t j)

existe y es finito en cada punto t j ∈ F.

Seguidamente, definimos la función u : E→ X como sigue:

u(t) B


lı́m
k→∞

unk(t) si t ∈ F,

sup
t j<t, t j∈F

{
lı́m
k→∞

unk(t j)
}

si t ∈ E\F.

Es claro que u es no decreciente en E ya que {un}
∞

n=1 es una sucesión de funciones no de-

crecientes en E. Como u es no decreciente se tiene que el conjunto de discontinuidades

D es a lo sumo numerable (ver [21], capı́tulo VIII).
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Ahora probaremos que

lı́m
k→∞

unk(t0) = u(t0) (2.3)

para cada punto t0 donde u sea continua. Sea ε > 0 y sean ti, t j ∈ F tal que

ti < t0 < t j, u(t j) − u(ti) <
ε
2
.

Fijando ti y t j, escogemos un número natural k0 tal que si k > k0,

∣∣∣unk(ti) − u(ti)
∣∣∣ < ε

2
,

∣∣∣unk(t j) − u(t j)
∣∣∣ < ε

2
.

De las desigualdades anteriores obtenemos que

u(t0) − ε < unk(ti) ≤ unk(t j) < u(t0) + ε,

para k > k0. Ya que

unk(ti) ≤ unk(t0) ≤ unk(t j),

tenemos que

u(t0) − ε < unk(t0) < u(t0) + ε,

para k > k0. Esto prueba (2.3). Por tanto, la igualdad

lı́m
k→∞

unk(t) = u(t) (2.4)

puede fallar solo en el conjunto finito o numerable D, donde u es discontinua.

Para terminar la demostración de este lema, aplicamos el Lema 1.18 a la sucesión

{unk}
∞

k=1 , tomando F como el conjunto de aquellos puntos de D donde (2.4) no se

satisface. De esto resulta que existe una subsucesión de {unk}
∞

k=1, que denotaremos de
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la misma manera, la cual converge en todo punto de E ya que una subsucesión de una

sucesión convergente es también convergente. Entonces, definiendo

u(t) B lı́m
k→∞

unk(t),

obtenemos una función que claramente es una función no decreciente.

�

A continuación, enunciaremos y demostraremos un resultado más que necesitare-

mos para la prueba del Principio de Selección de Helly.

Teorema 2.9. Sea {ϕn}
∞

n=1 una sucesión de funciones de variable real tal que ϕn(t) → ϕ(t)

punto a punto sobre E ⊂ R. Sea {vn}
∞

n=1 una sucesión de funciones Hölder de exponente

0 < γ ≤ 1 de R en un espacio métrico X tal que H(vn) < C < ∞ para todo n ≥ 1. Entonces

{vn ◦ ϕn}
∞

n=1 converge puntalmente sobre E si y sólo si, {vn}
∞

n=1 converge puntualmente sobre

ϕ(E).

Demostración:

(⇒) Supongamos que {vn ◦ ϕn}
∞

n=1 converge puntalmente sobre E. Sea t ∈ E y sea

y = lı́m
n→∞

vn
(
ϕn(t)

)
.

Entonces

d
(
vn

(
ϕ(t)

)
, y

)
≤ d

(
vn

(
ϕ(t)

)
, vn

(
ϕn(t)

))
+ d

(
vn

(
ϕn(t)

)
, y

)
≤ C

∣∣∣ϕn(t) − ϕ(t)
∣∣∣γ + d

(
vn

(
ϕn(t)

)
, y

)
.

Ya que los términos de la última suma anterior tiende a cero cuando n → ∞, la

sucesión {vn}
∞

n=1 converge puntualmente sobre ϕ(E).
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(⇐) Supongamos ahora que la sucesión {vn}
∞

n=1 converge puntualmente sobre ϕ(E).

Sea t ∈ E y sea

y = lı́m
n→∞

vn
(
ϕ(t)

)
.

Entonces

d
(
vn

(
ϕn(t)

)
, y

)
≤ d

(
vn

(
ϕn(t)

)
, vn

(
ϕ(t)

))
+ d

(
vn

(
ϕ(t)

)
, y

)
≤ C

∣∣∣ϕn(t) − ϕ(t)
∣∣∣γ + d

(
vn

(
ϕ(t)

)
, y

)
.

Nuevamente, como los términos de la última suma del estimado anterior tiende a cero

cuando n→∞ resulta que la sucesión {vn ◦ ϕn}
∞

n=1 converge puntalmente sobre E.

�

2.2.3 Principio de Selección de Helly para p > 1

En 1912, Eduard Helly (1884 - 1943), matemático Austrı́aco, usó la caracterización

de las funciones de variación acotada dada por C. Jordan en 1881 para demostrar

un teorema de compacidad para funciones de variación acotada el cual serı́a conocido

como el Principio de Selección de Helly. En 2005, John Porter en su artı́culo [24] demuestra

el Principio de Selección de Helly para las funciones de p-variación acotada dando

ası́ una respuesta a un planteamiento presentado por Chistyakov y Galkin en [7].

En esta sección enunciamos y demostramos, finalmente, el Principio de de Selección

de Helly para las funciones de p-variación acotada usando los resultados presentados

en la sección anterior.

Teorema 2.10 (Principio de Selección de Helly para las funciones de p-variación aco-

tada). Sea {un}
∞

n=1 una sucesión de funciones de p-variación acotada uniformemente de E ⊂ R

en un espacio métrico X, es decir,

sup
n≥1

Vp (un,E) < ∞,
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tal que {un}
∞

n=1 es precompacto puntualmente, esto es, la clausura de {un(t) : n ≥ 1} es

compacto para cada t ∈ E. Entonces existe una subsucesión {unk}
∞

k=1 de {un}
∞

n=1 que converge

puntualmente en E a una función u : E→ X de p-variación acotada con

Vp (u,E) ≤ sup
n≥1

Vp (un,E) .

Demostración:

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que X es un espacio de Banach

ya que todo espacio métrico puede ser incluido isométricamente en un espacio de

Banach. Ahora, acorde con el Teorema 2.5, podemos representar a cada función un

como una composición un = vun ◦ ϕun donde ϕun es la función de p-variación de un

y vun : ϕun(E) → X es una función Hölder de exponente γ = 1
p y H

(
vun

)
≤ 1. Note

que {ϕun}
∞

n=1 es una sucesión de funciones de variable real no decreciente y acotada

uniformemente ya que {un}
∞

n=1 es una sucesión de funciones de p-variación acotada

uniformemente. Luego, por el Teorema 2.6, {ϕun}
∞

n=1 tiene una subsucesión {
(
ϕun

)
k}
∞

k=1

que converge puntualmente a una función no decreciente ϕ : E → R. Además, por

el Teorema 2.6, podemos extender cada función vn a una función Hölder vn : R → X

tal que H (vn) ≤ 31−γ H (vn). Ya que {vun ◦ ϕun}
∞

n=1 es precompacto puntualmente en E,

por el Teorema 2.9, {vn}
∞

n=1 es precompacto puntualmente en ϕ(E). Seguidamente, por

el Teorema de Arzela-Ascoli, existe una subsucesión {(vn)k}
∞

k=1 la cual converge en ϕ(E)

y nuevamente aplicando el Teorema 2.9, las funciones unk =
(
ϕun

)
k ◦ (vn)k converge

puntualmente en E.

Finalmente,

Vp (u,E) ≤ sup
n≥1

Vp (un,E)

se satisface gracias a la propiedad (vi) de la Proposición 2.4.

�



Capı́tulo 3
Principio de Selección de Helly para

Funciones de Φ-Variación Acotada

En esta sección se desarrolla la teorı́a general de funciones de Φ-variación acotada

en el sentido de L. C. Young definidas sobre un subconjunto de la recta real y toma

valores en un espacio métrico o normado. Primeramente, enunciamos y demostramos

los teoremas estructurales y las propiedades que caracterizan esta clase de funciones.

Luego, el teorema clásico del Principio de Selección de Helly de la teorı́a de funciones

de variación acotada es generalizado para las funciones de Φ-variación acotada.

3.1 Espacio de las Funciones de Φ-Variación Acotada.

A lo largo de este capı́tulo utilizaremos la misma notación presentada en el Capı́tu-

lo 2 de este trabajo. Además, denotaremos por F al conjunto de todas las fun-

ciones Φ : [0,∞)→ [0,∞) tales que Φ es continua, estrictamente creciente, Φ(0) = 0

y Φ(∞) = ∞. Esto es

F B
{
Φ : [0,∞)→ [0,∞) : Φ continua, Φ(s) < Φ(t) para todo s < t, Φ(0) = 0 y Φ(∞) = ∞

}
.

63
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Proposición 3.1. El conjunto F es cerrado bajo la suma, producto, multiplicación por un

escalar positivo y composición de funciones. Más aún, si Φ ∈ F entonces Φ−1
∈ F .

Demostración: Sean Φ,Ψ ∈ F y c ∈ (0,∞). Entonces Φ + Ψ, Φ ·Ψ, c ·Φ, Φ ◦Ψ y Φ−1

son funciones continuas. Además, para s, t ∈ [0,∞) con s < t, se tiene que:

• (Φ + Ψ) (s) = Φ(s) + Ψ(s) < Φ(t) + Ψ(t) = (Φ + Ψ) (t).

• (Φ ·Ψ) (s) = Φ(s) ·Ψ(s) < Φ(t) ·Ψ(t) = (Φ ·Ψ) (t).

• (c ·Φ) (s) = c ·Φ(s) < c ·Φ(t) = (c ·Φ) (t).

• (Φ ◦Ψ) (s) = Φ (Ψ(s)) < Φ (Ψ(t)) = (Φ ◦Ψ) (t).

Por tanto Φ + Ψ, Φ ·Ψ, c ·Φ y Φ ◦Ψ son funciones estrictamente creciente. Afirmamos

también que Φ−1 es una función estrictamente creciente. En efecto, sean s, t ∈ Φ ([0,∞))

con s < t. Entonces existen t0, s0 ∈ [0,∞) únicos (ya que Φ es inyectiva) tal que Φ(t0) = t

y Φ(s0) = s. Luego, como Φ es estrictamente creciente debe ocurrir que s0 < t0. Ası́

Φ−1(s) = s0 < t0 = Φ−1(t).

De esta manera, Φ−1 es una función estrictamente creciente como hemos afirmado.

Finalmente, para Θ ∈ {Φ+Ψ,Φ ·Ψ, c ·Φ,Φ◦Ψ,Φ−1
} claramente se tiene que Θ(0) = 0

y Θ(∞) = ∞.

�

Definición 3.1 (Φ-Variación Total). Sea Φ ∈ F , f : E ⊂ R → X y T = {ti}
n
i=0 ∈ T (E),

definimos

VΦ

[
f ,E

]
B

n∑
i=1

(Φ ◦ d)
(

f (ti) , f (ti−1)
)
. (3.1)

La Φ-variación total de f sobre E, denotada por VΦ

(
f ,E

)
, se define como

VΦ

(
f ,E

)
B sup

{
VΦ

[
f ,E

]
: T ∈ T (E)

}
. (3.2)
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Definición 3.2 (Φ-Variación Acotada). Dada una función Φ ∈ F , se dice que una función

f : E → X es de Φ-variación acotada si VΦ

(
f ,E

)
es finito. El espacio de las funciones de

Φ-variación acotada de E en X lo denotaremos porVΦ (E; X) .

Observación 6. Para funciones reales la definición de VΦ

(
f ,E

)
fue introducida por Young en

[27] y [28]. Si Φ(t) = tp, t ≥ 0, p > 1, entonces

Vp
(

f ,E
)

= VΦ

(
f ,E

)
. (3.3)

3.2 Propiedades de las Funciones de Φ-Variación Acota-

da.

Ahora se enuncia y demuestran las propiedades generales para la Φ-variación las

cuales son una reformulación de las propiedades generales para las funciones de p-

variación acotada.

Proposición 3.2. Sea f : E→ X una función arbitraria y Φ ∈ F . Entonces:

(P1) (Minimalidad) Si t, s ∈ E, entonces:

Φ
(
d( f (t), f (s))

)
≤ Φ

(
diam

(
f (E)

))
≤ VΦ

(
f ,E

)
.

(P2) (Monotonı́a) Si a, b, t, s ∈ E con a ≤ t ≤ s ≤ b, entonces

VΦ

(
f ,E−t

)
≤ VΦ

(
f ,E−s

)
, VΦ

(
f ,E+

s
)
≤ VΦ

(
f ,E+

t

)
, VΦ

(
f ,Es

t

)
≤ VΦ

(
f ,Eb

a

)
.

(P3) (Semi-aditividad) Si t ∈ E, entonces:

VΦ

(
f ,E−t

)
+ VΦ

(
f ,E+

t
)
≤ VΦ

(
f ,E

)
.



Principio de Selección de Helly para Funciones de Φ-Variación Acotada 6666

(P4) (Cambio de Variable) Si E1 ⊂ R y ϕ : E1 → E es una función monótona (no

necesariamente estricta), entonces

VΦ

(
f , ϕ (E1)

)
= VΦ

(
f ◦ ϕ,E

)
.

(P5) (Regularidad) VΦ

(
f ,E

)
= sup

{
VΦ

(
f ,Eb

a

)
: a, b ∈ E, a ≤ b

}
.

Demostración: La demostración de esta proposición se realiza usando la misma

lı́nea de razonamiento como en [7] o como en la demostración de la Proposición 2.4

del Capı́tulo 2 de este manuscrito.

�

Proposición 3.3. Si, cuando n→∞, la sucesión de funciones
{
Φ−1

}∞
n=1

converge puntualmente

a Φ ∈ F y la sucesión de funciones
{
fn
}∞

n=1 ⊂ XE converge puntualmente sobre E (en la métrica

d) a f ∈ XE, entonces

VΦ

(
f ,E

)
≤ lı́m inf

n→∞
VΦn

(
fn,E

)
.

Demostración: Para cualquier T ∈ {ti}
m
i=0 partición de E y n ∈ N tenemos

VΦn

[
fn,T

]
≤ VΦn

(
fn,E

)
. Si ρi,n = d

(
fn (ti) , fn (ti−1)

)
y ρi = d

(
f (ti) , f (ti−1)

)
, entonces

VΦn

[
fn,T

]
− VΦ

[
f ,T

]
=

m∑
i=1

(
Φn

(
ρi,n

)
−Φ

(
ρi
))
.

Ya que d es continuo y fn → f puntualmente sobre el conjunto finito T, tenemos

ρi,n → ρi cuando n → ∞ para todo i = 1, ...,m, y ya que Φn → Φ puntualmente sobre

[0,∞), Φn
(
ρi,n

)
→ Φ

(
ρi
)

cuando n→∞. Luego

VΦn

[
fn,T

]
→ VΦ

[
f ,T

]
cuando n→∞ y por tanto
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VΦ

(
f ,E

)
≤ lı́m inf

n→∞
VΦn

(
fn,E

)
.

�

Proposición 3.4. Sean Φ,Ψ ∈ F dos funciones tales que existen dos constantes C > 0 y δ > 0

para las cuales Ψ(t) ≤ C Φ(t) para todo t ∈ [0, δ]. EntoncesVΦ

(
f ,E

)
⊂ VΨ

(
f ,E

)
Demostración: Sea f ∈ VΦ

(
f ,E

)
. Si T = {ti}

n
i=0 es una partición de E, entonces

VΦ

[
f ,T

]
=

n∑
i=1

Φ
(
ρi
)
≤ VΦ

(
f ,E

)
donde ρi = d

(
f (ti) , f (ti−1)

)
.

Hay menos de VΦ

(
f ,E

)
/Φ(δ) términos en la suma anterior que son más grande que Φ(δ)

y por tanto el número de ρi’s que son más grande que δ es menor que VΦ

(
f ,E

)
/Φ(δ).

Si ρi ≤ δ entonces Ψ(ρi) ≤ C Φ(ρi) por hipótesis mientras que si ρi > δ tenemos que

Ψ(ρi) ≤ Ψ
(
diam

(
f (E)

))
. Seguidamente,

VΨ

[
f ,T

]
=

n∑
i=1

Ψ
(
ρi
)

≤ C
n∑

i=1

Φ
(
ρi
)

+ Ψ
(
diam

(
f (E)

)) VΦ

(
f ,E

)
Φ(δ)

≤ C VΦ

(
f ,E

)
+ Ψ

(
diam

(
f (E)

)) VΦ

(
f ,E

)
Φ(δ)

< ∞.

El estimado anterior vale para cualquier T ∈ T (E) y por lo tanto f ∈ VΨ

(
f ,E

)
.

�

Antes de enunciar la siguiente propiedad que satisfacen las funciones de Φ-

variación acotada, introduciremos un par de definiciones.

Definición 3.3 (Función super-aditiva). Se dice que una función Φ ∈ F es super-aditiva si

para todo t, s ∈ [0,∞) se tiene que

Φ(t) + Φ(s) ≤ Φ(t + s).
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Definición 3.4 (Función sub-aditiva). Se dice que una función Φ ∈ F es sub-aditiva si para

todo t, s ∈ [0,∞) se tiene que

Φ(t + s) ≤ Φ(t) + Φ(s).

Observación 7. Note que si Φ ∈ F es super-aditiva si y sólo si Φ−1
∈ F es sub-aditiva. En

efecto,

(⇒) Sean t, s ∈ Φ ([0,∞)). Entonces existen t0, s0 ∈ [0,∞) únicos tal que Φ (t0) = t y

Φ (s0) = s. Luego,

Φ−1(t + s) = Φ−1 (Φ (t0) + Φ (s0))

≤ Φ−1 (Φ (t0 + s0))

= t0 + s0

= Φ−1(t) + Φ−1(s).

Por tanto, si Φ ∈ F es super-aditiva entonces Φ−1
∈ F es sub-aditiva.

(⇐) Sean t, s ∈ [0,∞). Entonces existen t0, s0 ∈ Φ ([0,∞)) únicos tal que Φ(t) = t0 y

Φ(s) = s0. Luego,

Φ(t + s) = Φ
(
Φ−1 (t0) + Φ−1 (s0)

)
≥ Φ

(
Φ−1 (t0 + s0)

)
= t0 + s0

= Φ(t) + Φ(s).

Por tanto, si Φ−1
∈ F es sub - aditiva entonces Φ ∈ F es super - aditiva.

�

Proposición 3.5. Si Φ ∈ F es super - aditiva y f : E→ X es una función monótona y acotada,

entonces
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VΦ

(
f ,E

)
= Φ

(
diam

(
f (E)

))
= Φ

(
sup
t∈E

f (t) − ı́nf
t∈E

f (t)
)
. (3.4)

Demostración:

Para demostrar la igualdad (3.4) basta con probar que Φ
(
diam

(
f (E)

))
≤ VΦ

(
f ,E

)
ya que gracias a la propiedad (P1) de la Proposición 3.2 se satisface la desigualdad

contraria Φ
(
diam

(
f (E)

))
≥ VΦ

(
f ,E

)
.

Bien, sean T = {ti}
n
i=0 ∈ T (E) y t ∈ E tal que tk−1 < t < tk para algún 1 ≤ k ≤ n. En-

tonces, por la monotonı́a de f se tiene que∣∣∣ f (tk) − f (tk−1)
∣∣∣ =

∣∣∣ f (tk) − f (t)
∣∣∣ +

∣∣∣ f (t) − f (tk−1)
∣∣∣ .

Luego, como Φ es super-aditiva obtenemos

VΦ

[
f ,T ∪ {t}

]
=

k−1∑
i=1

Φ
(∣∣∣ f (ti) − f (ti−1)

∣∣∣) + Φ
(∣∣∣ f (t) − f (tk−1)

∣∣∣) + Φ
(∣∣∣ f (tk) − f (t)

∣∣∣)
+

n∑
i=k+1

Φ
(∣∣∣ f (ti) − f (ti−1)

∣∣∣)
≤

k−1∑
i=1

Φ
(∣∣∣ f (ti) − f (ti−1)

∣∣∣) + Φ
(∣∣∣ f (tk) − f (t)

∣∣∣ +
∣∣∣ f (t) − f (tk−1)

∣∣∣)
+

n∑
i=k+1

Φ
(∣∣∣ f (ti) − f (ti−1)

∣∣∣)
=

k−1∑
i=1

Φ
(∣∣∣ f (ti) − f (ti−1)

∣∣∣) + Φ
(∣∣∣ f (tk) − f (tk−1)

∣∣∣) +

n∑
i=k+1

Φ
(∣∣∣ f (ti) − f (ti−1)

∣∣∣)
= VΦ

[
f ,T

]
.

Seguidamente, para todo T ∈ T (E) tenemos

VΦ

[
f ,T

]
≤ VΦ

[
f , {t0, tn}

]
= Φ

(∣∣∣ f (tn) − f (t0)
∣∣∣) ≤ Φ

(
diam

(
f (E)

))
.

Luego, del estimado anterior obtenemos que VΦ

(
f ,T

)
≤ Φ

(
diam

(
f (E)

))
.

�
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Proposición 3.6. Sean Φ,Ψ ∈ F , c > 0 y f : E→ X una función. Entonces:

(a) VΦ+Ψ

(
f ,E

)
= VΦ

(
f ,E

)
+ VΨ

(
f ,E

)
.

(b) VΦ·Ψ

(
f ,E

)
≤ VΦ

(
f ,E

)
· VΨ

(
f ,E

)
.

(c) Vc·Φ
(

f ,E
)

= c · VΦ

(
f ,E

)
.

(d) Si Φ es super-aditiva entonces

VΦ◦Ψ

(
f ,E

)
≤ Φ

(
VΨ

(
f ,E

))
.

(e) Si Φ es sub-aditiva entonces

VΦ◦Ψ

(
f ,E

)
≥ Φ

(
VΨ

(
f ,E

))
.

(f) Si Φ es super-aditiva entonces

VΦ

(
f ,E

)
≤ Φ

(
V1

(
f ,E

))
.

En particular,V1 (E; X) ⊂ VΦ (E; X) .

(g) Si Φ es sub-aditiva entonces

VΦ

(
f ,E

)
≥ V1

(
f ,E

)
.

En particular,VΦ (E; X) ⊂ V1 (E; X) .

Demostración: Sea T ∈ T (E). Entonces

VΦ+Ψ

[
f ,E

]
=

n∑
i=1

((Φ + Ψ) ◦ d)
(

f (ti) , f (ti−1)
)

=

n∑
i=1

(Φ ◦ d)
(

f (ti) , f (ti−1)
)

+

n∑
i=1

(Ψ ◦ d)
(

f (ti) , f (ti−1)
)

= VΦ

[
f ,E

]
+ VΨ

[
f ,E

]
.
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Tomando supremo sobre todas las particiones de E en ambos lados de la igualdad

anterior se obtiene (a). Ahora, para obtener (b) notemos que

VΦ·Ψ

[
f ,E

]
=

n∑
i=1

((Φ ·Ψ) ◦ d)
(

f (ti) , f (ti−1)
)

=

n∑
i=1

(Φ ◦ d)
(

f (ti) , f (ti−1)
)
· (Ψ ◦ d)

(
f (ti) , f (ti−1)

)
≤

n∑
i=1

(Φ ◦ d)
(

f (ti) , f (ti−1)
)
·

n∑
i=1

(Ψ ◦ d)
(

f (ti) , f (ti−1)
)

= VΦ

[
f ,E

]
· VΨ

[
f ,E

]
.

Seguidamente, para probar (c) note que

Vc·Φ
[

f ,E
]

=

n∑
i=1

((c ·Φ) ◦ d)
(

f (ti) , f (ti−1)
)

=

n∑
i=1

c · (Φ ◦ d)
(

f (ti) , f (ti−1)
)

= c ·
n∑

i=1

(Φ ◦ d)
(

f (ti) , f (ti−1)
)

= c · VΦ

[
f ,E

]
.

Por otra parte, para probar (d) usamos el siguiente hecho

VΦ◦Ψ

[
f ,E

]
=

n∑
i=1

((Φ ◦Ψ) ◦ d)
(

f (ti) , f (ti−1)
)

=

n∑
i=1

Φ (Ψ ◦ d)
(

f (ti) , f (ti−1)
)

≤ Φ

 n∑
i=1

(Ψ ◦ d)
(

f (ti) , f (ti−1)
)

= Φ
(
VΨ

[
f ,E

])
.

Las demostraciones de la parte (e) y (g) son análogas a las demostraciones de la parte

(d) y (f) respectivamente. La demostración la parte (f) es como sigue: ya que Φ es super-

aditiva se tiene que Φ−1 es sub-aditiva. Luego usando la parte (e) de esta proposición
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obtenemos

V1
(

f ,E
)

= VΦ−1◦Φ

(
f ,E

)
≥ Φ−1 (VΦ

(
f ,E

))
�

3.3 Un Teorema de Descomposición para Funciones de

Φ-Variación Acotada

Primero que todo introducimos el módulo de continuidad de una función acotada.

Definición 3.5 (Módulo de Continuidad). El módulo de continuidad de una función acotada

f : E→ X es la función ω f ,E : (0,∞)→ [0,∞) definida por

ω f ,E(ρ) B sup
s∈E

sup
{
d
(

f (t), f (s)
)

: t ∈ E y |t − s| ≤ ρ
}
, ρ > 0. (3.5)

En un hecho clásico que el módulo de continuidad ω f ,E satisface las siguientes

propiedades: Para cualquier función acotada f : E→ X, tenemos

(a) ω f ,E es no decreciente sobre (0,∞).

(b) ω f ,E(0) es finito y

ω f ,E(0) = ı́nf
ρ>0
ω f ,E(ρ) ≥ 0

(c) f es uniformemente continua sobre E si y sólo si ω f ,E(0) = 0.

(d) Si E es un intervalo ya sea abierto o cerrado entonces ω f ,E es sub-aditiva.

(e) Si E es un intervalo ya sea abierto o cerrado y f es una función uniformemente

continua sobre E, entonces ω f ,E es continua sobre (0,∞).

(f) Para una funciónω : [0,∞)→ [0,∞), las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) d
(

f (t), f (s)
)
≤ ω (|t − s|) para todo t, s ∈ E.
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(ii) ω f ,E ≤ ω sobre [0,∞).

Ahora, enunciamos y demostramos el teorema de descomposición para fun-

ciones de Φ-variación acotada.

Teorema 3.7. Una función f : E→ X es de Φ-variación acotada si y sólo si existe una función

no decreciente y acotada ϕ : E → R y una función g : E1 B φ (E) → X tal que ωg,E1 ≤ Φ−1

sobre [0,∞) y f = g◦ϕ sobre E. Más aún, si X es un espacio de Banach, la función g : E1 → X

puede ser extendida a una función g∗ : R → X tal que ωg∗,E1 ≤ ΩΦ, f sobre [0,∞), donde

ΩΦ, f ∈ F está definida por

ΩΦ, f B 3 Φ−1 + ωΦ−1,[0,L],

con L B VΦ

(
f ,E

)
.

Demostración:

La demostración la haremos en tres partes.

Parte 1: Primero probaremos la condición de suficiencia del teorema. Bien, para

cualquier partición T = {ti}
n
i=0 de E tenemos:

VΦ[ f ,T] =

n∑
i=1

(Φ ◦ d)
(
g
(
ϕ (ti)

)
, g

(
ϕ (ti−1)

))
.

Ahora, el estimado ωg,E1 ≤ Φ−1 junto con la monotonı́a y acotación de la función ϕ

implica que

VΦ

[
f ,T

]
≤

n∑
i=1

Φ
(
Φ−1

(∣∣∣ϕ (ti) − ϕ (ti−1)
∣∣∣))

=

n∑
i=1

∣∣∣ϕ (ti) − ϕ (ti−1)
∣∣∣

=
∣∣∣ϕ (tn) − ϕ (t0)

∣∣∣
≤ sup

t∈E
ϕ(t) − ı́nf

t∈E
ϕ(t)

= diam
(
ϕ (E)

)
< ∞.
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Luego, tomando el supremo sobre todas las particiones T de E se obtiene que

VΦ

(
f ,E

)
< ∞. Por tanto, la función f es de Φ-variación acotada.

Parte 2: En esta parte probaremos la condición necesaria del teorema. Esto es,

obtendremos la descomposición canónica de una función de Φ-variación acotada.

Bien, definamos la función ϕ : E→ R como

ϕ(t) = VΦ

(
f ,E−t

)
, t ∈ E.

Afirmamos que ϕ es no negativa, acotada (ya que ϕ(t) ≤ VΦ

(
f ,E

)
para todo t ∈ E) y

no decreciente gracias a la propiedad (P2) enunciada en la Proposición 3.2. Ahora,

definimos la función g : E1 → X como sigue

g(τ) B f (t) para cualquier T ∈ E tal que ϕ(t) = τ.

para τ ∈ E1. Afirmamos que g está bien definida sobre E1. En efecto, para t, s ∈ E con

t ≤ s. Gracias a las propiedades (P1) y (P3) de la Proposición 3.2 tenemos que

Φ
(
d
(

f (s), f (t)
))
≤ VΦ

(
f ,Es

t
)
≤ ϕ(s) − ϕ(t). (3.6)

Si ϕ(s) = ϕ(t) entonces (3.6) implica que f (s) = f (t) y de esta manera se obtiene que g

está bien definida.

Finalmente, de la definición de la función g se tiene que f = g ◦ ϕ sobre E y en

conjunto con la propiedad (P4) de la Proposición 3.2 se tiene que g (E1) = f (E) en X y

VΦ

(
g,E1

)
= VΦ

(
f ,E

)
.

Para terminar esta segunda parte, veamos que ωg,E1 ≤ Φ−1. Bien, para α, β ∈ E1

tenemos que α = ϕ(t) y β = ϕ(s) para algunos t, s ∈ E y por tanto, por (3.6) y la

definición de g se sigue que

Φ
(
d
(
g(α), g(β)

))
= Φ

(
d
(

f (t), f (s)
))
≤

∣∣∣ϕ(t) − ϕ(s)
∣∣∣ = |α − β|.
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Luego,

d
(
g(α), g(β)

)
≤ Φ−1 (

|α − β|
)
.

De este último estimado se obtiene ωg,E1 ≤ Φ−1.

Parte 3: Aquı́ probaremos la segunda parte del enunciado del teorema. Primero

supongamos que X es un espacio de Banach (real o complejo) con la norma || · ||. Luego,

como g es uniformemente continua sobre E1, g admite una extensión g : E1 → X que

satisface

||g(t) − g(s)|| ≤ Φ−1 (|t − s|) , ∀t, s ∈ E1. (3.7)

Definimos g∗ restringida a E1 igual a g. El complemento R\E1 es un conjunto abierto y

por lo tanto es unión (numerable a lo sumo) disjunta de intervalos abiertos no vacı́os

(ak, bk) para k ∈ J con J ⊂ N un conjunto a lo sumo numerable. Sobre los intervalos

(ak, bk) con bk − ak < ∞ definimos g∗ como sigue

g∗(t) = g (ak) + ck Φ−1 (t − ak) , ck B
g (bk) − g (ak)
Φ−1 (bk − ak)

, t ∈ (ak, bk) , (3.8)

donde ||ck|| ≤ 1. Si ak = −∞ entonces definimos g∗(t) = g (bk) para todo t ∈ (−∞, bk) y si

bk = ∞ entonces definimos g∗(t) = g (ak) para todo t ∈ (ak,∞). En resumen, la función

g∗ : R→ X se define como:

g∗(t) =



g(t) si t ∈ E1,

g (ak) + ck Φ−1 (t − ak) si t ∈ (ak, bk) con bk − ak < ∞,

g (bk) si t ∈ (ak, bk) con ak = −∞,

g (ak) si t ∈ (ak, bk) con bk = ∞.

(3.9)

Es claro que g∗ extiende a g en toda la recta real. Ahora, demostremos que g∗ satisface

lo siguiente:
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||g∗(t) − g∗(s)|| ≤ ΩΦ, f (|t − s|) , ∀t, s ∈ R, (3.10)

donde ΩΦ, f ∈ F está definida por

ΩΦ, f B 3 Φ−1 + ωΦ−1,[0,L],

con L B VΦ

(
f ,E

)
. Bien, para t, s ∈ R con s ≤ t tenemos cuatro casos:

Caso 1: Si t, s ∈ E1 es claro que g∗ satisface (3.10) ya que g∗ ≡ g sobre E1 y g satisface

(3.7) en E1.

Caso 2: Supongamos que t < E1 y s ∈ E1. En este caso tenemos s ≤ ak < t < bk para

algún k ∈ J. Si bk = ∞, entonces g∗(t) = g (ak) y ası́

||g∗(t) − g∗(s)|| = ||g (ak) − g(s)|| ≤ Φ−1 (ak − s) ≤ Φ−1(t − s).

Si bk < ∞, entonces

||g∗(t) − g∗(s)|| = ||g∗(t) − g∗ (ak) + g∗ (ak) − g∗(s)||

≤ ||g∗(t) − g∗ (ak) || + ||g∗ (ak) − g∗(s)||

= ||g∗(t) − g (ak) || + ||g (ak) − g(s)||

= ||g (ak) + ck Φ−1 (t − ak) − g (ak) || + ||g (ak) − g(s)||

= ||ck Φ−1 (t − ak) || + ||g (ak) − g(s)||

= ||ck||Φ
−1 (t − ak) + ||g (ak) − g(s)||

≤ ||ck||Φ
−1 (t − ak) + Φ−1 (ak − s)

≤ 2 Φ−1 (t − s) .

Caso 3: Supongamos que s < E1 y t ∈ E1. Aquı́ tenemos ak < s < bk ≤ t para algún

k ∈ J. Si ak = −∞ entonces g∗(s) = g (bk) y ası́
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||g∗(t) − g∗(s)|| = ||g(t) − g (bk) || ≤ Φ−1 (t − bk) ≤ Φ−1(t − s).

Ahora, si ak > −∞ entonces [ak, bk] ⊂ [0,L] y por tanto

||g∗(t) − g∗(s)|| = ||g (ak) − g(s)|| ≤ Φ−1 (ak − s) ≤ Φ−1(t − s).

Si bk < ∞, entonces

||g∗(t) − g∗(s)|| = ||g∗(t) − g∗ (bk) + g∗ (bk) − g∗(s)||

≤ ||g∗(t) − g∗ (bk) || + ||g∗ (bk) − g∗(s)||

= ||g(t) − g (bk) || + ||g (ak) + ck Φ−1 (bk − ak) − g (ak) − ck Φ−1 (s − ak) ||

= ||g(t) − g (bk) || + ||ck Φ−1 (bk − ak) − ck Φ−1 (s − ak) ||

= ||g(t) − g (bk) || + ||ck

(
Φ−1 (bk − ak) −Φ−1 (s − ak)

)
||

= ||g(t) − g (bk) || + ||ck||
(
Φ−1 (bk − ak) −Φ−1 (s − ak)

)
= ||g(t) − g (bk) || +

∣∣∣Φ−1 (bk − ak) −Φ−1 (s − ak)
∣∣∣

≤ Φ−1 (t − bk) + ωΦ−1,[0,L] (bk − ak − (s − ak))

≤ Φ−1 (t − s) + ωΦ−1,[0,L] (bk − s) .

Caso 4: Supongamos que s, t < E1. En este último caso tenemos s ∈ (ak, bk) y t ∈

(am, bm) para algunos t, s ∈ J. Asumamos primero que m = k, ası́ que ak < s ≤ t < bk. Si

ak = −∞ o bk = ∞ entonces

||g∗(t) − g∗(s)|| = 0.

Si ak > −∞ y bk < ∞ entonces [ak, bk] ⊂ [0,L] y
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||g∗(t) − g∗(s)|| = ||g (ak) + ck Φ−1 (t − ak) − g (ak) − ck Φ−1 (s − ak) ||

= ||ck Φ−1 (t − ak) − ck Φ−1 (s − ak) ||

= ||ck

(
Φ−1 (t − ak) − ck Φ−1 (s − ak)

)
||

= ||ck||
∣∣∣Φ−1 (t − ak) −Φ−1 (s − ak)

∣∣∣
≤

∣∣∣Φ−1 (t − ak) −Φ−1 (s − ak)
∣∣∣

≤ ωΦ−1,[0,L] (t − ak − (s − ak))

= ωΦ−1,[0,L](t − s).

Ahora asumamos que m , k, ası́ que ak < s < bk < t. Si ak = −∞ entonces g∗(s) = g∗(bk)

y similar al caso dos tenemos:

||g∗(t) − g∗(s)|| = ||g∗(t) − g∗ (bk) || ≤ Φ−1 (t − bk) ≤ 2 Φ−1 (t − s) .

Luego, si ak > −∞ entonces [ak, bk] ⊂ [0,L] y como en los casos 2 y 3 se tiene que:

||g∗(t) − g∗(s)|| ≤ ||g∗(t) − g∗ (bk) || + ||g∗ (bk) − g∗(t)||

≤ Φ−1 (t − bk) +
(
Φ−1 (bk − s) + ωΦ−1,[0,L] (bk − s)

)
≤ 3 Φ−1 (t − s) + ωΦ−1,[0,L] (t − s)

= ΩΦ, f (t − s).

Por lo tanto, en todos los casos tenemos el estimado deseado (3.10).

Finalmente, como consecuencia del hecho que Φ−1
∈ F y las propiedades (a), (b),

(c) y (e) del módulo de continuidad de la función f descrita al inicio de esta subsección

se tiene que ΩΦ, f ∈ F .

�
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3.4 Propiedades de Continuidad de las Funciones de Φ-

Variación Acotada

En esta subsección enunciamos y demostramos algunas propiedades de continuidad

de las funciones de Φ-variación acotada que necesitaremos para probar el Principio de

Selección de Helly para esta clase de funciones.

A lo largo de esta subsección asumiremos que (X, d) es un espacio métrico, Φ ∈ F

es una función dada, f : E ⊂ R → X es una función fija de Φ-variación acotada y la

funciónϕ : E→ R está definida porϕ(t) = VΦ

(
f ,E−t

)
para t ∈ E. Además, introducimos

la siguiente notación:

• Lı́mite lateral a derecha

f (t+) = lı́m
s→t+

f (s), s ∈ E.

• Lı́mite lateral a izquierda

f (t−) = lı́m
s→t−

f (s), s ∈ E.

Lema 3.8. Si a, b, s ∈ E entonces

(Φ ◦ d)
(

f (b), f (a)
)
≤ (Φ ◦ d)

(
f (s), f (b)

)
+ ω

(
d
(

f (b), f (s)
))
,

donde ω(ρ) = ωΦ,[0,L](ρ), ρ > 0, ω (0+) = 0 y L = diam
(

f (E)
)
.

Demostración: Ya que d( f (t), f (s)) ≤ L para todo t, s ∈ E, por la definición de ω y la

continuidad de d tenemos que

(Φ ◦ d)
(

f (b), f (a)
)

=
∣∣∣(Φ ◦ d)

(
f (b), f (a)

)∣∣∣
=

∣∣∣(Φ ◦ d)
(

f (b), f (a)
)

+ (Φ ◦ d)
(

f (s), f (a)
)
− (Φ ◦ d)

(
f (s), f (a)

)∣∣∣
≤

∣∣∣(Φ ◦ d)
(

f (b), f (a)
)
− (Φ ◦ d)

(
f (s), f (a)

)∣∣∣ +
∣∣∣(Φ ◦ d)

(
f (s), f (a)

)∣∣∣
≤ ω

(∣∣∣d( f (b), f (a)) − d( f (s), f (a))
∣∣∣) + (Φ ◦ d)

(
f (s), f (a)

)
≤ ω

(
d( f (b), f (s))

)
+ (Φ ◦ d)

(
f (s), f (a)

)
.
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Lo anterior ocurre para a, b, s ∈ E �

Lema 3.9. Si t ∈ E es un punto lı́mite de cada uno de los conjuntos E−t y E+
t , entonces

ϕ (t+) − ϕ (t−) ≤ ω(A) + ω(B), (3.11)

donde la función ω es la misma que en el Lema 3.8 y

A = A( f , t) = lı́m
s→0−

d( f (t), f (s)), s ∈ E, (3.12)

B = B( f , t) = lı́m
s→0+

d( f (s), f (t)), s ∈ E. (3.13)

Demostración: Fijemos un ε > 0. En virtud a (3.12) y (3.13), escogemos a0, b0 ∈ E

con a0 < t < b0 tal que

∣∣∣d( f (t), f (s)) − A
∣∣∣ ≤ ε ∀s ∈ E, a0 ≤ s < t, (3.14)∣∣∣d( f (s), f (t)) − B
∣∣∣ ≤ ε ∀s ∈ E, t < s ≤ b0. (3.15)

Sea T = {t0 < t1 < ... < tn−1 < tn} una partición del conjunto E−b0
con la propiedad

ϕ (b0) − ε ≤ VΦ

[
f ,T

]
. (3.16)

Esta última propiedad vale por la definición de ϕ (b0) y la caracterización del supremo.

Consideremos el caso en que t0 < t < tn. Aquı́ hay dos posibilidades
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(I) Supongamos que t < T. Entonces existe un k ∈ {1, ...,n} tal que tk−1 < t < tk. Luego,

VΦ

[
f ,T

]
=

n∑
i=1

(Φ ◦ d)
(

f (ti) , f (ti−1)
)

=

k−1∑
i=1

(Φ ◦ d)
(

f (ti) , f (ti−1)
)

+ (Φ ◦ d)
(

f (tk) , f (tk−1)
)

+

n∑
i=k+1

(Φ ◦ d)
(

f (ti) , f (ti−1)
)

≤ ϕ (tk−1) + (Φ ◦ d)
(

f (tk) , f (tk−1)
)

+ VΦ

(
f ,Eb0

tk

)
≤ ϕ (tk−1) + (Φ ◦ d)

(
f (tk) , f (tk−1)

)
+ ϕ (b0) − ϕ (t+) (3.17)

En la última desigualdad hemos usado el hecho de que

VΦ

(
f ,Eb0

tk

)
≤ ϕ (b0) − ϕ

(
t+
k

)
≤ ϕ (b0) − ϕ (t+) ,

gracias a la propiedad (P3) enunciada en la Proposición 3.2. Ahora, tenemos dos

subcasos:

(I.1) Supongamos que a0 ≤ tk−1. Entonces, teniendo en cuenta la definición de ω,

(3.14), (3.15) y la desigualdad triangular para d obtenemos

(Φ ◦ d)
(

f (tk) , f (tk−1)
)
≤ ω

(
d
(

f (tk) , f (tk−1)
))

≤ ω
(
d
(

f (t) , f (tk−1)
)

+ d
(

f (tk) , f (t)
))

≤ ω (A + ε + B + ε) .

Luego, en virtud de (3.17) se sigue que

VΦ

[
f ,T

]
≤ ϕ (t−) + ω (A + B + 2 ε) + ϕ (b0) − ϕ (t+) . (3.18)

(I.2) Supongamos que tk−1 < a0. Entonces, aplicando el Lema 3.8 con a = tk−1,

s = a0 y b = tk, usando la desigualdad triangular para d, (3.14) y (3.15)
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tenemos que

(Φ ◦ d)
(

f (tk) , f (tk−1)
)
≤ (Φ ◦ d)

(
f (a0) , f (tk−1)

)
+ ω

(
d
(

f (tk) , f (a0)
))

≤ ω
(
d
(

f (t) , f (tk−1)
)

+ d
(

f (tk) , f (t)
))

+ (Φ ◦ d)
(

f (a0) , f (tk−1)
)

≤ (Φ ◦ d)
(

f (a0) , f (tk−1)
)

+ ω (A + B + 2 ε) .

Ahora, en virtud de (3.17) y la propiedad (P3) se tiene que

VΦ

[
f ,T

]
≤ ϕ (tk−1) + ω (A + B + 2 ε) + ϕ (b0) − ϕ (t+)

(Φ ◦ d)
(

f (a0) , f (tk−1)
)

≤ ϕ (a0) + ω (A + B + 2 ε) + ϕ (b0) − ϕ (t+)

≤ ϕ (t−) + ω (A + B + 2 ε) + ϕ (b0) − ϕ (t+) . (3.19)

(II) Consideremos la segunda posibilidad, t ∈ T. Entonces existe un k ∈ {1, ...,n − 1}

tal que t = tk. Luego,

VΦ

[
f ,T

]
=

k−1∑
i=1

(Φ ◦ d)
(

f (ti) , f (ti−1)
)

+ (Φ ◦ d)
(

f (t) , f (tk−1)
)

+ (Φ ◦ d)
(

f (tk+1) , f (t)
)

+

n∑
i=k+2

(Φ ◦ d)
(

f (ti) , f (ti−1)
)

≤ ϕ (tk−1) + (Φ ◦ d)
(

f (t) , f (tk−1)
)

+ ω (B + ε) + ϕ (b0) − ϕ (t+) , (3.20)

donde hemos usado la definición deω y (3.15) en esta última desigualdad. Como

antes, tenemos dos posibles subcasos:

(II.1) Supongamos que a0 ≤ tk−1. Entonces, tomando en consideración la definición

de ω y (3.14) obtenemos

(Φ ◦ d)
(

f (t) , f (tk−1)
)
≤ ω

(
d
(

f (t) , f (tk−1)
))
≤ ω (A + ε) ,

y ası́, por (3.20), se tiene que

VΦ

[
f ,T

]
≤ ϕ (t−) + ω (A + ε) + ω (B + ε) + ϕ (b0) − ϕ (t+) . (3.21)
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(II.2) Ahora asumamos que tk−1 < a0. Entonces, aplicando el Lema 3.8 con a = tk−1,

s = a0 y b = tk = t y usando (3.14), se tiene que

(Φ ◦ d)
(

f (t) , f (tk−1)
)
≤ (Φ ◦ d)

(
f (a0) , f (tk−1)

)
+ ω

(
d
(

f (t) , f (a0)
))

≤ (Φ ◦ d)
(

f (a0) , f (tk−1)
)

+ ω (A + ε) .

Luego, en virtud a (3.20) se sigue que

VΦ

[
f ,T

]
≤ ϕ (tk−1) + ω (A + ε) + ω (B + ε) + ϕ (b0) − ϕ (t+)

+ (Φ ◦ d)
(

f (a0) , f (tk−1)
)

≤ ϕ (t−) + ω (A + ε) + ω (B + ε) + ϕ (b0) − ϕ (t+) . (3.22)

Resumiendo, de (3.18), (3.19), (3.21), (3.22) y la propiedad (d) que satisface el

módulo de continuidad concluimos que en ambos casos (I) y (II) tenemos la siguiente

desigualdad

VΦ

[
f ,T

]
≤ ϕ (b0) + ϕ (t−) − ϕ (t+) + ω (A + ε) + ω (B + ε) . (3.23)

Para el caso en que t < t0 ó tn < t se puede obtener la desigualdad anterior (3.23)

de manera similar al caso t0 < t < tn.

Por tanto, de (3.23) y (3.16) obtenemos

ϕ (t+) − ϕ (t−) ≤ ω (A + ε) + ω (B + ε) + ε, ∀ε > 0.

Finalmente, haciendo tender ε a 0+ y tomando en cuenta la propiedad (e) que satisface

el módulo de continuidad se obtiene el resultado del Lema 3.9.

�

Teorema 3.10. f es continua en el punto t ∈ E si y sólo si la función ϕ es continua en t.

Demostración:

La condición de suficiencia se sigue del hecho de que
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d
(

f (s), f (t)
)
≤ Φ−1

(∣∣∣ϕ(s) − ϕ(t)
∣∣∣) , s ∈ E.

Ahora, la condición de necesidad se obtiene del Lema 3.9 y las propiedades del

módulo de continuidad.

�

3.5 Teorema de Compacidad para las Funciones de Φ-

Variación Acotada

En esta subsección enunciamos y demostramos un resultado de compacidad relativo

a las funciones de Φ-variación acotada, el cual, en la teorı́a de funciones de p-variación

acotada con p ≥ 1 es conocido como el Principio de Selección de Helly.

Teorema 3.11 (Principio de Selección de Helly para funciones de Φ-variación acotada).

Sean Φ ∈ F , K un subconjunto compacto del espacio métrico X y sea G una familia infinita de

funciones continuas de intervalo [a, b] en K de Φ-variación acotada uniformemente, es decir,

sup
f∈G

VΦ

(
f , [a, b]

)
< ∞.

Entonces, existe una sucesión de funciones de G que converge puntualmente sobre [a, b] a una

función de [a, b] en K de Φ-variación acotada.

Más aún, si X es un espacio de Banach, entonces el teorema vale sin suponer la continuidad

de la familia de funciones, G.

Demostración:

La demostración la haremos en tres pasos.

Paso 1: De acuerdo al Teorema 3.7 podemos escribir cualquier función f ∈ G

de la forma f = g f ◦ ϕ f sobre [a, b], donde ϕ f (t) = VΦ

(
f , [a, t]

)
para t ∈ [a, b] y
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g f : E1, f B ϕ f ([a, b])→ K es una función tal que ωg f ,E1, f ≤ Φ−1 sobre [0,∞). La familia

de funciones no negativas y no decrecientes {ϕ f : f ∈ G} es infinita y uniformemente

acotada sobre [a, b] ya que

diam
(
ϕ f ([a, b])

)
= ϕ f (b) = VΦ

(
f , [a, b]

)
;

y por tanto, contiene una sucesión de funciones
{
ϕn

}∞
n=1 correspondiente a la descom-

posición fn = gn ◦ ϕn (es decir, gn = g fn y ϕn = ϕ fn) para todo n ∈ N, la cual converge

puntualmente sobre [a, b] a una función no negativa y no decreciente ϕ : [a, b]→ R. Si

l = ϕ(b) y ln = ϕn(b) entonces 0 ≤ l < ∞ y ln → l cuando n→∞.

Paso 2: Supongamos que la familia G consiste de funciones continuas. Ya que fn

es continua se tiene que, por el Teorema 3.10, ϕn es continua. Por tanto, la función gn

está definida sobre el intervalo E1, f = ϕ f ([a, b]) = [0, ln]. Si ln ≥ l entonces consideramos

gn solo en el intervalo [0, l]. En caso de que ln < l entonces extendemos gn sobre (ln, l)

definiendo gn(τ) = gn (ln) para todo τ ∈ (ln, l]. Seguidamente ωgn,[0,l] ≤ Φ−1 sobre [0,∞),

por lo que la sucesión
{
gn

}∞
n=1 ⊂ K[0,l] es equicontinuo. Por tanto, de acuerdo al Teorema

de Arzelá-Ascoli,
{
gn

}∞
n=1 es precompacto en el espacio C ([0, l]; K). De esta manera,{

gn
}∞

n=1 tiene una subsucesión
{
gnk

}∞
k=1 que convergente uniformemente a g : [0, l] → K

tal que ωg,[0,l] ≤ Φ−1 sobre [0,∞). Luego, por la Parte 1 de la demostración del Teorema

3.7, la función composición f B g ◦ ϕ : [a, b]→ K es de Φ-variación acotada. Ahora, si

t ∈ [a, b] tenemos

d
(

fnk (t) , f (t)
)

= d
((

gnk ◦ ϕnk

)
(t),

(
g ◦ ϕ

)
(t)

)
≤ d

(
gnk

(
ϕnk(t)

)
, gnk

(
ϕ(t)

))
+ d

(
gnk

(
ϕ(t)

)
, g

(
ϕ(t)

))
≤ Φ−1

(∣∣∣ϕnk(t) − ϕ(t)
∣∣∣) + d

(
gnk

(
ϕ(t)

)
, g

(
ϕ(t)

))
.

Los términos en la última suma tienden a cero cuando k → ∞ por lo que la sucesión{
fnk

}∞
k=1 converge puntualmente sobre [a, b] a f ∈ VΦ ([a, b]; K) .
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Paso 3: Sean X un espacio de Banach y G una familia de funciones de [a, b]

en K de Φ-variación acotada uniformemente. Usando el argumento del Paso 1, en

este caso tenemos E1,n = ϕn ([a, b]) ⊂ [0, ln]. Si L = supn∈N ln entonces 0 ≤ L < ∞ y

l = lı́mn→∞ ln ≤ L, Denotamos por gn la restricción de g∗n dado por la tercera parte de

la demostración del Teorema 3.7. Para todo n ∈ N tenemos ωgn,[0,L] ≤ ΩΦ, f sobre [0,L]

y por tanto, por el Teorema de Arzelá - Ascoli, la sucesión
{
gn

}∞
n=1 ⊂ K[0,L] tiene una

subsucesión
{
gnk

}∞
n=1 que converge uniformemente. Sea g el lı́mite uniforme de

{
gnk

}∞
n=1.

Entonces, si definimos f = g ◦ ϕ : [a, b]→ K, para todo t ∈ [a, b] se tiene que (como el

final del paso 2)

d
(

fnk (t) , f (t)
)

= d
((

gnk ◦ ϕnk

)
(t),

(
g ◦ ϕ

)
(t)

)
≤ Φ−1

(∣∣∣ϕnk(t) − ϕ(t)
∣∣∣) + d

(
gnk

(
ϕ(t)

)
, g

(
ϕ(t)

))
.

Por tanto, fnk converge puntualmente sobre [a, b] a f cuando k→∞.

Finalmente, aplicando la Proposición 3.3 obtenemos que f ∈ VΦ ([a, b]; K) .

�



Capı́tulo 4
Algunas aplicaciones del Principio de

Selección de Helly

En este capı́tulo se presenta tres aplicaciones del Principio de Selección de Helly en

estudio de tópicos relacionado con la ingenierı́a.

4.1 Control térmico del modelo de Souza-Auricchio

En esta sección presentamos como se aplica el Principio de Selección de Helly para el

control térmico del modelo de Souza-Auricchio para aleaciones con memoria de forma.

Este trabajo está realizado por los investigadores Michela Eleuteri (Dipartimento di

Matematica, Università di Trento, Italy), Luca Lussardi (Technische Universität Dort-

mund, Dortmund, Germany) y Ulisse Stefanelli (Istituto di Matematica Applicata e

Tecnologie Informatiche, Pavia, Italy and Weierstrass-Institut für Angewandte Ana-

lysis und Stochastik, Berlin, Germany); donde se estudia la existencia de una solución

débil del problema quasiestático
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

¢ (ε(u) − z) = σ en Ω × (0,T)

∇ · σ + f = 0 en Ω × (0,T)

u = uDir sobre ΓDir × (0,T)

σ n = g sobre Γtr × (0,T)

∂D (z′(t)) + ∂zW (u(t), z(t), θ(t)) = 0 en L2
(
Ω;Rd×d

dev

)
, ∀t ∈ (0,T)

z(0) = z0 en Ω.

(4.1)

Aquı́, σ denota el stress, n es el vector normal exterior a ∂Ω, ∂ es la (posiblemente

parcial) subdiferencial en L2
(
Ω;Rd×d

dev

)
en el sentido del análisis convexo [4], Rd×d

dev es

el subespacio de los 2-tensores simétricos en Rd los cuales son tensores simétricos de

derivación, ΓDir ∩ Γtr = ∂Ω, ΓDir ∩ Γtr = ∅ conHd−1 (ΓDir) > 0, uDir
∈W1,1

(
0,T; H1 (Ω,R)

)
es la condición de Dirichlet no homogénea prescrita en ΓDir, ¢ es el 4-tensor de elasti-

cidad simétrica y definida positiva y finalmente,

W : Y
(
uDir(t)

)
→ [0,∞)

es el funcional de energı́a almacenada en el cuerpo Ω en el tiempo t ∈ [0,T] definido

por

W (u, z;θ(t)) B C (ε(u) − z) +

∫
Ω

(
ch
2
|z|2 + I(z)

)
dx + ν

∫
Ω

|∇z|dx +

∫
Ω

β (θ(t)) |z|dx,

siendo C : H1
(
Ω;Rd×d

sym

)
→ [0,∞) el funcional de energı́a elástica definido como

C(a) B
1
2

∫
Ω

Tr (a · ¢a) dx,

y

Y(u) B
{
(u, z) ∈ H1

(
Ω;Rd

)
× L2

(
Ω;Rd×d

der

)
: u = u sobre ΓDir

}
.

Eleuteri, Lussardi y Stefanelli encuentran soluciones energéticas á la Mielke

(ver por ejemplo [19] o [18]), llamadas trayectorias (u(t), z(t)) ∈ Y
(
uDir(t)

)
tal que
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(u(0), z(0)) = (u0, z0), las funciones

t 7→ 〈l′(t),u(t)〉 B
∫

Ω

f · udx +

∫
Γtr

g · u dHd−1,

t 7→ β′(θ(t)) θ′(t) |z(t)|

sean integrables y para todo t ∈ (0,T] se tienen dos condiciones

(a) Estabilidad:

(u(t), z(t)) ∈ S(t, θ(t)), (4.2)

donde

S(t, θ) B
{
(u, z) ∈ Y

(
uDir(t)

)
: ε(u, z) < ∞ y ∀(u, z) ∈ Y

(
uDir(t)

)}
.

(b) Balance de energı́a: Si definimos

P1(t) = ε(u(t), z(t)) + F (θ(t), z(t)) − 〈l(t),u(t)〉 + DissD (z, [s, t])

P2 = +

∫ t

0

∫
Ω

β′(θ(t)) θ′(t) |z(t)| dx ds

P3 = −

∫ t

0
〈l′(s),u(s)〉ds,

tenemos que

P1(t) = P1(0) + P2 + P3. (4.3)

Aquı́

DissD (z, [s, t]) B sup

 N∑
i=1

D(z (ti) , z (ti−1)) : s = t0 < t1 < ... < tN = T

 .
A continuación, presentamos el resultado principal de esta sección y finalmente

mostramos como interviene el Principio de Selección de Helly en la prueba del mismo.

Teorema 4.1. Supongamos que uDir
∈W1,1

(
0,T; H0

(
Ω,Rd

))
, f ∈W1,1

(
0,T; L2

(
Ω,Rd

))
y

g ∈W1,1
(
0,T; L2

(
ΓTr,Rd

))
. Dado θ ∈W1,1(0,T) y un valor inicial (u0, z0) ∈ S(0, θ(0)), existe

una solución energética (u, z) del problema (4.1) en el sentido (4.2)-(4.3). Más aún, todas las

soluciones energéticas pertenecen a W1,1
(
0,T; H0

(
Ω,Rd

))
× L2

(
Ω,Rd×d

der

)
.
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En la prueba de este teorema se hace via discretización en la variable temporal.

El Principio de Selección de Helly (una versión generalizada presentada en [17]) se

utiliza para la convergencia de una evolución de tiempo continuo obteniendo ası́ la

existencia de una función ϕ : [0,T]→ (0,∞) no decreciente y de una subsucesión de

{zn(t)}∞n=1, la cual la denotaremos de la misma manera, tal que

• zn(t)→ z(t) débil estrella en BV
(
Ω,Rd×d

der

)
, ∀t ∈ [0,T].

• DissD (zn, [0, t])→ ϕ(t), para todo t ∈ [0,T].

• DissD (z, [s, t]) ≤ ϕ(t) − ϕ(s), para todo (s, t) ⊂ [0,T].

Los tres hechos anteriores es de vital importancia para asegurar la existencia de una

solución energética del problema (4.1).

4.2 Derivación de modelos rı́gidos-plásticos

En [12] presentan una derivación rigurosa de rigidez - plasticidad como el lı́mite de

la elasto - plasticidad cuando la elasticidad tiende a infinito. Se considera un material

elasto-plástico homogéneo el cual ocupa un volumen ω ⊂ Rn con n = 2 ó 3, satisfa-

ciendo la ley de Hooke en C. Además, se asume que el cuerpo esta sujeto a un proceso

de carga dependiente del tiempo durante un intervalo de tiempo [0,T] junto con f (t)

como cuerpo de carga, g(t) como superficie de carga sobre ΓD de ∂Ω y w(t) como el

desplazamiento de carga sobre la parte complementaria de ΓD de ∂Ω.

Seguidamente, se define la tensión infinitesimal Eu(t) en t como

 Eu(t) = e(t) + p(t) en Ω,

u(t) = w(t) sobre ΓD,

donde e(t) y p(t) denotan la tensión elástica y la tensión plástica respectivamente.

En este contexto, el Principio de Selección de Helly asegura la existencia de una

subsucesión de
{
pε

}
ε independiente del tiempo tal que pε → p(t) (convergencia débil
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estrella) en el espacio de medidas Radon acotadas sobre Ω ∪ ΓD con valores sobre las

matrices simétricas de traza libre obteniendo ası́ un resultado muy importante para la

derivación de modelos rı́gidos - plástica.

4.3 Existencia de soluciones de “measure differential

equations´´

Para finalizar con las aplicaciones del Principio de Selección de Helly, presentamos

el trabajo de Candra y Ram sobre la existencia y unicidad de “measure differential

equations´´ en el cual muestran la existencia de una solución débil (bajo ciertas condi-

ciones) de un problema (que plantearemos más adelante) aplicando el Principio de

Selección de Helly.

En [5] consideran la siguiente ecuación diferencial

Dx = f (t, x) + G(t, x) Du, (4.4)

donde f y G están definidas sobre el conjunto (0,∞) ×Rn con valores enRn yMn×m (R);

u es una función continua a derecha de variación acotada en (0,∞) con valores en Rm.

Uno de los resultados importante presentados en [5] es sobre la existencia local de

una solución de (4.4):

Teorema 4.2. Supongamos que f y G satisfacen las siguientes condiciones sobre

E B {(t, x) : t ∈ [t0, t1], |x − x0| < b} (b > 0)

• f (t, x) es medible en t para cada x,

• f (t, x) es continua en x para cada t,

• Existe una función medible Lebesgue r tal que

| f (t, x)| ≤ r(t), (t, x) ∈ E,
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• G(t, x(t)) es continua en x para cada t,

• G(t, x(t)) es una función du-integrable para cada x(·) ∈ BV ([t0, t1]) con valores en

Sb(x0) = {x ∈ Rn : |x − x0| < b} ,

• Existe una función dvu-integrable, la cual denotaremos por w, tal que

|G(t, x)| ≤ w(t) (t, x) ∈ E,

donde vu denota la variación total de u. Entonces existe una solución x(·) de (4.4) definida sobre

algún intervalo de la forma [t0, t0 + a] satisfaciendo la condición inicial x(t0) = x0.

En la demostración de este teorema se aplica el Principio de Selección de Helly

para asegurar la existencia de una subsucesión
{
x̃k j

}
de la sucesión de funciones de

variación acotada uniforme sobre [t0, t0 + a],
{
x̃k

}
y de una función x∗ tal que

lı́m
j→∞

x̃k j(t) = x∗(t), t ∈ [t0, t0 + a].

Luego, junto con algunos argumentos de teorı́a de la medida, se llega a la conclusión

de que x∗ es la solución de (4.4) sobre [t0, t0 + a] que pasa por (t0, x0).



Conclusiones y Recomendaciones

Cuando se estudian espacios métricos es importante determinar los subconjuntos

compactos, es decir, aquellos conjuntos cuyas sucesiones poseen subsucesiones con-

vergentes. A esta interrogante intentan responder varias versiones del Principio de

Selección de Helly, que ha sido demostrada para distintos espacios de funciones con

algún tipo de variación acotada.

La primera versión de este teorema, que aparece en muchos libros clásicos de

análisis, fue demostrada para el espacio BV[a, b] (Ver por ejemplo [21]). En 1959, J.

Musielak y W. Orlicz [20] demuestran una versión para el espacio BVϕ[a, b] y en 1972

Waterman observa la validez del mismo resultado para el espacio λBV[a, b]

La intención de este trabajo es recopilar varias versiones del Principio de Selección

de Helly para diferentes clases de funciones de variación acotada como un primer

paso con el fin de la familiarización de los conceptos claves y resultados relevantes

que posee este tópico para, posteriormente, seguir en el estudio de este principio para

otras clases de funciones con algún otro tipo de variación acotada.

Es imperativo obtener resultados de compacidad en espacios métrico ya que, como

se ha podido apreciar en el capı́tulo 4, el Principio de Selección de Helly es una de las

herramientas importantes de la matemática para obtener resultados de existencia en

el análisis matemático, teorı́a de probablidad, etc.

Para otros espacios de funciones con algún tipo de variación, como RVϕ[a, b];

93



Conclusiones y Recomendaciones 94

BVϕ[a, b]; RV(ϕ,k)[a, b] no conocemos versión de este teorema. Sin embargo, estimamos

que en estos espacios podrán establecer teorema tipo “Arzelà-Ascoli´´ ( ver [13] o [15]).

Establecer un teorema de compacidad para los espacios anteriormente menciona-

dos es el próximo paso en la investigación, lo cual se desarrollará en un trabajo de

maestrı́a más adelante.
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Sci. Parı́s, Ser A - B, 240 (1937), 470 - 472.

[28] L. C. Young, General inequalities for Stieltjes integral and the convergence of

Fourier series, Math. Ann., Paris 115 (1938), N◦ 4, 581 - 612.


