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RESUMEN

En este trabajo se estudia el Principio de Seleccién de Helly para Varias Clases de
Funciones de Variacién Acotada se describe el espacio de las funciones de variaciéon
acotada en un intervalo [4, b] cuyo concepto fue introducido en el afio 1881 por
Camile Jordan. Se muestran propiedades mds relevantes que satisfacen las funciones
de variacién acotada asi como la estructura de espacio vectorial, espacio normado
y espacio de Banach que posee este conjunto de funciones. En el Principio de
Seleccién de Helly para Funciones de p—Variacion Acotada es demostrado para
p =1, p > 1 mostramos y demostramos unas propiedades estructurales que satisfacen

las funciones de p—variacién acotada.

Seguidamente desarrollamos la teoria general de funciones de ®—variacién acotada
en el sentido L.C Young definidas sobre un subconjunto de la recta real y toma valores
en un espacio métrico normado enunciamos y demostramos los teoremas estructurales
que caracterizan esta clase de funciones. Luego el teorema cldsico del Principio de
Seleccién de Helly de la teoria de funciones de variacién acotada es generalizado
para las funciones de ®—variacién acotada. Finalizamos presentando tres aplicaciones

del Principio de Seleccién de Helly en estudio de tépicos relacionados con la ingenieria.

Palabras Claves: Principio de seleccién de Helly, funciones de variaciéon acotada,
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principio de seleccién de Helly para funciones de p—variacién acotada, principio de
seleccion de Helly para ®-variacién acotada, espacio vectorial, espacio normado,

espacio de Banach.



INTRODUCCION

Este proyecto de trabajo de grado de Licenciatura en Matematica estd enmarcado en
una de las lineas de investigacion perteneciente al Grupo de Ecuaciones Diferenciales
de la Facultad de Ciencias de la Universidad Central de Venezuela, como es el de

estudiar el Principio de Seleccion de Helly para funciones de p-variacién acotada.

Segtin Boris Golubov, el concepto de funciones de variacién acotada fue
introducido por primera vez en 1881 por el matemético francés Camille Jordan
(1838-1922) en el articulo [14, Jordan], donde se estudia la convergencia de series de
Fourier. En este articulo, C. Jordan caracteriz6 las funciones de variacién acotada
como diferencia de dos funciones no decrecientes. Esta clase de funciones juega un
papel muy importante en la Teoria de Series de Fourier en varias variables, Teoria de
Medida, Célculo de Variaciones y Fisica Matematica. Para mencionar algunos trabajos
en estos campos, Renato Caccioppoli (1904-1959) y Ennio de Giorgi (1928-1996) en
[10], matematicos italianos, usaron las funciones de variaciéon acotada para definir una
medida sobre las frontera no suaves de ciertos conjuntos. Olga Arsenievna Oleinik
(1925-2001), matematica rusa, introduce su versiéon de soluciones generalizadas para
ecuaciones en derivadas parciales no lineales como funciones de variacién acotada
en el articulo [22, Oleinik] y fue capaz de construir una solucién generalizada de

variacién acotada de una ecuacién en derivadas parciales de primer orden en el
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articulo [23, Oleinik]. Edward P Conway (1937-1985) y Joel A. Smoller (1935- ),
matemadticos estadounidenses, aplicaron las funciones de variacién acotada al estudio
de ecuaciones de primer orden de tipo hiperbdlico en el articulo [9, Conway-Smoller]
demostrando que la solucién del problema de Cauchy para tales ecuaciones es una
funcién de variacién acotada siempre que el valor inicial pertenezca a esta misma

clase de funciones.

En el afio 1910 el matemaético hiingaro Frigyes Riesz [25, Riesz] generaliz6 la
nocién de variacién acotada considerada por Jordan introduciendo el concepto de
funcién de p-variacién acotada (1 < p < o0) demostrando que, para 1 < p < oo,
esta clase coincide con la clase de funciones absolutamente continuas con derivada
perteneciente al espacio L,. Por otra parte, Norbert Wiener [26, Wiener]| en 1924

presenta la nocién de p-variacion acotada en el sentido de Wiener.

En 1912, Eduard Helly (1884-1943), matematico Austriaco, usé la caracterizaciéon
de las funciones de variacién acotada dada por C. Jordan en 1881 para demostrar un
teorema de compacidad para funciones de variacién acotada el cual seria conocido
como el Principio de Seleccion de Helly. El principio de seleccién de Helly establece que
una sucesion de funciones de variacién acotada con variacién acotada uniforme tiene
una subsucesion convergente punto a punto a una funcién de variacién acotada. Esto
es, dada una sucesiéon de funciones de p-variaciéon acotada uniforme ¥ de E C R a
un espacio métrico X, entonces existe una subsucesion {f,} C ¥ que converge punto a

punto sobre E a una funcién de p-variacién acotada f : E — X con

V,(f,E) < sup V,(g, E).
8eF

El interés en el principio de seleccién de Helly es natural ya que es una manera
efectiva de demostrar teoremas de existencia en andlisis. Por dar algtin ejemplo, en el
articulo [16, Maeve McCarthy] utiliza el principio de selecciéon de Helly para establecer

la existencia de un disefio 6ptimo para una estructura tubular.
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Este trabajo consta de cuatro capitulos:

e En el Capitulo 1 se describe el espacio de las funciones de variacién acotada
en un intervalo [a, b] cuyo concepto fue introducido en el afio 1881 por Camile
Jordan en su articulo [14]. Se muestran algunas propiedades més relevantes que
satisfacen las funciones de variacién acotada asi como también la estructura de
espacio vectorial, espacio normado y espacio de Banach que posee este conjunto
de funciones. Ademads, se dan dos caracterizaciones de las funciones de variacién
acotada en un intervalo [4, b], una de ella es la dada por Jordan en el afio 1881 la
cual establece que las funciones de variacién acotada son aquellas funciones que
se pueden escribir como diferencia de funciones monétonas; mientras que la otra
caracterizacién dada por Federer en 1969 establece que las funciones de variacién
acotada son aquellas funciones que se pueden representar como una composicién
de una funcién monétona con una funcién Lipschitz. Finalmente, presentamos

el Principio de Seleccién de Helly para funciones de variacién acotada.

e En el Capitulo 2 se estudia el Principio de Seleccién de Helly para funciones
de p-variacién acotada. Empezamos recolectando resultados del articulo [3]
donde este principio es demostrado para el caso p = 1. Seguidamente, para
p > 1, mostramos y demostramos algunas propiedades y resultados estructurales
que satisfacen las funciones de p-variacién acotada. Finalmente, enunciamos y
probamos el principio de seleccién para el caso p > 1. Los resultados de este

altimo caso pueden ser encontrados con mds detalles en [8].

e En el Capitulo 3 se desarrolla la teoria general de funciones de ®-variacién
acotada en el sentido de L. C. Young definidas sobre un subconjunto de la recta
real y toma valores en un espacio métrico onormado. Primeramente, enunciamos
y demostramos los teoremas estructurales y las propiedades que caracterizan esta
clase de funciones. Luego, el teorema clasico del Principio de Seleccién de Helly

de la teoria de funciones de variacién acotada es generalizado para las funciones
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de ®d-variacién acotada.

e En el capitulo 4 se presenta algunas aplicaciones del Principio de Seleccién de

Helly en estudio de tépicos relacionado con la ingenierfa.



Capitulo

El Principio de Seleccién de Helly para

Funciones de Variacion Acotada

En este primer capitulo se describe el espacio de las funciones de variacién acotada
en un intervalo [4, b] cuyo concepto fue introducido en el afio 1881 por Camile Jordan
en su articulo [14].

En este capitulo, se muestran algunas propiedades mas relevantes que satisfacen
las funciones de variacién acotada asi como también la estructura de espacio vectorial,
espacio normado y espacio de Banach que posee este conjunto de funciones.

Ademas, se dan dos caracterizaciones de las funciones de variacion acotada en
un intervalo [g, b], una de ella es la dada por Jordan en el afio 1881 la cual establece
que las funciones de variacién acotada son aquellas funciones que se pueden escribir
como diferencia de funciones monétonas; mientras que la otra caracterizacién dada por
Federer en 1969 establece que las funciones de variacién acotada son aquellas funciones
que se pueden representar como una composiciéon de una funcién monétona con una
funcién Lipschitz. Finalmente, presentamos el Principio de Selecciéon de Helly para
funciones de variacién acotada.

Algunos resultados presentes aqui pueden ser encontrados con més detalles en [1]

y [21].
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1.1 Funciones de Variacion Acotada

Definicion 1.1. Denotamos por
j([al b]) = {T = {ti}?:() c [ﬂ, b] :neNU {0}/ tO =4, tn = b/ ti—l < ti/ i= 1/ -"/n}/
al conjunto de todas las particiones ordenadas vy finitas del intervalo [a, b].

Dada una funcién u : [a,b] — Ry una particion T = {#;}" ; € J([a, b)), fijamos

VI, T = Y lu(t) = u(tio)l
i=1

Definicién 1.2 (Variacién acotada). Sea u : [a,b] — Runa funcion. Definimos la variacion

total de u sobre [a, b] como

V(u,[a,b]) = sup VI[u,T].
TeJ([a,b])

SiV(u,[a,b]) < oo, decimos que la funcién u es de variacion acotada o finita en el intervalo [a, b].

Denotaremos a la clase de funciones de variacion acotada en el intervalo [a, b] por BV|[a, b].
Observacion 1. Por definicion, si u € BV|[a, b] entonces V(u, [a, b]) > 0.

A continuacién se presentard algunos ejemplos que ilustran la definicién de

BV|a, b].
Ejemplo 1.1. Consideremos c € R y la funcion constante u, definida por
u(t)=c, paratodot € [a,b].

Ast, dada la particion T = {t;}. ) € J ([a, b]), obtenemos que
Y (k) = u(tia)]
i=1

Y le—d

i=1

= 0.

Viu, T]

Luego V[u, T] = 0 para todo T € J ([a, b]) y por tanto V(u, [a, b]) = 0.
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Observacion 2. Las tinicas funciones con variacion total cero sobre [a, b] son las funciones
constante definida en [a, b]. En efecto, supongamos que V(u,[a,b]) = 0. Entonces para cua-

lesquiera t, s € [a, b] se tiene que
[u(t) — u(s)| < V(u,[a,b]) = 0.
Luego u(t) = u(s), para todo t, s € [a, b]. Por tanto u es constante en [a, b].
Ejemplo 1.2. Consideremos u : [a,b] — R, la funcién identidad, es decir,
u(t)=t, tela,bl]

Entonces, dada la particion T = {t;}'_, € J ([a, b]), tenemos que
Y lu(t) — utio)
i=1

Z Iti — tial

i=1

Z (ti —ti1)

i=1

b—a.

Viu, T]

Luego Vu, T] = b —a para todo T € J ([a, b]) y por tanto V(u,[a,b]) = b —a.

1.2 Propiedades de las Funciones de Variacién Acotada

En esta seccién enunciaremos y probaremos las propiedades mas relevantes que
satisfacen las funciones de variacion acotada sobre [a, b]. Estas propiedades permitiran
darle una estructura de espacio normado a BV[a, b] asi como también mostrar la no
compatibilidad respecto a la inclusién entre el espacio de las funciones continuas, el
cual denotaremos por Cla, b], y el espacio BV[a, b].

El siguiente resultado muestra que toda funcién de variaciéon acotada es una

funcion acotada.
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Proposicién 1.1. Si u € BV|[a, b] entonces u es una funciéon acotada.

Demostracién: Sea t € [a, b]. Consideremos la particion T = {ty = a,t; = t,t, = b} de

[a, b]. Entonces

u(®)l = (@) < fu(t) —u@)] < fu(t) - u@)] + [u®) - u®)l = Viu, T] < V(u,[a, b]).

Luego

lu(t)| < V(u,la,b]) + |u(a)|, te<la,b].

Note que el lado derecho de la desigualdad anterior es finito ya que u € BV|[a, b]. Por

tanto la funciéon u es acotada.
|

El reciproco de la proposicién anterior es falso. En efecto, consideramos la funcién

1 siteQnla,b]
0 site (R\Q)NIa,bl.

u(t) =

Si tomamos la particion T = {ty, ..., t2,} del intervalo [4, b] de tal manera que

tieQ sii=0(mod2)
t; e R\Q sii=1(mod?2),

entonces

2n
Vin, T] = Y (k) = u(ti)
i=1

|1;(t1) —u(to)l + lu(ty) — ut)| + - - + [u(tan-1) — ultan2)l + [u(tzn) — u(tzn-1)l

0-1+1-0/+---+1]0=1]+ |1 -0

2n—veces

= 2n.
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Luego, para todo n € IN se tiene que
V(u,[a,b]) > 2n.
Por tanto, tomando n — oo, V(u, [a, b]) = .

Observacién 3. Note que, si u € BV][a, b] entonces, por la Proposicién 1.1,
u(t)l < V(u,[a,b]) + |u(a)l, t € [a,b].
Sequidamente, si tomamos supremo obtenemos

SI[J}Z] lu(t)| < V(u,|[a,b]) + |u(a)).

Es decir

lullee < V(u, [a,0]) + lu(a)l.
Proposicién 1.2. Si u € BV|a, b] entonces
|1/l(b) - l/l(ﬂ)' < V(M, [ﬂ, b])

Demostracién: Consideremos la particiéon {t, = a,t; = b} del intervalo [a, b]. En-
tonces,

u(b) — u(@)| = lu(tr) — u(to)l = V[u, T] < V(u, [a, b]).
O

A continuacién, mostramos que la desigualdad de la Proposicién 1.2 se vuelve

una igualdad si la funcién u es monétona sobre [g, b].

Proposicién 1.3. Si u : [a,b] — R es una funcion monétona en el intervalo [a, b] entonces

u € BV|a,b]. Mis aiin,

V(u,[a,b]) = [u(b) — u(a)l.
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Demostracién: Sea T = {t;} ) € J([a, b]) una particién del intervalo [a, b].
Supongamos primero que u es no decreciente en el intervalo [, b]. Entonces

n

VI, T1 = Y lu(t) - u(ti) = Y u(t) = u(ti) = u(b) - u(a).
i=1

i=1
Luego, tomando supremo sobre todas las particiones del intervalo [a, b] tenemos que
sup V(u,T) =u(b) —ua),
TeJ ([a,b])

es decir,

V(u,[a,b]) = u(b) — u(a).

Ahora supongamos que u es una funcién no creciente en el intervalo [g, b]. De manera
analoga se tiene que
n

VI, T =Y lu(t) — u(ti)| = Y utir) - u(ts) = u(a) — u(b).
i=1

i=1
Seguidamente, tomando supremo sobre todas particiones del intervalo [a, b] resulta
que

sup V(u,T) = u(a) - u(b).
TeJ ([a,b])

Esto es,

V(u, [a,b]) = u(a) — u(b).
En conclusién, si u es una funcién mondtona sobre el intervalo [a,b], entonces
V(u,[a, b]) = lu(b) — u(a)| < co y por consiguiente u € BV|[a, b].

O

Los siguientes dos resultados muestran que es suficiente verificar que una
funcién u : [a,b] — R es de variacién acotada en subintervalos cuya unién sea [a, b]

para determinar que dicha funcién es de variacion acotada en el intervalo [a, b].
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Proposicién 1.4. Siu € BV|a, b] entonces u € BV|c, d] para todo intervalo [c,d] C [a, b].

Demostracién: Supongamos que u € BV[a,b] y sean ¢, d € R tales que [c,d] C [a, b].

Consideremos una particion T = {t;}1, € J([c,d]) del intervalo [c, d]. Entonces

Vin T] = ) lu(t) = u(ti)
i=1

1(e) = u@] + Y (k) = u(tia)| + Ju(b) — u(d)

i=1
\% [u, ﬂ

V(u,[a,b]).

IA

IA

Aqui, T = {Z}:}z € J([a, b]) es una particién del intervalo [a, b] COH% =q, Ftvn+2 =by

E =t;1 parai=1,..,n+ 1. Ahora bien, hemos obtenido que para todo T € J([c,d])
Vlu, T] < V(u,la,b)).

Por consiguiente,

V(u,[c,d]) < V(u,la,b]).

Como u € BV[a,b], el lado derecho de la desigualdad anterior es finita por lo que

V(u,[c,d]) es finita. Asi u € BV[c,d].
O

Proposicién 1.5. Siexistes € [a,b] tal que u € BV[a,s]y u € BV[s, b] entonces u € BV|a, b].
Mis atin,

V(u,[a,b]) = V(u,la,s]) + V(u,l[s,b]).

Demostracién: Sea s € (a,b) tal que u € BV[a,s] y u € BV]s,b]. Consideremos la
particion T = {t;} ) € J([a,]) del intervalo [a, b]. Entonces existe un j, 1 < j < n, tal

quetjq <s <t
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Luego

=

Viu, T1 |u(ti) — u(ti-1)|

—. .
_ =

i g

) ) = ultia)l + ) =t + Z (k) = u(tion)|

i=j+1

‘N N
H»—\

M .

|u(t ) = ultin)l + [ut)) = u(s) + u(s) = ulti1)| + Z u(t) = u(ti-a)|

i=j+1

‘\. '-.
)Ar—\

< Iu(f)— ultio)l + lu(s) — ulti)l + u(ty) — uls)| + Z |u(ti) — u(ti-a)|

i=1 i=j+1

= V]u, T1] + V]u, T,]

IA

V(u,la,s]) + V(u,ls,b]).

Aqui T = {tl‘l}Lo €eJ(ashyTr= {tlz}::()] e I ([s, b]) son particiones de los intervalos

[a,s] y [s, b] respectivamente con

ty=a, t}:s, t=t, paral<i<j-1,
th=s ]+1—b, 2 =tiiq, paral<i<n-—j.

Ahora bien, hemos obtenido que para todo T € J([a, b]) se cumple que
Viu, T] < V(u,la,s]) + V(u, s, b]),

por tanto, tomando supremo en la desigualdad anterior se tiene que

V(u,la,b]) < V(u,la,s])+ V(u,l[s,b]).

Como u € BV[a,s] y u € BV[s,b] se tiene que V(u,[a,b]) es finito y por consiguiente
u € BV]a,b].

Para terminar la demostracion, hace falta verificar que

V(u,la,b]) = V(u,la,s]) + V(u,l[s,b]).
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Enefecto, como V(u, [a,5]) < coy V(u, [s, b]) < oo tenemos que, por la caracterizaciéon del
j n—j+1
supremo, dado € > 0 existen particiones T; = {tl.l}jzo e J(a,s)yT = {tf}i:OJJr € J([s,b])

de los intervalos [a, 5] y [s, b] respectivamente tales que
V(u/ [El, S]) - % < V[M, Tl]
V(Z/l, [S/ b]) - % < V[ul TZ]

Sumando las desigualdades miembro a miembro obtenemos
V(u,la,s]) + V(u,ls,b]) —€ < V[u, T1] + V[u, T>] = V[u, T] < V(u,[a, b]),

donde T = {t;}2", es una particion de [a,b] con t; = t] y t,.is1 = 2, para 0 < i < n. Por

i=

tanto, para todo € > 0 se tiene
V(H, [a/ S]) + V(H, [S/ b]) —€= V(l/l, [ﬂ, b])/

y asi resulta que

V(u,la,s])+ V(u,[s,b]) < V(u,la,b]).

De esta manera hemos obtenido que
V(u,[a,b]) = V(u,[a,s]) + V(u,Is, b]).
O

Observacion 4. El resultado de la Proposicion 1.5 puede generalizarse de la siguiente forma:
Sea u : [a,b] — R una funcién. Entonces u € BV[a,b] si y sélo si, existen s; € (a,b), con
Si < S, parai=1,...,n—1, tales que u € BV[a,s1], u € BV[sy,s,],...,u € BV[s,, b].
Ademds, en este caso, se tiene que

n+1

Vi, la,b]) = Y Vi, lsir,51),

i=1

considerando sy = a y 5,41 = b.
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A continuacién, mostraremos que el espacio de las funciones continuas definidas
en [a,b], C[a, b] y el espacio de funciones de variacién acotada sobre [a, b], BV[a, b], no

son comparables respecto a la inclusién. Primero, veremos que
Cla,b] £ BV[a, b].

Ejemplo 1.3. Consideremos la funcion u : [0,1] — R definida por

tcos(z) si0<t<1
2t

0 sit=0.

u(t) =

La Figura 1.1 muestra el grifico de la funcion u(t).

uit)

i i i 1 i i i
0.1 02 03 04 04 0 07 na 09 1

Figura 1.1: Gréfico de la funcién u(t) definida en el Ejemplo 1.3.

Ahora bien, si tomamos la siquiente particion del intervalo [0, 1],

1 1 1 1
T=Rty=0<tj=— <t = < - <tyo==<tby1==<t,=1;,
{0 O<h=g, <h=5,3 S T }
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entonces
2n
Viu, T) = Y (k) = u(ti)
=1
1 1 1 1 1 1
« llgn) w0l ) bla) o)« oo )
—i+i+ L + L + +1+1+1+1
C2n 2n 2n-1) 2(mn-1) 4 4 2 2

I
-1
=

k=1

Luego, para todo n € IN se tiene que

N

V(u,[0,1]) >

==

k=1

[o¢]
oo} n
Note que la serie Y, ¢ es una serie divergente, por lo que la sucesion {2 1} diverge. Asi,
n=1

k
k=1 k=1

tomando n — oo, obtenemos que V(u, [0, 1]) = oo y por tanto u no es de variacion acotada.

Ahora, veremos que

BVla,b] £ Cla, b].

Ejemplo 1.4. Consideremos la funcién u : [0,1] — R definida por

1 si0<t<1
0 sit=0,

u(t) =

la cual, claramente, no es continua en [0, 1]. Como u es una funciéon monétona, por la Proposi-

cion 1.3, tenemos que u es de variacion acotada. Mds aiin,

V(u,[0,1]) = |u(1) — u(0)] = 1.
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1.3 El Espacio de Banach BV|g, b]

El objetivo principal de esta seccioén es probar que el espacio de las funciones de
variacién acotada BV|[a, b] es un espacio de Banach. Para este fin, primero probaremos
que BV/[a, b] es un espacio vectorial sobre R con las operaciones suma y producto por
un escalar usuales de funciones. Luego definiremos una norma sobre BV[a, b], ddndole
a este espacio una estructura de espacio normado y finalmente demostraremos que
BV]a, b] es un espacio de Banach.

Los resultados aqui presentes puede ser encontrados con mds detalle en [2].
Teorema 1.6. El espacio BV[a, b] es un espacio vectorial sobre R.

Demostracién: Para demostrar este teorema, basta con verificar que las operaciones
son cerradas. Es decir, debemos probar que la suma de dos funciones de variacién
acotada vuelve a ser una funcién de variacién acotada y que una funcién de variaciéon
acotada multiplicada por un escalar es una funcién de variacién acotada.

Paso 1: Cerradura para la suma. Sean u,v € BV|[a,b] y consideremos la particién

T = {ti}!_, € I ([a,b]) del intervalo [a, b]. Entonces

Viu+0,T] = Z; (1 + 0)(t) — (1 + 0)(tiy)|
= Zl‘ lu(t) + o(t;) — (u(tis) +o(ti1)) |
= Z:‘ lu(t;) + o(t;) — u(tiza) — v(tio)
< Zl" lu(t;) — u(tiza)l + [o(t) — v(tiz)

= Z |Z/l(t1) - M(ti_l)l + Z |v(tl) - U(tj_l)l
i=1 =1

= VIu,T]+ Vv, T]

< V(u,[a,b]) + V(v,[a,b]).
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El célculo anterior vale para cualquier particion T € J([a, b]) y por lo tanto
V(u+ov,lab]l) <V(u,lab]) + V(v [a,b]).

Como el lado derecho de la desigualdad anterior es finito, ya que u,v € BV][a,b],
obtenemos que V(u + v, [a,b]) < co. Asiu +v € BV][a, b].
Paso 2: Cerradura para el producto por un escalar. Sea @ € Ry u € BV[a, b]. Dada

cualquier particion T = {t;}!, € J ([4, b]) del intervalo [g, b] se tiene que

Viaeu,T]

Y e u)(t) = (@ u)(ta)l
i=1

Yl (u(t) = o (u(ti) |
i=1

= Z lae (u(t;) — u(tic)) |
i=1

o Y (k) = ko)
i=1

la| V[u, T].

Seguidamente, si tomamos supremo sobre todas las particiones de [a,b] obtenemos
V(au,[a,b]) = la| V(u,[a,D]).

Como u € BV][a,b], el lado derecho de la igualdad anterior es finito y por tanto
V(au,[a,b]) < co. Asi o u € BV|[a, b].

De esta manera, BV[a, b] es un espacio vectorial sobre IR.

A continuacién, mostraremos que BV[a, b] es un espacio normado con la norma
”u”BV[a,b] = |T/l(ﬂ)| + V(u/ [ﬂ, b])/ ue BV[a, b]

Proposicién 1.7. El funcional || - ||pyape : BV[a,b] — R es, en efecto, una norma sobre el

espacio vectorial BV[a, b]. Es decir, || - ||pvia,p Satisface las siguientes propiedades:
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(i) |lullpyiap; = O para todo u € BV|a, b].

(ii) ||[ullpyiap; = 0 siy sélo si u = 0 sobre [a, b].
(iii) ||l wllgyap) = |l [|ullBviap) para todo u € BV|a, b] y para todo escalar o € R.
(iv) |lu + vllpviap < lullpvieer + I0llBviap para todo u,v € BVla, b].

Demostracién: Sean u,v € BV[a,b] y a € R. Entonces,

(i) Por la definicién de || - ||gvis,p Se tiene que ||ullgvip = 0 para toda funcién u €

BV]a, b].

(ii) Siu = 0enelintervalo [a, b], entonces ||u||py},p; = O sobre [a, b] claramente. Ahora

supongamos que ||ul|py,e; = 0. Entonces
|u(a)l + V(u, [a,b]) = 0.

Como es una suma de cantidades no negativas, resulta que |u(a)] = 0y
V(u,[a, b]) = 0. Del hecho que V(u, [a,b]) = 0 se deduce que la funcién u debe ser
constante sobre [a,b]. Como [u(a)| = 0 se tiene que u(a) = 0 y usando que u es

constante obtenemos que u = 0 sobre el intervalo [g, D].

(iii) De la definicién de || - ||pyia) Se tiene que

||(X u”BV[a,b] |(0( M)([Z)l + V(Oé u, [a/ b])

|l [u(@)] + la| V(u, [a, b])

lal (ju(@)l + V(u,[a,b]))

|cv] ”u”BV[a,b]-
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(iv) De la definicién de || - ||ve,5) tenemos que

|(u + v)(@a)| + V(u+v,[a,b])

|l + ollBVia,n)

lu(a) + v(a)l + V(u + v, [a, b])

IA

u(@)| + lo(a)| + V(u, [a,b]) + V(v, [a, b])

ullBviap) + 10llBviab-

De esta manera, || - ||vs,5) define una norma sobre BV{a, b].

Corolario 1.8. (BV|a,b], || - llsvian)) €s un espacio normado.

Ahora, mostraremos que BV[a,b] es un espacio de Banach respecto a la norma

Il - llvia)- Pero antes, probaremos dos lemas que utilizaremos para este fin.
Lema 1.9. El espacio de las funciones acotadas,

Bla,b] :=={u:[a,b] = R : |u(t)] < M para todo t € [a,b] y para algiin M > 0},
es un espacio completo con respecto a la norma || - ||c.

Demostracién: Sea {u,}", C Bla, b] una sucesién de cauchy. Entonces, dado € > 0

podemos encontrar N € IN tal que para todo n,m > N se verifica
26, — Umlleo < €.
Seguidamente, para todo t € [a, b] se tiene que
|t (t) = b (B)] < |l — tmllo < €

sin,m > N. Luego, para todo t € [a, D], la sucesion de ntiimeros reales {u,(t)}7”, C Res
una sucesién de Cauchy. Como R es un espacio completo, {u,(t)}’, es una sucesién

convergente para todo t € [a, b].
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Ahora, definamos la funcién u : [a,b] — R por
u(t) := lim u,,(t).

Veamos que |[u, — ]l — 0 cuando n — oo.
Bien, {u,(t)}’., es una sucesioén convergente para todo t € [a,b] por lo que dado

€ > 0 podemos encontrar N € N tal que si n > N entonces
|un(t) - u(t)l <E€.
Luego, tomando el supremo obtenemos

sup |u,(t) —u(t)l <e,
tefa,b]

de donde

[, — ullo <€ sin > N.
Por consiguiente,
lim ||u, — u||l = 0.
n—oo

Por ultimo, veamos que u € Bla, b].
Bien, como {u,}’., C Bla,b] existen M,, > 0, n > 1, tales que |u,(t)| < M, para todo
t € [a, b]. Por otro lado, de la definicién de u se tiene que dado € > 0 existe N € IN tal

que sin > N entonces
lu,(t) — u(t)] < e paratodot € [a,b].
Luego, si n > N, resulta que
lu(t)| < €+ |lu,(t)l < e + M,, paratodot € [a,b].

Por tanto, |u(t)| < M, para todot € [a,b] y n > N. Sea M = max {Ml, ey MN—1, SUP Mn}.
n=N
Entonces |u(t)| < M para todo t € [a,b] y por ende u € B[a, b]. Con esto queda demostra-

do que el espacio B[a, b] es un espacio completo respecto a la norma || - [|. m|
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Lema 1.10. Si {u,} | es una sucesion de funciones definidas sobre [a,b] que converge pun-
tualmente a una funczon u:[a,b] = R, entonces lim V[u,, T] = V{u, T] para toda particién

T € J([a, b)) del intervalo [a, b].

Demostracién: Sean T = {t;}" | € J([4,b]) una particién del intervalo [a,b] y € > 0.

Como la sucesion {u,}>

», converge puntualmente a la funcién u se tiene que existe

N € N tal que sin > N se verifica [u,(t) — u(t)| < 5 para todo t € [4,b]. Luego, sin > N

obtenemos

|V[un/ T] - V[M, T]l

D% ip 4 1D

ot (1) = (1) = Z (k) = ki)

[un(ti) — wn(tio)l = lu(ts) — u(tizg)|

< o () — un(tio)l — [uts) — utizo)l
i=1

< Y lunt) = wntin) = (u(t) = uti)) |
=1

= Z [, () — u(t;) + utiog) — uu(ti)|
i=1

<Y lua(t) = )]+ luy(ti) = u(ti)

i=1

< Zm:(zm Zm)

i=1
= €.

Por lo tanto,

lim Vu,, T] = V]u, T].
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Finalmente, enunciamos y demostramos el principal resultado de esta seccién.
Teorema 1.11. BV[a, b] es un espacio de Banach respecto a la norma || - ||gvia,p)-

Demostracion: Sea {u,}, C BV[a, b] una sucesién de Cauchy. Por la Proposiciéon
1.1, BV[a, b] C Bla,b] y por tanto {u,};, es una sucesién de Cauchy en B[a, b]. Luego,
por el Lema 1.9, B[a, b] es un espacio completo, por lo que la sucesién {u,} , converge
uniformemente (y puntualmente) a una funcién u € Bla, b].

Veamos que |[|u, — ullpyfap; — 0 cuando n — oo. Sea T € J([a,b]) una particién
de [a,b] y sea € > 0. Como {u,}, es una sucesién de Cauchy en BV][a, b], podemos

encontrar N € N tal que
[, — UmllBviap < €, siempre quen,m > N.

Seguidamente, por el Lema 1.10, para cada n > N tenemos

(@) = u(@] + Vg =, T = Mm f1,(2) = w(@)] + Hm Vsty — 10, T]
= nlj_l)lolo (|un(a) — um(ll)l + V[un — U, T])
< Mm (lun(a) — wn(@)| + V(un = tt, [a, b))

< sup ([u.(a) — um(a)l + V(u, — uy, [a,b]))

m>N

= sup |[u, — unllpviap
m=N

< e
Ya que el cdlculo anterior vale para toda particion T € J ([, b]), se tiene que la variacién
total de u,, — u sobre [a,b], V(u, — u, [a, b]), es finita y
%l_{{}o 2, — ullpviap = 0.
Para finalizar la demostracion del teorema, verifiquemos que u € BV|a, b]. En efecto,
notemos que u, — u € BV[a,b] y u, € BV[a,b] para todo n > 1. Luego u, — (u, — u) €
BVla,b], por ser BV[a,b] un espacio vectorial. De este ultimo hecho se sigue que

u € BV|[a,b].
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1.4 Caracterizacion de Jordan

En esta seccién enunciaremos y demostraremos el resultado méas importante dado
por Camile Jordan cuando introduce el concepto de funciones de variacién acotada en
[14]. La caracterizacién de Jordan para funciones de variacién acotada establece que
una funcién u : [a,b] — R es de variacién acotada si y sélo si, u se puede escribir como
diferencias de dos funciones monétonas.

Antes de enunciar y demostrar el teorema de representacion de Jordan, probaremos

el siguiente lema.

Lema 1.12. Sea u € BV[a, bl y @, : [a,b] — R la funcién dada por

Pu(t) = V(u,la,t]).

Entonces @, es no negativa, acotada y no decreciente en [a, b]. Mds aiin, la funcién ¢, + u es

una funcién no decreciente en [a, b].

Demostracién: Claramente ¢, es no negativa. Afirmamos que ¢, es acotada ya

que, por la Proposicién 1.4, para todo t € [a, b] se tiene que
Pu(t) = V(u,[a,t]) < V(u,[a, b]).

Ahora, veamos que ¢, es no decreciente. Sean s, t € [g, D] tales que s < t. Entonces, por

la Proposicién 1.4 y Proposicién 1.5 se tiene que
Pu(t)=pu(s) = V(u, [a,t)=V(u,la,s]) = V(u, [a,s)+V(w,[s, t])-V(u,[a,s]) = V(u,[s,t]) = 0.

En consecuencia, ¢, es una funcién no decreciente.
Para terminar, veamos que ¢, + u es no decreciente. Nuevamente, sean s, t € [a, b]
tales que s < t. Entonces por la Proposicion 1.2, Proposiciéon 1.4 y la Proposicién 1.5

resulta que:
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@u(t) £ u(t) — (pu(s) £ u(s))
= §0u(t) - §0u(5) * M(t) + M(S)
= V(u,la,t]) — V(u,la,s]) — (Fu(t) £ u(s))

(Pu £ u) () = (Qu £ 1) (5)

= V(u,la,s]) + V(u,l[s,t]) — V(u,la,s]) — (Fu(t) = u(s))
= V(u,[s, t]) — (Fu(t) + u(s))

\Y

0.
De esta manera hemos probado que ¢, + u es una funcién no decreciente.
O

Teorema 1.13 (Teorema de Representacion de Jordan). Una funcién u : [a,b] — R es
de variacién acotada sobre el intervalo [a,b] si y sélo si, existen funciones uy,u, mondtonas

definidas en [a, b] tales que u = 1y — u,.

Demostracién: (<) Supongamos que u, u; son funciones monétonas definidas en
[a,b] tales que u = u; — u,. Entonces, por la Proposicién 1.3, uy,u, € BV[a, b] y por lo
tanto u € BV|[a, b].

(=) Supongamos que u € BV[a, b]. Definamos las funciones p,, 1, : [a,b] — R como

sigue:

Put) = 5 (pult) + u) ~ (@), ()= 5 (pult) () - u(a).
Por el Lema 1.12, p, y n, son funciones no decrecientes sobre el intervalo [a, b]. Mds
aun, como p,(a) = 0y n,(a) = 0 se tiene que p, y n, son funciones no negativas. Ahora
bien, definamos u; = p, y ux = n, — u(a).
Entonces u = u; — u, y de esta manera hemos escrito u como diferencias de dos

funciones no decrecientes.
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El Teorema de Representacion de Jordan es de gran importancia ya que nos permite
transferir propiedades de las funciones monétonas a las funciones de variacién acota-
da, como se muestra en el préximo resultado cuya demostracién puede ser encontrada

en [1].
Teorema 1.14. Sea u € BV|a, b], entonces:
(i) u tiene limites laterales.
(ii) El conjunto de discontinuidades de u es numerable.
(iii) u posee derivada casi siempre en (a, b).
(iv) u es Riemann integrable.

(v) u tiene serie de Fourier convergente.

1.5 Otra Caracterizacion de las Funciones de Variacion

Acotada

En esta seccidén, mostramos otra caracterizacion de las funciones de variacion aco-
tada que involucran a las funciones Lipschitz, la cual establece que las funciones de
variacién acotada son aquella funciones que se pueden representar como una com-
posicién de una funcién monétona con una funcién Lipschitz. Esta caracterizacion de

funciones de variacion acotada es debida a H. Federer en 1969 [11].

Definicién 1.3. Se dice que una funcién u : [a,b] — R es Lipschitz (o satisface la condicion

de Lipschitz) en el intervalo [a, b] si y sélo si, existe una constante L > 0 tal que
lu(t) —u(s)| < L|t—s|, s,tela,b]

La constante L se denomina constante de Lipschitz. A la clase de funciones Lipschitz en [a, b]

la denotaremos por Lip[a, b].
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Ejemplo 1.5. La funcion u(t) = sin(t) es Lipschitz con constante de Lipschitz L = 1. En efecto,
sean s, t € R tales que s < t. Ahora, como u es continua en [s, t] y derivable en (s, t), por el

Teorema de Valor Medio de Lagrange, existe un t € (s, t) tal que
u(t) —u(s) =u'(tr) (t—s).

Luego,

u(t) —u@)l = [u'(7) (t-s)|
= [ (Dt -]
= |cos(7)[ |t — 5|
< |t-s|.

Por tanto, u(t) = sin(t) satisface la condicion de Lipschitz con L = 1.
El siguiente resultado establece que Lip[a, b] C BV[a, b].

Proposicién 1.15. Si u : [a,b] = R es una funcion Lipschitz en el intervalo [a, b] entonces u

es una funcion de variacion acotada en el intervalo [a, b].

Demostracién: Como u es Lipschitz, existe una constante L > 0 tal que
lu(t) —u(s)| < L|t—s|, s,te]a,b].

Sea T = {t;}, € J ([a, b]) una particion del intervalo [a, b], entonces:

Viu, T]

n
Yt = u(tia)]
i1
n
Z Lt — ti]
im1
L Z (ti = tiz1)
i1

L (b_— a).

IA
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El célculo anterior vale para todo T € J ([, b]) por lo que
V(u,[a,b]) <L((b-a),
y por tanto u € BV[a, b].
O

El siguiente lema nos ayudara a demostrar el resultado principal de esta seccién.

Lema 1.16 (Cambio de una Variable). Si u € BV[a,b] y ¢ : [c,d] — [a,b] una funcion
monotona,

V(u, ¢ ([c,d])) = V(uo @, [c,d]).

Demostracién: Probaremos que el lado derecho no es mdas grande que el lado
izquierdo y viceversa. Si S = {s;]_; € J([c,d]) una particién del intervalo [c,d] y

T = {t;}l, con t; = ¢(s;), 0 < i < n, entonces, por la monotonia de ¢, T € J (¢ ([c,d])) y

Vluog,S]

Y (o 9) (s) = (1 0 @) (51
i=1

Dl (@(s)) = (plsi)|

Y (k) = u(tio)
i=1
= V]u,T]

V(u, [p(@a), p®)]).

IA

Como el estimado anterior vale para cualquier particion S € J([c, d]) se tiene que

V(uo,[c,d]) < V(u, ¢ ([cd]).

Por otro lado, si T = {t;}l, € J (¢ ([c,d])) es una particién de ¢ ([c, d]), entonces para
cadai =1,..n, existe s; € [c,d] tal que t; = @(s;). Nuevamente, por la monotonia de ¢

se tiene que S = {s;}7, € J([c,d]) y
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VIu, T] = Y (k) = u(ti)
i=1

Y () = (psi-0) |
i=1

Y 1@op)(s) = (uo @) (si)l
i=1
= V[uog,S]

IA

V(uo @, [c,d]).

Como el célculo anterior vale para toda particion S € J([c, d]) obtenemos finalmente
que

V(u, ¢ (c,d])) < V(uo @, [c,d]).

De esta manera, hemos obtenido que

V(u, ¢ ([c,d])) = V(uo @, [c,d]).
O

A continuacién, enunciamos y demostramos el resultado principal de esta sec-

cion.

Teorema 1.17. Una funcién u € BV|a, b] si y solo si se puede representar como u = g o ¢
donde ¢ : [a,b] — R es una funcién no negativa, acotada y no decreciente, mientras que

g € Lip[p(a), p(b)] con constante de Lipschitz L < 1.

Demostracién: (<) Supongamos que u = go @ donde las funciones ¢ y g satisfacen
las propiedades mencionadas en el enunciado del teorema. Como g es Lipschitz en

[p(a), p(b)], existe L > 0 (la cual es menos o igual que 1 por hipétesis) tal que

lg(t) = g(s)| < Lt —s|, s,te[p@)pd)].
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Sea T = {t;}, € J ([a, b]) una particion del intervalo [a, b], entonces:

Viu, T]

Y lu(t) — (ko)
i=1

Y 1809 () = (g 0.@) (ti)l
i=1

Y Ig(p(t) - glg(ti)
i=1

IN

Z L|p(t;) — p(ti-)l
P

IA

Z lp(t:) — p(ti-)l
p

= ) (pt) - p(ti))

Il
BS)
—

S
~
|

BS)

—
X

~

El célculo anterior vale para todo T € J([a, b]) por lo que
V(u,[a,b]) < p(b) = p(a) < oo,

y por tanto u € BV|a, b].

(=) Supongamos que u € BV][a,b]. Definimos la funcién ¢ : [4,b] — R como
¢ = @, la funcién no negativa, acotada y no decreciente definida en el Lema 1.12. Por
otro lado, definimos la funcién g : ¢ ([a,b]) = R como sigue: si s € ¢ ([a, b]), g(s) = u(t)
para cualquier t € ¢! ({s}). Afirmamos que g estd bien definida ya quessity, t, € ' ({s})

tal que t; < t,, entonces ¢(t;) = s = @(t,) y por tanto
|u(t2) — u(t)l < V(u, [ty £2]) < p(t2) —p(t1) =5 =5 = 0;

de donde u(t;) = u(t;). Ahora, la representacién de la funcién u es como sigue: si

t € [a,b], entonces s = ¢(t) € ¢ ([a,b]) y t € 7 ({s}), asi que

u(t) = g(s) = g(p(t) = (g° @) ().
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Para terminar, veamos que g es Lipschitz en ¢ ([a,b]). Primero, notemos que para

cualquier s € ¢ ([a,b]) y t € 7! ({s}) se tiene que

V(g ¢ (a,b]) N [p(a),s])

V(g ¢ ([a,b]) N [p(a), p(H)])

= V(g ¢(a,t])

= V(3o [at]) (porel Lema 1.16)
= V(u,la,t])

= ()

= S.

Aqui hemos usado el hecho

¢ ([a,t]) = ¢ ([a,b]) N [p(a), p(B)],

ya que ¢ es no decreciente. Ahora, para s, s, € ¢ ([a, b]) con s; < s, resulta que

IA

V(g, ¢ ([a,b]) N [s1,52])
V(g @ ([a,b]) N [pa),s:]) = V(g ¢ ([a,b]) N [p(a), s1])

Sy — S1.

|§(52) - §(51)|

IN

Por tanto

19(s2) — g(s1)| < Isa — s1l, 51,52 € o ([a,b]).

Ahora, como g es Lipschitz en ¢ ([4,b]) entonces g es uniformemente continua en
@ ([a, b]) por lo que se puede extender a una aplicacién Lipschitz, la cual denotaremos

por g, sobre todo [¢(a), p(b)] con constante Lipschitz L < 1.
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1.6 Principio de Seleccion de Helly

A continuacién enunciaremos y demostraremos el Principio de Seleccién de Helly
para las funciones de variacién acotada estudiado a lo largo de este capitulo. Para la
prueba de este resultado utilizaremos los Lemas 1 y 2 de la Seccién 4 del Capitulo 8

del libro [21], los cuales enunciaremos aqui.

Lema1.18. Sea H = {u,, : [a,b] — R : n > 1} una familia de funciones. Si todas las funciones

u, estdn acotadas por la misma constante
lu,(t)] < K paratodon > 1,

entonces para cada subconjunto numerable E de [a,b], es posible encontrar una sucesion

{unbey € H la cual converge en cada punto de E.

Lema 1.19. Sea H = {u, : [a,b] = R : n > 1} una familia de funciones crecientes. Si todas

las funciones u,, estdn acotadas por la misma constante

[u, ()| <K paratodon >1ytela,b],

(o8]

entonces existe una subsucesion {u,}?°,

C H la cual converge a una funcioén creciente

@ : [a,b] = R en cada punto de [a, b].

Teorema 1.20 (Principio de Selecciéon de Helly para funciones de variacion acotada).
Sea H = {u, : [a,b] = R : n > 1} una familia infinita de funciones definida en [a, b]. Si todas

las funciones satisfacen
lu,(H < K, V(uy,[a,b]) <K, paratodon>1,

entonces existe una sucesion {u, ;. C H que converge puntualmente en [a, b] a alguna funcién

@ : [a,b] = R tal que V(g [a,b]) < oo.

Demostracion: Para cada funcién u,, definimos

T (t) = V(uy, [a, x]), Uu(t) = 1, (t) — un(t).
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Note que las funciones 7, y v, son crecientes. Mds atn,
(Ol < K, Joa(f)] < 2K

Ahora, aplicando el Lema 1.19 a la familia de funciones {m,}’ ; resulta que existe una
sucesion {r, };-, tal que

%im 1, () = a(t),

donde a(t) es una funcién creciente. Para cada funcién 7, le corresponde una funcién

vy, extendiendo a la funcién u,, de la familia H. Nuevamente, aplicando el Lema 1.19

[o¢]

a la familia de funciones {v,, };7 ,

existe una subsucesion que denotaremos de la misma
manera {v,, }7, tal que

lim v, () = B(#),

k—o0

donde f es dela misma clase de {v,, };7 | . Entonces la sucesion de funciones u,, = 1, —vy,,

que pertenece a H, converge a la funcién ¢ = a — 8. Esto prueba el teorema.



Capitulo 2

El Principio de Seleccién de Helly para

Funciones de p-Variacion Acotada

En este capitulo se estudia el Principio de Selecciéon de Helly para funciones de
p-variacién acotada. Empezamos recolectando resultados del articulo [3] donde este
principio es demostrado para el caso p = 1. Seguidamente, para p > 1, mostramos y
demostramos algunas propiedades y resultados estructurales que satisfacen las fun-
ciones de p-variacién acotada. Finalmente, enunciamos y probamos el principio de
seleccion para el caso p > 1. Los resultados de este tltimo caso pueden ser encontrados
con mas detalles en [8].

A lo largo de este capitulo se seguira la siguiente notacion:

e E C R es un subconjunto de la recta real no vacio.

e Parat € E, definimos los conjuntos

E; ={seE :s<t}, Ef={seE : t<s}.

e Paraa,b € E tales que a < b, definimos el siguiente conjunto

El=E/NE,.

37
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e X esunespacio métrico conmétricad = d(-, -) o simplemente un espacio normado.
e p es un numero fijo, 1 < p < co.

e A denotard a un conjunto de indices.
Definicién 2.1. Denotamos por
j(E) = {T = {ti}?:() CE:nelNU {0}, i <t 1= 1,..., n},

al conjunto de todas las particiones ordenadas y finitas del conjunto E.

2.1 Principio de Seleccion de Helly para Funciones de

p-Variacion Acotada conp = 1.

En esta seccién enunciaremos y demostraremos el Principio de Selecciéon de Helly
para Funciones de p-Variaciéon Acotada cuando p = 1. Para este fin, comenzaremos
con una revisién de algunas definiciones y resultados. Todo lo descrito en esta seccién

puede ser encontrado con mayor detalle en [3].

Definicién 2.2. Dada una funcion u : E — X, la variacion de Jordan total de u se define como

la siguiente cantidad:

n

V(u,E) := TSEL;EE) ; d (u(t), u(ti-1)),

donde el supremo se toma sobre todas las particiones T = {t;}!, de E. 5i V(u, E) < oo, se dice

que la funcién es de variacion de Jordan acotada.

Definicién 2.3. Una familia de funciones {f, : E — X : a € A} se dice que es de variacion

acotada uniformemente si existe una constante C > 0 tal que |f,(t)| < C para todo o € A.

Definicién 2.4. Una familia de funciones {f, : E = X : a € A} se dice que es precompacto

puntualmente si {f,(t) : a € A} es un conjunto precompacto en X para todo t € E.
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Definiciéon 2.5. Una funciéon u : E — X es Lipschitz si la siguiente cantidad, llamada

constante minimal de Lipschitz de u, es finita:

d(u(t), u(s))

Lip(u):sup{ ) i t,s€E, tis}.

A continuacién enunciamos y demostramos el primer resultado principal de esta

seccion.

Teorema 2.1. Una familia de funciones infinita precompacta puntualmente {u,}’. | devariacion
acotada uniformemente contiene una subsucesion la cual converge puntualmente sobre [a, b] a

una funciéon u : [a,b] — X de variacién acotada.

Para probar el Teorema 2.1 necesitaremos el siguiente resultado cuya de-

mostracion puede ser encontrada en [3].

Lema 2.2. Sea {u,};" , una familia de funciones infinita precompacta puntualmente definadas
sobre E en X. Entonces para cualquier subconjunto numerable F C E, existe una subsucesion

en {u,}_, la cual converge puntualmente sobre F.

Ademads del lema anterior utilizaremos el siguiente resultado cuya demostracién

es analoga a la prueba del Teorema 1.17:

Teorema 2.3. Una funcién u : E — X es de variacion (de Jordan) acotada siy sélo si, u = vogp
sobre E, donde ¢ : E — R es una funcién acotada y no decreciente y v : ¢(E) — X es una

funcién Lipschitz con Lip(v) < 1.

Ahora, la prueba del Teorema 2.1:

Demostracién: (Teorema 2.1) Dividimos la demostracién en 6 pasos:

e Paso 1: Ya que la familia de funciones {u,} , es de variacioén acotada uniforme-

mente, existe una constante C > 0 tal que

V(u,,[a,b]) <C, paratodon >1.
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Acorde al Teorema 2.3, cualquier u, se puede escribir de la siguiente for-
ma U, = vy, © @, sobre [a,b], donde ¢, (t) = V(u,[a,t]) para t € [a,b], ¥y
vy, : Ey, = @([a,b]) = X es una funcién Lipschitz con Lip(u,) < 1. Note que

cualquier ¢,, es no decreciente, no negativa y ¢,,(2) = 0. Mas atn, la familia

{Qu, )72, es acotada, ya que
@u,(t) < @y, (b) = V(uy,,[a,b]) <C, paratodote€[a,b]lyn>1.

Asi, por el Lema 2 de [21, Capitulo VIII, Seccién 4], {¢,,} ", contiene una sub-
sucesion {(¢,, ), }:2, correspondiente a la descomposicion u,, = (vy,), © (¢u,), para
todo k € N, la cual converge puntualmente en [4, b] a una funcién no negativa,

no decreciente y acotada ¢ : [4,b] — R cuando k — oo, esto es
%i_r)g (Pu,)e = @-

En los pasos del 2 al 4 supondremos lo siguiente:

Hipétesis A: las funciones (¢, ), y ¢ son continuas sobre [a, b] para todo k > 1.

e Paso 2: Bajo la Hip6tesis A, el dominio de (v,, ), es un intervalo cerrado:

Eunk = ((Pun)k ([a,b]) = [0, ((Pun)k (b)], keN.

Sea

L = sup (¢u,), (b),

keN
asique0 <L <ooy

| = I}im (@u,), (b) < L.
Extendemos cada funcién (v,,), al intervalo [(¢,, ), (b), L] definiendo (v,, ), (1) =
Uy, (((pun)k (b)) siT € [(@u,), (b), L]. Claramente, la nueva funcién (v,, ), es Lipschitz

sobre el intervalo [0, L] con Lip ((Uu,, )k> <L

Vamos a probar que el conjunto {(v,,),}2, es precompacto puntualmente sobre

[0,L]. Dado 7 € [0,L], para cada k € N existe t, € [a,b] tal que (@y,), (k) = T
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[o¢]

Usando la compacidad de [4,0] y eligiendo una subsucesion de {t}}7,,

pode-
mos suponer que ty — t € [a,b] cuando k — oo. Por hipétesis, la sucesion
{unk ((vun )i © (qoun)k) (t)};::l es precompacta en X y asi contiene una subsucesion,
que denotaremos como la sucesion entera, tal que d (u,,(t), x) — 0 cuando k — co

para algtn x € X.

Veamos que d ((vun)k (1), x) — 0 cuando k — oco. En efecto, para todo k € IN se

tiene que
d((@u) (1),x) = d(@u) ((Pu) ), %)
< d (4 ((@u) 8), @0, ) ((@1,) (9)) + d (1, (1), %)
< | (goun )k (t) — ((Pun )k Ol +d (unk(t)/ X).

Por el Paso 1, (¢y,); (t) = (¢u,), (t) cuando k — oo por lo que serd suficiente
probar que (@y,), () — ¢@(t) cuando k — oco. Supongamos a < t < b. Dado
€ > 0, por continuidad de ¢, existe un 6 = 6(¢) > 0, 6 < min{b —t,t — a}, tal que
lp(s) — ()] < €/2 para todo s € [a,b] con |[s — ] < 6. Como fr = ty (pu), = @
puntualmente sobre [4, b] cuando k — oo, existe N = N(¢€) € N tal que para todo

k > N resulta que

E=0<t<t+0, |(@u)(t—0)—p(t—0) sg, (@) (£ +6) — p(t +0)| < g

Ya que (¢,), es no decreciente, se sigue que

IA

(Po)(t+0) < (@u) (E+0) + 5 < () +€,
(@ (t=0) 2 (o)t =) =5 2 o) ~¢,

(Pn)y (1)
((Pn)k (tk)

v

6| (@n); (k) —@(t)] < € paratodon > N. Ahora, enelcasot = ayt = b son tratadas

similarmente.
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e Paso 3: Bajo la Hipoétesis A, vamos a demostrar realmente que la subsucesion
de {v,,}2, converge uniformemente sobre el intervalo [0, L] cuando k — co. Sea
{Tk};2, una sucesion densa en [0, L]. Como{v,, };7  es precompacto puntualmente
sobre [0, L] por el Paso 2 y en virtud del Lema 2.2 (tomando una subsucesién
adecuada) podemos suponer que {v,}?, converge en cada punto del conjunto
{Tk};2,- Vamos demostrar realmente que la sucesion {v,, };7, converge uniforme-
mente sobre [0,L]. Dado € > 0, elegimos un niimero apropiado jy(€) € IN con
la siguiente propiedad: si 7 € [0, L], existe j € {1, ..., jo(e)} tal que [T — 7;| < €. Ya
que, cuando k — oo, la sucesién {(v,,),};2, converge en X cuando k — oo y por
tanto es de Cauchy, para todo j € {1, ..., jo(€)}, existe Ny(e) € IN tal que para todo

m, k > Ny(€) se tiene que

d (@) (1), ), (1)) <€, j €L jole)).

Ahora, dado 7 € [0,L], existe j € {1,...,jo(€)} con |T — 7j| < €, asi que de la

desigualdad Lip ((vun )k) <1 (k € N) resulta que

d((v,) (1), (04,),, (7))

IN

d (@0, (0, (04, (1)) + 4 (00, ) (1), (V) (T0)) +
+d((@4,),, (1), (0u,),, (7))

< 3¢,

para todo m, k > Ny(e). Seguidamente, obtenemos que la sucesion {(v,, ), (D2,
es Cauchy en X y por el Paso 2 es precompacto en X inferimos que {(v,, ), (T)};2,
converge en X cuando k — oo para todo 7 € [0,L]. Pasando al limite cuando
m — oo en el estimado anterior obtenemos la convergencia uniforme de {(v,,, )},
sobre [0,L]. Si v : [0,L] — X es el limite uniforme de {(v,,),};2,, entonces v es

Lipschitz con Lip(v) < 1 claramente.
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e Paso 4: Ahora establecemos el Teorema 2.1 dado que la hipétesis A vale. Como la
funcién o : [0,L] — X delfinal del Paso 3 es Lipschitzcon Lip(v) < 1,¢ : [a,b] —» R
es acotada, no decreciente y ¢([a,b]) = [0,!] C [0, L], la composicién u :=vo ¢ :

[a,b] — X es de variacién acotada por el Teorema 2.3. Para todo t € [a, b] tenemos:

d(un(D,u®) = d(((©4,) © (Pu)) B, (00 9) (1))
< d (((Uun J © (goun)k) ®), ((Uun ) © 90) (t)) +d (((U”n I © 90) (t), (v o) (t))
< (@) () = pt)] + sup d((v),, (1), 0(1))

7€[0,L]
— 0 cuando k — oo.

Esto prueba la convergencia puntual de u,, a u en el intervalo [g, b].

e Paso 5: Supongamos ahora que las funciones (¢,), y ¢ son continuas sobre un

[e¢]

intervalo abierto (@, B) C [a, b]. Demostraremos que una subsucesion de {u,,};7,

converge puntualmente sobre (a, ). Sea {[ay, fx]};2, una sucesion de intervalos
cerrados tales que ax1 < ax < fr < Pr+1, kK € N, con ax — a 'y fr — p cuando
k — oo. Para cada k € IN, denotamos por 1, la restriccion de u,, a [a, 1] y de

—_— —_— T —
esta manera tenemos que la descomposicién u,, = v, o (pu, )k donde

(Pu)(®) = Vi, [, )

V(itn,, L, 1)

V(ttay, [a,41) = V(itn,, [a, 1)

(Pu)e () = (Pu,) (a1), t€[ag, pi],

—~—~—

Y U : (@u,)([1, 1]) = X es una funcion Lipschitz con Lip (v,,) < 1. Mas aun,

como k — oo, tenemos

@a)®) = §) = p(t) — p(a),
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paratodot € [ay, f1]. Como (¢,, ), y ¢ son continuas sobre (a, f) se tiene que (mk
y @ son continuas en [, B1], k € IN. Aplicando los resultados de los pasos del 1

al4 a {unk} sobre [ay, f1], podemos elegir una subsucesion {u} Jroy de {unk}k Y

la cual de hecho es una subsucesion de {u,,},°, , que converge puntualmente en

(o]
”k}k 1 de

k=17
el intervalo [a1, f1]. De una manera similar, elegimos una subsucesion {u

{ul Jrey lacual es convergente en el intervalo [a,, f2] einductivamente, dado j € IN,

1
j > 2, elegimos una subsucesién {u nk} de {u, = m ey la cual es convergente en el

k=1
intervalo [a;, B;]. Entonces, la sucesion diagonal {u}, }° converge puntualmente

sobre el intervalo

(a,B) = U[ak, Bxl,

k=1
cuando k — oo.

e Paso 6: (Caso general). Denotemos por D el conjunto de discontinuidades de las
funciones @, y ¢ y los puntos a y b. Ya que (¢.,), Y ¢ son no decrecientes en [a, b],
D es a lo sumo numerable. Por hipétesis, {u,} ", es precompacta puntualmente
sobre [a, b], asi que por el lema 2.2 resulta que {u,}, contiene una subsucesion,
la cual denotaremos de la misma manera, que converge puntualmente sobre D.
La diferencia [a, b]\D es a lo sumo una unién de intervalos abiertos (ax, bx), k € IN

en los cuales ¢, y ¢ son continuas.

Aplicando el Paso 5, elegimos una subsucesion {1} }oo, de {u,}>, la cual converge
puntualmente en (a3, b;); entonces elegimos una subsucesion {u? }oo, de {u }n Ly
asi sucesivamente. Como resultado de esto, obtenemos la subsucesién diagonal

{uph>, de {u,}> | la cual converge puntualmente sobre

U(ak; by) y D
k=1

es decir, sobre todo el intervalo [g, b]. La funcién limite u : [a,b] — X de {u;}* ;| es
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una funcién de variacién acotada en virtud a la propiedad de semicontinuidad

inferior del funcional V(-, [a, b]):

V(u,[a,b]) < liminf V(uj;, [a,b]) < C.

2.2 Principio de Seleccion de Helly para Funciones de

p-Variacion Acotada con p > 1.

2.2.1 Funciones de p-Variacién Acotada

En esta seccién enunciaremos y probaremos las propiedades mds relevantes que
satisfacen las funciones de p-variacién acotada.

Dada una funcién u : E — Ry una particiéon T = {#;}" , € J(E), fijamos

Vplu, T = Y d k), (ki)
i=1

donde
d (u(t;), u(ti)) = (d (u(ty), u(tizr))) .

Definicién 2.6 (p-Variaciéon acotada). Sea u : E — R una funcién. Definimos la p-

variacidn total de u sobre E como

V,(u,E) == sup V,[u,T].
TeJ (E)
Si V,(u, E) < oo, decimos que la funcién u es de p-variacién acotada o finita sobre el conjunto

E. Denotaremos a la clase de funciones de p-variacion acotada en E por BV, (E).

Observacién 5. Por definicion, si u € BV, (E) entonces V,(u, E) > 0.
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Ahora enunciaremos algunas propiedades generales de las funciones de p-variacién
acotada. Estas propiedades para p = 1 han sido demostradas, por ejemplo, en [6], [21]

y [1]. Para el caso p > 1, ver [8].
Proposicion 2.4. Sea u : E — R una funcién. Entonces
(i) Minimalidad: Sit,s € E, entonces
d(u(t), u(s)y’ < diam (u (E))" < V,(u, E).
Aqui, diam (u (E)) denota el didmetro de la imagen de u (E).
(ii) Monotonia: Sia,t,s,b € E tales que a < s < t < b, entonces
Vo (wE) <V, (wED), V,(wE)<V,(wE), V,(uE)<V,(uE).
(iii) Semi-aditividad: Sit € E entonces

27V, (w,E) <V, E)+V,(u,E)<V,u,E).

(iv) Cambio de una variable: Si F C Ry ¢ : F — E es una funcién mondtona entonces
V,(u,@(F))=V,(uo@,F).

(v) Regularidad: V, (u, E) = sup {Vp (u, EZ) ca,beE, a< b}.

(vi) Semicontinuidad inferior: Si la sucesion de funciones {u,}_, de E en el espacio métrico

X converge puntualmente a una funcion u cuando n — oo, entonces

V, (u,E) < liminf V, (u,, E).

Demostracién: (i) De la definicion del didmetro de un conjunto, es inmediato que
d(u(t), u(s)P < diam (u(E))’, y de la definiciéon de p-variacién acotada se tiene que

diam (u (E))" < V,(u, E).
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(i) La propiedad de monotonia es obvia ya que si A C B entonces V,(u, A) < V,(u, B).

(iii) Primero, demostremos que
27V, (w,E) <V, (w,E)+ V,(uE).

Sean T = {t;}i.o € J(E)yte€E.
Caso 1:Sit <ty 6 t, <t. Afirmamos que V,[u, T] < V,[u, T U {t}]. En efecto,

Vplu, T1 = ) d(u(t), uti1)
i=1

d (u(to), u(H))’ + zld (u(ts), u(ti1))

21 d (u(ts), u(tiy))’ +d (u(D), u(t,)y
= V,[u, TU{H].

IA

Luego,

Volu, T < V,[u, TU{H)]
V(1 E;) sity <t
V, (u, Ej) sit <ty
Vp (u, ED) + V, (u, E)

IA

IA

IA

27 (V, (u, E7) + V, (u, Ef)).
Ahora, tomando el supremo sobre todas las particiones T € J (E) obtenemos

Vy (u, E) <207 (V, (u, E) + V, (u, E})).

Caso2:Sity <t < paraalgtnk = 1,...,n. En este caso afirmamos que V,[u, T] <

271 < V,[u, T U {t}]. En efecto,
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1=

Vylu, T] d (u(ti), u(tiz))y

N
[l
_

d (u(ts), u(ti 1)) +d (u(te), u(t)) + Zd(u (t), u(tia))

g

i=1 i=k+1
k-1 n
< ) d Gt ultin)) + (@ alt), u) +d (u), ulte ) + Y d k), ulta)f
i=1 i=k+1
k-1
< d (u(t;), u(tii)) + 2P0 (d (uty), u@®)) +d (u(t), u(ti_1))) + Z d (u(ty), u(tior))yY
i=1 i=k+1
< orl Zd(u(t ), u(tiz)) +d (uty), ut)) +d ut), u(te)) + Z d (u(t), u(ti1))”
i=k+1

2rt V,,[u,T U {t}].

Luego, si denotamos por S al conjunto T U {t} entonces

IA

V,[u, T] 21V, [u, S]

= orl (vp[u,S;] + V,lu, S ])

IA

27 (V, (u,E) + V, (u, E)).

Ahora, tomando el supremo sobre todas las particiones T € J (E) obtenemos

V, (,E) <27 (V, (,E7) + V, (1, E)).

Ahora probemos que

Vy(u,Ef)+V,(u,Ef) <V, (u,E).

SiV, (u, Et‘) =0V, (u, E;r) = oo entonces V), (1, E) = oo y por la propiedad de mono-
tonia se tendria que V), (1, E) es mayor o igual que V/,, (u, Et‘) yV, (u, E:) . Supongamos
que V, (u, Et‘) <oV, (u, Ej) < oo. Luego, por la caracterizaciéon del supremo, para

cada € > 0 existen particiones T; € J(E;) y T, € J(E;) tales que
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_ € €
V, (u,E;) < V,[u, T1] + 5 Y V, (u,E) < Vyl[u, To] + >

Seguidamente,

V,(u,Ef)+V,(u,Ef)

IA

Volu, T1] + Vy[u, To] + €

IA

Volu, Ty U{t}] + V,[u, T, U {t}]] + €
= Vp[lxl, T, U {t} U Tz] + €

< V,(uwE)+e.
El estimado anterior vale para todo € > 0. Por tanto,
V,(u,E;)+V,(u,E) <V, (u,E).

(iv)SiTy ={t}L, € J(F) y T = {t;}l, con t; := ¢(7;). Luego, por la monotonia de
la funcién ¢, se tiene que T € J (¢ (F)) y ademads

Vp[u © (Pr Tl]

Z dwoq@(t),uoq(ti))
o1

Z d(u (e (1), u(p(ti1))

YA G (), u (b))
i=1

V,lu, T]

V, (u, ¢ (F)).

IA

El estimado anterior vale para toda particion T; € J(F). Por tanto

Vy(uoq@,F)<V,(u,¢(F).
Por otra parte, si la particion T = {1, € J (p(F)) es tal que tiy < t; parai=1,..,n.
Como t; € ¢(F), existen 7; € F tal que t; = ¢ (1;). Luego, por la monotonia de la funcién

@ se tiene que Ty = {t;}! € J(F)y



Cap. 2 El Principio de Seleccién de Helly para Funciones de p-Variaciéon Acotada 50

Vplu, T1 = Vy[uop, T1] < V,(uo¢,F).

Tomando el supremo sobre todas las particiones T € J (¢(F)) se tiene que

V,(u,@(F)) <V,(uo@,F).

(v) Por monotonia se tiene que V, (u, Eg) <V, (u,E) para todo a,b € E. Por tanto

Vp(u,E)ZSup{V,,<u,EZ) - a,beE, asb}.

Por otra parte, para cualquier ndmero a con a < V, (u, E), existe una particién T =
{ti}?zo € J(E) tal que V,[u, T] > a. Realmente, T es una particién del conjunto E:g por lo

que

V, (u, Eio) > V,[u, T] > a.

Como el estimado anterior se satisface para cada una de las particiones de E se tiene

que

sup{Vp<u,Efj) :a,beeE, aSb}ZVp(u,E).

(vi) Sea a € R tal que @ < V, (1, E). De la definicién de V), (u, E), para cualquier
a < B <V, (u,E) existe una particion T = {t;}!, de E tal que V, [u, T] > . Consideremos

la funciéon

hy: X" i=Xx--xX->R
———
n+1-veces

definida por

hy(xo, X1, ...y Xp) = Z d (x;, xi-1)' .
i=1
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Claramente, h, es continua en cada punto de X"*'. En particular, /, es continua en
(x0, X1, o0y Xn) = (u(to), u(t1), ..., u(t,)) por lo que para € = f — a existe un 6 = 6(¢) > 0 tal

que si (Yo, Y1, -, Yn) € X"t cond(x;, ;) < 6,i=0,1, ..., n se tiene que

|hp(x01 X1, ~-~/xn) - hp(yo, Yiseeo yn)l <e€e= ﬁ — Q.

Por otro lado, de la convergencia puntual de {u,}’, a u, existe un N = N(6) € IN tal
que

d(u,(t;)—ut;) <6, ¥Yn>=N, Vi=0,1,..,n.
Si tijamos (Yo, Y1, .- Yu) = (Un(to), un(t1), ..., un(t,)) y notando que
hp(x()/ X1y eees xn) = Vp[l/l, T]I hp(y()/ i, ]/n) = Vp[un/ T]/

se tiene que

B<Vulu, T] < V,y[u,, T+ € < Vy[u,]+p—a VYn > N.

Por lo tanto, in}f] V, (u,, E) > a'y asi liminf V), (u,, E) > a. Luego, haciendo tender o a
nz

n—00

V, (u, E) se obtiene el resultado buscado.

2.2.2 Teoremas Estructurales

En esta seccién enunciamos y demostramos algunos resultados importantes que
utilizaremos para demostrar el Principio de Seleccién de Helly para las funciones de

p-variacién acotada.

Definicién 2.7. Una funcién u : E — X se dice que es una funcién Holder de exponente y,

0 <y <1, siexiste un niimero C > 0 tal que
d (u(t), u(s)) < Clt—s|

para todo t,s € E. A la menor constante C que satisface la desiqualdad anterior se le denomina

la constante de Holder de u y la denotaremos por H(u).
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A continuacién, enunciamos y demostramos el primer resultado importante el

cual caracteriza las funciones de p-variacién acotada.

Teorema 2.5. La funcion u : E — X es de p-variacién acotada si y sélo si existe una funcion
. . .. .. . _1
acotada no decreciente ¢ : E — R y una funciéon Holder v : ¢ (E) — X de exponente y = Y
H(v) <1 tal que u = v o ¢ sobre E.
Mis aiin, si X es un espacio de Banach, la funcion v : ¢ (E) — X puede ser extendida a

una funcién Holder v : R — X de mismo exponente y = % y constante H(v) < 3"7H(v).

Demostracién: (<) Supongamos que ¢ es una funcién no decreciente. Ya que ¢ es

no decreciente se tiene que
¢ (EN{a,b]) = ¢ (E) N a,b],
paraa,b € E cona < b. Luego, por la propiedad (iv) de la Proposicién 2.4 obtenemos,
— — — (b)
Vi (wE) =V (00 0. E2) = Vy (0, (E2)) = Vi (9 (EYG5).
Ahora, si T = {t;}! | es una particién de ¢ (E N [4, b]), entonces

Vylo, T] = Y d(@(t), 00t
i=1

n

Y (H@) It~ 'Y

=1

= (HE)Y ) (ti—ti1)
=1

= (H@)Y (t; — to)

(H@)) () — ¢()).

IN

IA

Seguidamente, por el estimado anterior, para todo a,b € E con a < b se tiene que
V, (1, E) < (HEY (pb) - p().
Por lo tanto,

sup {Vp (u, Eﬁ) :a,beE, a< b} < (H@)Y () — ¢a)).
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De la desigualdad anterior, por la propiedad (v) de la Proposicién 2.4, resulta que

V,(w,E) < (H@©)Y (¢b) - ¢@).
Finalmente, debido a que la funcién ¢ es monétona y acotada se tiene

V, (u,E)

IN

(H@)) (p(b) - p(a))
(H(@))" (sup ¢(t) — inf @(t))

teE

(H(v)) diam (¢ (E)) < oo.

IA

IA

Asi, hemos probado que u es de p-variaciéon acotada. La prueba es totalmente andloga
si @ es no creciente en E.

(=) Sea ¢ : E = R dada por
pt)=V,(uE’), teE.
Afirmamos que ¢ estd bien definida. En efecto, si t,s € E tal que s = t entonces

t>s implica V,(u,E;) <V, (u, Et‘),
s>t implica V, (u, E;) <V,(u,E).

Por tanto V, (u,E7) = V, (u, Et‘), es decir, ¢(s) = @(t). Note que, por la definicién de
p-variacion total, ¢ es no negativa. Ademads, ¢ es no decreciente ya que si t,s € E con

t < s tenemos
o(t) = V, (1, E7) < V, (1, E) = o).
Mas atn, ¢ es acotada sobre E. En efecto, para t € E resulta que
)=V, (u,E;) <V, (u,Ef)+ V, (u,Ef) <V, (u,E) < oo.

De esta manera, hemos definido una funcién no negativa, no decreciente y acotada
p:E—-R
Ahora bien, definamos la funcién v : ¢ (E) — X como sigue: sit € ¢ (E), v(t) = u(t)

para cualquier t € ¢! ({1}) . Afirmamos que v estd bien definida ya quessit,s € ™' ({1})
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con t < s, entonces @(t) = T = @(s) y por las propiedades (i) y (iii) de la Proposicién 2.4

resulta que parat € E, s € Ef,
0 < d (), ut) <V, (u,E) < p(s) - p(t) =0,

de donde d (u(s), u(t)) = 0 y por tanto u(s) = u(t).

Ahora, la representacién de u es como sigue: si t € E entonces 7 := ¢(t) € ¢ (E) y
te e ({t}). Asiu(t) = (vo @) ().

Para terminar la demostracién de necesidad, debemos probar que v es una funcién
Holder con exponente y = %. Primero, notemos que para cualquier 7 € p(E) y t €

@~ ({1}) resulta que
(@ E), = ¢ (E).
Luego, por la propiedad (iv) de la Proposicién 2.4, tenemos que

V, (0, (0 (B);) =V, (0,9 () =V, (vo 9, E)) = V, (, E;) = p(t) = .

Seguidamente, para «, f € ¢ (E) con a < § entonces

d (0(@), 0(B))" <V, (0, (9 (B))) <V, (v, (9 (E));) = Vy (v, (9 (B));) = B - a

De lo anterior se deduce que v es una funcién Holder de exponente y = %.

Por otro lado, notemos que v (¢ (E)) = u(E)en X y
V,(v,¢(E))=V,(vop,E)=V,(uE).

Finalmente, veremos que podemos extender v a una funcién Holder v : R — X si
X es un espacio de Banach. Como v es uniformemente continua sobre ¢ (E), la funcién

v admite una extensioén a la clausura de ¢ (E), la cual denotaremos por v; tal que

01 : @ (E) = X es una funcién Holder de exponente y y H(v;) < H(v). Antes de definir

la funcién v, note que R\ (E) es un conjunto abierto de la recta real, por lo que R\¢ (E)

es a lo sumo una unién de intervalos abiertos disjuntos (ax, bi). Definimos v : R — X
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por
v1(t) sit e @(E)
3) v1(t) + cx (t —ag)’ sit e (ax, by) con by —ax < oo
) =
v1(by) sit € (—o0,by) en caso ay = —c0
v1(ay) sit € (ax, 00) en caso by = oo,
siendo
_ 01(by) — v1(ax)
hk=—
(bx — ax)
Note que, si || - || denota la norma en X entonces
01(br) — o1(ar) || _ o1 (br) — o1(@)ll
C = = S H 0 S H 0).
led = ||~ = b < HE) < HE

Por tanto, si by — ax < oo resulta que

[o(t) — o)l = lloi(t) + ek (t — ax)” = (01(8) + ¢k (s —a)) |l
= lerll I(t — ax)” — (s — ax)”|
< H(v)|t-sl,
para todo t,s € [ai, bi]. Ademads, si ar = —o0 6 by = oo entonces v es constante sobre

(=00, by] 6 [ax, o0) respectivamente, por lo que el estimado anterior vale en estos casos.
Ahora para finalizar la demostracion del teorema, verifiquemos que v es una funcién

Holder sobre R.

Caso 1: Supongamos que t,s € @(E) entonces v = v; y por tanto v es una funcién

Holder en ¢(E).

Caso 2: Supongamos que t € @(E) y s ¢ @(E), digamos s € (ax, bx) y by < t. Usando la
desigualdad triangular y la desigualdad de Holder tenemos que

llo1(t) = (s)ll

= |[o1(£) — 01 (bx) + v1(bi) = V(S)l
l[o1(t) = 01 (BRI + llo1(be) — )|
H(v) |t = bil” + H(©) |bx — sI”

[o(t) = v(s)ll

IA

IA

IA

H(v) (t = b)” + H(v) (bx = 5)"
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H(v) ((t = by)" + (bx = 5)")

IN

217 H(v) |t —s|".

De esta manera |[o(t) — o(s)|| < 217 H(v) |t — s]".

Caso 3: Supongamos que s, t ¢ @(E), digamos t € (a,,, by) y s € (ax, bx) con by < a,,.

Una vez mds usando la desigualdad triangular y la desigualdad de Holder obtenemos

que
[o(t) =06l = [[o(t) = v1(am) + v1(an) — v1(be) + v1(br) — V()|
< o) = vr@a)ll + llo1(an) — 01(B)ll + o1 (br) — o(s)|
< H®) ((t — am)” + @m — b)” + (b — 5))
< 3" H()|t-s|.

Con este tltimo caso, hemos probado que la funcién v es una funcién de Holder sobre

toda la recta real con H(v) < 37 H(v).
O

En la prueba del Principio de Seleccién de Helly para funciones de p-variaciéon
serd suficiente probar que la convergencia de los factores involucrados en la descom-
posicién descrita en el Teorema 1.20 de funciones de p-variacién acotada. Note que
una familia de funciones Holder con constantes de Holder acotadas uniformemente
es equicontinuo. Para la convergencia de los factores no decrecientes necesitaremos el

siguiente resultado:

Teorema 2.6. Una sucesion acotada uniformemente de funciones de variable real no decre-

cientes tiene una subsucesion que converge punto a punto.
La demostracién del teorema anterior estd contenida en los siguientes dos lemas:

Lema 2.7. Sea {u,};, una sucesién de funciones definidas en E. Si todas las funciones de la

sucesion {u, ). | estdn acotadas por un iinico valor
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lu, ()| <K, paratodon>1yteE, (2.1)

entonces, para cualquier subconjunto denso numerable F de E, es posible encontrar una sub-

[o¢]

sucesion {u,, )2

| de {u,}> | que converge en cada punto de F.

Demostracién: Sea F = {t,}"_,. Consideremos el conjunto de valores de las fun-
ciones de la sucesion {u,}> , ent = t;, {u,(t;)}).,. Este conjunto es acotado ya que se
satisface (2.1). Luego por el Teorema de Bolzano-Weierstrass, podemos encontrar una

subsucesion convergente de {un(f1)};°:1, digamos
W G, limu) (h) = Ay

Ahora consideremos la sucesién de valores de las funciones las cuales pertenecen a la
sucesion {u,(ql)}:f’:1 ent =t {uf})(tz)};":l. Este conjunto también es acotado debido a que
se satisface (2.1) y por tanto podemos volver aplicar el Teorema de Bolzano-Weierstrass
a este conjunto, dando la existencia de una subsucesién convergente de {uﬁ)(tz)}f:l,
digamos

W), lmud (k) = As.

Es importante notar que el orden relativo de dos funciones 1 y u; de la sucesion

{uﬁlz)(tz)}:f:1 es el mismo orden relativo que en la sucesién {u,(})(tl)};"zl.
Continuando este proceso indefinidamente, construimos un conjunto numerable

de sucesiones convergentes

“(11)(t1), “(zl)(tl), ”gl)(h), e %EI;M;(})(Q)=A1

”(12)(f2), ”(22)(f2), ”g)(tz)f v ylli_r){)louf)(tz):Az

uty, ), W), ... limul) = A,

n—o0
donde cada sucesién de nimeros es una subsucesioén de la anterior y en la cual el orden

de los elementos no estan alterados. Ahora definimos la sucesién {unk}]‘j‘;l de elementos
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de la diagonal de la matriz infinita construida anteriormente, en decir,

iy, = u®

. =u. , paratodok>1.

Afirmamos que esta sucesion converge en cada punto de F. En efecto, para cada j
fijo, la sucesion {u,, (t))}2, con k > j, es una subsucesion convergente de {ui{)(tj)};"zl y

converge a Aj;.
O

Lema 2.8. Sea {u,}" | una sucesion de funciones no decrecientes definidas sobre E. Si todas

las funciones de la sucesion {u,}. | estan acotadas por un tinico valor
lu, ()| <K, paratodon>1yte€E, (2.2)

entonces existe una subsucesion {u,, ;> de {u,}> . que converge a una funcién no decreciente
kKl k=1 n=1

u: E — Xen cada punto de E.

(o]

Demostracién: Aplicamos el Lema 2.7 a la sucesion {u,} ,,

tomando al conjunto F
como el conjunto de puntos racionales que pertenecen a E incluyendo el valor minimo
de E, min(E), si este es irracional, esto es F = (E N Q) U {min(E)}. Por tanto, existe una

subsucesion {u, 2, de {u,};  tal que
lim 1, (1)
existe y es finito en cada punto ¢; € F.

Seguidamente, definimos la funcién u : E — X como sigue:

I}im Uy, () siteF,
sup {lim unk(tj)} sit € E\F.

t]'<t, tjEF k—co

u(t) :==

Es claro que u es no decreciente en E ya que {u,}) ; es una sucesién de funciones no de-
crecientes en E. Como u es no decreciente se tiene que el conjunto de discontinuidades

D es a lo sumo numerable (ver [21], capitulo VIII).
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Ahora probaremos que
%im U, (to) = u(to) (2.3)
para cada punto ¢ty donde u sea continua. Sea € > 0 y sean t;,t; € F tal que
€
<ty < t]', M(t]) - M(ti) < E

Fijando t; y t;, escogemos un ntiimero natural ky tal que si k > ko,

1y, (1) — (ty)] < g (1) — u(t)| < g

De las desigualdades anteriores obtenemos que

u(to) — € < uy () < uy(t) <u(t) +e,

para k > ky. Ya que

unk(ti) < unk(tO) < uﬂk(tj)/

tenemos que

u(ty) — € < uy, (to) <u(ty) +e,

para k > ky. Esto prueba (2.3). Por tanto, la igualdad

Lim u,, (1) = u(t) (2.4)

puede fallar solo en el conjunto finito o numerable D, donde u es discontinua.

Para terminar la demostracién de este lema, aplicamos el Lema 1.18 a la sucesiéon

[ee]

{unte, , tomando F como el conjunto de aquellos puntos de D donde (2.4) no se

(o]

satisface. De esto resulta que existe una subsucesion de {u,};7 ,,

que denotaremos de
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la misma manera, la cual converge en todo punto de E ya que una subsucesiéon de una

sucesion convergente es también convergente. Entonces, definiendo
u(t) == lim u,, (),
k—o0
obtenemos una funcién que claramente es una funcién no decreciente.
O

A continuacién, enunciaremos y demostraremos un resultado mas que necesitare-

mos para la prueba del Principio de Seleccién de Helly.

Teorema 2.9. Sea {¢,};, una sucesion de funciones de variable real tal que @,(t) — @(t)

o
n=1

punto a punto sobre E C RR. Sea {v,}, una sucesion de funciones Holder de exponente

0 <y < 1de R en un espacio métrico X tal que H(v,) < C < oo para todo n > 1. Entonces

{0n © @ul, converge puntalmente sobre E si y sélo si, {v,}; | converge puntualmente sobre

@(E).

Demostracion:

(=) Supongamos que {v, o @,} ", converge puntalmente sobre E. Sea t € E y sea

y = lim 0, (pu(h)

Entonces

IA

d (v, (1), ) d (v, (1)), 0u (Pu(1))) + d (Vs (@u(t)) , )

C |pult) = @) +d (@a (Puld)), ) -

IA

Ya que los términos de la dltima suma anterior tiende a cero cuando n — oo, la

sucesion {v,} , converge puntualmente sobre ¢(E).
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(&) Supongamos ahora que la sucesién {v,} ; converge puntualmente sobre ¢(E).

Seat € Evysea
y= %g{}o o (@(1)) -

Entonces

IA

d (v, (pu(t), v) d vy (@u(t), va (@(1)) +d (0 (1), y)

C |pu() — )| +d (@a (@), ).

IN

Nuevamente, como los términos de la tltima suma del estimado anterior tiende a cero

cuando n — oo resulta que la sucesién {v, o ¢} converge puntalmente sobre E.

2.2.3 Principio de Seleccion de Helly parap > 1

En 1912, Eduard Helly (1884 - 1943), matemaético Austriaco, us6 la caracterizaciéon
de las funciones de variaciéon acotada dada por C. Jordan en 1881 para demostrar
un teorema de compacidad para funciones de variacion acotada el cual seria conocido
como el Principio de Seleccion de Helly. En 2005, John Porter en su articulo [24] demuestra
el Principio de Seleccién de Helly para las funciones de p-variaciéon acotada dando
asi una respuesta a un planteamiento presentado por Chistyakov y Galkin en [7].

En esta seccién enunciamos y demostramos, finalmente, el Principio de de Seleccién
de Helly para las funciones de p-variacién acotada usando los resultados presentados

en la seccién anterior.

Teorema 2.10 (Principio de Seleccién de Helly para las funciones de p-variacién aco-
tada). Sea {u,}) | una sucesion de funciones de p-variacion acotada uniformemente de E C IR
en un espacio métrico X, es decir,

sup V, (uy, E) < oo,

n>1



Cap. 2 El Principio de Seleccién de Helly para Funciones de p-Variaciéon Acotada 62

tal que {u,}

>, es precompacto puntualmente, esto es, la clausura de {u,(t) : n > 1} es

. * z o] (o]
compacto para cada t € E. Entonces existe una subsucesion {uy, 1,2, de {u,}, que converge

puntualmente en E a una funcion u : E — X de p-variacién acotada con

V,(u,E) < supV, (u,, E).

n>1

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que X es un espacio de Banach
ya que todo espacio métrico puede ser incluido isométricamente en un espacio de
Banach. Ahora, acorde con el Teorema 2.5, podemos representar a cada funcién u,
como una composiciéon u, = v,, o ¢, donde ¢,, es la funcién de p-variacién de u,
y Uy, @y, (E) = X es una funcién Holder de exponente y = % y H(v,,) < 1. Note
que {¢,,} ., es una sucesién de funciones de variable real no decreciente y acotada
uniformemente ya que {u,} ", es una sucesiéon de funciones de p-variaciéon acotada
uniformemente. Luego, por el Teorema 2.6, {¢,,}, tiene una subsucesion {(¢,, )},
que converge puntualmente a una funcién no decreciente ¢ : E — IR. Ademds, por
el Teorema 2.6, podemos extender cada funcién v, a una funcién Hoélder v, : R — X
tal que H (v,) < 3'7 H (v,). Ya que {v,, o Pu,}eq €8 precompacto puntualmente en E,
por el Teorema 2.9, {v,} | es precompacto puntualmente en ¢(E). Seguidamente, por
el Teorema de Arzela-Ascoli, existe una subsucesion {(v,).};?, 1a cual converge en ¢(E)
y nuevamente aplicando el Teorema 2.9, las funciones u,, = (@y,); © (v,); converge
puntualmente en E.

Finalmente,

V, (u,E) < sup V, (u,, E)

n>1

se satisface gracias a la propiedad (vi) de la Proposicién 2.4.



Capitulo 3

Principio de Seleccion de Helly para

Funciones de ®-Variacion Acotada

En esta seccion se desarrolla la teoria general de funciones de ®-variacién acotada
en el sentido de L. C. Young definidas sobre un subconjunto de la recta real y toma
valores en un espacio métrico o normado. Primeramente, enunciamos y demostramos
los teoremas estructurales y las propiedades que caracterizan esta clase de funciones.
Luego, el teorema clasico del Principio de Seleccién de Helly de la teoria de funciones

de variacién acotada es generalizado para las funciones de ®-variacién acotada.

3.1 Espacio de las Funciones de ®-Variacion Acotada.

A'lo largo de este capitulo utilizaremos la misma notacién presentada en el Capitu-
lo 2 de este trabajo. Ademads, denotaremos por ¥ al conjunto de todas las fun-
ciones @ : [0, 00) — [0, o) tales que ® es continua, estrictamente creciente, ®(0) = 0

y @(c0) = 0. Esto es

F = {P:[0,00) = [0, 00) : D continua, P(s) < (t) para todo s < t, D(0) = 0 y D(c0) = oo} .

63
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Proposicién 3.1. El conjunto ¥ es cerrado bajo la suma, producto, multiplicacién por un

escalar positivo y composicion de funciones. Mds aiin, si ® € ¥ entonces @ € F.

Demostracién: Sean @, W € ¥ y ¢ € (0, ). Entonces ®+ W, - W, c- P, oWy P!

son funciones continuas. Ademds, para s, f € [0,00) con s < t, se tiene que:
o (D+W)(s) = D(s) + W(s) < D(t) + F(t) = (D + ) (B).
o (D-W)(s) =D(s)- W(s) <D(t) - W(t) = (P - V) (D).
o (c-D)(s) =c-D(s) <c-D(f) = (c- D) ().
o (PoW)(s) = D(¥(s)) <D(¥(D) = (Do W) ()

Por tanto @+ W, ®- W, c- ® y @ o ¥ son funciones estrictamente creciente. Afirmamos
también que ®~! es una funcién estrictamente creciente. En efecto, sean s, t € @ ([0, 0))
cons < t. Entonces existen t(, sy € [0, c0) tnicos (ya que @ es inyectiva) tal que P(t)) = ¢

y @(sp) = s. Luego, como P es estrictamente creciente debe ocurrir que sy < t,. Asi
(D_l(S) =50 < tp= q)_l(t).

De esta manera, @~ ! es una funcién estrictamente creciente como hemos afirmado.
Finalmente, para® € {P+W, D W, c-®, oW, d!} claramente se tiene que @(0) = 0
y ©(c0) = co.

O

Definicién 3.1 (P-Variacion Total). Sea @ € ¥, f : ECR —» Xy T = {t;i}i., € T (E),

definimos

Volf,E] = ) (@od)(f(t), f(t:n). (3.1)
i=1

La ®-variacion total de f sobre E, denotada por V¢ (f, E), se define como

Vo (f,E) = sup{Vo|f E]:TeT (E)}. (3.2)
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Definicién 3.2 (P-Variacion Acotada). Dada una funcion @ € F, se dice que una funcion
f : E —> X es de ®-variacion acotada si Vo (f,E) es finito. El espacio de las funciones de

D-variacién acotada de E en X lo denotaremos por Vo (E; X) .

Observacién 6. Para funciones reales la definicion de Vo, (f, E) fue introducida por Young en

[27]y [28]. SiD(t) =17, t >0, p > 1, entonces

V,(fE) = Vo(f,E). (33)

3.2 Propiedades de las Funciones de ®-Variacién Acota-

da.

Ahora se enuncia y demuestran las propiedades generales para la ®-variacién las
cuales son una reformulacién de las propiedades generales para las funciones de p-

variaciéon acotada.

Proposicion 3.2. Sea f : E — X una funcion arbitraria y ® € F. Entonces:

(P1) (Minimalidad) Sit,s € E, entonces:

D (d(f(t), f(5))) < D (diam (f (E))) < Vo (f,E).

(P2) (Monotonia) Sia,b,t,s € Econa <t <s<b,entonces

Vo (fE) < Vo (£ E), VolfED<Vo(fE), Vo(fE)<Vo(fE).

(P3) (Semi-aditividad) Si t € E, entonces:

Vo (f,E))+ Vo (f,E[) < Vo(f,E).
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(P4) (Cambio de Variable) Si E; C Ry ¢ : E; — E es una funcién monétona (no

necesariamente estricta), entonces

Vo(f,p(E1) = Vo(foq,E).
(P5) (Regularidad) Vo (f, E) = sup {ch (f, Efj) :a,beE,a< b}.

Demostracién: La demostracién de esta proposicién se realiza usando la misma
linea de razonamiento como en [7] o como en la demostracién de la Proposicién 2.4

del Capitulo 2 de este manuscrito.
O

[o¢]

Proposicién 3.3. Si, cuandon — oo, la sucesion de funciones {CD‘l}  converge puntualmente
n=

a® € F y la sucesion de funciones {f,} ., C XF converge puntualmente sobre E (en la métrica

d)a f € XE, entonces

ch (f, E) < lim inf chn (fn/ E) .

Demostracién: Para cualquier T € {#;}, particion de E y n € IN tenemos

Vo, [fu, T]1 £ Vo, (fu, E). Si pin = d (fu (t), fu (tic1)) y pi = d (f (t:), f (ti=1)), entonces

Vo, Lfu TI=Vol£,T] = ) (@(pia) = ©(p).

Ya que d es continuo y f, — f puntualmente sobre el conjunto finito T, tenemos
Pin — pi cuando n — oo para todoi = 1,...,m, y ya que @, — @ puntualmente sobre

[0, 00), @, (pin) = @ (p;) cuando n — 0. Luego

Vo, [fu, T1 = Vo [f, T]

cuando n — oo y por tanto
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Vq) (f, E) < liminf Vq)” (fn; E) .
O

Proposicion 3.4. Sean ©, WV € F dos funciones tales que existen dos constantes C > 0y 6 > 0

para las cuales W(t) < C O(t) para todo t € [0, 0]. Entonces Vo (f,E) € Vy (f,E)

Demostracion: Sea f € Vo (f,E). Si T = {t;}_, es una particién de E, entonces

Volf, T] = ZCD(Pi) < Vo (f,E)  dondep; =d(f (t), f (ti))-

Hay menos de Vy (f, E) /®(0) términos en la suma anterior que son méds grande que P(9)
y por tanto el nimero de p;’s que son méds grande que 6 es menor que Vo, (f, E) /D(0).
Si p; < 6 entonces W(p;) < C @(p;) por hipétesis mientras que si p; > 6 tenemos que

W(p;) < W (diam (f (E))). Seguidamente,

Velf,T] = ) ¥ (p)

C Y @ (o) + W diam () o)

Vo (f,E)
()

IA

IA

C Vo (f, E) + W (diam (f (E)))
El estimado anterior vale para cualquier T € 7 (E) y por lo tanto f € Vy (f, E).
O

Antes de enunciar la siguiente propiedad que satisfacen las funciones de ®-

variacion acotada, introduciremos un par de definiciones.

Definicién 3.3 (Funcién super-aditiva). Se dice que una funcion ® € F es super-aditiva si

para todo t, s € [0, o0) se tiene que

O(t) + D(s) < D(t+5s).
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Definicién 3.4 (Funcion sub-aditiva). Se dice que una funciéon ® € ¥ es sub-aditiva si para

todo t,s € [0, 00) se tiene que
O(t+s) < D(t) + D(s).

Observacién 7. Note que si @ € F es super-aditiva si y sélo si @' € F es sub-aditiva. En
efecto,
(=) Sean t,s € ®([0,0)). Entonces existen ty,sy € [0, 0) tinicos tal que D (ty) =ty

D (sp) = s. Luego,

O(t+5) D1 (D (to) + P (s0))

IA

@~ (D (f + 50))
= ty+ 5y
= @7 (H) + D7(s).
Por tanto, si @ € F es super-aditiva entonces @ € F es sub-aditiva.

(&) Sean t,s € [0, 00). Entonces existen ty,sp € P ([0, 00)) tinicos tal que O(t) = to y

D(s) = sp. Luego,

Ot +5) = O(07 (to) + D7 (s0))
> O (q)_l (to + S()))
= ty+ 5y

= O(t) + D(s).
Por tanto, si @' € F es sub - aditiva entonces ® € F es super - aditiva.
O

Proposicién 3.5. Si ® € F es super -aditivay f : E — X es una funcién mondtona y acotada,

entonces
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Vo5 E) = @ dian (£ () = [sup 5 - inf /0 3.4

teE

Demostracién:

Para demostrar la igualdad (3.4) basta con probar que @ (diam (f (E))) < Vo (f,E)
ya que gracias a la propiedad (P1) de la Proposiciéon 3.2 se satisface la desigualdad
contraria @ (diam (f (E))) = Vo (f, E).

Bien, sean T = {t;}i_., € 7 (E) y t € E tal que t;_; <t < t; para algan 1 <k < n. En-

tonces, por la monotonia de f se tiene que

|f (t) = ftn)| = |f (B = F O]+ |f (1) = f ()| -

Luego, como @ es super-aditiva obtenemos

k-1

Yo - fef)+(f O - ft]) + @ (|f ¢ - £ 0])

i=1

* Z o (|f &) - £ (t:)])

i=k+1

Vo f, T U {t}]

IA

Z O(|f (t) - f (tn)]) + @ (|f (t) = £ (O] + |f (1) = f (1))

+ Y o(f ) - ft)])

i=k+1

= Zcb(lf(t» — f )+ (|f ) — £ ten)]) + Y @ (|f ) = £ (o))

i=k+1
= ‘/q)[f;jh].
Seguidamente, para todo T € 7 (E) tenemos

Vo [f, T] < Vo [f, tto, )] = (| (1) = f (t)]) <  (diam (£ (E))).

Luego, del estimado anterior obtenemos que Vo (f,T) < @ (diam (f (E))).
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Proposicién 3.6. Sean ®,W € ¥,c >0y f : E — X una funcion. Entonces:
(@) Vorw (f,E) = Vo (f,E)+ Vw(f,E).
(b) Vow (f,E) < Vo (f,E)- Vu(f,E).
(c) Veo (f,E)=c- Vo (f,E).
(d) Si @ es super-aditiva entonces
Voo (f,E) < @ (Vw (£, E)).
(e) Si® es sub-aditiva entonces
Voo (f,E) 2 @ (Vw (£, E)).
(f) Si @ es super-aditiva entonces
Vo (f,E) <@ (V1 (f, E))-
En particular, V1 (E; X) € Vo (E; X).
(g) Si®D es sub-aditiva entonces
Vo (f,E) 2 V1 (f,E).
En particular, Vo (E; X) € V4 (E; X).

Demostracion: Sea T € 7 (E). Entonces

Vorw [f, E]

Y (@ +W)od)(f k), f(t:)
i=1

Y @od)(F(t), f () + Y (Wod)(F(t),f (tin))
=1 i=1

Vo[f,E] + Vo [f,E].
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Tomando supremo sobre todas las particiones de E en ambos lados de la igualdad
anterior se obtiene (a). Ahora, para obtener (b) notemos que

Vow[f,E] = ) (@-®)od)(f (), f(t:))
i=1
Y @od)(f(t), f (ti)) - (¥ od)(f (1), f (1))

i=1

n

Y @od) (f(t), f (k) Y (Wod)(f(t), f(t)
i=1

i=1

Volf,E]- Vu[f, E].

IA

Seguidamente, para probar (c) note que

Veo[£LE] = ) ((c-®) od)(f(t), f (t:r))
i=1

n

Zc (Dod)(f(t), f(ti))

i=1

c- Z (D@od)(f(t),f (1)
i=1

C'Vq)[f,E].

Por otra parte, para probar (d) usamos el siguiente hecho

Vaoow [f, E]

Y (@0 W)od)(f (), f ()
i=1

Z O (Wod) (f(t), f(ti))

IN

CD[Z (Wod)(f(t),f (1)

i=1

O (Vg [f,E]).

Las demostraciones de la parte (e) y (g) son andlogas a las demostraciones de la parte
(d) y (f) respectivamente. La demostracién la parte (f) es como sigue: ya que @ es super-

aditiva se tiene que @' es sub-aditiva. Luego usando la parte (e) de esta proposicién
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obtenemos

Vi(f.E) = Vorreo (f,E) 2 @71 (Vo (£, E))

3.3 Un Teorema de Descomposicién para Funciones de

®d-Variacion Acotada

Primero que todo introducimos el médulo de continuidad de una funcién acotada.

Definicién 3.5 (Médulo de Continuidad). El médulo de continuidad de una funcién acotada
f+E— Xeslafuncién wyr : (0,00) — [0, 00) definida por
wse(p) = supsup{d(f(t), f(s)):t€Eylt—s|<p}, p>0. (3.5)
seE
En un hecho cléasico que el médulo de continuidad wy satisface las siguientes

propiedades: Para cualquier funcién acotada f : E — X, tenemos

(a) wyr esno decreciente sobre (0, 00).

(b) wfE(0) es finito y
wre(0) = 1pr>1£ wre(p) 20

(c) f esuniformemente continua sobre E siy sélo si wsg(0) = 0.
(d) SiE esun intervalo ya sea abierto o cerrado entonces wyr es sub-aditiva.

(e) SiE es un intervalo ya sea abierto o cerrado y f es una funcién uniformemente

continua sobre E, entonces wyr es continua sobre (0, 00).

(f) Parauna funciénw : [0, 00) — [0, o), las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) d(f(t), f(s)) <w (|t —s|) paratodo t,s € E.
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(ii) wfr < w sobre [0, o).

Ahora, enunciamos y demostramos el teorema de descomposiciéon para fun-

ciones de ®-variacion acotada.

Teorema 3.7. Una funcion f : E — X es de ®-variacién acotada si y sélo si existe una funcion
no decreciente y acotada ¢ : E — R y una funcion g : Ey = ¢ (E) — X tal que wgr, < P
sobre [0,00) y f = go @ sobre E. Mds aiin, si X es un espacio de Banach, la funciéon g : E; — X
puede ser extendida a una funcién ¢" : R — X tal que wgr, < Qg sobre [0, 00), donde

Qo € F estd definida por

Qq),f = 3 q)_l + a)q)-l,[OIL],
con L = Vg (f,E).

Demostracion:
La demostracién la haremos en tres partes.
Parte 1: Primero probaremos la condicién de suficiencia del teorema. Bien, para

cualquier particién T = {t;}_, de E tenemos:

Volf, TI = ) (@od)(3(p(t),g(p (k1))
i=1

Ahora, el estimado wgr, < @' junto con la monotonia y acotacion de la funcién ¢

implica que

Volf, Tl

IN

Y o (@7 (jo ) - t)]))
i=1

Y lot) - ¢ (tin)]
i=1

| (t) = @ (o))
sup ¢(f) — inf p(f)

teE

diam (¢ (E)) < co.

IN
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Luego, tomando el supremo sobre todas las particiones T de E se obtiene que
Vo (f, E) < oo. Por tanto, la funcién f es de @-variacién acotada.

Parte 2: En esta parte probaremos la condicién necesaria del teorema. Esto es,
obtendremos la descomposicién canénica de una funciéon de ®-variacién acotada.

Bien, definamos la funcién ¢ : E — R como

o(t) = Ve (f,E;), teE.

Afirmamos que ¢ es no negativa, acotada (ya que ¢(t) < Vo (f,E)para todo t € E) y
no decreciente gracias a la propiedad (P2) enunciada en la Proposicién 3.2. Ahora,

definimos la funcién g : E; — X como sigue

g(7) := f(t) para cualquier T € E tal que ¢(t) = 7.

para 7 € E;. Afirmamos que g estd bien definida sobre E;. En efecto, para t,s € E con

t < s. Gracias a las propiedades (P1) y (P3) de la Proposicién 3.2 tenemos que

D (d(f(s), f(1)) < Vo (f, E}) < (s) — (b). (3.6)

Si @(s) = @(t) entonces (3.6) implica que f(s) = f(t) y de esta manera se obtiene que g
estd bien definida.

Finalmente, de la definicién de la funcién g se tiene que f = g o ¢ sobre E y en
conjunto con la propiedad (P4) de la Proposicién 3.2 se tiene que g (E1) = f(E)en Xy
Vo (8,E:) = Vo (f, E)

Para terminar esta segunda parte, veamos que wgr, < ®'. Bien, para o, € E;
tenemos que @ = @(t) y p = @(s) para algunos t,s € E y por tanto, por (3.6) y la

definicién de g se sigue que

D (d (@), §(B))) = @A (f(1), £(5))) < |p(t) — p(s)| = le = BI.
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Luego,

d(g(a), g(B) < 7' (la — BI).-

De este tltimo estimado se obtiene wgr, < P,

Parte 3: Aqui probaremos la segunda parte del enunciado del teorema. Primero
supongamos que X es un espacio de Banach (real o complejo) con la norma || -||. Luego,
como ¢ es uniformemente continua sobre E;, ¢ admite una extensién g : E; — X que

satisface

lg(t) — gl <@ (t—sl), VtseE,. (3.7)

Definimos g restringida a E; igual a . El complemento R\E; es un conjunto abierto y
por lo tanto es unién (numerable a lo sumo) disjunta de intervalos abiertos no vacios
(ax, bx) para k € | con | € IN un conjunto a lo sumo numerable. Sobre los intervalos

(ax, bx) con by — a; < co definimos ¢* como sigue

_ 8(br) — g (ax)

= o1 (bk — le) , L€ (ak, bk), (38)

§H =8 +a® ' (t—a), o

donde ||ci|| < 1. Si g = —oco entonces definimos g*(t) = g (bx) para todo t € (oo, by) y si
b = oo entonces definimos ¢*(f) = g (ax) para todo t € (ax, ). En resumen, la funcién

g" : R — X se define como:

() sit € E,
. g(ﬂk) + Cx P! (t — ak) sit € ((Zk, bk) con by, — a; < oo,
gH=9_ . (3.9)
g (br) sit € (ag, by) conap = —oo,
g (ax) sit € (ax, by) con by = oo.

Es claro que ¢* extiende a g en toda la recta real. Ahora, demostremos que g* satisface

lo siguiente:
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I8°(t) =g’ G < Qo (t—sl), VtseR, (3.10)

donde Qg € F esta definida por

Qq),f = 3 (I)_l + Wo-1,[0,1]

con L := Vo (f,E). Bien, parat,s € R con s < t tenemos cuatro casos:

Caso 1: Si t,s € E; es claro que g* satisface (3.10) ya que ¢* = g sobre E; y g satisface
(3.7) en E;.

Caso 2: Supongamos que t ¢ E; y s € E;. En este caso tenemos s < a; < t < by para

algtin k € J. Si by = oo, entonces () = g (ax) y asi

I8°(8) = ')l = lIg (@) = O < @7 (@ — 5) < D7 (¢ ~s).

Si by < 00, entonces

g (1) = &)l 1g"(5) — & (ax) + & (ax) — &' ()

< lIg°®) -8 @)l + g (ax) — g°G)I

= g’ () — g @) Il + llg (ax) — g(s)ll

= g (@) +c @' (t—a) — g (@) l| + IIg (%) — )|
= lex @7 (t = ap) || + 1Ig (ax) = SO

= el @71 (¢ = @) + IIg (@) — g

< el @71 (= a) + D7 (3 — 9)

< 2071 (t-5).

Caso 3: Supongamos que s ¢ E; y t € E;. Aqui tenemos a; < s < by < t para algtn

k € J. Siax = —oco entonces g*(s) = g (by) y asi
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I8°(#) = ') = lIg(t) =g G | < D71 (¢ = by) < DTt~ s).

Ahora, si g, > —oo entonces [ay, bx] C [0,L] y por tanto

I8 (8) = &GN = IIg (ax) = g < P (ax = 5) < D7t — ).

Si by < o0, entonces

g () — g )l Ig"(#) — & (br) + & (br) — &)

< g’ =g ) I + 1" (bx) — gl

= 1Ig(t) — g W) I + I3 (@) + cx @' (b — ) — g () — e D" (s — ) ||
= Ig(t) =3O Il + llcx @' (b — ax) — cx D" (s — ) ||

= IIg(t) = Z B I+ llcx (7 (b —ap) — @7 (s — ap)

= II3(t) = F B Il + lleall (7" (b — a) — @7 (s — )

= 5 -3 @)1 + |7 (b — ar) — D7 (s — )

< O lt-b)+ we-1jo,1) (b — ax — (s — ax))

< R (t - S) + Wo-1[0,1] (bk - S) .

Caso 4: Supongamos que s,t ¢ E;. En este tltimo caso tenemos s € (e, br) y t €
(am, by) para algunos t,s € J. Asumamos primero que m =k, asi que ay < s <t < by. Si

ar = —o0 0 by = oo entonces

18" () —g' Gl = 0.

Sia > —oo y by < 0o entonces [a;, br] C[0,L]y
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Ig®H =g = 1ga) + @ (t—a) =3 (@) —c @' (s —ay) |
= lloc @' (t—a) — e @ (s —ap) ||
= o (@7 (t— @) = @7 (s —ay) |
= el [@7' (¢t = a) = D7 (s — )|
< @ (t-a) - 07 (s — o)
< won o (E—ax — (s —ax))
= w1t —9)

Ahora asumamos que m # k, asi que a; < s < by < t. Si ar = —o0 entonces g*(s) = " (bx)

y similar al caso dos tenemos:

I8 =¢GN =gt~ g G <P (t—b) <207 (¢ ~5).

Luego, si a; > —oo entonces [ay, bx] C [0,L] y como en los casos 2 y 3 se tiene que:

18" () =g Gl < 1Ig7(5) = & L) I + lIg” (i) — g (D)l
O (t = by) + (D7 (b — ) + Wt o, (B — 9))

IN

IA

3971 (t - S) + Wo-1[0,1] (t — S)

Qq),f(t - S).

Por lo tanto, en todos los casos tenemos el estimado deseado (3.10).
Finalmente, como consecuencia del hecho que @' € F y las propiedades (a), (b),
(c) y (e) del médulo de continuidad de la funcién f descrita al inicio de esta subseccién

se tiene que Qg r € F.
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3.4 Propiedades de Continuidad de las Funciones de ®-

Variacion Acotada

En esta subseccién enunciamos y demostramos algunas propiedades de continuidad
de las funciones de ®-variacion acotada que necesitaremos para probar el Principio de
Seleccion de Helly para esta clase de funciones.

A lo largo de esta subseccién asumiremos que (X, d) es un espacio métrico, ® € ¥
es una funcién dada, f : E C R — X es una funcion fija de ®-variacién acotada y la
funcién ¢ : E — R estd definida por ¢(t) = Vo ( f, Et‘) parat € E. Ademads, introducimos

la siguiente notacion:

e [imite lateral a derecha

f )

lier(s), s e E.

e Limite lateral a izquierda

f(t) ILI? f(s), s€E.

Lema 3.8. Sia,b,s € E entonces

(@od)(f(b), f(@) < (@od)(f(s), f(D)) +w(d(f(D), f(5))),
donde w(p) = wao(p), p >0, @ (0*) =0y L = diam (f (E)).

Demostracién: Ya que d(f(t), f(s)) < L para todo t,s € E, por la definicion de w y la

continuidad de d tenemos que

(@ o d) (f(b), f())|

(@ 0 d) (f(b), (@) + (D o d) (£(5), f(@) = (@ o d) (f(s), f(@))
(@0 d) (f(b), f(@) = (@ o d) (f(5), f@)| +|(@ o d) (£5), f(@))
o (|d(f (), f(@) = d(f(s), f@)]) + (@ o d) ((s), f(a))

0 (d(f(), f(5))) + (@ 0 d) (f(5), f(@)).

(@ o d)(f(b), f(a))

IN

IN

IA
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Lo anterior ocurre paraa,b,s € E m|

Lema 3.9. Sit € E es un punto limite de cada uno de los conjuntos E; y E/, entonces

) —pt) < w(A)+w(B), (3.11)

donde la funcién w es la misma que en el Lema 3.8 y

A=A(f,H = im d(f(t), f(5)), s €E, (3.12)
B =B(f,) = lim d(f(s), f(t)), s € E. (3.13)

Demostracién: Fijemos un € > 0. En virtud a (3.12) y (3.13), escogemos ay, by € E

conay <t < by tal que

[A(f(H), fs) —A| < e Vs€E, ay<s<t, (3.14)
[d(f(s), f(t)) —B| <€ Vs€E, t<s<by. (3.15)

SeaT = {ty <t < .. <ty <t,} una particion del conjunto E, con la propiedad

() (bo) - < Vo [f, T] . (316)

Esta tltima propiedad vale por la definicién de ¢ (by) y la caracterizacién del supremo.

Consideremos el caso en que ¢y < t < t,. Aqui hay dos posibilidades
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(I) Supongamos quet ¢ T. Entonces existe unk € {1, ..., n} tal que t,_; <t < t;. Luego,

Volf, T] = Z (@ od)(f(t), f (ti1))
k-1

=) (Pod)(f(t), f(ti)) + (D od)(f (t), f (tk-1))
i=1

+ ) (@od)(f k), f (ki)

i=k+1

<@ (ter) + (@od) (f (), f (t1)) + Vo (£, EY)

tx

< @ (1) + (@ o d) (f (), f (1)) + @ (bo) — ¢ (£) (3.17)
En la dltima desigualdad hemos usado el hecho de que
Vo (f.EP) < @ bo) = (t) < ¢ (bo) — @ (t7),

gracias a la propiedad (P3) enunciada en la Proposicién 3.2. Ahora, tenemos dos

subcasos:

(I.1) Supongamos que ay < t_1. Entonces, teniendo en cuenta la definicién de w,

(3.14), (3.15) y la desigualdad triangular para d obtenemos

(@ od)(f (), f (te-1))

IA

w(d(f (), f (t-1)))
w@(f (), f(t)+d(f(t), f (1))

< w(A+e+B+e).

INA

Luego, en virtud de (3.17) se sigue que
Volf,T] < ot )+w(A+B+2¢)+¢@by) —e(th). (3.18)

(I.2) Supongamos que t;_; < a9. Entonces, aplicando el Lema 3.8 con a = t;_;,

s =ayy b = t, usando la desigualdad triangular para d, (3.14) y (3.15)
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tenemos que

IA

(@od)(f (), f () < (Pod)(f (@), f(t)) + @ (d(f (), f (a0)))
w (d(f (t), f (te-1)) +d (f (&), f (1))
+(@od)(f (a0), f (te-1))

< (@od)(f(ao), f(t-1))+w(A+B+2e€).

IA

Ahora, en virtud de (3.17) y la propiedad (P3) se tiene que

Volf, TI< @ (ta) + w(A+B+26) + ¢ (bo) — ¢ ()
(@ od)(f(a0), f (t-1))
<@a)) +w(A+B+2¢)+¢(by) — @ ()
<SpEt)+w(A+B+2e)+@(by) — (). (3.19)

(II) Consideremos la segunda posibilidad, t € T. Entonces existe unk € {1, ...,n — 1}

tal que t = t;. Luego,

k-1
Volf, T1= ) (@od)(f(t), f (ti) + (@od) (f (1), f (k1))
i=1

+(@od)(f (b)), fB) + ), (@od)(f(t), f (ti1))

i=k+2

<@ () + (@od) (f (), f (t1)) + @ (B+€) + ¢ (bo) — ("), (3.20)

donde hemos usado la definicién de w y (3.15) en esta tiltima desigualdad. Como

antes, tenemos dos posibles subcasos:

(IL1) Supongamosqueay < t;_1. Entonces, tomando en consideracién la definicion

de w y (3.14) obtenemos
(@od)(f (), f(t1) < @@(f (), f(t))) Sw(A+e),
y asi, por (3.20), se tiene que

Volf,T] < o(t)+wA+e)+wB+e)+@(by)—@(t). (3.21)
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(I.2) Ahora asumamos que t,_; < ay. Entonces, aplicando el Lema 3.8 cona = t;_4,

s=apyb =t =tyusando (3.14), se tiene que

(@od)(f (D), f (t-1))

IA

(@ od)(f(a0), f (te-1)) + w @ (f (), f (a0)))
(@ od)(f (@), f (1)) + w (A +e).

IA

Luego, en virtud a (3.20) se sigue que

Volf,T] <o (lh-1) +w(A+€)+w(B+e€)+ @ (b)) — ()
+(Dod)(f(ao), f (ti-1))
<pt)+wA+e)+wB+e)+@by)—@ ). (3.22)

Resumiendo, de (3.18), (3.19), (3.21), (3.22) y la propiedad (d) que satisface el
modulo de continuidad concluimos que en ambos casos (I) y (II) tenemos la siguiente

desigualdad
Volf,T] £ @)+ (t)—p(t)+w(A+e)+w(B+e). (3.23)

Parael casoenquet <t 6 t, < t se puede obtener la desigualdad anterior (3.23)
de manera similar al caso ty < t < t,.

Por tanto, de (3.23) y (3.16) obtenemos
pt)—pt) < w@A+e)+w(B+e)+e, Ve>D0.

Finalmente, haciendo tender € a 0" y tomando en cuenta la propiedad (e) que satisface

el mddulo de continuidad se obtiene el resultado del Lema 3.9.

Teorema 3.10. f es continua en el punto t € E si y sélo si la funcion ¢ es continua en t.

Demostracion:

La condicién de suficiencia se sigue del hecho de que
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d(fis), f(t)) < @ (jps)—®)]), seE.

Ahora, la condicién de necesidad se obtiene del Lema 3.9 y las propiedades del

mo&dulo de continuidad.

3.5 Teorema de Compacidad para las Funciones de O-

Variacion Acotada

En esta subseccién enunciamos y demostramos un resultado de compacidad relativo
a las funciones de ®-variacién acotada, el cual, en la teoria de funciones de p-variaciéon

acotada con p > 1 es conocido como el Principio de Seleccién de Helly.

Teorema 3.11 (Principio de Seleccién de Helly para funciones de ®-variacién acotada).
Sean ® € ¥, K un subconjunto compacto del espacio métrico X y sea G una familia infinita de

funciones continuas de intervalo [a, b] en K de ®-variacion acotada uniformemente, es decir,

sup Vo (f,[a,b]) < oo
feg

Entonces, existe una sucesion de funciones de G que converge puntualmente sobre [a, b] a una
funcién de [a, b] en K de ®-variacion acotada.
Mis aiin, si X es un espacio de Banach, entonces el teorema vale sin suponer la continuidad

de la familia de funciones, G.

Demostracion:
La demostracién la haremos en tres pasos.
Paso 1: De acuerdo al Teorema 3.7 podemos escribir cualquier funcién f € G

de la forma f = gy o @y sobre [a,b], donde @f(t) = Vo (f, [a,t]) para t € [a,b] y
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gr+ Evf = ¢y ([a,b]) — K es una funcién tal que wy, r, . < ®~! sobre [0, ). La familia
de funciones no negativas y no decrecientes {¢s : f € G} es infinita y uniformemente

acotada sobre [g, b] ya que

diam (¢ ([a,b])) = @(b) = Vo (f, [,b]);

y por tanto, contiene una sucesién de funciones {¢,} ., correspondiente a la descom-
posicién f, = g, o ¢, (es decir, g, = g7, Y ¢» = ¢y,) para todo n € N, la cual converge
puntualmente sobre [a, b] a una funcién no negativa y no decreciente ¢ : [2,b] — R. Si
I=¢®)yl, = ¢@ub)entonces 0 </ < ooyl, — I cuando n — oo.

Paso 2: Supongamos que la familia G consiste de funciones continuas. Ya que f,
es continua se tiene que, por el Teorema 3.10, ¢, es continua. Por tanto, la funcién g,
estd definida sobre el intervalo Ey ¢ = ¢y ([a, b]) = [0, ,,]. Sil, > l entonces consideramos
gn solo en el intervalo [0, ]. En caso de que [, < I entonces extendemos g, sobre (I, )
definiendo g,(7) = g, (l,) para todo 7 € (I, ]. Seguidamente wg, 0] < ®~! sobre [0, ),

por lo que la sucesion {g,} ., c K%/

es equicontinuo. Por tanto, de acuerdo al Teorema
de Arzela-Ascoli, {g.} ., es precompacto en el espacio C ([0,/];K). De esta manera,
{gn},_, tiene una subsucesion {g,,},-, que convergente uniformemente a g : [0,/] — K
tal que wg o) < P! sobre [0, o). Luego, por la Parte 1 de la demostracién del Teorema
3.7, 1a funcién composicién f = go ¢ : [a,b] = K es de ®-variacién acotada. Ahora, si

t € [a, b] tenemos

d (fu, (B, f(1)

d (8w, © ®n) (1), (8 0 @) (1))
d (S, (@ (D), &u (P(1))) +d (8, (0(1)), g (P(1)))
7 (|pu, (5) — 9()]) + d (31, (1)), 8 (P(1))

IA

IA

Los términos en la tltima suma tienden a cero cuando k — oo por lo que la sucesién

{fu}1o; converge puntualmente sobre [a,b] a f € Vo ([a,b]; K).
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Paso 3: Sean X un espacio de Banach y G una familia de funciones de [a,b]
en K de ®-variacién acotada uniformemente. Usando el argumento del Paso 1, en
este caso tenemos E;, = ¢, ([a,b]) C[0,1,]. Si L = sup, [, entonces 0 < L < ooy
| =lim,_, [, < L, Denotamos por g, la restriccién de g, dado por la tercera parte de
la demostracion del Teorema 3.7. Para todo n € IN tenemos wg; o] < Qo sobre [0, L]
y por tanto, por el Teorema de Arzeld - Ascoli, la sucesion {g,} -, € KI%H tiene una
subsucesion {g,, }°", que converge uniformemente. Sea g el limite uniforme de {g, }._ ;.
Entonces, si definimos f = go ¢ : [a,b] — K, para todo t € [a, D] se tiene que (como el

final del paso 2)

d(fu &), fB) = d((&n ©Pn) (1), (g0 ) (1)

O (|pu (1) — 9(8)]) + d @y (1)), Z (9(1))).

IN

Por tanto, f, converge puntualmente sobre [4,b] a f cuando k — oo.

Finalmente, aplicando la Proposicién 3.3 obtenemos que f € Vq ([a, b]; K) .



Capitulo I

Algunas aplicaciones del Principio de

Seleccion de Helly

En este capitulo se presenta tres aplicaciones del Principio de Seleccién de Helly en

estudio de topicos relacionado con la ingenieria.

4.1 Control térmico del modelo de Souza-Auricchio

En esta seccion presentamos como se aplica el Principio de Seleccién de Helly para el
control térmico del modelo de Souza-Auricchio para aleaciones con memoria de forma.
Este trabajo esta realizado por los investigadores Michela Eleuteri (Dipartimento di
Matematica, Universita di Trento, Italy), Luca Lussardi (Technische Universitdt Dort-
mund, Dortmund, Germany) y Ulisse Stefanelli (Istituto di Matematica Applicata e
Tecnologie Informatiche, Pavia, Italy and Weierstrass-Institut fiir Angewandte Ana-
lysis und Stochastik, Berlin, Germany); donde se estudia la existencia de una solucién

débil del problema quasiestético

87
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¢(e(m)—z) =0 en QX (0,T)
V-o+f =0 en Q% (0,T)
u =uP" sobreTIp; % (0,T) @)
on =g sobre I';, X (0, T)
ID (2 () + W (u(t), z(t), 6(t) =0  enL?(Q;RTY), Ve (0,T)

z(0) =2 enQ.

Aqui, o denota el stress, n es el vector normal exterior a dQ), d es la (posiblemente
parcial) subdiferencial en L2 (Q; ]Rgexvd) en el sentido del analisis convexo [4], R%? es
el subespacio de los 2-tensores simétricos en IR los cuales son tensores simétricos de
derivacion, Iy N Ty = 9Q, Tpyy N Ty = O con H! (Tpy) > 0,uP™ € W (0, T; H' (Q, R))
es la condicién de Dirichlet no homogénea prescrita en I'p;, ¢ es el 4-tensor de elasti-

cidad simétrica y definida positiva y finalmente,
W Y (uP"(#)) = [0, 00)

es el funcional de energia almacenada en el cuerpo Q) en el tiempo ¢t € [0, T] definido

por
W(u,z0(t) = Cl(e(u)—2z)+ f (%Izl2 + I(z)) dx + vf |Vz|dx + fﬁ (6(1)) |z|dx,
Q Q Q
siendo C : H' (Q; H{fﬁ) — [0, =) el funcional de energia elastica definido como

C@) = %LTr(u-(ta)dx,

Yu) = {(u, z) € H (Q,' le) x L2 (Q; ]RdXd) . U = U sobre FDir} )

der

Eleuteri, Lussardi y Stefanelli encuentran soluciones energéticas & la Mielke

(ver por ejemplo [19] o [18]), llamadas trayectorias (u(t),z(t)) € Y(uDi’(t)) tal que
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(1(0), z(0)) = (u°,2°), las funciones

- (I = -ud u dH!
t (' (t), u(t)) fo u x+frtrg udH*,
t o BO) O'(F) ()]

sean integrables y para todo t € (0, T] se tienen dos condiciones

(a) Estabilidad:
(u(t), z(t)) € S(t, 6(t)), (4.2)
donde

St0) = {2 eY (W) : e(w,z) <oy V(@ z) e (ulr(t)).

(b) Balance de energia: Si definimos

Py(t) = e(u(b), z(t)) + F(O(t), z(t)) — <I(£), u(t)) + Dissp (z, s, t])

P, = f f B(O(t)) O (b) |z(t)] dx ds
po= - [eouons
tenemos que
Pl(t) = P1(0)+P2+P3. (43)

Aqui
N
Dissp (z,[s,t]) = sup {Z D(z(t),z(tii1)) : s=to<th <..<Iiy= T}.
i=1

A continuacién, presentamos el resultado principal de esta seccién y finalmente

mostramos como interviene el Principio de Seleccién de Helly en la prueba del mismo.

Teorema 4.1. Supongamos que uP" € W1 (0, T;HY (Q, IRd)), fewlt (O, T;L? (Q, ]Rd)) y
g € W'(0,T; L2 (T, R?)). Dado © € W'(0, T) y un valor inicial (u°,z°) € S(0, 6(0)), existe
una solucion energética (u,z) del problema (4.1) en el sentido (4.2)-(4.3). Mds atin, todas las

soluciones energéticas pertenecen a W' (O, T;H° (Q, le)) x L? (Q, lRZexrd).
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En la prueba de este teorema se hace via discretizacion en la variable temporal.
El Principio de Seleccién de Helly (una version generalizada presentada en [17]) se
utiliza para la convergencia de una evolucién de tiempo continuo obteniendo asi la
existencia de una funcién ¢ : [0, T] — (0, o) no decreciente y de una subsucesién de

{za(t)},=1, 1a cual la denotaremos de la misma manera, tal que

e z,(t) — z(t) débil estrella en BV (Q, IRgeer), Yt € [0, T].

o Dissp (z,,[0,t]) — @(t), para todo t € [0, T].
e Dissp(z,[s, t]) < @(t) — ¢(s), para todo (s, t) C [0, T].

Los tres hechos anteriores es de vital importancia para asegurar la existencia de una

solucién energética del problema (4.1).

4.2 Derivacién de modelos rigidos-plasticos

En [12] presentan una derivacién rigurosa de rigidez - plasticidad como el limite de
la elasto - plasticidad cuando la elasticidad tiende a infinito. Se considera un material
elasto-plastico homogéneo el cual ocupa un volumen w C R" con n = 2 6 3, satisfa-
ciendo la ley de Hooke en C. Ademads, se asume que el cuerpo esta sujeto a un proceso
de carga dependiente del tiempo durante un intervalo de tiempo [0, T] junto con f(t)
como cuerpo de carga, g(t) como superficie de carga sobre I'y de dQ y w(t) como el
desplazamiento de carga sobre la parte complementaria de I'p de 0Q).

Seguidamente, se define la tensién infinitesimal Eu(t) en t como

Eu(t) =e(t) +p(t)en (),
u(t) = w(t) sobre I'p,
donde e(t) y p(t) denotan la tension eléstica y la tension pldstica respectivamente.
En este contexto, el Principio de Seleccién de Helly asegura la existencia de una

subsucesion de {p°}. independiente del tiempo tal que p® — p(t) (convergencia débil
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estrella) en el espacio de medidas Radon acotadas sobre ) U I', con valores sobre las
matrices simétricas de traza libre obteniendo asi un resultado muy importante para la

derivacién de modelos rigidos - plastica.

4.3 Existencia de soluciones de “measure differential

equations”™

Para finalizar con las aplicaciones del Principio de Seleccién de Helly, presentamos
el trabajo de Candra y Ram sobre la existencia y unicidad de “measure differential
equations”” en el cual muestran la existencia de una solucién débil (bajo ciertas condi-
ciones) de un problema (que plantearemos més adelante) aplicando el Principio de
Seleccion de Helly.

En [5] consideran la siguiente ecuacién diferencial
Dx = f(t,x) + G(t,x) Du, (4.4)

donde f y G estdn definidas sobre el conjunto (0, c0) X IR" con valores en R" y M, (R);
u es una funcién continua a derecha de variacién acotada en (0, o) con valores en R™.
Uno de los resultados importante presentados en [5] es sobre la existencia local de

una solucién de (4.4):
Teorema 4.2. Supongamos que f y G satisfacen las siguientes condiciones sobre
E = {(t,x) : telto,tl], Ix—xl<b} (b>0)
o f(t, x)es medible en t para cada x,
e f(t, x) es continua en x para cada t,

e Existe una funcion medible Lebesgue r tal que

If(t, )| < r(t), (t,x) €E,
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o G(t,x(t)) es continua en x para cada t,

o G(t, x(t)) es una funcién du-integrable para cada x(-) € BV ([to, t1]) con valores en

Sp(x0) = {x € R" : |x —xo| < b},

e Existe una funcion dv,-integrable, la cual denotaremos por w, tal que

IG(t,x)| <w(t) (t,x)€E,

donde v, denota la variacién total de u. Entonces existe una solucion x(-) de (4.4) definida sobre

algiin intervalo de la forma [ty, ty + a] satisfaciendo la condicion inicial x(t,) = xo.

En la demostracién de este teorema se aplica el Principio de Selecciéon de Helly
para asegurar la existencia de una subsucesién {ikf } de la sucesién de funciones de
variacion acotada uniforme sobre [tg, tg + a, {fk} y de una funcién x* tal que

lim #5(t) = x°(t),  t € [to, to +al.
]—)OO
Luego, junto con algunos argumentos de teoria de la medida, se llega a la conclusiéon

de que x* es la solucién de (4.4) sobre [t, ty + a] que pasa por (ty, xo).



Conclusiones y Recomendaciones

Cuando se estudian espacios métricos es importante determinar los subconjuntos
compactos, es decir, aquellos conjuntos cuyas sucesiones poseen subsucesiones con-
vergentes. A esta interrogante intentan responder varias versiones del Principio de
Selecciéon de Helly, que ha sido demostrada para distintos espacios de funciones con
algtn tipo de variacién acotada.

La primera versiéon de este teorema, que aparece en muchos libros clédsicos de
andlisis, fue demostrada para el espacio BV|[a, b] (Ver por ejemplo [21]). En 1959, J.
Musielak y W. Orlicz [20] demuestran una versién para el espacio BV ,[4,b] y en 1972
Waterman observa la validez del mismo resultado para el espacio ABV|[a, b]

La intencién de este trabajo es recopilar varias versiones del Principio de Seleccién
de Helly para diferentes clases de funciones de variacién acotada como un primer
paso con el fin de la familiarizacién de los conceptos claves y resultados relevantes
que posee este topico para, posteriormente, seguir en el estudio de este principio para
otras clases de funciones con algtn otro tipo de variacién acotada.

Es imperativo obtener resultados de compacidad en espacios métrico ya que, como
se ha podido apreciar en el capitulo 4, el Principio de Selecciéon de Helly es una de las
herramientas importantes de la matematica para obtener resultados de existencia en
el andlisis matematico, teoria de probablidad, etc.

Para otros espacios de funciones con algtn tipo de variacién, como RV, [a,b];
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BV,la,b]; RV, nla,b] no conocemos version de este teorema. Sin embargo, estimamos
que en estos espacios podran establecer teorema tipo “Arzela-Ascoli”” (ver [13] o [15]).

Establecer un teorema de compacidad para los espacios anteriormente menciona-
dos es el proximo paso en la investigacion, lo cual se desarrollard en un trabajo de

maestria més adelante.
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