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Resumen

En este trabajo de tesis se estudian dos problemas de estimación: ajuste de modelos matemáticos a
datos de dinámicasmoleculares y descargas neuronales, y generación demétodos de aproximación para
la simulación del transporte de desechos orgánicos en cuerpos de agua cerrados y poco profundos.

Para resolver el primer problema, se definen estimadores no paramétricos de la densidad de la solu-
ción y los coeficientes de sistemas hipoelípticos de ecuaciones diferenciales estocásticas (EDEs), usados
paramodelar los datos de interés. La aproximación de estos elementos permite: 1) definir explicitamente
un sistema de EDEs que explica el comportamiento de los datos, y 2) dar respuesta a otro tipo de incog-
nitas, como por ejemplo predicciones asociadas al evento de donde provienen los datos. Los sistemas
hipoelípticos considerados para modelar este tipo de datos están caracterizados por una relación de ge-
neración y disipación de energía entre su drift y su coeficiente de difusión. Esta relación de fluctuación-
disipación, implica la simplificación de hipótesis que garantizan la convergencia de los estimadores a
los parámetros de la EDE que estiman.

Con el objetivo de analizar la bondad de los estimadores propuestos se realizan experimentos nu-
méricos con cuatro sistemas hipoelípticos de EDEs. Por cada sistema se aproxima una realización, para
evaluar los estimadores y comparar estos resultados con los coeficientes del sistema hipoelíptico del que
se generó la realización. También se realizan pruebas correspodientes al error de estimación: cáculo del
error cuadrático medio integrado relativo de cada estimador, y tasa de convergencia del método que
define el algoritmo, con el que se generan las muestras de las trayectorias del sistema en estudio .

Con respecto al segundoproblemade estimación, se consideran losmodelos estocásticos paseo alea-
torio y vuelo aleatorio, complementados con las condiciones de borde de Newmann correspondientes
al caso estocástico, para simular el desplazamiento de desechos orgánicos en el agua: movidos por la
corriente del agua (aproximada con las ecuaciones de Saint-Venant) y las colisiones de las partículas del
contaminante con las moléculas propias del agua (aproximadas con variables aleatorias y datos expe-
rimentales). Como una aplicación, se implementan los modelos estocásticos para simular la dispersión
real de desechos orgánicos en el Lago de Valencia durante un período de tiempo específico. Para llevar
a cabo estas implementaciones, se considera como condición inicial de los modelos una distribución
que simula la clorofila en el Lago de Valencia en un instante de tiempo específico, concebido como el
instante incicial de observación de la dispersión del contaminante en el lago. Se asume la presencia de
clorofila en el lago como indicador de la presencia del contaminante, basados en el hecho de que los
componentes fundamentales de los desechos orgánicos (fósforo y nitrógeno), descargados en cuerpos
de agua, son los principales nutrientes de los elementos que contienen clorofila (como las algas).

La presencia de clorofila en el lago se determina a través de su índice de vegetación (NDV I ), el cual se
calcula a partir de sus imágenes satelitales. El procedimiento de aproximación para la condición inicial
se ejecuta usando un algoritmo de rebote en el borde que garantiza el rebote simétrico, al interior del
lago, de las particulas del contaminante que arriban a la parte exterior de su borde. La condición inicial
así fabricada corresponde a una distribución de probabilidad que aproxima con precisión la distribución
real de los desechos orgánicos en el lago, correspondiente al instante de tiempo inicial de observación,
debido a que no está definida únicamente por la posiciones en donde se observa clorofila, sino también
por una medida de la densidad de la clorofila en estas posiciones.
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Lista de Símbolos

∂Θ frontera de un subconjuntoΘ de Rd .

L Generador infinitesimal de una difusion de Ito

E denota la esperanza de una función medible.

L∞(μ) conjunto de funciónes esencialmente acotadas.

B(Rd ) es la σ−álgebra de Borel en Rd con la topología euclidea.

Cb(R) es el conjunto de funciones h : R→R continuas y acotadas.

H declaración del espacio de probabilidad sobre el que están definidas los procesos so-
lución de los sistemas de EDE estudiadas (declarada en la sección 1.1)

H0 hipótesis sobre los coeficientes de un sistema hipoelíptico de ecuaciones diferenciales
(declaradas en la sección 2.1)

H ′
0,1 hipótesis sobre los coeficientes de un sistema hipoelíptico de ecuaciones diferenciales

(declaradas en la sección 2.1)

H ′
0,2 hipótesis sobre los coeficientes de un sistema hipoelíptico de ecuaciones diferenciales

(declaradas en la sección 2.1)

H ′
1 hipótesis sobre los coeficientes de un sistema hipoelíptico de ecuaciones diferenciales

(declaradas en la sección 2.1)

μ1⊥μ2 las medidas μ1 y μ2 son mutuamente singulares.

∇ Gradiente de una función escalar

∇yF Gradiente de F (x, y) con respecto a y .

N Conjunto de números naturales.

Θ clausura del subconjuntoΘ⊂Rd

R+ Números reales no negativos.

Bb(R
d ) colección de funciones a valores reales, medibles con respecto aB(Rd ) y acotadas.

DL dominio del generador infinitesimalL con respecto a Rd

DL (z) dominio del generador infinitesimalL con respecto a un z fijo en Rd .

M(Rd ,Rr ) es el espacio normado de matrices de orden d × r .
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C ([0,∞),Rd ) conjunto de funciones continuas de [0,∞) en Rd .

C (Θ) colección de funciones f : Θ→R, continuas.

C1,2
0 (R2d ) conjunto de funciones f (x, y) tales que ∂kx f , k = 0,1 y ∂ly f , l = 1,2 son continuas y

tienen soporte compacto.

C∞(Rd ) es el espacio de funciones f : Rd →R infinitamente diferenciables.

C2
0 conjunto de funciones con segunda derivada continua y soporte compacto.

Cb(R
d ) conjunto de funciones continuas y acotadas de Rd en R.

EDEs Ecuaciones diferenciales estocásticas

HS Norma de Hilbert-Schmidt para operadores

Id es la d ×d matriz identidad, para d ∈N.
L1(Rd ,μ) conjunto de funciones de Rd en R, integrables con respecto a μ.

MSE error cuadrático medio.

NC longitud de correlación de una muestra (ver sección 3.1)

NDV I índice de vegetación de diferencias normalizado

RC tasa de convergencia

RMISE Error cuadrático medio integrado relativo

tr denota la traza en una matriz

W 1,1
loc (Θ) funciones en un espacio de Sobolev, localmente integrables y con primera derivada

débil enΘ

W 2,∞(Θ) espacio de Sobolev de funciones dos veces debilmente diferenciables y esencialmente
acotadas enΘ

EDE Ecuación diferencial estocástica.
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Introducción

Elmodelado de fenómenos reales usando procesos de difusión es un importante ymuy activo campo
de investigación. Esto se debe a que una gran variedad de fenómenos reales de tipo: social, financiero,
ambiental, entre otros, varian con el tiempo y esta variación puede ser intuitivamente explicada en fun-
ción de una contribución determinística y una aletoria, donde esta últimamodela el asar que es un com-
ponente ineludible de la realidad. Esta suma de contribuciones coincide con la formulaciónmatemática
de las ecuaciones diferenciales estocásticas (EDEs), cuya solución son los procesos de difusión.

Entre los eventos de interés que pueden ser modelados por ecuaciones diferenciales estocásticas se
encuentran las dinámicasmoleculares y neuronales, valoración de portafolios financieros, transporte de
fluidos, crecimiento de poblaciones, análisis de señales de audio, etc. Este trabajo de tesis se concentra
en problemas de estimación asociados a dinámicas moleculares y neuronales, expuesto en el artículo
publicado [9]: P. Cattiaux, J. R. León, A. Pineda and C. Prieur (2016). An overlook on statistical infe-
rence issues for stochastic damping hamiltonian systems under the fluctuation-dissipation condition,
Statistics, Vol. 51, No. 1, pp. 11-29, y transporte de contaminantes expuesto en el artículo aceptado [50]:
M. Valera-López, A. Pineda, J. R. León (2017). Application of satellite image to the implementation of
two stochastic models for modeling the transport of chlorophyll-a on Lake Valencia (Venezuela), Jour-
nal de la Société Française de Statistique (JSFdS). Ambos artículos le dan soporte a esta tesis doctoral
desarrollandose en ellos la mayor parte de sus resultados.

Con respecto al primer problema de estimación, nuestro estudio es motivado por la necesidad de
ajustar modelos matemáticos, cada vez más eficientes, a datos de series temporales correspondientes a
dinámicasmoleculares para explicar su comportamiento. Otramotivación proviene del estudio de datos
correspondientes a descargas neuronales. Para ambos modelos tiene sentido usar las EDEs. Si además,
de acuerdo con su evolución, estos modelos permanecen mucho tiempo en una pequeña cantidad de
configuraciones macroscópicas (estados del espacio donde actuan), puede ser conveniente modelar su
dinámica usando EDEs hipoelípticas; pero para lograrlo se deben aproximar los coeficientes de esta
ecuación diferencial usando la información que se tiene, por ejemplo los datos los desplazamiento co-
rrespondientes a la dinámica molecular o a alas descargas neuronales. Es necesario entonces, definir
estimadores para el drift y el coeficiente de difusión de las ecuaciones y garantizar su convergencia.
En este trabajo se considera la estimación no paramétrica de los coeficientes de una EDE hipoelíptica,
caracterizada por una relación de generación y disipación de energía entre el drift y el coeficiente de
difusión, conocida como condición de fluctuación-disipación.

Para el análisis de este primer problema: primero se describen los resultados teóricosmás relevantes
correspondientes a EDEs hipoelípticas caracterizadas por la relación de fluctuación-disipación. Espe-
cíficamente, se establecen condiciones suficientes de regularidad para sus coeficientes, con el fin de ga-
rantizar la existencia de una única solución y de una única medida invariante para el sistema. Segundo,
se definen estimadores no paramétricos del tipo Nadaraya-Watson para: la densidad invariante, el drift
y el coeficiente de difusión y el potencial del sistema de ecuaciones, y se demuestran teoremas de tipo
ergódico por cada uno de estos estimadores. Tercero, se describen los métodos numéricos a considerar
para la estimación de los parámetros de la EDE . Y finalmente, se presentan resultados de estimación
correspondientes a 4 ejemplos específicos, que ponen en evidencia las fortalezas y limitaciones de los
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estimadores y de los algoritmos empleados para calcularlos.
En cuanto al segundo problema de estimación, nuestro estudio está orientado a la generación de un

método de aproximación completo para la simulación del transporte de desechos orgánicos en cuer-
pos de agua cerrados y poco profundos. La consideración de este problema de estimación es motivado
por la alta contaminación del Lago de Valencia en Venezuela, cuya ubicación geográfica es: 10◦11′00′′N ,
167◦44′00′′W , y el hecho de que es el cuerpo de agua dulce sin salida almarmás grande del país (350km2

de area y profundidad media de 18m), y en buen estado podría ser usado para abastecer de aguas blan-
cas a las ciudades Valencia y Maracay (dos de las más grandes y pobladas del país) y a las pequeñas
ciudades que las conectan al norte del lago. Además, la contaminación en el lago deteriora el ambien-
te donde viven aproximadamente millon y medio de personas, y el crecimiento en el nivel de sus aguas
debido a la descarga de aguas residuales en él crea una peligrosa situación para las poblacionesmás pró-
ximas a su frontera. Las investigaciones científicas sobre los procesos de transporte y otros procesos que
se llevan a cabo en el lago podrían contribuir significativamente a la creación de planes de monitoreo y
saneamiento que le puedan devolver el equilibrio ecológico.

Debido a que el segundo problema de estimación es motivado por la situación del Lago de Valencia,
cuya escala de longitud horizontal es mucho más grande que la escala de longitud vertical, nos concen-
tramos en el estudio de dispersión de desechos orgánicos en cuerpos de agua poco profundos. Para los
cuerpos de agua con esta característica se determina la velocidad de su fluído usando las ecuaciones de
Saint-Venant. De acuerdo con las hipótesis de estemodelo bidimensional, tiene sentido concebir el con-
taminante como una colección de particualas que actuan sobre la superficie del cuerpo de agua. En este
contexto, es acertadomodelar el desplazamiento de las partículas que forman el contaminante, conmo-
delos estocásticos que determinan las trayectorias de estas partículas sobre la superficie del cuerpo de
agua en estudio. De los tres modelos estocásticos que modelan dinámicas de contaminantes en fluídos,
nosotros consideramos dos: paseo aleatorio y vuelo aleatorio, el primero está definido por un sistema
elíptico de EDEs y el segundo por un sistema hipoelíptico. Ambos modelos son complementados con
una versión de la condición de frontera Newmann adecuada a sistemas estocásticos.

Luego de estudiar el modelo hidrodinámico determinado por las ecuaciones de Saint-Venant y los
modelos estocásticos paseo aleatorio y vuelo aleatorio, como una aplicación, se implementan los mo-
delos estocásticos para simular la dispersión real de desechos orgánicos en el Lago de Valencia durante
3215,3 segundos. Para estas implementaciones, se usan las velocidades promedios del Lago de Valencia
generadas en [49] y se considera una distribución inicial que simule la clorofila en el Lago de Valencia,
en un instante de tiempo específico concebido como el instante incicial de observación de la dispersión
de contaminantes en el lago. Se asume la presencia de clorofila en el lago como indicador de la presen-
cia de desechos orgánicos, basados en el hecho de que los componentes fundamentales de este tipo de
desechos (fósforo y nitrógeno) son los principales nutrientes de los elementos que contienen clorofila,
como las algas y las plantas vasculares [1, 19].

Para determinar la distribución de clorofila en el lago, es necesario resolver un problema de estima-
ción adicional que consiste en aproximar una difusión de dristribución estacionaria, definida a partir de
una densidad dato cuyo soporte es un subconjunto propio de R2, con clausura compacta y frontera sua-
ve. Para resolver este problema: se construye una densidad dato normalizando el índice de vegetación
de una imagen satelital del Lago de Valencia, se define la EDE cuya solución es una difusión que tiene
por densidad al NDV I normalizado (overdamped Langevin processes), y se resuelve numéricamente es-
ta EDE , usando el algoritmo de Langevin ajustado con el método Hasting-Metropolis, desarrollado en
[47], combinado con un esquema de rebote simétrico desarrollado en [6]. La solución numérica que se
obtiene consta de vectores aleatorios independientes cuya distribución es aproximadamente la distribu-
ción de clorofila observada en la imagen satelital del lago de donde se obtuvo su NDV I . Estos vectores
aleatorios son usados como condición inicial en la implementación de los modelos estocásticos, cuyos
resultados describen el desplazamiento de los desechos orgánicos en el lago durante 3215,3 segundos,
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contados a partir del instante en el que fue tomada la imagen satelital del lago antes mencionada.
Podemos resumir el contenido de la tesis diciendo que en ella se estudian los dos problemas men-

cionados al comienzo de esta introducción, usando como herramienta fundamental las EDEs. Para este
fin, desarrollamos la estimación, la simulación y la implementación numérica demodelos de EDEs tan-
to elípticas como hipoelípticas.

Esta tesis consta de cinco capítulos, en el capítulo 1 se presentan las definiciones, propiedades y re-
sultadosmás relevantes asociados a procesos estocásticos continuos, que fundamentan la respuesta que
damos en esta investigación a los problemas de estimación estudiados. Los capítulos 2 y 3 se concentran
en la definición, caracterización y evaluación de estimadores no paramétricos para la densidad y los coe-
ficientes de sistemas hipoelípticos de EDEs, caracterizados por la condición de fluctuación-disipación.
Finalmente, los capítulos 4 y 5 se dedican al estudio e implementación de modelos matemáticos, que
describen el transporte de desechos orgánicos en cuerpos de agua cerrados.
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Capítulo 1

Marco Teórico

Con la finalidad de introducir un marco teórico para los dos problemas de aplicación que estudia-
mos, en este capítulo se presentan las definiciones, propiedades y resultados más relevantes, asociados
a procesos estocásticos continuos a los cuales se hará referencia en los próximos capítulos.

1.1. ProcesosMarkovianos continuos.

A lo largo del capítulo consideraremos espacios de probabilidad (Ω,F ,P) que serán caracterizados
cuando sea necesario. Comenzamos esta sección con dos de las definicionesmás importantes de proce-
sos estocásticos continuos: movimiento Browniano y procesos de Markov

Definición 1.1.0.1 Sea d un entero positivo y μ una medida de probabilidad sobre (Rd ,B(Rd )). El par
{(Bt ,Ft ) : t ≥ 0} formado por un proceso estocástico (Bt )t≥0 de valores en Rd y una filtración (Ft )t≥0, defi-
nidos sobre un espacio de probabilidad (Ω,F ,Pμ), es un movimiento Browniano con distribución inicial
μ si se verifica lo siguiente:

i) Pμ(B0 ∈ A)=μ(A), ∀A ∈B(Rd ),

ii) Para 0 ≤ t ≤ s, los incrementos Bt −Bs son independientes de Fs y tienen distribución normal con
media cero y matriz de covarianza igual a (t − s)Id .

Si μ asigna medida uno a algún z ∈Rd , entonces Pμ es denotado por Pz y B es un movimiento Brow-
niano d−didimensional que comienza en z.

Definición 1.1.0.2 Sea d un entero positivo y μ una medida de probabilidad sobre (Rd ,B(Rd )). El par
{(Zt ,Ft ) : t ≥ 0} formado por un proceso estocástico (Zt )t≥0 de valores en Rd y una filtración (Ft )t≥0,
definidos sobre un espacio de probabilidad (Ω,F ,Pμ), es un proceso de Markov con distribución inicial μ
si se verifica lo siguiente:

i) Pμ(Z0 ∈ A)=μ(A), ∀A ∈B(Rd ), ii) para todo t ≥ 0, y s ≥ 0

Pμ(Zt+s |Fs)=Pμ(Zt+s |Zs), Pμc.s. (1.1)

Es posible demostrar que la propiedad ii) de la definición anterior es equivalente a:

ii’) para toda colección t0 < t1 < ...< tn < ...t2n deN∪ {0} y funciones f y g en Bb(R
d ), se verifica que:

E[ f (Zt0 , ...Ztn−1)× g (Ztn+1 , ...Zt2n )|Ztn ]= E[ f (Zt0 , ...Ztn−1)|Ztn ]×E[g (Ztn+1 , ...Zt2n )|Ztn ]. (1.2)
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De acuerdo con la equivalencia entre ii) e ii’), un proceso deMarkov puede ser interpretado como un
proceso cuyo futuro y pasado son condicionalmente independientes dado que se conoce el la informa-
ción del proceso en el tiempo presente, denotado por tn en (1.2).

Observación 1.1.0.3 Cada proceso de Markov con distribución inicial μ, posee una familia de funciones;

{Ps,t (z,A) : z ∈Rd , s ≤ t en R+ y A ∈B(Rd )} donde Ps,t (z,A)=Pμ(Zt ∈ A|Zs = z), (1.3)

denominadas transiciones de probabilidad del proceso. Conforme a su definición, esta colección de fun-
ciones verifica las siguientes propiedades:

1) para A ∈B(Rd ), s y t fijos, la función Ps,t (·,A) : Rd →R+ es B(Rd )−medible.

2) para z ∈Rd , s y t fijos, la función Ps,t (z, ·) : B(Rd )→R+ es una medida de probabilidad.

Las propiedades 1) y 2) garantizan que cada transición de probabilidad Ps,t (z,A) de un proceso de
Markov (Zt )t≥0 sea un núcleo de transición de Markov. La definición formal de núcleos de transición de
Markov sigue a continuación.

Definición 1.1.0.4 Una función P (·, ·) : Rd ×B(Rd )→ R+ tal que: P (·,A) es medible para A ∈B(Rd ) fijo y
P (z, ·) es una medida de probabilidad para z ∈Rd fijo, es llamada núcleo de transición de Markov.

También es posible identificar las probabilidades de transición de un proceso de Markov con opera-
dores. A continuación se definen para luego identificarlos con un proceso de Markov.

Definición 1.1.0.5 Sea Bb(R
d )= { f : (Rd ,B(Rd ))→ (R,B(R)) : f es acotada}. Un operador lineal y acotado

P (·) : Bb(R
d )→Bb(R

d ) es llamado operador de Markov si verifica lo siguiente:

i) P (1)= 1, donde 1= 1Rd .
ii) P ( f ) es positiva cuando f es positiva.

iii) Si una sucesión ( fn)n ⊂Bb(R
d ) converge puntualmente a un elemento f deBb(R

d ), entonces
(
P ( fn)

)
n

converge puntualmente a P ( f ).

Se puede decir que las dos últimas definiciones corresponden a funciones diferentes que definen el mis-
mo objeto matemático en el siguiente sentido.

Lema 1.1.0.6 Existe una correspondencia 1−1 entre unnúcleo de transición deMarkovP (·, ·) sobre (Rd ,B(Rd ))
y un operador de Markov P (·) sobre Bb(R

d ) definida por la relación

P (z,A)= P (1A)(z). (1.4)

Demostración 1 En efecto, dado un operador de Markov P (·), la función P (z,A)= P (1A) es un núcleo de
transición de Markov porque P (·) es un operador de Markov y eso garantiza que:

P (z,A)= P (1A) es una función medible para A ∈B(Rd ) fijo.

Para z fijo:

• como P (1)= 1 y P (·) es lineal, P (z,�)= P (1�)= 0.
• si A y B son disjuntos, P (z,A∪B)= P (1A∪B )= P (1A)+P (1B )= P (z,A)+P (z,B).
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• Si An ↑, entonces ĺımn An =∪nAn y de acuerdo con i i i ) en la definición 1.1.0.5,

P (z, ĺım
n

An)= P (1∪n An )= ĺımn P (1An )= ĺımn P (z,An).

Demanera resiproca, dadounnúcleo de transición deMarkov P (·, ·), se cumple que P (z,A)=∫
A P (z,dy).

Entonces

P ( f )(z)=
∫
P (z,dy) f (y) (1.5)

define un operador lineal que verifica i ) e i i ) de la definición 1.1.0.5 porque P (z,A) es una probabilidad, y
se cumple i i i ) por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue.

Dado un operador deMarkov P (·), al evaluarlo en una función f de su dominio, es usual escribir P f (z) o
(P f )(z) en lugar de P ( f )(z), y debido a su çorrespondencia 1−1", con un núcleo de transición deMarkov
dada por (1.4), es usual considerar la misma notación para ambas funciones, como hasta ahora hemos
hecho. También, dada una medida de probabilidad μ, se construye una nueva medida de probabilidad
como sigue

(Pμ)(A)=
∫

μ(dz)P (z,A) para A ∈B(Rd ). (1.6)

Definición 1.1.0.7 Un proceso de Markov (Zt )t≥0 es llamado homogéneo si se verifica lo siguiente:

P (Zt ∈ A|Zs = z)= P (Zt−s ∈ A|Z0 = z) es decir, Ps,t (z,A)= Pt−s(z,A) para Z ∈Rd y A ∈B(Rd ). (1.7)

De acuerdo con la observación 1.1.0.3 las probabilidades de transición Ps,t (z,A) de un proceso de Mar-
kov (Zt )t≥0 son núcleos de transición de probabilidad, y de acuerdo con el lema 1.1.0.6 estos núcleos
están relacionados univocamente con operadores de Markov a travez de la identidad en (1.5). Entonces,
a cada proceso de Markov le corresponde una familia de operadores {Ps,t }0≤s<t definida por

Ps,t ( f )(z)=
∫
Ps,t (z,dy) f (y). (1.8)

Debido a esta correspondencia univoca, en la teoría de procesos estocásticos es usual usar operador
de Markov y núcleo de operador de Markov de forma intercambiable. En este trabajo se adopta esta
práctica.

La homogeneidad de un proceso de Markov caracterizada en (1.7) implica que para sus operadores
en (1.8) se cumple que Ps,t = P0,t−s y que en consecuencia se considera la notación Pt en lugar de P0,t .
También se cumple quePt+s = Pt◦Ps y esto garantiza que los operadores del proceso deMarkov cumplan
las propiedades de semigrupo. A un semigrupo como el que acabamos de describir se le llama semi-
grupo de Markov.

Definición 1.1.0.8 Unamedida de probabilidad μ : B(Rd )→R+ es invariante con respecto a un semigru-
po de Markov (Pt )t≥0 si para cualquier f ∈Bb(R

d )se verifica lo siguiente:∫
Rd
(Pt f )(z)μ(dz)=

∫
Rd

f (z)μ(dz), es decir, Ptμ=μ. (1.9)

Observación 1.1.0.9 Un proceso de Markov puede ser definido a partir de un semigrupo de operadores
de Markov (Pt )t≥0 y una medida de probabilidad μ. Cuando en particular la medida μ es invariante con
respecto al semigrupo, el proceso resultante es estacionario. Para desarrollar esta afirmación y presentar
los resultadosmás relevantes asociados a la ergodicidad, en lo que resta del capítulo asumimos la hipótesis
H que se declara a continuación:
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H Los procesos estocásticos Z = (Zt )t≥0 considerados se suponen definidos sobre el espacio medible
formado por Ω=C ([0,∞),Rd ) y la σ−álgebra de Borel F =B(Ω) generada a partir de la topología
de convergencia compacta de C ([0,∞),Rd ). También, se supone el uso del proceso de representación
de coordenadas definido por: para w ∈C ([0,∞),Rd ), Zt (w)=w(t ).

Construcción de un proceso de Markov a partir de un semigrupo de operadores de Markov {Pt }t≥0 y
una probabilidad μ.

Sean n ∈ N, {ti }ni=1 ⊂ [0,∞), ϕ : Ω→ R una función medible que admite una representación del tipo

ϕ̃ : Rnd →R, y sea Pμ sobreF definida por:

Pμ(ϕ)=
∫
Rd
..
∫
Rd

ϕ̃(z1, ..,zn)Ptn−tn−1(zn−1,dzn)...Pt2−t1(z1,dz2)μ(dz1). (1.10)

La función Pμ : F → R+ definida en (1.10) es una medida de probabilidad sobre (Ω,F ), porque de
acuerdo con su construcción verifica las hipótesis del Teorema de extensión de Kolmogorov enunciado
en [42, Teorema 2.1.5]. Este teorema también garantiza la existencia de un proceso estocástico (Zt )t≥0
sobre (Ω,F ), con distribución Pμ. La forma en que está definida Pμ y las propiedades de los núcleos
de transición de probabilidad (Pt )t que la definen, implican que (Zt )t≥0 es un proceso de Markov con
distribución inicial μ. Además, la invariancia de μ con respecto a (Pt )t≥0 permite demostrar que (Zt )t≥0
(o de forma equivalente Pμ), es estacionario, es decir,

Para cada h ≥ 0: {Zt }t≥0 = {Zt+h}t≥0 en distribución. (1.11)

Es posible caracterizar la estacionaridad de Pμ, en función de un sistema dinámico:

{θs}s≥0 con θs : Ω→Ω tal que; θt ◦θs = θt+s y R+×Ω−→Ω medible, (1.12)

(s,w)−→ θs(w)

formado por los llamados operadores de traslación definidos por:

(θsw)(t )=w(s+ t ) o de forma equivalente (θsZ )(t )= Z (s+ t ). (1.13)

En efecto, debido a la invariancia de μ con respecto a (Pt )t≥0, (1.11) es naturalmente equivalente a:

Pμ =Pμ ◦θ−1 donde Pμ ◦θ−1 denota la medida imagen de Pμ por θt , . (1.14)

La identidad en (1.14) garantiza la invariancia de Pμ con respecto a θt para cada t ≥ 0. Esta carac-
terización de la estacionaridad e invariancia de Pμ con respecto al sistema dinámico {θt }t≥0, permite
restringir resultados generales de ergodicidad correspondientes a sistemas dinámicos, a la ergodicidad
asociada al par ({Zt }t≥0,Pμ) construído a partir de: (Ω,F ) definidos en la hipótesisH , un semigrupo de
Markov (Pt )t≥0 y una medida μ invariante con respecto a (Pt )t . Una presentación de ergodicidad como
la antes descrita se expone en la próxima sección, y una presentación más general puede verse en [29].

1.1.1. Ergodicidad

En esta parte se desarrolla la idea de ergodicidad asociada a un proceso estocástico, y se presentan
condiciones suficientes para conseguirla. A continuación se define una medida ergódica y se enuncia
el teorema ergódico, que es uno de los resultados más importante de la teoría de procesos estocásticos,
porque valida el promedio como aproximación casi segura de la esperanza correspondiente a muestras
aleatorias no necesariamente independientes. Luego de enunciar estos resultados se trabaja sobre las
condiciones suficientes para la existencia y unicidad de una medida invariante, debido a que esta es la
herramienta principal para la construcción de un proceso para el que se verifique un resultado ergódico.
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Teorema 1.1.1.1 (Theorema Ergódico de Birkhoff) Sea {Pt }t un semigrupo de Markov y sea J ({Pt }t ):

J ({Pt }t )=
{
μ : B(Rd )→ [0,1] : μ es un probabilidad y Ptμ=μ ∀t ≥ 0

}
(1.15)

el conjunto de las medidas de probabilidad invariantes con respecto a {Pt }t . Sean también: (θt )t≥0 el siste-
ma dinámico definido en (1.13), Pμ la medida de probabilidad definida en (1.10) en función de {Pt }t y de
alguna medida μ ∈ J ({Pt }t ), y f ∈ L1(Rd ,μ). Entonces,

ĺım
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

f (Zn)= Eμ( f |I ) μ− c.s donde, I =
{
A ∈B(Rd )| θ−1t (A)= A, ∀t ≥ 0

}
, (1.16)

Definición 1.1.1.2 La medida μ, invariante con respecto a (Pt )t≥0, es ergódica si μ(A) ∈ {0,1} ∀A ∈I .

Corollary 1.1.1.3 Si μ es ergódica entonces, el resultado en (1.16) se simplifica como sigue

ĺım
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

f (Zn)= Eμ( f ) μ− c.s , (1.17)

Conforme a lo antes expuesto, el resultado de interés en (1.17) es consecuencia de la invariancia de μ
con respecto a {Pt }t≥0 y de su ergodicidad. Es posible demostrar que la ergodicidad es consecuencia de
la unicidad de la medida invariante, como es declarado en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.1.4 Si un proceso de Markov construído a partir de una colección de operadores de Markov
{Pt }t≥0 posee una única medida invariante μ, entonces esta es ergódica.

En efecto, bajo el supuesto de que J ({Pt }t ) definido en (1.15) es distinto del �, la caracterización la er-
godicidad como un punto extremo de J ({Pt }t ), y la caracterización de los conjuntos invariantes de μ en
función de {Pt }t≥0, permite demostrar que la ergodicidad de una medida invariante es consecuencia de
su unicidad. Una prueba completa de este resultado se puede ver en [29, sección 5].

Existencia y unicidad de unamedida invarianteμ con respecto a un semigrupo de operadores deMar-
kov

Esta parte está dedicada a la presentación de criterios para la existencia y unicidad de una medida
invariante con respecto a un semigrupo de operadores de Markov {Pt }t≥0. Como se evidencia en los
próximos resultados, la existencia de por lo menos un elemento de J ({Pt }t ) demanda que Pt envíe el
espacio de funcionesCb(R

d ) en el mismo, y la unicidad de unamedida invariante demanda que el rango
de Pt seaCb(R

d ), ambas demandas para cada t ≥ 0.
Definición 1.1.1.5 Se dice que un semigrupo de operadores de Markov {Pt }t≥0 tiene:

i) la propiedad de Feller si Pt
(
Cb(R

d )
)⊂Cb(R

d ).

ii) la propiedad fuerte de Feller si Pt
(
Bb(R

d )
)⊂Cb(R

d ).

iii) la propiedad fuerte de Feller en z ∈Rd si ∀ f ∈Bb(R
d ) se cumple que (Pt f ) es continua en z.

Existencia

Teorema 1.1.1.6 (Krylov-Bogolioubov) Sea {Pt }t≥0 un semigrupo deMarkov que verifica la propiedad de
Feller. Si existe una medida μ0 sobre (Rd ,B(Rd )) tal que la colección {Ptμ0}t≥0 es tight:

para cualquier ε> 0, ∃ un compacto K ⊂Rd tal que (Ptμ0)(K )≥ 1−ε para todo t ≥ 0. (1.18)

Entonces, existe por lo menos una medida de probabilidad μ invariante con respecto {Pt }t≥0.
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Unicidad

Los principales criterios de unicidad asociados a la medida invariante de un semigrupo de Markov
se apoyan en el siguiente lema.

Lema 1.1.1.7 Si el conjunto de medidas invariantes de un operador de Markov Pt contiene más de un
elemento entonces existen al menos dos medidas μ1 y μ2 invariantes con respecto a Pt , tales que μ1⊥μ2.

Si existen por lo menos dos medidas mutuamente singulares μ1 y μ2, entonces es posible conseguir una
partición de Rd en por lo menos dos subconjuntos {R1,R2}, con la propiedad de que cuando el proceso
de Markov, con probabilidad de transición determinada por {Pt }t≥0, comienza en x ∈ R1 permanecerá
casi seguramente en R1 y lo mismo pasará si comienza en R2, es decir, el proceso sólo recorrerá una
porción del espacio de fases (conjunto donde toman valores las variables aleatorias que forman parte del
proceso de Markov), en consecuencia, el promedio a la izquierda de (1.17) no aproximará con precisión
la esperanza que está a su derecha. El recíproco de esta conjetura es intuitivamente como sigue: Si el
proceso de Markov recorre casi todo el espacio de fases, sin importar donde está ubicada la posición
inicial del proceso Z0 = z, por lo tanto debe existir una única medida invariante con respecto a {Pt }t≥0.
Entonces, es precisamente la suficiencia de este recíproco, la condición que intuitivamente implica la
identidad del teorema ergódico, ya que, si las realizaciones del proceso (las trayectorias), visitan çasi
todos"los estados de su espacio de faces, esto garantizará que el promedio a la izquierda de (1.17) en el
teorema ergódico, aproxime "bien"la esperanza que aparece a la derecha. En efecto, la precisión de esta
aproximación también depende de la velocidad de convergencia del promedio a la esperanza, pero esto
demanda condiciones más fuertes que serán consideradas en el próximo capítulo.

Lo antes expuesto está relacionado con una criterio de accesibilidad correspondiente a cada punto
del espacio de fase de un proceso de Markov e irreducibilidad del proceso. Las definiciones correspon-
dientes se presenta a continuación.

Definición 1.1.1.8 Sea {Pt }t≥0 un semigrupo de Marcov definido sobre Bb(R
d ), sea z ∈Rd y sea Rλ:

Rλ(z,O)=
∫∞
0

e−tPt (z,O)dt con O ⊂Rd abierto y distinto del vacio, (1.19)

el operador resolvente de Pt para cada t ≥ 0. Se dice que z ∈Rd es accesible para {Pt }t≥0, si para cualquier
y ∈Rd y cualquier vecindad O de z se verifica que Rλ > 0. Note que la definición de Rλ no depende de λ.

Definición 1.1.1.9 Un proceso de Markov {Zt }t es llamado irreducible si:

Pt (z,U )> 0 para cualquier tripleta (t ,z,U ) con t > 0, z ∈Rd y U abierto dn Rd (1.20)

Estas nociones combinadas con la condición fuerte de Feller permiten formular uno de los criterios de
unicidad de medida invariante más usado. Este criterio se enuncia a continuación y su prueba puede
verse en [29, sección 7]

Teorema 1.1.1.10 Supongamos que Pt verifica la propiedad fuerte de Feller en un punto accesible z ∈ Rd

de Pt . Entonces, existe a lo sumo unamedida invariante con respecto a Pt .

Entre los ejemplos más relevantes de procesos de Markov se encuentran el movimiento Brawniano y los
procesos de difusión. En lo que resta de esta sección nos concentraremos en las difusiones. Cuando el
proceso deMarkov considerado es una difusión, bajo ciertas hipótesis, la célebre condición de Hörman-
der implicará la condición fuerte de Feller y en consecuencia la existencia de una medida ergódica con
respecto al semigrupo de operadores determinados por las probabilidades de transición. Volveremos
sobre esta condición al final de la próxima subsección.
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1.1.2. Difusiones.

En la teoría de procesos estocástico se llama difusión a la solución Z = (Zt )t≥0, de una EDE ;

dZt = b(t ,Zt )dt +σ(t ,Zt )dBt , donde: (1.21)

Zt : (Ω,F )→ (Rd ,B(Rd )), conΩ,F y Zt como fueron descritos en la observación 1.1.0.9.

b : ([0,∞)×Rd ,B([0,∞))×B(Rd ))→ (Rd ,B(Rd )), es conocida como el drift de la EDE . De acuerdo
con su definición b = (b1, ..,bn) con bi : [0,∞)×Rd →Rd para i = 1, ..,n.
σ : ([0,∞)×Rd ,B([0,∞))×B(Rd ))→ (M(Rd ,Rr ),B(M(Rd ,Rr ))), es conocida como el coeficiente de
difusión de la EDE . En este caso σ= (σ)i j con σi j : [0,∞)×Rd →Rd para i = 1, ..,n y j = 1, ..,r .
{Bt }t≥0 es unmovimiento Browniano estándard r− dimensional, como en la definición 1.1.0.1.

La solución Z = {Zt }t≥0 de la ecuación en (1.21) es interpretada como la descripción matemática del
desplazamiento de una partícula minúscula en un fluído que está enmovimiento. Debido a que, a pesar
de ser objetos matemáticos diferentes, un proceso estocástico Z y su ley (distribución)L (Z ) preveen la
misma información, por lo que es usual caracterizar ambos elementos con las mismas propiedades, por
ejemplo, una práctica habitual es identificar aL (Z ) como la solución de la EDE . Nosotros seguimos esa
práctica.

Observación 1.1.2.1 Es posible definir una EDE coordenada a coordenada y/o declarar sus coeficientes
como funciones evaluadas sobre todo el proceso, pero la representación en (1.21) es la usual. También es
posible demostrar, usando resultados básicos de la teoría de procesos estocásticos, que una solución de
(1.21) es un proceso de Markov. Una demostración de esta afirmación se puede ver en [28, capítulo 3].

Existen dos tipos de soluciones para una EDE : solución fuerte y débil. A continuacion se presentan.

Solución fuerte 1.1.2.2 Una solución fuerte de la EDE en (1.21) sobre un espacio de probabilidad (Ω,F ,P)
y con respecto a una condición inicial ξ y unmovimiento Brawniano fijo {(Bt ,Ft )}t≥0, donde {Ft }t≥0 es
una filtración de F , es un proceso Z = {Zt }t≥0 de trayectorias continuas que verifica lo siguiente:

1) Z es adaptado a {Ft }t≥0.

2) P(Z0 = ξ)= 1.

3) P
[∫t

0

(
b(s,Zs)+σ2

i j (s,Zs)
)
ds <∞

]
= 1

4) la versión integral de (1.21): Zt = Z0+
∫t
0 b(s,Zs)ds+

∫t
0 σ(s,Zs)dBs para 0≤ t ≤∞ se verifica P-c.s.

Condiciones suficientes 1.1.2.3 Las condiciones de suficiencia para la existencia de unaúnica y continua
solución fuerte de (1.21) son:

i) las funciones b(t ,z) y σ(t ,z) son continuas en t y z y son Lipchichitz continuas con respecto a z.

ii) b(t ,z).z ≤C (1+‖z‖2) para alguna constante C.
iii) Tr (σ(t ,z).σT (t ,z))≤C (1+‖z‖2) para alguna constante C.
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La primera es una condición local que garantiza la existencia y unicidad de una solución Z = {Zt }t≥0
hasta su tiempo de salida de un conjunto acotado. Las dos últimas son condiciones globables que ga-
rantizan la no-explosión de la solución, es decir, que el tiempo de salida de Zt de cualquier conjunto
acotado vaya a∞ con probabilidad uno, es decir,

τn = ı́nf {t ≥ 0 : |Zt | ≥ n} con n ∈N, y ς= ĺım
n→∞τn =∞ con probabilidad uno. (1.22)

De acuerdo con su definición, para cada n ∈N se cumple que tn es un tiempo de parada. El límite ς en
(1.22) es usualmente llamado tiempo de explosión del proceso.

Solución débil 1.1.2.4 Una solución débil de la EDE en (1.21) es una tripleta {(Zt ,Bt )t≥0, (Ω,F ,P), (Ft )t≥0}
donde:

(Ω,F ,P) es un espacio de probabilidad y (Ft )t≥0 es una filtración de F .

(Zt ,Bt )t≥0 es un proceso adaptado a (Ft )t≥0 de trayectorias continuas y {(Bt ,Ft )}t≥0 es un movi-
miento Browniano r−dimensional

Se verifican las condiciones 3) y 4) de la definición de solución fuerte 1.1.2.2

Es posible garantizar la existencia y unicidad de soluciones débiles para EDE cuyos coeficientes no
verifican las condiciones suficientes 1.1.2.3 para soluciones fuertes. Uno de estos métodos es llamado
método de transformación del drift y está basado en el Teorema general de Guirsanov [42, capítulo 8,
sección 6]. Un bosquejo de su forma de aplicación se expone a continuación, como referencia consultar
[41, capítulo 3, sección 4].

Condiciones suficientes: transformación del drift de Guirsanov 1.1.2.5 Consideremos la EDE como en
(1.21) tal que sus coeficientes b y σ no verifican las condiciones suficientes 1.1.2.3 para la existencia y
unicidad de una solución fuerte.

Existencia: Supongamos que la EDE

dZt =σ(t ,Zt )dBt (1.23)

es tal que su drift nulo y su coeficiente de difusión σ, si verifican las condiciones suficientes 1.1.2.3,
en consecuencia existe una solución P

z0
0 fuerte y única de (1.23), cuando su condición inicial es z0 ∈

Rd . Consideremos ahora el proceso (Mt ,Ft )t≥0 definido por:

Mt = exp
(
−
∫t

0
γ(s,Zs)dBs − 1

2

∫t

0

∥∥γ(s,Zs)∥∥2ds) con γ(t ,z)=σ−1(t ,z)b(t ,z) (1.24)

y Ft = σ(Bs : s ≤ t ), y consideremos también {tn}n definido en (1.22). Si los coeficientes b y σ de la
ecuación (1.21) son tales que la condición de Novikov sobre el evento {t ≤ τn}:

E
z0
0

[
e

(
1
2

∫τn∧t
0 ‖γ(s,Zs )‖2ds.

)]
<∞ para todo t ≥ 0, (1.25)

se verifica, entonces el proceso parado (Mτn∧t )t es una martingala. Si además b y σ son tales que
tn ↑∞, entonces (Mt )t≥0 es una P

z0
0 martingala local.

Por otra parte, de acuerdo con su definición, Mt es inferiormente acotada ∀t ≥ 0, por lo tanto, si b y
σ son tales que:

E
z0
0 [Mt ]= E

z0
0 [M0]= 1, (1.26)

entonces se cumple que (Mt )t es una martingala. Como (Mt )t es una martingala se verifica que:
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• por cada t ≥ 0 :

P : Ft → [0,1] definida por P (A)=
∫
A
MtdP

z0
0 para A ∈Ft (1.27)

es una medida de probabilidad, y en general, de acuerdo con su definición, P es un núcleo de
transición de probabilidad.

• la función de conjuntos Pz0 en (Ω,F ) definida por (1.10) para μ = δz0 y núcleos de transición
de probabilidad Pt (z,A) definidos por

Pt (·, ·)= P , para P definido en (1,27),

es una medida de probabilidad que verifica la condición Pt =Pz0
∣∣∣
Ft

• el proceso B̃t =Bt −
∫t
0 γ(s,Zs)ds es un movimiento Browniano en (Ω,F ,Ft ,Pz0) que verifica:

dZt =σ(t ,Zt )dBt =σ(t ,Zt )× (dB̃t +γ(t ,Zt )dt )= b(t ,Zt )dt +σ(t ,Zt )dB̃t (1.28)

La identidad en (1.28) implica que el par (Pz0 , {B̃t }t≥0) es una solución débil de 1.21.

Unicidad: La construcción anterior, garantiza que cualquier solución de (1.21) se obtiene a partir
de la transformación del drift de la única solución P

z0
0 de (1.23) y esto es suficiente para conseguir la

unicidad de Pz0 .

De acuerdo con lo anterior, si los coeficientes b y σ son tales que la condición de Novikov en (1.25) se
verifica, ς =∞ y (1.26) también se cumple, entonces, usando la construcción anterior (conocida como la
transformación del drift de Guirsanov), se puede conseguir una solución única y débil de (1.21).

La observación 1.1.2.1 garantiza que una difusión Z = {Zt }t≥0 es un proceso deMarkov, en consecuencia,
está caracterizado por sus operadores de transición {Pt ,s} definidos por:

(Ps,t f )(z)= E( f (Zt )|Zs = z). (1.29)

Es posible demostrar que cuando los coeficientes de la ecuación diferencial en (1.21) no dependen del
tiempo t , la difusión solución Z (también llamada difusión de Itô), es un proceso deMarkov homogéneo,
es decir, que verifica (1.7), la prueba de esto se puede ver en ([42, sección 7.1,capítulo 7]). Nuestro interés
recae sobre las difusiones que satisfacen EDEs del tipo,

dZt = b(Zt )dt +σ(Zt )dBt , (1.30)

es decir, difusiones homogéneas (también llamadas difusiones de Itô).
En ocasiones es necesario identificar la distribución P(·) y la esperanza E (·) de eventos determinados

por una difusión, Z = {Zt }t≥0 en función de su distribución inicial, por ejemplo, siμ es tal queP(Z0 ∈ A)=
μ(A) para todo A ∈F , entonces se usaPμ en lugar deP, y Eμ en lugar de E. Cuandoμ(dy)= δz(dy), para
algún z ∈Rd , se usa Pz y Ez , para la distribución y las esperanza asociadas al proceso respectivamente.
En este trabajo ya se ha hecho uso de esta práctica habitual: en (1.10) para la construcción de un proceso
de Markov a partir de un semigrupo de operadores de Markov {Pt }t≥0 y una probabilidad μ, y durante la
descripción del método de transformación del drift de Guirsanov 1.1.2.5.

El desarrollo que sigue sólo corresponde a difusiones homogéneas.
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Generador infinitesimal de una EDE

Para muchas aplicaciones es fundamental asociar a la solución Z = {Zt }t≥0 de la EDE en (1.30) un
operador diferencial de segundo orden. Este operador es conocido como generador infinitesimal de Z ,
es usualmente denotado porL y es definido por

(L f )(z)= ĺım
t↓0

Ez
(
f (Zt )

)− f (z)

t
, (1.31)

sobre el conjunto

DL =
{
f : Rd →R : ∀z ∈Rd , ∃ ĺım

t↓0
Ez

(
f (Zt )

)− f (z)

t

}
o (1.32)

DL (z)=
{
f : Rd →R : ĺım

t↓0
Ez

(
f (Zt )

)− f (z)

t
, existe

}
. (1.33)

Cuando en particular f ∈C2
0(R

d ), usando la formula de I t ô, se consigue:

i) reescribir aL en términos de los coeficiente b y σ de la ecuación diferencial como sigue:

(L f )(z)=∑
i
bi (z)

∂ f

∂zi
+ 1
2

∑
i , j
(σσT )i j (z)

∂2 f

∂zi∂z j
, (1.34)

ii) el siguiente caso particular de la llamada Formula de Dynkin:

Ez
[
f (Xt )

]= f (z)+Ez
[∫t

0
L

(
f (Xs)

)
ds

]
(1.35)

ii) la diferenciabilidad con respecto a t de Pt ( f ) y la caracteización con respecto aL que sigue:

para u(t ,z)= Ez
[
f (Zt )

]
se consigue que

∂u

∂t
= Ez

[
L f (Zt )

]
. (1.36)

Reciprocamente, es posible caracterizar la distribución de una difusión en términos del generador
infinitesimal L , asociado al semigrupo de Markov determinado por sus transiciones de probabilidad.
Esto es posible usando las ecuaciónes conocidas como: Kolmogorov’s backward equation y Kolmogo-
rov’s forward equation. A continuación se enuncian formalmente estos resultados.

Kolmogorov’s forward equation 1.1.2.6 (Kolmogorov’s forward equation) Sean Z = {Zt }t≥0 una solu-
ción de (1.30), L su generador infinitesimal, f ∈ C2

0(R
d ) y z0 ∈ Rd . Supongamos que las transiciones de

probabilidad de (Zt )t≥0 tienen densidad pt (z0,z), es decir, que se verifica lo siguiente:

Ez0
[
f (Zt )

]=∫
Rd

f (z)pt (z0,z)dz. (1.37)

Si pt (z0, ·) : z→ pt (z0,z) es continua para cada t y z0, entonces pt (z0, ·) satisface:
∂

∂t
φ(z)=L ∗φ(z) donde L ∗ denota el operador adjunto de L , (1.38)

conocida como la Kolmogorov forward equation, la cual de forma explícita, se escribe como sigue,

∂

∂t
φ(z)=−∑

i

∂

∂zi
(biφ)(z)+

∑
i , j

∂2

∂zi∂z j
(ai jφ)(z) ∀ z ∈Rd y φ ∈C2

0(R
d ), (1.39)

donde a = 1
2σσ

T .
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La ecuación en (1.39) también es conocida como la ecuación de Fokker Planck. La importancia de
este resultado es que para difusiones de las que no se tiene información explicita de su distribución, se
puede aproximar su densidad de transición resolviendo numéricamente la ecuación diferencial (1.39).

Kolmogorov’s backward equation 1.1.2.7 Sean Z = {Zt }t≥0 una solución de (1.30), L su generador infi-
nitesimal, f ∈C2

0(R
d ) y z ∈Rd .

i ) Sea
u(t ,z)= Ez

[
f (Zt )

]
. (1.40)

Entonces,

∂u

∂t
= Lu, t ≥ 0, (1.41)

u(0,z) = f (z) (1.42)

i i ) Si w(t ,z) ∈C1,2([0,∞)×Rd ) es una función acotada que satisface (1.41), entonces w = u con u defi-
nido por (1.40).

Este resultado permite caracterizar la invariancia de una medida μ con respecto al semigrupo de
Markov Pt definido por,

(Pt f )(z)= Ez
[
f (Zt )

]
. (1.43)

como sigue.

Caracterización de Invariancia 1.1.2.8 Unamedida μ es invariante con respecto a (Pt )t≥0 si:∫
Rd
(L f )(z)μ(dz)= 0. (1.44)

Esto se debe a que, para f ∈ C2
0(R

d ) se cumple que Pt ( f ) ∈ C1,2([0,∞)×Rd ) y satisface (1.41); entonces,
sustituyendo (1.41) en (1.44) se verifica que

0=
∫
Rd

L
(
Pt f (z)

)
μ(dz)=

∫
Rd

∂

∂t

[
(Pt f )(z)

]
μ(dz)= ∂

∂t

∫
Rd
(Pt f )(z)μ(dz), (1.45)

y en consecuencia
∫
Rd (Pt f )(z)μ(dz) es constante como función de t , en particular:∫

Rd
(Pt f )(z)μ(dz)=

∫
Rd
(P0 f )(z)μ(dz)=

∫
Rd

f (z)μ(dz) (1.46)

que es la propiedad que define la invariancia.
Si Z0 es distribuída por la probabilidad μ, entonces se puede demostrar la estacionaridad de la difu-

sión. Debido a la estacionaridad que hereda Z de la ivariancia de μ cuando esta es su distribución inicial,
es usual llamar a μ distribución estacionaria cuando verifica (1.44) o (1.46).

Cuando el generador infinitesimal L es autoadjunto, es decir L =L ∗, las ecuaciones de Kolmogorov
(1.38) y (1.41) coinciden.

De acuerdo con la teoría de operadores, bajo el supuesto de que el generador infinitesimal L es
acotado, se verifica que el sistema en (1.41)-(1.42) tiene por solución la función

u(t ,z)= e−tL ( f (z)), (1.47)

pero L definido por (1.34), es generalmente no acotado, por eso, para conseguir un resultado como
el de (1.47 ) es necesario considerar otras hipótesis sobre L . A continuación se enuncia el resultado
que corresponde a un generador infinitesimal, no acotado, del semigrupo de de operadores de Markov
correspondiente a una difusión.
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Teorema 1.1.2.9 Sea Z = {Zt }t≥0 una difusión estacionaria con distribución marginal invariante μ y ge-
nerador infinitesimal autoadjunto L . Supongamos que:

el espectro de L : {λ ∈C : L −λI es no invertible}, es discreto.

0 es un autovalor simple de L asociado a la autofunción constante 1Rd .

Entonces, el semigrupo de operadores de Markov {Pt }t de Z , definido en (1.43), verifica lo siguiente,

Pt = e−L t y ‖Pt f ‖L2μ ≤ e
−tλ1‖ f ‖L2μ . (1.48)

donde λ1 es el autovalor de L mayor a cero mas pequeño.
Los resultados en (1.48) permiten garantizar que la difusión Z es un proceso ergódico, es decir se ve-

rifica (1.17), y la velocidad de convergencia asociada a esta identidad es exponencial. Esta convergencia
exponencial corresponde a un resultado que será expuesto más adelante.

Un problema más complejo que el de caracterizar las densidades marginales de una EDE cuya so-
lución toma valores en Rd , es la consideración de este problema, para para EDEs cuya solución toma
valores en un subconjunto propio de Rd .

Como un caso particular que demanda los resultados antes desarrollados, en la primera sección del
capítulo 4 se resuelve el problema que consiste en construir una difusión de dristribución marginal in-
variante μ, definida a partir de una densidad dato ϕ2: dμ(z)=ϕ2(z)dz, cuyo soporte es un subconjunto
propio de Rd , de clausura compacta y frontera suave.

Condición de Hörmander

Comomencionamos al final de la sección 1.1.1, para procesos deMarkov que satisfacen EDEs existe
un célebre resultado conocido como La condición deHörmander que caracteriza condiciones suficien-
tes para la ergodicidad del proceso. A continuación se enuncia una versión de esta condición y se derivan
algunos resultados.

Sea Z = {Zt }t≥0 una solución de la EDE en (1.30), y sea L su generador infinitesimal. Sean también

B0 = {σ·, j : j = 1, ..,r } (1.49)

Bk +1 = Bk ∪ {[g ,σ·, j ] : g ∈Bk , j = 1, ..,r } (1.50)

donde σ·, j denota la j−ésima columna del coeficiente de difusión σ en (1.30) y

[g ,σ·, j ](z)=Dg (x)σ·, j (z)−Dσ·, j (z)g (z), (1.51)

dondeDg yDσ·, j denotan las derivadas de Frechet de g y σ·, j respectivamente.
Para cada x ∈Rd se definen los conjuntos

B∞(z)=∪k≥0Bk(z) y B̄k(z)= span{g (x) : g ∈Bk }. (1.52)

La condición de Hörmander se verifica en un punto z ∈Rd si se cumple la siguiente identidad:

B̄∞(z)=Rd . (1.53)

De acuerdo con la definición deL es sencillo demostrar que, definiendo

A0 =
d∑
i=1

bi∂i − 1
2

d∑
i , j=

d∑
k=1

σik∂i (σ j k)∂ j , y Ak =
d∑
j=1

σik∂i k = 1, . . . ,r .
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se puede reescribirL como

L = 1

2

d∑
k=1

A2k + A0 (1.54)

y demostrar que (1.53) es equivalente a la siguiente condición:

L(A0, ...,Ar )= Span(∂1, ..,∂d ). (1.55)

para L definido por la relación

C ∈ L(A0, ...,Ar )⇒ [C ,Ai ] ∈ L(A0, ...,Ar ), donde i = 0, ..,r . para [C ,Ai ] definido como en (1.51). (1.56)

Teorema 1.1.2.10 Si la condición de Hörmander se consigue para algún punto accesible z ∈Rd , entonces
para cualquier f ∈Bb(R

d ), la función Pt f es suave en una vecindad de z.

La combinación de este teorema con los teoremas 1.1.1.6 y 1.1.1.10, reunen condiciones suficientes para
garantizar la existencia de una única medida invariante para un semigrupo de operadores {Pt }t de inte-
rés. En el próximo capítulo usaremos este conjunto de resultados para garantizar la ergodicidad de una
medida de probabilidad específica .

Difusiones Elípticas e Hipoelípticas de interés.

De acuerdo con los problemas de estimación considerados en este trabajo, sera necesario estudiar
EDEs homogéneas:

dZt = b(Zt )dt +σ(Zt )dBt , con Zt = (Xt ,Yt ). (1.57)

que generan difusiones elípticas e hipoelípticas. Una forma de caracterizarlas consiste en señalar que,
en el caso de las EDEs elípticas el coeficiente de difusión: σ, verifica que:∑

i , j
(σσT )i j (z)zi z j ≥ 0, para z = (x1, ...xm , y1, ..., ym) para d = 2m, (1.58)

y en el caso de las hipoelípticas se verifica que∑
i , j
(σσT )i j (z)yi y j ≥ 0. (1.59)

Una manera práctica de diferenciar estos dos tipos de ecuaciones diferenciales es que en el caso de las
hipoelípticas para una subcolección de sus compomentes el término de difusión es un vector nulo. Esto
será evidenciado en los próximos ejemplos.

Estos dos tipos de EDEs modelan diversos eventos de la realidad, a continuación algunos ejemplos.

1) Las elípticas permiten:

• aproximar la difusión correspondiente a una densidad dato ϕ2 de interes:

dXt = dBt + 1
2
∇log (ϕ(Bt )

)
dt , t ≥ t0. (1.60)

Las ecuaciones de este tipo son conocidas como Overdamped Langevin process. Su solución
es una difusión que tiene distribución límite estacionaria, con medida de probabilidad mar-
ginal invariante μ definida por dμ(z)=ϕ2(z)dz.
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• modelar el recorrido de particualas en un cuerpo de agua cerrado:

dXt = U (Xt ,Yt )dt +
√
2D1(Xt ,Yt )dB

1
t (1.61)

dYt = V (Xt ,Yt )dt +
√
2D2(Xt ,Yt )dB

2
t (1.62)

donde (Xt ,Yt ) representa la posición de la partícula sobre la superficie del cuerpo de agua
(U ,V ) representa la velocidad de la corriente en el cuerpo de agua, (

�
2D1,

�
2D2) represen-

tan la difusión, el coeficiente quemodela la incertidumbre, y (B1
t )t≥0 y (B

2
t )t≥0 denotanmovi-

mientos Brownianos independientes.

2) Con las hipoelípticas se modelan:

• dinámicas moleculares:{
dXt = Ytdt ,
dYt =− (∇V (Xt )+ c(Xt ,Yt )Yt )dt +σ(Xt ,Yt )dBt .

(1.63)

En este caso Xt denota la posición de la partícula en estudio en el instante de tiempo t y Yt
su velocidad. Estos sistemas modelan dinámicas que preservan energía, σ(Xt ,Yt )dBt es in-
terpretado como el término de fluctuación que produce la energía, y c(Xt ,Yt )Ytdt representa
el término de fricción que disipa la energía.

• Transporte de partículas en cuerpos de agua:

dXt = (U +Ut )dt , t ≥ t0, (1.64)

dYt = (V +Vt )dt , t ≥ t0, (1.65)

dUt = −
(
1

TL

)
Utdt + (K̂ )1/2dB1

t , t ≥ t0, (1.66)

dVt = −
(
1

TL

)
Vtdt + (K̂ )1/2dB2

t , t ≥ t0, (1.67)

Igual que en el caso elíptico (1.61)- (1.62), el par (Xt ,Yt ) representa la posición de la partícula
sobre la superficie de un cuerpo de agua, (U ,V ) representa la velocidad de la corriente en el
cuerpo de agua, D es un factor correspondiente al coeficiente de difusión como se definió
antes y (B1

t )t≥0 y (B
2
t )t≥0 son nuevamente movimientos Brownianos independientes. Las va-

riablesUt0 y Vt0 son independientes, de distribución normal con media cero y varianza K̂ TL
2 ,

y (Ut ,Vt ) representa la velocidad estocástica de la partícula inducida por el fluído turbulento.

En la sección 5.1.3 del capítulo 5 veremos que las ecuaciones hipoelípticas (1.64)-(1.67), ofre-
cenunmodelo que teóricamente es similar almodeladopor las ecuaciones elípticas en (1.61)-
(1.62), pero que aproximamejor la realidad.

1.2. Mixing.

En el estudio de los procesos estocásticos, la independencia entre los elementos del proceso es muy
importante porque, entre otras cosas, es una de las condiciones suficientes paramuchos de los teoremas
límites más relevantes en la teoría de probabilidades de amplia aplicación a la estadística.

En vista de que la mayoría de los procesos que modelan "situaciones reales"no verifican esta con-
dición, ha sido necesario definir coeficientes, en función de las σ−álgebras asociadas al proceso, que
de alguna manera midieran el grado de dependencia (o de independencia), entre las componentes del
proceso.
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En general, son cinco los coeficientes que con frecuencia son llamados coeficientes de dependencia
asintótica. En esta sección definiremos sólo dos de estos coeficientes: α−mixing y β−mixing porque
estarán asociados con resultados correspondientes a la velocidad de convergencia en el teorema ergódic
para los modelos que estudiamos.

1.2.1. Procesosα−mixing y β−mixing.

Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, seanA yB dos sub-σ−álgebras deF y sea Z = {Zt }t≥0 un
proceso estocástico en (Ω,F ) que toma valores en Rd .

Recordemos que si ν es unamedida signada enF decimos que la función de conjuntos |ν|(·) definida
enF por la ecuación

|ν|(A)= sup
∞∑
n=1
|ν(An)| con A ∈F , (1.68)

donde el supremo es tomado sobre todas las particiones (An)n≥1 de A, es la medida de variación total de
ν y decimos que ‖ν‖ = |ν(Ω)| es la variación total de ν. En lo que sigue, denotaremos por

varB∈B(ν(B)) (1.69)

a la variación total de la restricción de la medida ν a la si gma−álgebraB ⊆F .

Definición 1.2.1.1 Para las sub−σ−álgebras A y B en F definiremos los coeficientes α y β como sigue.

Denotaremos por α(A ,B) al coeficiente de mezcla fuerte definido por

α(A ,B)= sup
{A∈A ,B∈B}

{|P(A)P(B)−P(A∩B)|} (1.70)

Denotaremos por β al coeficiente de regularidad absoluta definido por

β(A ,B)= E
{
varB∈B

(
P(B |A )−P(B)

)}
(1.71)

Que α sea interpretado como un coeficiente de dependencia asintótica es evidente de (1.70).

Observación 1.2.1.2 De acuerdo con [20, p.3],

β(A ,B)= sup
C∈A⊗B

{|PA⊗B(C )−PA ⊗PB(C )|}, (1.72)

donde PA y PB representan la restricción de P a A y a B respectivamente y PA⊗B es la medida imagen
de P en (Ω×Ω,A ⊗B) por la función inyectiva i de (Ω,F ) en (Ω×Ω,A ⊗B) que a cada ω ∈Ω lo envía a
(ω,ω) ∈Ω×Ω.

De acuerdo con la definición de i , para A×B ∈A ⊗B se tiene que

PA⊗B(A×B)=P({ω ∈Ω : i (ω) ∈ A×B})=P(A∩B). (1.73)

Podemos decir que la identidad anterior caracteriza a la medida PA⊗B porque se verifica en una clase
generadora de la σ−álgebra en la que está definida. Esto de alguna manera justifica que el coeficiente β
sea interpretado como unamedida de dependencia asintótica porque, en (1.72) cuando C = A×B

|PA⊗B(C )−PA ⊗PA (C )| = |P(A∩B)−P(A)P(B)|. (1.74)

Por lo anterior, podemos ver que en (1.70) para definir α(A ,B), el supremo es tomado sobre una sub-
clase de la clase donde se toma el supremo para definir β(A ,B) en (1.72) y esto implica que

α(A ,B)≤β(A ,B). (1.75)
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En particular, para un proceso estocástico Z nos interesa considerar las σ−álgebras,

A u
0 =σ(Zs : s ≤ u) y B∞

u =σ(Zs : s > u) con s y u en R+

En este caso consideraremos las siguientes notaciones β(A ,B) por βZ (A u
0 ,B

∞
u+t ).

Definición 1.2.1.3 Para Z definimos los coeficientes αZ (t ) y βZ (t ) por,

αZ (t )= sup
u
{αZ

(
A u
0 ,B

∞
u+t

)
} y βZ (t )= sup

u
{βZ

(
A u
0 ,B

∞
u+t

)
}.

Decimos que Z es α−mixing si ĺımt→∞αZ (t )= 0 y que es β−mixing si,

ĺım
t→∞βZ (t )= 0. (1.76)

Proposición 1.2.1.4 La sucesiones βZ (t ) y αZ (t ) son decrecientes.

Demostración 2 De acuerdo con (1.71) y con la definición anterior

βZ (t )= sup
u

β(A u
0 ,B

∞
u+t )= sup

u
E
{
varB∈B∞

u+t
(
P(B |A k

0 )−P(B)
)}
, (1.77)

entonces, para un u fijo, si t ′ > t B∞
u+t ′ ⊆B∞

u+t por consiguiente, el conjunto de particiones que serán con-
sideradas para calcular varB∈B∞

u+t ′
(
P(B |A u

0 )−P(B)
)
es más pequeño que el conjunto de particiones que

serán consideradas para calcular varB∈B∞
u+t

(
P(B |A k

0 )−P(B)
)
, por lo tanto,como la esperanza es monóto-

na, al tomar supremo en u
βZ (t

′)≤βZ (t ) para t ′ > t . (1.78)

Lo antes expuesto se verifica de forma análoga para αZ (t ).

Como para cada t ∈ R+ se cumple que βZ (t ) ≥ 0, αZ (t ) ≥ 0, las sucesiones (βZ (t ))t y (αZ (t ))t están
acotadas inferiormente por 0, entonces, por la proposición anterior, para ambas sucesiones, siempre
existe el límite cuando t va a∞, es decir, siempre podemos saber cuando Z es α−mixing o β−mixing.

Proposición 1.2.1.5 Si Z es β−mixing, entonces, Z es α−mixing.

Demostración 3 Este resultado se obtiene por el uso de la desigualdad (1.75).

Proposición 1.2.1.6 Si Z es un proceso de Markov homogéneo, con núcleo de transición de probabilidad
Pt (x,A) entonces,

βZ (t )= sup
s

∫
μ(dx)‖Pt (x,A)−Pt+s(A)‖, (1.79)

donde Pt+s es la distribución de Zt+s .

Demostración 4 Ver ([16], p. 313).
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Capítulo 2

Difusiones hipoelípticas caracterizadas por la
condición de fluctuación-disipación.

En este capítulo se abordarán problemas de inferencia no paramétrica asociados a los Procesos Es-
tocásticos Hamiltonianos amortiguados caracterizados por la condición de fluctuación-disipación. Esta
condición proporciona un balance preciso entre el drif (que se encarga de remover energía en prome-
dio) y el término aleatorio, que garantiza que la medida canónica sea preservada por la dinámica que
define al sistema Hamiltoniano en estudio y al mismo tiempo implica la simplificación de las hipotesis
que permiten concluir que el proceso solución del sistema es ergódico.

El objetivo de este capítulo es presentar estimadores convergentes para las cantidades desconocidas
envueltas en la formulación del proceso estocástico de interés. Para ello, en la sección 2.1 se define el sis-
temade ecuaciones diferenciales estocásticas correspondiente, se enuncian sus hipótesis y se demuestra
la existencia y unicidad de la solución del sistema y de unamedida invariante. Adicionalmente se enun-
cian condiciones bajo las cuales se demostra la ergodicidad exponencial de la solución del sistema. En la
sección 2.2 se proporciona una construcción explícita de funciones de Lyapunov apropiadas que permi-
ten garantizar que la velocidad de convergencia de las probabilidades de transición, asociadas al sistema
en estudio, a la probabilidad invariante es exponencial (ergodicidad exponencial). Finalmente, en la sec-
ción 2.3 se enuncian y demuestran los principales resultados de inferencia estadística correspondientes
al sistema considerado.

2.1. Definición del sistema, existencia y unicidad.

Definición del sistema

Un proceso estocástico Hamiltoniano amortiguado está definido por el sistema:{
dXt = Ytdt ,
dYt =− (∇V (Xt )+ c(Xt ,Yt )Yt )dt +σ(Xt ,Yt )dBt ,

(2.1)

donde Zt = (Xt ,Yt ) ∈ R2d , con d entero y d > 0, denota la solución del sistema en t , V : Rd → R es el po-
tencial del sistema, c : R2d →M(Rd ,Rd ) es la fuerza de amortiguación, σ : R2d →M(Rd ,Rd ) es el término
de difusión y B es unmovimiento Browniano d−dimesional estándard en Rd .

Nos interesa principalmente el siguiente sistema,{
dXt = Ytdt ,
dXt =−

(∇V (Xt )dt +σ2(Xt )Yt
)
dt + (2β−1) 12σ(Xt )dBt ,

(2.2)
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que es un caso particular del sistema definido en (2.1). En este sistema el coeficiente de difusión sólo
depende de x y el coeficiente de amortiguación c está relacionado con el coeficiente de difusión por la
relación c(x, y)=σ2(x), que es conocida como la condición de fluctuación-disipación.

Hipótesis.

En este capítulo se supone lo siguiente,

H0 La funciónσpertenece aC (Rd ,M(Rd ,Rd )) y su primera y segunda derivada son acotadas. También,
para todo x ∈Rd σ(x) es simétrica y verifica que σ(x)≥σ0Id (en el sentido de la forma cuadrática),
para una constante positiva σ0 > 0. Cuando una función en C (Rd ,M(Rd ,Rd )) verifica la última
condición se dice que es uniformemente elíptica.

H1 El potencial V es inferiormente acotado y pertenece aC∞(Rd ).

Observación 1 De acuerdo con la definición del sistema en (2.2), el coeficiente de amortiguación c es una
matriz simétrica y uniformemente elíptica.

2.1.1. Existencia y unicidad de la solución del sistema.

Como se definió en el primer capítulo, en lo que sigueΩ=C (R+,R2d ) denotará el espacio de funcio-
nes continuas deR+ enR2d . Laσ−álgebtraF considerada será laσ−álgebra de borel generada a partir de
la topología de convergencia compacta, para cada w ∈Ω y t � 0 se define Zt (w)=w(t )= (Xt (w),Yt (w))
y en función de esta definición, la filtración a considerar es (Ft )t�0 conFt =σ(Zs : 0� s � t ).

Observación 2 A continuación se enuncian las hipótesis H ′
0,1, H

′
0,2 y H ′

1, para c y σ en (2.1), que serán
consideradas durante la demostración del teorema de existencia y unicidad de una solución para el sis-
tema en (2.1). Las hipótesis en H ′

0,1 asociadas a σ son más débiles que las enunciadas en H0, declarada
arriba, y en el caso de V H ′

1 coincide con H1, también declarada arriba. De esta forma la prueba de
exixtencia y unicidad que se presenta a continuación también garantiza la existencia y unicidad de una
solución para (2.2). La demostración expuesta es un desarrollo de la prueba que aparece en [55, páginas
209-210 ].

H ′
0,1 La función σ está en C∞(Rd ,M(Rd ,Rd )), es simétrica y verifica que 0 < σ(x) ≤ σ′0Id (en el sentido

de la forma cuadrática), para una constante positiva σ′0 > 0.
H ′

0,2 El coeficiente de amortiguación c es continuo y para todo N : sup|x|≤N ,y∈Rd |c(x, y)|H .S. <∞, y exis-

ten constantes c0 y L tales que cs(x, y)≥ c0Id > 0, ∀|x| > L y y ∈Rd .

H ′
1 El potencial V es inferiormente acotado y pertenece aC∞(Rd ).

Teorema 2.1.1.1 Sea z0 = (x0, y0) ∈ R2d y sea P
z0
0 la distribución de la solución de la EDE definida en

(2.1), cuando c = 0, V = 0 y la distribución inicial del sistema es δz0 . Entonces, el sistema en (2.1) admite
una única solución débil Pz0 (una medida de probabilidad sobre (Ω,F )) y no explosiva, tal que ∀ t ≥ 0
se verifica:

dPz0

dPz0
0

∣∣∣
Ft

= exp
(
−
∫t

0
σ−1(Xs ,Ys)[c(Xs ,Ys)Ys +∇xV (Xs)]dBs

− 1

2

∫t

0

∣∣σ−1(Xs ,Ys) (c(Xs ,Ys)Ys +∇V (Xs))
∣∣2ds.) (2.3)
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Demostración 5 La existencia y unicidad de la solución será demostrada verificando que se cumplen las
condiciones 1.1.2.5 en donde se describe el procedimiento de transformación del drift de Guirsanov. Con-
sideremos entonces la EDE {

dXt = Ytdt ,
dYt =σ(Xt ,Yt )dBt ,

(2.4)

con condición inicial δz0 , es decir, la ecuación en (2.1) con c = 0, V = 0 y Z0 = z0 c.s. De acuerdo con H ′
0,1

el sistema en (2.4) posee una única y no explosiva solución fuerte Pz0
0 .

Si para R > y0 y n ∈N se define

τR = ı́nf{t ≥ 0 : |Yt | =R} y ς= sup
n
ı́nf{t ≥ 0 : |Zt | ≥ n}, (2.5)

se tiene que estas dos variables aleatorias son tiempos de parada y que supR≥0τR ≤ ς debido a que por (2.4)
|Yt | ≤R y |Xt | ≤ |x0|+Rt para todo t ≤ τR. Consideremos ahora el proceso (Mt )t≥0 definido por:

Mt = exp
(
−
∫t

0
γ(Xs ,Ys)dBs − 1

2

∫t

0

∣∣γ(Xs ,Ys)
∣∣2ds) con γ(x, y)=−σ−1(x, y)[c(x, y)y +∇xV (x)] (2.6)

Este proceso es una P
z0
0 martingala local debido a que (τR)R ↑∞ y por cada R ≥ 0 las hipótesis H ′

0,1 y
H ′

0,2 garantizan que se verifique la condición de Novikov sobre el evento {t ≤ τR }:

E0z0

[
e

(
1
2

∫τR∧t
0 |γ(Xs ,Ys )|2ds.

)]
<∞ para todo t ≥ 0, (2.7)

lo cual es suficiente para que el proceso de parada (MτR∧t )t sea una martingala. Ahora bien, como (Mt )t
es una martíngala local inferiormente acotada, es suficiente demostrar que E0z0[Mt ] = E0z0[M0] = 1 para
conseguir que es una martingala. Lo último garantiza que por cada t ≥ 0 :

Pt : Ft → [0,1] definida por Pt (A)=
∫
A
MtdP

z0
0 para A ∈Ft (2.8)

es una medida de probabilidad, que la colección (P )t≥0 define una medida de probabilidad Pz0 sobre

(Ω,F ), como en (1.10), tal que Pt = Pz0
∣∣∣
Ft
, y que el proceso B̃t = Bt −

∫t
0 γ(s,Zs)ds es un movimiento

Browniano en (Ω,F ,Ft ,Pz0) que verifica lo siguiente⎧⎨⎩
dXt = Ytdt ,
dYt =σ(Xt ,Yt )dBt =σ(Xt ,Yt )(dB̃t +γ(Xt ,Yt )dt )

=σ(Xt ,Yt )dB̃t − [c(Xt ,Yt )Yt +∇xV (Xt )]dt .
(2.9)

La identidad en (2.9) implica que Pz0 es una solución débil de (2.1) que verifica la identidad (2.3). La
construcción anterior, descrita durante la declaración de condiciones suficientes para la existencia de una
solución débil 1.1.2.5 y conocida como la transformación del drift de Guirsanov, garantiza que cualquier
solución de (2.1) se obtiene a partir de la transformación del drift de la única solución P

z0
0 de (2.4) y esto es

suficiente para conseguir la unicidad de Pz0 . De acuerdo con lo anterior, si

E
z0
0 [Mt ]= E

z0
0 [M0]= 1, (2.10)

entonces (2.1) tiene una solución única que verifica la identidad (2.3). A continuación demostraremos que
E
z0
0 [Mt ]= E

z0
0 [M0]= 1 y que Pz0 no explota utilizando la función de prueba H(x, y)= 1

2 |y |2+V (x) del tipo
de Liapunov.
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Al evaluar el generador infinitesimal L en H se verifica que

LH(x, y) = tr (σ2)

2
+ y .∇xV (x)−

(
c(x, y)y +∇xV (x)

)
.y (2.11)

= tr (σ2)

2
− cs(x, y)y .y , (2.12)

y de las hipótesis H ′
0,1 y H ′

0,2 obtenemos que cs(x, y)≥ AId para alguna constante A > 0 y que σ2(x, y)≤
dσ2

0, entonces para Ĥ =H − ı́nfRd V +1 se satisface lo siguiente:
L Ĥ ≤ bĤ (2.13)

donde b =máx{2A, dσ
2

2 }. Por otra parte, usando la formula de Ito se puede demostrar que (ebt∧τR Ĥt∧τR )t≥0
es una Pz0 supermartingala, y por definición de Ĥ y τR que Ĥ(ZτR ) ≥ R2

2 cuando {τR <∞}. Conseguimos
entonces que

Pz0(τR ≤ t )≤ 2ebt

R2
Ez

(
1{τR≤t }e

−bt∧τR Ĥ
(
Zt∧τR

))≤ 2ebt

R2
Ĥ(z)→ 0 cuando R→∞ (2.14)

lo cual garantiza que la solución Pz0 no explota debido y también garantiza que

E
z0
0 (Mt )=

∫
MtdP

z
0 ≥

∫
1{τR>t }Mt∧τRdP

z
0 =Pz0(τR > t )→ 1 cuando R→∞ (2.15)

y esto concluye la prueba. ■
De acuerdo con lo desarrollado en la sección 1.1.2, la EDE que estudiamos en este capítulo es de tipo

homogénea porque sus coeficientes no dependen del tiempo y esto garantiza que los procesos {Zh}h≥0
y {Zs+h}h≥0 tengan la misma ley sobre el espacio de probabilidad (Ω,F ,Pz) para z ∈ R2d , una prueba de
esta afirmación está en [42, página 109]. También, haciendo uso de las propiedades de esperanza con-
dicional, se puede demostrar que Pz cumple la propiedad de Markov y en consecuencia, que por cada
z ∈R2d la solución (

{Zt }t≥0 ,Pz
)
de (2.1) sea unproceso deMarkov. Además, debido a la homogeneidad de

la difusion, las probabilidades de transición
{
Pt (z,dz ′)

}
t≥0 forman un semigrupo para el que se verifican

las identidades Pt ◦Ps = Pt+s y
P(Zt ∈ A | Zs)= Pt−s(Zs ,A), (2.16)

donde P : F → [0,1] es una medida de probabilidad definida por

P(B)=
∫

Pz(B)μ(dz), donde μ es una medida de probabilidad enF0. (2.17)

La probabilidad P es usualmente denotada por Pμ. Cuando μ está concentrada en un punto z ∈ R2d se
tiene que Pz es una versión de Pμ.

2.1.2. Condiciones suficientes para la ergodicidad: Existencia y unicidad de una
medida invariante.

Ahora demostraremos la existencia de unamedida deprobabilidad ergódica para la solución
(
{Zt }t≥0 ,Pz

)
de (2.2), cuya existencia se acaba de demostrar. Esto se hará en dos pasos,

i) primero: veremos que se cumple la identidad de Hörmander para conseguir, usando el Teorema
1.1.2.10, que sus operadores de transición evaluados en f ∈ Bb(R

d ): Pt ( f ), resultan ser funcio-
nes continuas en z, , es decir, son strong Feller; esto garantizará, usando el Teorema 1.1.1.10, la
existencia de a lo sumo una medida invariante.
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ii) segundo: consideraremos un candidato a medida y demostraremos que se verifica (1.44) para de-
mostrar que es invariante con respecto al semigrupo

{
Pt (z,dz ′)

}
t≥0.

De acuerdo con el teorema 1.1.1.4, estos dos resultados implican la existencia de una única medida in-
variante, y esto es suficiente para concluir su ergodicidad (ver sección.

Propiedad fuerte de Feller: Suficiencia para la existencia de a lo sumo una probabilidad invariante

A continuación demostraremos que se verifica la propiedad de Hörmander (1.55). Sea f ∈C1,2
0 (R2d ),

por la definición del generador infinitesimalL en la sección 1.1.2, para el proceso en (2.2):

L f (x, y)=
(
1

β

d∑
i , j=1

(σ2)i j (x)∂yi∂y j + y ·∇x − (σ2(x)y +∇V (x)) ·∇y

)
f (x, y) . (2.18)

Considerando los operadores diferenciales

A0 =
d∑
j=1

y j ·∂x j −
d∑
j=1

∂x j V (x)∂y j −
d∑
j=1

y j
d∑
l=1

(σ2) j l (x)∂yl , Ak =
d∑
j=1

σk j (x)∂y j k = 1, . . . ,d (2.19)

y [A0,Ak ]= A0Ak − Ak A0, (2.20)

de dominioC1,2
0 (R2d ), las ecuaciones en (2.19) y (2.20) permiten verificar de forma directa que

Span(A0, ..,Ad , [A0,A1], .., [A0,Ad ])⊂ Span(∂x1 , ..,∂xd ,∂y1 , ..,∂yd ) (2.21)

y la identidad se consigue porqueσ es uniformemente elíptica y esto garantiza que sus filas (o culumnas)
formen una base para R2d y en consecuencia las dimensiones de Span(A0, ..,Ad , [A0,A1], .., [A0,Ad ]) y
Span(∂x1 , ..,∂xd ,∂y1 , ..,∂yd ) coinciden.

Existencia y unicidad de una medida invariante con respecto al semigrupo {Pt }t de operadores de
Markov correspondientes a la solución de (2.2).

Consideremos ahora la función

pβ
s (x, y)=C (β)e−βH(x,y) con H(x, y)= 1

2
yT y +V (x) y C =

∫
R2d

pβ
s (x, y)dxd y (2.22)

entonces pβ
s es una densidad porque es no negativa e integra 1. Por otra parte, de acuerdo con la ca-

racterización de invariancia 1.1.2.8, la condición
∫
R2d L f (x, y)pβ

s (x, y)dxdy = 0 para toda función f ∈
C1,2
0 (R2d ), es suficiente para que la probabilidad μ(dz) = pβ

s (z)dz sea invariante con respecto a Pt para

todo t ≥ 0. Entonces, pβ
s es invariante con respecto a Pt debido a lo siguiente:∫

R2d
L f (x, y)pβ

s (x, y)dxd y

=
∫
R2d

(
{ f ,H }+ eβH

β
divy (

β

2
σ2e−βH∇y f )

)
pβ
s (x, y)dxdy (2.23)

= 1

β

∫
R2d

{
f ,e−βH

}
dxdy + 1

β

∫
R2d

divy (p
β
s (x, y)σ

2(x)∇y f (x, y))dxd y (2.24)

= 0, (2.25)

donde (2.23) se debe a que, de acuerdo con (2.18) es posible reescribirL como

L ( f )= { f ,H }+ eβH

β
divy (

β

2
σ2e−βH∇y f ), donde { f ,H }= (∇x f )T∇yH − (∇y f )T∇xH ,

(2.24) se debe a la definición del operador {·, ·} y (2.25) se consigue usando el teorema de Green.
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2.2. Pruebas de ergodicidad usando funciones de Lyapunov

En esta parte se considerarán dos ejemplos específicos del proceso estudiado y se demostrará, usan-
do explícitas construcciones de funciones de Lyapunov y, considerando la identidad (1.2.1.6), su ergodi-
cidad exponencial, es decir, se demostrará que existen constantesC > 0 y λ> 0 tales que ,∫

R2d
sup

{ f : f es medible, | f |≤1}

∣∣∣∣Pt f (z)−
∫
R2d

f dμ

∣∣∣∣μ(dz)≤Ce−λt . (2.26)

2.2.1. Difusión hipoelíptica en R2d bajo una condición sobre el drift

En lo que sigue consideraremos el sistema (2.2) y asumiremos que se satisfacen las hipótesis H0 y
H1 y que se satisface la llamada condición del drift:

<∇V (x), x

‖x‖ >→∞ a ‖x‖→∞ donde ‖ ·‖ es la norma euclideana usual en Rd . (2.27)

De acuerdo con el Teorema 5.2c en [39], para conseguir la ergodicidad exponencial del proceso que
resuelve (2.2) es suficiente garantizar la existencia de una función de LyapunovΨ, de un compacto K ⊂
R2d y de constantesC y ε> 0 que satisfagan la desigualdad,

−LΨ

Ψ
≥ ε1Kc −C1K . (2.28)

Entonces, la prueba consistirá en, primero se definirá la función de Lyapunov a considerar, luego se
caracterizará el cociente LΨ

Ψ , y finalmente, en función de esta caracterización y de H0, H1 y (2.27), se
construirá el compacto K y las constantesC y ε que junto aΨ satisfarán (2.28). La prueba que presenta-
mos sigue las principales lineas de la prueba del Teorema 4.1 en [55], pero con una ligera diferencia que
favorece pedagógicamente la demostración. Para simplificar la notación asumimos que β= 2.

Definición deΨ y declaración de propiedades: SeanΦ : R+→R+ yG : Rd →Rd definidas por:

Φ(t )= e− 1
t y G(x)=

{
Φ(‖x‖) x

‖x‖ si x �= 0 ∈Rd

0 si x = 0 ∈Rd (2.29)

De acuerdo con las definiciones en (2.29),Φ es creciente, 0≤Φ≤ 1, yG tiene derivada continua y

ĺım
‖x‖→∞

‖∂x jGi (x)‖HS = 0, donde ‖ ·‖HS denota la norma de Hilbert-Schmidt (2.30)

A partir deG definimos la función de LyapunovΨ como sigue

Ψ(x, y)= eF (x,y)−ı́nfR2d F con F (x, y)= a

(
1

2
||y ||2+V (x)

)
+b <G(x), y >, (2.31)

para constantes a y b que serán caracterizadas más adelante con el objetivo de garantizar (2.28).
Como el argumento de la exponencial que defineΨ es no negativo,Ψ≥ 1, es decir

F (x, y)− ı́nf
R2d

F ≥ 0 ∀(x, y) ∈R2d =⇒Ψ≥ 1. (2.32)
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Caracterización de LΨ
Ψ : al evaluar Ψ en el operador infinitesimal (2.18) del sistema en (2.2) y usar las

propiedades de la derivada conseguimos:

LΨ =
(
1

2

d∑
i , j=1

(σ2)i j (x)∂yi∂y j + y ·∇x − (σ2(x)y +∇V (x)) ·∇y

)
Ψ(x, y) .

= 1

2

d∑
i , j=1

(σ2)i j (x)∂yi

(
Ψ(x, y)∂y j F (x, y)

)
+ (

y ·∇x − (σ2(x)y +∇V (x)) ·∇y
)
Ψ(x, y)

= Ψ(x, y)

[
1

2

d∑
i , j=1

(σ2)i j (x)∂yi F (x, y)∂y j F (x, y)+
1

2

d∑
i , j=1

(σ2)i j (x)∂yi∂y j F (x, y)

+ (
y ·∇x − (σ2(x)y +∇V (x)) ·∇y

)
F (x, y)

]
= Ψ(x, y)

[
1

2
||σ(x)∇yF ||2+L F

]
, (2.33)

y de la identidad (2.33) obtenemos,

−LΨ

Ψ
=−L F − 1

2
||σ(x)∇yF ||2. (2.34)

A continuación, usando (2.18), evaluamosL en cada término de F definida en (2.31):

L
(
a 1
2 ||y ||2

) = a
(1
2

∑d
i=1(σ

2)i i (x)−<σ2(x)y , y >−< y ,∇V (x)>)
L (aV (x)) = a <∇V (x), y >
L

(
b <G(x), y >) = b

∑d
j=1

∑d
i=1(∂x jGi (x))yi y j −b < y ,σ2(x)G(x)>−b <∇V (x),G(x)>

luego, usando la linealidad deL y las tres últimas identidades

L (F (x, y)) = a

(
1

2

d∑
i=1

(σ2)i i (x)−<σ2(x)y , y >
)

+b
(

d∑
j=1

d∑
i=1

∂x jGi (x)yi y j−< y ,σ2(x)G(x)>−<∇V (x),G(x)>
)
. (2.35)

Además, calculando ∇yF para el segundo término a la izquierda de (2.34)

1

2
‖σ(x)∇yF‖2 = 1

2
‖σ(x)(ay +bG(x))‖2 . (2.36)

Finalizamos esta parte sustituyendo (2.35) y (2.36) en (2.34) para conseguir la caracterización bus-
cada:

−LΨ

Ψ
= −a

(
1

2

d∑
i=1

(σ2)i i (x)−<σ2(x)y , y >
)

(2.37)

−b
(

d∑
j=1

d∑
i=1

∂x jGi (x)yi y j−< y ,σ2(x)G(x))>−<∇V (x),G(x)>
)
− 1
2
‖σ(x)(ay +bG(x))‖2 .

Construcción de cota inferior para−LΨ
Ψ : Ahora acotaremos inferiormente cada término a la derecha

de (2.37), esto permitirá elegir a y b convenientes para la definición deC , ε y K.
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De acuerdo con H1, existen constantes no negativas σ0 y σ1 tales que se verifica que σ0Id ≤ σ ≤
σ1Id en norma cuadratica, entonces usando el desarrollo en norma cuadrática que corresponde
se consigue,

−a 1
2

d∑
i=1

(σ2)i i (x)≥−ad
2
σ2
1 , a <σ2(x)y , y >≥ aσ2

0‖y‖2 y (2.38)

‖σ(x)(ay +bG(x))‖2 ≤σ2
1(2a

2‖y‖2+2b2‖G(x)‖2)≤σ2
1(2a

2‖y‖2+2b2) ∀(x, y) ∈R2d . (2.39)

Además del desarrollo en con respecto al cuadrado de la norma, para la primera desigualdad en
(2.39) se usa la desigualdad trangular de la norma, y para la última desigualdad se usa que |G| ≤ 1.
También, usando la acotación de σ en norma cuadrática y la linealidad del producto interno;

< (aσ2(x)−b∂x jGi (x))y , y >≥σ2
0a‖y‖2−b < ∂x jGi (x)y , y > ∀(x, y) ∈R2d (2.40)

Por otra parte dado ε′ > 0, de (2.30) y de la continuidad de ∂x jGi tenemos que se puede elegir b > 0
tal que

b‖∂x jGi (x)‖HS ≤ ε′, (2.41)

y esto implica que, sustituyendo la desigualdad anterior en (2.40):

< (aσ2(x)−b∂x jGi (x))y , y >≥ (aσ2
0−ε′)‖y‖2 ∀(x, y) ∈R2d . (2.42)

La definición deG y (2.27) garantizan que para toda constanteM > 0 existe LM > 0 tal que

<∇V (x),G(x)>>M si ‖x‖ > LM , (2.43)

y esto, junto a la continuidad deG y ∇V , implican la existencia de una constanteM1 > 0 tal que

<∇V (x),G(x)>≥−M1 ∀x ∈R2d . (2.44)

Finalmente, como σ y G son acotadas por definición, se concluye la existencia de una constante
M2 > 0 tal que,

b < y ,σ2(x)G(x)>≥−M2‖y‖ ∀(x, y) ∈R2d . (2.45)

Las desigualdades anteriores garantizan lo siguiente. Sustituyendo (2.38), (2.39), (2.42), (2.44) y
(2.45) en (2.37) conseguimos que,

−LΨ

Ψ
≥ (aσ2

0−a2σ2
1−ε′)‖y‖2−M2‖y‖−

(
adσ2

1

2
+b2σ2

1+M1b

)
∀(x, y) ∈R2d , (2.46)

y sustituyendo (2.38), (2.39), (2.42), (2.43), (2.44) y (2.45) en (2.37) se consigue que,

−LΨ

Ψ
≥ (aσ2

0−a2σ2
1−ε′)‖y‖2−M2‖y‖−

(
adσ2

1

2
+b2σ2

1

)
+Mb, ∀M > 0, y ∈Rd , ‖x‖ > LM (2.47)

Construcción de K,C y ε: Sea a tal que aσ2
0−a2σ2

1 > 0, en este caso diremos que se verifica la condición
C1, y b tal que ε′ satisface aσ2

0−a2σ2
1−ε′ > 0 (b y ε′ están asociados por (2.41)), en este caso diremos

que se verifica la condición C2. Construirémos K en tres pasos y en el camino garantizaremos la
existencia deC y ε. De acuerdo con C1 y C2:
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paso 1: x ∈Rd , ‖y‖ > L. El lado derecho de (2.46) es un polinomio de segundo grado de variable
‖y‖, con coeficiente de segundo orden mayor a cero y raices reales. Entonces, dado ε > 0, (2.46)
garantiza la exixtencia de una constante L > 0 tal que

−LΨ

Ψ
≥ ε ∀(x, y) ∈R2d tal que ‖y‖ > L. (2.48)

paso 2: ‖x‖ > LM , ‖y‖ ≤ L. El lado derecho de (2.47) es un polinomio de segundo grado de variable
‖y‖, con coeficiente de segundo orden mayor a cero, cuyo ínfimo crece a∞ cuandoM crece a∞,
∀y ∈R. Por lo tanto, existeM > 0 tal que se cumple (2.48) cuando ‖x‖ > LM , es decir,

−LΨ

Ψ
≥ ε ∀(x, y) ∈R2d tal que ‖y‖ < L y ‖x‖ > LM . (2.49)

paso 3: x ≤ LM ,‖y‖ ≤ L.De (2.46) conseguimos que ∀x ∈Rd y ‖y‖ ≤ L,

−LΨ

Ψ
≥−M2‖y‖−

(
adσ2

1

2
+b2σ2

1+Mb

)
≥−C (L) con C (L)=M2L+

(
adσ2

1

2
+b2σ2

1+Mb

)
.

En particular,

−LΨ

Ψ
≥−C (L) ∀(x, y) ∈R2d tal que ‖x‖ ≤ LM y ‖y‖ ≤ L. (2.50)

De (2.48), (2.49) y (2.50) concluímos que

K= {(x, y) ∈R2d : ‖x‖ ≤ LM ,‖y‖ ≤ L}, C =C (L) y ε es cualquier número > 0. (2.51)

Conclusión de la prueba: De la sección 2.1.2 tenemos el semigrupo
{
Pt (z,dz ′)

}
t≥0 verifica la condición

fuerte de Feller y de acuerdo con (2.8) y (2.22) se verifica que ∀z ∈R2d y para todoO ⊂R2d abierto
y distinto del vacio :

Rz(z,O)=
∫∞
0

e−tPt (z,O)dt > 0 (2.52)

La igualdad en (2.52) define al llamado operador resolvente Rλ para λ= 1, y la desigualdad implica
la irreducibilidad del proceso de Markov (Zt )t�0 que resuelve (2.2). Lo anterior garantiza que todo
subconjunto compacto de R2d es un conjunto pequeño en el lenguaje de [39] y [21]. Esto completa
las hipótesis el Teorema 5.2c en [39], podemos entonces aplicarlo y concluir así que la ergodicidad
exponencial caracterizada en (2.26) es satisfecha.

2.2.2. Partícula en un potencial periódico

En este caso se considera z = (x, y) ∈Td ×Rd , donde Td denota el d-dimensional toro. Bajo las hipó-
tesisH0,H1 y la condiciónV ≥ 1, es posible construie una función de Lyapunov (ver [38, Section 3]) que
satisface (2.28).Para la construcción de esta función de Lyapunov se desarrolla un proceso similar al de

la sección anterior conΨ(x, y)= ‖y‖22 +V (x).

2.3. Inferencia estadística sobre los parámetros de una difusion hi-
poelíptica.

De acuerdo con lo desarrollado en este capítulo, bajo H0 y H1 se consigue la existencia de una úni-
ca solución para (2.2) que admite una única probobilidad invariante caracterizada en (2.22). También se
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demostró que si adicionalmente se verificaH2 y (2.27), entonces la solución de (2.2) es exponencialmen-
te ergódica. La unicidad y ergodicidad exponencial antes senalada son los principales ingredientes para
demostrar que ciertos estimadores no paramétricos de la densidad invariante,el drift, el coeficiente de
difusión y el gradiente del potencial correspondientes a (2.2), convergen al elemento que están estiman-
do. Estos resultados asintóticos permitenmedir la bondad de la estimación que hacen. Específicamente,
se puede demostrar que partir de cualquier condición inicial z0 = (x0, y0) en (2.2):

Para el estimador p̃β
s (x, y) de la densidad invariante p

β
s (x, y), definido por:

p̃β
s (x, y) := 1

nbd1,nb
d
2,n

ln+n∑
i=ln+1

K

(
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2,n

)
con K ∈C2

0 . (2.53)

se verifica la çonvergencia del tipo Teorema Central del Límite",√
nbd1,nb

d
2,n

(
p̃β
s (x, y)−pβ

s (x, y)
)

D−−−−−→
n→+∞ N

(
0,pβ

s (x, y)
∫
K 2(s, t )dsdtI

)
. (2.54)

Para el estimador g̃ (x, y) del drift g (x, y)=−(∇V (x)dt +σ2(x)y
)
de la EDE en (2.2), definido por:

g̃n = Hn

p̃β
s

con Hn(x, y)= 1

(n−1)bd1,nbd2,n

ln+n−1∑
i=ln+1

K (
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2n

)
Y(i+1)hn −Yihn

hn
(2.55)

se cumple que

E

(
Hn

p̃β
s

(x, y)− g (x, y)
)2
=O

(
1

nbd1,nb
d
2,nhn

)
. (2.56)

El estimador −< ĝn(x,ei )− ĝn(x,0),e j > (x, y) converge en probabilidad Pz0 a σ2
i j (x, y)

Para el estimador ∇x p̃
β
s

p̃
β
s

(x, y) de −β∇V (x) se verifica la siguiente çonvergencia del tipo Teorema

Centrel del Límite",

√
nb(d+2)1,n bd2,n

(
∇x p̃β

s

p̃β
s

(x, y)+β∇V (x)
)

D−−−−−→
n→+∞ N

(
0,L(x, y)

)
(2.57)

donde L= (
li , j (x, y)

)
1≤i , j≤d es una matriz diagonal definida por

l j j (x, y)= 1

pβ
s (x, y)

∫
(∂x j K (u,v))

2dudv .

A continuación serán demostradas las convergencias que se acaban de enunciar.
En el resto del capítulo K denotará una función de C2 con soporte compacto en A para la cual se

verifica que
∫
A K (x, y)dxdy = 1, y se supondrá, sin pérdida de generalidad, que A es una bola acotada en

R2d . Además se supondrá que existe un entero no negativom tal que para todo polinomio no constante
P (x, y) de grado menor o igual am se cumple que

∫
P (u,v)K (u,v)dudv = 0.
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2.3.1. Estimación de la densidad invariante

Sea p̃β
s definido en (2.53) un estimador para la densidad invariante pβ

s definida en (2.22). Esta sección
está dedicada a la demostración de (2.54). Para esto será necesario usar dos resultados que se enuncian
a continuación y cuyas pruebas pueden ser vistas en [10].

Proposición 2.3.1.1 Si asumimos que H0, H1 y H2 son sotisfechas, entonces existe una constante C > 0
y ρ > 0 tal que : ∀g , f ∈ L∞(μ), ∀ t ≥ 0,∣∣Covμ ( f (Zt ),g (Z0))∣∣≤C ρt/2

∥∥∥∥g −∫
gdμ

∥∥∥∥∞
∥∥∥∥ f −∫

f dμ

∥∥∥∥∞ , (2.58)

i.e., en regimen estacionario, (Zt , t ≥ 0) es α-mixing con tasa de convergencia exponencial.

Teorema del limite central triangular.

Sean (Zn,k){1≤k≤kn ,n∈N∗} una matriz triangular en R2d tal que la sucesión de enteros kn ↑ ∞ cuando
n ↑∞, y Sn = Zn,1+. . .+Zn,kn , tal que para cada n ∈N, (Zn,k)k≥1 es centrada y estacionaria, y supongamos
que existe una matriz triangular de números reales positivos

(
αn( j )

)
n∈N∗,1≤ j≤kn tales que E(Zn, j Zn,0) ≤

αn( j ).
Sean también Sk,n = Zn,1+ . . .+Zn,k para 1≤ k ≤ kn y vn,k = VarSk,n −VarSk−1,n , tales que existe una

constante γ tal que
ĺım
n→∞VarSn = γ2 > 0 (2.59)

y ∃n0 ∈N∗ tal que vn,k > 0∀n ≥ n0, 1≤ k ≤ n, respectivamente.
Finalmente, definimos

Mn = sup
1≤k≤kn

‖Zn,k‖∞ , δn = sup
1≤k≤kn

E(|Zn,k |) and for kn ≥ j ≥ 1 Δn, j = E
(∣∣Zn,0Zn, j ∣∣) . (2.60)

Ahora es posible enunciar el Teorema del límite central triangular:

Teorema 2.3.1.2 Sea (Zn,k)1≤k≤kn una matriz triangular que verifica (2.59). Si

(knMn +k
2
3
n )Mnδn −−−−−→

n→+∞ 0, (2.61)

k2/3n

kn−1∑
j=1

mı́n(αn( j ),Δn, j )−−−−−→
n→+∞ 0 y (1+Mn)

kn−1∑
j=1

(kn − j ) mı́n(αn( j ), (Δn, j +δ2n))−−−−−→n→+∞ 0, (2.62)

entonces: Sn
D−−−−−→

n→+∞ N (0,γ2) . (2.63)

Ahora estamos listos para enunciar y demostrar el teorema central del límite para la densidad inva-
riante de un proceso que satisface (2.2).

Distribución inicial con densidad pβ
s .

Teorema 2.3.1.3 Supongamos que H0, H1 y H2 se cumplen y consideremos el estimador p̄s de p
β
s defi-

nido por:

p̄s(x, y) := 1

nbd1,nb
d
2,n

n∑
i=1

K

(
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2,n

)
con K ∈C2

0 . (2.64)

Si los parámetros b1,n, b2,n y hn de p̄s satisfacen las siguientes propiedades:
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(i) b1,n, b2,n y hn→ 0,

(ii) n bd1,n b
d
2,n→+∞,

(iii)
b1,n b2,n

h2n
→ 0 ,

(iv) Existe un entero m > 0 tal que nbd1,n bd2,n máx(b1,n ,b2,n)2(m+1) → 0.

Entonces, √
nbd1,nb

d
2,n

(
p̄s(x, y)−pβ

s (x, y)
)

D−−−−−→
n→+∞ N

(
0,pβ

s (x, y)
∫
K 2(s, t )dsdt

)
, (2.65)

siempre que pβ
s sea la distribución inicial de la solución de (2.2).

Demostración 6 La demostración se hará en dos partes. Específicamente, como√
nbd1,nb

d
2,n(p̄s −p

β
s )=

√
nbd1,nb

d
2,n

(
p̄s −E(p̄s)

)︸ ︷︷ ︸
Er ror estocást i co

+
√
nbd1,nb

d
2,n

(
E(p̄s)−pβ

s

)
︸ ︷︷ ︸

sesgodeterminíst i co

,

primero se demostrará que el sesgo converge en distribución a una Gaussiana:√
nbd1,nb

d
2,n

(
p̄s(x, y)−Ep̄s(x, y)

) D−−−−−→
n→+∞ N

(
0,pβ

s (x, y)
∫∫

K 2(s, t )dsdt

)
, (2.66)

y luego se demostrará que el error estocástico converge en distribución a cero:√
nbd1,nb

d
2,n

(
E(p̄s(x, y))−pβ

s (x, y)
)

D−−−−−→
n→+∞ 0. (2.67)

ya que bajo estas condiciones el Teorema de Slutsky ([32], page 146), garantiza (2.65).

Término estocástico:

Esta parte se demostrará usando el teorema 2.3.1.2. Para ello se definirá el proceso triangular de
interés asociado a p̄s, se verificará que son satisfechas las hipótesis de este teorema para kn ,Mn, δn,
αn y vn, j como fueron definidos en su introducción y finalmente bajo esta construcción su conclusión
será (2.66)

Sea (X jhn ,Yjhn ), j = 1, . . . ,n la discretización de la solución (Zt , t ≥ 0) de (2.2). Por simplicidad y sin
pérdida de generalidad, en lo que sigue escribiremos h en lugar de hn y consideraremos kn = n. Sea
Zn, j definido por:

Zn, j = 1√
nbd1,nb

d
2,n

(
K

(
x−X jh

b1,n
,
y −Yjh

b2,n

)
−EK

(
x−X0
b1,n

,
y −Y0
b2,n

))
. (2.68)

Como en esta parte la distribución de Z0 es la densidad invariante p
β
s , se tiene que, de acuerdo con

la observación 1.1.0.9, el proceso (Zt )t es estacionario. Entonces, por definición (2.68), para cada n
se tiene que (Zn, j ) j es centrado y estacionario. A continuación serán acotados Mn, δn, αn y vn,k .

Debido a que (Zn, j ) j es estacionario y centrado, y que el kernel K es acotado se tiene que:

Mn =O

⎛⎜⎝ 1√
nbd1,nb

d
2,n

⎞⎟⎠ y αn( j )= E(Zn, j Zn,0)=O
(
M2

nρ
( jhn)/2

)
. (2.69)
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Para concluir la identidad a la derecha de (2.69) se usa que las hipótesis del capítulo y la acotación
de K son suficientes para (2.58). Lo anterior y la hipótesis (i i ) garantizan que

Mn→ 0 y en consecuencia, que αn( j )→ 0, cuando n→∞. (2.70)

Nuevamente usando que (Zn, j ) j es centrada y estacionario,y adicionalmente haciendo un cambio
de variable conveniente, de la definición de δn se consigue que

δn = sup
j≤n

E(|Zn, j |)≤ 2 1√
nbd1,nb

d
2,n

EK

(
x−X0
b1,n

,
y −Y0
b2,n

)

≤ 2√
nbd1,nb

d
2,n

∫
K

(
x−u
b1,n

,
y − v
b2,n

)
ps(u,v)dudv

≤
2bd/21,n b

d/2
2,n�

n

∫
A
K (u,v) ps(b1,n(x−u),b2,n(y − v))dudv . (2.71)

Se puede observar que, si (u,v) ∈ A and bi ,n ≤ 1 para i = 1,2, entonces (b1,n(x −u),b2,n(y − v)) ∈
(x, y)− A que es un conjunto acotado porque A lo es. Entonces pβ

s es acotada en (x, y)− A, y esto,
usando que K es acotada, garantiza que

δn =O

(
bd/21,n b

d/2
2,n�
n

)
. (2.72)

Por la definición deΔn, su proceso de acotación es análogo al de δn. Se obtiene entonces lo siguiente

Δn, j ≤ 3δ2n + An, j , donde (2.73)

An, j = 1

nbd1,nb
d
2,n

∫
K

(
x−u
b1,n

,
y − v
b2,n

)
K

(
x−u′
b1,n

,
y − v ′
b2,n

)
ps(u,v)p jh((u,v), (u

′,v ′))du′dv ′dudv .

Luego, usando el mismo cambio de variable que en (2.71), el mismo argumento de compacidad y el
Teorema 2.1 in [33] se obtiene que para constantes positivas

An, j ≤ C

n

(
bd1,nb

d
2,n

(
1

( jh)2d
+e−D/ jh

))
≤ C

n

(
bd1,nb

d
2,n

(
1

( jh)2d
+1

))
(2.74)

También, la caracterización estándar de la varianza de una suma en función de las varianzas y
covarianzas asociadas a sus términos y la estacionarizad de (Zn, j ) j , implican que

vn,k ≥Var(Zn,k)−2
k−1∑
j=1

mı́n(αn(k− j ),Δn,k− j ) . (2.75)

Usando propiedades del mínimo y las desigualdades (2.69), (2.72) y (2.74) se consigue que

n
n−1∑
j=1

mı́n
(
αn( j ),Δn, j

)≤ n−1∑
j=1

mı́n

(
ρ jh/2

bd1,nb
d
2,n

,C1b
d
1,nb

d
2,n

(
1

( jh)2d
+1

))
(2.76)

y
n−1∑
j=1

(n− j )mı́n
(
αn( j ),Δn, j +δ2n

)≤ n−1∑
j=1

mı́n

(
ρ jh/2

bd1,nb
d
2,n

,C2b
d
1,nb

d
2,n

(
1

( jh)2d
+1

))
, (2.77)
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donde C1 y C2 son constantes conveniente.

Ahora bien, de acuerdo con (2.69) y (2.72),

(nMn +n
2
3 )Mn =O

⎛⎜⎝ 1√
nbd1,nb

d
2,n

+ 1

n
1
3

⎞⎟⎠ ,
y esto garantiza, por (i i ), que

(nMn +n
2
3 )Mn −−−−−→

n→+∞ 0 (2.78)

Si demostramos que se cumple

n−1∑
j=1

mı́n

(
ρ jh/2

bd1,nb
d
2,n

,Cbd1,nb
d
2,n

(
1

( jh)2d
+1

))
−−−−−→
n→+∞ 0, (2.79)

por (2.76) se verificará que

n
n∑
j=1

mı́n(αn( j ),Δn, j )−−−−−→
n→+∞ 0 y

n−1∑
j=1

(n− j )mı́n
(
αn( j ),Δn, j +δ2n

)−−−−−→
n→+∞ 0, (2.80)

entonces, de acuerdo con (2.75) y (2.70) se verifica que ∃n0 ∈ N∗ tal que vn,k > 0∀n ≥ n0, 1 ≤ k ≤ n,
respectivamente, y se verifica (2.62).

Definamos ahora

p̄s(x, y) := 1

nbd1,nb
d
2,n

n∑
i=1

K

(
x−Xih

b1,n
,
y −Yih
b2,n

)
.

Por el desarrollo previo, aplicando el Teorema 2.3.1.2 se obtiene (2.66):√
nbd1,nb

d
2,n

(
p̄s(x, y)−Ep̄s(x, y)

) D−−−−−→
n→+∞ N

(
0,pβ

s (x, y)
∫∫

K 2(s, t )dsdt

)
,

siempre que

(1) Mn→ 0, cuando n→+∞,

(2)
∑n−1

j=1 mı́n

(
ρ jh/2

bd1,nb
d
2,n
,Cbd1,nb

d
2,n

(
1

( jh)2d
+1

))
−−−−→
n→∞ 0,para una constante conveniente C.

El item (1) se verificó en (2.70) y (2) será demostrado a continuación

Comomı́n(a,b+ c)≤mı́n(a,b)+mı́n(a,c), se tiene que

n−1∑
j=1

ρ jh/2

bd1,nb
d
2,n

∧Cbd1,nbd2,n
(

1

( jh)2d
+1

)
≤
Cbd1,nb

d
2,n

h2d

n−1∑
j=1

1

j 2
+

n−1∑
j=1

ρ jh/2

bd1,nb
d
2,n

∧Cbd1,nbd2,n .

Comopor hipótesis iii) se cumple, entonces el primer término a la derecha tiende a 0, y para el segun-
do, se define jn = h−2d y usando nuevamente iii) se consigue que b1,n b2,n ≤C ′h2n y en consecuencia
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lo siguiente,

n−1∑
j=1

ρ jh/2

bd1,nb
d
2,n

∧Cbd1,nbd2,n ≤ Cbd1,nb
d
2,n jn +

n−1∑
j= jn

ρ jhn/2

bd1,nb
d
2,n

≤
Cbd1,nb

d
2,n

h2dn
+ ρ jnhn/2

bd1,nb
d
2,n(1−ρhn/2)

≤
Cbd1,nb

d
2,n

h2dn
+ 2ρ jnhn/2

bd1,nb
d
2,nhn log(1/ρ)

≤
Cbd1,nb

d
2,n

h2dn
+
2C ′ exp

(
− log(1/ρ) C ′

b
d− 12
1,n b

d− 12
2,n

)

b
d+ 1

2
1,n b

d+ 1
2

2,n log(1/ρ)
.

Esta cadena de desigualdades concluye esta prueba porque ambos términos a la derecha de la última
desigualdad tienden a 0 cuando n→+∞ debido a que bi ,n→ 0 y ρ < 1.
Sesgo:

Ahora consideramos el sesgo asociado al estimador en estudio

Bn =
√
nbd1,nb

d
2,n |E(p̄s(x, y))−p

β
s (x, y)|.

A partir de la definición de esperanza y luego haciendo un cambio de variable, se puede reescribir
Bn como sigue,

Bn =
√
nbd1,nb

d
2,n

∫
1

bd1,nb
d
2,n

K

(
x−u
b1,n

,
y − v
b2,n

)
(pβ

s (u,v)−pβ
s (x, y))dudv

=
√
nbd1,nb

d
2,n

∫
K (u,v)

(
pβ
s (x−b1,nu, y −b2,nv)−pβ

s (x, y)
)
dudv . (2.81)

para conseguir que (2.81) tiende a 0, se considera el desarrollo de Taylor y se usa el teorema de con-
vergencia dominada. También se usan las hipótesis de K : existe m ∈N∗ tal que para todo polinomio
P (x, y) con grado menor o igual a m,

∫
P (u,v)K (u,v)dudv = 0, e i v) en el enunciado del Teorema.

■

Distribución inicial concentrada en el punto z0.

Teorema 2.3.1.4 Asumiendo queH0,H1,H2 y las hipótesis (i)-(iv) del Teorema 2.3.1.3 son satisfechas, y
que ln en (2.53) verifica que (v) lnhn → +∞, entonces, a partir de cualquier condición inicial z0 = (x0, y0) ∈
R2d , para el estimador p̃β

s definido en (2.53) se verifica que,√
nbd1,nb

d
2,n

(
p̃β
s (x, y)−pβ

s (x, y)
)

D−−−−−→
n→+∞ N

(
0,pβ

s (x, y)
∫
K 2(s, t )dsdtI

)
. (2.82)

Observación 2.3.1.5 En particular , si hn = n−γ, bi ,n = n−αi , i = 1,2 con γ, α1, α2 > 0, entonces la hipóte-
sis (i)-(iv) son equivalentes a

γ< α1+α2

2
< 1

2d
y m > 1− (α1+α2)d

2(α1∧α2)
(2.83)
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Demostración 7 Como√
nbd1,nb

d
2,n(p̄s −p

β
s )=

√
nbd1,nb

d
2,n

(
p̄s − p̃β

s

)
+
√
nbd1,nb

d
2,n

(
p̃β
s −pβ

s

)
, (2.84)

es suficiente demostrar que √
nbd1,nb

d
2,n

(
p̄s − p̃β

s

)
D−−−−→

n→∞ 0 (2.85)

porque el Teorema 2.3.1.3 garantiza que el término a la izquierda de la identidad en (2.84) converge en

distribución a una N
(
0,pβ

s (x, y)
∫
K 2(s, t )dsdtI

)
. Bajo estás condiciones, si aplicamos el Teorema de de

Slutsky ([32], page 146), conseguimos (2.82).
Para demostrar (2.85) es suficiente probar que para h ∈Cb(R), la diferencia

Δn(h) = E
[
h
(√

nbd1,nb
d
2,np̄s(x, y)|Z0 ∼μ

)
−h

(√
nbd1,nb

d
2,np̃

β
s (x, y)|Z0 = z0

)]
= E

[
h
(√

nbd1,nb
d
2,np̃

β
s (x, y)|Z0 ∼μ

)
−h

(√
nbd1,nb

d
2,np̃

β
s (x, y)|Z0 = z0

)]
−−−−→
n→∞ 0 (2.86)

donde μ(dz)= pβ
s (z)dz. Entonces, sea h ∈Cb(R) y denotemos θ = ‖h‖∞.

Para evaluar E
(
h(pn(x, y))|Z0 ∼μ

)−E(h(pn(x, y))|Z0 = z0
)
se fija n ∈N∗ y se calcula la esperanza con-

dicional con respecto a Zjhn , j ≥ ln +2.
Sea hZjhn , j≥ln+2(z

′) definido por

hZjhn , j≥ln+2(z
′)= h

⎛⎜⎝ 1√
nbd1,nb

d
2,n

[
K

(
x−x ′
b1,n

,
y − y ′
b2,n

)
+

ln+n∑
i=ln+2

K

(
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2,n

)]⎞⎟⎠ .
Ahora tomando esperanza condicional con respecto a Zjhn , j ≥ l +2, conseguimos :

∣∣E(h(pn(x, y))|Z0 ∼μ
)−E

(
h(pn(x, y))|Z0 = z0

)∣∣ = ∣∣∣∣∫hZjhn , j≥ln+2(z
′)
(
ps(z

′)−q(ln+1)hn (z0,z ′)
)
dz ′

∣∣∣∣
≤ θDρ(ln+1)hnΨ(z0) (2.87)

donde la última desigualdad es equivalente a H2. En (2.87), D es constante, Ψ es una función a valores
reales no negativos y 0< ρ < 1. Ya que 0< ρ < 1, usando (iv) podemos concluir que Δn(h)−−−−→

n→∞ +0. ■

Observación 2.3.1.6 En las próximas secciones de este capítulo, será necesario usar convergencia en pro-

babilidad de p̃β
s (x, y) a pβ

s para aplicar el Teorema de Slutsky. A partir de desigualdades de covarianzas
demostradas en [52] para sucesiones β-mixing (ver sección 1.2) se consigue que√

nhnbd1,nb
d
2,n

(
p̃β
s (x, y)−pβ

s (x, y)
)
=OP (1) , (2.88)

donde OP (1) significa acotación estocástica, siempre que (i )− (i i ), (i v)− (v) en el Teorema 2.3.1.4 son
satisfechas.

2.3.2. Estimación del Drift.

Sea g̃ definido en (3.3) un estimador no paramétrico del drift g (x, y) = −(∇V (x)dt +σ2(x)y
)
de la

EDE en (2.2). Esta sección está dedicada a la demostración de (2.89). Para esto será necesario usar algu-
nos resultados demostrados en [11].
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Observación 2.3.2.1 De la relación de fluctuación-disipación que caracteriza el sistema en (2.2), se deriva

la forma analítica en (2.22) para la densidad estacionaria pβ
s . A partir de esta fórmula se puede demos-

trar que el drift g (x, y) = −(∇V (x)dt +σ2(x)y
)
de la EDE en (2.2), pertenece al dominio de su generador

infinitesimal, dado en (2.18), para todo Lγ(μ), for 1 ≤ γ < +∞ siempre que el potencial V y su gradiente
tengan crecimiento polinomial cuando x→∞.

Teorema 2.3.2.2 Supongamos que las hipótesis H0, H1 and H2 son satisfechas y que

(i) b1,n, b2,n y hn→ 0,

(ii’) n hn bd1,n b
d
2,n→+∞,

(iii) ∃p > 1 tal que hn(
b1,nb2,n

)d(2− 1
p )
−−−−−→
n→+∞ 0,

(iv) ∃m ∈N∗ tal que nbd1,n bd2,n máx(b1,n ,b2,n)2(m+1) → 0,

(v) lnhn → +∞
(vi) El drift g correspondiente al sistema en (2.2) pertenece al dominio del generador infinitesimal L ,

para todo Lγ(μ), con 1≤ γ<+∞.

Entonces, a partir de cualquier condición inicial z0 = (x0, y0) para el sistema en (2.2), se verifica que :

E

(
Hn

p̃β
s

(x, y)− g (x, y)
)2
=O

(
1

nbd1,nb
d
2,nhn

)
. (2.89)

Demostración 8 Análogo a lo hecho en la sección anterior, para demostrar (2.89) primero se considerará
el caso estacionario y luego el correspondiente a la distribución inicial puntual, es decir, primero se consi-

derará (X0,Y0)∼ pβ
s (z)dz con pβ

s (z) descrito en (2.22), and ln ≡ 0 en (2.53 ) y (3.3):

Hn(x, y)= 1

(n−1)bd1,nbd2,n

n−1∑
i=1

K (
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2n

)
Y(i+1)hn −Yihn

hn
, y

p̄s(x, y) := 1

nbd1,nb
d
2,n

n∑
i=1

K

(
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2,n

)
,

y luego se considera el caso en que z0 = (x0, y0) cuya prueba formal se encuentra en [11, Theorem 5.1].

p̄s(x, y) := 1

nbd1,nb
d
2,n

n∑
i=1

K

(
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2,n

)
con K ∈C2

0 . (2.90)

Regimen Estacionario

Paso 1: primero probaremos que

E[Hn(x, y)]−−−−→
n→∞ g (x, y)pβ

s (x, y). (2.91)
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Para ello se define la sucesión auxiliar
(
Ĥn(x, y)

)
n como sigue

Ĥn(x, y)= 1

(n−1)bd1,nbd2,n

n−1∑
i=1

K (
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2,n

)
σ(Xihn )(W(i+1)hn −Wihn )+

∫(i+1)hn
ihn

g (Xt ,Yt )dt

hn
.

Entonces, de acuerdo con la forma integral de la EDE en (2.2), se tiene que:

(n−1)hnbd1,nbd2,n
(
Hn(x, y)− Ĥn(x, y)

)= n−1∑
i=1

K (
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2,n

)
∫(i+1)hn

ihn
[σ(Xt )−σ(Xihn )]dBt . (2.92)

Recordemos que ‖ · ‖ denota la norma euclidea en Rd . Entonces, aplicando la isometría de Itô a (2.92),
se obtiene la desigualdad

h2n(n−1)2b2d1,nb2d2,n E ||Hn(x, y)−Ĥn(x, y)||2 ≤
n−1∑
i=1

E

(
K 2(

x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2,n

)
∫(i+1)hn

ihn
Tra((σ(Xt )−σ(Xihn ))

2)dt

)
.

(2.93)
Entonces, como la primera derivada de σ es uniformememte acotada, se deduce de (2.93) y de la fór-

mula de Taylor de orden uno que:

E ||Hn(x, y)− Ĥn(x, y)||2 =O
(

hn

(n−1)bd1,nbd2,n

)
. (2.94)

Se define ahora la nueva sucesión (H̃n(x, y))n como sigue

H̃n(x, y)= 1

(n−1)bd1,nbd2,n

n−1∑
i=1

K (
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2,n

)
(σ(Xihn )(W(i+1)hn −Wihn )

hn
+ g (Xihn ,Yihn )

)
. (2.95)

Entonces

(n−1)hnbd1,nbd2,n
(
Ĥn(x, y)− H̃n(x, y)

)= n−1∑
i=1

K (
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2,n

)
∫(i+1)hn

ihn

(
g (Xt ,Yt )dt − g (Xihn ,Yihn )

)
dt .

Si Pt denota el semigrupo asociado al proceso deMarkov Zt que resuelve (2.2) y para k ∈ {1, ..,n}usamos
el super indice k para identificar la k−ésima coordenada del vector con el que se está operando, obtenemos
lo siguiente:

E
(
Ĥk
n (x, y)− H̃k

n (x, y)
)
= 1

bd1,nb
d
2,n

∫
K (

x−u
b1,n

,
y − v
b2,n

)
1

hn

∫hn

0

(
Pt (g

k)(u,v)− gk(u,v)
)
dt

= 1

bd1,nb
d
2,n

∫
K (

x−u
b1,n

,
y − v
b2,n

)
1

hn

∫hn

0

(
Pt (g

k)(u,v)− gk(u,v)
)
dt pβ

s (u,v)dudv

=
∫
K (u1,v1)du1dv1×∫hn

0

t

hn

(
(Pt − I )(gk)

t
(x−b1,nu1, y −b2,nv1)

)
dt pβ

s (x−b1,nu1, y −b2,nv1)
= o (hn) . (2.96)

donde la primera identidad se debe a la estacionaridad de (Zt ){t≥0}, la segunda se obtiene haciendo un
cambio de variable y reescribiendo convenientemente en función de la definición del generador infinite-
simal. La última identidad se debe a (vi) lo cual permite la aplicación del teorema de la convergencia
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dominada. La condición (vi) se verifica porque se asumen las hipótesis en la observación 2.3.2.1 lo cual,

junto a la definición de pβ
s , es suficiente para (vi).

Además, de acuerdo con el hecho de que la esperanza de una integral de Itô es cero, los términos de
(2.95) que tienen como factor a dBih se anulan, y aplicando (vi) nuevamente es posible aplicar el Teorema
de la convergencia dominada y concluir lo siguiente,

E[H̃n(x, y)] =
∫
K (u1,v1)g (x−b1,nu1, y −b2,nv1)pβ

s (x−b1,nu1, y −b2,nv1)du1dv1
−−−−→
n→∞ g (x, y)pβ

s (x, y) (2.97)

Entonces, de (2.94), (2.96) and (2.97) se consigue (2.91).

Paso 2: Este paso está dedicado al estudio de E
(
Ĥn(x, y)− H̃n(x, y)

)2
. Se define:

Bn(i )= 1

hn

∫(i+1)hn

ihn

(
g (Xt ,Yt )dt − g (Xihn ,Yihn )

)
dt .

Y en función de esta definición se define Ĥn(x, y)− H̃n(x, y) como sigue:

Ĥn(x, y)− H̃n(x, y)= 1

(n−1)bd1,nbd2,n

n−1∑
i=1

K (
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2,n

)Bn(i ).

La desigualdad anterior puede ser escrita coordenada a coordenada como sigue:

Ĥk
n (x, y)− H̃k

n (x, y)=
1

(n−1)bd1,nbd2,n

n−1∑
i=1

K (
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2,n

)Bk
n(i ) . (2.98)

Luego, aplicando la caracterización estándar de la varianza de una suma en función de las varianzas
y covarianzas asociadas a sus términos en la suma de la derecha de la igualdad en (2.98) implican que

Var
(
(n−1)bd1,nbd2,n(Ĥk

n (x, y)− H̃k
n (x, y))

)
=

n−1∑
i=1

Var(K (
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2,n

)Bk
n(i ))

+ ∑
1≤i �=l≤n−1

Cov(K (
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2,n

)Bk
n(i ),K (

x−Xlhn

b1,n
,
y −Ylhn
b2,n

)Bk
n(l )) .

Para acotar el primer término a la derecha en la identidad anterior:

n−1∑
i=1

Var(K (
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2,n

)Bk
n(i )) (2.99)

es necesario acotar el segundo momento y el cuadrado del primer momento. La acotación del segundo
momento sigue a continuación. Por estacionaridad se consigue

n−1∑
i=1

E

(
(K (

x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2,n

)Bk
n(i ))

)2
= (n−1)E[(K (x−X0

b1,n
,
y −Y0
b2,n

)Bk
n(0))]

2

≤ (n−1) 1
h2n

∫hn

0
t2

∫
K 2(

x−u
b1,n

,
y − v
b2,n

)
(Pt (gk)(u,v)− gk(u,v)

t

)2×
pβ
s (u,v)dudvdt

= O
(
(n−1)hnbd/p1,n bd/p2,n

)
. (2.100)
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La última cota se obtiene aplicando desigualdad de Hölder con componentes conjugados p y q. También,

se usa que
(
Pt (gk )(u,v)−gk (u,v)

t

)
es acotado en L2q (pβ

s (u,v)dudv) por hipótesis (vi).

El cuadrado del primer momento se acota usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, (2.100) e (iv) en
las hipótesis del teorema que estamos probando (procedimiento es detallado en el apéndice de[11], página
14), (

E Ĥk
n (x, y)−E H̃k

n (x, y)
)2 =O (

hnb
d
p−2d
1,n b

d
p−2d
2,n

)
. (2.101)

Para acotar el término de covarianzas:∑
1≤i �=l≤n−1

Cov(K (
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2,n

)Bk
n(i ),K (

x−Xlhn

b1,n
,
y −Ylhn
b2,n

)Bk
n(l )),

se usa la desigualdad de covarianza (2.58), que puede ser aplicada porque de acuerdo con las hipótesis
asumidas en esta sección H1, H0 y H2 el proceso (Zt ) es β-mixing (ver (2.26)). A continuación C denota
una constante positiva que puede variar de linea a linea.

Sean r ,p ∈N∗. Entonces, se consigue lo siguiente:

∑
i �=l

Cov(K (
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2,n

)Bk
n(i ),K (

x−Xlhn

b1,n
,
y −Ylhn
b2,n

)Bk
n(l ))

≤Cn
n−2∑
j=1

mı́n

((
bd1,nb

d
2,n

)1− 1
r
e−

jhnλ
r ,Var

(
K

(
x−X0
b1,n

,
y −Y0
b2,n

)
Bk

n(0)

))

≤Cn
n−2∑
j=1

mı́n

((
bd1,nb

d
2,n

)1− 1
r
e−

jhnλ
r ,

(
bd1,nb

d
2,n

) 1
p
hn

)
=O

(
n
(
b1,nb2,n

) d
p

)
,

donde r ,p son tales que 1
r + 1

p = 1,
Sumando los términos de varianza y covarianza se obtiene lo siguiente:

Var(Ĥk
n (x, y)− H̃k

n (x, y))=O
(
n−1(b1,nb2,n)

d
p−2d

)
. (2.102)

Entonces, se puede deducir de (2.102) y (2.101) que,

E
(
Ĥk
n (x, y)− H̃k

n (x, y)
)2 =O (

hn(b1,nb2,n)
d
p−2d

)
. (2.103)

Paso 3: En este último paso se quiere demostrar que E(Hn(x, y)− g (x, y)pβ
s (x, y))

2 tiende a 0 cuando n

tiende a∞. Cada coordenada de E(Hn(x, y)− g (x, y)pβ
s (x, y))

2 se puede reescribir como sigue:

E(Hk
n(x, y)− gk(x, y)pβ

s (x, y))
2 ≤ 3

(
J k
1n +J k

2n +J k
3n

)
con (2.104)

J k
1n = E

(
Hk
n (x, y)− Ĥk

n (x, y)
)2
, J k

2n = E
(
Ĥk
n (x, y)− H̃k

n (x, y)
)2

y

J k
3n = E

(
H̃k
n (x, y)− gk(x, y)pβ

s (x, y)
)2
. (2.105)

De (2.94) y (2.103) se obtiene que:

J k
1n +J k

2n =O
(

hn

(n−1)bd1,nbd2,n
+hn(b1,nb2,n)

d
p−2d

)
. (2.106)
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Ahora será considerado el término, J k
3n definido en (2.105 ). De la estacionaridad se consigue lo si-

guiente:

E H̃k
n (x, y)=

∫
K (u1,v1)g

k(x−b1,nu1, y −b2,nv1)pβ
s (x−b1,nu1, y −b2,nv1)du1dv1.

El comportamiento asintótico de este término puede ser clasicamente manejado de acuerdo con la
hipótesis (i v) (ver e.g., [11, page 14]). Se consigue lo siguiente

(n−1)bd1,nbd2,nhnJ k
3n = (n−1)bd1,nbd2,nhn(E[H̃k

n (x, y)− gk(x, y)pβ
s (x, y)])

2 = o(1) . (2.107)

De (2.106) y (2.107) por cada k se consigue que:

E(Hk
n(x, y)− gk(x, y)pβ

s (x, y))
2 =O

(
1

(n−1)bd1,nbd2,nhn
+hn(b1,nb2,n)

d
p−2d

)
. (2.108)

Como (i )− (i i ′), (i v)− (v) en el Teorema 2.3.2.2 implican (i )− (i i ), (i v)− (v) en el Teorema 2.3.1.3, se
consigue la cota declarada en (2.88). Así, del Teorema de Slutsky y de (2.108) se consigue que:

E

(
Hn

p̃β
s

(x, y)− g (x, y)
)2
=O

(
1

nbd1,nb
d
2,nhn

+hn(b1,nb2,n)
d
p−2d

)
.

Entonces, selecciónando p > 1 tal que (i i i ) in el Teorema 2.3.2.2 es satisfecho, se obtiene (2.89) lo cual
concluye la prueba del Teorema 2.3.2.2. ■

Distribución inicial puntual

2.3.3. Estimación de la varianza y del gradiente del potencial

En esta sección se considera la estimación para σ2 y −β∇V (x), la estimación de σ2 es consecuencia

directa de los resultados demostrados para el drift y, la estimación para−β∇V (x) se debe a que pβ
s (x, y)=

C(β)e−β(|y |
2+V (x)) y esto implica que ∇xp

β
s

p
β
s

(x, y)=−β∇V (x). El TeoremaCentral del límite correspondiente

a la estimación de ∇V (x) se concentrará entonces en el estimador natural ∇x p̃
β
s

p̃
β
s

(x, y) de ∇xp
β
s

p
β
s

(x, y).

Estimación de la varianza y del gradiente del potencial

Teorema 2.3.3.1 Supongamos que (ei )i=1,...,d denota la base canónica de Rd . Bajo las mismas hipótesis
del Teorema 2.3.2.2 se consigue lo siguiente :

−< ĝn(x,ei )− ĝn(x,0),e j >Pz→σ2
i j (x).

Demostración 9 La prueba es directa a partir del Teorema 2.3.2.2. ■

Estimación del del gradiente del potencial

Teorema 2.3.3.2 Suponamos que las hipótesis H0, H1 y H2 son satisfechas, y supongamos que los pará-

metros b1,n, b2,n y hn del estimados p̃β
s definido en (2.53) satisfacen las hipótesis (i), (ii), (iii), (iv) and (v)

del Teorema 2.90. Si asumimos que el kernel K es dos veces continuamente diferenciable en su soporte A,
que es acotado por hipótesis, entonces, para cualquier condición inicial z0 = (x0, y0) en (2.2) se consigue lo
siguiente:
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√
nb(d+2)1,n bd2,n

(
∇x p̃β

s

p̃β
s

(x, y)+β∇V (x)
)

D−−−−−→
n→+∞ N

(
0,L(x, y)

)
,

donde L= (
li , j (x, y)

)
1≤i , j≤d es una matriz cuadrada y diagonal

l j j (x, y)= 1

pβ
s (x, y)

∫
(∂x j K (u,v))

2dudv .

Demostración 10 Análogo a lo hecho en las dos previas secciones, a continuación será considerado el caso

estacionario, es decir, se considera la solución de (2.2) con distribución inicial (X0,Y0) ∼ pβ
s (z)dz con pβ

s

definido en (2.22) y ln ≡ 0 en (2.53). La extensión al caso no estacionario es similar a la desarrollada en las
dos secciones anteriores. Consideremos la siguiente conveniente reescritura :

An(x, y) := (∇x p̃
β
s

p̃β
s

(x, y)+β∇V (x)) = (
∇x p̃β

s

p̃β
s

(x, y)− ∇xp
β
s

p̃β
s

(x, y))+ (∇xp
β
s

p̃β
s

(x, y)+β∇V (x))

= 1

p̃β
s (x, y)

(∇x p̃β
s (x, y)−∇xpβ

s (x, y))−
∇xpβ

s

p̃β
s p

β
s

(x, y)(p̃β
s (x, y)−pβ

s (x, y)).

Entonces, considerando la observación 2.3.1.6 se consigue que el segundo término a la derecha de última

identidad es OPz (
(
nbd1,nb

d
1,n

)−1/2
). Por otra parte, si D denota la convergencia en distribución se consigue

lo siguiente:

D ĺım
n→∞

√
nb(d+2)1,n bd2,nAn(x, y) = D ĺım

n→∞

√
nb(d+2)1,n bd2,n

1

p̃β
s (x, y)

(∇x p̃β
s (x, y)−∇xpβ

s (x, y))

= 1

pβ
s (x, y)

D ĺım
n→∞

√
nb(d+2)1,n bd2,n(∇x p̃

β
s (x, y)−∇xpβ

s (x, y)) ,

donde la última linea se obtiene a partir del Teorema de Slutsky. En lo que sigue nos concentramos en el
estudio de la convergencia en distribución de

Rn :=
√
nb(d+2)1,n bd2,n(∇x p̃s(x, y)−∇xp

β
s (x, y)). (2.109)

Supongamos que ∂xl denota la derivada parcial con respecto a la variable xl . Entonces, a partir de las
desigualdad [20, Section 1.2.2, p. 9, Theorem 3, Item (1)], se consigue lo siguiente:

Cov(∂x j p̃(x, y),∂xl p̃(x, y))=O(
pβ
s (x, y)

nb(d+2)1,n bd2,n

∫
∂x j K (u,v)∂xl K (u,v)dudv).

Por lo tanto, como consecuencia de que K es soporte compacto se tiene:

(nb(d+2)1,n bd2,n)Cov(∂x j p̃(x, y),∂xl p̃(x, y))→ δ j l p
β
s (x, y)

∫
(∂x j K (u,v))

2dudv ,

donde δi j corresponde al símbolo de Kronecker.
La sucesión aleatoria Rn definida en (2.109) es la sucesión de sumas correspondientes a una matriz

triangular de β-mixing vectores aleatorios en Rd . Como una facil modificación correspondiente al Teo-
rema de Cramer-Wald se puede extender el resultado del Teorema 2.3.1.2 a vectores aleatorios. Entonces,
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considerando D(x, y) = (di j (x, y)) como una matriz diagonal y suponiendo que las sucesiones hn, b1,n y

b2,n satisfacen las hipótesis (i), (ii)
′
, (iii)

′
y (iv), entonces,

Rn
D→N (0,D(x, y))where dj j (x, y)= pβ

s (x, y)
∫
(∂x j K (u,v))

2dudv .

Lo anterior implica : √
nb(d+2)1,n bd2,nAn(x, y)

D→N (0,L(x, y))

donde L es diagonal y l j j (x, y)= 1

pβ
s (x, y)

∫
(∂x j K (u,v))

2dudv . y es suficiente para concluir la prueba.

■
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Capítulo 3

Experimentos numéricos sobre Procesos
Hamiltonianos Amortiguados.

Este capítulo está dedicado a la descripción de experimentos numéricos asociados a los estimadores
propuestos en el capítulo anterior. Específicamente, en la sección 3.1 será descrito el método numérico
usado para aproximar las soluciones de la EDE en (2.2) con las que se calcularán valores de los esti-
madores antes mencionados, en la subsección 3.2.1 se describirán los resultados de estas estimaciones
cuando el término de difusion es contante y el potencial es polinómico, en la sección 3.2.2 se describirán
resultados de experimentos similares cuando el término de difusion no es constante y el potencial es
polinómico, y finalmente en la sección 3.2.3 se considera un potencial periódico. Cada subsección pre-
senta resultados del error cuadráticomedio integrado relativo de cada estimador, y también se presentan
pruebas de la tasa de convergencia del método del algoritmo considerado para estimar las trajectorias
del sistema en estudio .

3.1. Método de aproximación de trajectorias

Bajo las hipótesis H0, H1 y (2.27) declaradas en la sección 2.1, el desarrollo hecho en el capítulo 2
garantiza:

la existencia de una solución exponencialmente ergódica (Xt ,Yt )t≥0 del sistema en (2.2):{
dXt = Ytdt ,
dXt =−

(∇V (Xt )dt +σ2(Xt )Yt
)
dt + (2β−1) 12σ(Xt )dBt ,

(3.1)

donde (Xt ,Yt ) ∈R2d , con d entero y d > 0,

la convergencia de p̃β
s definido por:

p̃β
s (x, y) := 1

nbd1,nb
d
2,n

ln+n∑
i=ln+1

K

(
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2,n

)
con K ∈C2

0 , (3.2)

a su densidad invariante pβ
s =C (β)e−

1
2 y

T y−V (x),

la convergencia de g̃n definido por:

g̃n = Hn

p̃β
s

con Hn(x, y)= 1

(n−1)bd1,nbd2,n

ln+n−1∑
i=ln+1

K (
x−Xihn

b1,n
,
y −Yihn
b2n

)
Y(i+1)hn −Yihn

hn
(3.3)

al drift g =−(∇V (x)dt +σ2(x)y
)
,
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y la convergencia de

σ̃2
i j =−< ĝn(x,ei )− ĝn(x,0),e j > y

∇x p̃β
s

p̃β
s

(3.4)

a σ2
i j y −β∇V respectivamente.

Conforme a su definición, para calcular p̃β
s , g̃ , σ̃2 y ∇x p̃β

s /p̃
β
s es necesario evaluarlos en una muestra(

Xihn ,Yihn
)ln+n
i=ln de una realización de (Xt ,Yt )t≥0. Pero en lamayoría de los casos de interés no es posible

obtener una solución analítica de (3.1) por lo que es necesario determinar una solución numérica.

En este trabajo, las simulaciones (X̃i , Ỹi )ni=1 de
(
Xihn ,Yihn

)ln+n
i=ln+1 se obtienen usando un algoritmo

del tipoMetropolis-Hastings cuya construcción se basa en la discretización, por separado, de la llamada
"parte Hamiltoniana"del sistema en (3.1):{

dXt = Ytdt ,
dYt =−∇V (Xt )dt

=
{
dXt =∇yH(Xt ,Yt )dt ,
dYt =−∇xH(Xt ,Yt )dt ,

(3.5)

donde H(x, y)= 1
2 y

T y+V (x) es el Hamiltoniano, y la llamada "parte del termostato"delmismo sistema:{
dXt = 0,
dYt =−σ2(Xt )Ytdt + (2β−1) 12σ(Xt )dBt ,

(3.6)

La parte Hamiltoniana se obtiene cuando σ es una matriz de ceros en (3.1) y la parte del termostato
se obtiene anulando los términos que no están asociados a σ en (3.1), es decir, anulando ∇H .

Esta estrategia de separación se basa en el hecho de que, de acuerdo con (2.18):

L = 1

β

d∑
i , j=1

(σ2)i j (x)∂yi∂y j −σ2(x)y ·∇y︸ ︷︷ ︸
L Ter

+ y ·∇x −∇xV (x) ·∇y︸ ︷︷ ︸
L Ham

y esto quiere decir que el generador infinitesimal de (3.1) se puede descomponder como la suma de dos
comtribuciones:L Ham correspondiente al sistema en (3.5) yL Ter correspondiente al sistema en (3.6).

La discretización del sistema Hamiltoniano en (3.5) que se considera en el algoritmo corresponde el
esquema de Verlet que sigue

Yn+ 1
2
= Yn − Δt

2
∇V (Xn) (3.7)

Xn+1 = Xn +ΔYn+ 1
2

(3.8)

Yn+1 = Yn+ 1
2
− Δt

2
∇V (Xn+1), (3.9)

(ver [34, página 18 ] y sus referencias),y la discretización del sistema en (3.6) que se considera en el algo-
ritmo corresponde al esquema de Euler del punto medio:{

Xn+1 = Xn ,

Yn+1 = Yn − Δt
2 σ2(Xn)× (Yn +Yn+1)+ (2β−1) 12σ(Xn)

�
ΔtΔBn ,

donde ΔBn =Bn+1−Bn (3.10)

El algoritmo usado para aproximar muestras de (Xt ,Yt )t≥0 se describe a continuación.

Algoritmo 3.1.0.3 (Método deMonte-CarloHíbridoGeneralizado) Sea δ> 0, se comienza con un punto
fijo (X̃0, Ỹ0) en R2d y se supone que se ha obtenido (X̃n , Ỹn); luego, se calcula el próximo punto de la

discretización (X̃n+1, Ỹn+1) con la ayuda de las variables auxiliares Ỹn+ 1
4
, Ỹn+ 1

2
, ˜̃Yn+ 3

4
y ˜̃Xn+1 como sigue
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1. Se discretiza el sistema (3.6) en las variables (Ỹn , X̃n), usando (3.10) para el paso de tiempoΔt = δ/2:

Ỹn+ 1
4
= Ỹn − δ

4
σ2(X̃n)× (Ỹn + Ỹn+ 1

4
)+

√
δ

2
σ(X̃n)εn (3.11)

y se evalua el Hamiltoniano H definido por H(x, y)= y2

2 +V (x) en la configuración (X̃n , Ỹn+ 1
4
)

2. Se discretiza el sistema (3.5) evaluado en ( ˜̃Xn+1, Ỹn+ 1
2
) usando (3.7)-(3.9) con paso de tiempo δ como

sigue:

Ỹn+ 1
2
= Ỹn+ 1

4
− δ

2
∇V (X̃n) (3.12)˜̃Xn+1 = X̃n +δỸn+ 1
2

(3.13)

˜̃Yn+ 3
4
= Ỹn+ 1

2
− δ

2
∇V ( ˜̃Xn+1) (3.14)

3. Se calcula H( ˜̃Xn+1, ˜̃Yn+ 3
4
) y se define (X̃n+1, Ỹn+ 3

4
)= ( ˜̃Xn+1, ˜̃Yn+ 3

4
) con probabilidad

mı́n

(
1,e

−β
(
H( ˜̃Xn+1, ˜̃Yn+ 34 )−H(X̃n ,Ỹn+ 14

)

))
(3.15)

de otra forma, se rechaza y se define (X̃n+1, Ỹn+ 3
4
)= (X̃n ,−Ỹn+ 1

4
)

4. Se discretiza el sistema (3.6) evaluado en (X̃n+1, Ỹn+ 3
4
) para determinar Ỹn+1 usando (3.10) cuando

el paso de tiempo es δ
2 :

Ỹn+1 = Ỹn+ 3
4
− δ

4
σ2(X̃n+1)× (Ỹn+1+ Ỹn+ 3

4
)+

√
δ

β
σ(X̃n+1)εn+ 1

2
(3.16)

En el algoritmo anterior (ε0,ε1/2,ε1,ε3/2...) denota una sucesión de números aleatorias independientes
provenientes de distribución normal de media cero y varianza uno.

Observación 3.1.0.4 En la práctica, el paso 3. del algoritmo anterior se ejecuta como sigue:

3. Se calcula H( ˜̃Xn+1, ˜̃Yn+ 3
4
) y se genera un número aleatorio U con distribución uniforme en [0,1].

Si

U ≤mı́n

(
1,e

−β
(
H( ˜̃Xn+1, ˜̃Yn+ 34 )−H(X̃n ,Ỹn+ 14

)

))
, (3.17)

se fija (X̃n+1, Ỹn+ 3
4
)= ( ˜̃Xn+1, ˜̃Yn+ 3

4
) de otra forma, se rechaza y se define (X̃n+1, Ỹn+ 3

4
)= (X̃n ,−Ỹn+ 1

4
).

Observación 3.1.0.5 La aproximación (X̃n , Ỹn)n que se genera a partir del método de muestreo anterior

es una cadena de Markov aperiódica e irreductible, además se puede verificar que pβ
s también es una

densidad invariante para esta cadena de Markov (ver [34, sección 2.2.3.2]). Estas propiedades de (X̃n , Ỹn)n
garantizan que se verifique el teorema ergódico (1.1.1.3):

ĺım
N→∞

1

N

N∑
k=1

A(X̃k , Ỹk)= Eμ(A) donde μ(dxd y)= pβ
s dxd y y A ∈Cb(R). (3.18)

La convergencia en (3.18) puede no ser suficiente para obtener buenos resultados de los estimadores de
interés, debido a que, entre otras cosas, esto también depende del tamañon de lamuestra que en la práctica
real puede ser considerado. Entran en juego entonces la velocidad de convergencia y otros elementos que
describiremos brevemente a continuación.
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Convergencia del método demuestreo

Si fn
(
x, y , (Xt ,Yt )t≥0

)
es un estimador convergente de f (x, y), la eficiencia del método de muestreo

usado para simular la muestra de (Xt ,Yt )t≥0 con la que se calculará fn es medida en función de los
siguientes criterios;

1. Longitud de correlación de una muestra: este criterio está asociado a la cantidad de submuestras
aproximadamente independientes que se pueden obtener de una muestra (X̃i , Ỹi )Ni=1 generada a
partir de una técnica de muestreo. Intuitivamente, si NC denota la longitud de correlación enton-
ces una muestra de tamaño N tendrá n =N/NC submuestras aproximadamente independientes.
La longitud de correlación NC se estima en función de la varianza asintótica del estimador de in-
terés (ver[34, sección 2.3]). En la práctica, dado N y una vez estimado o fijado el valor de NC , se

selecciona un elemento de cada submuestra ïndependiente"de
(
X̃k , Ỹk

)N
k=1 determinada por NC ,

para formar una colección de N variables aproximadamente independientes. Con esta construc-
ción se quiere simular en

(
X̃l , Ỹl

)n
l=1 la propiedad β−mixing declarada en (1.76) que verifica la

solución de (3.1) que se está aproximando con el algoritmo de muestreo 3.1.0.3 ..

2. El error cuadrático medio MSE del estimador de interés: esta es una de las formas clásicas de
medir el error de estimación, se define como sigue,

MSE(x, y)= E
(
fn

(
x, y , (X̃k , Ỹk)

N
k=l

)− f (x, y)
)2
.

Como el error medido porMSE(x, y) depende de x e y , paramedir un comportamiento global del
estimador se usa el error cuadrático medio integrado relativo. Este error es usualmente denotado
por RMISE , es definido como sigue,

RMISE =
∫∞
−∞E

[
fn

(
x, y , (X̃k , Ỹk)

N
k=l

)− f (x, y)
]2
dxd y∫∞

−∞ f 2(x, y)
,

y es aproximado por el siguiente promedio

RMISE ∼ 1

M

M∑
m=1

1
L

∑L
l=1

[
fn

(
xl , yl , (U

m
1 ,V

m
1 ), .., (Um

n ,V m
n )

)− f (xl , yl )
]2

1
L

∑L
l=1

(
f (zl )

)2 (3.19)

donde L denota el número de nodos correspondientes a la discretización del dominio de pβ
s que

se está considerando, y
(
Um
k ,V m

k

)n
k=1 es lam−ésima muestra de un total deM obtenidas de forma

independiente usando el algoritmo 3.1.0.3 para genetar
(
X̃ m
k , Ỹ

m
k

)N
k=1 y luego seleccionar de esta

muestra
(
Um
k ,V m

k

)n
k=1 en función de NC , con un procesimiento que se describirá en la próxima

sección.

3. La tasa de convergencia de la ley de (X̃k , Ỹk) a p
β
s es medida calculando la diferencia RC : ns→ R

definida como sigue:

RC (n)=
∣∣∣∣∣ 1n

n∑
i=1

fp (Ui ,Vi )−
∫

fp (x, y)p
β
s (x, y)dxd y

∣∣∣∣∣ para n ∈ ns (3.20)

donde ns es una sucesión creciente de enteros mayores a cero, K es una densidad en R2d con soporte
compacto y {U1, ..,Un} y {V1, ..,Vn} son como se definió en el item anterior cuandoM = 1. Este error es apro-
ximado por,

RC (n)∼
∣∣∣∣∣ 1n

n∑
i=1

fp (Ui ,Vi )−
L∑
l=1

fp (xl , yl )p
β
s (xl , yl )ΔxΔy

∣∣∣∣∣ para n ∈ ns (3.21)
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4. Metastabilidad: generalmente los estimadores de interés fn pueden ser expresados como promedios. En la
práctica, estos promedios convergen muy lentamente al elemento que están estimando y de acuerdo con
[34, sección 1.3] esto se debe a que las trayectorias generadas por el método numérico en uso, generalmente
permanecen atrapadas en una region del espacio de estados por largo tiempo y ocacionalmente salen de es-
ta a otra región en donde se quedan atrapadas por un largo tiempo también. Estas regiones o subconjuntos
del espacio de estados son llamadas metastables.

De acuerdo con intuiciones físicas y químicas es posible modelar la metastabilidad usando una función
ξ : Rd → Rm con m ≤ d , usualmente llamada reacción de coordenadas. El objetivo de definir esta función
es polarizar el potencial V de la EDE en estudio para de esta manera generar trayectorias que aceleren la
convergencia en (3.18).

Observación 3.1.0.6 Un estudio formal del error de estimación no forma parte de este trabajo de tesis.
Nosotros sólo aproximaremos RC y RMISE definidos arriba, no estimamos NC, escojemos un valor refe-
rencial para realizar las estimaciones. Con respecto a lametastabilidad, veremos algunas representaciones
gráficas de trajectorias aproximadas en las que se pone de manifiesto la metastabilidad y algunas de sus
consecuencias al evaluar los estimadores en estas trajectorias. Una buena referencia para revisar este tema
es [34].

3.2. Simulación de parámetros de un sistema estocástico Hamilto-
niano

En esta sección se exponen los resultados de simulaciones correspondientes a cuatro sistemas di-
ferentes del tipo (3.1). Específicamente, para cada uno de estos sistemas se simulará su densidad inva-

riante pβ
s , su drift g = −

(∇V (x)dt +σ2(x)y
)
, el cuadrado de su coeficiente de difusión σ2 y el gradiente

de su potencial ∇V usando los estimadores p̃β
s , g̃ , σ̃2 y ∇x p̃β

s /p̃
β
s respectivamente. Adicionalmente,

para dar una medida del desempeño de las simulaciones, se aproximará la tasa de convergencia de las
trajectorias simuladas y se calculará también la aproximación del RMISE correspondiente al estimador
de la densidad invariante. Para las simulaciones consideramos d = 1 y β= 2 en (3.1).

3.2.1. Modelo 1: Coeficiente de difusión constante y potencial polinómico

Esta subsección está dedicada a la descripción del procedimiento por medio del cual se estiman los
parámetros de la EDE {

dXt = Ytdt
dYt = 2dBt − (4Yt +36X 5

t −48X 3
t +12Xt )dt ,

(3.22)

es decir, el sistema en (3.1) cuandoV (x)= 6x6−12x4+6x2+ 1
7 y σ(x)= 2. Este sistema verifica las hipó-

tesis del sistema estudiado en la sección 2.2.1, son válidos entonces todos los resultados de convergencia
para los estimadores de interés demostrados en el capítulo anterior.

Conforme a su definición en (3.2), (3.3) y (3.4), para calcular los estimadores p̃β
s , g̃ , σ̃2 y ∇x p̃β

s /p̃
β
s

es necesario: simular una trajectoria que satisfaga el sistema en (3.22), determinar el dominio de los
estimadores en función de la trajectoria generada y finalmente evaluar los estimadores en esta trajectoria
por cada elemento de una discretización del dominio construído. A continuación se describe cada uno
de estos pasos.

1. Simulación de trajectorias: para generar una aproximación de la muestra
(
Xkhn ,Ykhn

)n+ln
k=ln+1 de

(Xt ,Yt )t≥0 en la que se deben evaluar los estimadores de interés, primero se escoge (o estima)
un valor para la longitud de correlación NC con el fin de determinar un paso de tiempo inicial δ
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a partir de la identidad δ= hn
NC y se genera la aproximación

(
X̃k , Ỹk

)N
k=1 de la muestra (Xkδ,Ykδ)

N
k=1

usando el algoritmo 3.1.0.3 con paso de tiempo δ. Luego, se selecciona la submuestra (Uk ,Vk)
n+ln
k=1

definida porUk = X̃k×NC yVk = X̃k×NC para k = 1, ..,n+ln y finalmente, de lamuestra que se acaba
de construir se desestiman los primeros ln elementos y se conserva la muestra (Uk ,Vk)

n+ln
k=ln+1 que

es , por construcción, una aproximación de la muestra
(
Xkhn ,Ykhn

)n+ln
k=ln+1. Para que esta construc-

ción se pueda llevar a cabo N debe verificar la identidad N = (n+ ln)×NC .

En este trabajo se determina hn en función del tamaño de la muestra n y de un parámetro γ a
partir de la identidad hn = n−γ. El parámetro γ se escoge convenientemente junto con otros dos
parámetros α1 y α2 para que verifiquen la desigualdad en (2.83) que es equivalente a las hipótesis
del teorema 2.3.1.4 (ver la observación 2.3.1.5). Los parámetrosα1 yα2 definen a b1,n = nα1 y b2,n =
nα21 en los estimadores estudiados.

En la figura 3.1 que sigue se puede observar la representación gráfica de la aproximación discreta
de una trajectoria de X (posisión) y una trajectoria de Y (velocidad) correspondientes a (3.22), a
la derecha e izquierda respectivamente. Para generar estas aproximaciones se usó el tamaño de
muestra n = 106 , ln = n y el parámetro γ= 0,15 para definir hn .
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Figura 3.1: A la izquierda: aproximación de una trajectoria de X . A la derecha: aproximación de la trajec-
toria correspondiente de Y .

2. Determinar el dominio de los estimadores: conforme a su definición, todos los estimadores de in-
terés son funciones que dependen del estimador p̃β

s . Esto garantiza que su soporte, el cual denota-
mos por S

p̃
β
s
, determine el soporte del resto de los estimadores. Entonces, para definir el dominio

de los estimadores es necesario determinar S
p̃
β
s
y luego agregar la restricción que corresponda con

la definición particular de cada estimador. Si (Uk ,Vk)
n+ln
k=ln+1 se construye siguiendo los pasos del

item anterior, por definición, S
p̃
β
s
está definido como sigue

S
p̃β
s
=

n+l⋃
i=l+1

[
Ui −b1,n ,Ui +b1,n

]× [
Vi −b2,n ,Vi +b2,n

]
, (3.23)

y el rectánguo más pequeño que lo contiene es

Dm = [min{Ui −b1,n}ni=1,max{Ui +b1,n}ni=1]× [min{Vi −b2,n}ni=1,max{Vi +b2,n}ni=1]. (3.24)

Entonces, p̃β
s se calculará sobre una malla (zl )l=1,..,L = (xl , yl )l=1,..,L del producto cartesianao Dm definido

en (3.24).

3. Cálculo de estimaciones: a continuación se evaluan los estimadores de interés y se muestran las represen-
taciones gráficas correspondientes .
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Estimación de la densidad invariante

La densidad invariante correspondiente al sistema en (3.22) es :

pβ
s (x, y)=C (β)e−β

( 1
2 y

T y+6x6−12x4+6x2+ 1
7

)
con C (β)=

∫
R2d

e−β
( 1
2 y

T y+6x6−12x4+6x2+ 1
7

)
dxd y . (3.25)

para (x, y) ∈R2, y en este trabajo se estima usando el estimador no paramétrico

p̃β
s (x, y)=

1

nbd1,nb
d
2n

n+ln∑
i=ln+1

K

(
x−Ui

b1,n
,
y −Vi
b2,n

)
, (3.26)

donde K es el kernel de Epanechnikov definido por

K (u,v)=Ke (u)×Ke (v) con Ke (w)= 3

4
(1−w2)1|w |≤1

y los parámetros hn = n−γ, b1,n = n−α1 y b2,n = n−α2 están determinados por n = 106, γ = 0,15, α1 = 0,2, α2 = 0,2.
Además, se considera ln = n y NC = 30. Las muestra (Uk ,Vk )

n+ln
k=ln+1 es construida como se describió en 1. de la

numeración anterior, y se escogió (X0,Y0) = (0,0) como condición inicial del sistema en estudio. El estimador p̃β
s

es calculado para cada elemento de una discretización (xl , yl )
L
l=1 del producto cartesianoDm definido en (3.24).

En la figura 3.2 podemos ver a la izquierda el gráfico de la función pβ
s y a la derecha el gráfico de su estimación

p̃β
s . En la figura 3.3 podemos ver a la izquierda una comparación entre la marginal de p̃β

s con respecto a X y su es-
timación, y a la derecha podemos ver una comparación similar pero con respecto a Y . Finalmente, con el objetivo
de apreciar gráficamente los límites en el buen desempeño de la estimación, en la figura 3.4 se presenta el gráfico

de | pβ
s − p̃β

s |

Figura 3.2: Discretización de la densidad invariante a la izquierda y su estimación a la derecha
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Figura 3.3: A la izquierda: comparación entre la marginal con respecto a X de la densidad invariante
(trazo continua) y su estimación (trazo discontinuo). A la derecha: comparación similar respecto a Y .
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Figura 3.4: Discretización de la diferencia | pβ
s − p̃β

s |

Estimación del drift

El drift correspondiente al sistema en (3.22) es la función g (x) = −4y −36x5+48x3−12x. En vista de que su
estimador g̃n definido por

g̃n = Hn

p̃β
s

con Hn(x, y)= 1

(n−1)bd1,nbd2,n

ln+n−1∑
i=ln+1

K

(
x−Ui

b1,n
,
y −Vi
b2n

)
Vi+1−Vi

hn
(3.27)

presentará problemas de definición en los elementos del dominio donde se anule p̃β
s , para calcular la estimación

usamos la siguiente "versión regular de g̃n":

g̃n(x, y)= Hn(x, y)

p̃β
s (x, y)+ε

(3.28)

para εmayor a cero y suficientemente pequeño, nosotros usamos ε= 0,0001.
La estimación del drift es calculada sobre la misma discretización (xl , yl )

L
l=1 deDm definido en (3.24), sobre la

que se calculó la estimación de la densidad invariante. En la figura 3.5 se presentan gráficos del drift para un valor
fijo de y (a la izquierda) y para un valor fijo de x (a la derecha). En estas representaciones se puede observar que la
"forma"de la estimación es aproximadamente igual a la original en una restricción central del dominio y también
se observan problemas con la estimación en las extremos. Resultados similares se consiguen para cualquier par
(x, y) de la discretización (xl , yl )

L
l=1. Debido a lo antes expuesto en una representación bidimensional del drift

sobre todo el dominio Dm no se apreciará el desempeño real de la estimación. Se presenta entonces, en la figura
3.6, una discretización del drift y su estimación en una reestricción del dominio Dm . Sobre el mismo dominio
restringido, donde las formas del drift y de su estimación son similares, se calcula el valor absoluto de la diferencia
de estas dos superficies; el gráfico de esta diferencia se expone en la figura 3.7.
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Figura 3.5: Discretización del drift (linea continua) versus su estimación (linea discontinua) para y0 =
0,024 a la izquierda y para x0 = 0,02 a la derecha
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Figura 3.6: Discretización del drift a la izquierda y su estimación a la derecha, ambas calculadas sobre
[−0,85,0,85]× [−1,7,1,7] que es una reestricción del dominio originalDm .
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Figura 3.7: Valor absoluto de la diferencia entre el drift y su estimación calculadas sobre una discretiza-
ción de [−0,85,0,85]× [−1,7,1,7] que es una reestricción del dominio originalDm .

Estimación del gradiente del potencial

El modelo estudiado en esta sección tiene como potencial a la función V (x) = 6x6− 12x4+ 6x2+ 1
7 , en con-

secuencia: ∇V (x) = 36x5−48x3+12x. En lo que sigue presentaremos resultados de la estimación de −β∇V (x) =
−2∇V (x) correspondiente al estimador

−β∇̃V (x)= ∇x p̃
β
s (x, y)

p̃β
s (x, y)+ε

donde ∇p̃β
s (x, y)=

1

nb21,nb2,n

n+ln∑
i=ln+1

∇xK
(
x−Ui

b1,n
,
y −Vi
b2,n

)
(3.29)

y K denota, en este caso, un kernel Gaussiano.

En vista de que el estimador −β∇̃V (x) definido a la izquierda en (3.29) es un cociente con numerador ∇x p̃β
s ,

en esta parte presentamos gráficos de la estimación de esta función bidimensional y luego presentaremos los
resultados de la estimación de −β∇V (x). Igual que en el caso del drift, se suma ε suficientemente pequeño al
denominador del cociente que define a −β∇̃V con el objetivo de regularizar la estimación.

En la figura 3.8, se puede observar la discretización de ∇xpβ
s (x, y), a la izquierda, y a la deracha su estimación

∇x p̃β
s (x, y). Se observa que las formas de ambas superficies son muy similares pero, en vista de que los gráficos

fueron generados sobre sistemas con lamisma escala sobre sus ejes, es posible identificar diferencias en las alturas
de estas superficies. Las figuras 3.9 pone de manifiesto estas diferencias, en ella se presenta el valor absoluta de la

diferencia entre la superficie de ∇x p̃β
s (x, y) y su estimación.

Finalmente, la figura 3.10, presenta la discretización de−2V ′(x) para y0 =−0,265. Resultados similares se con-
siguen para todos los valores de y cercanos al origen.

Las diferencias en la figura 3.7 y en la la figura 3.9 muestran, sobre todo, efectos de frontera. Estos efectos de
frontera no son tan significativos para el potencial como para el drift, de hecho, los resultados correspondientes
al potencial son presentadas sobre el dominio Dm , mientras que a las estimaciones bidimensionales del drift son
presentadas sobre un subconjunto de Dm porque los efectos de frontera de la estimación hacen cuesta arriba la
visualización real del comportamiento del estimador . La corrección de estos efectos de frontera debe formar parte
de la continuación de la investigación correspondiente al artículo [9] que da soporte a este trabajo de tesis.
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Figura 3.8: Discretización de xps(x, y) (izquierda), y su estimación (derecha).

Figura 3.9: Valor absoluto de la diferencia entre�xps y su estimación .
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Figura 3.10: Discretización de −2V ′ (linea continua) y su estimación (linea discontinua) para y =−0,26.
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Estimación del coeficiente de difusión

En esta parte presentamos gráficos correspondientes a la estimación del coeficiente de difusión. En la figura
3.11 se observan gráficos de la diferencia g̃n(x, y)− g̃n(x,0) para dos valores diferentes de y .
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Figura 3.11: Discretización de la función σ2y0, for y0 = 1 ( curva de trazo continuo) versus su estimación
(curva de trazo discontinuo), y para y = 0,085 a la derecha. La linea continua corresponde al valor de 4y .

Concluimos que la bondad de la estimación que ofrece g̃n(x, y)− g̃n(x,0) al estimar σ2 depende del valor de y .

Tasa de convergencia y error de estimación

Luego de la descripción correspondiente al procedimiento de aproximación de la solución del sistema en es-
tudio y de sus parámetros, es oportuno presentar resultados que nos permitan sacar algunas conclusiones sobre
la bondad de las estimaciones que estamos realizando. Como se señaló en la observación 3.1.0.6 de los criterios
que permiten medir el error de estimación nosotros presentaremos resultados de la tasa de convergencia RC de-
fininida en (3.21) y del error cuadrático medio integrado relativo RMISE definido en (3.19) correspondiente a la
densidad.

En las figuras 3.12 y 3.13 se presentan 4 gráficas del cálculo de RC correspondiente a aproximaciones de tra-
jectorias de X generadas con una sucesión decreciente de valores para el paso de discretización hn y una sucesión
creciente de tamaños demuestras n. Los valores de hn y n fueron seleccionados de forma tal que a todas las trajec-
torias aproximadas les correspondiera el mismo tiempo de recorrido T = hn ×n. Cada valor de hn fue construído
en función de un tamaño demuestran y un parámetro γ de acuerdo con la identidad hn = n−γ. Para hacer el cálcu-
lo de RC se usa como función de prueba a la densidad triangular fp definida como sigue: fp (x, y) = f1(x)× f2(y)
donde fi para i = 1,2 está dado por fi (w)= w−ai

bi−ai 1{ai≤w≤bi }+
ci−w
ci−bi 1{bi<w≤ci } con ai =−3, bi = 0 y ci = 3 para i = 1,2.
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Figura 3.12: A la izquierda: RC correspondiente a una trajectoria aproximada con hn = 0,1 y n = 104

(γ= 0,25). A la derecha: RC de a una trajectoria aproximada con hn = 0,01 y n = 105 (γ= 0,4).

En las figuras 3.12 y 3.13 observamos que a pesar de disminuir el paso de discretización y de que podriamos
inferir la convergencia a 0, esta no ocurre de forma exponencial. Esto pone demanifiesto una posible debilidad de
la aplicación de este método de aproximación en nuestro caso debido a que conforme a las hipótesis del modelo,
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Figura 3.13: A la izquierda:RC correspondiente a una trajectoria aproximada conhn = 0,003 yn = 284800
(γ= 0,45). A la derecha: RC de una trajectoria aproximada con hn = 0,0013 y n = 762700 (γ= 0,49).

Cuadro 3.1: Error cuadrático medio relativo integrado

n 103 104 105 106

RMISE 0,2225 0,03841 0,0071 0,0012

el proceso que satisface (3.22), es exponencialmente ergódico y esto garantiza convergencia exponencial a cero de
RC .

Para medir el desempeño del método de estimación para la densidad (que es afectado por el desempeño del
método de aproximación de trajectorias ) se calcula el RMISE considerando 30 muestras aproximadas de la solu-
ción de (3.22) para diferentes tamaños de muestra. Estos resultados se registran en la tabla titulada: Cuadro 3.1

Como esperamos, el error relativo decrese cuando n crece.

3.2.2. Modelo 2: Coeficiente de difusión no constante y potencial polinómico

En esta subsección es considerado el siguiente sistema:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
dXt = Ytdt

dYt = exp
(
− 1

X 2
t +1

)
dBt −

(
exp

(
− 2

X 2
t +1

)
Yt +36X 5

t −48X 3
t +12Xt

)
dt .

(3.30)

en el cual el potencial es V (x)= 6x6−12x4+6x2+1/7 y coincide con el modelo anterior pero el coeficiente de di-

fusión aumenta su complejidad porque en este caso es la función no constante σ(x)= e
(
− 1

x2+1

)
. Analogo al sistema

estudiado en la sección anterior, este sistema verifica las hipótesis de la EDE estudiada en la sección 2.2.1, son
válidos entonces todos los resultados de convergencia para los estimadores de interés demostrados en el capítulo
anterior.

La estimación no paramétrica de los coeficientes del sistema en (3.30) se realiza usando el mismo procedi-
miento que se usó para el modelo anterior y considerando los mismos valores para los parámetros que definen
a los estimadores: α1 = 0,2, α2 = 0,2, γ = 0,15 y el tamaño de la trajectoria aproximada en la que se evaluan a los
estimadores es n = 106.

Estimación de la densidad invariante

La densidad invariante dell sistema en (3.30)

ps(x, y)=C exp
(
−y2−12x6+24x4−12x2− 2

7

)
,

conincide con la densidad invariante del sitema anterior. A continuación se presentan resultados de su estimación.
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Figura 3.14: Densidad invariante (a la izquierda) y su estimación (a la derecha).
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Figura 3.15: A la izquierda: comparación entre la marginal con respecto a X de la densidad invariante
(trazo continua) y su estimación (trazo discontinuo). A la derecha: comparación similar respecto a Y .

Figura 3.16: Valor absoluto de la diferencia entre la densidad invariante y su estimación.
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Estimación del drift

El drift correspondiente al sistema en (3.30)

g (x, y)=−exp
(
− 2

x2+1
)
y −36x5+48x3−12x .
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Figura 3.17: Drift (linea continua) versus su estimación (linea discontinua) para y0 = 0,005451 a la iz-
quierda, y para x0 = 0,33538 a la derecha.

Figura 3.18: Gráfico del drift a la izquierda y de su estimación a la derecha sobre el la restricción [−1,1]×
[−1,7,1,7] del dominio originalDm

Estimación del gradiente del potencial y del coeficiente de difusión

Figura 3.19: Discretización de xps(x, y) (izquierda), y su estimación (derecha).

63



−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−300

−200

−100

0

100

200

300
  y= 0.62177

Figura 3.20: A la izquierda: Valor absoluto de la diferencia entre �xps y su estimación. Ala derecha: Dis-
cretización de−2V ′(x) (linea continua) y su estimación (linea discontinua) para el valor fijo y = 0,62177.
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Figura 3.21: Discretización de la función σ2y0, for y0 = 1 ( curva continua) versus su estimación (curva
discontinua), y para y =−0,028 a la derecha. La linea continua corresponde al valor de 4y .

Tasa de convergencia y error de estimación

Para el sistema en (3.30) nuevamente consideraremos 4 curvas de RC para analizar la convergencia de la solu-
ción aproximada a la estabilidad de la densidad invariante. También presentamos resultados del error cuadrático
medio integrado relativo RMISE correspondiente a la estimación de la densidad invariante.

En las figuras 3.22 y 3.23 se presentan gráficas del cálculo de RC correspondiente a aproximaciones de trajec-
torias de X generadas con una sucesión decreciente de valores para el paso de discretización hn y una sucesión
creciente de tamaños de muestras n. Para generar las curvas de RC se uso el mismo procedimiento que en el
modelo en la sección anterior.
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Figura 3.22: A la izquierda: RC de una trajectoria aproximada con hn = 0,1 y n = 104 (γ = 0,25). A la
derecha: RC de una trajectoria aproximada con hn = 0,01 y n = 105 (γ = 0,4). Para ambas trajectorias el
tiempo de reccorrido es T = 1000.

Análogo a lo a los resultados obtenidos en el analisis de convergencia del modelo anterior, en las figuras 3.22 y
3.23 observamos que a pesar de disminuir el paso de discretización y de que podriamos inferir la convergencia a
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Figura 3.23: A la izquierda:RC correspondiente a una trajectoria aproximada conhn = 0,003 yn = 284800
(γ= 0,45). A la derecha: RC correspondiente a una trajectoria aproximada con hn = 0,0013 y n = 762700
(γ= 0,49). Para ambas trajectorias aproximadas el tiempo de reccorrido es T = 1000.

Cuadro 3.2: Error cuadrático medio relativo integrado

n 103 104 105 106

RMISE 0.9987 0,9804 0,6114 0,0019

cero, esta no ocurre de forma exponencial. Concluímos entonces que la solución aproximada usando el algoritmo
3.1.0.3 no simula la convergencia exponencial a la densidad invariante que si verifica el proceso al que estima.

Para medir el desempeño del método de estimación para la densidad se calcula el RMISE considerando 30
muestras aproximadas de la solución de (3.30) para diferentes tamaños de muestra. Estos resultados se registran
en la tabla titulada: Cuadro 3.3.

Como esperamos, el error relativo decrese cuando n crece.

3.2.3. Modelo 3: Potencial periódico y coeficiente de difusión constante

En esta subsección estudiamos el sistema en (3.1) cuando V (x)= 2− cos(x) y σ(x)= 2, es decir,{
dXt = Ytdt
dYt = 2dBt − (4Yt + sin(Xt ))dt ,

(3.31)

Este sistema verifica las hipótesis del sistema estudiado en la sección 2.2.2, son válidos entonces todos los
resultados de convergencia para los estimadores de interés demostrados en el capítulo anterior.

En la primera fase de los experimentos numéricos correspondientes al sistema en (3.31) se utilizó el método
de generación de trajectorias descrito durante el desarrollo de la sección 3.2.1, pero a lo largo de la ejecución de
numerosas pruebas observamos que, sin importar el tamaño n de la muestra, las trajectorias generadas eviden-
ciaban (en su mayoría) un comportamiento metastable . La metastabilidad, entre otros elementeos, traía como
consecuencia que al evaluar los estimadores en estas trajectorias, su desempeño no fuera adecuado.

Las figuras 3.24, 3.25 y 3.26 se presentan los gráficos correspondientes a la aproximación de una trajectoria del
sistema en y estimación de la densidad invariante:

pβ
s =C (β)e−y

2+4+2cos(x) con C (β)=
∫
R2
e−y

2+4+2cos(x)dxd y

y sus densidades marginales. Como podriamos esperar los resultados asociados a Y son regulares, el problema de
estimación tiene origen en las contribuciones de X .
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Trajectorias conmétodo regular estimación de la densidad invariante
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Figura 3.24: Aproximación de una trajectoria de X , a la izquierda, y de Y a la derecha.

Estimación de la densidad

Figura 3.25: Discretización de la densidad invariante a la izquierda y su estimación a la derecha
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Figura 3.26: A la izquierda: densidad marginal con respecto a X de la densidad invariante (trazo conti-
nua) versus su estimación (r trazo discontinuo). A la derecha: se presenta una comparación similar entre
la marginal con respecto a Y de la densidad invariante y su estimación.
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3.2.4. Modelo 4: Potencial periódico período 2π y coeficiente de difusión constante

En esta subsección estudiamos el sistema en (3.31) pero, con la finalidad de corregir algunos problemas de
metastabilidad ensayamos un procedimiento de corrección en la construcción de las trajectorias aproximaadas
que describimos brevemente a continuación.

En vista de que una posible causa del comportamiento metastable señalado en la sección anterior es la canti-
dad de mínimos locales que posee el potencial del sitema en (3.31), asociados a su periodicidad, decidimos hacer
una modificación en el proceso de generación de trajectorias con el fin de incorporar en un sólo periodo todas
las contribuciones de la trayectoria a ser evaluada por el estimador. Específicamente, una vez aproximada la tra-
yectoria del sistema usando el procedimiento regular, cada elemento de la aproximación correspondiente a X
es reemplazado por su valor correspondiente módulo 2π. El intervalo correspondiente al período principal fue
[−π,π]. Para realizar las simulaciones correspondientes a (3.31) se usaron los mismos parámetros que el los mo-
delos expuestos en las dos subsecciones previas.

La figura 3.27 presenta el gráfico de la trajectoria presentada en a la izquierda de la figura 3.24 luego de su
transformaciónmódulo 2π.. El resto de las figuras en esta subsección presentan los resultados de las estimaciones
hechas a los parámetros del sistema en (3.31).

Transformaciónmódulo 2π de la trajectoria aproximada de X
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Figura 3.27: Aproximación de una trajectoria de X módulo 2π.

Estimación de la densidad

Figura 3.28: Discretización de la densidad invariante a la izquierda y su estimación a la derecha
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Estimación del drift

−0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
−2

0

2

−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

−0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
−2

0

2

−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

Figura 3.29: Discretización del drift (a la izquierda) y su estimación (a la derecha)
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Figura 3.30: Valor absoluto de la diferencia entre el drift y su estimación calculadas sobre una discreti-
zación de [−0,85,0,85]× [−1,7,1,7] que es una reestricción del dominio originalDm .

Estimación del gradiente del potencial y del coeficiente de difusión

Figura 3.31: Discretización de xps(x, y) (izquierda), y su estimación (derecha).

Tasa de convergencia y error de estimación

Para el sistema en (3.31) sujeto a la modificación módulo 2π en su trajectoria con respecto a X , nuevamen-
te consideraremos 4 curvas de RC para analizar la convergencia de la solución aproximada a la estabilidad de la
densidad invariante. También presentamos resultados del error cuadrático medio integrado relativo RMISE co-
rrespondiente a la estimación de la densidad invariante.

En las figuras 3.34 y 3.35 se presentan gráficas del cálculo de RC . En ellas observamos que el comportamien-
to de RC es aún más irregular que para los modelos anteriores. Para generar las curvas de RC se uso el mismo
procedimiento que en los modelos anteriores. No es posible concluir convergencia exponencial a cero de RC .

Para medir el desempeño del método de estimación para la densidad se calcula el RMISE considerando 30
muestras aproximadas de la solución de (3.31) para diferentes tamaños de muestra. Estos resultados se registran
en la tabla titulada: Cuadro 3.3
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Figura 3.32: Discretización de −2V ′ (linea continua) y su estimación (linea discontinua) para y = 0,043.
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Figura 3.33: Discretización de la función σ2y0, for y0 = 1 ( curva continua) versus su estimación (curva
discontinua), y para y =−0,0064 a la derecha. La linea continua corresponde al valor de 4y .
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Figura 3.34: A la izquierda: RC correspondiente a una trajectoria aproximada con hn = 0,1 y n = 104 (γ=
0,25). A la derecha: RC correspondiente a una trajectoria aproximada con hn = 0,01 y n = 105 (γ = 0,4).
Para ambas trajectorias aproximadas el tiempo de reccorrido es T = 1000.

Cuadro 3.3: Error cuadrático medio relativo integrado

n 103 104 105 106

RMISE 0.9987 0,9804 0,6114 0,0019
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Figura 3.35: A la izquierda:RC correspondiente a una trajectoria aproximada conhn = 0,003 yn = 284800
(γ= 0,45). A la derecha: RC correspondiente a una trajectoria aproximada con hn = 0,0013 y n = 762700
(γ= 0,49). Para ambas trajectorias aproximadas el tiempo de reccorrido es T = 1000.

Como esperamos, el error relativo decrese cuando n crece.
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Capítulo 4

Simulación de una densidad en un conjunto
convexo. Aplicaciones.

Como señalamos en la introducción, este trabajo de tesis se concentra en el análisis de dos problemas de
estimación, el primero fue desarrollado en los dos capítulos previos y el segundo, modelaje del transporte de con-
taminantes en cuerpos de agua cerrados, comenzamos a estudiarlo en este capítulo. Para ilustrar el procedimiento
de aproximación que desarrollamos para el segundo problema, consideraremos datos del Lago de Valencia.

En el estudio que ahora comienza, el contaminante es concebido como una colección de particulas. De acuer-
do con esta hipótesis, el recorrido del contaminante corresponde a las trajectorias de las partículas que lo consti-
tuyen. En este contexto, si la posición de cada partícula en el fluído en el instante de tiempo t es denotada por Xt ,
su desplazamiento ΔXt durante el intervalo de tiempo Δt es intuitivamente consecuencia de dos contribuciones,
una determinada por la velocidad del fluído, por ejemplo b(t ,Xt ), y la otra causada por las colisiones desordenadas
entre estas partículas y las moléculas correspondientes al fluído a(t ,Xt ). Conforme al desarrollo en la subsección
1.1.2, la estructura de una ecuación diferencial estocástica estándar,

dXt = b(t ,Xt )dt +a(t ,Xt )dBt

responde, de manera natural, a la reperesentación en lenguaje matemático del desplazamiento de partículas. En
efecto, de los cuatro modelos clásicos que simulan la dispersión de contaminantes, tres son ecuaciones diferen-
ciales estocásticas. De losmodelos estocásticos, que son los que consideramos, uno es un sistema del tipo eliptico,
como en (1.62)-(1.61), y los otros dos son del tipo Hipoelipticos como en (1.63). En este trabajo de tesis se consi-
deraran dos de estos sistemas estocásticos para modelar el transporte de contaminantes durante un periodo de
tiempo [t0,T ] de interés. Para conseguirlo será necesario, discretizar la ecuación diferencial estocástica a utilizar e
implementar esta discretización a partir de una muestra aleatoria de la distribución del contaminante en t0. En la
práctica esta información inicial no está disponible y debido a esto debe ser también aproximada (en función de
información que se tenga del cuerpo de agua en t0).

En este capítulo nos ocuparemos de la aproximación de la distribución de inicio de observación y de la ge-
neración de sus muestras aleatorias, y en el próximo capítulo de la descripción e implementación de métodos
de aproximación de trayectorias que, usando la condición inicial construída como antes, simulen la dispersión
del contaminante. En lo que sigue: en la sección 4.1 se establecen elementos para simular de manera eficiente
una densidad de probabilidad en un conjunto convexo Θ ⊂ Rd (como la superficie de un lago o embalse), y en la
sección 4.2 se describe la implementación de este método de simulación de densidades usando información de
imágenes satelitales sobre el Lago de Valencia en Venezuela.

4.1. Simulación de una densidad en un conjuntoΘ⊂Rd con frontera
enC 2

Lo que sigue es una adaptación del método presentado en [23] a las hipótesis que se exponen a continuación.
SeaΘ⊂Rd un conjunto relativamente compacto y conexo con frontera ∂Θ rectificable y tal que su parametrización
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tiene dos derivadas continuas y es de medida de Lebesgue cero. Sea ϕ2 una densidad en Θ, que es diferenciable
y satisface 0 < ε ≤ ϕ2(x) ≤ ||ϕ2||∞ en Θ (podemos también suponer que sólo se anula en la frontera, pero en ese
caso la difusión no podrá arrancar de ese conjunto). Es posible definir la forma simétrica de Dirichlet (para una
introducción a esta noción consultar [26]), que es la cerradura en L2(Θ,μ) con

dμ(x)=ϕ2(x)dx, (4.1)

por la forma bilineal simétrica

E ( f ,g )= 1

2

∫
Θ
<∇ f (x),∇g (x)>ϕ2(x)dx, (4.2)

que está definida para f , g ∈D con D = { f ∈C (Θ)| f ∈W 1,1
loc (Θ), E ( f ,g ) <∞}. Dado que la función ϕ2 no se anula

en ningún punto de Θ entonces la forma bilinear (4.2) con dominio D se puede cerrar en L2(Θ,μ) y su clausura
(Eϕ2

,D(Eϕ2
)) es una forma de Dirichlet conservativa, regular y simétrica. Además existe un operador autoadjunto

Lϕ2
con dominio densoD(Lϕ2

)⊂ L2(Θ,μ) que genera la forma de Dirichlet (Eϕ2
,D(Eϕ2

)) actuando como sigue:

Lϕ2
f = 1

2
Δ f +<∇(logϕ),∇ f >,

para funciones pertenecientes a { f ∈W 2,∞(Θ)|∂ν f (x) = 0 ∀x ∈ ∂Θ} ⊂ D(Eϕ2
), donde ∂ν denota la derivada con

respecto a la normal exterior de ∂Θ.
En efecto la forma de Dirichlet definida en (4.2) tiene diferentes clausuras. De estas clausuras dos son las más

importantes, la mínimal asociada a la condición de frontera de Dirichlet y la maximal asociada a la condición de
frontera de Newmann. Nosotros sólo trabajaremos con la segunda.

Usando las propiedades deϕ es posible definir la isometría L2(Θ,μ)→ L2(Θ,dx), de forma tal que f ∈ L2(Θ,μ)→
g =ϕ f ∈ L2(Θ,dx). De esta manera, denotando porT

ϕ2

t al semigrupo de operadores acotados y autoadjuntos ge-

nerados por −Lϕ2
, puede ser demostrado, usando la isometría, que el semigrupo transformado, denotado por Tt

actuando sobre L2(Θ,dx) satisface Tt g = ϕT
ϕ2

t (ϕ−1g ), para todo g ∈ L2(Θ,dx). Además, si 1 denota la función

constante igual a 1, se consigue que T
ϕ2

t 1= 1. Usando la relación entre los dos semigrupos, se tiene que Ttϕ=ϕ.
Esto implica que la función ϕ es una autofunción para el generador infinitesimal A de Tt asociado al autovalor 0.
Además puede ser demostrado que,

Ag =Lϕ2
(ϕ−1g )= 1

2
Δ(ϕ−1g )+<∇ logϕ,∇(ϕ−1g )> .

El dominio de A es el conjuntoD(A)=ϕD(Lϕ2
).

Ahora, para toda función continua y acotada h definida sobreΘ y definiendo dμ(x)=ϕ2(x)dx se consigue que

<T
ϕ2

t (μ),h >=<μ,T ϕ2

t (h)>=
∫
Rd

T
ϕ2

t (h)(x)ϕ2(x)dx.

Además es necesario usar condiciones de frontera, por lo tanto usando la formula de Green se consigue

∫
Θ
(gLϕ2

f − f Lϕ2
g )ϕ2dx = −

∫
∂Θ
(ϕ2(x)g∂ν f − f ∂ν(ϕ

2(x)g )+∂ν(logϕ
2)ϕ2 f g )dx

= −
∫
∂Θ
(g∂ν f − f ∂νg )ϕ

2dx = 0.

La última igualdad es consecuencia de la condición de borde. Esta propiedad es transferida sobre el semigrupo

<T
ϕ2

t (μ),h > =
∫
Θ
ϕ(x)T ϕ2

t (ϕ−1g )(x)ϕ(x)dx

=
∫
Θ
Tt (g )ϕ(x)dx =

∫
Θ
g (x)Tt (ϕ)(x)dx

=
∫
Θ
g (x)ϕ(x)dx =

∫
Θ
h(x)ϕ2(x)dx =<μ,h > .
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De lo anterior se obtiene que T
ϕ2

t (μ) = μ, demostrando así que μ es una medida invariante con respecto a{
T

ϕ2

t

}
t≥0. Además el operador Lϕ2

es autoadjunto y, bajo las hipótesis consideradas, posee espectro discreto.

Supongamos que α> 0 y consideremos el resolvente

(α−Lϕ2
)−1 f (x)=

∫∞
0

e−αtT ϕ2

t f (x)dt .

Consideremos el Teorema XIII. 64 de [46]. Este teorema en demostrado en la referencia citada. A continuación
enunciamos de este teorema solamente las afirmaciones que son de interés para nuestro desarrollo

Teorema 4.1.0.1 Supongamos que A es un operador autoadjunto inferiormente acotado. Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

i) (A−α)−1 es compacto para al menos

α ∈ ρ(A)= {α ∈C : (A−α)−1es acotada e inyectiva}.

ii) Existe un sistema ortonormal completo {ϕi }∞i=0 en D(A) tal que Aϕn = λnϕn con λ0 ≤ λ1 ≤ . . .≤ λn . . . y λn→
∞.

Para aplicar este resultado a nuestro problema sólo es necesario demostrar que (α−Lϕ2
)−1 es un operador com-

pacto definido de L2(Θ,μ)→ L2(Θ,μ). Pero sabemos de la teoría general de semigrupos que (α−Lϕ2
)−1(L2(Θ,μ))=

D(Lϕ2
). Sea un una sucesión de vectores acotados en L2(Θ,μ) y consideremos la definición gn = (α−Lϕ2

)−1un ,
entonces se tiene que

||gn || ≤ ||(α−Lϕ2
)−1||op ||un || <K ,

y además que, Lϕ2
gn =αgn −un , por lo tanto

||Lϕ2
gn || ≤α||gn ||+ ||un || ≤ (||(α−Lϕ2

)−1||op +1)||un || < 2K .
Definamos la norma generada por el operador Lϕ2

como

|| f ||Lϕ2 = || f ||L2(Θ,μ)+||Lϕ2
f ||L2(Θ,μ)∀ f ∈D(Lϕ2

).

Dado que la función ϕ2 es acotada superior e inferiormente, esta norma es equivalente a la norma del espacio
de SobolevW 1,2(Θ) con respecto a la medida de Lebesgue:

|| f ||W 1,2 = || f ||L2(Θ,dx)+
(∫

Θ
||∇ f ||2dx

)1/2
.

Esto implica que ||gn ||W 1,2 ≤ C para alguna constante C . La relaciónW 1,2→ L2(Θ,dx) implica que existe una
subsucesión gnk que converge en L

2(Θ,dx) y también en L2(Θ,μ), así la compacidad del resolvente queda demos-
trada.

Consideremos ahora a los autovalores {λi }∞i=0 de L
ϕ2
, con λ0 = 0 y las autofunciones {ϕi }∞i=0. De esta forrma

todas las funciones f ∈ L2(Θ,μ) pueden ser escritas como

f =
∞∑
i=0
< f ,ϕi >μ ϕi .

Recordemos que ϕ0 = 1, de esta forma c0 =
∫
Rd f (x)ϕ2(x)dx. Usando el teorema espectral se tiene que,

T
ϕ2

t ( f )(x)=
∞∑
i=0

e−λi t < f ,ϕi >ϕi .

Esto igualmente implica la siguiente identidad
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∥∥∥T
ϕ2

t ( f )− c0
∥∥∥
L2(μ)

≤ e−2λ1t || f ||L2(μ). (4.3)

Para justificar esta identidad, primero se sabe que cero es un autovalor y tiene multiplicidad uno debido a que
la medida invariante es única. Además esto implica que λ1 > 0.

Por otra parte, la teoría de formas de Dirichlet garantiza la existencia de un proceso dMarkov {Xt }t≥0 que toma
valores enΘ y satisface la EDE :

dX (t )= dB(t )+2∇(logϕ)(X (t ))dt . (4.4)

con condiciones reflejante en la frontera y X0 = x ∈Θ.
La expresión con condición reflejante en la frontera debe ser entendida de acuerdo con Lions & Sznitman [36]

como la EDE cuya solución es el proceso Xt y tiene la forma

dX (t )= dB(t )+2∇(logϕ)(X (t ))dt +ν(X (t ))dk(t ), (4.5)

donde k(t ) es el tiempo local que crece unicamente cuando Xt está en ∂Θ. En efecto, la definición de este último
proceso

k(t )=
∫t

0
1∂Θ(X (s))d |k|(s).

A partir de la ecuación de Fokker-Planck asociada al operador Lϕ2
se obtiene que la densidad de transición de

este proceso comenzando en y ∈Θ es:

∂t p(t ,x) = Lϕ2
p(t ,x), (4.6)

∂νp(t ,x) = 0, para todo x ∈ ∂Θ y (4.7)

p(0,x) = δy (x) para y ∈Θ. (4.8)

El resultado obtenido en (4.3) implica que el proceso X es ergódico y α-mixing, como en la definición 1.2.1.3 con
tasa de convergencia exponencial. Además, se verifica que para cualquier función de prueba f

1

t

∫t

0
f (X (u))du

c.s.→ E[ f (X0)]=
∫
Θ
f (x)ϕ2(x)dx. (4.9)

De acuerdo con lo antes expuesto, si {XΔ,X2Δ, ..,XNΔ}, con NΔ= T , es una muestra de (Xt )t≥0 entonces,

1

NΔ

N∑
k=1

f (XkΔ)
c.s.→

∫
Θ
f (x)ϕ2(x)dx, cuando NΔ→∞ y Δ→ 0

Sea {X kΔ}k∈N la solución de un esquema de diferencias que aproxima el proceso {Xt }t≥0 que satisface (4.4). Se
puede demostrar que {X kΔ}k∈N es una cadena de Markov y que para cada N fijo existe una medida invariante μN

tal que:

1

NΔ

N∑
k=1

f (X kΔ)
c.s.→

∫
Θ
f (x)dμN (x), cuando NΔ→∞ y Δ→ 0,

pero, que garantía existe de que:

1) ¿ μn→μ en alguna distancia de medida?

2) ¿ 1
NΔ

∑N
k=1 f (X kΔ)

c.s.→ ∫
Θ f (x)dμ(x), cuando NΔ→∞ y Δ→ 0 ?

Una solución a este problema es presentada en en un artículo reciente de Cattiaux et al.[14]
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4.1.1. Aproximaciónnumérica:muestras aleatorias dedistribucióndμ(x)=ϕ2(x)dx.

Ahora nos concentraremos en describir un proceso que permita la generación de una muestra X 1,X 2, . . . ,XN

con densidadϕ2 definida en un conjunto convexoΘ con frontera suave. Consideremos primero el caso en todo Rd

y luego se hará el ajuste para obtener la restricción aΘ. En [47] se demuestra que la difusión solución de la EDE :

X (t )= dB(t )+∇ logϕ(X (t ))dt (4.10)

tiene como medida invariante la probabilidad dμ(x)=ϕ2(x)dx. De esta forma, para generar una muestra aproxi-
mada con distribución dμ(x)=ϕ2(x)dx es suficiente simular la solución de la EDE en (4.10) usando un esquema
numérico conveniente.

Para un sistema como el de (4.10) es conveniente usar el algoritmo de discretizaciónMetropolis-Adjusted Lan-
gevin algorithm (MALA), porque, citando nuevamente el trabajo en [47], sus autores demuestran que al discretizar
(4.10) usandoMALA se obtiene una cadena deMarkov conmedida invariante μ. Pero como nosotros estamos in-
teresados en aproximarϕ2 enΘ usaremos un híbrido deMALA expuesto en [47, sección 1.4] y el esquema de Euler
simétrico enΘ expuestos en [6, sección 2.2].

A continuación se describe el algoritmo que usamos para generar unamuestra X 1,X 2, . . . ,XN con densidadϕ2

definida enΘ.

Algoritmo 4.1.1.1 Se considera una configuración inicial X 0 = x0 y se asume que se ha obtenido X k ∈Θ para luego
calcular la posible próxima posición Xp1 de lamuestra como unaGaussiana N (X k+h∇ logϕ(X k ),hId ). La propues-
ta Xp1 es parcialmente aceptada con probabilidad

α(X k ,Xp1)= 1∧
ϕ2(Xp1)q(Xp1,X k )

ϕ2(X k )q(X k ,Xp1)
, con q(u1,u0)= 1

(2πh)
d
2

e−
1
2h ||u1−(u0+h logϕ(u0))||2 , (4.11)

donde q es la densidad de transición con la que se generó Xp1 a partir de X k. Si Xp1 es parcialmente aceptada, se
fija X p = Xp1, de lo contrario X p = X k . Entonces,

Si X p ∈Θc∩V∂Θ(r ) conV∂Θ(r )=
{
z ∈R2 : d(z,∂Θ)≤ r } para algún r > 0, definido a partir de las características

de ∂Θ y el tamaño de la malla que discretiza el dominio sobre el que está definida ϕ2:

X k+1 = Xp−2Fγ(Xp)γ1(Xp) (4.12)

donde Γ = (γ1(z),γ2(z)) denota el vector normal interior a ∂Θ correspondiente a la proyección normal de z
sobre ∂Θ para z ∈Θc ∩V∂Θ(r ), y F

γ(z) denota la distancia algebraica de z a ∂Θ paralela a γ.

Si X p ∈Θc ∩V c
∂Θ
(r ) el cálculo de X p se reinicia.

Observación 4.1.1.2 Análogo a lo señalado en la observación 3.1.0.4, en la práctica, el procedimiento de decisión del
algoritmo anterior se ejecuta generandounnúmero aleatorioU con distribución uniforme en [0,1]para compararlo
con α definida en (4.11) como sigue: Si se verifica que

U ≤α(X k ,Xp1), (4.13)

entonces se fija X p = Xp1, de lo contrario X p = X k .

4.2. Distribución de contaminantes en el Lago de Valencia determi-
nada por imágenes satelitales.

Como señalamos antes, consideraremos el Lago de Valencia para ilustrar el procedimiento de estimación de
transporte de contaminantes en cuerpos de agua cerrados, durante un intervalo de tiempo [t0,T ] usando infor-
mación satelital. Es necesario entonces
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i) simular una densidad para la distribución de contaminantes en el lago usando imágenes satelitales

ii) generar una muestra aleatoria cuya distribución tenga como densidad la generada en el punto anterior.

Luego, en el capítulo 5, usar la muestra generada en i i ) como condición inicial del esquema elegido para
aproximar el recorrido del contaminante. A continuación se describen, i ) en la sección 4.2.1 e i i ) en la sección
4.2.2.

4.2.1. Simulación de una densidad para la distribución de contaminantes en el la-
go.

Un satélite (artificial) es un instrumento de observación de la tierra constituído principalmente por sensores
que fotografian la geografía de territorios específicos para monitorear el estado de los recursos terrestres. Las fo-
tografías tomadas por el satélite son suministradas a través de imágenes de las bandas espectrales de sus sensores
(once bandas en el caso del satélite Landsat 8 que fué el satélite usado para nuestra investigación), ubicadas en
la región visible (azul, verde y rojo) y en la región infraroja (cercano, mediano o lejano). Una imagen puede ser
analizada e interpretada al comparar los resultados de diferentes combinaciones espectrales.

Nosotros estamos interesados en construir una densidad ϕ2 para la distribución de los desechos orgánicos
del Lago de Valencia, en un instante de tiempo específico t0, usando la información de una imagen satelital del
lago capturada en t0. Con este objetivo en mente y teniendo en cuenta que los componentes fundamentales de
los desechos orgánicos (fósforo y nitrógeno) descargados en cuerpos de agua son los principales nutrientes de los
elementos que contienen clorofila (como las algas y las plantas vasculares) [1, 22, 24, 35, 43, 45] y [53],modelaremos
el transporte de desechos orgánicos en el Lago de Valencia usando la presencia de clorofila en él. La presencia de
clorofila en el lago la obtendremos a través de imágenes satelitales.

Para determinar la densidad de la vegetación verde en una región, se deben observar los diferentes colores
(longitudes de onda), de la luz visible y del infrarrojo cercano reflejados por las plantas. El pigmento de las hojas de
las plantas, la clorofila, absorbe fuertemente la luz visible para su uso en la fotosíntesis y por otro lado la estructura
celular de las hojas se refleja fuertemente cerca de la luz infrarroja. Si hay mucha más radiación reflejada en el
infrarrojo cercano que en las longitudes de onda visibles, es probable que la vegetación de píxeles sea densa. Si
hay poca diferencia en la intensidad de las longitudes de onda reflejadas de la luz visible y del infrarrojo cercano, la
vegetación es probablemente baja. Cuando la luz solar colisiona con el objeto, ciertas longitudes de onda de este
espectro se absorben y otras se reflejan. Todas las algas contienen clorofila-a, por lo tanto, la detección de estos
bioindicadores sobre el lago se hace considerando la absorción de la radiación visual de este tipo de clorofila-a a
través de una imagen de satélite, [3].

Con base en lo antes expuesto se construye una fórmula de diferencias para cuantificar la densidad del creci-
miento de las plantas en la Tierra. El resultado de esta fórmula se denomina índice de vegetación de diferencias
normalizado, es denotado por NDV I , y es el resultado de la siguiente operación entre las imágenes (matrices) co-
rrespondientes a las bandas espectrales del rojo visible y el infrarrojo cercano, usualmente identificadas como B4
y B5, respectivamente:

NDV I = B5−B4
B5+B4 . (4.14)

La operación a la derecha de (4.14) tiene sentido porque las imágenes satelitales son representadas por matri-
ces en una formaque explicaremosmás adelante. Nosotros usaremos elNDV I para construir la densidad buscada.

Densidad de la clorofila en el lago: pasos de la construcción.

A continuación se describen los pasos para la aproximación de la densidad de la clorofila en el Lago de Valencia
correspondiente al día 27−04−2014 a las 17 : 15 : 24 horas (t0 = 2014−04−27T17 : 15 : 24).

1) Se descarga un producto Landsat 8 correspondiente a una región rectangular que contiene al Lago de Va-
lencia. Este producto está compuesto por 13 archivos, 11 correspondientes a la imagen capturada en cada
una de las bandas espectrales, una imagen de calidad usada para la evaluación y control de calidad de la
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imagen, y un archivo de texto llamado metadatos que contiene informacion específica de la imagen co-
mo: su fecha de captura, sus valores de reflectancia y radiancia, nombre del sensor que la capturó, etc.
Conforme a la información del archivo de metadatos, el instante de tiempo de captura de este producto es
t0 = 2014−04−27, T 17 : 15 : 24.

2) Cada imagen es representada por una matriz cuyas entradas (niveles digitales) corresponden a los valores
de una discretización de la superficie capturada. La matriz correspondiente a la banda 6 (B6) es recortada 2

luego usada para identificar con precisión los límites del Lago de Valencia. Específicamente, se crea una
máscara a partir de B6, convirtiendo en 1 a los niveles digitales identificados como agua del lago y 0 al resto
de los niveles digitales. Las matrices de las bandas 4 y 5 (B4 y B5 respectivamente) son recortadas igual que
B6 y los límites del lago en ellas también son identificados de acuerdo con la mascara creada a partir de B6.
A la izquierda de la figura 4.1 se muestra la imagen correspondiente a B6 descargada, y a la derecha de la
misma figura se muestra la imagen de B6 luego de ser recortada. También, a la izquierda en la figura 4.2 se
muestra la mascara creada apartir de B6.

3) En la práctica, antes de calcular el NDV I definido en (4.14) es necesario hacer una conversión radiométrica
a las matrices B4 y B5 correspondientes a las bandas 4 y 5 de la imagen satelital. Esto se debe a que los
niveles dígitales de las bandas de la imagen capturada son registrados en formato no cifrado y deben ser
llevados a unidades de reflactancia usando las ecuaciones:

B4R =MRB4+ AR y B5R =MRB5+ AR , (4.15)

donde MR y AR son conocidos como factor multiplicativo y aditivo respectivamente, de reescalamiento a
unidades de reflactancia, estos valores se encuentran registrados en el archivo de metadatos de la imagen
satelital. Una véz reescalados los niveles digitales de B4 y B5 se calcula NDV I sustituyendo B4 y B5 por
B4R y B5R en la ecuación (4.14). La figura 4.2 contiene a su derecha la representación gráfica de la imagen
correspondiente al cálculo del NDV I .

La matriz NDV I obtenida mide el indice de vegetación en una discretización rectángular de la región R

mostrada en la figura 4.2 la cual contiene la superficie del Lago de Valencia Ω. Esta matriz determina un
sistema de coordenadas sobreR considerando cada par de índices (i , j ) de NDV I como la coordenada del
punto (x, y) ∈R donde NDV I (i , j ) fue calculado.

Para este trabajo sólo fueron consideradas las partículas de clorofila que estaban en el interior de la superfi-
cie del lago, las partículas sobre el borde del lago fueron descartadas.

4) Se usan los valores entre 0 y 1 delNDV I para determinar el subconjuntoΘ ofΩ\∂Ω caracterizado por la pre-
sencia de clorofila, porque estos valores de NDV I indican la presencia de clorofila en las posiciones donde
ellos fueron calculados. En realidad la información proporcionada por NDV I solo permite identificar los
nodos (i , j ) de la malla correspondiente a la imagen satelital tal que NDV I (i , j ) ∈ (0,1), entonces, se asume
queΘ está formada por las celdas a cuyos nodos ubicados en la esquina inferior izquierda les corresponden
valores de NDV I entre 0 and 1. De acuerdo con la última suposición Θ es una colección de subconjuntos
convexos deD. En la figura 4.3) se puede oservar el conjuntoΘ.

5) A partir de NDV I se construye ϕ2 : Θ→R por

ϕ2(i , j )= NDV I (i , j )∑
A
NDV I (i , j )

, (4.16)

con A = {(i , j ) : NDV I (i , j ) ∈ (0,1)}, para los nodos (i , j ) de la malla correspondiente a la imagen satelital,
que están contenidos en Θ, y por interpolación lineal para el resto de los puntos en Θ. Interpretamos ϕ2

como la densidad de la distribución de probabilidad que mide las proporciones de clorofila en el lago, para
el instante t0 en el cual la imagen fue capturada.
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Figura 4.1: A la izquierda está B6 capturada en t0 y a la derecha aparece recortada.
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Figura 4.2: A la izquierda mascara creada a partir de B6 y a la derecha gráfica del NDV I en t0.
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Figura 4.3: Conjuntos convexos determinados por la presencia de clorofila en el Lago de Valencia.
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4.2.2. Generación demuestras aleatorias.

En esta parte aplicaremos los resultados obtenidos en la sección 4.1. Entonces, para generar unamuestra alea-
toria con la densidad ϕ2 definida por (4.16) en la subsección anterior, aproximamos la ecuación difeencial

dXt = dBt + 1
2
∇log (ϕ(Xt ))dt , t ≥ t0, (4.17)

donde Bt es un movimiento Browniano bidimensional, usando el algoritmo 4.1.1.1. Este algoritmo aproxima la
ecuación diferencial en (4.17) usando una versión Metropolizada del esquema de Euler (MALA), con rebote simé-
trico en la frontera ∂Θ (ver [6] y [47]). El procedimiento específico es como sigue:

1) Por cada subconjunto convexo de Θi ⊂Θmostrado en la figura 4.3, es elegido un punto x0 ∈Θi a partir del

cual, usando el algoritmo 4.1.1.1, se genera una aproximación X
i
1, ..,X

i
N de la difusión Xt que resuelve la

EDE en (4.17).

2) De cada muestra X
i
1, ..,X

i
N se selecciona una submuestra (Lik )

n
k=1 definida por Lik = X

i
k×NC para k = 1, ..,n

y N = n×NC . La submuestra (Lik )
n
k=1 espaciada por un número fijo de pasos de tiempo NC se construye

con el fin de grarantizar la selección de una muestra aproximadamente independiente. El parámetro NC ,
conocido como longitud de correlación, está definido en la sección 3.1.

3) Con todos los puntos que se acaban de construir se forma una gran muestra aleatoria:

(L1,L2, ..,Ln×m)= (L11, ..L1n ,L21, ..L2n ......,Lm1 , ..Lmn ) (4.18)

dondem denota el número de subconjuntos convexosΘi que formanΘ.

Lamuestra (L1,L2, ..,Ln×m) que se acaba de contruir es una colección de pares aleatorios en R2, aproximadamente
independientes con densidad ϕ2. En el próximo capítulo la muestra (L1,L2, ..,Ln×m) sera usada como condición
inicial de dos esquemas que modelarán el transporte de contaminantes en el Lago de Valencia.

La implementación del procedimiento descrito en 1), 2) y 3), usando imagenes del Lago de Valencia capturadas
en t0 = 2014−04−27T17 : 15 : 24 para construir ϕ2 definido en (4.16), y considerandom = 10 (se seleccionaron 10
subconjuntos convexosΘi más grandes deΘmostrado en la figura 4.3 ),NC = 50 y n = 30, dió como resultado una
muestra de 15000 pares aleatorios que se muestran en la figua 4.4.
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Figura 4.4: Pares aleatorios con distribución dμ(x)=ϕ2(x)dx .
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Capítulo 5

Dispersión de contaminantes en cuerpos de
agua cerrados.

Este capítulo concluye el estudio de transporte de contaminantes en cuerpos de agua cerrados que comen-
zó en el capítulo 4 con la aproximación de densidades en conjuntos convexos de Rd . Corresponde entonces, en
este capítulo, describir modelos que aproximen el desplazamiento de desechos orgánicos, determinados por una
distribución inicial, y presentar resultados experimentales de la ejecución del modelo completo que proponemos,
usando datos del Lago de Valencia en Venezuela.

En este capítulo nos concentramos en cuerpos de aguas cerrados cuya escala de longitud vertical es más pe-
queña que la horizontal y asumimos que el contaminante en este cuerpo de agua es una colección de particulas
sobre su superficie. La ecuación de advensión-difusión, el modelo paseo aleatorio y el modelo vuelo aleatorio
son los modelos clásicos utilizados para describir la dispersión de particulas en aguas poco profundas. Los tres
modelos se basan en la idea de que el desplazamiento de contaminantes es causado por la velocidad del fluído
(advensión), y por las colisiones de las partículas del contaminante con las moleculas que estan constantemente
moviendose en el fluído (difusión). El primero es un modelo determinístico que combina la ley de Fick, la ley de
conservación de la masa y ecuación de advención para determinar la concentración del contaminante, y los dos
últimos son modelos estocásticos que determinan las trayectorias, en el fluído, de cada una de las partículas del
contaminante

Interpretando la ecuación de advensión-difusión como una ecuación de Fokker-Plank es posible demostrar la
consistencia entre paseo aleatorio y la ecuación de advensión difusión. Estos modelos describen con precisión la
dispersión de partículas si estas han estado en el flujomás de una escala de tiempo Lagrangiana y se han propaga-
do hasta cubrir una distancia superior a la escala más grande del flujo de fluido turbulento, [25]. El modelo vuelo
aleatorio corrige este defecto modificando el término de difusión de paseo aleatorio. Esta modificación permite
una descripción precisa del transporte de contaminantes durante un periodo corto de tiempo después del des-
pliegue de las partículas y se puede demostrar que, luego de largos períodos de simulación, este modelo también
es consistente con la ecuación de advensión-difusión, [30].

Nosotros aplicamos los métodos aleatorios antes señalados. La definición de paseo aleatorio se basa en un
sistema de EDEs del tipo elíptica:

dXt = b(t ,Xt )dt +a(t ,Xt )dBt , (5.1)

donde b(t ,x) y a(t ,x) son interpretados como la velocidad y el coeficiente de difusión del fluido respectivamente,
y la definición de vuelo aleatorio introduce una corrección en el término de difusión de la ecuación (5.1). Ambos
modelos son complementados con una versión de la condición de frontera de Newmann para EDEs, para así
garantizar que no haya transferencia de partículas a travéz de la frontera del fluido.

La información explícita de b, a y de la batimetría no está disponible, es necesario entonces simularlar es-
tos elementos. La velocidad b es simulada usando un modelo hidrodinámico determinado por las ecuaciones de
Saint-Venant, también conocidas como ecuaciones de aguas poco profundas, el coeficiente de difusión a general-
mente se determina de forma experimental y la batimetría se aproxima usando información parcial que se posea.

En resumen, este capítulo se desarrolla como sigue, en la subsección 5.1 son descritos de forma intuitiva los
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modelos paseo aleatorio, vuelo aleatorio y el modelo hidródinámico determinado por las ecuaciones de aguas po-
co profundas, adicionalmente, por cadamodelo se describe el método numérico empleado para su aproximación;
finalmente en la sección 5.2 se describe la implementación de estos modelos usando datos del Lago de Valencia
en Venezuela. Específicamente, en esta última sección, se estudia el comportamineto de los modelos estocásticos
ejecutándolos con el flujo adventivo del Lago de Valencia aproximado en [49], y con dos tipos de distribuciones
iniciales: distribución inicial concentrada en punto y distribución de la clorofila en el Lago de Valencia con la fina-
lidad de analizar la dispersión de esta sustencia en el lago.

5.1. Modelos de aproximación para el desplazamiento del contami-
nante.

En esta sección se describen 3 de los modelos de aproximación que intervienen en el modelado de transporte
de contaminantes: modelo hidrodinámico, modelo paseo aleatorio y modelo vuelo aleatorio. Adicionalmente, por
cada modelo se describe el esquema numérico considerado para su implementeción.

5.1.1. Modelo hidrodinámico: Ecuaciones de Saint Venant.

Las ecuaciones de Saint Venant modelan la velocidad de un cuerpo de agua "poco profundo". Para un fluido
con escala de longitud horizontal superior a la vertical, las leyes de conservación de la masa y del momento ase-
guran que la velocidad vertical es suficientemente pequeña y constante a lo largo de la profundidad del cuerpo de
agua considerado. Bajo estas condiciones es posible eliminar los terminos de la velocidad vertical del fluído que
aparecen en las ecuaciones de Navier Stokes descritas en [15, sección 1.3] y obtener las ecuaciones de Saint Venant
que siguen:

∂

∂t

⎛⎝ H
uH
vH

⎞⎠+ ∂

∂x

⎛⎝ uH
v2H + gH2/2

uvH

⎞⎠+ ∂

∂y

⎛⎝ vH
uvH

v2H + gH2/2

⎞⎠=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

−gH ∂b

∂x
+εΔ(Hu)+ρ−1τx

−gH ∂b

∂y
+εΔ(Hv)+ρ−1τy

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (5.2)

donde H = H(x, y , t ) es la profundidad, u(x, y) y v(x, y) son las velocidades horizontales del fluido promediadas
en función H y b = b(x, y) es la batimetría, la cual es positiva medida desde el geoide hacia abajo. Usualmente la
profundidadH es definida comoH = b+η, donde η= η(x, y , t ) representa la elevación de la superficie libre relativa
al geoide. Cuando η= 0, la profundidad H no depende de t ,es decir, H =H(x, y).

También forman parte del modelo los siguientes parámetros: g es la gravedad, τx = τwx −τsx y τy = τwy −τsy
determinan los esfuerzos cortantes con τwx , τwy los esfuerzos cortantes de la corriente en el fondodel lago y τsx , τsy
los esfuerzos cortantes del viento sobre la superficie del lago en las direcciones x e y , respectivamente, ρ es la
densidad, ε es un parámetro de viscosidad o de regularización y Δ es el Laplaciano [27], [48].

Estas ecuaciones diferenciales deben resolverse con un apropiado conjunto de condiciones iniciales y de bor-
de. Se introducen condiciones iniciales para las velocidades (u,v) y la profundidad H en todo el campo de cálculo
para el instante de tiempo inicial (t = 0): u(x, y ,0)= u0(x, y), v(x, y ,0)= v0(x, y) y H(x, y ,0)=H0(x, y). Usualmente
estos valores se conocen a priori o es necesario estimar valores físicamente realistas en base a la experiencia. Las
condiciones de borde son cerradas y delimitan el campo de cálculo hasta donde la superficie del agua está en con-
tacto con la tierra. Este tipo de condición de borde es llamada algunas veces condición de impermeabilidad, y se
interpreta como una velocidad normal nula respecto a la normal en borde que define la región de integración. Sin
embargo, cuando el parámetro de viscosidad es no nulo, lo cual hace que esta formulación de las ecuaciones de
Saint-Venant (5.2), se vuelven ligeramente parabólicas (esta condición fué considerado en la implementación so-
bre el Lago de Valencia en [49]). En consecuencia, se hace necesario cambiar o suplementar la condición de borde
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de impermeabilidad con la velocidad nula, referida algunas veces como condición de no deslizamiento. La com-
binación de las ecuaciones, las condiciones iniciales y las condiciones de borde descritas producen un problema
matemáticamente bien planteado, el cual fue discretizado mediante el método de diferencia finitas en [27].

La ecuación (5.2) se puede reescribir de la forma

∂U

∂t
+ ∂F

∂x
+ ∂G

∂y
= S, con U =

⎛⎝ H
u
v

⎞⎠ para

{
u =uH
v = vH , (5.3)

F =uU +
⎛⎝ 0
gH2/2

0

⎞⎠ , G = vU +
⎛⎝ 0

0
gH2/2

⎞⎠ , y S = εΔU +

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

−gH ∂b

∂x
+εΔ(Hu)+ρ−1τx

−gH ∂b

∂y
+εΔ(Hv)+ρ−1τy

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (5.4)

De acuerdo con esta representación, la solución de la ecuaciones de Saint Venant es la función:

(u,v) : D ⊂R2 −→R2 (5.5)

(x, y)−→ (
u(x, y),v(x, y)

)
, ,

determinada por u, v y H como se define en (5.4), dondeΩ⊂R2 modela la superficie del medio de agua de interés.
Las ecuaciones de Saint-Venant constituyen un sistema no lineal cuya solución analítica sólo es posible para

casosmuy sencillos, es necesario entonces utilizarmétodos numéricos para aproximar sus soluciones. El esquema
numérico genera aproximaciones de u y v en una discretización rectangular de una región del planoR (D ⊂R):

xi = x0+ i ×Δx y y j = y0+ j ×Δy para i = 0,1, ..,nx y j = 0, ,1, ..,ny . (5.6)

donde también deben estar definida H y todas las variables dependientes en (5.3)- (5.4).

Aproximación numérica: Ecuaciones de Saint Venant

La aproximación numérica que se considera en este trabajo es una adaptación del esquema de diferencias fi-
nitas a pasos fraccionados desarrollado en [37]. La aproximación se basa en un esquema que permite subdividir
un operador en diferencias finitas en una serie de operadores mas simples que, aplicado al modelo hidrodinámi-
co, combina el método de MacCormack para la parte hiperbólica, una discretización de segundo orden para la
parte elíptica y una corrección TVD. A continuación se presenta un bosquejo de este método numérico, que fue
desarrollado en [49].

Algoritmo 5.1.1.1 Dadas las condiciones iniciales u(x, y ,0) = u0(x, y), v(x, y ,0) = v0(x, y) y H(x, y ,0) = H0(x, y)
para (x, y) en la discretización definida en (5.6), se aproxima la solución de (5,3)− (5,4) como sigue:

Paso predictor:

U∗i =Uk
i −

Δt

Δx

(
Fk
i −Fk

i−1
)
− Δt

Δy

(
Gk
i −Gk

i−1
)
+Ski Δt , (5.7)

Paso corrector:

U∗∗i = Uk
i −U∗i
2

− Δt

2Δx

(
F∗i+1−F∗i

)− Δt

2Δy

(
G∗i+1−G∗i

)+S∗i Δt2 , (5.8)

Paso TVD:
Uk+1
i =U∗∗i + (Φi+1/2−Φi−1/2) , dondeΦ es el corrector de flujo. (5.9)
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En (5.7)-(5.9) Δx,Δy y Δt definen los intervalos en espacio y tiempo, respectivamente, y Δt verifica:

Δt ≤mı́n

[(
1

Δx2
+ 1

Δy2

)−1/2
(gH)−1/2

]
. (5.10)

Este un esquema numérico de segundo orden en tiempo y espacio, O(Δt )+O(Δx), y no tiene efectos dispersi-
vos. Además, es un esquema explícito, lo que evita el costo de la evaluación del jacobiano, reduciendo tiempo de
cálculo. La condición (5.10) garantiza la estabilidad del esquema.

En la figura 5.1 se puede observar una representación gráfica del campo vectorial de las velocidades horizon-
tales que satisfacen las ecuaciones de Saint Venant en (5.5) correspondiente a datos del Lago de Valencia.

Figura 5.1: Magnitud de la velocidad de la corriente sobre la superficie del Lago de Valencia

5.1.2. Modelo estocástico paseo aleatorio

En la subsección anterior se describió el modelo hidrodinámico por medio del cual se aproxima la velocidad
de un cuerpo de agua cerrado y poco profundo, como es el caso de algunos lagos o embalses. El hecho de que
los cuerpos de agua considerados sean poco profundos implica que la aproximación de las velocidades en la su-
perficie del fluido sea suficiente para modelar los procesos de transporte de sustancias que se llevan a cabo en el
mismo. Tiene sentido entonces interpretar al contaminante como una colección de particulas que se mueven en
la superficie del medio de agua y describir su movimiento, de forma explícita, como la suma del impulso causado
por velocidad del cuerpo de agua más el impulso causado por su coeficiente de difusión. La exposición anterior
corresponde a la definición formal de los modelos estacásticos, pero también es posible describirlos a partir de
una interprestación probabilística de la ecuación de advencción-difusión. Esta interpretación garantiza la consis-
tencia entre el modelo determinístico y los modelos estocásticos. A continuación se describe esta consistencia y
luego se define formalmente el modelo paseo aleatorio compuesto con una versión de la condición de frontera de
Newmann para modelos estocásticos.

La solución de la ecuación de advencción-difusión con profundidad integrada:

∂(HC )

∂t
+ ∂(CuH)

∂x
+ ∂(CvH)

∂y
= ∂

∂x

(
HD

∂C

∂x

)
+ ∂

∂y

(
HD

∂C

∂y

)
, (5.11)

modela la concentración C (x, y , t ) de partículas en un cuerpo de agua con: profundidad H(x, y), velocidad (u,v)
sobre su superficie, y coeficiente de difusiónD . Estemodelo ha sido tradicionalmente usado paramodelar el trans-
porte de contaminantes porque responde a leyes fundamenteles de las ciencias naturales como la ley de Fick, la
ley de conservación de la masa y la ecuación de advección. La concentración C que satisface (5.11) está asociada
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con la densidad p(x, y , t ) correspondiente a la distribución de partículas en la superficie del cuerpo de agua, por la
identidad

C (x, y , t )= p(x, y , t )

H(x, y)
. (5.12)

Sustituyendo (5.12) en la ecuación (5.11), se obtiene la ecuación de Fokker-Planck:

∂p

∂t
=− ∂

∂x

([
u+

(
∂H

∂x
D

)
1

H
+ ∂D

∂x

]
p

)
− ∂

∂y

([
v +

(
∂H

∂y
D

)
1

H
+ ∂D

∂y

]
p

)
+ 1
2

∂2

∂x2
(2D p)+ 1

2

∂2

∂y2
(2D p). (5.13)

La ecuación diferencial (5.13) con condición inicial p(x, y , t0)= δ(x− x0)δ(y − y0) coincide con la forward Kol-
mogorov equation. La solución de esta ecuación de Kolmogorov es la densidad de la transición de probabilidad
del proceso de Markov {(Xt ,Yt )}t≥t0 que representa la posición de las partículas sobre la superficie del cuerpo de
agua en estudio y satisface la EDE :

dXt =
[
u+

(
D
∂H

∂x

)
1

H
+ ∂D

∂x

]
dt +

�
2DdB1

t , (5.14)

dYt =
[
v +

(
D
∂H

∂y

)
1

H
+ ∂D

∂y

]
dt +

�
2DdB2

t , (5.15)

donde t ≥ t0, Xt0 = x0, Yt0 = y0, (x0, y0) ∈R2 andWt = (W 1
t ,W

2
t )

T es un movimiento Browniano bidimensional que
verifica :

E(dWt ,dW
T
t )= Idt , (5.16)

ver [31]. De acuerdo con lo anterior la distribución de la difusión (Xt ,Yt ) coincide con la distribución de las pattí-
culas cuya concentración C (x, y , t ) satisface la ecuación de advensión-difusión, esto prueba la consistencia entre
los dosmodelos y justifica el uso de las trayectorias de {(Xt ,Yt )}t≥t0 para simular el reccorrido de cada partícula del
contaminante.

Formalmente, el modelo de paseo aleatorio asocia a cada partícula del contaminante inyectada en un instante
de tiempo t = t0, en el punto (x0, y0) de la superficie del medio de agua en estudio, una trayectoria de la difusión
{(Xt ,Yt )}t≥t0 con condición inicial (Xt0 ,Yt0 )= (x0, y0).

Cuando la superficie D del cuerpo de agua considerado tiene borde cerrado ∂D, las condiciones de frontera
de Newmann ∇C ·n= ∂C/∂n= 0, correspondientes a la ecuación de advensión- difusión es usada para simular el
hecho de que no hay transferencia de partículas a través de la frontera, esto quiere decir que, cualquier partícula
que cruce la frontera será devuelta al dominio del fluido para garantizar de esta manera la que se cumpla la ley de
conservación de la masa.

Para el modelo paseo aleatorio, la condición de Newmann correspondiente es incorporada a las EDEs (5.14)-
(5.15) en forma de término de reflexión como sigue:

dXt =
[
u+

(
D
∂H

∂x

)
1

H
+ ∂D

∂x

]
dt +

�
2DdB1

t +γ1dkt , (5.17)

dYt =
[
v +

(
D
∂H

∂y

)
1

H
+ ∂D

∂y

]
dt +

�
2DdB2

t +γ2dkt , (5.18)

donde t ≥ t0, Xt0 = x0, Yt0 = y0 y γ = (γ1,γ2) es un campo vectorial normalizado a 1 que define la dirección de
la reflexión y {kt }t es un proceso que crece únicamente cuando (Xt ,Yt ) está sobre ∂D: kt =

∫t
0 1{(Xs ,Ys )∈∂D}dks . El

proceso {kt }t determina el tamaño de la reflexión (see [6]).

Aproximación numérica: Modelo paseo aleatorio

Para aproximar el transporte de contaminantes en un cuerpo de agua cerrado usando el modelo paseo aleato-
rio, se consideran N partículas cuyas posiciones, sobre la representación en el plano D de la superficie del medio
de agua en estudio, se suponde que coinciden con las de unamuestra aleatoria ((x10, y

1
0), .., (x

N
0 , y

N
0 )), de pares orde-

nados distribuídos como una condición inicial dato X0 (que modela la disposición de las partículas al inicio de la
observación del desplazamiento del contaminante, identificado por t0). El recorrido de las partículas es simulado
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por las trayectorias que se obtienen con la implementación del esquema de Euler correspondiente a (5.17)-(5.18)
con origen en las posiciones ((x10, y

1
0), .., (x

N
0 , y

N
0 )) de las partículas. Este esquema de Euler con reflexión simétrica

en la frontera es desarrollado [6]. Allí se demuestra que el esquema tiene una tasa de convergencia débil de orden
uno con respecto al paso de tiempo Δt .

A continuación, se bosqueja el procedimiento de simulación para cada partícula.

Algoritmo 5.1.2.1 Comenzamos con (X̂t0 , Ŷt0 )= (xi0, yi0) ∈D ⊂R2 para i = 1, ..,N y luego,

1) se asume haber obtenido la aproximación (X̂tk , Ŷtk ) de (Xt ,Yt ) y que además (X̂tk , Ŷtk ) ∈D.

2) se consideran las variables temporales (Xp,Y p) para calcular la próxima posible posición de la trayectoria
ejecutando el esquema de Euler de (5.14)-(5.15) para tk+1 como sigue:

X p = X̂tk +
[
u+ ∂H

∂x

D

H
+ ∂D

∂x

]
(X̂tk , Ŷtk )Δt +

√
2D(X̂tk , Ŷtk )ε

1
tk+1 , (5.19)

Y p = Ŷtk +
[
v + ∂H

∂y

D

H
+ ∂D

∂y

]
(X̂tk , Ŷtk )Δt +

√
2D(X̂tk , Ŷtk )ε

2
tk+1 . (5.20)

donde,

• para enteros k ≥ 0, tk = kΔt y Δt denota el pasos de tiempo .

• Los factores ε jtk+1 , aproximan a los incrementosW j
tk+1−W i

tk
, para j = 1,2, del movimiento Browniano en

(5.14)-(5.15). Por cada partícula se generan dos vectores independientes (uno para el cálculo de (X̂tk )k y

otro para el de (Ŷtk )k), cuyas entradas son números aleatorios independientes ε jtk con distribucón nor-
mal de parámetros (0,Δt ).

• Las funciones u y v son aproximaciones de las velocidades en la superficie del cuerpo de agua, calculadas
usando el algoritmo 5.1.1.1, y H and D son las aproximaciones de la profundidad y del coeficiente de
difusión respectivamente. Las aproximaciones u, v, H and D sólo están disponibles sobre una malla

xi = x0+ i ×Δx y y j = y0+ j ×Δy para i = 0,1, ..,nx y j = 0, ,1, ..,ny . (5.21)

ajustada a las dimensiones exactas de la superficie D del cuerpo de agua de interés.

Para calcular (Xp,Y p) con (5.19)-(5.20), es necesario evaluar u, v, H y D en (X̂tk , Ŷtk ). Pero, de acuerdo con la
definición del modelo, (X̂tk , Ŷtk ) puede tomar cualquier posición del conjunto continuo en D ⊂ R2, mientras
que u, v, H y D sólo están definidos sobre una discretización de D. Entonces, es necesario identificar la celda
de la discretización en (5.21) donde se encuentra (X̂tk , Ŷtk ) para realizar un procedimiento de interpolación
que permita evaluar las funciones señaladas en (X̂tk , Ŷtk ).

3) se verifica si la posición candidata (Xp,Y p) está o no en el dominio que modela la superficie del cuerpo de
agua en estudio: Si (Xp,Y p) ∈D, se define

(X̂tk+1 , Ŷtk+1 )= (Xp,Y p),

y se sigue el cálculo del próximo punto de la discretización de la trayectoria de la partícula, pero;

• Si (Xp,Y p) ∈Dc ∩V∂D(r ) con V∂D(r ) =
{
z ∈R2 : d(z,∂D)≤ r } para algún r > 0, definido en función de

las características de ∂D y el tamaño y de lamalla con respecto a la cual la discretización de la trayectoria
de la partícula está siendo calculada, entonces

X̂tk+1 = Xp−2Fγ
(
Xp,Y p

)
γ1

(
Xp,Y p

)
, (5.22)

Ŷtk+1 = Y p−2Fγ
(
Xp,Y p

)
γ2

(
Xp,Y p

)
, (5.23)

donde Γ = (γ1(z),γ2(z)) denota el vector normal unitario hacia adentro para ∂D correspondiente a la
proyección normal de z en ∂D para z ∈ Dc ∩V∂D(r ), y F

γ(z) denota la distancia algebraica de z a ∂D

paralelo a γ.
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• Si (Xp,Y p) ∈Dc ∩V c
∂D
(r ) la simulación de (Xp,Y p) es reiniciada.

De acuerdo con [6], para dominios con fronteras acotadas y de clase C5 existe r > 0 tal que, para cualquier
punto fuera del dominio la proyección normal del punto a la frontera es único. En la próxima sección se
expone una implementación de este algoritmo usando datos del Lago de Valencia en Venezuela. La frontera
de la superficie de este lago es acotada pero no es de clase C5, por esta razón, existen puntos z ∈V∂D(r )para los
cuales, su proyección normal a ∂D no es única. Para z ∈V∂D(r ) con esta condición, se selecciona la reflección
normal correspondiente a la más pequeña de las distancias de z a ∂D.

La figura 5.2 ilustra el procedimiento antes expuesto. En ella se observa las trayectorias de 7 partículas sobre
la superficie de un cuerpo cerrado sobre el plano que corresponde a los datos del Lago de Valencia en Venezue-
la. Las particulas consideradas fueron movidas usando el algoritmo 5.1.2.1. Las trayectorias discretizadas fueron
generadas con distribución inicial puntual en (30,2,13,1), coeficiente de difusiónD = 5×10−5 y velocidades super-
ficiales del cuerpo de agua obtenidas a partir del modelo hidrodinámico expuesto en la subsección 5.1.1, imple-
mentado con información del Lago de Valencia. Las trayectoriasmostradas corresponden a 10000 pasos de tiempo
Δt = 0,3573.
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14

16

18

20

22

Figura 5.2: Modelo paseo aleatorio: trayectorias de 7 partículas con posición inicial (30,2,13,1) .

5.1.3. Modelo estocástico: vuelo aleatorio

De acuerdo con [25], en la realidad, para cortos períodos de tiempo luego de la inyección de una partícula en
un fluído turbulento, su velocidad en muy cercana a una constante y para largos períodos de tiempo después, sus
movimientos son cada vez menos correlacionados. El modelo paseo aleatorio (y en consecuencia la ecuación de
advensión- difusión), modela con precisión este comportamiento solamente para largos períodos de simulación,
porque los desplazamientos aleatorios de las partículas en este modelo son simulados por los incrementos de un
movimiento Browniano, que sabemos, son no correlacionados debido a su independencia. El modelo estocásti-
co vuelo aleatorio corrige este defecto, al sustituir los términos de la difusión en las ecuaciones (5.14)-(5.15) por
procesos de Ornstein Unlenbeck que describen con precisión el comportamiento real de las velocidades de las
partículas en instantes de tiempo t menores a TL donde TL denota una escala de tiempo Lagrangiana. Esta esca-
la de tiempo TL que modela el momento a partir del cual los movimientos de las particulas son cada vez menos
correlacionados, es interpretada como una medida del tiempo que tarda la partícula en perder la memoria de su
velocidad inicial turbulenta (ver[5] y [25]). La ecuación que describe el modeo paseo aleatorio es como sigue:
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dXt =
[
u+Ut +

(
D
∂H

∂x

)
1

H
+ ∂D

∂x

]
dt , t ≥ t0, (5.24)

dYt =
[
v +Vt +

(
D
∂H

∂y

)
1

H
+ ∂D

∂y

]
dt , t ≥ t0, (5.25)

dUt = −
(
1

TL

)
Utdt + (K̂ )1/2dB1

t , t ≥ t0, (5.26)

dVt = −
(
1

TL

)
Vtdt + (K̂ )1/2dB2

t , t ≥ t0, (5.27)

con K̂ = 2D/T 2
L , donde 2D es el coeficiente de difusión de las EDEs (5.14)-(5.15) correspondientes al modelo

paseo aleatorio, Xt0 = x0, Yt0 = y0 y,Ut0 y Vt0 son variables aleatorias, ambas con distribución Gaussiana de media
cero y varianza K̂ TL/2. En el sistema anterior (Xt ,Yt ) representa la posición de las partículas sobre la superficie
del cuerpo de agua bajo estudio, y (Ut ,Vt ) representa las velocidades aleatorias de la partícula inducidas por la
corriente turbulenta del fluido donde se encuentran las partículas.

Debido a que U0 y V0 tienen distribución normal con media cero y varianza K̂ TL/2, entonces Ut y Vt son

procesos Gaussianos de media cero y función de covarianza ρ(s, t ) = K̂ TL
2 e−|t−s|/TL , (ver [31], página 358). Esto

muestra que la función de autocorrelación de (Ut )t≥0 y (Vt )t≥0

R(τ)= E(Ut+τUt )

K̂ TL/2
= E(Vt+τVt )

K̂ TL/2
= e−τ/TL , (5.28)

se aproxima a uno para τ! TL , y tiende a cero si τ" TL , para τ≥ 0. Esto simulamy bien el comportamiento de las
velocidades aleatorias de las partículas en el fluido.

Para los instantes de tiempos (t − t0) tales que (t − t0)" TL , este modelo es consistente con la ecuación de
advección-difusión (5.11), ya que para (t − t0)/TL →∞ o TL → 0, las ecuaciones (5.24) - (5.27) se reducen a las
ecuaciones diferenciales:

dXt =
[
u+

(
D
∂H

∂x

)
1

H
+ 1
2

∂D

∂x

]
dt +

�
2DdB1

t , (5.29)

dYt =
[
v +

(
D
∂H

∂y

)
1

H
+ 1
2

∂D

∂y

]
dt +

�
2DdB2

t . (5.30)

donde t ≥ t0, Xt0 = x0 and Yt0 = y0 (ver [30], sección 3 ).
A continuación se presenta un esbozo del procedimiento que permite obtener el límite arriba mencionado. Se

suponde por simplicidad que D es una constante y que es posible trabajar con una sola coordenada. Bajo estas
hipótesis el modelo vuelo aleatorio se reescribe como sigue:

dXt = [
u+Ut + D

H(Xt )

∂H(Xt )

∂x

]
dt (5.31)

dUt = − 1

TL
Utdt +

�
2D

TL
dBt .

De esta forma se tiene que ∫t

s
Uudu = TLUs −TLUt +

�
2D(Wt −Ws).

Yielding in (5.31)

XTL
t −XTL

s = u(t − s)+TLUs −TLUt +
�
2D(Wt −Ws)+D

∫t

s

1

H(XTL
u )

∂H(XTL
u )

∂x
du.

Supongamos que la función 1
H

∂H
∂x es Lipschitz. Entonces haciendo uso de diferencias entre el proceso de arriba y

la siguiente difusión

Yt −Ys = u(t − s)+
�
2D(Wt −Ws)+D

∫t

s

1

H(Yu)

∂H(Yu)

∂x
du,
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puede ser demostrado que para todo compacto A ⊂ R se consigue que supt∈A |XTL
t −Yt | → 0 cuando TL → 0, ver

[40] en las páginas 71−76 para un resultado similar.
Las ecuaciones (5.29) - (5.30) deben ser interpretadas , por definición, en el sentido de Stratonovich [2]. Las

ecuaciones de Itô correspondientes a las ecuaciones anteriores son (5.14) - (5.15), que son las que definen el mo-
delo paseo aleatorio. Como consecuencia, el modelo asintótico (5.29) - (5.30) es consistente con la ecuación de
advección-difusión (5.11).

La difusión {(Xt ,Yt ,Ut ,Vt )}t≥t0 es un proceso deMarkov cuya densidad de transición de probabilidad satisface
la ecuación hipoelíptica de Fokker-Plank:

∂p

∂t
= − ∂

∂x

([
u+u1+

(
∂H

∂x
D

)
1

H
+ ∂D

∂x

]
p

)
− ∂

∂y

([
v + v1

(
∂H

∂y
D

)
1

H
+ ∂D

∂y

]
p

)
+1
2

∂2

∂u21
(K̂ p)+ 1

2

∂2

∂v21
(K̂ p)+ ∂

∂u1

(
pu1
TL

)
+ ∂

∂v1

(
pv1
TL

)
, (5.32)

para (x, y ,u1,v1) ∈R4, con condición inicial

p(x, y ,u1,v1, t0)= δ(x−x0)δ(y − y0) 1

πK̂ TL
e
− u21+v21

K̂ TL . (5.33)

Este resultado puede ser consultado en [30]. Existenmodelos válidos bajo hipótesismás generales: una genera-
lización del modelo vuelo aleatorio para systemas con turbulencia (velocidad aleatoria), no estacionarios y no ho-
mogéneos pueden ser revisados en la subsección 4.2 of [5] y la función del proceso de velocidades en (5.28)puede
sermodelado conmayor precisión incorporando ecuaciones para la aceleración y derivadas de ordenes superiores
de la posición de las partículas (see [5]).

Análogo al caso del modelo paseo aleatorio, la condición de frontera de Neumann para el modelo de vuelo
aleatorio es incorporada como un término de reflexión de la posición de la partícula, en sus ecuaciones de movi-
miento (5.24) and (5.25).

Aproximación numérica: modelo vuelo aleatorio.

El procedimiento para generar la aproximación numérica correspondiente almodelo vuelo aleatorio es similar
al procedimiento correspondiente al modelo paseo aleatorio.

Algoritmo 5.1.3.1 El algoritmo que aproxima la solución (Xt ,Yt )t del modelo vuelo aleatorio definido por (5.24)-
(5.27), es el algoritmo 5.1.2.1 luego de reemplazar las ecuaciones (5.19) y (5.20) por las ecuaciones del esquema de
Euler correspondiente (5.24)-(5.27) que siguen:

X̂tk+1 = X̂tk +
[
u+ ∂H

∂x

D

H
+ ∂D

∂x

](
X̂tk , Ŷtk

)
Δt +ÛtkΔt , (5.34)

Ŷtk+1 = Ŷtk +
[
v + ∂H

∂y

D

H
+ ∂D

∂y

](
X̂tk , Ŷtk

)
Δt + V̂tkΔt , (5.35)

donde, debido a que las soluciones analíticas de (5.26) y (5.27) son

Ut = U0e
− 1

TL
t + K̂ 1/2

∫t

0
e
− 1

TL
(t−s)

dB1
s , (5.36)

Vt = V0e
− 1

TL
t + K̂ 1/2

∫t

0
e
− 1

TL
(t−s)

dB2
s , (5.37)

las estimaciones de Ûtk y V̂tk de Utk y Vtk , respectivamente, se obtienen usando el método de integración de Monte
Carlo, y estimandoUt0 and Vt0 con números aleatorios de distribución normal de parámetros (0, K̂ TL).
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5.2. Simulación de la dispersión de desechos orgánicos en el Lago de
Valencia (Venezuela).

En esta sección se expone el comportamiento empírico de los modelos estocásticos que fueron desarrollados
en las secciones 5.1.2 y 5.1.3. Con el objetivo de presentar los resultados de la implementación esta sección se
divide en tres partes. Primero se presenta un análisis de los modelos paseo aleatorio y vuelo aleatorio, segundo
se da una descripción de los datos usados en la implementación de estos modelos, y tercero, se presenta una
comparación entre los resultados conseguidos al implementar sus esquemas numéricos usando datos del Lago de
Valencia en Venezuela. En esta última parte, la implementación de los esquemas se hace considerando dos tipos
de distribución inicial: distribución inicial concentrada en un punto fijo y distribución inicial generada a partir de
imágenes satelitales.

5.2.1. Análisis de losmodelos

De acuerdo con lo desarrollado en las secciones 5.1.2 y 5.1.3, el modelo paseo aleatorio simula con presición la
dispersión de particulas en un cuerpo de agua, siempre que haya transcurrido un período de tiempo "suficiente-
mente largo"luego de haber iniciado la observación del comportamiento de las partícula en el fluido. Esto ocurre
porque, en este modelo, el desplazamiento de las partículas impulsado por el coeficiente de difusión es simula-
do usando incrementos del movimiento Brawniano, que sabemos son independientes. El modelo vuelo aleatorio
propone la corrección de este defecto, reemplazando los términos de difusión de (5.14) y (5.15) por procesos de
Ornestein Unlenbeck, que modelan el comportamiento de las velocidades aleatorias de las partículas para tiem-
pos t menores a TL , donde TL representa una medida del tiempo que toma la partícula en "perder la memoria"de
su velocidad inicial tuebulenta (aleatoria). Adicional a esto, durante el desarrollo del modelo vuelo aleatorio se de-
muestra que, si t−t0

Tl
→∞ o TL → 0, los modelos estocásticos verifican una forma de consistencia. Por lo anterior,

una comparación entre ambosmodelos para instantes de tiempo antes y después de TL , con TL caracterizado por:
t−t0
Tl
→∞ o TL → 0, resulta de gran interés. En las implementaciones fueron generados resultados orientados a

confirmar empíricamente estas afirmaciones.

5.2.2. Datos usados en la implementación

En las implementaciones se utilizaron las velocidades horizontales del Lago de Valencia, obtenidas conside-
rando velocidad y dirección del viento igual a 3 m/s sur-sur-oeste.Estas velocidades son datos obtenidos de [49].
Para el cálclo de estas velocidades se usó el modelo hidrdinámico expuesto en la subsección 5.1.1

Para hacer las simulaciones fue considerado D = 5× 10−5km2/h como coeficiente de difusión para el Lago
de Valencia. Este valor tiene el mismo orden de magnitud de 4× 10−2m2/s que es un valor experimental en-
contrado para el coeficiente de dispersión del lago Huron (ver [25], capítulo 6 ), en efecto D = 5× 10−5km2/h =
1,39×10−2m2/s. Este dato es usado porque no existen datos experimentales de este tipo sobre el Lago de Valencia
y no fue encontrado ninguna información sobre el valor del coeficiente de difusión para lagos con características
similares al Lago de Valencia. Las referencias consultadas únicamente proveen valores experimentales de este coe-
ficiente para oceanos, rios y lagos grandes (como el lago Huron en USA), y embalses. Antes de elegir el valor del
coeficiente de difusión con el que se realizarian las implementaciones se hicieronmuchas pruebas, pero seleccio-
namosD = 5×10−5km2/h porque observamos que con este valor se obtenía unmejor ajuste del comportamiento
dispersivo esperado de las partículas, en función de la velocidad superficial y los vórtices del en el Lago de Valencia
(ver figura 5.1 ).

A lo largo de las simulaciones fue considerado el paso de tiempo Δt = 0,3573s.
Para implementar losmétodos numéricos de losmodelos estocásticos usando la distribución generada a partir

de imágenes satelitales, se descargaron imágenes satelitales del Lago de Valencia captadas por el sensor Thematic
Mapper Mejorado (ETM) del satelite Landsat 8. Las imágenes fueron adquiridas de forma gratuita a través de la
página del U.S. Geological Survey - EarthExplorer.
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5.2.3. Implementación de losmodelos

A continuación se presentan los resultados de las implementaciones de losmodelos estocásticos usando datos
del Lago de Valencia.

Ejemplo 1: Distribución inicial concentrada en un punto fijo.

Para presentar los resultados de las implementaciones correspondientes a la distribución inicial puntual, se
muestran gráficas del comportamiento de las partícula antes y después de un valor seleccionado para el tiempo
lagrangiano TL .

Las figuras 5.3 y 5.4 muestran los resultados obtenidos al simular el desplazamiento de 2500 partículas desde
su posición inicial común en el punto (30,2,13,1) hasta su posición final individual luego de 20000 pasos de tiem-
po Δt = 0,3573 s., usando los algoritmos 5.1.2.1 y 5.1.3.1. La implementación del modelo vuelo aleatorio se hizo
con TL = 500 s, que es aproximadamente

t f
14 donde t f = 7146 s representa el tiempo total de propagación de las

partículas sobre el lago. Las figuras 5.3(a) y 5.3(b) muestran la posición de las partículas en el instante de tiempo
t = 357,3 s que es menor a TL = 500 s. Al observar las dos figuras descritas se identifica un comportamiento menos
dispersivo del vuelo aleatorio con respecto al paseo aleatorio. Sin embargo, en las figuras 5.4(a) y 5.4(b), se observa
que para t = 2858,4 s,que es un valos más grande que TL = 500 s, el comportamiento de ambosmodelos es similar,
lo cual confirma el comportamiento límite descrito teóricamente. Bajo las mismas condiciones que antes, pero
con TL = 20 s, las 5.6(a) y 5.6(b) muestran que, para el mismo valor de t , la semejanza entre ambos modelos llega a
sermuchomás evidente. Esto se debe a que la autocorrelación de la velocidad "turbulenta"de las partículas, en las
ecuacion del modelo de vuelo aleatorio (5.28) tiende más rápido a cero cuando TL = 20 s que cuando TL = 500 s, y
esto garantiza una convergencia más rápida de modelo vuelo aleatorio a paseo aleatorio (ver la sección 5.1.3).

(a) Modelo paseo aleatorio. (b) Modelo vuelo aleatorio con TL = 500 s.

Figura 5.3: Posición de las particulas en t = 357,3 s, luego de iniciar sumovimiento en el punto (30,2,13,1)
(cuadrado en figura).

Las figuras 5.5 y 5.7 muestran las aproximacióne de la distribución de las partículas en instantes específicos de
tiempo, usando estimadores de densidad por núcleo (Gausiano en este caso). Las figuras muestran la estimación
de la distribución conjunta de las partículas en el lago, para los tiempos t considerados antes, cuando TL = 500 s
y TL = 20 s. En estas figuras también se observa que el modelo vuelo aleatorio se aproxima mas rápido al modelo
paseo aleatorio cuando el primero es ejecutado con TL = 20 s.

Example 2: Distribución inicial generada a partir de una imagen satelital

Este ejemplo tiene como objetivo describir la estimación, generada por los modelos estocásticos, de la disper-
sión real de la clorofila en el Lago de Valencia, durante 3215,3 segundos, contados a partir del 27−04−2014 a las
17 : 15 : 24 horas (t0 = 2014−04−27T 17 : 15 : 24)

Para realizar la primera parte de la estimación, que corresponde a la generación de unamuestra aleatoria de la
distribución de la clorofila en el Lago de Valencia (en el instante de tiempo t0), se sigue el procedimiento general
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(a) Modelo paseo aleatorio.
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(b) Modelo vuelo aleatorio conTL = 500 s.

Figura 5.4: Posición de las particulas en t = 2858,4 s, luego de iniciar su movimiento en (30,2,13,1) .

(a) Densidad por núcleo para paseo aleato-
rio.

(b) Densidad por núcleo para vuelo aleato-
rio con TL = 500 s.

Figura 5.5: Estimación de la densidad por núcleo de la distribución de partículas la figura 5.4.
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(a) Modelo paseo aleatorio.
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(b) Modelo vuelo aleatorio: TL = 20 s.

Figura 5.6: Posición de las particulas en t = 2858,4 s, luego de iniciar su movimiento en (30,2,13,1).
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(a) paseo aleatorio. (b) vuelo aleatorio con TL = 20 s.

Figura 5.7: Estimación de la densidad por núcleo de la distribución de partículas la figura 5.6.

desarrollado en la subsección 4.2.2, y para el resto de la estimación del desplazamiento de la clorofila, se siguen los
pasos de los algoritmos 5.1.2.1 y 5.1.3.1 descritos en la subsección 5.1. Un resumen del procedimiento completo se
expone a continuación.

Comoprimer paso, se descargan las imágenes satelitales de la superficie del Lago de Valencia correspondientes
al instante de tiempot0, y se usa la información de las bandas 4 y 5 para calcular el índice de vegetación NDV I , del
lago.

Segundo, con este índice de vegetación NDV I se identifican las areas con presencia de clorofila en el lago (ver
la figura 4.3), y se definen sobre ellos, una densidad de probabilidad π que aproxima la densidad de la clorofila y,
como consecuencia, define una distribución de probabilidad que simula la distribución de la clorofila en t0.

Tercero, por cada mancha convexa de clorofila mostrada en la figura 4.3, se selecciona un punto a partir del
cual la aproximación de las trayectorias del proceso de Langevin definido por la ecuación (4.16), en función de la
densidad π, es generado; entonces, una colección de 15000 puntos de esta trayectoria son seleccionados, espacia-
dos por 100 pasos de tiempo Δt , para garantizar que la muestra final sea aproximadamente independiente.

Finalmente, las coordenadas de cada elemento de la muestra aleatoria que se acaba de construir, son trans-
formados a sus coordenadas correspondientes en la malla donde fueron calculadas las velocidades de la corriente
del Lago de Valencia. Estas nuevas coordenadas, mostradas en la figura 5.8, son usadas como condición inicial en
los algoritmos 5.1.2.1 y 5.1.3.1 de paseo aleatorio y vuelo aleatorio respectivamente. Luego de 9000 pasos de tiem-
po Δt , la simulación de la dispersión de la clorofila en el lago durante un intervalo de tiempo igual a t = 3215,3
segundos es obtenida. Las gráficas correspondientes a este resultado son mostradas en la figuras 5.9(a) y 5.9(b),
y las figuras 5.10(a) y 5.10(a) muestran las estimaciones de las densidades correspondientes, usando estimadores
por núcleo Gausianos.
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Figura 5.8: Pares aleatorios con la distribución de la clorofila t0, sobre lamalla delmodelo hidrodinámico.
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(a) Paseo aleatorio.

5 10 15 20 25 30

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

(b) Vuelo aleatorio con TL = 500 s.

Figura 5.9: Disposición de las partículas de clorofila en el Lago de Valencia, pasados t = 3215,3 s luego de
haber iniciado la observación del desplazamiento de estas partículas en t0 = 2014−04−27T 17 : 15 : 24 .

(a) modelo paseo aleatorio. (b) modelo vuelo aleatorio con TL = 500 s.

Figura 5.10: Estimación de la densidad por núcleo de la distribución de partículas la figura 5.9.
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Conclusiones

En este trabajo se llevo a cabo el estudio de dos problemas de estimación: 1) ajuste de modelos matemáticos
a datos de series temporales correspondientes a dinámicas moleculares y descargas neuronales, y 2) generación
de un método de aproximación completo para la simulación del transporte de desechos orgánicos en cuerpos de
agua cerrados y poco profundos.

Con el objetivo de darle respuesta al primer problema, se definieron estimadores no paramétricos del tipo
Nadaraya-Watson para la densidad de la solución y los coeficientes de un tipo de sistema hipoelíptico de EDEs,
que ha sido ampliamente usado para modelar dinámicas moleculares y descargas neuronalas, pero para el cual,
antes de la publicación de [9], no se registraban publicaciones que abordaran el estudio de estimaciones no para-
métrica para la densidad y los coeficientes correspondientes al sistema. El tipo de sistemahipoelíptico considerado
es caracterizado por una relación de generación y disipación de energía entre su drift y su coeficiente de difusión.
Esta relación entre el drift y el coeficiente de difusión, conocida como condición de fluctuación-disipación, implica
la simplificación de hipótesis que permiten concluir que el proceso solución del sistema, conocido como proceso
estocásticos Hamiltoniano amortiguados, es ergódico y esto, junto con hipótesis adicionales, permite demostrar
resultados del tipo ergódico para cada uno de los estimadores propuestos.

Para analizar la bondad de los estimadores propuestos se realizaron varios experimentos numéricos. Sólo se
exponen los resultados correspondientes a cuatro sistemas hipoelípticos con la condición de fluctuación disipa-
ción. Para cada uno de esto 4 sistemas se aproximó una de sus realizaciones para evaluar los estimadores propues-
tos y comparar los resultados con los coeficientes teóricos que definen los sistemas hipoelípticos considerados.
Adicionalmente se realizaron pruebas correspodientes al error de estimación: cáculo del error cuadrático medio
integrado relativo de cada estimador, y tasa de convergencia del método que define al algoritmo considerado,
para estimar las muestras de las trayectorias solución (realizaciones) del sistema en estudio . Los resultados de
estos experimentos numéricos permiten concluir que los estimadores propuestos sonmuy sensibles a la selección
de los parámetros de discretización, que definen al tipo de estimador por núcleo considerado para la densidad
correspondiente al sistema hipelíptico de interés, y que en consecuencia se hace necesario el análisis de modelos
orientados a la estimación eficiente de estos parámetros, como por ejemplo:métodos de validación cruzada (cross
validation), o los métodos identificados como plug-in methods.

Con respecto al segundo problema de estimación, luego de estudiar las ecuaciones de Saint-Venant, que re-
presentan un modelo teóricamente apropiado para determinar la corriente del fluido correspondiente al cuerpo
de agua cerrado y poco profundo, y estudiar los modelos estocásticos paseo aleatorio y vuelo aleatorio, se llevó
a cabo la implimentación de cada uno de estos modelos estocásticos con el objetivo de presentar su estimación,
para la dispersión real de un contaminante en el Lago de Valencia, durante un período de tiempo específico.

De acuerdo con las características de los modelos estocásticos, para llevar a cabo la implementación antes
señalada, fue necesario determinar la distribución de contaminantes en el lago correspondiente al inicio de ob-
servación del desplazamiento del contaminante.

Para construir una densidad para esta distribución inicial, se asumió la presencia de clorofila en el lago como
indicador de la presencia del contaminante, basados en el hecho de que los componentes fundamentales de los
desechos orgánicos (fósforo y nitrógeno) descargados en cuerpos de agua son los principales nutrientes de los
elementos que contienen clorofila (como las algas y las plantas vasculares). La presencia de clorofila en el lago
se consiguió a través del indice de vegetación del lago de Valencia, el cual fue calculado a partir de imágenes
satelitales del mismo.

El procedimiento considerado para generar la difusión que modeló la condición inicial de los sistemas esto-
cásticos, a partir de la densidad dato construída en función del indice de vegetación en el lago, asegura que la
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condición inicial corresponde a pares aleatorios de una densidad de probabilidad que aproxima con precisión la
densidad real de los desechos orgánicos en el lago, y esto garantiza que la simulación del transporte del contami-
nante no esté determinado únicamente por la posición inicial de sus partìculas, sino también por la densidad de
la contaminaciòn en el area determinada por estas posiciones. Este procedimiento de generación de pares aleato-
rios para modelar la condición inicial de nuestra implementación, fué ejecutado usando un algoritmo de rebote
simétrico en el borde, desarrollado porM. Bossy et al en [6]. Este algoritmo garantiza el rebote simétrico, al interior
del lago, de las particulas del contaminante que mediante el algoritmo de simulación arriban a la parte exterior
del borde lago, pero lo suficientemente cerca del agua, para justificar la permanencia de la partícula en el lago a
través del rebote. Dada la compleja geometría de la frontera del Lago de Valencia, nosotros codificamos una ligera
modificación del algoritmo teórico propuesto por M. Bossy et al. en [6].

Para finalizar, mencionamos los 4 principales logros de este trabajo de tesis doctoral:
Primero, se definieron estimadores no paramétricos de la densidad y los coeficientes de sistemas hipoelípti-

cos de EDEs caracterizados por la condición de fluctuación-disipación. Para cada uno de estos estimadores se
demuestraron teoremas de tipo ergódico, que garantizan la comvergencia teórica del estimador al objeto aproxi-
mado, y se evaluó la bondad de esta estimación a través de numerosos experimentos aleatorios que permitieron
concluir, que los estimadores propuestos sonmuy sensibles a la selección de los parámetros de discretización que
definen al tipo de estimador por núcleo, considerado para la densidad del sistema hipelíptico de interés.

Segundo, la simulación de una difusión estacionaria, distribuída por una densidad dato fabricada a partir de
imágenes satelitales correspondientes a una región acotada del Lago de Valencia, determinada por la presencia de
clorofila.

Tercero, el estudio y posterior implementación de los modelos estocásticos paseo aleatorio y vuelo aleatorio,
usando datos del lago de valencia. Los resultados de esta comparación evidenciaron, en la práctica, las similitudes
y diferencias entre los modelos señaladas durante el desarrollo teórico.

Finalmente, aunque la implementación correspondiente al segundoproblemade estimación es realizada usan-
do datos correspondientes al Lago de Valencia, la descripción teórica y práctica (los algoritmos de simulación co-
rrespondientes a cada uno de los modelos que intervienen en el estudio), es general y puede ser aplicado a otro
cuerpo de agua cerrado, con los ajustes correspondientes a las características que lo gobiernan.
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