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Planteamiento del Problema

El problema consiste en estudiar el comportamiento asintético relativo entre las soluciones
de dos ecuaciones de evolucién en diferencia, una lineal y la otra semilineal. Especificamente, se
plantea el estudio del comportamiento asintético relativo entre las soluciones de las siguientes
ecuaciones de evolucién en diferencia:

y(n+1) = A(n)y(n), neN, (1)

z(n+1)=An)z(n) + f(n, x(n)), n € N*. (2)

donde y(n), x(n) € Z, Z es un espacio de Banach, A € [*°(N, L(Z)) y el término no lineal
f N x Z — Z satisface las siguientes condiciones:

a) f(n,0)=0
b) [If(n, y(n)) — f(n, z(n))|| < h(n)|y(n) —z(n)[|,  VneEN

¢) h:N — (0, co) es una sucesién que cumple con,

Z h(n) < oco.
n=0



Resumen del Trabajo

El problema consiste en estudiar el comportamiento asintético relativo entre las soluciones
de dos ecuaciones de evolucién en diferencia, lo cual constituye una versién discreta del trabajo
publicado por H. Leiva y H. Rodrigues en [11], donde los autores estudian el comportamiento
asintotico relativo para ecuaciones de evolucién en tiempo continuo. Fundamentalmente, en este
trabajo se resuelven dos problemas, los cuales se denominan el problema directo y el problema
inverso. Estos resultados fueron publicado en el Journal of Difference Equations and Applications
[12].

Especificamente:

El problema directo: Dada una solucién y(n) de la ecuacién (1), con y(n) # 0, existe una
solucién z(n) de la ecuacién (2) tal que

() — 2]

=0
nmoo ly(n)]

El problema inverso: Dada una solucién x(n) de la ecuacién (2), con xz(n) # 0, existe una
solucién y(n) de la ecuacién (1), tal que:

VI
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Los problemas anteriores se abordaran mediante las técnicas de Dicotomia Exponencial en
Diferencia y el Teorema de Punto Fijo Contractivo. También se usa una Desigualdad Tipo
Gronwall, la cual se ajusto usando la idea del trabajo de H. Leiva y H. Rodrigues en [11].



Introduccion

En las dltimas décadas la teoria de los sistemas de evolucién discreto ha ganado mucha im-
portancia por sus aplicaciones en varias areas del conocimiento cintifico como en la ingeneria,
las matemadticas, la fisica, entre otras. Existe una amplia literatura entre las que podemos men-
cionar: W. A. Coopel [4], A. Carvalho [2], D. Henry [7], S. Chow y H. Leiva [5], K.L. Palmer
[14, 15], H. Leiva y H. Rodrigues [11], entre otros.

En un estudio realizado por H. Leiva y H. Rodrigues [11] se presentan algunos resultados
importantes sobre el comportamiento asintético relativo de ecuaciones en evolucion en el caso de
variable continua, y los autores formularon la version discreta de estos problemas para ecuaciones
de evoluciones en diferencia finita como un problema abierto, lo cual es el objetivo de esta tesis.

Especificamente, en este trabajo se estudia el comportamiento asintotico entre las soluciones
de las siguientes ecuaciones de evolucion en diferencia.

y(n+1) = A(n)y(n), (3)

z(n+1) = A(n)z(n) + f(n, x(n)), n € N¥, (4)

donde y(n),xz(n) € Z, con Z espacio de Banach. Asimismo, h : N — Z es una funcién acotada,
A € I*(N, L(Z)) y la funcién f : N x Z — Z es pequena en algin sentido y verifica que
f(n, 0) =0,y
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1f(n, y(n)) = f(n, z()| < h(n)lly(n) — ()],  VneN.

En conclusién, en este trabajo se prueba la conjetura de H Leiva y H. Rodrigues [11], la cual
consiste en resolver los siguientes problemas:

Problema Directo: Dada una solucién y(n) de la ecuacién (3), con y(n) # 0, entonces existe
x(n) una solucién de la ecuacién (4), tal que se cumple:

) — 2]
AT el Y

Problema Inverso: Dada una solucién z(n) de la ecuacién (4), con x(n) # 0, entonces
existe y(n) una solucién de la ecuacién (3), tal que se cumple:

o llzt) =y
o Ja(n)]

=0

Estos problemas se abordaran introduciendo un concepto de Dicotomia Exponencial Discreta
Generalizadad, una desigualdad de Desigualdad de Gronwall Discreta Generalizad, el concepto
de exponenente de Lyapunov para ecuaciones en diferencia y el Teorema del punto fijo de Banch.

Esta tesis esta estructurada en cinco capitulos, en el Capitulo 1, se exponen definiciones y
resultados importantes que conecta el concepto de la Dicotomia Exponencial con la nociéon de
Estabilidad Asintética Uniforme, y la Dicotomia Ordinaria con la nocién de Estabilidad Unifor-
me; todo esto usando técnica de Analisis Funcional.

En el Capitulo 2, se estudia el concepto de Dicotomia Exponencial en dimensién infinita,
tanto para el caso continuo como para el caso discreto. También se formulan definiciones y pro-
piedades basicas como la Robustez de la Dicotomia Exponencial y caracterizaciones en término
de la existencias de soluciones acotadas para la ecuacién no homogéneo asociada.
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En el capitulo 3, se consideran los sistemas de evolucién y se define la Dicotomia Discreta
en Dimensién Infinita asociado a estos Sistemas de Evolucién donde interviene un operador de
evolucién y se da la Formula de Variacién de Pardmetro para sistemas discretos y resultados
importantes que se usan a lo largo del trabajo.

En el capitulo 4, hacemos un recuento de todo lo estudiado en H. Leiva y H. Rodrigues
[11] sobre el comportamiento asintético relativo de las ecuaciones de evolucién caso continuo
abordando las nociones de Dicotomia Exponencial Generalizada, la Desigualdad de Rodrigues
tipo Gronwall, Exponentes de Lyapunov, definiciones bésicas, recuento relevante del problema
directo y del problema inverso.

En el capitulo 5, se prueban los resultados principales de este trabajo, los cuales estan rela-
cionados con el comportamiento asintético relativo de las soluciones de ecuaciones en diferencia
finitas. Especificamente, estudiaremos el comportamiento asintotico relativo de las soluciones de
las ecuaciones de evolucién en diferencia (5.1) y (5.2).



Capitulo

Estabilidad y Dicotomia Exponencial en
Dimension Finita

1.1. Introduccion

En este capitulo se realiza un breve resumen de las principales definiciones basicas y nece-
sarias para la comprension de los capitulos posteriores: Estabilidad, Dicotomia Exponencial en
Dimensién Finita, Dicotomia Ordinaria y la relacién que existe entre la Dicotomia y el Anélisis

(ver [1], (3], [4], [8] v [10] ).

1.2. Estabilidad.

En matematicas, La Teoria de Estabilidad estudia el comportamiento asintético de las
soluciones de ecuaciones diferenciales y sistemas dindmicos; es decir, examina como difieren las
soluciones de las ecuaciones bajo perturbaciones del sistema.
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La estabilidad es muy importante en fisica y ciencias aplicadas, ya que en general en los pro-
blemas practicos las condiciones iniciales nunca se conocen con toda precision, y la predictibilidad
requiere que pequenas desviaciones iniciales no generen comportamientos cualitativamente muy
diferentes a corto plazo. Cuando la diferencia entre dos soluciones con valores iniciales cercanos
puede acotarse mediante la diferencia de valores iniciales se dice que la evolucién temporal del
sistema presenta estabilidad.

Sea D C R un subconjunto abierto, f : Ry x D — R™ una funcién suficientemente suave y
Z(t) una solucién de la ecuacién diferencial

i = f(t, ), (1.1)

que estd definida para 0 <t < +oo.

Definicién 1.2.1 (ver [4]) Decimos que la solucién (t) es Uniformemente Estable si:

Para cada € > 0, existe un 6 = () > 0 tal que cualquier solucion x(t) de (1.1) que satisfaga
la desigualdad

lz(s) — Z(s)] < 0, para algin s >0,

entonces se verifica que

lz(t) — z(t)] < €, para todo t>s.

Definicién 1.2.2 (ver [4]) Decimos que Z(t) es Uniformente Asintéticamente Estable si
adicionalmente se tiene que:

Eziste un 69 > 0 y para cada € > 0, existe un T = T'(e) > 0, tal que si |z(s) — z(s)| < do,
para algin s > 0, entonces |x(t) — z(t)| < €, para todo t > s+ T.
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1.3. Dicotomia Exponencial y Ordinaria en Dimen-
sion Finita

Sea ¢(t) la matriz fundamental de la ecuacién diferencial:

&= A(t)z, (1.2)

donde A(t) es una matriz de dimensién n x n, y continua sobre un el intervalo Ry = [0, oc].

Teorema 1.3.1 (ver [4]) 1. La solucion trivial X = 0 de (1.2) es uniformemente estable
s, y solo si,

Eziste una constante k > 0 tal que

lp(t) o (s)| < k, para 0<s<t< 4o

2. Es uniforme asintdticamente estable si, y sdlo si, existen constantes k > 0, a > 0 tal que:

o) (s)| < ke @9 para 0<s<t<+oo.

Definicién 1.3.2 (ver [4]) Se dice que la ecuacion (1.2) posee una Dicotomia Exponencial,
si existe una proyeccion P, esto es una matriz P tal que P? = P, y constantes k, 1, o, B positivas
tal que:

lp(t) P~ 1(s)| < ke =3, para t>s, t,sé€ a,b]

|p(t)(I — P)op—1(s)] Le Bt=s) para s>1t, t,s¢€ la,b

donde ¢(t) es la matriz fundamental del sistema.

IA

Definicién 1.3.3 (ver [4]) Se dice que (1.2) posee una Dicotomia Ordinaria, si las desigual-
dades en (1.3) se cumplen para o y [ distintos de cero y negativas.
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Observacién 1.3.4 (ver [4]) La ecuacion (1.2) tiene una dicotomia exponencial con P = I
s, y solo si, es uniforme asintdticamente estable.

Observacion 1.3.5 (ver [4]) La ecuacion (1.2) tiene una dicotomia ordinaria con
P =1 si, y sélo si, es uniformemente estable.

1.4. Dicotomia y Analisis Funcional

Asumimos que A(t) es una matriz definida y continua para ¢ > 0 y denotemos por ¢(t) la
matriz fundamental principal de la ecuacién diferencial lineal dada en la ecuacién (1.2) tal que

6(0) = 1.

Definicién 1.4.1 (ver [4]) Una funcion f : [a,b] — R™ se dice localmente integrable sobre

Ry si es medible y |f(t)|dt < 400, para cada intervalo compacto J = [a, b] C R4.
bl

[a7

Consideremos el sistema no homogénio

y=Ay+ f(t), t=0, (1.4)
donde que f(t) es localmente integrable, y(t) es absolutamente continua y satisface (1.4), para
todo t > 0.

Teorema 1.4.2 (ver [4]) Supongamos que (1.2) tiene una dicotomia exponencial en R,
es decir, existe una proyeccion P, constantes k y o positivas tal que:

lp(t)Pp—1(s)| < ke *=9) para 0<s<t,
(1.5)
lp(t)(I — P)p~1(s)| < ke ®=5) para 0<t<s.
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Entonces, para cada funcion continua y acotada f(t), la ecuacion no homogénea tiene una so-
lucion acotada, dada por la siguiente ecuacion integral

y(t) = /0 H(1)PS () f(s)ds + / T o) — P)g(s) f(s)ds, (1.6)

tal que

sup y(t)] < 2a ' ksup |f(2)].
t>0 t>0

Observacion 1.4.3 (ver [4]) La formula (1.6) define una solucién acotada de (1.4) no solo
para funciones continuas y acotadas, sino también para funciones localmente integrables.

Lema 1.4.4 (ver [4]) Sea v(t) una funcién no negativa localmente integrable tal que

1
/ ~v(s)ds < ¢, vt > 0.
t

Si a > 0, entonces para todo > 0, se tiene
t
/ e =) (5)ds < (1 —e ) Le,
0

/ e (5)ds < (1 —e ) e
t

Proposicién 1.4.5 (ver [4]) Supongamos que (1.2) tiene una dicotomia ordinaria sobre Ry y
o

satisface (1.3), con P = 0. Entonces para cada funcion f(t) localmente integrable con |f(t)]dt <
0

00, la ecuacidn no homogénea(1.4), tiene una solucion acotada definida por la formula (1.6).

En lo que sigue se establece el resultado inverso.

Definamos los siguientes espacios:
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El espacio de Banach C = C(Ry; R™) de todas las funciones f(t) continuas y acotadas con
la norma:

[ fllc = sup [f(t)].
>0

t+1
El espacio de Banach M de todas las funciones f(t) localmente integrables con / f(s)ds
t

acotada, con la norma

t+1
£l = igg/t |£(s)|ds.

Estas normas son equivalentes cuando nos retringimos al espcacio C.

Finalmente, denotemos por L el espacio de Banach de todas las funciones f(t) que son
integrables Lebesgue sobre R, con la norma:

+oo
e /0 £ (8)dt.

Proposicién 1.4.6 (ver [4]) Supongamos que la ecuacion (1.4) tiene una solucion acotada
para cada funcion f € B, donde B denota algun de estos espacio de Banach (L, M, C'). Entonces,
existe una constante yg = yg(P) > 0 tal que para cada f € B, la inica solucion acotada y(t)
de (1.4) con y(0) € Ker(P) satisface:

lylle <l flls-

Observacién 1.4.7 (ver [4]) Definamos la funcién de Green asociada a la dicotomia expo-
nencial de la ecuacion (1.2) por:
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d(t)Pop~L(s), para 0<s<t,
G(t, s) =
—o(t)(I — P)p~1(s), para 0<t<s.

Como la ecuacion (1.2) posee una dicotomia exponencial, se sigue que ¢(t)P¢~1(s) decae
cuando t — +oo y ¢(t)(I — P)¢~1(s) no decae cuando t — +00.

t1
Note que y(t) = G(t, u)f(u)du es una solucion de (1.4) y ademds es acotada. En efecto,
0

como y(t) = S0P [ 6 (u) f(u)du, para t > 1, y
0

mmz—u—m(fdﬂwﬂMMewax

entonces por la Proposicion 1.4.6
lyllc < sl fls.

Ademds, puede probarse que |G(t, s)| < ~vr, para todo € > 0 arbitrario.

Si definimos la funcion

g, s<t<s+h

ft) =
0, t&[s, s+h]

cons>0, h>0,feLuylfllL=nhle, se tiene que:
|G(t, s)e| < vile].
Como ¢ es arbitrario, obtenemos que

|Gt s)| <L



Capitulo

Dicotomia Exponencial en Dimension Infinita
Para Operadores de Evolucion

2.1. Introducciéon

En este capitulo se da la definicion de Dicotomia Exponencial para Variable Discreta y Varia-
ble Continua en dimension infinita, se establece una conexion entre los operadores de evolucion
de variables continuas y variables discreta. En los espacion de dimension infinita el operador de
evolucion es restringido al rango de las proyecciones. Estas restrinccion resulta natural ya que
afianza la existencia del operador evolucidn inverso y asi se asegura que este operador sea un
isomorfismo, lo cual no ocurre en dimension finita, ya que la inversa es garantizada por la fini-
tud del espacio. Se muestra la forma de la funcion de Green para variables Continuo y Discreta,
esto con el sentido de dar una féormula de variacion de parametro que involucre a la funcion
de Green en cada caso. Se establece la Robustes de la Dicotomia Exponencial para variable con-
tinuo y variable discreta, se da una caracterizacion de la Dicotomia Fxponencial para variable
continua y variable Discreta. Finalmente se habla de la existencia de soluciones acotadas y se
dan unos resultado de la Robustez.

11
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2.2. Dicotomia Exponencial para Operadores de Evo-
lucién Discretos

Sea (X), ||| x un espacio de Banach. Denotemos por L(X) el conjunto de las transformacio-
nes lineales continuas de X en si mismo y por N ={0, 1, 2, 3,...} el conjunto de los nimeros
naturales, N* = N\{0}, y por Z = {0, 1, £2,...} el conjunto de los nimeros enteros. Ademds,
sean los conjuntos:

Z,={j€Z:j<n}

3

Zy={jeZ:j>n}

7" =17;5.

Denotemos por Py, = {(n, m) € ZXZ : n>m}

Definicién 2.2.1 (ver [2, 7]) Una familia {T'(n, m) : (n, m) € Pz, T(n, m) € L(X)} se
llama operador de evolucion discreto lineal con valores en X, si satisface:

(i) T(m, m) =1, para todo m € Z

(i) T(n, p)T(p, m) =T(n, m), para todo (n, p),(p, m) € Py,

Un operador de evolucion lineal discreto determina una sucesion {t(n) : n € Z} en L(X),
donde t(n) = T(n+ 1, n).

Reciprocamente, dada una sucesion de operadores {t(n) : n € Z} en L(X), entonces podemos
definir un operador de evolucidon lineal discreto {T(n, m) : (n, m) € Pz} de la siguiente manera:
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T(m, m)=1, paratodo m€EZ

T(n,m)=t(n—1)x---xt(m), paratodo n>m €L

Claramente que, si t(n) = C € L(X), entonces el operador de evolucion asociado T (n,m)
viene dado por:
T(n,m)=C""™.

Definicién 2.2.2 (ver [2, 7])  Para un operador de evolucion dado {T(n, m) : (n, m) €
Py, T(n,m) C L(Z)}, un punto & € X, definimos para cada m € Z, una funcion x(n) =
T(n, m)(&), conn € Z y T(n, m)(§) € X, entonces & es una solucion del problema de valores
iniciales discretos

donde t(n) =T(n+1,n), n €Z.

Recordemos que una solucion global de {T'(n, m) : (n, m) € Pz} es una sucesion {x(n)}nez
tal que x(n) = T(n, m)x(m), siempre que (n, m) € Py.

Definicién 2.2.8 Se dice que un operador de evolucion discreto {T(n, m) : (n, m) € Pz} C
L(X) asociado a {t(n) : n € Z} C L(X), tiene una dicotomia exponencial discreta con constante
M > 1 y exponente w > 0, si existen proyecciones {Q(n) : n € Z} C L(X) tal que:

(i) Para todon € Z, t(n)Q(n) = Q(n + 1)t(n)

(i) Para todo m >n € Z
T(n, m): R(Q(n)) — R(Q(m)), es un isomorfismo, con inversa

T(m,n) =T} (n,m) : R(Q(m)) — R(Q(n))
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(iii) Las siguientes estimaciones son ciertas:
IT(n, m)I - Qn))llrx) < Me @™, n>m
IT(n, m)Q(n)|lpx)y < Mew=m), n < m.
En este caso diremos que {t(n) : n € Z}, tiene una dicotomia exponencial discreta en lugar

de que el operador evolucion {T'(n, m) : (n, m) € Pz} asociado a {t(n) : n € Z} tiene una
dicotomia exponencial discreta.

Note que, si {t(n) : n € Z} tiene una dicotomia exponencial discreta con constante M > 1,
exponente w > 0 y proyecciones {Q(n) : n € Z}, entonces

Q(n)T(n, m) = T(n, m)Q(m),

para todo m > n € Z.

Definimos la funcion de Green

Se puede probar que:

(i) 1Q(n)lx) < M + 1, para todo n € Z

(ii) [|G(n, m)||lx) < Me="I"="I " para todo n, m € Z

Lema 2.2.4 (ver [2, 7, 5]) Supongamos que {t(n) : n € Z} es una sucesion en L(X). Sea
z(n+1) =t(n)x(n) + f(n), para n > m € Z, entonces

n—1
z(n) = T(n, m)z(m) + Y T(n, k+1)f(k),  n>m,
k=m

es llamada férmula de variacion de pardmetros.
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Teorema 2.2.5 (ver [2, 7]) Sea {T(n)}necz una sucesion, con una dicotomia exponencial dis-
creta y {y(n)}nez, una sucesion acotada en X, entonces existe una unica solucion global acotada
{z(n)}nez de x(n+1) =T (n)x(n) + y(n), dada por

xz(n) = Z G(n, k+1y(k), neZ

k=—o00

Por el Teorema 2.2.5, podemos notar que las proyecciones asociadas a la dicotomia exponen-
cial discretas son univocamente determinadas.

Corolario 2.2.6 (ver [2, 7]) Sea {T'(n) : n € Z} C L(X) y supongamos que tiene una
dicotomia exponencial discreta, entonces las proyecciones asociadas {Q(n) : n € Z} son univo-
camente determinados.

De igual modo, el reciproco del Teorema 2.2.5 también es cierta.

Teorema 2.2.7 (ver [2, 7]) Sea {T(n)}nez C L(X), entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) {T(n)}nez tiene una dicotomia exponencial discreta,

i1) Para cada sucesion acotada {f(n)}nez en X, existe una solucion acotada {x(n)}ncz de
z(n+1)=T(n)x(n)+ f(n), n€Z

Por el Teorema 2.2.7, una dicotomia exponencial discreta es estable bajo perturbaciones.

El siguiente Lema se usa para probar el Teorema 2.2.7.

TN —T
1+7rrm
{g9(1) : 1 € Z} una sucesion no negativa en Z, sup{g(l)rf'll leZ} <4000y

Lema 2.2.8 (ver [2, 7]) Seana >0, b>0, 0<r<r; <1, b< y

o0 .
g(l) < ar‘l” +b Y rl==1g;. para todo 1 € Z, entonces
—00
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1+rrf1
rL—Tr

Il

-1
g(l) < ary <1 —b > ,  para todo 1€ Z.

Teorema 2.2.9 (ver [2, 7]) Supongamos que la familia {T'(n) : n € Z} C L(X), tiene una

dicotomia exponencial discreta con constante M > 1 y exponente w > 0. Dado My, > M

y 0 < wy < w, existe € > 0 (que dependen de M, My, w y wy) tal que cualquier familia

{S(n) : neZ} C L(X) con suIZ} |T(n) — S(n)llz(x) < €, tiene dicotomia erponencial discreta,
ne

con constante M7 y exponente w;.

Teorema 2.2.10 (ver [2, 7]) Supongamos que {T%(n)}nez, tiene una dicotomia exponencial
discreta con proyecciones {Q%(n)}nez, con constante M y exponente w, para i =1, 2.

St
ITW () = T ()| gx) < e, VneZ,

entonces

2M?
l1—ew

1M (n) — QP (n)|£(x) <

E.

2.3. Dicotomia Exponencial para Operadores de
Evoluciéon Continuos en Dimension finita

En esta seccion estudiaremos los resultados de preservacion de la dicotomia para procesos
lineales {T(t,s) : (t,s) € Pr} con Pg = {(t,s) € R? : t > s}.

Definicién y Propiedades Basicas

Definicién 2.3.1 (ver [2, 7]) Se dice que un operador de evolucion lineal {T'(t,s) : (t,s) €
Py} C L(X) tiene una dicotomia exponencial, con constante M > 1 y exponente w > 0, si existe
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una familia de proyecciones {Q(t) : t € R} C L(X) que satisface las siguientes condiciones:

i) Q)T (t,s) =T(t,s)Q(s), para todo (t,s) € Pz,

it) La restriccion de T(t,s) a R(Q(s)) es un isomorfismo de R(Q(s)) sobre R(Q(t)) con
inversa T(s,t) = T71(t,s) : R(Q(t)) — R(Q(s)),

i11) Las siguientes afirmaciones son ciertas
IT(t )= Q(s)llny < Me ™09, >

IT( $)Qs)pxy < Me =, t<s.

Observacién 2.3.2 1. Ya que R(Q(t)) y R(Q(s)) son subespacios de X isomorfos, tienen
la misma dimension.

2. Diremos dicotomia exponencial continua en lugar de dicotomia exponencial de un operador
de evolucion.

Lema 2.3.3 (ver [2, 7]) Consideremos un operador de evolucion lineal {T'(t, 7) : (t,7) €
Pz} C L(X), que posee una dicotomia exponencial, con proyecciones {Q(t) : t € R} C L(X).
Entonces la funcion t — Q(t) cont € R, Q(t) € L(X) es acotada y fuertemente continua por la
derecha.

Ejemplo 1 Sea X un espacio de Banach y {A(t) : t € R} C L(X) tal que la funcion t — A(t)
es continua. Entonces el problema de valor inicial

z(t) = xo,

tiene una unica solucion t — x(t, T, xg), con t € [T, +00).

Definiendo T'(t, T)xo = x(t, T, x0), para (t,7) € Pr yxo € X tenemos que {T'(t, 7) : (t, 7) €
Pr} define un operador de evolucion.
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Si M(t) = T(t, 0), entonces T(t, 7) = M(t)M (7).

Proposicién 2.3.4 (ver [2, 7]) Sea {T(t,T) : (t,7) € Pr} un operador de evolucion que
tiene una dicotomia exponencial. Entonces existen constantes C > 1, B > 0 y una proyeccion
E € L(X), tal que se cumplen las siguientes desigualdades:

IN

MO EM™H(7) 2 (x) Ce PU=m (1) € P,

IN

1M () (I = EYM ™)l 2 (x) CePt=n, (¢, 7) € Pr.

Reciprocamente, si erxiste una proyeccion E € L(X) con las condiciones anteriores, entonces
{T'(t, 7) : Pr} tiene una dicotomia exponencial con constante C, exponente [ y proyeccion
Q(t) = M()EM~(t).

2.4. Robustez de la Dicotomia Exponencial

En esta seccion se prueban algunos resutados sobre la robustez de la dicotomia exponencial;
particularemente, se establecen criterios mediante los cuales la dicotomia exponencial continua
es equivalente a la dicotomia exponencial discreta.

Teorema 2.4.1 (ver [2, 7]) Supongamos que {T'(t, s) : (t, s) € Pr} es un operador de evolu-
cion que tiene una dicotomia exponencial, con constante M > 1, exponente w > 0 y proyecciones
{Q(t) : t € R}. Entonces para cadal >0 y tg € R se tiene que

{t(n)}nez = {T(to + (n + 1)1, to +nl) }nez

tiene una dicotomia exponencial discreta en X, con proyecciones {Q(n) = Q(to +nl) : n €
Z}, con constante M y con exponente wl.

Corolario 2.4.2 (ver [2, 7]) Si un operador de evolucion {T(t,7) : (t,7) € Pr} tiene una
dicotomia exponencial, entonces la familia de proyecciones {Q(t) : t € R} asociada es inica.
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Teorema 2.4.3 (ver [2, 7]) Supongamos que un operador de evolucion {T'(t, ) : (t,7) €
Pr} C L(X) satisface

Ly= sup [|T( 7)llrx) < o0,
0<t—7<I

para algin I > 0 y para todo tg € R

{T(to + (n + 1)l, to + nl)}nez,

tiene una dicotomia exponencial discreta, con constante M > 1 y exponente wl > 0 (indepen-
diente de tgy). Entonces se tiene que el operador de evolucion

{T(t, ) : (t, T) € Pr},

tiene una dicotomia exponencial con constante KM 1y exponente w, donde

K= sup {"""|T(t, 7)1}
0<t—7r<lI

El siguiente resultado relaciona la robustez de la dicotomia exponencial discreta con la ro-
bustez de la dicotomia exponencial continua.

Teorema 2.4.4 (ver [2, 7]) Supongamos que un operador de evolucion {T'(t,s) : t > s €
R} tiene una dicotomia exponencial, con constante M > 1 y exponente w. Supongamos ademds
que

L =sup{||T(t, s)|lrx), 0<t—s<1} <+o0

y seawy < w y My > M. Entonces existe e > 0 (depende de w, wi, M, My y L) tal que cualquier
operador de evolucion {S(t, s) : (t, s) € Pr} que satisfaga

sup{[|T(t, ) = S(t, s)lx) : 0<t—s<1} <e

posee una dicotomia exponencial con constante M y exponente w;.
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Teorema 2.4.5 (ver [2, 7]) Supongamos que un operador de evolucion {T'(t,s) : t > s €
R} tiene una dicotomia exponencial, con constante M > 1 y exponente w > 0, y que ademds

L = sup{[|T(t, s)l|(x), 0 <t —s <1} < +oo.

Sea {B(t) : t € R} € L(X) tal que la funcion t — B(t)z, con t € R, B(t)r € X, es
continua para cada x € X.

Siw >w; >0y M > M, entonces existe ¢ > 0 (dependiendo de w, wi, M, My y L) tal
que un operador de evolucion {S(t, s) : (t, s) € Pr} dado por

S(t, s)xg = T(t, s)xo + /tT(t, 0)B(6)S(0, s)db,

tiene una dicotomia exponencial, con constante My y exponente wi, siempre que
t
sup {/ |B(s)||pxyds : T+ 1> (t) >, (¢, 7) € PR} <e.
-

Teorema 2.4.6 (ver [2, 7]) Supongamos que un operador de evolucion {T;(t, T) : (t, T) €
Pr} tiene una dicotomia exponencial, con constante M > 1, exponente w > 0, y proyecciones
{Qi(t) : t e R}, i =1, 2. Supongamos ademds que:

sup |[|Th(t, 7) — To(t, 7)llox) <e,
0<t—r<i

Entonces

202

]_771”67 VtelR.
— €

sup [|Q1(t) — Q2(t) | (x) <
teR
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2.5. Caracterizacion de la Dicotomia Exponencial

De la ecuacion lineal no homogénea podemos definir el correspondiente operador de evolucion
no homogéneo

Definicién 2.5.1 (ver [2, 7]) Dada una funcion f: R — X continua, la familia {S(t, 7) :
t > 7} dada por:

St, T)u="T(t, T)u+ /t T(t, s)f(s)ds, t>T€R (2.1)

se llama un operador no homogéneo asociado a f y {T(t,7) : t > 7}, a la funcién continua
u(-, 7, x) [T, +00) — X, definida por u(t, T, x) = S(t, )z, t > T, es llamada la solucion
asociada al operador no homogéneo.

La funcion continua @ : R — X se llama solucion global asociada al operador no homogéneo
{S(t, 7) : t > 7} si ésta satisface:

S(t, T)x(r) = (1), para todo t>T.

Es claro que S(t, 7) : X — X es una transformacion lineal continua afin para t > 7 y:

1. S(r, 1) =1,
2. S(t, 0)S(o, 7) = S(t, 7) para cadat > o > T,

3. (t, 7) — S(t, 7)x es continua parat > 7, v € X.

Ahora daremos una caracterizacion de la dicotomia exponencial para operadores lineales
{T(t, ) : t >7} C L(X) que satisfagan

sup || T'(¢, 7)l[L(x) < +00, (2.2)
0<t—7<1
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en términos de la solucion (2.1).

Es claro que si el operador lineal {T(t, 7) : t > 7} C L(X), tiene una dicotomia exponencial,
entonces (2.2) se satisface.

Si Cy(R, X) denota el conjunto de las funciones f : R — X, que son continuas y acotadas,
y considerando la siguitente condicion:

(C) para cada f € Cp(R, X), existe una unica solucion global uy de (2.1), con
ufr € Cb(R7 X)

El siguiente resultado dice que un operador lineal, con dicotomia exponencial debe satisfacer
la condicion (C).

Teorema 2.5.2 (ver [2, 7]) Si un operador lineal {T(t, 7) : t > 7} C L(X) tiene una
dicotomia exponencial, entonces la condicion (C) se satisface. Adicionalmente, si f € Cp(R, X),
la dnica solucion u de (2.1) es dada por

donde

Teorema 2.5.3 (ver [2, 7]) Sea {T'(t,7) : t > 7 € R} C L(X) un operador que satisface
(4). Si la condicion (C) tiene a lugar, el operador {T'(t, 7) : t > 7} C L(X) tiene una dicotomia
exponencial.



Capitulo

Dicotomia Discreta en Dimension Infinita

3.1. Introduccion

En este capitulo se define Dicotomia Discreta para ecuaciones de evolucion en diferencia
en espacio de Banach general. Se da la formula de variacion de pardmetros para las soluciones
de la ecuacion mo homogénea y se caracteriza la dicotomia exponencial a través de soluciones
acotadas para esta ecuacion, usando a su vez funciones de Green

Las siguientes ecuactones

z(n+1) = A(n)z(n)

z(n+1) = AMn)z(n)+ f(n), neN

se conocen como las ecuaciones de evolucion en diferencia caso lineal y semilineal.

23
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3.2. Dicotomia Discreta

Definicién 3.2.1 (ver [2, 7]) Si X es un espacio de Banach y {t(n)}iooo es una sucesion en
L(X).

Diremos que {t(n)} tiene una dicotomia discreta (con constantes M, 0), si existen constantes
positivas M, 0 < 1 y una sucesion de proyecciones {P(n)}iooo en L(X) tal que

i) t(n)P(n) = P(n+ 1)t(n)
it) t(n)(R(P(n))) es un isomorfismo de R(P(n)) en R(P(n + 1))

iii) Si T(n, m)=t(n—1)x -+ x t(m — 1) x t(m), para n > m,

T(n, m) = I, entonces
w) [T (n, m)(I — P(m))x|| < MO™ ™| x|, para n >m.

v) |T(n, m)P(m)x|| < MO™"||z|, paran < m
donde T'(n, m)P(m)x =y € R(P(n)), si y sélo si, P(m)x =T (m, n)y.

Ahora se define la funcion de Green como sigue:

T(n, m)(I —Q(m)), n>m,
G(n, m) =
—T(n, m)Q(m), n <m.

Teorema 3.2.2 (ver [2, 7]) [Formula de variacion de pardmetros para sistemas discretos]

Supongamos que {t(n)}iooo, es una sucesion en L(X); si x(n+ 1) = t(n)x(n) + y(n) para
m < n < p, entonces
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donde T'(n, m) =t(n—1) x---xt(m—1) xt(m), paran >m, T(n,n) = 1. Si {t(n)} tiene una
dicotomia discreta, dada por la definicion 3.2.1, entonces tenemos resultados andlogos al caso
continuo.

Teorema 3.2.3 (ver [2, 7]) Supongamos que Ay es un elemento de L(X), para
0 < a< 1, definamos las funciones

F:N = L(X° X),

F:n — A(n)— Ay,
donde F' es una funcion acotada y x(n+1) = A(n)x(n) tiene una dicotomia exponencial discreta,

como la dada en la definicion 3.2.1. Para una funcion f : N — X acotada, entonces existe una
unica solucion x(n) de x(n+ 1) = A(n)z(n) + f(n), con n €N dada por

+oo
S Gln, k)f(R)

k=—o00
Mas generalmente, si —f < v < [ y || f(n)]| = O(e?™), con n — oo, entonces existe una
tinica solucion x con ||z(n)|| = o(e®™) que satisface

sup([lz(n)[le™™) < Sup(l\f( )le=~n),

C
neN a 5 ’

para una constante C' independiente de x, f y .

Corolario 3.2.4 (ver [2, 7]) Si A(n) satisface las condiciones del Teorema 3.2.2 sobre [ng, 00),
para cualquier funcion f : [ng, 00) — X, entonces x es una solucion acotada de la ecuacion

z(n+1) = A(n)z(n) + f(n) para n > ng,

sty solo st
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Corolario 3.2.5 (ver [2, 7]) SiA(n) satisface las condiciones del Teorema 3.2.2 sobre (—o0, ng)
para cualquier funcion f : (—oo, ng) — X acotada, entonces x(n) es una solucién acotada de
z(n+1) = A(n)z(n) + f(n), sin < ng, siy solo si,

2(n) = T(n, no)P(no)z(no) + > G(n, k)f(k),  n<n.

k=—o0

Teorema 3.2.6 (ver [2, 7]) Asumamos {t(n)}iooo es una sucesion en L(X), las siguientes
condiciones son equivalentes:

i) {t(n)}iooo, tiene una dicotomia discreta,

it) Para cada sucesion acotada {f(n)}>, C X, existe una solucion acotada {x(n)}>, de
z(n+1) =tn)x(n) + f(n), —oco <n < +oo.

Corolario 3.2.7 (ver [2, 7]) Para b > 0, sea By = {{x(n)}iooo C X : sup{||z(n)||} < oo}.

Supongamos que 0 < 61 < 1 y para 61 < b < 1/61 y cada {f(n)}oo
solucion {x(n)}>°, en By de

_ ., en Bo, existe una unica

z(n+1) =t(n)x(n) + f(n), —oo <n < +oo.

La funcion de Gree G(n, m), cumple la siguiente acotacion:

IG(n, m)|| < Mo

para alguna constante M > 0.

Teorema 3.2.8 Supongamos que {t(n)}iooo C L(X) tiene una dicotomia discreta con constan-

tes M > 0,0 <1. 5 M > M y6 <0 <1, entonces existe € > 0 tal que cualquier sucesion
{S(n)}iooo C L(X), con sup ||t(n) — S(n)|| < e, tiene una dicotomia exponencial discreta con
neN

constante My y 0.
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P

Teorema 3.2.9 (ver [2, 7]) Supongamos que {P(n)}, {P(n)} son sucesiones de proyecciones
en L(X), {t(n)}iooo es una sucesion en L(X), con

Hn)P(n) = P(n)t(n),  R(t(n) P(n)) = R(P(n + 1)),
lt(n) z|| < 0||z|, cuando P(n)x =0,

[t(n) z]| > 67|z, cuando P(n)z ==z,

para una constante 6, con 0 <0 <1,y

—_~— —_~

[P <M, |[P(n)| <M,  |[I-P(n)]| <M,

para todo n. Si 0 < 01 <1y My > M, entonces existe € > 0 (depediendo solo de 6, 01, M, M)
y sup [[t(k)|| < oo tal que para cada {S(n)}>°,, en L(X), con
k

IP(n) — P()| <e g [[ttn) — S(n)|| <&, para todo n,

{S(n)}> tiene una dicotomia discreta con constantes M,y 6.

Teorema 3.2.10 (ver [2, 7]) Supongamos que {t(n)}o_ooo es una sucesion en L(X) con una

dicotomia discreta y que {C’(n)}iooo es una sucesion de operadores compactos en L(X) con
|C(n)]] = 0, cuando n — oo, y sea S(n) = t(n) + C(n).

Una de las siguientes afirmaciones es ciertas:

i) {S(n)}iooo tiene una dicotomia discreta,

ii) z(n+1) = S(n)z(n), —oo < n < oo, tiene una solucidn no trivial acotada.

Observacién 3.2.11 (ver [2, 7])
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a) Si la dicotomia para {t(n)}, tiene constantes M, 0 y si 0 < 61 < 1, entonces en el caso
() las constantes para la dicotomia son My, 01 < 1 para algin M; < +oo.

—|n]

b) Cualquier solucion de x(n+1) = S(n)xz(n), con ||z(n)|| =0(6; ") 6 |xz(n)|| = 0(9|1n|) tiene
una solucion no trivial acotada y el espacio de las sucesiones de soluciones acotadas es
finito dimensional.




Capitulo

Comportamiento Asintético Relativo de
Ecuaciones de Evolucion Caso Continuo

4.1. Introduccion

En este capitulo se desarrolla toda la teoria, técnicas, definiciones y resultados presentados
en [11], por H. Leiva y H. Rodrigues, para variable continua. Cabe destacar que, lo anterior
tiene una gran relevancia ya que se busca dar una respuesta al problema abierto propuesto por
estos autores en [11] para variable discreta, el cual serd precisado en el capitulo siguiente. En
este mismo contexto se pueden revisar los siguientes articulos ([16]-[23]).

4.2. Dicotomia Exponencial Generalizada.

El operador de evolucion T(t,s), se dice que tiene una dicotomia exponencial generalizada
con respecto a o € R, si existen enteros N > 1, M > 0, € > 0 y proyecciones complementarias
S(t), P(t), Q(t), U(t) : Z — Z, t € R tal que:

29
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1. Parat> s
PUOT(Ls) = T(t, 9)P(s),  QUT(L s) = T(t, )Q(s),

SWT(t, s) = T(t $)S(s),  U®T(t, s) =T(t, s)U(s).

2. T(t, s): R(U(s)) — R(U(t)), t > s,

isomorfismo con inversa

T Yt, s) =T(s, t): R(U(t)) — R(U(s)), t > s,

T(t, s) - R(Q(s)) — R(Q(1)), t = s,

es un isomorfismo con inversa

T t, s) = T(s, t) : R(Q(t)) — R(Q(s)), t > s.
3. Para cadal y 0 <1< N —1, tenemos que

IT(t, )S(s)l| < Mele==) ¢ >,

IT(t, s)U(s)| < Melotalt=s) s>

IT(t )(P(s) + Q)| < MiV-1e20-9 1> 5>,
|T(t, s)P(s)| < Mt-=tsN-tealt=5) t>5>g,
Tt 8)Q(s)| < MtlsN-l=lealt=s) s>t >4

4.3. La Desigualdad de Rodrigues

La desigualdad de Rodrigues es un tipo de desigualdad de Gronwall que permite dar respuesta
al problema indirecto para el caso continuo.
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Lema 4.3.1 (ver [11]) Seanl, g € L1(]0, o), R) funciones continuas no negativas. Sea y(t) >
0 continua y decreciente, para t > o y o suficientemente grande tal que

BZ[?@@M&+AmMg@<1.

Supongamos que u(t) es una funcién continua no negativa tal que y(t)u(t) es acotada y

t

u(t) <k —|—/ u(s)l(s)ds + fy(lt) /too v(s)u(s)g(s)ds para t > o,

donde k es una constante. Entonces

u(t) < K e(ﬁftoog(s)d‘g)

para t > o. En particular, u(t) es acotada parat > o.

4.4. Comportamiento Asintético Relativo y Exponen-
tes de Lyapunov

Consideremos el siguiente sistema de ecuacion diferencial de evolucion sobre un espacio de
Banach Z.

yit) = Alty@), t=0, yez, (4.1)
z(t) = A@W)x(t)+ f(t, z(t)), t>0, ze€Z (4.2)
Estudiaremos el comportamiento asintotico relativo de las dos ecuaciones, para esto se asumen

algunas hipdtesis y se dan varias definiciones que jugaran un papel importante a lo largo de este
trabajo.
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Aqui, A(t) : D C Z — Z es una familia de operadores no acotados en Z que genera un
operador de evolucion T'(t, s), el cual es fuertemente continuo. La funcién f : Z X Z — Z, con
f(t,0)=0, y h: R — R son funciones continuas tales que:

£t y(@) = f(t @) < M) lly(t) —x(@)], VE=0, x,yeZ (4.3)

Definicién 4.4.1 (ver [11]) Dado o € R y I un entero no negativo, una funcion y(t) se dice
que es de orden t'e®! y se denota por y(t) = tle®t, siy(t) satisface

¢ t
0< lim e WO o POL

—00 leat = 500 leat

Definicién 4.4.2 (ver [11]) Una solucion y(t) se dice que tiene un nimero de Lyapunov o >
0 st y(t) satisface

Es decir, dado € > 0 existe N € R y M > 0 tal que

O < ||y < Mot t> N.

Las ecuaciones (4.1) y (4.2) podemos representarlas por las siguientes ecuaciones integrales

4.5. Problema Directo

Para resolver el problema directo aplicaremos El Teorema de punto fijo contractivo de Banach
y el concepto de Dicotomia Exponencial Generalizada para el caso continuo.
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Teorema 4.5.1 (ver [11]) Sea y(t) una solucion de (4.1) con y(t) = tle®t. Supongamos que
(4.1) tiene una dicotomia generalizada con respecto a o € R y

/ SN=1p(s)ds < +oo.
0

Entonces, eriste una solucion x(t) de (4.2) tal que

oy — 2@

=0.
totoo ly(®)]]

4.6. Problema inverso

El problema inverso estudia el comportamiento asintdtico relativo entre las soluciones de
(4.2) y (4.1), y la técnica empleada es un tipo de desigualdad de Gronwall adaptada a los
sistemas de evolucion apoyada con dos Lemas previos que enunciaremos en estd seccion.

Teorema 4.6.1 (ver [11]) Supongamos que 8 > 1 y x(t) una solucion de (4.2), con nimero
de Lyapunov finito. Entonces existe una solucion y(t) de (4.1) tal que

a0 — )]

=0.
to+oo  |lz()|

1. Notese que

ly(t) — ()]l

— T —at _
0= tim WO _ o deal ) e y® — 2]
oo [y e [y e i
tleat

La idea de la prueba consiste en hacer la siguiente transformacion

2(t) = e N (y(t) — z(t))
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que conecta a las dos soluciones de los sistemas (4.1) y (4.2) con las soluciones del si-
guiente sistema en la variable z.

2(t) = Aa(t)2(t) + Folt, 2(1)), t>0,
donde A, (t) = (A(t) — al),

F(t, 2(t) = e ' f(t, y(t) + e*'2(t)),
y el operador de evolucion Ty (t, s) generado por la familia de operadores Ay (t), es dado
por

To(t, s) = e 23T (¢, s), t>s.

Por otra parte, la ecuacion integral en términos de z puede escribirse como:

t
2(t) = Tu(t, s)z(s) +/ To(t, k)Fo(k, z(k))dk,

y finalmente, se prueba y se reescribe como:

At) = Talt, s)P(s)z(s)—l—[ / To(t, k)P(k)Fy(k, 2(k))dk

- [/too Ta(t, k)Q(k) Fa(k, Z(k))dk]

Se demuestra que el operador I : Z; — Z;, definido por

C2)(t) = Talt, 8)19(8)2(8)/ Ta(t, k)P (k) Fo(k, z(k))dk

_ / Lot B)QR)Ea (k. 2(k))dh

es contractivo en el espacio de Banach Z;, donde

Zy={z€C([s, ), Z) con la norma || Z(t)||; = supt'|z(t)|| < +oc}.
t>s
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Lema 4.6.2 (ver [11]) SeaT(t, s) el operador de evolucién asociado a A(t). Supongamos que

existen proyecciones P(s), Q(s) tal que:

T, s)P(s)| < ke, t>s,

IT(t, $)Q(s)|| < kePl=o, <.

/ h(s)ds < 400,
0

donde la funcion h satisface la desigualdad (4.3).

Ademds,

W) IT( )Q)el > e I QUs)al, t25, Vaez

b) No existen soluciones x(t) de (4.2), que tengan nimero de Lyapunov p tal que o < pu < .

Lema 4.6.3 (ver [11]) Sea T(t, s) el operador de evolucidn generado por A(t). Supongamos

que existen proyecciones complementarias P(s), Q(s) tal que:

IT(t, s)P(s)| < kt"e=5) ¢ >s>t,

ITE, $)Q(s)l < ket 1<,

/ S"™h(s)ds < +o0, donde a<fB, k>0, heN.
0

1
Si x(t) es una solucion de (4.2), con nimero de Lyapunov «, entonces WHx(t)H es acotada

para t > tg.



Capitulo

Comportamiento Asintético Relativo de
Ecuaciones en Diferencia

5.1. Introducciéon

En este capitulo se prueban los resultados principales de este trabajo, los cuales estdn rela-
citonados con el comportamiento asintotico relativo de las soluciones de ecuaciones en diferencia
finitas. Especificamente, estudiaremos el comportamiento asintotico relativo de las soluciones de
las siguientes ecuaciones de evolucion en diferencia:

y(n+1) = A(n)y(n), n € N* (5.1)

z(n+1)=A(n)xz(n) + f(n, x(n)), n € N* (5.2)
donde y(n), x(n) € Z, N* =NU{0}, A € [*(N, L(Z)) y la funcion f : Nx Z — Z, es una

perturbacion no lineal que satisface las siguientes condiciones:

36
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a) f(n,0)=0
b) lf(n, y(n)) = f(n, z(n))|| < h(n)|y(n) —z(n)l|,  VneN

¢) h: N — (0, c0) es una sucesion que cumple con
oo
Z h(n) < oo.
n=0

Con el fin de abordar esta investigacion se plantean los siguientes problemas:

El problema directo: Dada una solucion y(n) de la ecuacion (5.1), con y(n) # 0, existe
una solucion x(n) de la ecuacion (5.2) tal que:

i ) = 20)]
T

El problema inverso: Dada una solucion x(n) de la ecuacion (5.2), con x(n) # 0, entonces
existe una solucion y(n) de la ecuacion (5.1), tal que:

Ll =y
wr Ja(n)]

=0.

5.2. Definiciones

Consideremos el conjunto N = {(n,m) € Nx N : n>m} yT = {T(n, m)}un, myen, €l
operador de evolucion asociado a la familia de operadores A(n). Es decir,

A(n—1)...A(m), n>m
T(n, m) = ,

donde I es el operador identidad en el espacio de los operadores lineales y acotados L(Z).
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Entonces las soluciones y(-) y x(-) de (5.1) y (5.2) son dadas por:

y(n) = T(n, m)y(m), n>meN (5.3)
z(n) = T(n, m)z(m) + Y _ T(n, k) f(k, z(k)), n>meN. (5.4)
k=m

Las siguientes definiciones para un numero 60 > 0 las usaremos a lo largo de este trabajo.

Definicién 5.2.1 Dado o > 1, 6§ > 0 y I un entero no negativo, una funcion y(n) se dice que
es de orden n'0®™ y se denota por y(n) = nl@*" siy(n) satisface:

R L] A 7C0)

n—00 nloan n—00 nloan

< +00

Definicién 5.2.2 Una solucion y(n) de (5.1) se dice que tiene un nimero de Lyapunov o > 0
st y(n) satisface
ly()
n

lim logy = a.
n—oo

Es decir, dado € > 0 existe N € N y M > 0 tal que

0N < ||ly(n)| < ™M n>N.

)

Definicién 5.2.3 El operador de solucién T(n, m) se dice que tiene una dicotomia discreta
generalizada con respecto a 0 > 0, si exvisten enteros N > 1, M > 0, ¢ > 0 y proyecciones
complementarias S(n), P(n), Q(n), U(n): Z — Z tales que:

P(n)T(n,m)=T(n,m)P(m), Q(n)T(n,m)="T(n,m)Q(m). (5.5)
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S(n)T'(n,m) =T(n,m)S(m), Un)T(n,m)=T(n,m)U(m).

T(n,m): R(U(m)) — R(U(n)),

T(m,n) :=T Yn,m): R(U(n)) — R(U(m)), m>n

T(n,m) : R(Q(m)) — R(Q(n)),

T(m,n) :=T Y(n,m): R(Q(n)) — R(Q(m)), m > n.

Para cada l, con 0 <1< N —1, se tienen las siguientes desigualdades:

IT(n,m)S(m)| < MO " n>m>o,
IT(n,m)U(m)|| < MOCTI=m " m>n >0,
IT(n,m)P(m)|| < Mn"tmNlge=m)  p>m >0,
IT(n,m)Q(m)| < MnmN~I=1goe=m) " m>n >0,

IT(n, m)(P(m) + Q)| < MnN~1620=m) > > .

5.3. Problema Directo

En esta seccion daremos respuesta al problema directo a través del siguiente Teorema:
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Teorema 5.3.1 Sea y(n) una solucién de (5.3), con y(n) = nl0*", y 0 > 1. Supdngase que la
ecuacion (5.3) tiene una dicotomia discreta generalizada con respecto a a >0 y

o0

> EVh(k) < oc. (5.14)
k=0

Entonces, existe una solucion x(n) de (5.4) tal que

ly(n) — z(n)]|

lim =0.
n—oo ly(n)]]
Prueba Primero, observemos que:
lly(n)—z(n)]|
ly(n) —e(m)
lim = lim
nloan
g I =l
n—00 n‘gen
p—an _
o ) ol
n—oo n

Por lo anterior, consideremos la siguiente transformacion

z(n) = 67" (z(n) — y(n)),
donde x(n) es una solucion arbitraria de (5.2). Asi, obtenemos la siguiente ecuacion en la
variable z(n)

z(n+1) = Ap(n)z(n) + Fo(n, z(n)), n € N*, (5.15)
donde

Aa(n) = 07"A(n) y Faln, 2) = 070"V f(n, 097z + y(n)).
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Por otro lado, el operador de evolucion T, (n, m) generado por Ay(n) puede ser calculado como
stque:

[To(n,m)P(m)|| < Mn=tmN=1 n>m>o,
(5.16)
|Tw(n,m)Q(m)|| < MnimN—=1, m>n>o.
[Fa(n, 2)|| < 0~ Dh(h)|ly(n)]| +0~h(h)||2], neN,z€ 2, (5.17)
Y
|Ea(n, z1) — Fa(n, z2)|| < 07%h(h)||z1 — 22|, n €N, z1,20 € Z. (5.18)

Ast, el problema directo es reducido a probar la existencia de soluciones de (5.2) tal que

i 120 (5.19)

n—oo nl

Si aplicamos la formula de variacion de pardmetros a la ecuacién (5.15) y usando (5.19), en-
tonces
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To(n,m)P(m)z(m) + Y Ta(n, k)P(k)Fa(k, 2(k))
k=m

S Tu(n, K)QUR) Fa (k, 2(R)).
k=n

St imponemos la condicion:

obtenemos:

o

Q(m)Z(m) + ) Tu(m, k)P(k)Fa(k, z(k)) =0

k=m

z(n) = Tu(n,m)P(m)z(m)+ Z To(n, k)P(k)Fo(k, z(k)) (5.20)
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La serie
o0

S T, K)P() Fa(k, 2(k))
k=m

converge absolutamente ya que

| i To(m, k) P(k) Fao(k, z(K))| < i Mm' kN DR (k) |y (k) |
k=m

k=m

+ > MmN (k)| 2(k) |

k=m
Mm! & ly (k)]
< EN (k) S
— o k:Zm ( )gakkl
Mm! & [2(R)l
+ e 2 KRR T
k=m

Aplicando (5.15), (5.19) y y(n) = nloon.

Reciprocamente, si z(n) es una solucion de la ecuacion (5.20) y la sucesion

{ Hzl(:)H } ’

es acotada, entonces z(n) satisface la ecuacion (5.15). En este sentido:
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donde

o0

w=p(m)z(m) = > _ To(m, k)Q(k)Falk, 2(k)).

k=m

Para finalizar la prueba, mostraremos que la ecuacion (5.20) tiene una solucion z(n) en el
espacto de Banach

Zy={z={2(N)}nen C Z : |2l = sugn‘lHZ(n)ll < oo},
ne

con norma

Izl = supn~'z(n)l,  z€Z.
neN

Con este fin, para todo w € Z consideremos el siguiente operador I' : Z; — Z; definido por
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(T2)(n) = Ta(n, m)P(m)w + > Ta(n, k)p(k)Fa(k, 2(k))
k=m

- ZTa(n? k)Q(k)Fa(ka Z(k))
k=n

El operador I' como funcion actua de Z; en Z; ya que ¥ z € Z; se tiene que

(T'z)(n) € Zi,

{Hk@;(gfz)k\l } {HZ}S;)H}

son acotadas y la por condicion (5.14) concluimos que lim n~Y|(T z)(n)|| = 0.
n oo

En efecto, como las sucesiones

Ast, T'zel, Vzel

Ahora, probaremos que el operador I" es una contraccion. En este sentido tenemos

n

BT ) - Ca)m) < oS kY -tagr ) = 20

Ie% l
no = k
My |21(k) — z2(k)||
N RNk
+ g R P

por lo tanto

M 0
HFZl — FZQH[ < {9& Z th(k)} Hzl — ZQH[.

k=m

Ast, tomando m suficientemente grande tal que
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o0 ea
KVh(k) < —
> K0 < 37

como I' es una contraccion de Z; en Z;. Por el Teorema de Banach, I' tiene un unico punto
fijo que depende de w € Z. Asi, la solucion z(n) de (5.2), que resuelve el problema directo,
viene dada por x(n) = 0*"z(n) + y(n), donde z(n) es una solucién de la ecuacion (5.15) y
lim n~!|z(n)]| = 0. .

Observacién 5.3.2 De la prueba del Teorema 5.3.1, concluimos que para cada § € p(m)z con
& = P(m)z(m), le corresponde una solucion z(n) de (5.15) que satisface

z(m) = §— ) To(m, k)Q(k)Fu(k, 2(k))
k=m
= p(m)z(m) = Y Ta(m, K)Q(K)Fa(k, z(k))
k=m

Asi, si definimos la funcion ¢ : p(m)Z — Z con ¢(§) =& — Z To(m, K)Q(K)Fy(k, z(k)), y
k=m

el conjunto

Y={¢&) : £€p(m)Z y z(n) solucion de (5.15)}

concluimos que para cada dato inicial en ¥ obtenemos una solucion x(n) de (5.2) tal que ||z(n)—

y()|l = o(lly()])-

5.4. Problema Inverso

En esta seccion daremos una respuesta al problema inverso. En este sentido asumiremos
0 > 1. Esto con el fin de sequir con las mismas ideas de [11], es decir, dada una solucién x(n)
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de (5.2), con nimero de Lyapunov finito, probaremos que existe una solucion y(n) de (5.1) tal
que

[2(n) = y(n)|| = o(llz(n)])),

para esto usaremos dos versiones de la desigualdad de Gronwall, una desigualdad simple y ge-
neralizada, que la llamaremos desiqualdad de Rodrigues vista en la seccion 4.3.

Proposicion 5.4.1 La siguiente desigualdad es cierta
1+ 1In(f)x < 0%, Vaz #0, Ve > 1.

Prueba  Consideremos la siguiente funcion f(x) = 0%, esta funcion tiene las siguientes pro-
piedades:

1. Es creciente, f'(x) = 6%1n(0) > 0, Va #0.
2. Es concava hacia arriba f"(z) = 6% In%(0) > 0, Va #0.

3. Ademds, es positiva f(x) = 6% > 0, Va #0.

Cualquier recta tangente estd por debajo de la curva f(x) = 0, en particular la recta tangente
y =1In(0)x + 1, que pasa por (0, 1). Luego, se tiene que 1+ In(f)z < 6%,
Va#0, V0> 1.

Lema 5.4.2 (ver [11]) Desigualdad simple discreta de Gronwall

oo
Sean L(n) y B(n) sucesiones no negativas tal que Z L(n) < 400 con B(n) decreciente.
n=~Np

Si u(n) es una sucesion acotada de términos positivos tal que se verifica:
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u(n) < B(n) + 3 W(O)L(k)u(k),

k=Ng

para n > 0, entonces

S L(k)
u(n) < B(No)o*=No

Prueba
Definamos B
R(n)=B(n)+ > In(0).L(k)u(k),
k=Np

con R(Ny) = B(No) yn > No+ 1.

Tomemos n suficientemente grande tal que

u(n) < R(n) < B(n) + > In(6)L(k)u(k)

k=Np

Observemos que

R(n+1) =[B(n+1) — B(n)] + R(n) + In(0) L(n)u(n).

Como B(n) es decreciente y u(n) < R(n) se tiene

R(n+1) < R(n)+In(0)L(n)R(n) = R(n)[1 + In(0)L(n)].
Ahora,

n—1

R(n) < [] [1 +In(6)L(k)|R(No).
k=Ng
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Por la Proposicion 5.4.1 se tiene
u(n) < R(n) < [T 0™ 5(No),
de esta ultima desitgualdad concluimos que

n—1 o0

> L(k) > L(k)
u(n) < B(No)gF="No < B(Ng)gF=No | Vn > 0.

A continuacion probaremos una desiqualdad del tipo Gronwall generalizada.

Lema 5.4.3 Sean L, g € [1(N, R), sucesiones no negativas y y(n) > 0, una sucesion decrecien-

te con acotada.

v(n)
Supongamos que para m suficientemente grande, se tiene que:

o0

Z+Z

k=m

Si u(n) es una sucesion acotada, no negativa tal que y(n)u(n) es acotada y se satisface la
siguiente desigualdad:

No 00
un) <F+ Y ulk)L L 3w (k)g(h).
k=m ( =No

para algin Ng > m y k > 0. Entonces

T (0=n) 3 gk)
kM 0 k=No | n>0
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Prueba

1. Por hipdtesis u(n) es acotada. Para m grande y n > m se define la sucesion
v(n) = sup u(j).
j€[m,n]

2. Note que v(n) es creciente, es decir v(n) < v(n+ 1) y ademds cumple con
u(n) <wv(n), Vn.

3. Observese que eziste un ng € [m, n] tal que v(n) = sup u(j) = u(ng).
j€lm, n]

4. y(n)u(n) es acotada y

No 0o
u(n) <F+ S ulb)L) + —— 3 W(0)y(k)ulk)g(k),
k=m W(n) k=Ny

en particular, estd desigualdad vale para el supremo de las u(j), es decir hemos construido
una sucesion

v(n) = sup u(j)

Jj€lm,n]
que verifica lo siguiente
a) v(n)v(n) es acotada
NO [ee]
_ 1
b) u(n) <v(n) <k+ Y v(k)L(k)+ b > Wm@)y(k)v(k)g(k),  no < No
k=m k=No

c) De b) se obtiene que

No o)
u(n) < ulno) <K+ 3 v(RILE) + —— S W@ (R)u(k)g(k)
= (o)

De estd ultima ecuacion se deduce
No

4 () <o) SE+ Y oL + s 3 WO (kb
k=ng

k=m
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5. Observe que

00 No 00
> Aklk)gk) = > A(k)o(k)g(k) + > y(k)v(k)g(k)
k=ng k=ng k=No

como y(n) es decreciente se tiene que

1

<
Y(no) — (n)
6. Usando 5., tenemos que para n > Ny > ng > m se tiene

n > ng = y(no) > y(n) =

0o No 00
D Akuk)gk) < yno)u(n) > g(k)+ Y v(k)u(k)g(k)
k=ng k=ng k=No
< yno)o(n) Y g(k)+ Y v(k)o(k)g(k)
k=m k=Ny
7. De 6., obtenemos
Ty o RRI9(6) < ) 3 906+ s 3 2 (He(ba(h
y reemplazando en d).
B No 1 0
u(n) <k+ Y v(k)L(k) o) > (0 (k)u(k)g(k)
k=m 0 k=ng
o) < F D wLK) o) 3 glk) + o D W@ (kje(kig(k)
k=m k=m (no) =5
o) < Ftom) S L) o) S gk) + —— 3 n(@)(k)o(k)g(k)
k=m k=m 7(n0) k=No
_ 1 ©
v(n) < k+uv(n)n o) k;\[o In(6)~(k)v(k)g(k)
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o)1= 1) <F+ —— 3 W(O)y(K)u(k)g(k)
v(n) =
ynpn)(L—mn) < ky(n)+ Y W(0)y(k)v(k)g(k)
k=Np
kv(n) | — g(k)
y(n)v(n) < T +k§0 1n(¢9)v(1~€)v(kf)(1 )
tomando
(s(n) = ~(n)v(n)
= 7(n)
=Ry
= gk S Tl < o
Obtenemos

s(n) < B(n)+ > n(0)s(k)L(k).

k=Nop

8. Aplicando la desigualdad de Gronwall simple se tiene

—v(no) 1 k;:vo =

=
=
IA

=
3
IN
=
S
(VAN
Sl
x>
2
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Lema 5.4.4 Sea T(n,m) el operador de evolucién generado por A(n). Supongamos que existen
proyecciones complementarias P(m), Q(m), como en la primera parte de la definicion 5.2.3, tal
que

|T(m,n)P(m)|| < KO*™™  n>m (5.21)
IT(n,m)Q(m)|| < K 6°"=™)  n<m (5.22)
)
> h(k) < oo (5.23)
k=0
FEntonces

a) |T(m,n)Q(m)z|| > 67"~ |Q(m)z|, n>m, VazeZ.

b) No existen soluciones x(n) de (4) que tengan nimero de Lyapunov p tal que
a<p<p.

Prueba Para demostrar (a). Primero notemos que

T(m,m)Q(m)T(n,m)Q(m)a(n) = T(m,n)T(n,m)Q(m)Q(m)a(n)

Entonces,

[Q(m)z(n)|| = [T(m,n)Q(n)T(n, m)Q(m)z(n)|
KOPm=) T (n, m)Q(m)z(n)||, Vn>m.

IN
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Ast,

|T(m,n)Q(m)z| > % 02— |Q(m)z(n)||, ¥n >m.

Ahora, probaremos la parte (b). Con el propdsito de llegar a una contradiccion, supondremos
que existe una solucion x(n) de (5.2) con nimero de Lyapunov u tal que o < p < 3. Entonces
podemos encontrar § > 0 tal que a < p—06 < pu< pu+9d <p.

Como, existe m € N tal que

|z(n)|| < LOWFTI"  Vn>m. (5.24)

por otro lado, conociendo la férmula para x(n)

z(n) = T(n,m)x(m)+ > T(n,k)f(k x(k))
k=m

= T(n,m) [z(m) + Y T(m,k)Q(k)f(k,z(k))
k=m
— > T(nk)QE)f(k,x(k)) + > T(n,k)P(k)f(k,x(k))
k=n k=m

Tomando w = x(m) + Z T(m, k)Q(k)f(k, x(k)) obtenemos

k=m
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w(n) = Tmuw— 3 T(n,k)QR)f(k, (k)
k=n

+ Y T(n,k)P(k)f(k,z(k))
k=m
= T(n,m)P(m)w+ T(n,m)Q(m)w
S T QR () + S T, k) P(R) (0, 2(K)).
k=n k=m
De (5.21), (5.23) y (5.24). Se sigue que la siguiente serie i (n, k)Q(k)f(k,z(k)) es conver-

k=n
gente. En este sentido, tenemos la siguiente estimacion:

oo ZT(n,k>@<k>f<k,x<k>>H S A DI A R ()
k=n k=n
— KL§°~(wtdng—(5—(u+d)n) Z h(k).
k=n
= KLY h(k).
k=n
Como

lim @~ (#Fo)n i T(n, k)Q(k) f(k,z(k)) = 0.

n—00
k=n

entonces Q(m)w = 0.

En caso contrario, si Q(m)w # 0, entonces
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oI T, m)Qm)u| > I G Qom |

1
= EQ_BmH(B_(’H"s))”||Q(m)wH — 00 con n— o0.

Por otra parte,

Por lo tanto,

o= IQm)z(n)| = 0~ T (n, m)Q(m)w|

+ gt Z T(n,k)Q(k)f(k,x(k)) - 00 con n— 0.
k=n

Esto es una contradiccion con (5.24).

Luego, obtenemos la siguiente representacion para x(n):

z(n) = T(n,m)P(m)w+ > T(n,k)P(k)f(k, x(k))
k=m

— > T(n,k)Q(k)f(k, x(k)).
k=n

Como

IT(n, k)P(k)|| < Kok < go=00=k) = p > |
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lz(m)ll < K6*C=™ | P(m)w| + Y K8 Ph(k) (k)]

k=m

+ Y K0T Ph(k) |z (k)|
k=n

KOWH=9@=m) || p(m)op|| + Z KW= =R) (k)| (k)|

k=m

+ Y KOOk (k)]

k=n

IN

se tiene que

o ()| < KOTUOm Pamywl| 4+ KOOk [a(k)|

k=m

+ 020N KO~ ORg2k () || (k).

k=n

Si tomamos

u(n) = 0~ [z (n)]],

obtenemos
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u(n) < KM P(m wH+ZKU k)l ()l

N 926"im—mu(mmk)nx(mu

k=n

IN

Ko~ #=0m|| P(m wII+ZKu F)ll(F)]l

S KO0

k=Ng

Aplicando el Lema 5.4.3, con

obtenemos

1 oo
KO~ P(m)w|| o ENO Kh(k)
I—n

donde

n=2K» h(k)<1
k=m

Ast, u(n) = == z(n)|| es acotada, lo cual es una contradiccion de la hipétesis

L logg [z _

n—oo n
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Lema 5.4.5 Sea T(n, m) el operador generado por A(n). Supongamos que existen proyecciones
complementarias P(m), Q(m), como en la primera parte de la Definicion 5.2.3, tal que:

|T(m,n)P(m)| < Kntg®"=™)_  n >m > ng, (5.25)
IT(n,m)Q(m)| < KOP™=™,  n<m (5.26)
Y
o0
D E'h(k) < oo, (5.27)
k=0

donde a < B, K >0 yteN.

1
Si x(n) es una solucion de (5.2), con nimero de Lyapunov o, entonces WHx(n)H es

acotada para todo n > ng.

Prueba Supongamos que x(n) es una solucion de (5.2) con nimero de Lyapunov o. Entonces,
para € >0, cona < a+e< P y0<d<e, eriste L >0 tal que:

z(n)|| < LTI, n > ng, 5.28
()|

1T (n, m)Q(m)| < Koleton—m) < gglatd)n=m) = <y, (5.29)

Por otra parte, tenemos la formula para x(n):
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w(n) = Tmuw— 3 T(n,k)QR)f(k, (k)
k=n

+ Y T(n, k)P (k) f(k, (k)
k=m
= T(n,m)P(m)w+ T(n,m)Q(m)w

— > T(n,k)Q(E)f(k, (k) + > T(n,k)P(k)f(k,z(k)),
k=n k=m

donde
w=a(m)+ 3 T(m, K)QR)f(k, 2(k)).
k=m

Procediendo en la misma manera que el Lema 5.4.5, obtenemos las siguientes estimaciones:

| iT(nak)Q(k)f(k,:c(k))|| < Kg(aJre)nih(k)”ﬂf(nN '
k=n

ate)k
P glote)

Entonces, de (5.28) y (5.29) se sigue que la serie anterior es convergente.

Andlogamente, obtenemos la siguiente estimacion:

1> T(n k) P(k)f(k, (k)| < Kn'0" Y 6~ h(k)|x(n)].
k=m

k=m

Como,
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1 x|
ntﬁ(a-‘rﬁ)n HT(TL, m)wH S nt0 oc—i—e n 9671 Z h Qak

z(n)
T ntkz:h(k)g( + k

entonces

N

1 [lz(n)l ||$
ntglaten HT(H, m)wH -  ptelaten 0(6 n Z h
K |z(n)
+ = Z h(k)
k=n

De manera andloga, que el Lema 5.4.5, probaremos que Q(m)w = 0. Y por lo tanto, P(m)w = w.
Ahora, como

—>0, con mn — 0.

z(n) = T(n, w+ZTnk f(k, z(k))

ZT(n, k)Q(k) f(k, z(K)),
k=n

se obtiene que
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lz()| < Kn'0°0" ]| + Y Kn'6*" (k)| (k)]|

k=m

+ Y KOO TE(k) (k)|
k=n

IN

Knfom = Jw|| + Y Kn'0*" (k) |o (k)|

k=m

+ ZK9<a+6><n—k>h(k)Hx(k)u.

k=n

Entonces,

1 —am 1o (R
g ] < KOl 4 K 3 KA
K <, |z (k)|
0~ *kth(k
+ 9*5774 kz% ( ) kteak’
No
—am [z (k)|
< KO||w||+ K> k'h(k) ook
k=m
K & gy o )]l
+ H—en Z 0 k h(k) kt@ak :
k=No
Ahora, tomando
1 —€en t pan
u(n) = W\W(”)Ha v(n) =6 Y I(n) =g(n) = Kn'0°",

y aplicando el Lema 5.4.83, obtenemos que:
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1 K@*ameH ﬁ 2 kth(k)
< k=Ng
ey < KLl
donde
n=2KY» kh(k)<1.
k=m
Por otro lado, n=t0="||z(n)|| es acotada. [ |

Teorema 5.4.6 Supongamos o € R, N € N\{1}, 0 > 1 y que las siguientes condiciones son
ciertas:

a) Para cada l, 0 <1 < N —1 el sistema (5.1) tiene una dicotomia discreta generalizada
como la establecida en la definicion 5.2.5.

b) z(n) es una solucion de (5.2) con nimero de Lyaponov c.

c) i EN (k) < oo.
k=0

Entonces, existe una solucion y(n) de (5.1) tal que

) — 2]
e e

Ademds, eziste [, 0 <1< N —1 tal que ||z(n)|| = nl>" y

)~y
e
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Prueba  De la Definicion 5.2.3 tenemos que P(n), S(n), Q(n), U(n) son las proyecciones

complementarias y %(P(m) + S(m)) + %(Q(n) +U(n)) =1. Asi, si

Plm) = 3 (P(m) + Q(m)) y Q(m) = 5(Q(m) + U(m), entonces

_ 1 1
||T(n, m)P(m)H < §Mnl—1mN—l9a(n—m) + §]\49(04—5)(n—m)

como 0 > 1 se tiene

HT<n, m)P(m) H S %M@a(nfm) [nlilmel 4 1]

= |T(n,m)P(m)|| < M@=—mpl=1y,N-t
|T(n,m)P(m)|| < MO*P=plp=1mN-t

< Meoz(n—m)nln—lmN—l < Mea(n—m)nN—lmN—l
IT(nm)P(m)| < knN='020—m) 0> m [k = MmN

Andlogamente,

IT(n,m)Q(m)|| < MntmN=t=1gom=m) 4 pgletaltnmm) - p < m

HT(n, m)Q(m)H < M@a(nfm)[nlmelfl_i_es(nfm)]’

con 6 >1
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A 1
|T(n,m)Q(m)| < nga(n—m)[nlmN_l_lel]

T(n,m)Q(m < Mee=m)plyp N=l-1
1T (n, m)Q(m)]|

IT(n,m)Qm)|| < MOl N

IT(n,m)Q(m)| < ko°C—™), < m
lz(n)]

Por lo tanto, estamos en las hipotesis del Lema 5.4.5 y en consecuencia ~N-Tgan es acotada.
V=

Definamos | = min{m € {0,1,...,N — 1} : =———~"

el Lema 5.4.4 si tomamos

es acotada}. Andlogamente, como en

y(n) = T(n,m){z(m) + Y T(m,k)[Q(K) + U(K)]f (k, z(k))},
k=m

para n > m, obtenemos que y(n)) es una solucion de (5.1) y

z(n) = yn)+ Y T(n,k)[P(k)+ S(k)f (k,z(k)) (5.30)

por lo tanto

Jot) —y)| < MY {nl Vg ok 4 gm0 () (k)|
k=m

+ MY {nl'kalea"k*l'efa’“ + 9<°‘+€)(”*’“)} h(k) ||z (k)]
k=n
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lo cual tmplica que

() —y()ll < 20 > RN OO Ak KO | (k) |

k=m

+2M Y al kN (k) kTR [ (k)]

k=n

n

W < 2MH:(:Hal{71LZth(k)+I;ZkNlh(k')}7

k=m

A

donde ||z||o1 = sup k*l_Q*akHa:(k)H.
keN

ly(m)|l

igan €S acotada. De

De la hipétesis (d) probaremos que lim M = 0, entonces

B n—o0 nl_eom
la Definicion de | se presentan dos casos:

Caso 1

Supongamos que I = 0. En este caso 0~°"||x(n)|| es acotada. De (5.30) se sigue que

z(n) = T(n,m)P(m)w+ Z T(n,k)P(k)f(k,z(k)) (5.31)
k=m
k=n

P(m) es una proyeccion y Q(m) es la proyeccién complementaria dadas por
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Por otro lado,

z(n) = T(n,m)S(m)w + Z T(n,k)S(k)f(k,z(k)) (5.32)
k=m

— Y T(n, k)U(k)f (k, x(k)).
k=n

Note que, si Q(m)w # 0, entonces se produce una contradiccion, luego se tiene que Q(m)w = 0.

Por otra parte, U(m)w = 0 por el mismo razonamiento.

Tenemos que

%[S(m) + U(m)w = %w = —Sm)w = 1w = S(m)w = w.

Es decir,

[P(m) + Om)w = %P(m)w + %Q(m)w + %S(m)w + %U(m)w
1 1

= §w+0+§w+0:w
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z(n) = T(n,m)Sm)w+ Y _ T(n, k)S(k)f(k,x(k)) = > T(n, k)U(K)f(k, x(k)).
k=m k=n

6=z (n)|

VAN

0~ T (n, m)S(m)wl|

+ g la—en anT(n, k)S(k)f(k,z(k))
k=m

+ g(a—em i T(n, K)U (k) f(k, z(k))
k=n

0= T(n, k)S(k) f (k, x(k))
k=m

IN

0~ N " Mh(k)0= Rz (k)]|.
k=m

k=m

> T(n, kS f(k,z(R)|| < Y Mh(k)o~ @ z(n)]
k=m

o= S T, U R)f(k,a(k))| < 67 S Mg~ () ()|
—n k=n

o=t N T (n, UK f(k (k)| < 0% Y MO0~ h(k) (k)|
k=n k=n
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9—(04—6)71”1"(“7 m)S(m)wH < Me(a—a)meH

MO©@=E)m|[y| + Z Mh(k)0~ = |z (k))|

k=m

e O]

IN

+ 0%y MOTE O (k) |2 (k)|

k=n
No
< MOCTI™|wl| + Y MAk)O~ (k)|
k=m

oo
+ 0% Y MoTE T (k) |2 (k)|
k=No

Aplicando el Lema 5.4.3 con y(n) = =2

L(k) = g(k) = Mh(k)
Un) = 67" z(n)|
,y(n +1) = f—2e(n+l) L g—2n — ~(n)
~v(n) es decreciente.

v(n)U(n) es acotada y k = MO |w)|.

l(n)|
gla—e)n
de Lyapunov a.

Note que es acotada y por lo tanto, esto contradice el factor de que x(n) tiene nimero

ly(n)l]
60&71

Como es acotada, entonces
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S o S 0]
n—>oo pan n—00 0
Y ast
0 < lim mfM < lim sup ()] < 00
n—oo fgan n— o0 pgan
por lo tanto
[z(n) —y(n)||
i B0 =00 g
Qan
o e~y
n—00 pan
Caso 2
1 >1, de (5.80) obtenemos
lz(m)l < [ly(n)ll + Z 1T (n, m)P(k)f(k, x(k))||
+ Z 1T (n, K)Q(K) f (k. (k)|
k=n
1 1
= x(n < = n
el < ey

1 = —
g Z 1T (n, k)P (k) f(k, (k)|
+ Z 1T (n, k)Q(k)f (K, x(k))]|

nl lgan
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1 1 - -1 rN—Iga(n—k)
lfleaon(n)” S nlleanHy(n)H—i_nllganl;nMn K 0 h(k‘)”l’(k)”
1 =, 7 ]
+ — M KN (k) || (k
nl_lamg (Bl (k)]
! k) < ! n Mb() RN (670 () | —
niflgan” B < nllganny(n)ug (k) [l ( )HKZ—1
I o _ a 1
+ nlkZK 'Mh(k) KN 1(9 k||x(k:)||Kal_1>
1 o 1
N-1 —ak
< nl_leanlly<n>l|;Mh<k>K (9 (k)| KH)
I = i 1
+ = > K 'Mh(k)EN! <9 kHa:(k)HKal_l).
k=No
Tomand B
omando u(n) = Tigan |z (n)||
y(n) = n7!
L(K) = g(k) = Mh(k)KN-L.
1
Es claro que — lly(n)|| es no acotada.

nlflgan

1

nZ—lea n

1
Supongamos que g lly(n)|| < L por el Lema 5.4.3 se sigue que u(n) =
nt— an B
es acotada, lo cual contradice la definicion de .

[z(n)]

Luego, u(n) =

_ es acotada lo cual, dice que
nloan
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P T L Rt LIG]
n—00 nlan n—00 nlan
= 0 < lim inf ||Z{(n)H < lim sup Hy,(n)H < 400
n—00 nlan n—00 nlan
por lo tanto
[2(n) = y(n)|
o e =yl T e e =y
n=oo  z(n)| nooo lz(n)] n—oo  plgan
nlhan
5.5. Aplicaciones

En esta seccion consideraremos dos ejemplos como ilustracion de los resultados principales
del trabajo que dividimos en dos importantes resultados, los cuales refieren al problema directo

e indirecto de dimension 2.

Ejemplo 1:
yin+1) = Ay(n)
w(n+1) = Ax(n)+ f(n, x(n)),

1
10 e
con A= , f(n, x(n)) = ,p>1
0 1 1
npP

A continuacion mostraremos mediante el ejemplo la implicacion directa del Teorema 5.5.1.

Consideremos 0 = e, entonces
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1+n 0
e = [4+nA=
0 1+n

P(n) = emle7n=1

Q(n) = I—-P(n)=0

|T(n, m)P(m)|| =1 < Mp!~tmN=ted=m) > m > 1

1T (n, m)Q(m)|| = 0 < MnlmN~"tea=m) "y > > 1

Ecuacion (5.33) = 0<1—-1,0<N—-1,0<a, 0<I<N-1

Ec. (5.34) = siempre se cumple.

ly(n) =2l < y(0) — =)+ D2, p>1
k=0

lly(m) = z(m)l|
P 1710 Bt ) A P
n=oo |ly(n)]| n—oo ly(n)||
_ g M) =zl

(5.33)

(5.34)
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Mostraremos mediante el ejemplo la implicacion indirecta del Teorema 5.4.6

10 10 00
0 1 00 0 1
1+n O
ebn = T4+ Bn=
0 1
1-n%2 0
P(n) = ePnBe Bn =
0 0
n% 0
Qn) = I—-P(n)=
0 1
1 0
e = J+Cn=
0 1+n
1 0
S(n) = eTce” " =
0 1—n?
1 0
Umn) = I-S8(n)=
0 n?

P(m) = (P(m)+S(m)
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Q(m) = S(Q(m)+U(m))
o 1 1 —m? 0
T(n, m)P(m) = 5(P(m)+5(m)) =3
2
0 1—m
- Lm0
Q(m) = B
0 m2 +1
TG, mPlm)]| = L= m?| < gm? < m?
[T m@m)| = S 1) < 22 =
|T(n, m)P(m)|| < m? < kn'10°""™) g =e n>m>1 (5.35)
|7 (n, m)Q(m)|| < m? < ko=, (5.36)

Ecuacion (5.35) = m?<k0<N-1,0<I<N-1,a>0

Ecuacion (5.36) = m? <k, a <0

Tomamos N =21=1, a =0, k =m? z(n) =n
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1
lz(n) —y(n)| < II@’(O)—y(O)HJrZﬁ, p>1
k=0
[z(n) —y(n)]]
i 1200 —y@I n
n=oo  |[lz(n)]| noo |lz(n)|
n
) =yl
n—00 n
Ejemplo 2:

Consideremos el siguiente sistema en diferencias:

y(n+1)

z(n+1)

A(n)y(n), n € N*

A(n)z(n) + f(n, x(n))

A continuacion mostraremos mediante el ejemplo la implicacion directa del Teorema 5.5.1.

donde A(n) =

usando las formulas de variacion de pardmetros

1
np
, p>1
1
np
n>m, n ym e N*
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A ={(n,m) e NxN:n>m}

T= {T(n’ m)}(n,m)GA

Definido por

An—1)...A(m), n>m
T(n, m)=
1, n=m,
de la misma manera, como estd definida A(n) y el operador de evolucion T(n, m) tenemos lo
stquiente:

1 0
T —
(n, m) n(n—1) m(m-1) )
2 2
Definamos las proyecciones P(n) y Q(n) de la siguiente manera
1 0
P(n) =
(n) n(n—1) 0
2
Y
0 0
— ] —P(n) =
2
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1 0
T P =
mmptm) = | )
2
1 0
T =
2
Considerando ||A(n)| = méax |a;;(n)|
1<i<2
15522
n(n — 1) 2 -1, N—1pa(n—m)
IT(n, m)P(m)|| = — 5 | <n < Mn' 7 m™ 0 , n>m>1,

de esto, tenemos:

2<l-1, O0<N-1, 0<a  0<I<N-1 (5.41)

m(m —

T, m)QEm)| = |

1)‘ <m?< MnlmN*lflé?o‘("*m), m>n> 1,

de esta desigualdad se obtiene:

0<l, O0<N-I-1, 0<a, O0<I<N-1 (542).

Tenemos que imponer condiciones sobre los valores I, N, o para que se cumplan (5.41) y (5.42)
basta tomar N =6, [=3, a=0
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ly(n) =zl < | T(n, 0)][ly(0) — x(O)] + Y llt(n, K)IIf(k, x(k)]

k=0

ly(n) =)l < n2y(0) ~ 2O +n23"
k=0

de la férmula y(n) ~ n'@*™ = n3

() — ()] lyin) = =l ly(n) - a(m)]

, y() @) _ n3 _ i 1) — 2] _

e O O S 0
n3

Mostraremos mediante el ejemplo la implicacion indirecta del Teorema 5.4.6.

Sabemos que:

Plm) = S(P(m)+5(m))

Qm) = 5(Qm) +U(m))

podemos tomar S(m) =0, U(m) =0
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T(n, m)P(m)

T(n, m)Q(m)

| T(n, m)P(m)|| < n?® < kn!~tgo(n=—m),

2§l—1, OSa’

1T (n, m)Q(m)|| < m? < knl=tgotn=—m),

Ogl—l, 0§a7

De (5.43) y (5.44) conl =3, a=0, N=6

por lo tanto,

k = ‘quanl7

k = ]\47nN—17

ST, m)POm)
ST, m)Q(m)

n>m>1 (5.43)
0<I<N-1
m=>mn>1 (5.44)

0<I<N-1.

lean 3

=n

g L) =]

n—o0

[z(n)]



Capitulo

Conclusiones

Creemos que el objetivo principal de este trabajo se alcanzo, presentar una version discreta
de los resultados de H. Leiva y H. Rodrigues, en [11], lo que constituyd un problema abierto desde
la publicacion de éste en el ano 2001. Especificamente, se estudid el comportamiento asintdtico
relativo entre dos ecuaciones en diferencia finita, una lineal y otra semi-lineal, logrando resolver
el problema directo y el problema inverso. FEstos resultados estin contenidos en los Teoremas
5.3.1 y 5.4.6, que se soportan en las definiciones de orden de una solucion, exponentes de Lya-
punov, dicotomia discreta generalizada y la desigualdad de Gronwall discreta generalizada. En
este sentido cabe destacar que, la definicion de dicotomia discreta generalizada tiene importancia
en st misma ya que puede ser objeto de estudio independiente.
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Problemas Abiertos

7.1. Problemas Abiertos

Este trabajo deja abierta una rendija a través de la cual podemos llegar al umbral de varios
problemas de investigacion.

Problema 1. De formular una definicion correcta de atractividad relativa para el caso de va-
riable continua, se puede definir el atractor global relativo y estudiar su existencia.

Problema 2. Estudiar el comportamiento asintdtico relativo para ecuaciones en escalas del
tiempo (times scale). Problema éste formulado durante la celebracion del Summer Meeting on
Differential Equation 2015, San Carlos, Brasil.

Problema 3. Hacer un estudio de las dicotomia exponencial generalizada en ambos casos,
continuo y el discreto. Como la Robutez y establecer la conexion entre ambas. Por ejemplo,
probar que si un operador de evolucion tiene dicotomia generalizad, entonces su discretizacion
sobre el flujo tiene también dicotomia discreta generalizada, y viceversa.
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