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Resumen: En este trabajo especial de grado se estudiaran las propiedades de
los Nucleos sobre espacios de operadores, utilizando los operadores Shift y
los Nucleos de Teoplitz , finalizaremos con una condicidn de existencia
para la dilatacion de Naimark en en Espacios de Krein.

Palabras clave: Espacios de Krein, nucleos, Toeplitz, dilatacion, Naimark,
operadores, Shift, Hilbert, producto interno, descomposicion.
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Introduccion.

Este trabajo especial de grado esta basado en el articulo ‘Representations of Hermitian
Kernels by Means of Kreim Spaces’ por T. Constantinescu y A. Gheondea [1], publicado en
1997.

En los capitulos 1 y 2 se dard un repaso sobre Espacios de Hilbert y Espacios de Krein
respectivamente. Estos espacios son fundamentales para el desarrollo de este trabajo ya que
toda su teoria esta intimamente relacionada con los objetivos principales de este Trabajo
Especial de Grado. Se darén algunas caracteristicas y resultados que relacionan a los espacios
de Hilbert con los espacios de Krein.

En el capitulo 3 se introduciran las definiciones de H-nticleos en espacios Krein y algunas
de sus caracteristicas. A partir de estos nucleos se puede inducir un producto interno indefi-
nido que sera de mucha utilidad en todo el desarrollo de este Capitulo. Los H-nicleos son una
familia de nicleos en espacios de Krein que extienden toda la teorfa de ntcleos en espacios
de Hilbert a valores operadores, por lo cual muchos resultados de teoria de operadores en
espacios de Hilbert se pueden extender de manera natural a espacios de Krein.

Finalmente, se trabajara con los nicleos de Toeplitz en espacios de Krein y se daran
algunos resultados que involucran a estos nucleos con los operadores shif. Se definira lo que
es una Dilatacion de Naimark y se demostrard el resultado principal de este Trabajo que

relaciona la dilatacién de Naimark con los H-ntcleos de Toeplitz.



Capitulo 1

Preliminares: Espacios de Hilbert.

1. Espacios con Producto Interno.

En este trabajo siempre que estemos hablando del cuerpo K nos estaremos refiriendo a

el conjunto de los nimeros reales o complejos (R 6 C).

DEFINICION 1.1. Sea X un espacio vectorial sobre K. Un producto interno en X es una
funcién (-,-) : X x X — K tal que :

(a) (z,y) = (y,x) para todo z,y € X.
(b) (x +y,z) = (x,2) + (y, z) para todo z,y,z € X.
(¢) (Az,y) = Mz, y) para todo A e Ky z,y € X.
(d) (x,z) > 0 para todo = € X.
(e) (x,z) =0siy solosix=0.

Ademads decimos que (X,(-,-)) es un espacio con producto interno.

EjEmpPLO 1.2. C™ el espacio de los vectores 1xn. C" es un espacio con producto interno

con el producto escalar euclideo:

n
w) = Zukw_k
k=1
Donde u,w € C*, u = (U, ..., uyp),w = (wy, ..., w,), v Wy es el conjugdo de wy, .
y Jug

EJEMPLO 1.3. Uno de los espacios con producto interno més conocido es el espacio lo(Z).

I2(Z) = {(xp)nez : T, € CA Z |z, |* < oo}

nez
El producto interno en este espacio esta dado por:

x,y) = Z T
nez
Una de las desigualdades de mayor utilidad en este trabajo serd enunciada en la siguiente

proposicién.
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PROPOSICION 1.4. (Desigualdad de Cauchy Schwartz)(ver [6])

Sea (X, (-,-)) un espacio con producto interno, entonces para todo x,y € X

N|=
N|=

[z, y)| < (z,2)2(y,y)?.

Demostracion:

Sean z,y € X. Entonces:
(x — Ay,z — Ay) >0 paratodo €K

por lo tanto:

(z,7) + X {y,y) — 2\ (z,y) >0 paratodo A€K.

esto ocurre solo si el discriminante de la pardbola es no positivo, es decir:
Yo, y)?> — 4z, 2){y,y) <0 paratodo A€ K.

De esta ultima desigualdad se concluye el resultado. B

DEFINICION 1.5. Sea X un espacio vectorial sobre K. Una norma en X es una funcién
| -] : X — R tal que:
a) ||z]| > 0 para todo = € X.
b) ||| = 0 siy sélosi x = 0.
¢) || Az|| = |A|||x|| para todo A e Ky x € X.

(
(
(
(d) llz +yll < llzf| + [lyl| para todo =,y € K.

Llamaremos al par (X, | - ||) un espacio normado o simplemente diremos que X es nor-

mado.
La siguiente proposicién nos permite definir a partir de un producto interno una norma.
PROPOSICION 1.6. Sea (X, (-,-)) un espacio con producto interno. Si definimos:
1
|z = {z,z)>.
entonces || - || es una norma en X.

DEFINICION 1.7. Sea (X, (-,-)) un espacio con producto interno y sea A una familia de

indices. Un subconjunto {u, }aea de X se llama ortogonal si:

(U ug) =0 paratodo a,f€AN y a#p.
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DEFINICION 1.8. Sea (X, (-,)) un espacio con peroducto interno y sea A una familia
de indices. Un subconjunto {u, }aea de X se llama ortonormal si (us, ug) = dap para todo
a, 8 € A donde:

0 sia#p.

dap =
1 sia=p.

PROPOSICION 1.9. (Ver [8] Pitagoras) Sean (X, {-,-)) un espacio con producto interno y

r € X tal que:

n

Tr = E CrUg,

k=1
donde cj, son escalares y ur, € X con 1 < k < n, entonces si {uy,us,...,u,} es ortogonal

tenemos:
n

Izl =2 = lealllul?

k=1

2. Espacios de Hilbert.

DEFINICION 1.10. Sea X un espacio normado, una sucesion {z, },en C X es de Cauchy

Sl:
Para cada € >0 existe N €N talquesi n,m> N entonces ||z, — z,|l <e.

DEFINICION 1.11. Sea X un espacio normado, decimos que X es completo si toda sucesién

de Cauchy es convergente en X.

DEFINICION 1.12. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial que es completo con

respecto a la norma inducida por el producto interno.

EJjEmpLO 1.13. El espacio C" con el producto interno dado en el Ejemplo 1.2 es un

espacio de Hilbert.

DEFINICION 1.14. Dado un espacio de Hilbert H y una variedad lineal M de H, el

ortogonal de M es el conjunto:
M*+={z¢c H:{(z,2) =0Vz e M}.

PROPOSICION 1.15. (Ver [6]) Sea H un espacio de Hilbert y M una variedad lineal de

H entonces M+ es un subespacio (cerrado) de H.
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Una caracteristica interesante de los espacios de Hilbert, es que, conociendo el ortogonal
de un subespacio cerrado, podemos reescribir al espacio como una suma directa. Esto se

mostrara en la siguiente proposicién.

PROPOSICION 1.16. Sea H un espacio de Hilbert y M un subespacio (cerrado) de H

entonces:

H=MaoM™".

donde M+ es un subespacio (cerrado) de H, que es perpendicular a M.

PROPOSICION 1.17. En un espacio de Hilbert el iinico vector que es ortogonal a todos los

vectores es el vector cero.

Demostraciéon: Sea H un espacio de Hilbert y sea z € H tal que (z,z) = 0 para todo
z € H. En particular tomando z = x tenemos que (x,z) = 0, por propiedades de producto

interno x = 0.

3. Operadores lineales en espacios de Hilbert.

En esta seccién definiremos los distintos tipos de operadores con los que estaremos tra-
bajando en espacios de Hilbert, ademas demostremos el teorema de representacién de Riez,
el cual relaciona los funcionales lineales con el producto interno del espacio.

Observacién: X,Y seran siempre dos espacios normados (Sobre el mismo cuerpo de es-

calares).
DEFINICION 1.18. Sea T : X — Y decimos que T es lineal si:

T(Ax+y)=AT(z)+T(y) paratodo z,yeX y AeK

El conjunto de todos los operadores lineales de X en Y serd denotado por .Z(X,Y).
En el caso de que X =Y, en vez de usar .Z (X, X) se usard £ (X).

DEFINICION 1.19. Sea T : X — Y un operador lineal. Decimos que T es un operador

acotado si existe C' > 0 tal que:

|T(z)|ly <Cllz||x paratodo z€ X.
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Ahora enunciaremos un resultado clasico de analisis, el cual nos proporciona una condi-

cién equivalente de continuidad sobre los operadores lineales.

PROPOSICION 1.20. Sea T : X — Y wun operador lineal. Entonces las siqguientes condi-
ctones son equivalentes:
(i) T es continuo.

(i7) T es un operador acotado.

Demostracion:
(77) — (i) Como T es acotado existe C' > 0 tal que ||T'(z)||y < C||z||x para todo z € X.

Para ver que T es continua en cualquier zy debemos ver que para todo € > 0 existe 6 > 0

tal que si |[2 — 2o||x < 0 entonces ||T'(z) — T'(zo)||y = ||T(x — x0)|ly < €. Tomando § = &
el resutado es directo.
(¢) — (ii) Realizemos esta prueba por contradiccién, es decir, supongamos que T no es

acotado, por lo cual para cadan € N existe un elemento x,, € X tal que: [|T(z,)|ly > nl|z.| x-

Cosideremos ahora el vector y,, = por lo cual ||y,| = L asfy,, — 0 cuando

Tn

nflzal
n — oo.
Como T es continua ||T(y,)|| — 0 cuando n — oc.
Por otro lado se tiene que
T (a)lly _ nllznllx
17l = -1,

llzallx " nllzallx

lo cual contradice el hecho anterior, asi, T" debe ser acotada. l
3.1. Operadores adjuntos.

DEFINICION 1.21. Sea (X, (-,-)) un espacio con producto interno, y sea 7': X — X un

operador lineal, el adjunto de T es el operador lineal T : X — X, que satisface:
(T'(x),y) = (x,T"(y)), paratodo z,y € X.

Ejemplo: Consideremos el espacio R? con el producto interno definido de la siguiente
forma {(z,y), (z,w)) = xz + yw, y sea la transformacién lineal 7' : R? — R? definida por

T(z,y) = (3 + vy, 2y), entonces:
(T(x,y), (z,w)) = (B +y,2y), (z,w)) = 3xz + yz + 2yw.

=x(32) + y(z + 2w) = ((z,y), (32, 2 + 2w)).
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Ast, T*(x,y) = (3z,z + 2y).

OBSERVACION 1.22. En los espacios de Hilbert, la existencia del adujunto de un operador

siempre estd garantizada y ademads las normas del operador y de su adjunto coinciden (Ver

[6])

DEFINICION 1.23. Sea (X, (-,+)) un espacio con producto interno y sea 7' un operador

lineal, si 7% = T" entonces decimos que 1" es autoadjunto.

Ejemplo: Consideremos el mismo espacio y producto interno del ejemplo anterior, sea

T(xz,y) = (z 4+ y,x — y) entonces:
(T'(z,y), (z,w)) ={(z +y,x —y), (3,w)) = vz + yz + 2w — yw
= z(z+w) +y(z —w) = ((z,9), (z + w,z — w))
= ((2,9),T(z,w)).
En conclusién T* = T.

3.2. Teorema de Representacion de Riesz.

PROPOSICION 1.24. Sea H un espacio de Hilbert sobre el cuerpo K,y e H y f: H — K
dada por:

f(z) = (x,y), para todo x € H.

Entonces f es un funcional lineal continuo en H.

Demostracion: Veamos que f es lineal, sea A € Ky w, 2z € H entonces:

fOw+z) = Qw + z,y) = Qw,y) + (2,y) = Mw,y) + (z,y) = A\f(w) + f(2).

Veamos ahora que f es continuo:

f@)] =@y < o) @a)2 =l ylll = |-

Asi, por la Proposicién 1.19 f es continuo.ll
El siguiente teorema muestra que el reciproco de la proposicién anterior es cierto. Ademas

sera usada en el capitulo 3.
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TEOREMA 1.25 ( Teorema de representacién de Riesz). (ver[7])
Sea H un espacio de Hilbert y f un funcional lineal continuo en H entonces existe un
unico y € H tal que:

f(x) = (z,y) , para todo x € H.

Demostracion:
Si f = 0 basta tomar y = 0.

si f # 0, consideremos:
M =ker(f)={ze€ H: f(z) =0}.

Como f # 0 se tiene que M es un subespacio propio de H, por lo tanto M~ no es trivial.
Sea z € M+ tal que || z |= 1, asi tenemos que f(z) # 0.

Sea x € H entonces:

)

Luego:
@),
x f(z) e M.
Y asi:
_ x_f(a:)zz s _f(x)zz s @)
De donde:

f(x) = f(2)(2, 2) = (2, [(2)2).

Asi la representacion se obtiene tomando:

y = [f(z)z
Veamos la unicidad. Supongamos que existen y1,y, € H tales que:

f(@) = (z,3) y f(2) = (2, 92).

para todo x € H. Entonces:

0= f(x)— f(z) =(z,y1) — (z,y2) = (x, 91 — ya2).

Para todo z € H. Por concecuencia de la Proposiciéon 1.16 y; = y-.l
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Terminaremos este capitulo definiendo otros tipos de operadores que son muy conocidos.

DEFINICION 1.26. Sea H un espacio de Hilbert y sea T € £ (H):
(i) T es normal si TT* = T*T .
(13) T es unitario si TT* =T*T = 1.

(131) T es isométrico si (T'(x),T(z)) = (z,x) para todo = € X.



Capitulo 2

Espacios de Krein.

Como vimos en el primer capitulo los espacios con producto internos tinen cualidades
interesantes, por ejemplo, la posibilidad de definir una norma a partir de el, o el importante
teorema de representacién de Riezs. Ahora estudiaremos las propiedades que se conservan al

permitirle al producto interno no ser definido positivo.

1. Producto interno indefinido.

DEFINICION 2.1. Sea X un espacio vectorial sobre K. Un producto interno indefinido en
X es una funcién (-, -) : X x X — K tal que :

(a) (z,y) = <y,—x> para todo x,y € X.

(b) (x +y,2) = (x,2) + (y, 2) para todo z,y,z € X.

(c) (Az,y) = Mz, y) para todo A e Ky z,y € X.

Ademads diremos que (X ,(-,-)) es un espacio con producto interno indefinido.

A partir de ahora cada vez que nos estemos refiriendo a un producto interno indefinido
diremos simplemente, producto interno o espacio con producto interno.
Ejemplo: Consideremos el espacio R?, podemos definir un producto interno mediante la

formula ((x,y), (z,w)) = vz — yw.

DEFINICION 2.2. Sean (X, (-,-)x) v (Y, (:,-)y) espacios con productos internos. X e YV

son llamados isométricamente isomorfos si existe T': X — Y biyectivo tal que:

(@) T(A\x +y) =AT'(z) + T(y) conz,y € X y A € K.

(b) (T'(x),T(y))y = (x,y)x para todo z,y € X.

T es llamado isomorfismo isométrico entre X e Y.

Observacién: El conjunto {(z,z) : © € X} es conocido como la diagonal del producto
interno y como veremos en la siguiente proposicién, basta conocer la diagonal de un producto

interno para conocer su comportamiento en todo el espacio.

10
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PROPOSICION 2.3. (Identidad de polarizacion)(ver [5]) Si (X, (-,-)) es un espacio con

producto interno, entonces:
1 : : . : : :
(@) =7z +y 2 +y) — (o —yo—y +ile+iy,z+iy) —ile —iy,z —y)).

Demostracion:

Veamos como son los elementos de la parte derecha de la igualdad:

(z+y,z+y) = (z,7) + (v,y) + (y,7) + (y, ).
—(z -y, —y)=—(,2) +(2,9) + (Y, 2) — (Y, y)-
iz + iy, x +iy) = i{z, ) + (v,y) — (y, 7) — (Y, ).

—i(z — iy, x —iy) = —i{z,7) + (2,y) — (y,2) + (Y, ).

Al sumar estos terminos tenemos como resultado 4(z,y) lo cual implica la igualdad . B
Es natural por la definicién de producto interno hablar de vectores positivos, negativos

y neutros.

DEFINICION 2.4. Sea (X, (.,.)) es un espacio con producto interno, sea x € X decimos
que:

(a) = es negativo si (x,z) < 0.

(b) x es positivo si (x,z) > 0.

(c) x es neutro si (xz,x) = 0.

Ademas definimos los siguientes conjuntos:

(a) B®={z € X : (z,z) = 0}.

(b) BY ={zr e X : (x,z) =0Az #0}.

(c) Bt ={zr e X : (z,z) > 0}.

(d) Bft ={z € X : (z,z) > 0}.

(e) B-={ze€ X :(x,x) <0}.

(f) B— ={zreX: (x,x) <0}

Ademas se dice que X es indefinido si posee tanto vectores positivos como negativos.

PROPOSICION 2.5. Sea (X, (-,-)) un espacio con producto interno indefinido, entonces X

posee vectores neutros no nulos.
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Demostracion:

Sean z,y € X tales que (z,z) >0y (y,y) <0.

Tomemos z = x + Ay, donde X es la solucién real de la ecuacion:
(z,z) + 2tRe(x, z) + t*(y, y)=0.

La ecuacién anterior tiene solucion real ya que el discriminante de la misma es:
A = 4(Re(z, 2))* — 4(z, 2){y,y) > 0,

pues x es positivo e y es negativo.

Entonces (z,2) = (z + Ay, z + \y) = (@, z) + 2 ARe(z, ) + A\*(y,y) = 0.

Si suponemos que z = 0 implicarfa que (z,z) = |A\|*(y,y), lo cual es una contradiccién,
pues (x,x) es positivo y (y,y) es negativo.

De donde z # 0, en conclusion X posee un vector neutro no nulo. l

DEFINICION 2.6. Sea (X, (-,-)) un espacio con producto interno, decimos que es semide-

finido si no es indefinido.
Segun la definicién anterior, la Prosicion 2.5 se puede enunciar de la siguiente manera:

PROPOSICION 2.7. Sea (X, (-, -)) un espacio con producto interno. Si X no posee vectores

neutors no nulos entonces X es semidefinido.

El siguiente resultado generaliza la deigualdad de Cauchy-Schwartz para este tipo de

producto interno.

PROPOSICION 2.8. (Desigualdad de Cauchy Schwartz.)
Sea (X, (-,-)) un espacio con producto interno semidefinido, entonces para todo
r,y € X:
()] < [, 2) =]y, )=

Demostracion:
Como el espacio es semidefinido, la prueba de esta proposicion es andloga a la de la

Proposicién 1.4. &

DEFINICION 2.9. Sea (X, (-,-)) un espacio con producto interno, decimos que es definido

si (x,z) = 0 implica que x = 0.
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2. Vectores isotrépicos.

EJEMPLO 2.10. Sea X un espacio vectorial de dimension 2 con base {ej, e5}. Definimos
un producto interno sobre X con la relacién (e1,es) =0, (e1,e1) =1y (ea,e9) = —1.

Tomemos al subespacio de dimensién 1 dado por L =Spam(e; + e3) (El Spam es la
variedad lineal generada por los elementos involucrados). Es facil comprobar que L = L*.
Esto nos muestra dos cosas:

a) La interseccién de un subespacio con su ortogonal puede ser distinto del vector cero.

b) A diferencias de los espacios de Hilbert, en espacios con producto interno indefinido

no necesariamente se cumple la Proposicién 1.14, esto motiva la siguiente definicién:

DEFINICION 2.11. Sea L un subespacio de un (X, (-, -)) un espacio con producto interno.
El subespacio L N L* sera denotado por L°, y lo llamaremos parte isotrépica de L, y sus
elementos como wectores isotrépicos. Si L° # 0, diremos que L es degenerado o que es un

espacio con producto interno degenerado.
El siguiente resultado es una concecuencia de la definiciéon anterior.

PROPOSICION 2.12. Sea L un subespacio de un espacio con producto interno (X, {-,-)),

seann € N y L; con 1 <i < n subespacios. Si L = L1 ®...® L,, entonces L° = L& ...® L2.

Demostracion:

Sea m € L°, entonces m € L N L+, como m € L tenemos que:
m=mi+mo+..+m, m;€eLl, 1<i<n.
Primero veamos que m; € L, con 1 < i < n. Sea | € L; un vector arbitrario, debemos
ver que (m;,l) = 0. Es calro que [ € L'y como m € L*:
0= (m,l)y = ((my +mg+...+my),1).
= (mq, 1) + (ma, ) + ... + (my, ).

Como L es la suma directa de los subespacion L; con 1 < i < n ocurre que (mg,!) = 0 con

1<k<nyk+#i,asi
0= (my,l) + ...+ (m;, ) + ... + (my, ).

=0+0+...+(m, ) +0+ ...+ 0= (my,1).
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En conclusién m; € L; N L;. Por ultimo veremos que LY L L) para j # k. Sean z € L} y
y e Ly
Comoz € Ljey € Ly y L; L Ly se tiene que (z,y) =0, por lo tanto L7 L L) M

PROPOSICION 2.13. Sea (X, (-,-)) un espacio con producto interno semidefinido, entonces

XY coincide con el conjunto de los vectores neutros de X .

Demostracion:
Claramente X° C {r € X : (z,z) = 0}. Veamos que {x € X : (z,z) = 0} C X°. Sea x

un vector neutro, usando la Proposicién 2.8 para cualquier y € X tenemos:

N|=

[, )| < () |2 |y, 9) |2 = O|(y, ) |2 = 0.

lo cual implica que (z,y) = 0. Asi queda demostrada la proposicién. B
Observacion: El siguiente resultado es de vital importancia a la hora de obtener un espacio
con producto interno definido de uno con producto interno semidefinido, lo usaremos en el

resultado principal de este trabajo, pero antes definamos lo que es un espacio cociente.

DEFINICION 2.14. Sea X un espacio vectorial y M un subespacio de X. Definimos al

espacio cociente de X con respecto a M como:
X/M={z+M:2eX}.
Los elementos del espacio cociente seran representados de la siguiente forma 7 =z + M.

Ejemplo: Consideremos R? y su subespacio M = {(m,m,m) € R® : m € R}. Entonces:
R*/M = {(z,y,z) + M}.
={(z,y,x) + (m,m,m) : m € R}.
={(z+m,y+m,z+m):m e R}
El espacio cociente en este ejemplo representa una translaciéon de los puntos del plano por

medio de la diagonal.

PROPOSICION 2.15. (Ver [5]) Sea (X, (-,-)) un espacio con producto interno, entonces
el espacio cociente X/ X° es un espacio con producto interno donde el producto interno esta

dado por la extencion continua del producto interno (-,-), es decir (Z,7)x  xo = (2, y).
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Demostracion:

Por la manera como definimos (-, -) x ~xo las propiedades de producto interno se cumplen,
por lo cual basta demostrar que (-,-)x  xo esta bien definido, veamoslo:

Sean 7,y € X/X° donde z,y € X son representantes de T y ¥ respectivamente. Ahora,

sean T1,Ty € Ty Y1, Y2 € ¥. Entonces 1 — z9,y1 — y2 € XY, se sigue que:

(T1,71)x x0 — (T2, U2) x o x0 = (T1, Y1) — (T2, 92) = (v1 — T2, 41) + (72,91 — o) = 0.

Concluimos asi, que el producto interno (-, ) x ,xo esta bien definido. W

3. Descomposiciéon fundamental.

DEFINICION 2.16. Un espacio con producto interno (X, (-,-)), se dice descomponible si
este puede ser representado como la suma directa ortogonal de un subespacio neutro S, uno

definido positivo X y uno definido negativo X ~:
(2.1) X=SeX"oX" .
Cualquier descomposicién de este tipo es llamada descomposicion fundamental de X.

PROPOSICION 2.17. Sea X un espacio con producto interno semidefinido. St S, X, X~

satisfacen la ecuacion (2.1) entonces S° coincide con la parte isotrépica de X .

Demostracion:

Se sabe que X = S @ X* @ X, por la Proposicién 2.12:
XO — SO D (XJr)O D (X*)O.

Como X y X~ son subespacios definidos, por consecuencia de la Proposicién 2.13 sus

partes isotrépicas son cero, de donde X% = S°. 1l

COROLARIO 2.18. Cualquier descomposicion de un espacio con producto interno

(X, (-,+)) no degenerado es de la forma:

X=XteX; XTcB"™" X cB .
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3.1. Operadores adjuntos en espacios con producto interno indefinido. .

Anélogamente, a la seccion de operadores adjuntos en espacios de Hilbert podemos definir
operadores adjuntos en espacios con producto interno indefinido. Para mostrar esta diferencia
denotaremos al adjunto de un operador 7" en un espacio con producto interno indefinido por
T#.

Un aplicacién de los operadores autoadjuntos es que, a partir de ellos se puede generar

un nuevo tipo de producto interno, este hecho sera expresado en el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.19. Sea (X, (-,)) un espacio con producto interno y sea T un operador
autoadjunto entonces (-, )7 : X x X — K definido por (z,y)r = (T'(z),y) es un producto

nterno.

Demostracion:

Veamos la linealidad, sean x,y,z € X y A € K:
Az +y,2)r = (T(Ax +y), 2) = AT(z) + T(y), 2).
= MI'(z),2) + (T'(y), 2) = Mz, 2)r + (y, 2)1-

Veamos ahora la propiedad del conjugado:

<:C7y>T = <T($),y> = <£E,T(y)> - (T(y),x} = <yax>T'
Hemos comprobado asi que (-, )7 es un producto interno.ll
4. Espacios de Krein.

DEFINICION 2.20. Si un espacio con producto interno (X, (-, -)) admite una descomposi-

cién fundamental de la forma:
(2.2) X=XToX;XtCcB™ X cB .

Donde (X, (-,-)) v (X7, —(:,+)) son espacios de Hilbert, entonces nosotros diremos que X

es un espacio de Krein.
DEFINICION 2.21.

Sea (X, (-,-)) un espacio de Krein con descomposicién fundamental como en (2.2). Sea

re€Xconr=a"+a2 ,donde s € XTyax~ e X".
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Definimos la simetria fundamental a la descomposicion anterior como el operador J :

X — X dado por:

Jx)=Jaxt+27) =2t — 2~

PROPOSICION 2.22. La simetria fundamental es un operador autoadjunto definido posi-

tivo.

Demostracién:
Veamos primero que el producto interno (-, -); es definido positivo.
Sean z,y € X con x #0. Como X es de Krein posee una descomposicién como en (2.2),

de manera que x =z + 2~ ey =y +y ,donde zT,yT € XT y 27y~ € X~. Por lo tanto
(x,x); = (Jo,x) = (xp +2_, 24 +x_),.
=(ry —x_, x4y +x_) = (r4,24) — (z_,2_).
Como x # 0 al menos un miembro de la suma anterior de terminos no negativos es

distinto de cero, asi, (x,z); > 0.

Ahora:
(J(@),y) = (" =27,y " +y ) =("y") — @,y ) =@ +a,y" —y7) = (z,J(y)) M

Gracias a esta tultima proposiciéon tenemos el siguiente resultado:
Colorario: Sea X un espacio de Krein como en (2.2). La norma inducida por la simetria

funadamental J es
-l =V {J-0,
y sera conocida como la J-norma.
Un resultado que se sigue de manera directa por la definicién de espacios de Krein y por

la proposicién anterior es el siguiente colorario, el cual conecta a los espacios de Krein con

los espacios de Hilbert.

COROLARIO 2.23. Sea (X, (-,-)) un espacio de Krein y sea J una simetria fundamental

entonces (X, (-,+) ) es un espacio de Hilbert.

Demostracion:

Sea (Z,)nen € X una sucesiéon de Cauchy con respecto a la J-norma .
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Por la ecuacién (2.2), existen sucesiones (z;}),>1 C X y(z;,)n>1 C X~ tales que
v, = +x, paratodo n€N.
Ademads, por la Propososicién (1.9) se tiene que para todo n > 1,
lzall < llznll v Mgl < llzall

por lo cual (z;7)nen ¥ (2], )nen son sucesiones de Cauchy.
Como la descomposicién fundamental esta conformada por subespacios completos, por
ser de Hilbert, las sucesiones de Cauchy anteriores convergen en el espacio, concluimos asi

que (Z,)nen converge en X,y en concecuencia (X, (-,-) ) es un espacio de Hilbert.l

TEOREMA 2.24. (Ver [8]) Sea X un espacio con producto interno no degenrado y des-

componibe. Sean

X=X'®X;; XfcB™ X cB,

X=XSoX,; XfcB™ X,cB,
dos descomposiciones fundamentales. Si (Xi,{-,-)) v (X;,—(-,-)) son espacios de Hilbert

entonces (X5, (-,-)) vy (X5, —(-,-)) son espacios de Hilbert, y las normas inducidas por las

simetrias fundamentales son equivalentes.

A partir de ahora cuando digamos que un operador es continuo, nos referimos a que
es continuo con respecto a la topologia inducida por el anterior producto interno. Ademas
la norma inducida por este producto interno sera llamada la norma unitaria asociada a la
simetria fundamental J.

Terminamos esta seccién definiendo tres tipos de operadores que seran utilizados en el

proximo capitulo.

DEFINICION 2.25. Sean (X1, (,.)1) v (Xs, (,.)2) espacios de Krein y sea T un operador
lineal y continuo de X; en X, decimos que:

(a) T es contracctivo si (T'(x),T'(z)); < (x,x)s para todo z € X.

(b) T es isométrico si (T'(x),T(y))1 = (z,y)2 para todo z,y € X o que T#T =1 (I es el
operador indentidad).

(c) T es unitario si es isométrico y sobreyectivo, o que T#T = TT# = I.
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PROPOSICION 2.26. Sea X un espacio con producto interno semidefinido y T € £ (X)

un operador contractivo. Entonces [(Tx, x)| < |{x,x)].

Demostracion:

Sea x € X, como el espacio es semidefinido, en virtud de la Proposicién 2.8 se tiene:

(T, 2)| < (T, Tz)|?|(z,2)|7 < [(x,2)|7|(z,2)|7 = |(z,z)|W.



Capitulo 3

J¢-Nucleos de Toeplitz y dilatacién de Naimark.

1. El espacio de Krein K.

A partir de ahora cualquier producto interno asociado a un espacio de Krein serd denotado
de la siguiente forma |-, ].

En lo que sigue A representara un operador autoadjunto y de contraccién. Antes de
iniciar la construccion de K4 enunciaremos un lema el cual no demostraremos debido a que

se usan nociones de teoria espectral de operadores.

LEMA 3.1. (Ver [2]) Sea K un espacio de Hilbert y A € L(K) una contraccion auto-
adjunta, entonces existen dos contracciones autoadjuntas Ay y A_ en L(K) tales que: Ay y

A_ son no negativas y A=A, — A_ .

Esta descomposicién del operador A es conocida como descomposicién de Jordan.

Ahora haremos la construccién de un espacio de Krein que tedra una gran importancia
en el ultimo resultado de este trabajo, para ver su construccion en detalle recomendamos ver
2].

Sean K un espacio de Kreiny A € Z(K) un operador autoadjunto. Sea [-, -] 4 el producto

interno asociado a A es decir:
[x7y]A = [A(.T), y]7 xr,y € K.

donde [-, -] denota el producto interno del espacio de Krein K.

Proposicion: El Ker(A) es un subespacio de la parte isotrépica del espacio con producto
interno (K, [-,]a).

Demostracion:

Sea x € Ker(A), entones para todo y € K se tiene que:
[x’y]A = [A(‘T)’y] = [an] =0,
por lo tanto x € K'. 1l

20
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Sea J la simetria fundamental del espacio de Krein K, y sea K = .J(KerA)*. Considere-
mos la descomposicién de Jordan del operador autoadjunto JA con respecto al espacio de

Hilbert (K, [-,+],):

JA = (JA), & (JA)_.

y denotemos por K = (JA), K y K_ = (JA)_K, asi tenemos la descomposicién:
(3.1) K=K, ®K._.

Notemos que los espacios (K, [-,-]4) v (K_, —[,-]4) son semidefinidos positivos.
Se denotara por K ; y K la completacién a espacios de Hilbert, de los espacios cocientes
de K Y K_ con la parte isotrépica de los mismos (Estamos haciendo uso de la Proposicién

2.15) definimos:
(3.2) Ka :KX@KX.

DEFINICION 3.2. Sean K un espacio de Krein y A € Z(K) una contraccion autoadjunta.
Definimos el operador |A| = A, — A_. Donde A, y A_ son los operadores proporcionados

por la descomposicién de Jordan.

Ahora es natural preguntarse como es la norma de este espacio K4, esta pregunta sera

respondida en el siguiente resultado. Por notacién se usara:
[Az, z] = [A%x,A%x].

PROPOSICION 3.3. Sea || - || la norma unitaria asociada a la simetria fundamental J.
Entonces la norma unitaria asociada al espacio de Krein K4 correspondiente a la descom-

posicion fundamental (3.2) es la extension continua de la norma:
x— |||JA|2z]| z € K.

Demostracion:
Sea z un vector de K, recordando la ecuacién (3.1) tenemos que x = z, + x_ donde

1, € K, CK}{yxz_ e K_C Kj. Entonces:
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[y, xi]a = [wo, o ]a = [Avy ay] — [Av_ x| = [(JA)yzy, 24 ]y + [(JA) -2 2]
= [((JA)s + (JA) ) (ay + 1), (xy +a)]y = [|TA| (s +22), 24 + 2]
= [[JA]2z, |JA|2), = ||| JA] 22

Esto muestra que la norma unitaria correspondiente a la descomposicién (3.2) cuando

restringe sobre K coincide con la norma |||JA|2z||2. El resto de la prueba se concluye de la

densidad de K sobre K 4.0

TEOREMA 3.4. (Ver [2]) Sean 74 y #5 espacios de Krein y sea A € L(H4), A= A¥#,
B e 2(), B=B* T € LA ), yTy € L (A, H) tal que:

Th(x),ylp = [z, T2(y)]a, v € A,y € 5.

O equivalentemente T2#A = BTi. Entonces existen unicos operadores Ty € Z(Ka,Kp) y
T, € ZL(Kp,Ka) tal que:

[Tl(‘x)?y}B = [%‘,Tz(y)]A,I € ICA,y S ’CB.

Observacion: los operadores 17 y 15 son extensiones de los operadores 17 y T, y conservan

sus caracteristicas basicas.

2. H-Nucleos.

DEFINICION 3.5. Sean A un conjunto de indices y H = {7}, una familia de espacios
de Krein con producto interno indefinido, denotado por [, -] . Una funcién H definida sobre
AxA tal que H(i,j) € L(;, 7€) para todo i,j € A es llamada un H- Nicleo.

El H-Nucleo H es llamado hermitiano si:
H(i,j) = H(j,4)* paratodo i,j € A.
DEFINICION 3.6. Sean
F(H) = {f = (F())ien : £(i) € 4 para todo i € A}

y

Fo(H) = {f € Z(H) : soporte(f) es finito},
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donde
soporte(f) = {i € A: f(i) # 0}.

Observacién: Si H es un H-Nticleo hermitiano, entonces podemos definir sobre .%y(H) un

producto interno indefinido [+, -], como muestra el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.7. Sea H un H-Nicleo hermitiano, entonces la funcién definida sobre
Fo(H) dada por:
1,jEA

Es un producto interno.

Demostracion:
Sean f,g € F(H), por lo tanto la suma de la ecuacion (3.3) es finita, asi, la linealidad
de la primera entrada se sigue de la linealidad de los productos internos que conforman la

suma. Ahora:

[fogln =D [H(5)FG),9@)]s = Y To(0), H(, 5) ()]s

= UHG 00, ) = 32 1HG- 0900, £ = 0 Tl

En consecuencia [f, g|g es un producto interno. l

DEFINICION 3.8. Decimos que un H-Niicleo hermitiano es semi-definido positivo (equi-

valentemente a decir que el producto interno es semi-definido positivo) si:

> K (i, )h()), h(i)] 4 > 0, paratodo h € Fo(H).
ijeA
Denotaremos al conjunto de todos los H-Nicleo por §(H), los H-Nicleo hermitianos por

§"(H) y a la sub-clase de los H-Nicleo hermitianos semidefinidos positivos por F*(H).

Observacién: Podemos definir sobre §"(H) un orden parcial de la siguente forma:

Sean H,G € §"(H) decimos que H < G si [f, flg < |f, fle para todo f € Zy(H).

PROPOSICION 3.9. Sea H € F"(H), si [f, glg = 0 para todo f,g € Fo(H) entonces H = 0.
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Demostracion:

Por definicién [f, glg = ZivjeA[H(iJ)f(J‘)ag(i)]%’é-

Sean 1g, jo € A, recordemos que H(ig, jo) € L(.5,, ;). Denotemos a H(ig, jo) como el
operador T'.

Ahora sea w € %, y z € J;,. Consideremos los siguientes elementos de .Z%,(H):

0 Sl’l#lo
2 sid=ig

, 0 sii o
f(@) o
w s = jo.

Ahora bien:

= [H(io, jo) f (jo). 9(io)].z;,
= [T(w), 2], -

Esto ocurre si y solo si T' = 0 pues w, z son elementos cualesquiera, y como g, jo son

arbitrarios, concluimos que H=0. &

Ahora enunciaremos algunos resultados en los cuales se estara trabajando con el orden

parcial definido anteriormente sobre los H-Nucleo hermitianos.

TEOREMA 3.10. Sea H € F"(H). Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Eziste L € §1(H) tal que —L < H < L.
(ii) Eziste L € §T(H) tal que:

\Lfs 9lul < [, f]%[g,g]%, para todo f,g € Fo(H).

Demostracion:

(i) = (i1) Sea L € §"(H) tal que —L < H < L lo cual por definicién es |[f, flua| < [f, flL
para todo f € %y (H).
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Sean f,g € Zy(H) y usando que H es hermitiano:

Asi por la desigualdad triangular y (1):

DN | —

[f+g,f+g]L+%[f—g,f—g]L.

Sea A € C escogiendo que |A| =1y Re[f, A\gly = [f, \g|n. Entonces:
(3.4)

1 Agbul < 1 fle + 519911

Se distinguen dos posibles casos. Primero, asumamos que [f, f], =06
lg, 9], = 0. Supongamos sin perdida de generalidad que [f, f];, = 0. Consideremos la ecuacién

(3.4) reemplazando g por tg con t > 0. Tenemos :

ILfs glu| < %[g,g]L.

Por la ultima ecuacién, si ¢ — 0 tenemos que [f, g|g = 0 y concluimos la desigualdad.

Segundo caso, supongamos que tanto [f, f]; como [g, g]z, son no triviales. Si reemplazamos
1 1 1 1
€n (3-4) f por [fa f]zf Y g por [979]29 obtenemos que Hfug]H’ < [fv f]i[g g]i
(i1) = (7) Esta implicacién es directa si tomamos f =g¢. B

PROPOSICION 3.11. Sea H € §"(H) y L € F+(H) tal que

U, glal < Uf. f12lg. 913 con £, g € Fo(H).

Entonces la parte isotrépica con respecto al producto interno |-, -]p esta contenida en la parte
isotropica con respecto al producto interno |-,y

Demostracion:

Como L es semidefinido por la Proposicién 2.13 su parte isotrépica coincide con sus

vectores neutros, asi, sea f un elemento de la parte isotrépica de L y usando la desigualdad
para g arbitrario tenemos:

1F.glul < If, F13l9. 912 = Olg, g3 = 0.

Siy solo si [f, g]g = 0, en conclusion f partenece a la parte isotrépica de H.l
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2.1. Espacios de Hilbert a partir de H-Nucleo hermitianos semidefinidos posi-
tivos. En esta seccién veremos como a partir de un H-Nucleo semidefindo positivo podemos
obtener un espacio de Hilbert, para lo cual usaremos un espacio cociente que se origina a
partir del soporte.

Sea L € §(H), construyamos el siguiente espacio de Hilbert.

Como L es semidefinido pueden existir vectores neutros no nulos, es decir, [f, f], = 0
para algun f € Z,(H) distinto de cero, para evitar este problema, consideremos el siguiente

conjunto.
Ny ={f € ZMH) : [f, flL = 0}.

usando la Proposicién 2.15 definimos ahora el espacio cociente Zo(H), Np. Si usamos la
extension del producto interno [+, -] obtendremos que (Fy(H), N7, [-,-|r) es un espacio con
producto interno definido positivo.

Para terminar nuestra contruccién consideraremos el espacio de Hilbert (% (H),/N7)

con la extensién del producto interno [-, -];. Este espacio de Hilbert serd denotado por Kp.

PROPOSICION 3.12. Sea H € §"(H) y L € §+(H) tal que :

1

U, glul <[, 19, 9]} con f,g € Fo(H).

Entonces [-,-]g es un producto interno sobre Kr,.

Demostracion:

Basta demostrar que [, -]y esta bien definido sobre K, pues las propiedades de producto
interno son heredadas.

Sean x1,ro representantes de una misma clase x y y;,y> representantes de una misma

clase y:

H‘Tlayl]H - [x2ay2]H| = |[$1 - $2,y1]H + [wz,yl - ?/2]H\-

< HI1 - Iz,yl]H| + |[a:2,y1 - yz]H|‘

Usando la hipotesis:

1 1 1 1
1, e — (w2, v2lm| < o — 20, 21 — 22| 2 [y, vl + [y — y2, v — w2]o ]2 |[z2, 2] 2.

= 0|ly1, 1]1|% + O|[ws, 2] 1|2 = 0.
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Asi [z1,y1]g = |2, 9]y por lo que el producto interno [-,-|x esta bien definido sobre
K.n

1 1
Como hemos visto, la desigualdad |[f, g]u| < [f, f]}lg, 9]} nos proporciona propiedades
importantes, ahora relacionaremos los productos internos [-, ‘|z y [, -] mediante el teorema
de Representacion de Riesz.

PROPOSICION 3.13. Sea H € §"(H) y L € §+(H) tal que :

|[fag]H’ < [f7 f]%[gmg][%, con fag € c950(]141)

Entonces existe un operador A : K — Kp, tal que A = A*, A es de contraccion y cumple

que [A(f), 9l = [f, 9lu-

Demostracion:

Sea T, : K, — C definido por T,(f) = [f, g]u, Por el Teorema de representacion de

Riesz existe hy € KCf, tal que T,(f) = [f, hyl1 asi definimos el operador B como B(g) = hy y
nuestro operador A como A = B*.

Veamos que A = A* :

[A(f), gl = [B*(f), 9lo = [f. B(9)]c = [, glu-
[fs Alg)le = [Al9), flc = l9, fla = [f. 9]n-

Asi A = A"

Veamos ahora que A es de contraccion:
A, AN = [F ANk < (F, A1) 2 (AW, AL
LA, AN < (F o).
(A, AN < (U fle).

=

Nl

Por lo que A es una contraccion. Hemos construido el operador A requerido. H

2.2. Espacio de Krein Kx. Para terminar este seccién daremos un esboso de un es-

pacio de Krein originado a partir de un operador autoadjunto y contractivo A, usaramos la
secciéon 1 de este capitulo para dicha construccion.

El espacio de Krein de partida sera el espacio de Hilbert K por lo cual su simetria

fundamental es ell operador identidad. Se observa que el operador autoadjunto

JA=1A=A,
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por lo cual el producto interno asociado al ejemplo es [-,-]4 = [A-,]. Este espacio de Krein
sera denotado por Kgk.

Ademas la norma unitaria asociada a este espacio serd ||| A |2 - ||, recordemos que
A=A, — A donde A, y A_ son los operadores correspondientes a la descomposicién de
Jordan . A manera de abservacién notamos que como A es un operador contractivo tambien

lo son los operadores Ay y A_. ( Ver [2])

3. J-Ncleos de Toeplitz y dilatacion de Naimark.

En esta seccién consideraremos la familia 52 = {5, },cz, donde cada 7, es igual y

posee el mismo producto interno que el del espacio de Krein 7.

DEFINICION 3.14. Un s#-Nicleo H € §(H) es llamado un #-Nucleo de Toeplitz si
existe un operador T': Z — £ () tal que H(i,j) =T (i — j) para todo 7,5 € Z.

Denotaremos por £(.7) la sub-clase de todos los 7#-Nicleo de Toeplitz, en esta seccién
estamos interesados principalmente en los ##-Nicleo de Toeplitz hermitianos £'(7) y la
sub-clase de los ##-Ncleo de Toeplitz hermitianos semidefinidos positivos £ (.77).

Consideraremos el espacio vectorial complejo .%,(.#°) de todas las funciones h : Z —
con soporte finito (h(n) # 0 para una cantidad finita de enteros n).

Ademés de finimos los operadores S;,S_ € Z(Fy(s)) definidos por:
(S+h)(n) = h(n —1).
(S_h)(n) = h(n +1).

Estos operadores son conocidos como los operadores shift.

Ahora nos dedicaremos a caracterizar los .7Z7-Nucleo de Toeplitz mediantes los operadores

shift.

PROPOSICION 3.15. Sea H € §(5). Entonces H es un 5 -Nicleo de Toeplitz si y solo
si Hin + 1,k) = H(n,k — 1) para todo n,k € Z.

Demostracion:

Supongamos que H es un 7#-Nicleo de Toeplitz, por lo tanto existe un operador :

T:7— L),
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tal que :
T(i—j) =H(,j).
Ast:
Hn+1,k)=T(n+1—k)=T(n—(k—1)) =H(n,k—1).
Reciprocamente supongamos ahora que H(n + 1, k) = H(n, k — 1) para todo n, k € Z.
Sea T : 7 — £ (), dado por T'(i) = H(i,0) para todo i € Z.
Veamos que T'(i — j) = H(4, j) para todo i,j € Z.

Caso 1: j >0:
T(i—j)=H(i—-70=H(G@—-7+1,1)=H(G—j+2,2)=..=H(yj).
Caso 2: j <0 :
T(i—j)=H(i—-70=H(Gi—j—1,-1)=H(Gi—j—2,—-2)=..=H(,j).

Caso 3: 7 = 0 Se cumple de manera trivial. H

TEOREMA 3.16. Sea H € (). Entonces H es un #-Nicleo de Toepletz si y solo si
[S+h, glu = [h,S_glu con h,g € Fo().

Demostracion:

Veamos primero las siguientes ecuaciones:

[S+h gl = D [H(E/)S4h(5), 9(0)]lr = Y [HGE HR( = 1), 9(0)]r-

i,j€Z i,jEZ

[ha S*g]H = Z [H(Zvj)h<.7)7 S*g(i)]ff = Z [H(Zaj)h(J)v g(i + 1)]-7“’f-

Reescribiendo las ecuaciones anteriores mediante un cambio de variable tenemos:

(3.5) [Sehoglu =Y [H(n, &+ Dh(k), g(n)]r
(3.6) [hS_gln =Y [H(n— 1L k)h(k), g(n)).r.
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Si suponemos que H es un .7#-Nucleo de Toepletz, por la Proposiciéon 3.15
H(n,k+1)=H(n—1,k),

por lo tanto las ecuaciones (3.5) y (3.6) son igualales, cumpliendo el resultado.
Si suponemos que [Sih, glg = [h,S_g]u con h,g € Fy(H), en virtud de las ecuaciones
(3.5) y (3.6) tenemos:

3" [(H(n &k + 1) — H(n — 1, k))h(k), g(n)]e = 0.

n,k€Z

Por la Proposicion 3.7 se tiene que
H(n,k+1)—H(n —1,k) = 0.
Asi
H(n,k+1)=H(n —1,k)

y usando nuevamente la Proposicion 3.15 sigue que H es un #-Ntcleo de Toeplitz.l

TEOREMA 3.17. Sea H € F(5#). Entonces H es un S -Niicleo de Toeplitz si y solo si

los opereadores shift son isométricos con respecto al producto interno [+, ]y.

Demostracion:
Veamos solo que S, es isométrico, para S_ el razonamiento sera anélogo.

Estudiemos la ecuacion:

[Sih, Skl = SIS h(), Sh(i)]r = S [H.j)h( — 1), Al —1)]r.

i,jET i,jEZ

Reescribiendo la ecuacion anterior mediante un cambio de variable se tiene:

(3.7) [Sih, S+hln = Y [H(n+ 1,k + 1)h(k), g(n)]»

n,k€Z

Si suponemos que H es un #-Ntcleo de Toeplitz, por la Proposiciéon 3.15
H(n+1,k+ 1) =H(n, k),

por lo tanto la ecuacién (3.7) es igual a [h, h|y, cumpliendo el resultado.
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Reciprocamente si suponemos que [Sih,Sihlg = [h,hlu con h € %y (), de forma

parecida al teorema anterior obtenemos:

(3.8) > [(H(n+ 1L k+1) — H(n, k)h(k), h(n)] ¢ = 0.
n,kEZ

Por la proposicion 3.9,

Hn+1,k+1)—H(n,k)=0
asi

H(n+1,k+ 1) =H(n, k),

y usando nuevamente la Proposicién 3.15 H es un .77-Ntcleo de Toepletz.l
Antes de definir lo que es una dilatacién de Naimark, definiremos lo que es una Dilatacion

unitaria, que se podria ver como un caso mas particular de la que pronto definiremos.

DEFINICION 3.18. Sea £ us espacio de Krein y T' € £ (.#"). Una dilatacién unitaria de
T es un par (U; ), donde S es un espacio de Krein que es extensién de &, U € L(H)

es un operador unitario, tal que:

PrUp =T" n>1.

PEU#| 4y =T#" n>0.
Ademas decimos que la dilatacién es minimal si:

H =\ U"x.
nez
El simbolo \/ representa el espacio generado por los subconjuntos U".# con n € Z

Ahora definiremos lo que es una dilatacién de Naimark.

DEFINICION 3.19. Una dilatacién de Naimark del .##-Nucleo de Toeplitz H es por defi-
nicién una tripleta (U,Q;%") que satisface las siguientes condiciones:

a) J es espacio de Krein, U € .Z(#) es un operador unitario y Q € .Z(, 7).

b) # =\, UNQIA.

c) H(i,j) = Q*U7Q con i,j € Z.
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Observacién: Sea H un #-Nucleo hermitiano de Toeplitz, si H(0,0) = I entonces la
dilatacién de Naimark de # puede verse como una dupla (U;. %) que satisface:

a)” A us espacio de Krein y una extensién de ¢, U € £ (%) es un operador unitario.

b) X =\, UM .

c) H(i,j) = PLU |4 coni,j€Z.

Las condiciones a)’ y b)’ son simples copias de las originales. Como Q#(@Q = I tenemos
que @ es un operador isométrico acotado que esta definido de ¢ en %, como estamos

suponiendo que £ es una extension de . basta tomar Q¢ = 7.

EJEMPLO 3.20. Sea % us espacio de Krein y T' € £ (). Supongamos que T posee una
dilatacién unitaria minimal (U; 5€).
Consideremos ahora el J#-Nucleo hermitiano de Toeplitz H definido por:
T sid> g
H(i,j)=< I sij =1.
TH#i~i §ij > .
Entonces (U; .7) es una dilatacién de Naimark sobre H.

Ahora nosotros estamos interesados en describir los .#-nticleo hermitianos de Toeplitz
cuando admiten una dilatacion de Naimark. Primero necesitamos introducir una nueva clase

de s7-Nucleos semidefinidos positivos:

DEFINICION 3.21. Sea el ##-Nucleo L € F+ (7). Decimos que es del tipo Shift acotado +
1
si el operador Shift S es acotado con respecto a la seminorma h — [h, h]7 con h € Fy(I).

Es decir:
(39) [S+h, S+h]L < C[h, h]L h € yg(%)
Para alguna constante C' > 0, este conjunto de #-niicleos es denotado por FL ().

DEFINICION 3.22. Sea el ##-Niicleo L € (). Decimos que es del tipo Shift acotado -
1
si el operador Shift S_ es acotado con respecto a la semi-norma h — [h, h|? con h € Fo(I).

Es decir:
(3.10) [S_h,S_hlp, < Clh,h|p, h € Fo(H).

Para alguna constante C' > 0, este conjunto de ##-Niicleos es denotado por F* (7).
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DEFINICION 3.23. Sea el conjunto de 5#-Nucleos §§ () = F1(H#) NFL(H).
Si L € §¢ () decimos que es un operador del tipo Shift acotado.

Observacién: Por la Teorema 3.15 se deduce que £ () C Fd (). Esto hace que los
J¢-ntucleos del tipo Shift acotado sea suficientemente rica como clase. El hecho de que estas
clases no coincidan sera mostrado en el siguiente ejemplo.

Ejemplo: Sean $; y £, espacios de Hilbert, Q) : $; — $o un operador acotado y T :
o — H9 un operador invertible. consideremos el $;-Nicleo L definido por:

L(i,j) = Q*TTIQ. Provaremos que L € F§ (91).

Fijemos f en el soporte de $; y denotemos x = > _,T"Qf(n) € $, notemos que

[f, flz = ||=||>. Entonces:

(S f, i fl = (T D), ) < ||T|Pl|l|* = [ITIPS, fle-
Esto implica que el operador es shift S, acotado. Ademas:
[S_f. S-fle = (T*T) " w,x) < |THP |l * = [IT7HPLS, e
Asi es S_ acotado tambien.

PROPOSICION 3.24. Sea L € F(). Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) L € 5 ().

(ii) Existe C > 0 tal que &[f, fln < [S1f, S+ fl < CIf, flo, | € Fo(H).

(iii) Eziste C > 0 tal que %[f, flo < [S-f,S_flo < C[f, flo, f € Fo(I).

Demostracion:

(1)=(ii) Sea L € Fg () por lo tento existe C' > 0 que cumple simultdneamente las
ecuaciones (3.9) y (3.10). Podemos suponer que C' > 0 (en caso contrario la desigualdad se
cumple de forma directa). Por lo cual se cumple de forma directa que [S f, S; f]r < Clf, flL,

veamos la desigualda restante:

1 1 1
E[f’ flL = E[S—SHC, S=S+flL < E(C[SJrf? S+ flL) =[S+, S+ fle.
(i1)=(4i7) Veamos la desigualdad de la izquierda:

1 1

[S+S_f,S+S_f]L < ol

[fa f]L = (C[S—fa S—f]L) - [S—f7 S—f]L-

Ql =
Ql
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Veamos la desigualdad de la derecha:

Clfs flo = CIS+S_f, S+S_flr > [S_f, S-flz.
(44i)=-(i) Por un lado es directo que L € F* (), veamos que L € F1(H):

Clfs flo =ClS=8:f,S=S flL =[S+ f, 54 f]. M

Para finalizar este trabajo daremos una caracterizacién de los -Ntcleos hermitianos

de Toeplitz cuando admiten una dilatacién de Naimark.

TEOREMA 3.25. Sea H € £"(#). Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Eziste L € §¢ () tal que —L < H < L.
(i7) H tiene un dilatacion Naimark (U, Q, ).

Demostracion:

(i) = (1) Como L € §§ () por la seccién 2.1 de este capitulo L induce un espacio de
Hilbert IC;. Por el Teorema 3.10 y la Proposicién 3.11 existe un operador A : #;, — 7,
autoadjunto, de contracciéon y que cumple que [Af, g]r = [f, g]g. Por la seccién 2.2 de este
capitulo obtenemos el espacio de Krein Ky, para no confundir la notacion en ves de Ky
usaremos K.

Usemos ahora el Teorema 3.4, identificando a los espacio de Krein:

J0 = 6 = 7, los operadores autoadjuntos seran iguales al operador autoadjunto A y
T, = S,, T = S_. Para usar el teorema debemos ver que [S; f,gla = [f, S_g]a para todo
f,gen ;. Como H € £"(H), por el Teorema (3.16) tenemos:

[S+f7 g]H = [f? S—g]H
[AS-i-fv Q]L = [Af, S—Q]L-

(S f,9la=[f,5-gla.

Por lo tanto por el Teorema 3.4 S induce un operador U en el espacio de krein Ky (es decir
U posee el mismo comportamiento de Sy ). Por el Teorema 3.17 U es isométrico, y como S
es inyectivo en el soporte concluimos que U posee rango denso, por lo cual U es un operador
unitario en el espacio de Krein K. A modo de observacién S_ induce el operador U# = U~}

sobre K.
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Ahora construiremos el operador () de la siguiente forma: Para cualquier ¢ € Z y qualquier

vector h € S cosideramos w € % () como:

h sij=0.
0 sij#0.

w(j) =

Esta identificacién de elementos de 777 como elementos del soporte es una inmersién
natural (tambien es usada la terminologia de embedding). Con esta inmersion definimos el

operador @) : 7€ — Ky de la siguiente manera:

Qw) =h+ Ny € Fo(H)\ N C Kpg.

Provaremos ahora que @ es un operador acotado fijando ¢ € Z y las normas en || . ||z v

(/o

1 QUM I, =l b+ A [, =l A% (h 4+ A2 (2, + | AR (h+ A7) |2,
=[A (h+ A7), h+ M, +[A(h+ A1), b+ Nk, -
<[4 A, b4 A, + [+ A h+ Ak, -
=2[h + A, h+ Nk, = 2[w, w], = 2[L(0,0)h, k] .
< 2| L(0,0)h [l A [l -

< 2] L(0,0) Il 7 11% -

Asi hemos demostrado que el operador ) es acotado. Probemos ahora que (U, Q, Ky ) es
una dilatacién de Naimark de H.

La propiedad (a) se cumple por la forma en que construimos los operadores U y Q.

Veamos la propiedad (b), primero notemos que el espacio generado por
{U(Q(H)) }nez es Fo(H)/ N Asi para probar la propiedad (b) es necesario y suficiente
ver que la variedad lineal .%,(7)/ A4 es densa en Ky con respecto a la topologia debil
generada por el J#-nucleo H.

En efecto, cualquier vector en K, puede ser aproximado por vectores en %y (#) /A7, con

respecto a la topologia debil generada por L y cualquier vetor en Ky puede ser aproximado
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por vectores en Kp/ Ay. Ademas como A7, C Ay tenemos:
Fo(HO) | N = (Fo(H) | N) [ N

Ademas por la desigualdad de la hipdtesis y la identidad de poralarizacion tenemos que la
topologia debil generada por L es mas fuerte que la topologia debil generada por H, asi
concluimos que la variedad lineal %y(")/ A es densa en Ky con respecto a la topologia
debil generada por el .7#-nucleo H.

Para ver la propiedad (c) de la dilatacién volvemos a considerar la identificacién de

cualquier vector h con el elemento del soporte definido por:

Asi, para cualquier i, j € Z tenemos:

[QFUIQh, h]» = [U'Qh,U'Qh)y = [U'(h + Ng), U’ (h 4+ Nu)a.

= [Siw, SLwly = > [H(n,k)S w(k), Swn)] .

n,kEZ

Z [H (n, k)Syw(k — 1), Ssw(n — j)le = [H(i,j)h, hle.

n,k€Z

Por lo cual queda verificado la prpiedad (c).
(2)=-(1) Ahora supongamos que H posee una dilatacién (U, Q; H). Sea L(i, 7) = JQ* U U'Q
Donde J; es la simetria fundamental de H. Probaremos que L es positivo y shif acotado. Sea

f € Fo(H) ahora, estudiemos el siguiente producto interno:

[f, e =D [hQUIUQS(), f()] = Y [QUIUQLG), F(7)]-

1,JEL 1,JEL
= Y [UQf(E). T7Qf ()]s = U7 Q)]s > 0.
1,JEL

Veamos que L es shif S, acotado:
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(S f,Sufl =D _[JQUYU'QS, f(i), S+ f(j)]-

— Z [U'QS4 f(i), U7 QS+ f(4)]-
= [U'Qf(i —1),U7Qf(j — 1)]s.

1,jEZL

= 3 Q). U QS (),

m,ne”

= 3 UQSm), UUnQf ().

mne”

= 3 UQfm), UMQr ).

mne”

= 1U7Qf ()]s
= [f? f]L

Falta ver ahora que es shif S_ acotado, de forma analoga concluimos lo siguiente:

[S—fa S—f]L - [fa f]L

Hemos visto asi que nuestro H-Nucleo es shif acotado.
Veamos ahora que —L < H < L. veremos nada mas que H < L la otra desigualdad es
analoga.

Primero veamos el hecho de que J < I con respecto al producto interno [-, -] s, Sea z € 7"

Jfoflo=f+ = f= fe + -]

= [foi fols = [f=, f-]o
< [ folo+ 1= =10
=[fs+ - fo+ f-]o
=[f. fls-

Anélogamente se concluye que —I < J. Veamos ahora que H < L:



3. #-NUCLEOS DE TOEPLITZ Y DILATACION DE NAIMARK. 38

S HGHFG) F@)]r =D [QUIDQLG), f(D)]r = D [JQUTIQL(), £(i)].

e L€z i,jEZ
< 2 QUIQIG). 1)) = 3 _IQUETRIG). Sl
1,JEZ ==
= SCILG ) FG), (@)
NI

En conclusion L satisface las propiedades. Asi queda demostrada la equivalencia.ll
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