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RESUMEN

Se estudia una teoŕıa modificada del campo vectorial con el propósito de mode-

lar efectivamente la interacción de la radiación electromagnética y la materia,

desde un punto de vista macroscópico. Se estudia además una teoŕıa modifica-

da del campo escalar. Con esto, se intenta realizar una cuantización covariante

de la primera, con motivo de obtener resultados que permitan entender mejor

este tipo de teoŕıas modificadas.

Palabras clave: Cuantización covariante, Teoŕıa Cuántica de Campos, Electromag-

netismo, Materia.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El modelo cuántico que normalmente se usa para describir la interacción de la radiación

electromagnética con la materia es la electrodinámica cuántica, en donde se consideran

campos de materia y campos electromagnéticos que interactúan entre śı, lo que puede

interpretarse como la interacción de part́ıculas elementales. Si bien las predicciones de

este modelo son muy precisas, puede resultar complicado explicar ciertos fenómenos ma-

croscópicos con el mismo sin hacer simplificaciones adecuadas. Existen formas de modelar

este problema, desde un punto de vista fenomenológico [1] [2]. Estos métodos sin embar-

go no son expĺıcitamente covariantes. Uno puede preguntarse si existe un modelo de este

problema a partir del cual se pueda realizar una cuantización covariante, tal como se suele

hacer para los campos electromagnéticos en el vaćıo bajo el esquema de segunda cuanti-

zación. En este trabajo investigamos tal propuesta, en la que se modela la materia con un

tensor de cuatro ı́ndices en su densidad Lagrangiana, de acuerdo con [8]. El enfoque con

el cual se estudia tal modelo es matemático, ya que el propósito es entender el modelo en

śı, sin hacer consideraciones relacionadas con el electromagnetismo que no sean necesarias.

En el caṕıtulo 2 se estudia la teoŕıa del campo escalar para ilustrar el proceso de

cuantización covariante y obtener resultados que serán necesarios posteriormente. En el

caṕıtulo 3 se estudia el campo electromagnético en el vaćıo y su cuantización covariante,

empleando el método de fijación de calibre a nivel de la densidad Lagrangiana. Luego, en

el caṕıtulo 4 se estudian en general los sistemas singulares, de los cuales el electromag-

netismo es parte, bajo el esquema propuesto por Dirac [5]. En el caṕıtulo 5 se estudia

el modelo propuesto, que es una modificación a la teoŕıa del campo vectorial, haciendo

énfasis en su formulación Lagrangiana y estudiando en detalle el tensor que la modifica.

Gran parte de este desarrollo se toma de [8]. Todo esto constituye el marco teórico del

trabajo.
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En el caṕıtulo 6 se propone una teoŕıa del campo escalar modificada por un tensor

para entender más fácilmente ciertas caracteŕısticas y posibles patoloǵıas de este tipo de

teoŕıas. Luego aplicamos el método de Dirac para analizar el campo vectorial modificado,

obteniendo resultados prácticamente iguales al campo de Maxwell. Se intenta aplicar el

método de segunda cuantización [3] a este modelo, encontrando ciertas dificultades al

momento de fijar calibre. Finalmente, se propone un modelo más simple para medios

isotrópicos en el sistema de referencia del material, que śı puede ser cuantizado bajo este

esquema. Se obtienen part́ıculas que viajan a la velocidad promedio de los fotones en la

materia, v = c/
√
εµ, con ε y µ la permitividad y permeabilidad relativas del medio.



Caṕıtulo 2

El Campo Escalar

Nuestro propósito es estudiar una generalización de la teoŕıa de Maxwell, la cual es

una teoŕıa de campos vectoriales no masivos. En el caṕıtulo 3 veremos que es posible fijar

un calibre en la teoŕıa del electromagnetismo en el vaćıo de forma tal que ésta sea equi-

valente a una teoŕıa de cuatro campos escalares no masivos. Esto es también cierto para

el electromagnetismo en la materia, bajo un calibre particular. Por esta razón, es natural

realizar un estudio de la teoŕıa del campo escalar. En particular, estudiaremos la teoŕıa de

Klein-Gordon, que describe un campo escalar masivo, y su cuantización covariante. Los

resultados obtenidos aqúı pueden luego ser extendidos al campo vectorial.

Para introducir la ecuación y el campo de Klein-Gordon, consideremos la ecuación de

enerǵıa para una part́ıcula relativista con masa m

E2 = m2 + p2. (2.1)

El procedimiento de primera cuantización prescribe la promoción de las variables de

posición y momentum a operadores según

p→ −i∇, E → i∂/∂t. (2.2)

Si se impone la condición (2.1) como condición sobre una función de onda, obtenemos

la ecuación de Klein-Gordon para el campo escalar φ(x)

(� +m2)φ = 0, (2.3)

No nos preocuparemos por las peculiaridades de esta teoŕıa que la hacen inadecuada

como descripción de una part́ıcula. Este tipo de consideraciones pueden encontrarse en la
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literatura [3] [4]. Nos enfocaremos en su segunda cuantización, y la realización de ésta en

forma covariante.

2.1. Cuantización covariante

Partimos de la formulación Lagrangiana. La densidad Lagrangiana para el campo

escalar real φ de masa m, con el tensor métrico ηµν = diag(−1, 1, 1, 1), es

L = −1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
m2φ2. (2.4)

De ésta podemos obtener la ecuación (2.3) empleando el principio variacional. Calculemos

el tensor de enerǵıa-momentum canónico, dado por

Θµν = gµνL −
∂L

∂(∂µφ)
∂νφ. (2.5)

Obtenemos

Θµν = ∂µφ∂νφ−
1

2
gµν(∂αφ∂

αφ+m2φ2). (2.6)

La enerǵıa y el momentum vienen dados, en notación cuadridimensional, por

P ν = (E,P) =

∫
d3xΘ0ν(x), (2.7)

de modo que para esta teoŕıa,

E =

∫
d3x

1

2

(
φ̇2 + (∇φ)2 +m2φ2

)
(2.8)

y

P =

∫
d3xφ̇∇φ. (2.9)

Debemos ahora realizar la formulación Hamiltoniana. Para ello, calculemos el momen-

tum conjugado.

π =
∂L

∂(∂0φ)
= ∂0φ = φ̇. (2.10)

Realizamos la tranformación de Legendre H = πφ̇ − L y sustituimos la velocidad φ̇,

obteniendo

H =
1

2

(
φ̇2 + (∇φ)2 +m2φ2

)
. (2.11)
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Ahora realizamos la segunda cuantización. Para ello, promovemos el campo φ a un

operador Hermı́tico φ̂ = φ̂†. El Hamiltoniano viene entonces dado por

H =

∫
d3x

1

2

(
˙̂
φ2 + (∇φ̂)2 +m2φ̂2

)
. (2.12)

El operador de campo y su momentum conjugado π̂ =
˙̂
φ cumplen con las relaciones

de conmutación canónicas a tiempos iguales

[φ̂(x, t),
˙̂
φ(y, t)] = iδ(x− y),

[φ̂(x, t), φ̂(y, t)] = [
˙̂
φ(x, t),

˙̂
φ(y, t)] = 0.

(2.13)

Ahora emplearemos una base de Fourier (soluciones de la ecuación (2.3)) para expandir

el operador de campos, con el objetivo de obtener la representación de part́ıculas de la

teoŕıa. Conviene separar la expansión en términos de frecuencia positiva y frecuencia

negativa

φ̂ = φ̂+ + φ̂−, (2.14)

donde

φ̂+ =
∑
k

(
1

2V ωk

)1/2

â(k)eikµx
µ

, (2.15)

φ̂− =
∑
k

(
1

2V ωk

)1/2

â†(k)e−ikµx
µ

, (2.16)

Las constantes en la expansión se han escogido por conveniencia posterior, particu-

larmente para que ciertos resultados se puedan relacionar fácilmente con el problema del

oscilador armónico. Estas sumas se efectúan sobre todos los vectores de onda permiti-

dos por las condiciones de borde sobre (2.3). Sustituyendo en esa misma ecuación esta

expansión, podemos ver que

k0 = ωk = +(m2 + k2)1/2, (2.17)

de donde vemos que kµ es el 4-vector de onda de una part́ıcula de masa m, momentum

p = k y enerǵıa E = ωk.

Ahora bien, sabemos que los elementos de la base de Fourier cumplen con relaciones

de ortogonalidad y de completitud. Empleando éstas en conjunto con (2.13), podemos
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calcular las relaciones de conmutación entre los operadores â y â†. Obtenemos

[â(k), â†(k′)] = δkk′,

[â(k), â(k′)] = [â†(k), â†(k′)] = 0.
(2.18)

Éstas son precisamente las relaciones de conmutación para los operadores de creación

â† y aniquilación â de quanta para el oscilador armónico en mecánica cuántica. Todos

los resultados de esa teoŕıa pueden ser aplicados directamente en ésta. Se definen los

operadores

N(k) = â†(k)â(k), (2.19)

que tienen como autovalores los números de ocupación n(k) = 0, 1, 2... En términos de

los operadores de creación y aniquilación de part́ıculas, podemos escribir el operador

Hamiltoniano y el operador de momentum empleando (2.8) y (2.9).

H =
∑
k

ωk

(
â†â+

1

2

)
, (2.20)

,

P =
∑
k

k

(
â†â+

1

2

)
, (2.21)

lo que confirma la interpretación de N como el operador de número de part́ıculas con

vector de onda k. Continuando con la construcción del modelo, veamos que el estado de

menor enerǵıa, o estado base, es el estado de vaćıo |0〉, en el cual no hay ninguna part́ıcula

presente. Podemos caracterizarlo por

â(k) |0〉 = 0, para todo k, (2.22)

o, en términos de los operadores de campo, por

φ̂+(x) |0〉 = 0, para todo x. (2.23)

Ahora bien, si vemos detenidamente la forma del operador Hamiltoniano (2.20), nos

damos cuenta de que la suma diverge, debido al término ωk/2. Sin embargo, śı considera-

mos la contribución de este término como la enerǵıa del estado base, podemos comenzar

a medir a partir de ese valor y prescindir del mismo. En todo caso, hay una forma sis-

temática de prevenir la ocurrencia de estas cantidades divergentes. Definimos el producto

normal como el producto de operadores en el cual todos los operadores de aniquilación se
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encuentran a la derecha de todos los operadores de creación. Lo denotamos de la forma

N(...). Por ejemplo, tenemos que

N[â(k1)â(k2)â
†(k3)] = â†(k3)â(k1)â(k2). (2.24)

Al momento de trabajar con objetos que dependan linealmente de estos operadores,

como lo son los operadores de campo, se simplifican las manipulaciones si se dividen en

partes que dependan una de operadores de creación y otra de operadores de aniquilación.

Por esta razón, la separación (2.14) resulta particularmente conveniente. Notamos además

que el orden relativo entre los operadores de aniquilación o de creación es arbitrario, ya

que éstos conmutan entre śı. El ordenamiento normal, además, no cambia la f́ısica de este

sistema, ya que en el fondo corresponde a un ordenamiento de los factores antes cuantizar

la teoŕıa.

Podemos escribir el 4-momentum, definido con productos normales,

Pα = (H,P) =
∑
k

kαâ†(k)â(k). (2.25)

A partir del estado de vaćıo |0〉, construimos los estados con más part́ıculas v́ıa los

operadores de creación. Por ejemplo, los estados de una part́ıcula son superposiciones

lineales de

â†(k) |0〉 , para todo k; (2.26)

los estados de dos part́ıculas son superposiciones lineales de

â†(k)â†(k′) |0〉 , para todo k y k′ 6= k, (2.27)

y
1√
2

[â†(k)]2 |0〉 , para todo k, (2.28)

y aśı sucesivamente. Todos los estados pueden ser normalizados, multiplicándolos por los

términos apropiados, como es el caso de la ecuación (2.28) (en caso de que |0〉 a su vez

esté normalizado).

2.2. Relaciones de Conmutación Covariantes

Para completar la formulación covariante de la teoŕıa, debemos calcular las relaciones

de conmutación para tiempos arbitrarios. Para esto, calculemos el conmutador [φ̂(x), φ̂(y)]
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para dos puntos arbitrarios del espaciotiempo x y y, con separación tipo tiempo. Primero,

notemos que

[φ̂(x)+, φ̂(y)+] = [φ̂(x)−, φ̂(y)−] = 0, (2.29)

ya que φ̂+(φ̂−) contiene sólo operadores de aniquilación (creación). Aśı,

[φ̂(x), φ̂(y)] = [φ̂+(x) + φ̂−(x), φ̂+(y) + φ̂−(y)]

= [φ̂+(x), φ̂−(y)] + [φ̂−(x), φ̂+(y)].
(2.30)

Nos basta calcular el primer conmutador, [φ̂+(x), φ̂−(y)], ya que el segundo se rela-

ciona con éste por [φ̂−(x), φ̂+(y)] = −[φ̂+(x), φ̂−(y)]†. Sustituyamos entonces en éste las

expansiones (2.15) y (2.16),

[φ̂+(x), φ̂−(y)] =
1

2V

∑
kk′

1

(ωkωk′)1/2
[â(k), â†(k′)]eikµx

µ−ik′µyµ

=
1

2V

∑
k

1

ωk

eikµ(x
µ−yµ),

(2.31)

donde hemos empleado la relación de conmutación (2.18). Conviene ahora hacer el ĺımite

V →∞ , considerando que el volumen en donde estamos realizando la cuantización es lo

suficientemente grande. Esto consiste simplemente en realizar el cambio

1

V

∑
k

→ 1

(2π)3

∫
d3k. (2.32)

Tenemos entonces que, en la formulación continua,

[φ̂+(x), φ̂−(y)] =
1

2(2π)3

∫
d3k

ωk

eikµ(x
µ−yµ). (2.33)

Asignémosle ahora un śımbolo a este conmutador, definiendo

∆+(x) ≡ −i
2(2π)3

∫
d3k

ωk

eikµx
µ

, k0 = ωk. (2.34)

Con esto, escribimos la relación de conmutación (2.31) como

[φ̂+(x), φ̂−(y)] = i∆+(x− y). (2.35)
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El conmutador restante viene dado por

[φ̂−(x), φ̂+(y)] = −[φ̂+(x), φ̂−(y)]†

= − 1

2(2π)3

∫
d3k

ωk

eikµ(y
µ−xµ)

= −i∆+(y − x).

(2.36)

Si definimos ahora la función ∆−(x) ≡ −∆+(−x), podemos escribir

[φ̂−(x), φ̂+(y)] = i∆−(x− y). (2.37)

Ahora, para escribir la relación de conmutación (2.30), definimos

∆(x) ≡ ∆+(x) + ∆−(x) =
1

(2π)3

∫
d3k

ωk

sin(kµx
µ), (2.38)

siendo ésta una función impar y real. Finalmente, de las ecuaciones (2.30), (2.35), (2.37)

y la definición (2.38), obtenemos

[φ(x), φ(y)] = i∆(x− y). (2.39)

No es dif́ıcil ver que la función ∆, aśı como ∆+ y ∆−, satisface la ecuación de Klein-

Gordon

(�x +m2)∆(x) = 0. (2.40)

Resulta útil representar las funciones ∆ como integrales de contorno en el plano com-

plejo de la variable k0. En esta forma, las funciones ∆+(x) y ∆−(x) vienen dadas por

∆±(x) =
−1

(2π)4

∫
C±

d4keikµx
µ

k2 −m2
, (2.41)

con los contornos C+ y C−, para ∆+(x) y ∆−(x) respectivamente, mostrados en la figura

2.1. Se puede demostrar, empleando el método de los residuos con los polos k0 = ±ωk,

que estas definiciones se reducen a (2.34) y (2.37). La función ∆(x) es representada por

la misma integral, pero empleando el contorno C.

Podemos ver además que la función ∆(x− y) es impar

∆(x− y) = −∆(y − x). (2.42)
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Figura 2.1: Contornos para la representación integral de las funciones ∆±(x) y ∆(x)

Finalmente, tenemos la propiedad fundamental

∆(x− y) = 0 para (x− y)2 < 0. (2.43)

Esto es, la función ∆(x− y) se anula si el argumento es un 4-vector tipo espacio. Esto

tiene la consecuencia de que las mediciones realizadas en dos puntos del espacio-tiempo

que tienen una separación tipo espacio no se influyen entre śı. Es decir, las perturbaciones

no se pueden propagar con velocidad mayor a la de la luz. Esto se conoce como la condición

de microcausalidad.

2.3. El propagador escalar

Aśı como se pueden representar las funciones ∆ definidas anteriormente como integra-

les de contorno en el plano complejo de k0, pueden ser definidas otras funciones de este

tipo empleando contornos distintos. Discutiremos aqúı una de estas funciones, que es de

gran importancia para la teoŕıa cuántica de campos.

Notemos primero que la función ∆+ puede ser escrita como el valor de expectación de
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vaćıo del producto de dos operadores de campos. Consideremos el valor de expectación

〈0| φ̂(x)φ̂(y) |0〉 = 〈0| φ̂+(x)φ̂+(y) + φ̂+(x)φ̂−(y) + φ̂−(x)φ̂+(y) + φ̂−(x)φ̂−(y) |0〉

= 〈0| φ̂+(x)φ̂−(y)− φ̂−(x)φ̂+(y) |0〉

= 〈0| [φ̂+(x), φ̂−(y)] |0〉 ,

(2.44)

donde se ha empleado la definición (2.23) y su conjugado Hermı́tico. Tomando ahora el

valor de expectación de vaćıo en ambos lados de la ecuación (2.35), tenemos

i∆+(x− y) = 〈0| φ̂(x)φ̂(y) |0〉 . (2.45)

Definamos ahora el producto temporalmente ordenado como

T{φ̂(x)φ̂(y)} =

φ̂(x)φ̂(y), si x0 > y0

φ̂(y)φ̂(x), si y0 > x0
(2.46)

Esto es, los operadores evaluados en tiempos más tempranos actúan primero. Defini-

mos la función delta de Feynman ∆F

i∆F(x− y) ≡ 〈0|T{φ̂(x)φ̂(y)} |0〉 . (2.47)

Si empleamos las ecuaciones (2.45) y (2.37), podemos definir expĺıcitamente esta fun-

ción como

∆F(x) =

 ∆+(x), si x0 > 0

−∆−(x), si x0 < 0
(2.48)

Nos preguntamos ahora, ¿qué interpretación f́ısica tiene esta función? Consideremos el

caso x0 > y0, para el cual ∆F = 〈0| φ̂(x)φ̂(y) |0〉. Podemos pensar en esta expresión como

la representación de un proceso en el cual una part́ıcula es creada en y y luego viaja a x,

donde es aniquilada. Para el caso y0 > x0, tenemos que ∆F = 〈0| φ̂(y)φ̂(x) |0〉 y podemos

interpretar esta expresión de forma análoga. Estos procesos se ilustran en la figura 2.2. En

ésta, las ĺıneas entrecortadas representan la propagación de la part́ıcula en la dirección de

la flecha, desde y a x o vice versa. Por esta razón, nos referimos a ∆F como el propagador

de Feynman para part́ıculas de esṕın cero, o simplemente el propagador escalar.
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Figura 2.2: El propagador escalar

Si bien en esta teoŕıa no hay interacciones, podemos considerar un ejemplo f́ısico en

el cuál śı las hay, para ver cómo aparecen estos propagadores. Consideremos entonces la

interacción nucleón-nucléon. En este proceso, existen dos nucleones en el estado inicial

y el estado final. La interacción entre los nucleones corresponde a un intercambio de

mesones virtuales. Consideraremos el intercambio de un sólo mesón, que es el proceso más

simple de este tipo. Éste se ilustra en la figura 2.3. Las lineas continuas representan los

nucleones y las entrecortadas los mesones. Aqúı se ha dividido el proceso en los dos casos

x0 > y0 y x0 < y0. Sin embargo, al momento de realizar los cálculos en la teoŕıa, se deben

considerar ambos al mismo tiempo. Esto se representa esquemáticamente en la figura 2.4,

que se conoce como un diagrama de Feynman. No debe interpretarse literalmente como la

propagación de part́ıculas en el espaciotiempo, sino más bien como un gráfico del cual se

puede extraer cierta información f́ısica. Por ejemplo, notemos que la separación x− y en

este gráfico es tipo espacio, lo que no tiene sentido f́ısico ya que implicaŕıa que el mesón

viaja más rápido que la luz.

Figura 2.3: Contribución del intercambio de un mesón al scattering nucleón-nucleón.
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Figura 2.4: Diagrama de Feynman para la contribución del intercambio de un mesón al

scattering nucleón-nucleón.

Para desarrollos posteriores, requeriremos una representación del propagador escalar

en el espacio de momentum. Ésta está dada por la siguiente integral

∆F(x) =
1

(2π)4

∫
CF

d4keikµx
µ

k2 −m2
, (2.49)

donde el contorno CF se muestra en la figura 2.5.

Figura 2.5: Contorno CF para el propagador escalar ∆F
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Caṕıtulo 3

Teoŕıa Covariante del Campo de

Fotones

En este caṕıtulo hacemos un breve resumen de la formulación covariante de la teoŕıa

clásica de Maxwell libre, para luego realizar su cuantización con fin de obtener una teoŕıa

covariante del campo de fotones en ausencia de materia, siguiendo principalmente el desa-

rrollo en [3].

3.1. Teoŕıa Clásica de Maxwell Libre

Las ecuaciones de Maxwell en el espacio libre pueden ser expresadas de manera cova-

riante en términos del tensor antisimétrico de campo electromagnético

F µν =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 Bz −By

−Ey −Bz 0 Bx

−Ez By −Bx 0

 (3.1)

quedando aśı de la forma

∂νF
νµ = 0, (3.2)

∂λF µν + ∂µF νλ + ∂νF λµ = 0. (3.3)
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Expresamos el tensor F µν en términos del 4-vector potencial Aµ = (φ,A) de la forma

F µν = ∂µAν − ∂νAµ. (3.4)

En términos de los potenciales, las ecuaciones (3.2) toman la forma

�Aµ − ∂µ(∂νA
ν) = 0, (3.5)

mientras que las ecuaciones (3.3) se satisfacen idénticamente. Las ecuaciones (3.2) pueden

ser obtenidas, mediante el principio de acción estacionaria, de la densidad Lagrangiana

L = −1

4
FµνF

µν . (3.6)

Sin embargo, esta densidad Lagrangiana es singular, como veremos en el caṕıtulo 4.

Aqúı no emplearemos el método alĺı desarrollado, sino más bien fijaremos el calibre de

Lorenz ∂µA
µ = 0 en la densidad Lagrangiana, agregándole un término fijador de calibre

L = −1

4
FµνF

µν − 1

2
(∂αA

α)2. (3.7)

Si escribimos esto en términos de Aµ, tenemos que

L = −1

4
(∂µAν − ∂νAµ)(∂µAν − ∂νAµ)− 1

2
(∂αA

α)2

= −1

2
∂µAν∂µAν +

1

2
∂µAν∂νAµ −

1

2
∂νAν∂µAµ

= −1

2
∂µAν∂µAν ,

(3.8)

donde se ha integrado por partes dos veces el segundo término del lado derecho en la

segunda ĺınea, para cancelarlo con el tercero. Trabajaremos entonces con la densidad

Lagrangiana

L = −1

2
(∂νAµ)(∂νAµ). (3.9)

Podemos ver que el efecto de fijar el calibre de Lorenz reduce efectivamente la teoŕıa

a una de cuatro campos escalares no masivos (siendo aún las componentes de un campo

vectorial), sin interacciones mutuas. Calculando las ecuaciones de movimiento, vemos que
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cada componente satisface la ecuación de ondas

�Aµ = 0. (3.10)

Además, podemos ver que a nivel de las ecuaciones de movimiento, se distinguen éstas

y las más generales precisamente por el término ∂µ(∂νA
ν), que se anula bajo el calibre de

Lorenz. Los momenta conjugados de esta teoŕıa son

πµ =
∂L
∂Ȧµ

= Ȧµ. (3.11)

Promovemos los campos y momenta a operadores (Aµ, Ȧµ) → (Âµ,
˙̂
Aµ), y los expan-

dimos en una base de Fourier, de forma análoga al campo escalar

Âµ = Âµ+ + Âµ−, (3.12)

donde

Âµ+ =
∑
rk

(
1

2V ωk

)1/2

εµr (k)âr(k)eikνx
ν

, (3.13)

Âµ− =
∑
rk

(
1

2V ωk

)1/2

εµr (k)â†r(k)e−ikνx
ν

. (3.14)

Las sumas sobre k en estas ecuaciones son sobre los vectores de onda permitidos por

las condiciones de contorno. La suma sobre r, desde r = 0 hasta r = 3, corresponde

al hecho de que para el 4-vector Aµ existe, para cada k, cuatro estados de polarización

linealmente independientes. Éstos están descritos por los vectores de polarización εµr (k),

r = 0, ..., 3, que escogemos como reales, y que satisfacen las relaciones de ortonormalidad

y completitud (donde en r no hay suma impĺıcita)

εrµ(k)εµs (k) = ξrδrs, r, s = 0, ..., 3, (3.15)

∑
r

ξrε
µ
r (k)ενr(k) = gµν , (3.16)

donde

ξ0 = −1, ξ1 = ξ2 = ξ3 = 1. (3.17)
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Una escogencia espećıfica de los vectores de polarización en un marco de referencia

dado puede facilitar la interpretación. Escogeremos estos vectores como

εν0(k) = nµ ≡ (1, 0, 0, 0), (3.18)

ενr(k) = (0, εr(k)), r = 1, 2, 3, (3.19)

donde ε1(k) y ε2(k) son vectores unitarios mutuamente ortogonales, que también son

ortogonales a k, y

ε3(k) =
k

|k|
. (3.20)

εµ1 y εµ2 son llamados polarizaciones transversas, εµ3 polarización longitudinal y εµ0

polarización escalar (no por razones f́ısicas sino por convención).

3.2. Cuantización Covariante

Realizamos ahora la cuantización del campo electromagnético libre según la densidad

Lagrangiana (3.9), aplicando el formalismo canónico. Las relaciones de conmutación a

tiempos iguales para los campos y los momenta conjugados vienen dadas por

[Âµ(x, t),
˙̂
Aν(y, t)] = igµνδ(x− y), (3.21)

[Âµ(x, t), Âν(y, t)] = [
˙̂
Aµ(x, t),

˙̂
Aν(y, t)] = 0. (3.22)

Para obtener la interpretación de fotones de los campos cuantizados, sustituimos las

expansiones (3.13) y (3.14) en las relaciones de conmutación (3.21) y (3.22), obteniendo

[ar(k), a†s(k
′)] = ξrδrsδkk′ (3.23)

[ar(k), as(k
′)] = [a†r(k), a†s(k

′)] = 0 (3.24)

Interpretaremos estos resultados siguiendo el procedimiento de Gupta y Bleuler. En

esta teoŕıa, los operadores ar y a†r, r = 0, ..., 3, son interpretados como operadores de
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aniquilación y creación, respectivamente, para fotones transversos, longitudinales y esca-

lares. Recordemos que sólo los fotones transversales tienen significado f́ısico y los otros

dos tipos de fotones están presentes en la teoŕıa por ser esta de calibre. Esto quedará claro

más adelante. El estado de vaćıo |0〉 se define como el estado en el cual no hay presentes

fotones de ningún tipo, es decir

ar(k) |0〉 = 0, todo k, r = 0, ..., 3, (3.25)

ó, equivalentemente

Aµ+(x) |0〉 = 0, todo x, µ = 0, ..., 3. (3.26)

Los operadores a†r(k) que actúan sobre el estado de vaćıo |0〉 generan los estados de

un fotón

|1kr〉 = a†r(k) |0〉 (3.27)

en los cuales está presente un fotón transverso (r = 1, 2), longitudinal (r = 3) o escalar

(r = 0), con momentum k. Para justificar esta interpretación, consideremos el Hamilto-

niano de la teoŕıa, que en términos de los operadores âr y â†r se escribe

H =
∑
rk

ωkξrâ
†
r(k)âr(k). (3.28)

A pesar del signo negativo (ξ0 = −1) asociado a los fotones escalares, se puede ver que

esta enerǵıa es siempre positiva. Correspondientemente, definimos el operador de número

de part́ıculas como

Nr(k) = ξra
†
r(k)ar(k). (3.29)

Para hacer esta teoŕıa equivalente a la teoŕıa de Maxwell, debemos imponer la con-

dición de Lorenz ∂µA
µ = 0 como una identidad de operadores. Podemos establecer una

condición más débil (método de Gupta-Bleuler)

∂µA
µ+ |Ψ〉 = 0. (3.30)

Con esto, la condición de Lorenz se cumple expĺıcitamente al tomar el valor de expec-
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tación

〈Ψ| ∂µAµ |ψ〉 = 0. (3.31)

De esta manera se asegura que se cumplen las ecuaciones de Maxwell en el ĺımite

clásico de esta teoŕıa. Expresamos la condición (3.30) en el espacio de momentum

[a3(k)− a0(k)] |Ψ〉 = 0, todo k, (3.32)

que impone una restricción en las combinaciones lineales de fotones escalares y longitu-

dinales, para cada valor de k, presentes en un estado. Debido a esta condición, el valor

de expectación de todos los observables no depende del número de fotones escalares ni

longitudinales, como debe ser. En particular, el valor de expectación del Hamiltoniano

tiene la forma

〈Ψ|H |Ψ〉 = 〈Ψ|
∑
k

2∑
r=1

ωka
†
r(k)ar(k) |Ψ〉 . (3.33)

Las distintas combinaciones de fotones longitudinales y escalares permitidas se co-

rresponden con distintos calibres, equivalentes al calibre de Lorenz, de los cuales el más

sencillo corresponde a la ausencia de dichos fotones.

3.3. El Propagador de Fotones

Consideremos las relaciones de conmutación covariantes. Ya que esta teoŕıa es una

de cuatro campos escalares no masivos, podemos emplear los resultados obtenidos en el

caṕıtulo 2, en el ĺımite m→ 0. Estas relaciones son entonces

[Âµ(x), Âν(y)] = iDµν(x− y), (3.34)

donde

Dµν(x) = gµν ĺım
m→0

∆(x), (3.35)

recordando que la función ∆(x) viene dada por

∆(x) =
1

(2π)3

∫
d3k

ωk

sin(kµx
µ). (3.36)

Definimos el propagador de fotones de Feynman de forma análoga al propagador es-
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calar

〈0|T{Aµ(x)Aν(y)} |0〉 = iDµν
F (x− y), (3.37)

donde T denota el producto tiempo-ordenado y

Dµν
F (x) = gµν ĺım

m→0
∆F (x) =

gµν

(2π)4

∫
d4eikαx

α

k2 + iε
(3.38)

Daremos interpretación al propagador de fotones (3.37) como el intercambio de los

cuatro tipos de fotones en la teoŕıa. Para esto, consideramos el propagador en el espacio de

momento Dµν
F (k), que está relacionado con el propagador en el espacio de configuraciones

Dµν
F (x) por

Dµν
F (x) =

1

(2π)4

∫
d4kDµν

F (k)eikαx
α

. (3.39)

De las ecuaciones (3.16) y (3.38) obtenemos

Dµν
F (k) =

gµν

k2 + iε
=

1

k2 + iε

∑
r

ξrε
µ
r (k)ενr(k). (3.40)

Si empleamos el marco de referencia preferencial dado por (3.18) y (3.19), esta ecuación

toma la forma

Dµν
F (k) =

1

k2 + iε

{
2∑
r=1

εµr (k)ενr(k) +
[kµ − (kn)nµ][kν − (kn)nν ]

(kn)2 − k2
+ (−1)nµnν

}
, (3.41)

en la cual se exhiben por separado las contribuciones de los fotones transversales, longi-

tudinales y escalares, respectivamente. La interpretación del propagador, sin embargo, se

hace más fácil si recombinamos los términos longitudinal y escalar, obteniendo

Dµν
F (k) = Dµν

FT (k) +Dµν
FC(k) +Dµν

FR(k), (3.42)

donde

Dµν
FT (k) ≡ 1

k2 + iε

2∑
r=1

εµr (k)ενr(k), (3.43)

Dµν
FC(k) ≡ nµnν

(kn)2 − k2
, (3.44)
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Dµν
FR(k) ≡ 1

k2 + iε

[
kµkν − (kn)(kµnν + kνnµ)

(kn)2 − k2

]
. (3.45)

Consideremos el segundo término escrito en el espacio de configuraciones

Dµν
FC(x) =

gµ0gν0

(2π)4

∫
d3keik·x

|k|2

∫
dk0e−ik

0x0 = gµ0gν0
1

4π|x|
δ(x0). (3.46)

En esta expresión vemos que el intercambio de fotones escalares y longitudinales conte-

nido en (3.46) se corresponde con la ley de Coulomb. En cuanto al tercer término, Dµν
FR(k),

se puede demostrar que no contribuye a ninguna cantidad observable.

Uno de los objetivos principales de este trabajo es estudiar la forma que tiene este

objeto en la teoŕıa de Maxwell macroscópica.
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Sistemas Singulares

Como es sabido, la radiación electromagnética tiene dos grados de libertad, que se co-

rresponden a nivel cuántico con los dos posibles estados de polarización del fotón (dextrógi-

ro y levógiro). Sin embargo, al estudiar la teoŕıa de Maxwell, observamos que el campo

Aµ tiene cuatro grados de libertad. Esto implica que dos de éstos no son f́ısicos. Diremos

que son grados de libertad espúreos y que esta teoŕıa es singular. Todas las teoŕıas de

interacciones fundamentales son de este tipo, por ser teoŕıas de calibre. Esto trae como

consecuencia ciertas dificultades al momento de tratar de construir la formulación Hamil-

toniana de la teoŕıa, que es necesaria para su cuantización canónica.

Para resolver estas dificultades existen varios métodos. En esta sección estudiaremos

el método desarrollado por Dirac y que llamamos cuantización a la Dirac, ya que es un

método orientado a la cuantización de la teoŕıa. Estos desarrollos se pueden encontrar en

su forma original en [5]

4.1. Sistemas con finitos grados de libertad

Desarrollaremos el método de Dirac primero para sistemas singulares de finitos grados

de libertad. Para ello, consideremos un sistema descrito por la siguiente acción

S =

∫ t2

t1

dtL(qi(t), q̇i(t)), (4.1)

donde L es el Lagrangiano, que no depende expĺıcitamente del tiempo. El ı́ndice i =

0, ..., N denota los distintos grados de libertad. La evolución del sistema se da de tal

forma que la acción se hace estacionaria bajo variaciones infinitesimales δqi(t) (principio
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de Hamilton). Si asumimos que los ĺımites de la integral permanecen fijos durante la

variación, es decir, δqi(t1) = δqi(t2) = 0, se obtienen las ecuaciones de movimiento de la

teoŕıa (ecuaciones de Euler-Lagrange):

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0. (4.2)

Si calculamos la derivada total temporal, obtenemos

q̈j
∂2L

∂q̇i∂q̇j
=
∂L

∂qi
− q̇j ∂2L

∂qj∂q̇i
. (4.3)

De esta forma podemos ver que para expresar las aceleraciones q̈i en términos de las

posiciones qi y velocidades q̇i, es necesario que la matriz Hessiana

Hij =
∂2L

∂q̇i∂q̇j
(4.4)

sea invertible. Es decir, su determinante debe ser distinto de cero,

detHij 6= 0. (4.5)

Consideremos ahora la construcción de la formulación Hamiltoniana. Para ello, se

definen los momenta conjugados como

pi =
∂L

∂q̇i
. (4.6)

Ahora bien, si la matriz Hessiana es singular (no invertible), será el caso que algunas

de las variables del espacio de fases, qi y pi, no son independientes. Esto implica que la

ecuación (4.6) no será invertible. Precisamente esto es lo que define un sistema singular.

No se pueden expresar las velocidades como funciones de los momenta y las posiciones.

Esto da lugar a la existencia de R relaciones entre las posiciones y los momenta

φr(pi, q
i) = 0, r = 1, ..., R, (4.7)

si el rango de la matriz Hessiana es (N − R). Estas ecuaciones son llamadas v́ınculos

primarios y nacen naturalmente de la estructura del Lagrangiano y la definición de los

momenta. Estos v́ınculos representan restricciones en el espacio de fases. Es decir, definen

una subvariedad en el espacio de fases de dimensión 2N −R, el cual contiene la informa-

ción f́ısica del sistema.
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Veamos ahora las consecuencias de estas condiciones al construir la formulación Ha-

miltoniana.

4.2. Formulación Hamiltoniana

La transición de la formulación Lagrangiana a la Hamiltoniana está dada por la trans-

formación de Legendre

H(pi(t), q
i(t)) = piq̇

i − L(qi(t), q̇i(t)). (4.8)

Es importante notar que el Hamiltoniano no puede estar escrito como función de las

velocidades. Para esto, veamos que

dH = d(piq̇
i)− dL

= q̇idpi + pidq̇
i − ∂L

∂qi
dqi − ∂L

∂q̇i
dq̇i

= q̇idpi −
∂L

∂qi
dqi,

(4.9)

donde se ha empleado la definición de los momenta. Vemos que tan sólo quedan diferen-

ciales de las posiciones y los momenta, de modo que el Hamiltoniano sólo puede depender

de estos. Esto es, no puede depender de las velocidades. Esto es problemático ya que como

consecuencia de la existencia de los v́ınculos primarios, no todas las velocidades pueden

ser despejadas en términos de las posiciones y los momenta, por lo que habrá que hacer

otras consideraciones.

Empleamos el método de los multiplicadores de Lagrange para acoplar expĺıcitamente

los v́ınculos primarios a la acción, denotando dichos multiplicadores por λr

S =

∫
dt(L+ λrφr). (4.10)

Empleamos ahora la ecuación (4.8) para escribir la acción en términos del Hamilto-

niano

S =

∫
dt(piq̇

i −H + λrφr). (4.11)

Haciendo variaciones sobre esta acción, obtenemos las ecuaciones de movimiento Ha-
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miltonianas para sistemas con v́ınculos

ṗi = −∂H
∂qi
− λr ∂φr

∂qi
,

q̇i =
∂H

∂pi
+ λr

∂φr
∂pi

.

(4.12)

Definiendo ahora el corchete de Poisson de dos funciones del espacio de fases F (qi, pi)

y G(qi, pi) como

{F,G} =
∂F

∂qi
∂G

∂pi
− ∂G

∂qi
∂F

∂pi
, (4.13)

podemos escribir las ecuaciones de movimiento Hamiltonianas como

ṗi = {pi, H}+ λr{pi, φr},

q̇i = {qi, H}+ λr{qi, φr}.
(4.14)

Es conveniente ahora definir el Hamiltoniano primario

H∗ = H + λrφr, (4.15)

que no es más que el Hamiltoniano canónico con los v́ınculos primarios acoplados v́ıa

multiplicadores de Lagrange. Podemos emplear este Hamiltoniano para escribir la derivada

temporal de una función del espacio de fases

Ḟ = {F,H∗} − {F, λr}φr
≈ {F,H∗},

(4.16)

donde el śımbolo ≈ significa igualdad débil, lo que implica que la igualdad se sostiene

dentro de la subvariedad f́ısica del espacio de fases, en la cual se cumple φr = 0. Los

v́ınculos deben ser fijados una vez hayan sido realizadas todas las cuentas (en particular,

los corchetes de Poisson) para llegar a un resultado final. Esto se debe a que al fijar los

v́ınculos estamos reduciendo el espacio de fases a la subvariedad f́ısica, de modo que si

esto se hace antes de llegar a resultados finales, se puede perder información importante.

Por esta razón, en general diremos que φr ≈ 0.

Ahora bien, para que el formalismo sea consistente, es necesario requerir que los v́ıncu-

los primarios se preserven en el tiempo. Esto es, el sistema debe permanecer siempre en
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la subvariedad f́ısica. Para ello, se debe cumplir que

φ̇r = {φr, H}+ λs{φr, φs} ≈ 0. (4.17)

La preservación de estos v́ınculos puede tener distintas implicaciones. Es posible que

la ecuación (4.17) se satisfaga idénticamente. Es decir, que se obtenga la identidad 0 = 0.

También puede obtenerse una ecuación que imponga condiciones sobre los multiplicado-

res λr. En cualquiera de estos casos, culmina la preservación de v́ınculos. Puede ocurrir

también que se obtenga una ecuación que involucre las variables canónicas únicamente

χ(qi, pi) = 0, (4.18)

lo que implica la existencia de otros v́ınculos χ, que llamaremos v́ınculos secundarios, y

que también deben ser preservados en el tiempo. Finalmente, puede obtenerse una rela-

ción inconsistente (por ejemplo, 1 = 0), en cuyo caso la teoŕıa misma es inconsistente y

debe ser reconsiderada.

Después de haber culminado la preservación de v́ınculos, tenemos el siguiente sistema

de ecuaciones lineales para los multiplicadores de Lagrange

{φr, H}+ λs{φr, φs} ≈ 0, r = 1, ..., R,

{χk, H}+ λs{χk, φs} ≈ 0, k = 1, ..., K.
(4.19)

El conjunto de todos los v́ınculos primarios y secundarios definen entonces la subva-

riedad f́ısica en el espacio de fases.

4.3. Cantidades de primera y segunda clase, corche-

tes de Dirac

Las funciones del espacio de fases pueden ser clasificadas de la siguiente forma. Diremos

que una función F es de primera clase si su corchete de Poisson con cualquier v́ınculo

(primario o secundario) es cero, al menos débilmente,

{F, φr} ≈ {F, χk} ≈ 0. (4.20)

De otro modo, diremos que F es de segunda clase. En cuanto a los v́ınculos, su dis-

tinción en primera y segunda clase es de gran importancia. En el caso en que todos los
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v́ınculos de una teoŕıa son de primera clase, se dice que el álgebra dada por los corchetes

de Poisson es cerrada y el procedimiento descrito anteriormente es suficiente para aplicar

las reglas de cuantización, correspondiéndose los corchetes de Poisson con los conmuta-

dores en la teoŕıa cuántica.

En las teoŕıas que estudiaremos, es posible fijar calibre de modo que se le agreguen

v́ınculos de segunda clase. En este caso, es necesario generalizar los corchetes de Poisson

a los corchetes de Dirac, que se definen para dos funciones F y G del espacio de fases

como

{F,G}D = {F,G} − {F, φr}(∆−1)rs{φs, G}, (4.21)

donde ∆rs es la matriz cuadrada cuyos elementos son los corchetes de Poisson entre los

R = S v́ınculos, que no distinguiremos simbólicamente entre primarios y secundarios

[∆r,s] =


{φ1, φ1} {φ1, φ2} · · · {φ1, φS}
{φ2, φ1} {φ2, φ2} · · · {φ2, φS}

...
...

. . .
...

{φR, φ1} {φR, φ2} · · · {φR, φS}

 . (4.22)

Las ecuaciones de movimiento vienen dadas por

Ḟ ≈ {F,H}D. (4.23)

Los corchetes de Dirac, aśı como los de Poisson, presentan varias propiedades algebrai-

cas. En particular, son antisimétricos, lineales y obedecen la identidad de Jacobi y la regla

del producto para operadores diferenciales. Para realizar la cuantización de la teoŕıa, son

éstos los corchetes que se promueven a conmutadores. Apliquemos entonces estas ideas a

una teoŕıa en particular.

4.4. Sistemas con infinitos grados de libertad

Todo el desarrollo que se ha hecho hasta ahora es válido para sistemas con finitos gra-

dos de libertad. Sin embargo, los sistemas de interés f́ısico con finitos grados de libertad

no suelen ser singulares, de modo que se pueden manejar sin las dificultades que éstos

presentan.



4.4 Sistemas con infinitos grados de libertad 41

La motivación real de desarrollar este formalismo es estudiar teoŕıas de interacciones

fundamentales, que son singulares. Estas teoŕıas, sin embargo, son de infinitos grados de

libertad y por lo tanto hay que traducir dicho formalismo al lenguaje de teoŕıas de campos.

Consideremos el Lagrangiano, que ahora es un funcional de los campos y sus derivadas

temporales

L(t) = L[ϕI(x, t); ϕ̇I(x, t)], I = 1, ..., N. (4.24)

Como nos restringimos al estudio de teoŕıas de campos locales, podemos escribir el

Lagrangiano como una integral de volumen sobre una densidad Lagrangiana L

L =

∫
d3xL(ϕI(x, t);∇ϕI(x, t); ϕ̇I(x, t)). (4.25)

La densidad Lagrangiana es una función que depende de los campos, sus derivadas

espaciales y derivadas temporales. El ı́ndice I tan sólo cuenta el número de campos, de

modo que no tiene el significado de ı́ndice de un 4-vector. Para pasar a la formulación

Hamiltoniana, se definen los momenta conjugados canónicos como la derivada funcional

del Lagrangiano con respecto a la derivada temporal de los campos

πI =
δL

δϕ̇I
. (4.26)

El Hamiltoniano de teoŕıa de campos es un funcional que depende de los campos y

sus momenta conjugados

H(t) = H[ϕI(x, t); πI(x, t)]. (4.27)

Éste puede ser obtenido a partir del Lagrangiano v́ıa una transformación de Legendre

H =

∫
d3x(πIϕ̇

I)− L =

∫
d3xH(πI ;ϕ

I ;∇πI ;∇ϕI), (4.28)

en donde tenemos la densidad Hamiltoniana H = πIϕ̇
I−L. Las ecuaciones de movimiento

Hamiltonianas vienen dadas al minimizar la acción

A =

∫
d4xL =

∫
d4x(πIϕ̇

I −H). (4.29)
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Con esto, obtenemos

ϕ̇I =
∂H
∂πI
− ∂i

∂H
∂(∂iπI)

=
δH

δπI
, (4.30)

π̇I = − ∂H
∂ϕI

+ ∂i
∂H

∂(∂iϕI)
= − δH

δϕI
, (4.31)

donde se ha definido la derivada funcional

δ

δϕI
≡ ∂

∂ϕI
− ∂i

∂

∂(∂iϕI)
, (4.32)

donde la suma en i sólo cubre las derivadas espaciales. Definimos ahora el corchete de

Poisson para dos funcionales A[ϕI , πI ] y B[ϕI , πI ] como

{A(x), B(y)} =

∫
d3z

(
δA(x)

δϕI(z)

δB(y)

δπI(z)
− δB(y)

δϕI(z)

δA(x)

δπI(z)

)
. (4.33)

Estos corchetes se calculan siempre a tiempos iguales, por lo que la dependencia tem-

poral se omite en ellos por brevedad. Ahora, como uno puede escribir una función como

un funcional que depende de śı misma

ϕI(x, t) =

∫
d3x′ϕI(x′, t)δ3(x− x′), (4.34)

la derivada funcional se define de cuerdo a

δϕI(x, t)

δϕν(x′, t)
= δIνδ

3(x− x′). (4.35)

Entonces las derivadas temporales pueden ser escritas de la forma

Ȧ[ϕI , πI ] =

∫
d3x

(
δA

δϕI
ϕ̇I +

δA

δπI
π̇I
)

=

∫
d3x

(
δA

δϕI
δH

δπI
− δH

δϕI
δA

δπI

)
= {A,H}. (4.36)

Podemos ver que hasta ahora los formalismos para finitos e infinitos grados de libertad

son prácticamente iguales. Introducimos ahora los v́ınculos, que ahora son funcionales de

los campos, sus momenta conjugados y los multiplicadores

Φ(t) = Φ[ϕI , πI , λ] =

∫
d3xλ(x, t)φ(x, t). (4.37)

Los v́ınculos φ con los cuales trabajaremos son entonces densidades, que se acoplan al
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Hamiltoniano via los campos multiplicadores

Hp = H + Φ[ϕI , πI , λ
r] = H +

∫
d3xλ(x, t)φr(x, t). (4.38)

Las ecuaciones de movimiento con los v́ınculos acoplados pueden ser obtenidas de la

acción primaria

A =

∫
d4x(πIϕ̇

I −H− λrφr). (4.39)

Los resultados obtenidos son

ϕ̇I = {ϕI , H}+

∫
d3yλr(y, t){ϕI(x), φr(y)}, (4.40)

π̇I = {πI , H}+

∫
d3yλr(y, t){πI(x), φr(y)}, (4.41)

o para un funcional general del espacio de fases A(ϕI , πI)

Ȧ = {F,H}+

∫
d3yλr(y, t){A(x), φr(y)}. (4.42)

El algoritmo de Dirac para la obtención de los v́ınculos, en este caso, es el mismo que

para los sistemas de finitos grados de libertad. Entonces, todas las fórmulas tienen una

forma similar a las ya escritas. En particular, el corchete de Dirac toma la forma

{A(x), B(y)}D = {A(x), B(y)} −
∫ ∫

d3ud3v{A(x), φκ(u)}Gκω(u,v){φω(v), G(y)}.
(4.43)

La matriz Gκω(x,y) es la inversa de

Gκω(x,y) = {φκ(x), φω(y)}, (4.44)

con la inversa definida por la relación integral

∫
d3zGκω′(x, z)Gω′ω(z,y) = δκωδ

3(x− y). (4.45)
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4.5. Caso de estudio: electromagnetismo en el vaćıo

Habiendo ya desarrollado la formulación Lagrangiana para la teoŕıa del electromagne-

tismo en el vaćıo, nos valemos de las definiciones y consideraciones hechas alĺı para acortar

la discusión aqúı. Consideremos la densidad Lagrangiana para el electromagnetismo en el

vaćıo, sin fuentes

L = −1

4
FµνF

µν , (4.46)

con F µν = ∂µAν − ∂νAµ. Las ecuaciones de movimiento para esta teoŕıa son

∂µF
µν = 0. (4.47)

Para realizar la formulación Hamiltoniana, calculemos los momenta conjugados, que

denotamos por π. Éstos vienen dados

πµ =
∂L
∂Ȧµ

=
∂L

∂(∂0Aµ)
. (4.48)

Escribiendo la densidad Lagrangiana en términos Aµ y sus derivadas, efectuamos la

operación para obtener πµ = −F 0µ, que podemos separar en

π0 = 0,

πi = −Ei.
(4.49)

Es decir, el hecho de que la densidad Lagrangiana no depende del término ∂0A0, lleva

operacionalmente a la existencia de un v́ınculo primario π0 = 0. De aqúı que la teoŕıa sea

singular.

Consideremos ahora la construcción de la densidad Hamiltoniana

H = πµ∂0Aµ − L. (4.50)

Para el caso que estamos desarrollando, tenemos que πµ = 0, por lo que debemos

despejar las velocidades ∂0Ai. Para ello, usaremos (4.49),

πi = −F 0i = ∂0Ai − ∂iA0

∂0Ai = πi − ∂iA0.
(4.51)
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Conviene además separar la densidad Lagrangiana en sus términos con ı́ndices tem-

porales, espaciales y mixtos, y escribirla en términos de los momenta

L = −1

4
FµνF

µν

= −1

2
F 0iF0i −

1

4
F ijFij

=
1

2
πiπi − 1

4
FijFij

(4.52)

La densidad Hamiltoniana es entonces

H = πi∂0Ai −
1

2
πiπi +

1

4
FijFij

= πiπi − πi∂iA0 −
1

2
πiπi +

1

4
FijFij

=
1

2
πiπi +

1

4
FijFij + A0∂iπ

i.

(4.53)

De la segunda a la tercera ĺınea se ha hecho una integración por partes πi∂iA0 → −A0∂iπ
i,

recordando que lo que es de interés f́ısico es el Hamiltoniano, de modo que podemos pensar

que estas cantidades están en un entorno de integración de forma tácita. Esto equivale a

aplicar la regla del producto de Leibniz y descartar términos de divergencia. Esto puede

realizarse siempre y cuando los campos considerados decaigan lo suficientemente rápido

en el infinito y sus integrales de superficie se anulen.

Definamos entonces la densidad Hamiltoniana primaria, acoplando los v́ınculos prima-

rios

H∗ = H + λrφr. (4.54)

En este caso, tenemos sólo un v́ınculo primario φ1 = π0 = −π0. Aśı,

H∗ =
1

2
πiπi +

1

4
FijFij + A0∂iπ

i − λ1π0, (4.55)

advirtiendo que el ı́ndice para el multiplicador no tiene significado especial y lo escribimos

abajo por practicidad. El Hamiltoniano primario entonces no es más que

H∗ =

∫
H∗d3x. (4.56)

Siguiendo con el programa, debemos ahora preservar el v́ınculo en el tiempo. Para
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realizar los cálculos con los corchetes de Poisson, es conveniente emplear los corchetes

fundamentales

{Aµ(x), πν(y)} = δνµδ
3(x− y). (4.57)

Usemos esto entonces para preservar el v́ınculo primario

{π0(x), H∗} =

∫
d3y{π0(x),H∗(y)}

=

∫
d3y{π0(x), A0(y)∂iπ

i(y)}

=

∫
d3y{π0(x), A0(y)}∂iπi(y)

=

∫
d3yδ3(x− y)∂iπ

i(y)

= ∂iπ
i(x).

(4.58)

Tenemos aśı un v́ınculo secundario

φ2 = ∂iπ
i ≈ 0, (4.59)

que no es más que la ley de Gauss ∂iE
i = 0 en la subvariedad f́ısica. Tenemos por otra

parte que φ̇2 = 0, de modo que éstos son todos los v́ınculos de la teoŕıa. Además,

{φ1, φ2} = 0, (4.60)

de modo que los v́ınculos son de primera clase y en principio podemos cuantizar la teoŕıa

en este punto, dada una representación adecuada.

Veamos ahora qué ocurre si fijamos un calibre. Empleamos el calibre de radiación

χ1 = A0 ≈ 0,

χ2 = ∂iA
i ≈ 0.

(4.61)

Tenemos ahora cuatro v́ınculos. Con ellos podemos calcular la matriz G. Tenemos que

{φ1(x), χ1(y)} = −{χ1(x), φ1(y)} = δ(x− y),

{φ2(x), χ2(y)} = −{χ2(x), φ2(y)} = −∇2δ(x− y),
(4.62)
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mientras que todos los demás corchetes se anulan. Tenemos entonces que

Gr,s =


0 0 δ(x− y) 0

0 0 0 −∇2δ(x− y)

−δ(x− y) 0 0 0

0 ∇2δ(x− y) 0 0

 . (4.63)

Para calcular los corchetes de Dirac, debemos invertir esta matriz. Debido a la estruc-

tura de la misma, es necesario simplemente invertir cada uno de sus elementos.En este

sentido, la inversa de la delta de Dirac es ella misma, ya que

∫
δ(x− z)δ(z− y)d3z = δ(x− y), (4.64)

siendo la delta de Dirac el análogo continuo a la identidad. La inversa del operador

Laplaciano no es más que la función de Green. En este caso,

∇−2 ≡ [∇2]−1 = − 1

4π|x− y|
. (4.65)

Tenemos entonces que

Gr,s =


0 0 −δ(x− y) 0

0 0 0 − 1
4π|x−y|

δ(x− y) 0 0 0

0 1
4π|x−y| 0 0

 . (4.66)

Con esto podemos escribir los corchetes de Dirac empleando (4.43). Los primeros dos

corchetes de Dirac fundamentales se anulan idénticamente

{Aµ(x), Aν(y)}D = 0, (4.67)

{πµ(x), πν(y)}D = 0, (4.68)

de modo que son iguales a los corchetes de Poisson. Para el último corchete, se obtiene,

después de un pequeño cálculo empleando (4.43)

{Aµ(x), πν(y)}D = (δνµ − δ0µδν0 )δ3(x− y) + δiµη
νj∂i∂j

1

4π|x− y|
. (4.69)
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Con esto terminamos el análisis canónico del campo de Maxwell microscópico.



Caṕıtulo 5

Teoŕıa del Campo Vectorial

Modificada

5.1. Formulación covariante

Consideremos las ecuaciones de Maxwell microscópicas, en la presencia de cargas y

corrientes arbitrarias:

∇ · E = 4πρ ∇×B− 1

c

∂E

∂t
=

4π

c
j

(5.1)

∇ ·B = 0 ∇× E +
1

c

∂B

∂t
= 0.

Desde un punto de vista macroscópico, es posible representar las propiedades elec-

tromagnéticas de un medio material como un conjunto de fuentes ρb y jb, que llamamos

ligadas [6][7]. En particular, éstas cumplen con la propiedad de poder ser escritas de la

forma

ρb = −∇ ·P jb = c∇×M +
∂P

∂t
, (5.2)

donde P y M son las densidades de polarización y magnetización del material respec-

tivamente. Si consideramos que en el material solo existen cargas y corrientes ligadas,

entonces las ecuaciones con fuentes en (5.1) toman la forma

∇ · (E + 4πP) = 0 ∇× (B− 4πM)− 1

c

∂

∂t
(E + 4πP) = 0. (5.3)
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Definiendo el campo de desplazamiento y el campo magnetizante,

D = E + 4πP H = B− 4πM, (5.4)

tenemos finalmente

∇ ·D = 0 ∇×H− 1

c

∂D

∂t
= 0

(5.5)

∇ ·B = 0 ∇× E +
1

c

∂B

∂t
= 0.

Habiendo acoplado las fuentes ligadas a los campos, diremos que en esta teoŕıa no hay

fuentes. Queremos ahora escribir estas ecuaciones de una forma expĺıcitamente covariante.

Para ello, conviene escribirlas en notación de ı́ndices como

∂iDi = 0 εijk∂jHk − ∂0Di = 0 (5.6)

∂iBi = 0 εijk∂jEk + ∂0Bi = 0. (5.7)

Definimos ahora los tensores de campos y de desplazamiento F µν y Hµν , según las

relaciones

F µν = −F νµ F 0i = Ei F ij =
1

2
εijkBk (5.8)

Hµν = −Hνµ H0i = Di H ij =
1

2
εijkHk, (5.9)

con los cuales podemos reescribir las ecuaciones de la teoŕıa como

∂iH
0i = 0 ∂µH

µi = 0 (5.10)

1

2
εijk∂kF

ij = 0 ∂iF
0i − 1

2
∂0F ij = 0, (5.11)

De la misma forma que se suele realizar para el campo electromagnético en el vaćıo.

Finalmente, agrupamos estas ecuaciones de la forma

∂µH
µν = 0, (5.12)

∂αFβγ + ∂γFαβ + ∂βFγα = 0. (5.13)

La ecuación (5.13) es la identidad de Bianchi para el tensor de campos F µν y es

consecuencia de la definición del mismo. Ésta es válida tanto en esta teoŕıa como en

la teoŕıa para el vaćıo. La presencia de un medio material se ve reflejada en (5.12). No

es dif́ıcil ver que al eliminar las fuentes ligadas, ésta toma la forma ∂µF
µν = 0, que es

precisamente la ecuación de movimiento en el vaćıo sin fuentes. En este sentido, estamos
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generalizando la teoŕıa. Esta idea será más evidente en los desarrollos posteriores, desde

un punto de vista matemático.

Una propiedad importante de la teoŕıa de Maxwell en el vaćıo (sin fuentes) es que

ésta es autodual. Lo que se quiere decir con esto es que al hacer el cambio E → B

y B → −E, las ecuaciones de la teoŕıa son las mismas. Para traducir esto a la forma

covariante, definimos el tensor F µν
∗ = 1

2
εµναβFαβ. Al examinar este tensor, se puede ver

que consiste en aplicar una operación sobre el tensor F µν que realiza el mismo cambio

entre los campos ya mencionado. En términos de este tensor, la identidad de Bianchi toma

la forma ∂µF
µν
∗ = 0. Resumiendo, tenemos que las ecuaciones de cada teoŕıa son, en esta

forma,

Vaćıo ∂µF
µν = 0 ∂µF

µν
∗ = 0 (5.14)

Materia ∂µH
µν = 0 ∂µF

µν
∗ = 0 (5.15)

Entonces, no solo tenemos expresiones más compactas (con el costo de haber intro-

ducido ciertas nociones matemáticas), sino que se hace evidente el hecho de que la teoŕıa

de Maxwell en el vaćıo es autodual, mientras que en la materia no lo es. Por supuesto,

esto es natural ya que la presencia de materia se representa como una fuente sobre el vaćıo.

Las ecuaciones (5.15) son evidentemente covariantes. Esto quiere decir que las con-

sideraciones que hemos hecho para armar esta teoŕıa no rompen la covariancia de las

ecuaciones de Maxwell originales. Habiendo cumplido este requisito, esta teoŕıa se presta

para hacer un análisis completo dirigido a su cuantización covariante, al menos en princi-

pio.

Para completar la formulación covariante, definamos el tensor de densidad dipolar Dµν

según

Dµν = −Dνµ D0i = −Pi Dij =
1

2
εijkMk. (5.16)

Notemos que las componentes D0i son negativas, a diferencia de F 0i y H0i. Con esto,

las ecuaciones (5.4) toman la forma

Hµν = F µν − 4πDµν . (5.17)
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5.2. Relaciones constitutivas

Las ecuaciones (5.15) son muy generales para nuestros propósitos, ya que no describen

cómo se generan las fuentes ligadas. Resulta entonces razonable considerar sólo una fa-

milia de medios materiales cuyas propiedades emṕıricas nos permitan realizar un análisis

preciso. En este sentido, consideraremos que dichos materiales responden linealmente a

los campos externos a los cuales son sometidos. En términos matemáticos, esto es

P i = χeijE
j, M i = χmijB

j. (5.18)

Éstas son las relaciones constitutivas del material y están determinadas por los ten-

sores de susceptibilidad eléctrica y magnética, respectivamente χeij y χmij . En general, las

componentes de estos tensores no tienen por qué ser constantes a lo largo del material.

Sin embargo, consideraremos sólo el caso en que lo sean; esto es, consideraremos única-

mente materiales homogéneos. Las ecuaciones (5.18) pueden escribirse en términos de los

tensores de campos y de desplazamiento como

Dµν =
1

2
χµναβF

αβ, (5.19)

donde se ha definido el 4-tensor de suceptibilidad χµναβ. El factor 1/2 surge debido a

la antisimetrización en los ı́ndices covariantes del tensor de susceptibilidad inducida por

el tensor de campos Fαβ. En términos matemáticos, hemos establecido que el tensor de

desplazamiento no es más que el resultado de aplicar una transformación al tensor de

campos. Esta transformación no es arbitraria. Debe cumplir con ciertas caracteŕısticas

que serán exploradas posteriormente.

Habiendo establecido esta relación, podemos ver que ella implica una relación entre

Hµν y F µν . Sustituyendo (5.19) en (5.17), obtenemos

Hµν =
1

2
µµναβF

αβ, (5.20)

donde se ha definido el 4-tensor de permeabilidad

µαβγδ = δαγδβδ − δαδδβγ − 4πχαβγδ. (5.21)

Bajo estas condiciones podemos, en principio, hacer un análisis completo de la teoŕıa.

Construyamos entonces su formulación Lagrangiana.
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5.3. Densidad Lagrangiana y cantidades conservadas

Con motivo de realizar un análisis más a fondo de esta teoŕıa, y posteriormente cons-

truir la formulación Hamiltoniana de la misma, procederemos a construir la formulación

Lagrangiana. En esta sección seguimos varios desarrollos encontrados en [8]. Proponemos

la siguiente densidad Lagrangiana:

L = −1

4
HµνF

µν . (5.22)

Empleando la relación (5.20), podemos escribir ésta como

L = −1

8
µµναβF

µνFαβ. (5.23)

De esta expresión podemos deducir inmediatamente que el tensor de permeabilidad

debe tener ciertas simetŕıas, que llamaremos antisimetŕıas menores y simetŕıa mayor

µµναβ = −µνµαβ = −µµνβα,

µµναβ = µαβµν .
(5.24)

De la ecuación (5.21), se puede ver que el tensor de susceptibilidad χµναβ posee las mis-

mas simetŕıas. Se puede demostrar que la imposición de tales simetŕıas reduce el número

de componentes independientes de estos tensores a 21.

Ahora bien, esta teoŕıa, al igual que la correspondiente al vaćıo, es una teoŕıa de

calibre. El campo de calibre no es más que el cuadrivector potencial Aµ, en términos del

cual el tensor de campos puede ser expresado como F µν = ∂µAν−∂νAµ. Precisamente, las

componentes de dicho campo son las coordenadas generalizadas de la teoŕıa. Escribamos

entonces la densidad Lagrangiana en términos de éste,

L = −1

2
µαβγδ∂

αAβ∂γAδ, (5.25)

empleando las antisimetŕıas del tensor de permeabilidad para reducir la expresión. Em-

pleando ahora las ecuaciones de Euler-Lagrange en forma covariante,

∂L
∂Aβ

− ∂α
∂L

∂(∂αAβ)
= 0, (5.26)

podemos ver que las ecuaciones de movimiento de la teoŕıa son

∂αµ
αβ

γδ∂
γAδ = 0, (5.27)



54 Teoŕıa del Campo Vectorial Modificada

que en términos del tensor de desplazamiento, se escriben como ∂µH
µν = 0. Vemos enton-

ces que la densidad Lagrangiana propuesta reproduce las ecuaciones de movimiento de la

teoŕıa.

Calculemos ahora las cantidades conservadas. De la literatura, sabemos que el tensor

de enerǵıa-momentum canónico viene dado por

Θµν = gµνL − ∂L
∂(∂µAσ)

∂νAσ. (5.28)

Sustituyendo (5.22), obtenemos

Θµν = −1

4
gµνHαβFαβ +Hµσ∂νAσ. (5.29)

Calculemos ahora la divergencia de este tensor ∂µΘµν . Tenemos que, empleando las

ecuaciones de movimiento ∂µH
µν = 0,

∂µΘµν = −1

2
(∂νHαβ)Fαβ +Hµσ∂µ∂

νAσ

=
1

2
Hαβ∂ν(∂αAβ + ∂βAα)

= 0,

(5.30)

donde se anula la expresión por ser la contracción de un tensor simétrico con uno an-

tisimétrico en los mismos ı́ndices. Vemos entonces que la enerǵıa y el momentum se

conservan en este sistema. F́ısicamente esto se debe a que las cargas y corrientes liga-

das no dependen del tiempo (conservación de la enerǵıa) y son homogéneas (conservación

del momentum). Es importante mencionar que este tensor de enerǵıa-momentum no es

simétrico.

5.4. Más acerca de los tensores de susceptibilidad y

permeabilidad

Como vimos en la sección anterior, el tensor de susceptibilidad tiene ciertas simetŕıas

que lo obligan a tener como máximo un número de 21 componentes independientes. ¿Qué

significado tienen éstas? Para responder esta pregunta, examinemos la expresión (5.19),
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siguiento a [8]. Para µ = 0 y ν = i, tenemos

D0i =
1

2
χ0i

αβF
αβ = χ0i

0jF
0j +

1

2
χ0i

jkF
jk, (5.31)

que en términos de los vectores, queda como

P i = χ0i0jE
j +

1

2
χ0ijkεjklB

l. (5.32)

De manera similar, para µ = i y ν = j, tenemos

M i =
1

2
εijkχjk0lE

l +
1

4
εijkχjklmεlmnB

n. (5.33)

Podemos entonces definir los siguientes 3-tensores (tensores en dimensión d = 3):

χeij = χ0i0j,

χmij =
1

4
εiklχklmnεjmn,

χemij =
1

2
χ0iklεklj.

(5.34)

Con estas relaciones podemos ver cómo se distribuyen las distintas componentes inde-

pendientes del 4-tensor de susceptibilidad. Observemos primero que los tensores χeij y χmij

son simétricos, de modo que tienen cada uno 6 componentes independientes. El pseudo-

tensor χemij no tiene tal simetŕıa y por lo tanto tiene 9 componentes independientes. Aśı,

en total las componentes de estos tensores suman 21, en concordancia con el número de

componentes independientes de χµναβ. Finalmente, las relaciones constitutivas toman la

forma

P i = χeijE
j + χemij B

j,

M i = χmijB
j + χemij E

j.
(5.35)

Comparando estas ecuaciones con (5.18), podemos ver que éstas son más generales

y admiten la presencia de desplazamientos eléctricos generados por campos magnéticos

y magnetizaciones generadas por campos eléctricos. Esto surge naturalmente como una

consecuencia de haber formulado la teoŕıa en forma covariante. Las relaciones constitu-

tivas originales son válidas para un observador que está en reposo con respecto al medio

material. Sin embargo, en cualquier sistema que se mueva respecto a éste se observarán

los efectos mencionados. Recordemos que un observador que se mueve respecto a una dis-

tribución de carga puede interpretarla como una densidad de corriente, de manera que es
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natural pensar que los efectos eléctricos y magnéticos están, en general, mezclados según

el sistema de referencia.

De forma análoga, podemos definir 3-tensores en función del 4-tensor de permeabilidad.

Empleando (5.20), tenemos las relaciones

Di = εijE
j − µemij Bj,

H i = ζijB
j + µemij E

j,
(5.36)

donde los 3-tensores están dados por

εij = −µ0i0j = δij + 4πχeij,

ζij =
1

4
εiklµklmnεjmn = δij − 4πχmij ,

µemij =
1

2
µ0iklεklj = −2πχ0iklεklj,

(5.37)

relacionándose con los 3-tensores de susceptibilidad por medio de la definición (5.21).

5.5. Medios Isotrópicos

Cuando consideramos medios isotrópicos, la teoŕıa toma una forma relativamente sim-

ple, de la cual es más fácil extraer resultados. En un medio de este tipo se cumplen las

relaciones

D = εE, (5.38)

B = µH, (5.39)

siempre y cuando estemos trabajando en el marco de referencia del material. En este caso,

los 3-tensores de permitividad y permeabilidad inversa se reducen a

εij = εδij, (5.40)

ζij = ζδij = µ−1δij. (5.41)

Es posible además reescribir el 4-tensor de permeabilidad de una forma más simple

µαβγδ = µ(hαγhβδ − hαδhβγ), (5.42)
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donde hemos definido el tensor hµν

hµν =


−ε 0 0 0

0 1/µ 0 0

0 0 1/µ 0

0 0 0 1/µ

 . (5.43)

Con éste, podemos fácilmente encontrar relaciones entre las componentes del tensor

µαβγδ con las constantes de permitividad y permeabilidad

µ0i0j = µ(h00hij − h0jhi0) = −εδij, (5.44)

µijkl = µ(hikhjl − hilhjk) =
1

µ
(δikδjl − δilδjk). (5.45)

Estas relaciones sólo son válidas en el sistema de referencia del medio, ya que cualquier

observador que se mueva respecto a este lo interpretará como un medio anisotrópico. Para

ver esto, consideremos un sistema de referencia que se mueva con una velocidad β respecto

al medio. En éste, se cumplen las relaciones

D + β ×H = ε(E + β ×B), (5.46)

H− β ×D =
1

µ
(B− β × E). (5.47)

Si escribimos estas ecuaciones en notación de ı́ndices y despejamos H de (5.46) para

sustituirlo en (5.47), obtenemos

(1− β2)Di + βiβjDj = [(ε− β2/µ)δij + βiβj/µ]Ej + (ε− 1/µ)εijkβjBk. (5.48)

Ahora, como las componentes parelelas a la velocidad β no cambian bajo la transfor-

mación, tenemos que

βjDj = εβjEj. (5.49)

Sustituyendo esto y reescribiendo (1− β2) = γ−2, tenemos finalmente

Di = γ2[(ε− β2/µ)δij − (ε− 1/µ)βiβj]Ej + γ2(ε− 1/µ)εijkβjBk. (5.50)
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Análogamente se puede obtener para H la relación

Hi = γ2(ε− 1/µ)εijkβjEk + γ2[(1/µ− εβ2)δij + (ε− 1/µ)βiβj]Bj. (5.51)

Aśı, vemos que los tensores (5.37) toman la forma

εij = γ2[(ε− β2/µ)δij − (ε− 1/µ)βiβj], (5.52)

ζij = γ2[(1/µ− εβ2)δij + (ε− 1/µ)βiβj], (5.53)

y

µemij = γ2(ε− 1/µ)εikjβk. (5.54)

Aśı podemos ver que un observador en movimiento con respecto al material interpretará

al material como uno anisótropo.

Con esto completamos el desarrollo clásico del campo vectorial modificado en la for-

mulación covariante, necesario para proceder con la cuantización covariante del mismo.



Caṕıtulo 6

Cuantización del Campo Vectorial

Modificado

En este caṕıtulo aplicamos el procedimiento descrito en el caṕıtulo 3 a la teoŕıa de

Maxwell macroscópica, empleando distintos calibres. Para ello, estudiamos previamente

una teoŕıa de campo escalar modificada que comparte ciertas caracteŕısticas con ésta, con

la cual se pueden entender más fácilmente ciertos problemas que surgen en ambas. Se

realiza además el análisis canónico según el método de Dirac descrito en el caṕıtulo 4.

6.1. Una Teoŕıa de Klein-Gordon Modificada

Como vimos anteriormente, las densidades Lagrangianas para el electromagnetismo

en el vaćıo y en la materia son

Vaćıo L = −1

4
F µνFµν (6.1)

Materia L = −1

4
µαβγδF

αβF γδ (6.2)

La diferencia entre estas Lagrangianas es que en la correspondiente a la materia, uno

de los campos está sometido a una transformación, lo que representa una generalización

de la teoŕıa para el vaćıo. En la teoŕıa del campo escalar real, es posible también realizar

esta generalización. Podemos plantear ésta e intentar extraer información que nos pueda

ayudar a interpretar este tipo de generalizaciones, y que pueda ser aplicada a la teoŕıa

del electromagnetismo en la materia. Por simplicidad, consideraremos el campo escalar

no masivo con una sóla dimensión espacial, i.e, en 1 + 1.
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Para hacer el estudio lo más similar posible al del campo electromagnético, considere-

mos la densidad Lagrangiana

L = −1

2
mµνf

µf ν , (6.3)

donde fµ = ∂µφ, siendo φ el campo escalar y mµν es un tensor en principio arbitrario.

Podemos llamar mµνf
ν = hµ, quedando aśı la densidad escrita como

L = −1

2
hµf

µ. (6.4)

La ecuación de movimiento de la teoŕıa es

∂αh
α = 0. (6.5)

El momentum conjugado es

π = h0 = m0µ∂
µφ. (6.6)

Ahora bien, para construir la densidad Hamiltoniana, debemos despejar ∂0φ en función

de π. Desarrollando (6.6), tenemos que

π = −m00∂0φ+m01∂1φ. (6.7)

Es necesario entonces que m00 sea distinto de cero. De otro modo, tendŕıamos un

v́ınculo en la teoŕıa y ésta seŕıa singular. Para ver esto, consideremos la matriz Hessiana

Hab =
∂2L

∂φ̇a∂φ̇b
, (6.8)

que en este caso es simplemente un escalar

H = m00. (6.9)

Entonces, vemos que m00 = 0 implica que la teoŕıa es singular. Cabe ahora preguntarse

si esto tiene algún significado f́ısico. Para ello, veamos si al hacer una transformación de

Lorentz arbitraria, se mantiene la condición de singularidad. Supongamos que m00 = 0.
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Apliquemos ahora un boost

Λ =

(
γ −γβ
−γβ γ

)
(6.10)

a mµν , y llamemos a la nueva matriz m̄µν . ¿Cuáles son las condiciones para que m̄00 = 0?

Tenemos que

m̄00 = Λ0
µΛ0

νmµν

= γ2m00 − 2γ2βm01 + γ2β2m11.
(6.11)

Si fijamos entonces m00 = m̄00 = 0, obtenemos

2γ2βm01 − γ2β2m11 = 0. (6.12)

Suponiendo que β es distinto de 1 y 0, tenemos la condición

β =
2m01

m11

. (6.13)

Esto quiere decir que cualquier transformación de Lorentz que no cumpla esta condi-

ción y esté en el rango definido para β, eliminará el v́ınculo primario. Esto sugiere que

dicho v́ınculo no tiene significado f́ısico ya que si lo tuviera, esperaŕıamos que no depen-

diera del marco de referencia. Entonces las matrices con m00 = 0 no definen una acción

válida. La siguiente pregunta seŕıa: ¿Qué familia de matrices mµν tienen componente m00

distinta de cero y preservan esta propiedad frente a todas las transformaciones de Lorentz?

Supongamos que en la ecuación (6.6), m00 6= 0 pero m̄00 = 0. Las transformaciones con

β =
m01

m11

±

√
m2

01

m2
11

− m00

m11

(6.14)

generarán una singularidad en la matriz. Es necesario entonces que los elementos de la

matriz sean tales que en esta ecuación β sea mayor que 1 o tenga parte imaginaria. Esto

sugiere que las matrices que definen acciones f́ısicamente válidas no vuelven a éstas sin-

gulares bajo ninguna transformación de Lorentz. Esto es, todos los observadores ven un

sistema regular, como es requerido. Recordemos que si β = 1, no queda determinado el

problema ya que ese caso no está contemplado en esta ecuación. Sin embargo, no es dif́ıcil

comprobar el buen comportamiento una teoŕıa bajo un boost con tal condición.
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Como veremos más adelante, este tipo de situaciones se presenta al hacer el análisis

canónico del electromagnetismo en la materia. En este trabajo ignoraremos las matrices

que tengan sectores no invertibles y por ello generen los v́ınculos ya estudiados.

Calculemos ahora la densidad Hamiltoniana para esta teoŕıa. Si desarrollamos la den-

sidad Lagrangiana (6.3), tenemos

L = −1

2
m00∂0φ∂0φ+m01∂0φ∂1φ−

1

2
m11∂1φ∂1φ. (6.15)

La densidad Hamiltoniana es

H =
1

2
(m0

1∂
1φ+ π)(m0

0)
−1(m0

1∂
1φ+ π) +

1

2
m1

1∂
1φ∂1φ. (6.16)

En general, se puede demostrar que para dimensión d > 1,

H =
1

2
(m0

i∂
iφ+ π)(m0

0)
−1(m0

j∂
jφ+ π) +

1

2
mi

j∂
jφ∂iφ. (6.17)

Ahora bien, en el caso del electromagnetismo en la materia, sabemos cuál es el signi-

ficado f́ısico del tensor µαβγδ. Representa las propiedades electromagnéticas de un medio.

En el caso del campo escalar no masivo, ¿qué podemos decir de mµν? Consideremos pri-

mero el caso en el cual este tensor es diagonal. Se puede ver que la forma más general de

éste, en cuanto a las consecuencias f́ısicas que tiene sobre la acción, es (volviendo al caso

1 + 1)

(mµν) =

(
−v−1 0

0 1

)
. (6.18)

Es decir, tenemos ahora la acción para la ecuación de ondas con velocidad de fase v. En

el caso ĺımite v = 1, tenemos que mµν = ηµν y recuperamos la acción para un campo es-

calar estándar. Podemos decir que en la velocidad de fase están impĺıcitas las propiedades

del medio que la determinan. Por ejemplo, podŕıamos modelar la ecuación para la cuerda

empleando la tensión T de ésta y su densidad de masa µ. Cualquier modificación que se

haga sobre el término m11 resultará en una modificación de la velocidad de fase, efectiva-

mente, de modo que no nos interesa. Ésto puede ser importante sin embargo al momento

de considerar la teoŕıa en d > 1, para la cual el medio no necesariamente es isotrópico,

lo que se reflejará precisamente en los elementos del sector espacial (µ, ν > 0) de la matriz.

¿Qué ocurre si la matriz no es diagonal? En este caso, tendremos términos de derivadas
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espaciales y temporales cruzadas. En tal caso, por ser simétrica, la matriz siempre podrá

ser diagonalizada empleando una transformación ortogonal adecuada. Dicha transforma-

ción corresponderá a un cambio de marco de referencia espacio-temporal. Por ejemplo, si

tomamos

(mµν) =

(
0 1

1 0

)
, (6.19)

ésta no es más que la métrica del espacio de Minkowski escrita un marco de referencia

conocido como el marco del cono de luz [9]. En tal caso que la matriz no pueda ser trans-

formada o reducida a diag(−1, 1, 1, 1), diremos que la formulación de la teoŕıa es inválida

f́ısicamente, ya que estaŕıa describiendo un espacio-tiempo con una estructura geométrica

distinta (no Lorentziana). Esto sugiere de nuevo que la escogencia de la matriz no es del

todo arbitraria, de modo que no hay razón para que lo sea en el caso del electromagne-

tismo en la materia.

En cuanto a la cuantización de la teoŕıa, podemos ver que ésta describe un campo

escalar no masivo en 1 + 1, con velocidad de fase v ≤ c. Basta entonces con adoptar todos

los resultados de la teoŕıa de Klein-Gordon en el caso m → 0 y realizar el cambio c → v

en la relación de dispersión. Las part́ıculas de la teoŕıa podŕıamos interpretarlas como

fonones, si pensamos en sistemas mecánicos.

6.2. Análisis Canónico del Campo Vectorial Modifi-

cado

Apliquemos el método de Dirac para estudiar los v́ınculos de la teoŕıa de Maxwell

macroscópica según la densidad Lagrangiana (5.22). Primero calculamos los momenta

πµ =
∂L

∂(∂0Aµ)
= −H0µ = −Dµ. (6.20)

Separemos éstos de la forma

π0 = 0,

πi = −Di.
(6.21)

Tenemos entonces un v́ınculo primario φ1 = π0 ≈ 0. Debemos ahora construir la den-



64 Cuantización del Campo Vectorial Modificado

sidad Hamiltoniana, para lo cual debemos hacer el despeje de velocidades. Consideremos

πi = H0i = µ0i0jF
0j +

1

2
µ0ijkF

jk. (6.22)

Recordemos que µ0i0j = −εij. Asumiremos que este tensor es invertible, de acuerdo a

la discusión en la sección anterior. Llamemos a su inversa (ε−1)ij = ε̄ij. Entonces

F 0i = −ε̄ijπj +
1

2
ε̄ijµ0jklF

kl. (6.23)

Por otra parte,

H = πi∂0Ai − L

= πiF0i + πi∂iA0 − L.
(6.24)

Desarrollando ahora la densidad Lagrangiana

L = −1

4
HµνFµν

= −1

2
H0iF0i −

1

4
H ijFij

=
1

2
πiF0i −

1

8
µijαβF

αβFij

=
1

2
πiF0i −

1

4
µij0kαβF

0kFij −
1

8
µijklFklFij,

(6.25)

tenemos que

H =
1

2
πiF0i + πi∂iA0 +

1

4
µij0kαβF

0kFij +
1

8
µijklFklFij

=
1

2
(πk − 1

2
µij0kFij)F0k +

1

8
µijklFklFij − A0∂iπi.

(6.26)

Sustituyendo ahora (6.23) en esta expresión, obtenemos finalmente

H =
1

2
(πi +

1

2
µ0i

jkFjk)ε̄il(π
l +

1

2
µ0l

mnFmn) +
1

8
µijklFklFij − A0∂iπi. (6.27)

El Hamiltoniano primario estará entonces dado por

H∗ =

∫
d3x(H + λπ0). (6.28)
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Con éste, preservamos el v́ınculo φ1 en el tiempo

φ̇1 = {π0, H∗} = −∂iπi ≈ 0. (6.29)

Obtenemos aśı el v́ınculo secundario φ2 = ∂iπi ≈ 0, que no es más que la ley de Gauss

macroscópica. Éstos son todos los v́ınculos de la teoŕıa, y como podemos ver, son los

mismos que aquellos para la teoŕıa de Maxwell microscópica. Podemos decir entonces que

las subvariedades f́ısicas de ambas teoŕıas tienen la misma estructura en el espacio de fases.

Si uno quisiera fijar un calibre, como por ejemplo el calibre de radiación, los resultados que

se obtendŕıan seŕıan exactamente los mismos que para la teoŕıa microscópica, en términos

de las variables canónicas.

6.3. Cuantización Covariante del Campo Vectorial

Modificado

Para la cuantización de esta teoŕıa, seguiremos el procedimiento desarrollado en el

caṕıtulo 3. En particular, agregaremos un término fijador de calibre a la densidad La-

grangiana (5.22) para obtener una en la cual podamos despejar todas las velocidades.

Existen varios calibres que podemos considerar, cada uno con sus ventajas a la hora de

realizar los cálculos. Consideraremos primero el calibre de Lorenz, de modo que emplea-

remos el término fijador de calibre −1
2
(∂µA

µ)2. La densidad Lagrangiana toma la forma

L = −1

8
µαβγδF

αβF γδ − 1

2
∂µA

µ∂νA
ν

= −1

4
F µνFµν + 2πχαβγδ∂

αAβ∂γAδ − 1

2
∂µA

µ∂νA
ν

= −1

2
∂µAν∂µAν + 2πχαβγδ∂

αAβ∂γAδ.

(6.30)

Las ecuaciones de movimiento para esta Lagrangiana son

�Aν − 4πχµναβ∂
µ∂αAβ = 0, (6.31)

con momenta

πµ = Ȧµ +D0µ. (6.32)

Queremos saber si las ecuaciones de movimiento admiten soluciones de onda plana,
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al menos en el caso isotrópico. Para ésto, consideremos por separado las ecuaciones con

ν = 0 y ν = i. En el primer caso, tenemos que

�A0 − 4πχµ0αβ∂
µ∂αAβ = 0

�A0 − 4πχi0αβ∂
i∂αAβ = 0

�A0 − 4π(χi00j∂
i∂0Aj + χi0j0∂

i∂jA0 + χi0jk∂
i∂jAk) = 0.

(6.33)

Si empleamos el marco de referencia del medio material, tenemos que χi0jk = 0.

Además, χ0i0j = χeij. Entonces obtenemos

�A0 − 4πχeij(∂i∂0Aj − ∂i∂jA0) = 0. (6.34)

Si el medio es isotrópico, tenemos que χeij = χeδij. Aśı, la ecuación queda como

�A0 − 4πχe(∂0∂iAi − ∂i∂iA0) = 0.

Empleamos el calibre ∂iAi = ∂0A0 para obtener

�A0 + 4πχe�A0 = ε�A0 = 0 → �A0 = 0. (6.35)

Entonces la componente A0 satisface la ecuación de ondas. Veamos ahora el caso ν = i

�Ai − 4πχµiαβ∂
µ∂αAβ = 0

�Ai − 4π(χ0i0j∂0∂0Aj + χ0ij0∂0∂jA0 + χjikl∂j∂kAl) = 0.
(6.36)

Si el medio es isotrópico, tenemos χ0i0j = χeδij y χijkl = χm(δikδjl − δilδjk). Sustitu-

yendo estas relaciones y empleando nuevamente el calibre de Lorenz, obtenemos

�Ai − 4π[χe∂0∂0Ai − χe∂i∂0A0 + χm(∂j∂jAi − ∂i∂jAj)] = 0

ε�Ai − 4πχm(∂j∂jAi − ∂i∂jAj) = 0.
(6.37)

El término 4πχm(∂j∂jAi−∂i∂jAj) no es más que la corriente ligada del material. Seŕıa

necesario que este término se anulara para que las componentes Ai se comporten como

ondas lumı́nicas. Esto implicaŕıa que µ = 1, con ε una constante arbitraria. En este caso,

Todos los desarrollos posteriores de la teoŕıa son exactamente iguales al caso microscópico.

Por otra parte, uno pudiera preguntarse si esta ecuación admite una solución de onda con

una velocidad de fase menor en el caso µ 6= 1. Como A0 se comporta como una onda
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lumı́nica, tenemos que, con el calibre de Lorenz

�A0 = 0 → ∂0�A
0 = 0 → �∂0A

0 = 0 → �∂iAi = 0. (6.38)

Entonces la divergencia de ~A también tiene forma de onda lumı́nica. Por esta razón,

seŕıa una contradicción proponer que las componentes de este campo vectorial tuvieran

otras velocidades de fase. En este sentido, la ecuación para las componentes espaciales

de Aµ, bajo este calibre, no admite soluciones de tipo onda plana. Esto impide hacer la

cuantización de la teoŕıa en la representación de osciladores según el esquema del caṕıtulo

3. Al no ser posible realizar este procedimiento en el caso isotrópico, es razonable esperar

que en los casos más generales ocurra lo mismo. Estos casos no fueron trabajados expĺıci-

tamente porque se suelen hacer intractables los cálculos asociados.

Consideremos la fijación de un calibre que lleve a que las ecuaciones de movimiento

de la teoŕıa se reduzcan a ecuaciones de onda. Las ecuaciones de movimiento generales se

pueden escribir como

�Aν + ∂ν∂µA
µ − 4πχµναβ∂

µ∂αAβ = 0. (6.39)

Podemos reescribirla de la forma

�Aν + ∂α(δνα∂β − 4πχµναβ∂µ)Aβ = 0. (6.40)

Proponemos entonces la fijación del calibre

(δνα∂β − 4πχµναβ∂µ)Aβ = 0. (6.41)

De esta forma, la teoŕıa se reduce a una para cuatro campos escalares no interactuantes,

de la misma forma que ocurre en la teoŕıa microscópica con el calibre de Lorenz. Entonces

podemos asumir que todos los resultados son equivalentes salvo por la fijación de calibre

a nivel cuántico. Consideremos entonces, de forma análoga al método de Gupta-Bleuler,

la condición

(δνα∂β − 4πχµναβ∂µ)Âβ+ |Ψ〉 = 0, (6.42)
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donde

Âβ+ =
∑
rk

(
1

2V ωk

)1/2

εβr (k)âr(k)eikνx
ν

. (6.43)

Esta condición implica que

(δναkβ − 4πχµναβkµ)εβr âr |Ψ〉 = 0, ∀~k. (6.44)

Consideremos el caso ν = i, α = 0 en el sistema de referencia del material

χ0i
0jk0ε

j
râr |Ψ〉 = 0, (6.45)

que podemos reescribir como

χeijε
j
râr |Ψ〉 = 0. (6.46)

Aplicando el tensor inverso χ̄eij, y empleando los vectores de polarización (3.18), obte-

nemos

(εi1â1 + εi2â2 + εi3â3) |Ψ〉 = 0. (6.47)

Aplicando ahora a esta ecuación su conjugado Hermı́tico, tenemos que

(εi1)
2 〈Ψ| â†1â1 |Ψ〉+ (εi2)

2 〈Ψ| â†2â2 |Ψ〉+ (εi3)
2 〈Ψ| â†3â3 |Ψ〉 = 0. (6.48)

Identificamos los operadores de número de part́ıculas Ni = a†iai con autovalores ni (sin

suma impĺıcita), obteniendo aśı, finalmente

(εi1)
2n1 + (εi2)

2n2 + (εi3)
2n3 = 0. (6.49)

Esta ecuación implica que n1 = n2 = n3 = 0. Es decir, el sistema cuántico es trivial

ya que no se admite la presencia de part́ıculas.
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6.4. Formulación Alternativa para Medios Isotrópi-

cos

Otro método para estudiar el problema consiste en partir de la suposición de que el

medio es isotrópico y uno se encuentra en el sistema de referencia del mismo. En tal caso,

podemos emplear la relación (5.42) para escribir la densidad Lagrangiana como

L = −1

8
µ(hαγhβδ − hαδhβγ)FαβF γδ. (6.50)

Las ecuaciones de movimiento quedan como

(hαγhβδ − hαδhβγ)∂α∂γAδ = 0. (6.51)

Fijamos ahora el calibre

hµν∂
µAν = 0. (6.52)

Si ahora desarrollamos la ecuación (6.51) bajo este calibre, obtenemos

(εµ∂2t −∇2)Aµ = 0. (6.53)

Podemos ver entonces que bajo este calibre el 4-vector Aµ satisface una ecuación de

ondas con velocidad de fase v = 1/
√
εµ = 1/n, donde n es el ı́ndice de refracción del

material. Este calibre parece ser entonces adecuado para trabajar con ondas planas, pero

queda ver si es lo suficientemente débil como para no trivializar el sistema. Para ello,

consideremos la condición a nivel cuántico, como en el caso anterior

hµνk
µενr âr |Ψ〉 = 0. (6.54)

Desarrollando las sumas, obtenemos

(εωε0râr −
1

µ
kiεirâr) |Ψ〉 = 0. (6.55)

Empleando el sistema de referencia preferencial para los vectores de polarización, ob-

tenemos

(εµ
ω

k
â0 − â3) |Ψ〉 = 0. (6.56)
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Empleando la relación de dispersión ω = vk y v = 1/
√
εµ, tenemos finalmente

(â0 − vâ3) |Ψ〉 = 0. (6.57)

Esto implica que existe una relación entre las cantidades de fotones longitudinales y

fotones transversales

n0 − vn3 = 0. (6.58)

Esta ecuación tiene el inconveniente de relacionar los números de part́ıculas escalares

y longitudinales según un número no entero. Podŕıamos exigir que el número de part́ıculas

sea lo suficientemente grande como para que esta relación siempre se cumpla aproxima-

damente, ya que no son part́ıculas observables.

Todos los resultados para esta teoŕıa son equivalentes a los de la teoŕıad de Maxwell

libre (caṕıtulo 3), con la diferencia de que en la relación de dispersión se tiene v en vez

de c. Esto afecta por ejemplo los polos que se emplean para obtener el propagador como

una integral de contorno (2.49). Podemos pensar en las part́ıculas de esta teoŕıa como

pseudo-fotones que viajan a una velocidad menor que la de la luz, tal como ocurre con la

velocidad promedio de los fotones en la materia.

Vemos entonces que con esta formulación se puede llevar a cabo el proceso de cuanti-

zación covariante. Una diferencia importante entre esta formulación y la original (5.22) es

que en esta última el tensor de permeabilidad está antisimetrizado impĺıcitamente, lo que

significa que hay menos información que en la recién tratada. Una posibilidad es que la

teoŕıa deba generalizarse de forma adecuada para poder luego fijar un calibre que permita

cuantizarla según este esquema.
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Parece ser posible codificar la información de medios macroscópicos en teoŕıas de

campos empleando tensores adecuados, aunque éstos deben cumplir con ciertas pro-

piedades para no generar inconsistencias en la teoŕıa. Esto al menos es cierto para

la teoŕıa del campo escalar y la del campo vectorial.

La formulación empleada para el electromagnetismo en la materia parece ser inade-

cuada obtener un modelo cuántico v́ıa cuantización covariante. Esto parece estar

relacionado con la forma en la que tiene que ser fijado el calibre para poder obtener

una teoŕıa consistente y no trivial.

Un material isotrópico puede ser modelado empleando tensores que efectivamente

son modificaciones del tensor métrico, siempre y cuando se tome el punto de referen-

cia preferencial del material. Con esto se obtiene un modelo cuántico que parece ser

consistente, salvo quizás por la relación entre part́ıculas escalares y longitudinales,

la cual involucra en general un número no entero.

Para la continuación de este trabajo se puede estudiar esta teoŕıa acoplada a algún

campo de materia escalar o vectorial. En este sentido se podŕıa realizar una conexión

más cercana con los fenómenos de óptica cuántica, por ejemplo. Pueden tambien

considerarse otro tipo de términos en la densidad Lagrangiana, aunque esto depen-

derá también de que se pueda mantener la formulación en forma expĺıcitamente

covariante.
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