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RESUMEN

Se estudia una teoria modificada del campo vectorial con el propdsito de mode-
lar efectivamente la interaccién de la radiacién electromagnética y la materia,
desde un punto de vista macroscépico. Se estudia ademas una teoria modifica-
da del campo escalar. Con esto, se intenta realizar una cuantizacion covariante
de la primera, con motivo de obtener resultados que permitan entender mejor

este tipo de teorias modificadas.

Palabras clave: Cuantizacion covariante, Teoria Cuantica de Campos, Electromag-

netismo, Materia.
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Capitulo 1
Introducciéon

El modelo cuantico que normalmente se usa para describir la interaccion de la radiacién
electromagnética con la materia es la electrodinamica cuantica, en donde se consideran
campos de materia y campos electromagnéticos que interactiian entre si, lo que puede
interpretarse como la interaccién de particulas elementales. Si bien las predicciones de
este modelo son muy precisas, puede resultar complicado explicar ciertos fenémenos ma-
croscopicos con el mismo sin hacer simplificaciones adecuadas. Existen formas de modelar
este problema, desde un punto de vista fenomenoldgico [1] [2]. Estos métodos sin embar-
go no son explicitamente covariantes. Uno puede preguntarse si existe un modelo de este
problema a partir del cual se pueda realizar una cuantizacion covariante, tal como se suele
hacer para los campos electromagnéticos en el vacio bajo el esquema de segunda cuanti-
zacion. En este trabajo investigamos tal propuesta, en la que se modela la materia con un
tensor de cuatro indices en su densidad Lagrangiana, de acuerdo con [§]. El enfoque con
el cual se estudia tal modelo es matematico, ya que el propdsito es entender el modelo en

si, sin hacer consideraciones relacionadas con el electromagnetismo que no sean necesarias.

En el capitulo 2 se estudia la teoria del campo escalar para ilustrar el proceso de
cuantizacion covariante y obtener resultados que seran necesarios posteriormente. En el
capitulo 3 se estudia el campo electromagnético en el vacio y su cuantizacién covariante,
empleando el método de fijacién de calibre a nivel de la densidad Lagrangiana. Luego, en
el capitulo 4 se estudian en general los sistemas singulares, de los cuales el electromag-
netismo es parte, bajo el esquema propuesto por Dirac [5]. En el capitulo 5 se estudia
el modelo propuesto, que es una modificacién a la teoria del campo vectorial, haciendo
énfasis en su formulacién Lagrangiana y estudiando en detalle el tensor que la modifica.
Gran parte de este desarrollo se toma de [§]. Todo esto constituye el marco tedrico del

trabajo.
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En el capitulo 6 se propone una teoria del campo escalar modificada por un tensor
para entender més facilmente ciertas caracteristicas y posibles patologias de este tipo de
teorias. Luego aplicamos el método de Dirac para analizar el campo vectorial modificado,
obteniendo resultados practicamente iguales al campo de Maxwell. Se intenta aplicar el
método de segunda cuantizacién [3] a este modelo, encontrando ciertas dificultades al
momento de fijar calibre. Finalmente, se propone un modelo méas simple para medios
isotropicos en el sistema de referencia del material, que si puede ser cuantizado bajo este
esquema. Se obtienen particulas que viajan a la velocidad promedio de los fotones en la

materia, v = ¢/ /€, con € y p la permitividad y permeabilidad relativas del medio.




Capitulo 2
El Campo Escalar

Nuestro proposito es estudiar una generalizacion de la teoria de Maxwell, la cual es
una teoria de campos vectoriales no masivos. En el capitulo 3 veremos que es posible fijar
un calibre en la teoria del electromagnetismo en el vacio de forma tal que ésta sea equi-
valente a una teoria de cuatro campos escalares no masivos. Esto es también cierto para
el electromagnetismo en la materia, bajo un calibre particular. Por esta razén, es natural
realizar un estudio de la teoria del campo escalar. En particular, estudiaremos la teoria de
Klein-Gordon, que describe un campo escalar masivo, y su cuantizacion covariante. Los

resultados obtenidos aqui pueden luego ser extendidos al campo vectorial.

Para introducir la ecuacién y el campo de Klein-Gordon, consideremos la ecuacion de

energia para una particula relativista con masa m

E? =m? + p°. (2.1)

El procedimiento de primera cuantizacién prescribe la promocion de las variables de

posicién y momentum a operadores segin

p——iV, FE —id/ot. (2.2)

Si se impone la condicion ([2.1)) como condicién sobre una funcién de onda, obtenemos

la ecuacién de Klein-Gordon para el campo escalar ¢(z)

(O+m*)¢ =0, (2.3)

No nos preocuparemos por las peculiaridades de esta teoria que la hacen inadecuada

como descripcién de una particula. Este tipo de consideraciones pueden encontrarse en la




16 El Campo Escalar

literatura [3] [4]. Nos enfocaremos en su segunda cuantizacién, y la realizacién de ésta en

forma covariante.

2.1. Cuantizacion covariante

Partimos de la formulaciéon Lagrangiana. La densidad Lagrangiana para el campo

escalar real ¢ de masa m, con el tensor métrico 7, = diag(—1,1,1,1), es

1 1
L= -5 GO — §m2¢2. (2.4)

De ésta podemos obtener la ecuacion (2.3) empleando el principio variacional. Calculemos

el tensor de energia-momentum canoénico, dado por

oL
@;u/ = g,uu‘c - Wau(b (25)
Obtenemos
1
O = 040006 — 5 010(Dad0"0 + M%) (26)

La energia y el momentum vienen dados, en notaciéon cuadridimensional, por

P’ = (E,P) = / B0 (), (2.7)

de modo que para esta teoria,

B [ @y (3 + (Vo) + me?) (2.8)

P= / PrpVe. (2.9)

Debemos ahora realizar la formulacién Hamiltoniana. Para ello, calculemos el momen-

tum conjugado.

oL :
B(000) b = ¢ (2.10)
Realizamos la tranformacion de Legendre H = 7rqz'5 — L y sustituimos la velocidad gz.S,

obteniendo

H = % (& +(Vo)? + m2¢2) . (2.11)
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Ahora realizamos la segunda cuantizacion. Para ello, promovemos el campo ¢ a un

operador Hermitico gg = ngST. El Hamiltoniano viene entonces dado por
1 74 ~ ~
z{_/ﬁ%a(&+«vwl+m%ﬁ. (2.12)

El operador de campo y su momentum conjugado © = ngS cumplen con las relaciones
de conmutaciéon candnicas a tiempos iguales
[0(x, 1), oy, 1)] = id(x —y),

~

R R : (2.13)
[p(x,1), 9(y, t)] = [p(x,1),d(y, )] = 0.

Ahora emplearemos una base de Fourier (soluciones de la ecuacién (2.3))) para expandir
el operador de campos, con el objetivo de obtener la representacién de particulas de la
teoria. Conviene separar la expansion en términos de frecuencia positiva y frecuencia

negativa

b=0"+o7, (2.14)

donde

. 1 \V? .
or=>" (le{) a(k)erne" (2.15)

0— 1 2 ~T —ikyzH
o => (ka) af (k)e~*us” (2.16)

k

Las constantes en la expansién se han escogido por conveniencia posterior, particu-
larmente para que ciertos resultados se puedan relacionar facilmente con el problema del
oscilador armonico. Estas sumas se efectiian sobre todos los vectores de onda permiti-
dos por las condiciones de borde sobre . Sustituyendo en esa misma ecuacién esta

expansion, podemos ver que

kY = wye = +(m? + k)2, (2.17)

de donde vemos que k* es el 4-vector de onda de una particula de masa m, momentum

p = k y energia E = wy.

Ahora bien, sabemos que los elementos de la base de Fourier cumplen con relaciones
de ortogonalidad y de completitud. Empleando éstas en conjunto con ([2.13)), podemos
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calcular las relaciones de conmutacién entre los operadores @ y af. Obtenemos

[d(k), &T(k/)] = 5kk',

[a(k), a(k")] = [a'(k),af (k)] = 0. (2.18)

Estas son precisamente las relaciones de conmutacién para los operadores de creacién
a' v aniquilacién @ de quanta para el oscilador arménico en mecénica cuantica. Todos
los resultados de esa teoria pueden ser aplicados directamente en ésta. Se definen los

operadores
N(k) = a'(k)a(k), (2.19)

que tienen como autovalores los nimeros de ocupacién n(k) = 0,1,2... En términos de
los operadores de creacién y aniquilacion de particulas, podemos escribir el operador
Hamiltoniano y el operador de momentum empleando (2.8)) y (2.9).

H=> w (a*a + %) , (2.20)
k

1
Psz(dT&JrE), (2.21)
k

lo que confirma la interpretacion de N como el operador de niimero de particulas con
vector de onda k. Continuando con la construccion del modelo, veamos que el estado de
menor energia, o estado base, es el estado de vacio |0), en el cual no hay ninguna particula

presente. Podemos caracterizarlo por

a(k)|0) =0, para todo k, (2.22)

0, en términos de los operadores de campo, por

¢ (x)]0) =0, para todo . (2.23)

Ahora bien, si vemos detenidamente la forma del operador Hamiltoniano (2.20]), nos
damos cuenta de que la suma diverge, debido al término wy /2. Sin embargo, si considera-
mos la contribucion de este término como la energia del estado base, podemos comenzar
a medir a partir de ese valor y prescindir del mismo. En todo caso, hay una forma sis-
tematica de prevenir la ocurrencia de estas cantidades divergentes. Definimos el producto

normal como el producto de operadores en el cual todos los operadores de aniquilacion se
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encuentran a la derecha de todos los operadores de creacion. Lo denotamos de la forma

N(...). Por ejemplo, tenemos que

Nla(ky)a(ko)a (ks)] = af (ko)a(ks )a (ko). (2.24)

Al momento de trabajar con objetos que dependan linealmente de estos operadores,
como lo son los operadores de campo, se simplifican las manipulaciones si se dividen en
partes que dependan una de operadores de creacién y otra de operadores de aniquilacion.
Por esta razén, la separaciéon resulta particularmente conveniente. Notamos ademas
que el orden relativo entre los operadores de aniquilacién o de creacién es arbitrario, ya
que éstos conmutan entre si. El ordenamiento normal, ademas, no cambia la fisica de este
sistema, ya que en el fondo corresponde a un ordenamiento de los factores antes cuantizar

la teoria.

Podemos escribir el 4-momentum, definido con productos normales,
P* = (H,P) =Y k"al(k)a(k). (2.25)
Kk
A partir del estado de vacio |0), construimos los estados con mds particulas via los
operadores de creacién. Por ejemplo, los estados de una particula son superposiciones

lineales de
a'(k)[0), para todo k; (2.26)

los estados de dos particulas son superposiciones lineales de

a'(k)a' (k') |0), para todo k y k' # k, (2.27)

%[cﬁ(k)]2 |0), para todo k, (2.28)

y asl sucesivamente. Todos los estados pueden ser normalizados, multiplicaAndolos por los
términos apropiados, como es el caso de la ecuacién (2.28) (en caso de que |0) a su vez

esté normalizado).

2.2. Relaciones de Conmutacion Covariantes

Para completar la formulacién covariante de la teoria, debemos calcular las relaciones

~

de conmutacién para tiempos arbitrarios. Para esto, calculemos el conmutador [(z), ¢(y)]




20 El Campo Escalar

para dos puntos arbitrarios del espaciotiempo x y ¥, con separacién tipo tiempo. Primero,

notemos que

~

[P()", d(y)*] = [9(2) ", d(y) ] =0, (2.29)
ya que ¢ (¢~) contiene s6lo operadores de aniquilacién (creacién). Asi,
[D(2), $(y)] = [o* () + 95 (), 6" (y) + ¢ ()]
b ¢

N (2.30)
= (6% (@), 0~ ()] + [ (x), 6" (v)).

Nos basta calcular el primer conmutador, [¢1(z),~(y)], ya que el segundo se rela-

ciona con éste por [¢~(z), o (y)] = —[¢T(x), o~ (y)]!. Sustituyamos entonces en éste las

expansiones ([2.15) y (2.16),

1

(wkwk/ ) 1/2

00) (e 450
(2.31)

i elkﬂ (aj” _yﬂ)
Wk

Y

WMM

1
2V £
1
2V

donde hemos empleado la relacién de conmutacion (2.18)). Conviene ahora hacer el limite
V — oo, considerando que el volumen en donde estamos realizando la cuantizacion es lo

suficientemente grande. Esto consiste simplemente en realizar el cambio

k. (2.32)

1 1
% Xk: @)

Tenemos entonces que, en la formulacién continua,

6+ (), 6 ()] = ﬁ / i_’f<> (233

Asignémosle ahora un simbolo a este conmutador, definiendo

i [Pk
A*(z) = o [ SRk g = 2.34
($) 2(27T)3/ Wi € ) 0 Wk ( 3 )

Con esto, escribimos la relacién de conmutacién (2.31)) como

~ ~

[T (), 0™ (y)] = iAT (z — y). (2.35)
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El conmutador restante viene dado por

(07 (2), 6% (y)] = ~[07 ().~ ()]

3
- _ 1 /Meiku(y“—z“) (2.36)
20273 ) wi
= —iAT(y —z).
Si definimos ahora la funciéon A~ (z) = —A™*(—z), podemos escribir
[0 (2), 6" (y)] = iA ™ (z — y). (2.37)

Ahora, para escribir la relacién de conmutacion ([2.30)), definimos

Alz) = At (x)+ A (z) = # / % sin(k,a"), (2.38)

siendo ésta una funcién impar y real. Finalmente, de las ecuaciones (2.30)), (2.35)), (2.37)
y la definicién (2.38)), obtenemos

[0(x), d(y)] = iA(x —y). (2.39)

No es dificil ver que la funcién A, asf como A* y A~, satisface la ecuacién de Klein-
Gordon

(0, +m?*)A(z) = 0. (2.40)

Resulta 1til representar las funciones A como integrales de contorno en el plano com-

plejo de la variable kg. En esta forma, las funciones A (x) y A~ (z) vienen dadas por

-1 d*fettne
+ _
A (x) - (27T)4 /;i kQ o m2 9 (241)

con los contornos C* y C'~, para A*(x) y A~ (z) respectivamente, mostrados en la figura
2.1} Se puede demostrar, empleando el método de los residuos con los polos ky = +wy,
que estas definiciones se reducen a y . La funcién A(x) es representada por
la misma integral, pero empleando el contorno C'.

Podemos ver ademéds que la funcién A(z — y) es impar

Alx —y) =—-Ay — z). (2.42)
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In’l(ko)

Figura 2.1: Contornos para la representacién integral de las funciones A*(x) y A(x)

Finalmente, tenemos la propiedad fundamental

Al —y) =0 para (v —1y)*<0. (2.43)

Esto es, la funcién A(z — y) se anula si el argumento es un 4-vector tipo espacio. Esto
tiene la consecuencia de que las mediciones realizadas en dos puntos del espacio-tiempo
que tienen una separacion tipo espacio no se influyen entre si. Es decir, las perturbaciones
no se pueden propagar con velocidad mayor a la de la luz. Esto se conoce como la condicion

de microcausalidad.

2.3. El propagador escalar

Asi como se pueden representar las funciones A definidas anteriormente como integra-
les de contorno en el plano complejo de kg, pueden ser definidas otras funciones de este
tipo empleando contornos distintos. Discutiremos aqui una de estas funciones, que es de

gran importancia para la teoria cuantica de campos.

Notemos primero que la funcién A™ puede ser escrita como el valor de expectacion de
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vacio del producto de dos operadores de campos. Consideremos el valor de expectacién

~

(01 ()9 (y) [0) = (0] 67 (2)0™ (y) + 6" (2)d™ (y) + 0™ ()" (y) + &~ ()¢~ () [0)
= (016" (@)™ (y) — &~ (2)¢" () [0) (2.44)
= (0 [¢* (), 6~ ()] 10) ,

donde se ha empleado la definicién (2.23]) y su conjugado Hermitico. Tomando ahora el

valor de expectacion de vacio en ambos lados de la ecuacién ([2.35]), tenemos

iAT (2 —y) = (0] (x)o(y) [0) (2.45)
Definamos ahora el producto temporalmente ordenado como

~

Ty = AW ey (2.46)
S)da), s>

Esto es, los operadores evaluados en tiempos més tempranos actiian primero. Defini-

mos la funcién delta de Feynman Ap

iAp(z = y) = (0] T{d(z)(y)} |0) - (2.47)

Si empleamos las ecuaciones (2.45)) y (2.37), podemos definir explicitamente esta fun-

cién como

Ana) At(z), si2”>0 (2.48)
F\T) = .
—A~(x), siz®<0

Nos preguntamos ahora, jqué interpretacion fisica tiene esta funcion? Consideremos el
caso 20 > 10, para el cual Ap = (0] ¢(x)é(y) |0). Podemos pensar en esta expresién como
la representacién de un proceso en el cual una particula es creada en y y luego viaja a z,
donde es aniquilada. Para el caso y° > x°, tenemos que Ap = (0| é(y)gg(x) |0) y podemos
interpretar esta expresién de forma anéloga. Estos procesos se ilustran en la figura[2.2] En
ésta, las lineas entrecortadas representan la propagacion de la particula en la direccién de
la flecha, desde y a = o vice versa. Por esta razén, nos referimos a Ap como el propagador

de Feynman para particulas de espin cero, o simplemente el propagador escalar.
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Figura 2.2: El propagador escalar

Si bien en esta teoria no hay interacciones, podemos considerar un ejemplo fisico en
el cudl si las hay, para ver como aparecen estos propagadores. Consideremos entonces la
interaccién nucleén-nucléon. En este proceso, existen dos nucleones en el estado inicial
y el estado final. La interaccion entre los nucleones corresponde a un intercambio de
mesones virtuales. Consideraremos el intercambio de un sélo mesén, que es el proceso mas
simple de este tipo. Este se ilustra en la figura Las lineas continuas representan los
nucleones y las entrecortadas los mesones. Aqui se ha dividido el proceso en los dos casos
2% > 9% v 2% < 40, Sin embargo, al momento de realizar los cdlculos en la teorfa, se deben
considerar ambos al mismo tiempo. Esto se representa esqueméticamente en la figura 2.4,
que se conoce como un diagrama de Feynman. No debe interpretarse literalmente como la
propagacién de particulas en el espaciotiempo, sino més bien como un grafico del cual se
puede extraer cierta informacién fisica. Por ejemplo, notemos que la separacion x — y en

este grafico es tipo espacio, lo que no tiene sentido fisico ya que implicaria que el mesén

viaja mas rapido que la luz.

Figura 2.3: Contribucién del intercambio de un mesén al scattering nucleén-nucleén.
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e,
=

Figura 2.4: Diagrama de Feynman para la contribucién del intercambio de un mesén al

scattering nucleén-nucledn.

Para desarrollos posteriores, requeriremos una representacion del propagador escalar

en el espacio de momentum. Esta est4 dada por la siguiente integral

1 d*ketFn"
Ap(z) = ) /C Epp—y (2.49)
F

donde el contorno Cg se muestra en la figura [2.5

Im (ko)

ko = Cr
0 T N\
\_/ ko = w, Re(ko)

Figura 2.5: Contorno CF para el propagador escalar Ap
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El Campo Escalar




Capitulo 3

Teoria Covariante del Campo de

Fotones

En este capitulo hacemos un breve resumen de la formulacién covariante de la teoria
clasica de Maxwell libre, para luego realizar su cuantizacién con fin de obtener una teoria
covariante del campo de fotones en ausencia de materia, siguiendo principalmente el desa-

rrollo en [3].

3.1. Teoria Clasica de Maxwell Libre

Las ecuaciones de Maxwell en el espacio libre pueden ser expresadas de manera cova-

riante en términos del tensor antisimétrico de campo electromagnético

Fr = (3.1)
-FE, =B, 0 B,
-E, B, B, 0
quedando asi de la forma
8, F"" =0, (3.2)

OPFHM 4 QP F 4+ 9" FM = 0. (3.3)
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Expresamos el tensor F'** en términos del 4-vector potencial A* = (¢, A) de la forma

Fr = gl AY — 9¥ A", (3.4)

En términos de los potenciales, las ecuaciones (3.2) toman la forma

A" — 0"(9,A") = 0, (3.5)

mientras que las ecuaciones (3.3)) se satisfacen idénticamente. Las ecuaciones (3.2 pueden

ser obtenidas, mediante el principio de accion estacionaria, de la densidad Lagrangiana

1 v
L= _ZLF”VFu . (3.6)
Sin embargo, esta densidad Lagrangiana es singular, como veremos en el capitulo 4.
Aqui no emplearemos el método alli desarrollado, sino mas bien fijaremos el calibre de

Lorenz 9,A" = 0 en la densidad Lagrangiana, agregandole un término fijador de calibre

1 1
L= —ZFMVF“” - 5((%/1‘*)? (3.7)

Si escribimos esto en términos de A*, tenemos que

1 1
L= = (0" A = A, A, - 0,A,) - 5(0.A")
1 1 1
= SOAQA, + SOATD,A, — SO AD,A, (3.8)
1 14
= SO A, A,,

donde se ha integrado por partes dos veces el segundo término del lado derecho en la
segunda linea, para cancelarlo con el tercero. Trabajaremos entonces con la densidad

Lagrangiana

L— —%(&,Au)(a”A“). (3.9)

Podemos ver que el efecto de fijar el calibre de Lorenz reduce efectivamente la teoria
a una de cuatro campos escalares no masivos (siendo atin las componentes de un campo

vectorial), sin interacciones mutuas. Calculando las ecuaciones de movimiento, vemos que
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cada componente satisface la ecuacién de ondas

A" = 0. (3.10)

Ademas, podemos ver que a nivel de las ecuaciones de movimiento, se distinguen éstas
y las mds generales precisamente por el término 0#(9,A"), que se anula bajo el calibre de

Lorenz. Los momenta conjugados de esta teoria son

_ oL _
oA,

s

AM. (3.11)

Promovemos los campos y momenta a operadores (A*, A*) — (A“, A“), y los expan-

dimos en una base de Fourier, de forma analoga al campo escalar

AP = APt 4 AP (3.12)

donde

) 1\ ) o
At =% (ka) e"(k)a, (k)ee” (3.13)
rk

1/2
Ar= = %{: (2\/1wk> el (k)al (k)e ", (3.14)

Las sumas sobre k en estas ecuaciones son sobre los vectores de onda permitidos por
las condiciones de contorno. La suma sobre r, desde r = 0 hasta r = 3, corresponde
al hecho de que para el 4-vector A* existe, para cada k, cuatro estados de polarizacion
linealmente independientes. Estos estén descritos por los vectores de polarizacién e (k),
r=0,...,3, que escogemos como reales, y que satisfacen las relaciones de ortonormalidad

y completitud (donde en r no hay suma implicita)

erp(k)et (k) = &.0,s, r,s=0,..3, (3.15)

> Get(k)er(k) = g™, (3.16)

donde
§o = —1, Si=8&=§=1 (3.17)
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Una escogencia especifica de los vectores de polarizacién en un marco de referencia

dado puede facilitar la interpretacion. Escogeremos estos vectores como

ep(k) = n* = (1,0,0,0), (3.18)

er(k) = (0,e.(k)), r=1,2,3, (3.19)

r

donde £;(k) y e2(k) son vectores unitarios mutuamente ortogonales, que también son

ortogonales a k, y

ez(k) = —. (3.20)

el 'y eb son llamados polarizaciones transversas, e; polarizacién longitudinal y ef

polarizacion escalar (no por razones fisicas sino por convencion).

3.2. Cuantizacion Covariante

Realizamos ahora la cuantizacién del campo electromagnético libre segiin la densidad
Lagrangiana (3.9)), aplicando el formalismo canénico. Las relaciones de conmutacién a

tiempos iguales para los campos y los momenta conjugados vienen dadas por

~ ~

[A*(x, 1), A%(y, 1)] = ig""d(x — y), (3.21)

A ~ ~ ~

Ak (x,8), A"y, )] = [4(x,1), A¥(y, £)] = 0. (3.22)

Para obtener la interpretacion de fotones de los campos cuantizados, sustituimos las

expansiones ([3.13]) y (3.14) en las relaciones de conmutacion (3.21)) y (3.22)), obteniendo

[a,(k), al (k)] = & 6,010 (3.23)

[ar(k), as(K)] = [al(k), al(K')] = 0 (3.24)

Interpretaremos estos resultados siguiendo el procedimiento de Gupta y Bleuler. En

esta teorfa, los operadores a, y al, r = 0,...,3, son interpretados como operadores de
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aniquilacion y creacién, respectivamente, para fotones transversos, longitudinales y esca-
lares. Recordemos que sélo los fotones transversales tienen significado fisico y los otros
dos tipos de fotones estan presentes en la teoria por ser esta de calibre. Esto quedara claro
més adelante. El estado de vacio |0) se define como el estado en el cual no hay presentes

fotones de ningtn tipo, es decir

a,(k)|0) =0, todok, r=0,..,3, (3.25)

0, equivalentemente

A" (z)]0) =0, todox, p=0,..,3. (3.26)

Los operadores af(k) que acttian sobre el estado de vacfo |0) generan los estados de

un fotén

L) = al (k) [0) (3.27)

en los cuales estd presente un fotén transverso (r = 1,2), longitudinal (r = 3) o escalar
(r = 0), con momentum k. Para justificar esta interpretacién, consideremos el Hamilto-

niano de la teorfa, que en términos de los operadores a, y al se escribe

rk
A pesar del signo negativo (§y = —1) asociado a los fotones escalares, se puede ver que

esta energia es siempre positiva. Correspondientemente, definimos el operador de ntimero

de particulas como

N, (k) = &.al(k)a, (k). (3.29)
Para hacer esta teoria equivalente a la teoria de Maxwell, debemos imponer la con-

dicién de Lorenz d,A" = 0 como una identidad de operadores. Podemos establecer una

condicién mas débil (método de Gupta-Bleuler)

8, AP W) =0, (3.30)

Con esto, la condicion de Lorenz se cumple explicitamente al tomar el valor de expec-
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tacion

(U] 9, A" |)) = 0. (3.31)

De esta manera se asegura que se cumplen las ecuaciones de Maxwell en el limite

clasico de esta teoria. Expresamos la condicion (3.30]) en el espacio de momentum

laz(k) — ao(k)] |¥) =0, todo k, (3.32)

que impone una restriccion en las combinaciones lineales de fotones escalares y longitu-
dinales, para cada valor de k, presentes en un estado. Debido a esta condicion, el valor
de expectacion de todos los observables no depende del niimero de fotones escalares ni
longitudinales, como debe ser. En particular, el valor de expectacion del Hamiltoniano

tiene la forma

(U| H |¥) = (] ZZwka k) |U) . (3.33)

k r=1
Las distintas combinaciones de fotones longitudinales y escalares permitidas se co-
rresponden con distintos calibres, equivalentes al calibre de Lorenz, de los cuales el mas

sencillo corresponde a la ausencia de dichos fotones.

3.3. El Propagador de Fotones

Consideremos las relaciones de conmutacién covariantes. Ya que esta teoria es una
de cuatro campos escalares no masivos, podemos emplear los resultados obtenidos en el

capitulo 2, en el limite m — 0. Estas relaciones son entonces

[A¥(z), A (y)] = iD"(x — y), (3.34)
donde
D(x) = g lim Ax). (3.35)

recordando que la funcién A(x) viene dada por

Alz) = # / ‘if sin (k). (3.36)

Definimos el propagador de fotones de Feynman de forma analoga al propagador es-
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calar

(O] T{A" () A"(y)} |0) = iDy'(x — y), (3.37)

donde T denota el producto tiempo-ordenado y

» L g;u/ d4 ikax
D (@) = 9 Jim Arta) = o [ (3.38)
Daremos interpretacion al propagador de fotones como el intercambio de los
cuatro tipos de fotones en la teoria. Para esto, consideramos el propagador en el espacio de
momento D% (k), que estd relacionado con el propagador en el espacio de configuraciones
D% (z) por

1
(27)"

De las ecuaciones (3.16]) y (3.38)) obtenemos

Dy (x) =

d* kDM (k)e*es®, 3.39
F

v g™ 1
DY (k) = = E Mk)er (k). A4
F ( ) k2 4 e k2 + e - 57"67"( )87’( ) (3 O)

Si empleamos el marco de referencia preferencial dado por (3.18) y (3.19)), esta ecuacién

toma la forma

D% (k)

2 k* — (En)n#|lkY — (kn)nY
{Z B = (k)[R — (k)]

(kn)? — k2 + (—1)n“n”} , (3.41)

- k2+15

en la cual se exhiben por separado las contribuciones de los fotones transversales, longi-
tudinales y escalares, respectivamente. La interpretacion del propagador, sin embargo, se

hace mas fécil si recombinamos los términos longitudinal y escalar, obteniendo

Dy’ (k) = D (k) + Dic (k) + Dig(k), (3.42)
donde
1 2
Dpr(k) = 15— Zl ey (ke (k), (3.43)
D) = (3.44)
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1 krEY — (kn)(kFn” + kEYn*)
DL (k) = 3.45
rrlk) k% + ie { (kn)? — k2 (345)
Consideremos el segundo término escrito en el espacio de configuraciones
y g"°g"° / dgkeik'x/ 0 —ik0z0 0 w0 1 0
D~ = dk”e™" " = g"g"m——0(x"). 3.46
FC’(m) (27T)4 |k|2 € g g 47T’X| (l‘ ) ( )

En esta expresién vemos que el intercambio de fotones escalares y longitudinales conte-
nido en ([3.46) se corresponde con la ley de Coulomb. En cuanto al tercer término, D4y (k),

se puede demostrar que no contribuye a ninguna cantidad observable.

Uno de los objetivos principales de este trabajo es estudiar la forma que tiene este

objeto en la teoria de Maxwell macroscépica.




Capitulo 4
Sistemas Singulares

Como es sabido, la radiacion electromagnética tiene dos grados de libertad, que se co-
rresponden a nivel cudntico con los dos posibles estados de polarizacién del fotén (dextrogi-
ro y levégiro). Sin embargo, al estudiar la teoria de Maxwell, observamos que el campo
A* tiene cuatro grados de libertad. Esto implica que dos de éstos no son fisicos. Diremos
que son grados de libertad esptreos y que esta teoria es singular. Todas las teorias de
interacciones fundamentales son de este tipo, por ser teorias de calibre. Esto trae como
consecuencia ciertas dificultades al momento de tratar de construir la formulaciéon Hamil-

toniana de la teoria, que es necesaria para su cuantizacién canonica.

Para resolver estas dificultades existen varios métodos. En esta seccion estudiaremos
el método desarrollado por Dirac y que llamamos cuantizacion a la Dirac, ya que es un
método orientado a la cuantizacion de la teoria. Estos desarrollos se pueden encontrar en

su forma original en [5]

4.1. Sistemas con finitos grados de libertad

Desarrollaremos el método de Dirac primero para sistemas singulares de finitos grados

de libertad. Para ello, consideremos un sistema descrito por la siguiente accién

5= [Cano.¢w), (4.1

t1

donde L es el Lagrangiano, que no depende explicitamente del tiempo. El indice i =
0,..., N denota los distintos grados de libertad. La evolucién del sistema se da de tal

forma que la accién se hace estacionaria bajo variaciones infinitesimales d¢‘(t) (principio
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de Hamilton). Si asumimos que los limites de la integral permanecen fijos durante la
variacién, es decir, d¢'(t;) = dq'(t2) = 0, se obtienen las ecuaciones de movimiento de la

teoria (ecuaciones de Euler-Lagrange):

oL d oL

DT 4.2
oqt  dt 0¢ (42)
Si calculamos la derivada total temporal, obtenemos
- 0L L - 9L
g 8., ..:a.—qﬂ 8. (4.3)
0¢'0¢7  0q* 0¢10¢"

De esta forma podemos ver que para expresar las aceleraciones ¢* en términos de las

posiciones ¢* y velocidades ¢, es necesario que la matriz Hessiana

0*L
J 3q1 3q3 ( )
sea invertible. Es decir, su determinante debe ser distinto de cero,

Consideremos ahora la construccion de la formulacion Hamiltoniana. Para ello, se

definen los momenta conjugados como

oL
- 5

i (4.6)

Ahora bien, si la matriz Hessiana es singular (no invertible), serd el caso que algunas
de las variables del espacio de fases, ¢' y p;, no son independientes. Esto implica que la
ecuacion (4.6) no sera invertible. Precisamente esto es lo que define un sistema singular.
No se pueden expresar las velocidades como funciones de los momenta y las posiciones.

Esto da lugar a la existencia de R relaciones entre las posiciones y los momenta

(bT(p'Laq’L) :()7 r= 17"'7R7 (47>

si el rango de la matriz Hessiana es (N — R). Estas ecuaciones son llamadas vinculos
primarios y nacen naturalmente de la estructura del Lagrangiano y la definicién de los
momenta. Estos vinculos representan restricciones en el espacio de fases. Es decir, definen
una subvariedad en el espacio de fases de dimension 2N — R, el cual contiene la informa-

cién fisica del sistema.
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Veamos ahora las consecuencias de estas condiciones al construir la formulacion Ha-

miltoniana.

4.2. Formulacion Hamiltoniana

La transicion de la formulacién Lagrangiana a la Hamiltoniana estd dada por la trans-

formacién de Legendre

H(pi(t),q'(t)) = pid" — L(q'(t), 4'(1))- (4.8)

Es importante notar que el Hamiltoniano no puede estar escrito como funcién de las

velocidades. Para esto, veamos que

dH = d(pig') — dL

» oL OL

= ¢'dp; + pidq" — 3_qidq - &jidq (4.9)
. oL .

= ¢'dp; — d z7
§'dpi — 5 5dg

donde se ha empleado la definicién de los momenta. Vemos que tan sélo quedan diferen-
ciales de las posiciones y los momenta, de modo que el Hamiltoniano sélo puede depender
de estos. Esto es, no puede depender de las velocidades. Esto es problematico ya que como
consecuencia de la existencia de los vinculos primarios, no todas las velocidades pueden
ser despejadas en términos de las posiciones y los momenta, por lo que habra que hacer

otras consideraciones.

Empleamos el método de los multiplicadores de Lagrange para acoplar explicitamente

los vinculos primarios a la accion, denotando dichos multiplicadores por A"

S— / dH(L + N'o). (4.10)

Empleamos ahora la ecuacién (4.8) para escribir la accién en términos del Hamilto-

niano

5= /dt(piq'i CHNG,). (4.11)

Haciendo variaciones sobre esta accion, obtenemos las ecuaciones de movimiento Ha-
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miltonianas para sistemas con vinculos

, OH 06,

q 4 (4.12)
i OH |00,
= Op; 8192"

Definiendo ahora el corchete de Poisson de dos funciones del espacio de fases F(q', p;)

y G(¢*,p;) como

oF 0G  0GOF
FG}=——— — 4.13
V) = 50 an ~ ag ope (419)

podemos escribir las ecuaciones de movimiento Hamiltonianas como

.i - iaH + A" iy Pr sy
1.)‘ {p‘ } {p‘ ¢} (4.14)

¢ ={d" H} +X{¢" . ¢ }.

Es conveniente ahora definir el Hamiltoniano primario
H*=H + \'¢,, (4.15)

que no es mas que el Hamiltoniano canénico con los vinculos primarios acoplados via
multiplicadores de Lagrange. Podemos emplear este Hamiltoniano para escribir la derivada

temporal de una funcién del espacio de fases

F:{FvH*}_{Fv)‘r}Qbr

~ (F.H). (4.16)

donde el simbolo = significa igualdad débil, lo que implica que la igualdad se sostiene
dentro de la subvariedad fisica del espacio de fases, en la cual se cumple ¢, = 0. Los
vinculos deben ser fijados una vez hayan sido realizadas todas las cuentas (en particular,
los corchetes de Poisson) para llegar a un resultado final. Esto se debe a que al fijar los
vinculos estamos reduciendo el espacio de fases a la subvariedad fisica, de modo que si
esto se hace antes de llegar a resultados finales, se puede perder informacién importante.

Por esta razoén, en general diremos que ¢, = 0.

Ahora bien, para que el formalismo sea consistente, es necesario requerir que los vincu-

los primarios se preserven en el tiempo. Esto es, el sistema debe permanecer siempre en
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la subvariedad fisica. Para ello, se debe cumplir que

Or = {dr, H} + X{¢y, b5} =~ 0. (4.17)

La preservacion de estos vinculos puede tener distintas implicaciones. Es posible que
la ecuacion (4.17)) se satisfaga idénticamente. Es decir, que se obtenga la identidad 0 = 0.
También puede obtenerse una ecuacion que imponga condiciones sobre los multiplicado-
res \". En cualquiera de estos casos, culmina la preservacién de vinculos. Puede ocurrir

también que se obtenga una ecuacién que involucre las variables candénicas inicamente

x(q',pi) =0, (4.18)

lo que implica la existencia de otros vinculos y, que llamaremos vinculos secundarios, y
que también deben ser preservados en el tiempo. Finalmente, puede obtenerse una rela-
cién inconsistente (por ejemplo, 1 = 0), en cuyo caso la teoria misma es inconsistente y

debe ser reconsiderada.

Después de haber culminado la preservacién de vinculos, tenemos el siguiente sistema

de ecuaciones lineales para los multiplicadores de Lagrange

{6, H} + X{¢y, 05} =0, r=1,.. R,

(4.19)
e HY + X\, sy =0,  k=1,.., K.

El conjunto de todos los vinculos primarios y secundarios definen entonces la subva-

riedad fisica en el espacio de fases.

4.3. Cantidades de primera y segunda clase, corche-

tes de Dirac

Las funciones del espacio de fases pueden ser clasificadas de la siguiente forma. Diremos
que una funcién F es de primera clase si su corchete de Poisson con cualquier vinculo

(primario o secundario) es cero, al menos débilmente,

{F, o} = {F.xx} =~ 0. (4.20)

De otro modo, diremos que F' es de segunda clase. En cuanto a los vinculos, su dis-

tincién en primera y segunda clase es de gran importancia. En el caso en que todos los
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vinculos de una teoria son de primera clase, se dice que el dlgebra dada por los corchetes
de Poisson es cerrada y el procedimiento descrito anteriormente es suficiente para aplicar
las reglas de cuantizacién, correspondiéndose los corchetes de Poisson con los conmuta-

dores en la teoria cuéntica.

En las teorias que estudiaremos, es posible fijar calibre de modo que se le agreguen
vinculos de segunda clase. En este caso, es necesario generalizar los corchetes de Poisson
a los corchetes de Dirac, que se definen para dos funciones F' y G del espacio de fases

como

{F7 G}D = {F7 G} - {F7 Qbr}(Ail)rs{(bsa G}7 (4'21>

donde A, es la matriz cuadrada cuyos elementos son los corchetes de Poisson entre los

R = S vinculos, que no distinguiremos simboélicamente entre primarios y secundarios

{61, 01 {1,092} -+ {1, 05}

[Ans] _ {¢27¢1} {¢25'¢2} : {¢27.¢S} (422>
{¢R7¢1} {¢R7¢2} T {¢R7¢S}
Las ecuaciones de movimiento vienen dadas por
F~{F H}p. (4.23)

Los corchetes de Dirac, asi como los de Poisson, presentan varias propiedades algebrai-
cas. En particular, son antisimétricos, lineales y obedecen la identidad de Jacobi y la regla
del producto para operadores diferenciales. Para realizar la cuantizacién de la teoria, son
éstos los corchetes que se promueven a conmutadores. Apliquemos entonces estas ideas a

una teoria en particular.

4.4. Sistemas con infinitos grados de libertad

Todo el desarrollo que se ha hecho hasta ahora es valido para sistemas con finitos gra-
dos de libertad. Sin embargo, los sistemas de interés fisico con finitos grados de libertad
no suelen ser singulares, de modo que se pueden manejar sin las dificultades que éstos

presentan.
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La motivacién real de desarrollar este formalismo es estudiar teorias de interacciones
fundamentales, que son singulares. Estas teorias, sin embargo, son de infinitos grados de

libertad y por lo tanto hay que traducir dicho formalismo al lenguaje de teorias de campos.

Consideremos el Lagrangiano, que ahora es un funcional de los campos y sus derivadas

temporales

L(t) = L' (x,t); o' (x,8)], I=1,..,N. (4.24)

Como nos restringimos al estudio de teorias de campos locales, podemos escribir el

Lagrangiano como una integral de volumen sobre una densidad Lagrangiana £

L= /dgxﬁ(gol(x, t); Vol (x,1); ¢ (x,1)). (4.25)

La densidad Lagrangiana es una funcién que depende de los campos, sus derivadas
espaciales y derivadas temporales. El indice I tan sélo cuenta el nimero de campos, de
modo que no tiene el significado de indice de un 4-vector. Para pasar a la formulacion
Hamiltoniana, se definen los momenta conjugados candnicos como la derivada funcional

del Lagrangiano con respecto a la derivada temporal de los campos

oL

T

El Hamiltoniano de teoria de campos es un funcional que depende de los campos y

sus momenta conjugados

H(t) = Hlp' (x,t): mr(x,1)]. (4.27)

Este puede ser obtenido a partir del Lagrangiano via una transformacién de Legendre

H= /d?’x(mgbl) — L= /dng(WI;cpI;Vm;V@I), (4.28)

en donde tenemos la densidad Hamiltoniana H = ;¢! — £. Las ecuaciones de movimiento

Hamiltonianas vienen dadas al minimizar la accién

A= / d'zL = / dz(mrpf — H). (4.29)
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Con esto, obtenemos

o= o= i (130

il == 1y, == (4.31)

= — az

sl 0p! (0"’ (4.32)

donde la suma en 7 sélo cubre las derivadas espaciales. Definimos ahora el corchete de

Poisson para dos funcionales A[¢!, ;] y Blp!, 7] como

x) 6B(y)  0B(y) M(x)) | (4.33)

s [ OA(
(409 B0} = [ (MZ) omi(z)  3¢1(z) oy (e)

Estos corchetes se calculan siempre a tiempos iguales, por lo que la dependencia tem-
poral se omite en ellos por brevedad. Ahora, como uno puede escribir una funcién como

un funcional que depende de si misma

Pxt) = [Pl (05 x - x), (4.34)
la derivada funcional se define de cuerdo a

op! (x,t)

=5 (x —X). 4.
5o (1) d',0°(x — x') (4.35)

Entonces las derivadas temporales pueden ser escritas de la forma

. 0A 0A 0A OH O0H 6A
Alp! = | &Pz —o! + —7! :/d3 - —— | ={A H}. (4.
ool = [ (35004 o) = [ (5550 - 5550 ) = (A} (130

Podemos ver que hasta ahora los formalismos para finitos e infinitos grados de libertad
son préacticamente iguales. Introducimos ahora los vinculos, que ahora son funcionales de

los campos, sus momenta conjugados y los multiplicadores

d(t) = d[p!, 7, N = /d3a:/\(x, t)p(x,t). (4.37)

Los vinculos ¢ con los cuales trabajaremos son entonces densidades, que se acoplan al
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Hamiltoniano via los campos multiplicadores

H,=H +®[p" 7,\| = H + /d3a:)\(x, t)or(x,1). (4.38)

Las ecuaciones de movimiento con los vinculos acoplados pueden ser obtenidas de la

accion primaria

A= / d'z(rpl —H — A"¢,). (4.39)

Los resultados obtenidos son
= (e Y+ [ 006 0.6.0)), (4.40)

by — (o HY + / PN (v, ) {1 (), 6, ()] (4.41)

o para un funcional general del espacio de fases A(p!, ;)

A= (R H) + [ @X (3. 01460).6,)). (1.42)

El algoritmo de Dirac para la obtencion de los vinculos, en este caso, es el mismo que
para los sistemas de finitos grados de libertad. Entonces, todas las férmulas tienen una

forma similar a las ya escritas. En particular, el corchete de Dirac toma la forma

{A(), By)}p = {A(x), By)} - / / Pud*v{A(x), 6o(w)}G™ (u,v) {6,(v), G(y)}.
(4.43)

La matriz G"™(x,y) es la inversa de

Gruw(X,y) = {0x(x), du(y)}, (4.44)

con la inversa definida por la relacion integral

/dSZG’“"/ (x,2)Go(z,y) = 050 (x — y). (4.45)
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4.5. Caso de estudio: electromagnetismo en el vacio

Habiendo ya desarrollado la formulaciéon Lagrangiana para la teoria del electromagne-
tismo en el vacio, nos valemos de las definiciones y consideraciones hechas alli para acortar
la discusion aqui. Consideremos la densidad Lagrangiana para el electromagnetismo en el

vacio, sin fuentes

1
L=~ FuF", (4.46)

con F* = gFAY — 0" A*. Las ecuaciones de movimiento para esta teoria son

0, ™ =0, (4.47)

Para realizar la formulacion Hamiltoniana, calculemos los momenta conjugados, que

denotamos por 7. Estos vienen dados

oL oL
I . 4.4
T T 04, 04, 448)

Escribiendo la densidad Lagrangiana en términos A* y sus derivadas, efectuamos la

operacién para obtener 7 = —F%  que podemos separar en
=0 (4.49)
= —E° '

Es decir, el hecho de que la densidad Lagrangiana no depende del término 9y Ay, lleva
operacionalmente a la existencia de un vinculo primario 7° = 0. De aqui que la teoria sea

singular.

Consideremos ahora la construccién de la densidad Hamiltoniana

H = 1'A, — L. (4.50)

Para el caso que estamos desarrollando, tenemos que 7# = 0, por lo que debemos

despejar las velocidades 0y A;. Para ello, usaremos (4.49)),

7Ti = —FOi = agAZ - @AO

, (4.51)
80141' =7 — 81140




4.5 Caso de estudio: electromagnetismo en el vacio 45

Conviene ademas separar la densidad Lagrangiana en sus términos con indices tem-

porales, espaciales y mixtos, y escribirla en términos de los momenta

1

4

1 ) 1 ..
- —§FOZF01' — ZFUEj
1, , 1
= 57’(’7’(’ — ZFUE

c F,, F*

(4.52)

La densidad Hamiltoniana es entonces

. 1 .. 1
H = 1'0gA; — §7TZ7TZ + ZEJEJ

= r'r" — 7'0; Ay — iwlﬂ’ + Zﬂjﬂj (4.53)

= %ﬂ'iﬂ'i + }lFijFij + Aoy
De la segunda a la tercera linea se ha hecho una integracién por partes 7¢09; Ay — —Ag0;7,
recordando que lo que es de interés fisico es el Hamiltoniano, de modo que podemos pensar
que estas cantidades estan en un entorno de integracion de forma téacita. Esto equivale a
aplicar la regla del producto de Leibniz y descartar términos de divergencia. Esto puede
realizarse siempre y cuando los campos considerados decaigan lo suficientemente rapido

en el infinito y sus integrales de superficie se anulen.

Definamos entonces la densidad Hamiltoniana primaria, acoplando los vinculos prima-

rios

H =H+ N0, (4.54)
En este caso, tenemos sélo un vinculo primario ¢; = 7° = —m,. Asi,
L, 1.1 :
H* = 571'17'('Z + ZE]E] + Aoaiﬂ'z - )\171'[), (455)

advirtiendo que el indice para el multiplicador no tiene significado especial y lo escribimos

abajo por practicidad. El Hamiltoniano primario entonces no es mas que

H* = / H*dx. (4.56)

Siguiendo con el programa, debemos ahora preservar el vinculo en el tiempo. Para
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realizar los cédlculos con los corchetes de Poisson, es conveniente emplear los corchetes

fundamentales

{Au(x), 7" (y)} = 6,0°(x — y). (4.57)

Usemos esto entonces para preservar el vinculo primario

{n°(x), H"} = / dy{r"(x), 1" (v)}
_ / Py{r°(x), Ao(y)0 (v)}
= [ @i, Aoy o (y) (4.58)

= / *yé’(x — y)0im' (y)
= 0,7 (x).

Tenemos asi un vinculo secundario

¢* = 0 =~ 0, (4.59)

que no es mas que la ley de Gauss 9;E° = 0 en la subvariedad fisica. Tenemos por otra

parte que ¢2 = 0, de modo que éstos son todos los vinculos de la teorfa. Ademés,

{¢', ¢’} =0, (4.60)

de modo que los vinculos son de primera clase y en principio podemos cuantizar la teoria

en este punto, dada una representacion adecuada.

Veamos ahora qué ocurre si fijamos un calibre. Empleamos el calibre de radiacién

XlIAO%O,

| (4.61)
X2 = 0,A" ~ 0.

Tenemos ahora cuatro vinculos. Con ellos podemos calcular la matriz G. Tenemos que

i —{xX'(x),90'(y)} = d(x—y), (462)

—{X*(x), " (y)} = —Vo(x —y),

{o'(x), x'(y)
{0°(x), X*(y)
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mientras que todos los demas corchetes se anulan. Tenemos entonces que

0 0 (x—1y) 0
_U25(x —
Gy = 0 0 0 Vil =yl | (4.63)
—i(x—y) 0 0 0
0 V3(x —y) 0 0

Para calcular los corchetes de Dirac, debemos invertir esta matriz. Debido a la estruc-
tura de la misma, es necesario simplemente invertir cada uno de sus elementos.En este

sentido, la inversa de la delta de Dirac es ella misma, ya que

/5(X —2)0(z —y)d’z = 6(x —y), (4.64)

siendo la delta de Dirac el andlogo continuo a la identidad. La inversa del operador

Laplaciano no es mas que la funciéon de Green. En este caso,

V2= [Vl = —m. (4.65)
Tenemos entonces que
0 0 —i(x—y) 0
1
G = 6(}(0_ i 8 g _T . (4.66)
0 T 0 0

Con esto podemos escribir los corchetes de Dirac empleando (4.43]). Los primeros dos

corchetes de Dirac fundamentales se anulan idénticamente

{A.(x), Au(y)}p =0, (4.67)

{m"(x), 7" (y)}p =0, (4.68)

de modo que son iguales a los corchetes de Poisson. Para el tultimo corchete, se obtiene,

después de un pequeno célculo empleando (|4.43))

1

{Au(), 7 (y)}p = (0, — 0,00)8°(x — y) + 8,1 0;0; drlx —y|

(4.69)
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Con esto terminamos el andlisis candénico del campo de Maxwell microscopico.




Capitulo 5

Teoria del Campo Vectorial
Modificada

5.1. Formulacion covariante

Consideremos las ecuaciones de Maxwell microscopicas, en la presencia de cargas y

corrientes arbitrarias:

10E 4
V-E=4mp VxB——a—zlj
c Ot c
(5.1)
10B
V-B=0 VxE—i——a—:O.
c Ot

Desde un punto de vista macroscépico, es posible representar las propiedades elec-
tromagnéticas de un medio material como un conjunto de fuentes py y ji, que llamamos
ligadas [6][7]. En particular, éstas cumplen con la propiedad de poder ser escritas de la

forma

opP
pb:—V'P jb:CVXM—f-E, (52)

donde P y M son las densidades de polarizaciéon y magnetizacién del material respec-
tivamente. Si consideramos que en el material solo existen cargas y corrientes ligadas,

entonces las ecuaciones con fuentes en ({5.1)) toman la forma

V- (E+47P) =0 V x (B — 47M) —1%(E+4WP) =0.  (53)

c
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Definiendo el campo de desplazamiento y el campo magnetizante,

D=E+4nP H =B — 47M, (5.4)
tenemos finalmente
10D
V-D=0 VxH——a—:O
c Ot
(5.5)
10B
V-B=0 V><E+—a—:0.
c Ot

Habiendo acoplado las fuentes ligadas a los campos, diremos que en esta teoria no hay
fuentes. Queremos ahora escribir estas ecuaciones de una forma explicitamente covariante.

Para ello, conviene escribirlas en notacién de indices como
&Dl =0 eijk(?ij — 80Dz =0 (56)

Definimos ahora los tensores de campos y de desplazamiento F* y H" . segin las

relaciones

. g 1

Fw — _[pVH FY% = F, FY = §€ijk:Bk (5.8)
. iy 1

HM — _ fVH HY = D, HY = §€zjkﬂk7 (5.9)

con los cuales podemos reescribir las ecuaciones de la teoria como

OH" =0 0,H" =0 (5.10)
1 g 1 g
SCigkOkF™ =0 O F” — 5aOFU =0, (5.11)
De la misma forma que se suele realizar para el campo electromagnético en el vacio.

Finalmente, agrupamos estas ecuaciones de la forma

0, H™ — 0, (5.12)
8aF5~/ + ayFag + 85FW =0. (513)

La ecuacion (5.13)) es la identidad de Bianchi para el tensor de campos F* y es
consecuencia de la definicién del mismo. Esta es vélida tanto en esta teorfa como en
la teoria para el vacio. La presencia de un medio material se ve reflejada en . No
es dificil ver que al eliminar las fuentes ligadas, ésta toma la forma d,F* = 0, que es

precisamente la ecuaciéon de movimiento en el vacio sin fuentes. En este sentido, estamos
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generalizando la teoria. Esta idea sera méas evidente en los desarrollos posteriores, desde

un punto de vista matematico.

Una propiedad importante de la teoria de Maxwell en el vacio (sin fuentes) es que
ésta es autodual. Lo que se quiere decir con esto es que al hacer el cambio E — B
y B — —E, las ecuaciones de la teoria son las mismas. Para traducir esto a la forma
covariante, definimos el tensor F/* = %e””aﬁ F,3. Al examinar este tensor, se puede ver
que consiste en aplicar una operacion sobre el tensor F* que realiza el mismo cambio
entre los campos ya mencionado. En términos de este tensor, la identidad de Bianchi toma
la forma 0,F" = 0. Resumiendo, tenemos que las ecuaciones de cada teoria son, en esta

forma,

Vacio 0, F" =0 0, FI'" =0 (5.14)
Materia 0,H" =0 o F" =0 (5.15)

Entonces, no solo tenemos expresiones més compactas (con el costo de haber intro-
ducido ciertas nociones matemaéticas), sino que se hace evidente el hecho de que la teoria
de Maxwell en el vacio es autodual, mientras que en la materia no lo es. Por supuesto,

esto es natural ya que la presencia de materia se representa como una fuente sobre el vacio.

Las ecuaciones (5.15) son evidentemente covariantes. Esto quiere decir que las con-
sideraciones que hemos hecho para armar esta teoria no rompen la covariancia de las
ecuaciones de Maxwell originales. Habiendo cumplido este requisito, esta teoria se presta

para hacer un analisis completo dirigido a su cuantizacion covariante, al menos en princi-

pio.
Para completar la formulacion covariante, definamos el tensor de densidad dipolar D*
segun

, o1
D" = —D"" D% = —P, DY = Seijn M. (5.16)

Notemos que las componentes D% son negativas, a diferencia de F'% y H%. Con esto,
las ecuaciones ([5.4)) toman la forma

H™ = FM — Agx DM, (5.17)
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5.2. Relaciones constitutivas

Las ecuaciones son muy generales para nuestros propositos, ya que no describen
cémo se generan las fuentes ligadas. Resulta entonces razonable considerar sélo una fa-
milia de medios materiales cuyas propiedades empiricas nos permitan realizar un anélisis
preciso. En este sentido, consideraremos que dichos materiales responden linealmente a

los campos externos a los cuales son sometidos. En términos matemaéticos, esto es

Pz’ _ ijEj, Mi = X?;Bj. (5.18)

Estas son las relaciones constitutivas del material y estan determinadas por los ten-
sores de susceptibilidad eléctrica y magnética, respectivamente x;; y x;;. En general, las
componentes de estos tensores no tienen por qué ser constantes a lo largo del material.
Sin embargo, consideraremos sélo el caso en que lo sean; esto es, consideraremos tnica-
mente materiales homogéneos. Las ecuaciones pueden escribirse en términos de los

tensores de campos y de desplazamiento como

1% 1 4 (0%
DW= EXH asF7, (5.19)

donde se ha definido el 4-tensor de suceptibilidad x*”,s. El factor 1/2 surge debido a
la antisimetrizacién en los indices covariantes del tensor de susceptibilidad inducida por
el tensor de campos F*?. En términos matematicos, hemos establecido que el tensor de
desplazamiento no es mas que el resultado de aplicar una transformacion al tensor de
campos. Esta transformacion no es arbitraria. Debe cumplir con ciertas caracteristicas

que seran exploradas posteriormente.

Habiendo establecido esta relacién, podemos ver que ella implica una relaciéon entre
H* y F* . Sustituyendo (5.19)) en (5.17)), obtenemos

v 1 v [e3
HY = Sy o5 F A (5.20)

donde se ha definido el 4-tensor de permeabilidad

Hapys = 0ar085 — 00508y — AT X apys- (5.21)

Bajo estas condiciones podemos, en principio, hacer un anélisis completo de la teoria.

Construyamos entonces su formulacién Lagrangiana.
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5.3. Densidad Lagrangiana y cantidades conservadas

Con motivo de realizar un analisis més a fondo de esta teoria, y posteriormente cons-
truir la formulacion Hamiltoniana de la misma, procederemos a construir la formulaciéon
Lagrangiana. En esta seccién seguimos varios desarrollos encontrados en [8]. Proponemos

la siguiente densidad Lagrangiana:

1
L= HyF". (5.22)

Empleando la relacién (5.20]), podemos escribir ésta como

1
L= _guwﬂFWFaﬁ. (5.23)
De esta expresion podemos deducir inmediatamente que el tensor de permeabilidad

debe tener ciertas simetrias, que llamaremos antisimetrias menores y simetria mayor

Huvap = —Hvpap = —HuvBas (5.24)

Huvap = Hopuv-

De la ecuacién (5.21]), se puede ver que el tensor de susceptibilidad x s posee las mis-
mas simetrias. Se puede demostrar que la imposicion de tales simetrias reduce el nimero

de componentes independientes de estos tensores a 21.

Ahora bien, esta teoria, al igual que la correspondiente al vacio, es una teoria de
calibre. El campo de calibre no es mas que el cuadrivector potencial A*, en términos del
cual el tensor de campos puede ser expresado como F* = gt AY —0” A*. Precisamente, las
componentes de dicho campo son las coordenadas generalizadas de la teoria. Escribamos

entonces la densidad Lagrangiana en términos de éste,

1
£ = —Sapmsd™ AP A, (5.25)

empleando las antisimetrias del tensor de permeabilidad para reducir la expresion. Em-

pleando ahora las ecuaciones de Euler-Lagrange en forma covariante,

oL ., oL
0A; ~ "“0(0.A5)

=0, (5.26)

podemos ver que las ecuaciones de movimiento de la teoria son

D™’ 507A° =0, (5.27)
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que en términos del tensor de desplazamiento, se escriben como 9, H"” = 0. Vemos enton-
ces que la densidad Lagrangiana propuesta reproduce las ecuaciones de movimiento de la

teoria.

Calculemos ahora las cantidades conservadas. De la literatura, sabemos que el tensor

de energia-momentum candnico viene dado por

oL
O =g" L — ————0"A,. 5.28
T 90,A,) (5.28)
Sustituyendo ([5.22)), obtenemos
1
O = —Zg“yHo‘ﬂFag + HM7 9" A,. (5.29)

Calculemos ahora la divergencia de este tensor 0,0"”. Tenemos que, empleando las

ecuaciones de movimiento 9, H" = 0,

1
0,0" = (0" H) Fop + H"0,0" A,

— %H@ﬁay(aaAB + 954,) (5.30)
pu— 07

donde se anula la expresién por ser la contraccién de un tensor simétrico con uno an-
tisimétrico en los mismos indices. Vemos entonces que la energia y el momentum se
conservan en este sistema. Fisicamente esto se debe a que las cargas y corrientes liga-
das no dependen del tiempo (conservacién de la energia) y son homogéneas (conservacién
del momentum). Es importante mencionar que este tensor de energia-momentum no es

simétrico.

5.4. Mas acerca de los tensores de susceptibilidad y
permeabilidad
Como vimos en la seccion anterior, el tensor de susceptibilidad tiene ciertas simetrias

que lo obligan a tener como méaximo un nimero de 21 componentes independientes. ;Qué

significado tienen éstas? Para responder esta pregunta, examinemos la expresién ([5.19)),
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siguiento a [§]. Para =0y v = i, tenemos

1, . 1
DOZ — 5><07,aﬁ_F’OéB — XOZojFOJ + §X01ij]k, (531)
que en términos de los vectores, queda como
i i 1 l
P" = xoioj B + §X0ijk5jle . (5.32)
De manera similar, para u =17y v = j, tenemos
) 1 l 1 n
M" = —eipXipo " + —€ijkXjkimEmn B". (5.33)

2 4

Podemos entonces definir los siguientes 3-tensores (tensores en dimensién d = 3):

ij = X0i05 s
X;? = Zgileklmnejmna (534)
X = §X0ikl€k1j-

Con estas relaciones podemos ver como se distribuyen las distintas componentes inde-
pendientes del 4-tensor de susceptibilidad. Observemos primero que los tensores x{; v X7}
son simétricos, de modo que tienen cada uno 6 componentes independientes. El pseudo-
tensor x{7" no tiene tal simetrfa y por lo tanto tiene 9 componentes independientes. Asf,
en total las componentes de estos tensores suman 21, en concordancia con el nimero de
componentes independientes de X,..3. Finalmente, las relaciones constitutivas toman la

forma

P' =GB + "B, (5.35)

M = X%‘Bj +xf}"Ej.

Comparando estas ecuaciones con , podemos ver que éstas son mas generales
y admiten la presencia de desplazamientos eléctricos generados por campos magnéticos
y magnetizaciones generadas por campos eléctricos. Esto surge naturalmente como una
consecuencia de haber formulado la teoria en forma covariante. Las relaciones constitu-
tivas originales son vélidas para un observador que esta en reposo con respecto al medio
material. Sin embargo, en cualquier sistema que se mueva respecto a éste se observaran
los efectos mencionados. Recordemos que un observador que se mueve respecto a una dis-

tribucion de carga puede interpretarla como una densidad de corriente, de manera que es
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natural pensar que los efectos eléctricos y magnéticos estan, en general, mezclados segtin

el sistema de referencia.

De forma analoga, podemos definir 3-tensores en funcién del 4-tensor de permeabilidad.
Empleando ([5.20)), tenemos las relaciones

D' = ¢ B — "B,

, : , (5.36)
H' = ;B + pug"E,
donde los 3-tensores estan dados por
€ij = —Hoioj = Oij + 4TX5;,
Gij = %&kzuklmnﬁjmn = 0ij — 47X}, (5.37)
Mffl = §,Uoucz€kz]' = —2TX0iki€kij»

relacionandose con los 3-tensores de susceptibilidad por medio de la definicion (5.21]).

5.5. Medios Isotrépicos

Cuando consideramos medios isotrépicos, la teoria toma una forma relativamente sim-
ple, de la cual es mas facil extraer resultados. En un medio de este tipo se cumplen las

relaciones

D = ¢E, (5.38)
B = uH, (5.39)

siempre y cuando estemos trabajando en el marco de referencia del material. En este caso,

los 3-tensores de permitividad y permeabilidad inversa se reducen a

€j = €0ij, (5.40)
Gij = Clij = '8y (5.41)

Es posible ademas reescribir el 4-tensor de permeabilidad de una forma mas simple

Hapys = ﬂ(ha7h65 - ha5h57>a (542>
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donde hemos definido el tensor A,

—e 0 0 0

0 1u 0 0
By = h . (5.43)
0 0 1/u 0

0 0 0 1/u

Con éste, podemos facilmente encontrar relaciones entre las componentes del tensor

lapys con las constantes de permitividad y permeabilidad

toio; = p(hoohi; — hojhio) = —€dyj, (5.44)
1
ikt = p(hishj — hahjg) = ;(5%5]'1 — 6idjk). (5.45)
Estas relaciones sélo son validas en el sistema de referencia del medio, ya que cualquier
observador que se mueva respecto a este lo interpretara como un medio anisotropico. Para

ver esto, consideremos un sistema de referencia que se mueva con una velocidad 3 respecto

al medio. En éste, se cumplen las relaciones

D+3xH=¢E+3xB), (5.46)
H—ﬁxD:%(B—ﬁxE). (5.47)

Si escribimos estas ecuaciones en notacién de indices y despejamos H de ([5.46|) para

sustituirlo en ([5.47)), obtenemos

(1= B%)Di + B:iB;D; = [(€ — 52/ 1)ds; + BiB; /Wl Ej + (€ = 1/ 1)€sjuf3; By (5.48)

Ahora, como las componentes parelelas a la velocidad 8 no cambian bajo la transfor-

macion, tenemos que
BiD;j = €f;E;. (5.49)

Sustituyendo esto y reescribiendo (1 — 3?) = 72, tenemos finalmente

D; = 7°[(e = 82/ 1)di; — (e = 1/ 1) BiBi| Bj + 7 (e — 1/ p)€in3; By (5.50)
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Andlogamente se puede obtener para H la relacion

H; = ~*(e — 1/ p)eiuBi B + 72 [(1/ 1 — €8%)055 + (e — 1/ 1) B; ;] B;. (5.51)

Asi, vemos que los tensores ((5.37) toman la forma

€ij = 7€ = B/1)di; — (e = 1/m)Bi3;], (5.52)
Gij =7 [(1/ 1= €5%)di; + (€ = 1/m)Bif3;], (5.53)

y
pii = (€ = 1/ )€ B (5.54)

Asi podemos ver que un observador en movimiento con respecto al material interpretara

al material como uno anisétropo.

Con esto completamos el desarrollo clasico del campo vectorial modificado en la for-

mulacion covariante, necesario para proceder con la cuantizacién covariante del mismo.




Capitulo 6

Cuantizacion del Campo Vectorial
Modificado

En este capitulo aplicamos el procedimiento descrito en el capitulo 3 a la teoria de
Maxwell macroscépica, empleando distintos calibres. Para ello, estudiamos previamente
una teoria de campo escalar modificada que comparte ciertas caracteristicas con ésta, con
la cual se pueden entender mas facilmente ciertos problemas que surgen en ambas. Se

realiza ademas el andlisis candnico segiin el método de Dirac descrito en el capitulo 4.

6.1. Una Teoria de Klein-Gordon Modificada

Como vimos anteriormente, las densidades Lagrangianas para el electromagnetismo

en el vacio y en la materia son

1
Vacio L= _ZLFWF"” (6.1)
. 1 af 0
Materia L= —ZluaﬁwF F (6.2)

La diferencia entre estas Lagrangianas es que en la correspondiente a la materia, uno
de los campos estd sometido a una transformacion, lo que representa una generalizacion
de la teoria para el vacio. En la teoria del campo escalar real, es posible también realizar
esta generalizacién. Podemos plantear ésta e intentar extraer informacion que nos pueda
ayudar a interpretar este tipo de generalizaciones, y que pueda ser aplicada a la teoria
del electromagnetismo en la materia. Por simplicidad, consideraremos el campo escalar

no masivo con una sola dimensién espacial, i.e, en 1 4 1.




60 Cuantizacién del Campo Vectorial Modificado

Para hacer el estudio lo més similar posible al del campo electromagnético, considere-

mos la densidad Lagrangiana

L= muf'T (63)

donde f# = 0"¢, siendo ¢ el campo escalar y m,, es un tensor en principio arbitrario.

Podemos llamar m,,, f* = h,, quedando asi la densidad escrita como

1
La ecuacién de movimiento de la teoria es
o,h" = 0. (6.5)
El momentum conjugado es

™ = ho = moua’%b. (66)

Ahora bien, para construir la densidad Hamiltoniana, debemos despejar dy¢ en funcion
de 7. Desarrollando , tenemos que

™ = —m0060¢ + mmalgb. (67)

Es necesario entonces que mygg sea distinto de cero. De otro modo, tendriamos un

vinculo en la teoria y ésta seria singular. Para ver esto, consideremos la matriz Hessiana

0*L
ab — (68)
lololo
que en este caso es simplemente un escalar
H = moo- (69)

Entonces, vemos que mg, = 0 implica que la teoria es singular. Cabe ahora preguntarse
si esto tiene algun significado fisico. Para ello, veamos si al hacer una transformacion de

Lorentz arbitraria, se mantiene la condicién de singularidad. Supongamos que mgy = 0.
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Apliquemos ahora un boost

Ao 7 -6

6.10
-8 v (010

a my,, y llamemos a la nueva matriz m,,,. {Cudles son las condiciones para que mgy = 07

Tenemos que

— 14
moo = Ao Ao muyy

) ) 5o (6.11)
= "Moo — 27" Bmoer + ¥ B M.
Si fijamos entonces mgyy = Mgy = 0, obtenemos
2v%Bma — v2%*ma = 0. (6.12)
Suponiendo que 3 es distinto de 1 y 0, tenemos la condicion
2
g = ot (6.13)
mn

Esto quiere decir que cualquier transformacion de Lorentz que no cumpla esta condi-
cién y esté en el rango definido para 3, eliminard el vinculo primario. Esto sugiere que
dicho vinculo no tiene significado fisico ya que si lo tuviera, esperariamos que no depen-
diera del marco de referencia. Entonces las matrices con mgy = 0 no definen una accion
vélida. La siguiente pregunta serfa: ;Qué familia de matrices m,,, tienen componente mg
distinta de cero y preservan esta propiedad frente a todas las transformaciones de Lorentz?

Supongamos que en la ecuacién , moo # 0 pero mgg = 0. Las transformaciones con

(6.14)

generaran una singularidad en la matriz. Es necesario entonces que los elementos de la
matriz sean tales que en esta ecuacién 3 sea mayor que 1 o tenga parte imaginaria. Esto
sugiere que las matrices que definen acciones fisicamente validas no vuelven a éstas sin-
gulares bajo ninguna transformacion de Lorentz. Esto es, todos los observadores ven un
sistema regular, como es requerido. Recordemos que si § = 1, no queda determinado el
problema ya que ese caso no esta contemplado en esta ecuacion. Sin embargo, no es dificil

comprobar el buen comportamiento una teoria bajo un boost con tal condicion.
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Como veremos méas adelante, este tipo de situaciones se presenta al hacer el andlisis
canoénico del electromagnetismo en la materia. En este trabajo ignoraremos las matrices

que tengan sectores no invertibles y por ello generen los vinculos ya estudiados.

Calculemos ahora la densidad Hamiltoniana para esta teoria. Si desarrollamos la den-

sidad Lagrangiana ([6.3]), tenemos

1 1
E = —§m0080¢(90¢ -+ m0180¢81¢ - imllal(b&l(b- (615>

La densidad Hamiltoniana es

H = %(molﬁlgb + ) (m%) " (m%0 ¢ + ) + %m1131¢31¢' (6.16)

En general, se puede demostrar que para dimension d > 1,

H = %(moia% + 1) (m%) " (m® ¢ + ) + gmzawai(b. (6.17)

Ahora bien, en el caso del electromagnetismo en la materia, sabemos cudl es el signi-
ficado fisico del tensor fig,s5. Representa las propiedades electromagnéticas de un medio.
En el caso del campo escalar no masivo, ;qué podemos decir de m,,? Consideremos pri-
mero el caso en el cual este tensor es diagonal. Se puede ver que la forma mas general de

éste, en cuanto a las consecuencias fisicas que tiene sobre la accién, es (volviendo al caso

1+1)
—v 10
(mw)=< 0 1>. (6.18)

Es decir, tenemos ahora la accién para la ecuacion de ondas con velocidad de fase v. En
el caso limite v = 1, tenemos que m,, = 1, y recuperamos la accién para un campo es-
calar estandar. Podemos decir que en la velocidad de fase estan implicitas las propiedades
del medio que la determinan. Por ejemplo, podriamos modelar la ecuacion para la cuerda
empleando la tensién T de ésta y su densidad de masa p. Cualquier modificacion que se
haga sobre el término m; resultara en una modificacién de la velocidad de fase, efectiva-
mente, de modo que no nos interesa. Esto puede ser importante sin embargo al momento
de considerar la teoria en d > 1, para la cual el medio no necesariamente es isotrépico,

lo que se reflejara precisamente en los elementos del sector espacial (i, v > 0) de la matriz.

. Qué ocurre si la matriz no es diagonal? En este caso, tendremos términos de derivadas
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espaciales y temporales cruzadas. En tal caso, por ser simétrica, la matriz siempre podra
ser diagonalizada empleando una transformacion ortogonal adecuada. Dicha transforma-

cién corresponderd a un cambio de marco de referencia espacio-temporal. Por ejemplo, si

01
(M) = <1 O> ; (6.19)

ésta no es mas que la métrica del espacio de Minkowski escrita un marco de referencia

tomamos

conocido como el marco del cono de luz [9]. En tal caso que la matriz no pueda ser trans-
formada o reducida a diag(—1,1, 1, 1), diremos que la formulacién de la teorfa es invélida
fisicamente, ya que estaria describiendo un espacio-tiempo con una estructura geométrica
distinta (no Lorentziana). Esto sugiere de nuevo que la escogencia de la matriz no es del
todo arbitraria, de modo que no hay razén para que lo sea en el caso del electromagne-

tismo en la materia.

En cuanto a la cuantizacién de la teoria, podemos ver que ésta describe un campo
escalar no masivo en 1+ 1, con velocidad de fase v < c¢. Basta entonces con adoptar todos
los resultados de la teoria de Klein-Gordon en el caso m — 0 y realizar el cambio ¢ — v
en la relacién de dispersion. Las particulas de la teoria podriamos interpretarlas como

fonones, si pensamos en sistemas mecanicos.

6.2. Analisis Candénico del Campo Vectorial Modifi-

cado

Apliquemos el método de Dirac para estudiar los vinculos de la teoria de Maxwell

macroscépica segin la densidad Lagrangiana ([5.22)). Primero calculamos los momenta

oL
=" =—H% =DM 6.20
a(aﬂAu) ( )
Separemos éstos de la forma
=0 (6.21)
= —D" '

Tenemos entonces un vinculo primario ¢! = 7° ~ 0. Debemos ahora construir la den-
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sidad Hamiltoniana, para lo cual debemos hacer el despeje de velocidades. Consideremos

. . 1 .
7w = Hoi = pioio; ' + §M0iijJk- (6.22)
Recordemos que (1,0, = —€;;. Asumiremos que este tensor es invertible, de acuerdo a

la discusion en la seccién anterior. Llamemos a su inversa (e71);; = €;. Entonces
FO = ey + <o FY (6.23)
= —E,T éez]NOJkl . .
Por otra parte,

H=r"0A; — L

, . (6.24)
= 7TZF()Z' + WzaiAg - L.

Desarrollando ahora la densidad Lagrangiana

L= —iHWFW
_ _lHOiFOZ- — lHijFij
X 2. . 4 (6.25)
= §7T1F0i - gﬂijaﬂFaﬂFij
= %wiFm - iﬂijOkaﬁF O E, - %uijkszlE'j’

tenemos que

1 . : 1 1
H= §7TZF0i + 70 Ao + ZNijOkaﬁFOkEj + g#ijleleij

= 5(7Tk - §Mij0szj)F0k + guz‘jkszlﬂj — ApOi;.
Sustituyendo ahora (6.23]) en esta expresién, obtenemos finalmente
Lo 1 _ o0, 1oy 1
H = 5(7 + S e )€ (T + SH minEmn) + g,uz'jleklEj — AgOim;. (6.27)

El Hamiltoniano primario estara entonces dado por

H* = / P (H + ). (6.28)
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Con éste, preservamos el vinculo ¢! en el tiempo

¢t = {n", H'} = —9;m; =~ 0. (6.29)

Obtenemos asi el vinculo secundario ¢? = 9;m; ~ 0, que no es mas que la ley de Gauss
macroscopica. Estos son todos los vinculos de la teoria, y como podemos ver, son los
mismos que aquellos para la teoria de Maxwell microscépica. Podemos decir entonces que
las subvariedades fisicas de ambas teorias tienen la misma estructura en el espacio de fases.
Si uno quisiera fijar un calibre, como por ejemplo el calibre de radiacién, los resultados que
se obtendrian serian exactamente los mismos que para la teoria microscopica, en términos

de las variables candnicas.

6.3. Cuantizacion Covariante del Campo Vectorial
Modificado

Para la cuantizacion de esta teoria, seguiremos el procedimiento desarrollado en el
capitulo 3. En particular, agregaremos un término fijador de calibre a la densidad La-
grangiana para obtener una en la cual podamos despejar todas las velocidades.
Existen varios calibres que podemos considerar, cada uno con sus ventajas a la hora de
realizar los célculos. Consideraremos primero el calibre de Lorenz, de modo que emplea-

remos el término fijador de calibre —%(QLA“)Q. La densidad Lagrangiana toma la forma

1 1
L = —guaﬁ,},éFO‘ﬁF’yé - 58“/1“&,14”

1 1
= —Z—lF’““’F#V + 27Xy 0“ APV A° — §8NA“8VA” (6.30)

1
= SO A DA, 4 2mxans O AT A

Las ecuaciones de movimiento para esta Lagrangiana son
DA, — 4T X wapd"0* A" = 0, (6.31)
con momenta
= A 4 D, (6.32)

Queremos saber si las ecuaciones de movimiento admiten soluciones de onda plana,
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al menos en el caso isotropico. Para ésto, consideremos por separado las ecuaciones con

v =0y v =1i. En el primer caso, tenemos que

DAy — 47X 000" 0% AP = 0
DAy — 47 X060 0" AP = 0 (6.33)
DAO — 47T(Xioojaiaoz4j —+ XiojoaiajAO + XiojkaiajAk) =0.

Si empleamos el marco de referencia del medio material, tenemos que Xz = 0.

Ademds, xoi0; = X7;- Entonces obtenemos

DAO - 47Tij (818014] - ala]Ao) =0. (634)

Si el medio es isotrépico, tenemos que xf; = x“0;;. Asi, la ecuaciéon queda como

DAO - 47TX6(8061'AZ‘ - &&AO) = 0.

Empleamos el calibre 0;A; = 0yAg para obtener

DAO + 47TX6|:]A0 = EDAO =0 — DAO = 0. (635)

Entonces la componente A satisface la ecuacion de ondas. Veamos ahora el caso v =i

OA; — 47X iapd"0* AP = 0

(6.36)
OA; — 47(X0i0j0000A; + X0ij0000; Ao + X;jiki0;0: A1) = 0.

Si el medio es isotrépico, tenemos Xoio; = X0ij ¥ Xijki = X" (001 — dqdj)). Sustitu-

yendo estas relaciones y empleando nuevamente el calibre de Lorenz, obtenemos

OA; — 4w [x 0600 Ai — X 0:00 Ao + X" (0;0; Ai — 9;0;A;)] = 0

(6.37)
EDAz - 47TXm(@j@jAZ - &@AJ) = 0.

El término 4mx™(0,0;A; —0;0;A;) no es mas que la corriente ligada del material. Serfa
necesario que este término se anulara para que las componentes A se comporten como
ondas luminicas. Esto implicaria que u = 1, con € una constante arbitraria. En este caso,
Todos los desarrollos posteriores de la teoria son exactamente iguales al caso microscopico.
Por otra parte, uno pudiera preguntarse si esta ecuacién admite una solucién de onda con

una velocidad de fase menor en el caso p # 1. Como A° se comporta como una onda
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luminica, tenemos que, con el calibre de Lorenz

04°=0 — 004°=0 — [06A°=0 — [09A =0. (6.38)

Entonces la divergencia de A también tiene forma de onda luminica. Por esta razon,
serfa una contradiccién proponer que las componentes de este campo vectorial tuvieran
otras velocidades de fase. En este sentido, la ecuacién para las componentes espaciales
de A", bajo este calibre, no admite soluciones de tipo onda plana. Esto impide hacer la
cuantizacion de la teoria en la representacion de osciladores segiin el esquema del capitulo
3. Al no ser posible realizar este procedimiento en el caso isotrépico, es razonable esperar
que en los casos mas generales ocurra lo mismo. Estos casos no fueron trabajados explici-

tamente porque se suelen hacer intractables los célculos asociados.

Consideremos la fijacion de un calibre que lleve a que las ecuaciones de movimiento
de la teoria se reduzcan a ecuaciones de onda. Las ecuaciones de movimiento generales se

pueden escribir como

DA, + 0,0, A" — AT X a0t 0 A” = 0. (6.39)

Podemos reescribirla de la forma

DAY + 8%(5505 — Amx™ ,50,) A® = 0. (6.40)

Proponemos entonces la fijacion del calibre

(8405 — 4mX™ 150, AP = 0. (6.41)

De esta forma, la teoria se reduce a una para cuatro campos escalares no interactuantes,
de la misma forma que ocurre en la teoria microscopica con el calibre de Lorenz. Entonces
podemos asumir que todos los resultados son equivalentes salvo por la fijacion de calibre
a nivel cuantico. Consideremos entonces, de forma analoga al método de Gupta-Bleuler,

la condicion

(0405 — AT 450, APF |T) = 0, (6.42)
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donde

A 1 1/2 A 0
AP =3 (ka) B (K)a, (k)et . (6.43)

rk

Esta condicion implica que

(0%kg — Amx™ gk, )ela, |W) =0, V. (6.44)
Consideremos el caso v =i, a« = 0 en el sistema de referencia del material
que podemos reescribir como
X§j€lan W) = 0. (6.46)

Aplicando el tensor inverso x;;, y empleando los vectores de polarizacion (3.18)), obte-

nemos
(€hay + €ban + €5a3) |¥) = 0. (6.47)

Aplicando ahora a esta ecuacién su conjugado Hermitico, tenemos que
(€)* (W|alan W) + (&)° (U] abao [W) + (¢5)* (W] afds |¥) = 0. (6.48)

Identificamos los operadores de niimero de particulas N; = alai con autovalores n; (sin

suma implicita), obteniendo asi, finalmente

(€211 + (€5)*ng + (€5)*nz = 0. (6.49)

Esta ecuacion implica que nqy = ny = n3 = 0. Es decir, el sistema cuantico es trivial

ya que no se admite la presencia de particulas.
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6.4. Formulaciéon Alternativa para Medios Isotroépi-

COSs

Otro método para estudiar el problema consiste en partir de la suposicion de que el
medio es isotrépico y uno se encuentra en el sistema de referencia del mismo. En tal caso,

podemos emplear la relacién ((5.42)) para escribir la densidad Lagrangiana como

1
L= —éu(hwh&; — hashg, ) F*PF, (6.50)
Las ecuaciones de movimiento quedan como
(hanhgs — hashg,)0*07 A° = 0. (6.51)
Fijamos ahora el calibre
h, 0" A” = 0. (6.52)
Si ahora desarrollamos la ecuacién (6.51) bajo este calibre, obtenemos

(end? — VA" = 0. (6.53)

Podemos ver entonces que bajo este calibre el 4-vector A* satisface una ecuacién de
ondas con velocidad de fase v = 1/,/eu = 1/n, donde n es el indice de refraccién del
material. Este calibre parece ser entonces adecuado para trabajar con ondas planas, pero
queda ver si es lo suficientemente débil como para no trivializar el sistema. Para ello,

consideremos la condicion a nivel cuantico, como en el caso anterior
huk ela, V) = 0. (6.54)
Desarrollando las sumas, obtenemos
04 Loiin
(ewe,a, — —k'era,) |¥) = 0. (6.55)
1

Empleando el sistema de referencia preferencial para los vectores de polarizacién, ob-

tenemos

W, A
(euan —ag) |¥) = 0. (6.56)
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Empleando la relacién de dispersién w = vk y v = 1/,/en, tenemos finalmente

Esto implica que existe una relacién entre las cantidades de fotones longitudinales y

fotones transversales

ng — vng = 0. (6.58)

Esta ecuacion tiene el inconveniente de relacionar los niimeros de particulas escalares
y longitudinales segiin un ntimero no entero. Podriamos exigir que el nimero de particulas
sea lo suficientemente grande como para que esta relacion siempre se cumpla aproxima-

damente, ya que no son particulas observables.

Todos los resultados para esta teoria son equivalentes a los de la teoriad de Maxwell
libre (capitulo 3), con la diferencia de que en la relacién de dispersion se tiene v en vez
de c. Esto afecta por ejemplo los polos que se emplean para obtener el propagador como
una integral de contorno . Podemos pensar en las particulas de esta teoria como
pseudo-fotones que viajan a una velocidad menor que la de la luz, tal como ocurre con la

velocidad promedio de los fotones en la materia.

Vemos entonces que con esta formulacion se puede llevar a cabo el proceso de cuanti-
zacion covariante. Una diferencia importante entre esta formulacién y la original es
que en esta ultima el tensor de permeabilidad esta antisimetrizado implicitamente, lo que
significa que hay menos informacion que en la recién tratada. Una posibilidad es que la
teoria deba generalizarse de forma adecuada para poder luego fijar un calibre que permita

cuantizarla segiin este esquema.




Conclusiones

» Parece ser posible codificar la informaciéon de medios macroscopicos en teorias de
campos empleando tensores adecuados, aunque éstos deben cumplir con ciertas pro-
piedades para no generar inconsistencias en la teoria. Esto al menos es cierto para

la teoria del campo escalar y la del campo vectorial.

= La formulacién empleada para el electromagnetismo en la materia parece ser inade-
cuada obtener un modelo cuantico via cuantizacién covariante. Esto parece estar
relacionado con la forma en la que tiene que ser fijado el calibre para poder obtener

una teoria consistente y no trivial.

= Un material isotrépico puede ser modelado empleando tensores que efectivamente
son modificaciones del tensor métrico, siempre y cuando se tome el punto de referen-
cia preferencial del material. Con esto se obtiene un modelo cudntico que parece ser
consistente, salvo quizas por la relacién entre particulas escalares y longitudinales,

la cual involucra en general un nimero no entero.

= Para la continuacion de este trabajo se puede estudiar esta teoria acoplada a algtiin
campo de materia escalar o vectorial. En este sentido se podria realizar una conexion
mas cercana con los fendémenos de optica cuantica, por ejemplo. Pueden tambien
considerarse otro tipo de términos en la densidad Lagrangiana, aunque esto depen-
dera también de que se pueda mantener la formulacién en forma explicitamente

covariante.
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Conclusiones
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