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RESUMEN

Desarrollamos un método que permite obtener soluciones internas a las ecua-
ciones de Einstein para sistemas estaticos, esféricamente simétricos, anisotro-
pos y que cumplen con la ecuacién politropa de estado [5, [10, 11]. Para tal
fin, se introdujo una ecuacién de estado poitropa como informacion adicio-
nal requerida por el sistema y se aplicé el algoritmo extendido de Lake [13],
propuesto por Luis Herrera [12]. Obtuvimos expresiones para las variables fisi-
cas que definen el sistema considerado dependientes de una funcién generatriz
Y (r).

El método propuesto nos permite reproducir los resultados del modelo de
Cosenza [I1], [14], ya que se obtienen las mismas expresiones para las variables
fisicas, por lo que nuestro modelo puede ser considerado como un modelo
alternativo para resolver las ecuaciones de campo, dentro de la materia que

cumplen con esa ecuacion de estado mencionada.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

En 1638 surgio por primera vez el concepto de relatividad bajo la formulacién dada por
el famoso fisico, matematico y astréonomo, Galileo Galilei, expuesta en sus obras "Dialogo
sobre los principales sistemas del mundo” y ”Didlogos acerca de Dos Nuevas Ciencias”.
Tales estudios versan sobre el movimiento descrito en distintos sistemas de referencia
inerciales, la descripcion del movimiento de una particula aislada de toda interaccion y
el rozamiento. La Relatividad Galileana estableci6 las bases del principio de inercia y las
equivalencias entre las medidas de las variables cinematicas de un cuerpo para cualquier
sistema de referencia inercial mediante las transformaciones de Galileo, la relatividad de
las trayectorias y su teorema de adicién de velocidades [3] [§]. La relatividad definida por
Galileo perdurd por muchos anos hasta que surgié la idea de que en nuestro mundo existe
una velocidad limite, imposible de superar, que es la velocidad de la luz [3, [§]. Luego
de ser medida satisfactoriamente dicha velocidad y demostrarse que no hay informacion
capaz de viajar a una velocidad mayor, se encontré que la Relatividad Galileana fallaba
cerca de ese limite. Por lo tanto, surgi6 la necesidad de extender la teoria de la relatividad

para velocidades cercanas a la de la luz.

Este campo fue extendido exitosamente por el fisico tedrico Albert Einstein en 1905 al
formular en el articulo titulado ”"Sobre la electrodinamica de cuerpos en movimientos”, la
teoria de relatividad especial, la cual establece las equivalencias correctas entre sistemas
de referencia inerciales que se mueven unos respecto a los otros con velocidades cercanas
a la luz, conectandose por medio de las transformaciones de Lorentz [2, B, 4, K]. Sin
embargo, esta teoria solo se cumple en sistemas inerciales, es decir, sistemas que no estén

sometidos a aceleraciones. En 1915, Albert Einstein vuelve a extender la teoria al proponer
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el principio de la relatividad general en su publicacién titulada "Las ecuaciones de campo
de gravitacion', para incluir a los sistemas no inerciales. La teoria de la relatividad general
ha sido exitosa ya que en el ano 2015 cumplié 100 anos de ser formulada y gran variedad

de sus predicciones han sido satisfactoriamente comprobadas.

La teoria de la relatividad general de Einstein es una teoria geométrica de la gravi-
tacion. Establece una relacion entre la energia contenida en el espacio y la curvatura del
propio espacio-tiempo producida por la misma, representando la fusion entre los meca-
nismos de la gravitacién y la geometria del universo |2, B, [4, §]. Es la teoria mas general
desarrollada hasta ahora, capaz de explicar los fendémenos relativistas gravitacionales ob-
servados en cualquier punto del espacio-tiempo y medidos por cualquier sistema general
de referencia. Esta teoria es una generalizacién de la teoria de la relatividad especial de
Einstein y hace uso de un principio pilar que es el Principio de equivalencia [2) 13, 4l [§].
Segun la formulacién de la relatividad general, la gravedad ya no es considerada como
una fuerza de accién a distancia inmediata, en su lugar el campo gravitacional es tomado

como la curvatura del espacio-tiempo.

La relatividad general [T, 2, 3, 4, [8, 9] estd tomando un nuevo auge debido a la
primera observaciéon de las ondas gravitacionales, realizada el 14 de septiembre del 2015
por los cientificos del observatorio de detecciéon de ondas gravitacionales, las cuales fueron
detectadas con interferometros laser llamados LIGO, ubicados en Estados Unidos, uno en
Hanford,Washington y el otro en Livingstone, Louisiana. Estas detecciones representaron
una perturbacion gravitatoria viajera del espacio-tiempo, propagandose en la velocidad

de la luz.

Un mes después de que Einstein publicara su teoria de la relatividad general, el fisico y
astronomo aleman Karl Schwarzschild obtuvo la primera soluciéon exacta a las ecuaciones
de campo de Einstein [2] 3[4 [§]. La solucién de vacio de Schwarzschild describe el campo
gravitatorio generado por una estrella o una masa esférica en el vacio (fuera de ella). Mas
adelante, se han hallado otras soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein con el
fin de poder describir diferentes sistemas, mayormente en el area de la astrofisica, como
por ejemplo diversos cuerpos compactos estelares, tales como enanas blancas y diferentes
configuraciones estelares. [2, [3, [4) 5l 6], [7, [8, [14].

Por otro lado, comenzaron a desarrollarse métodos para obtener soluciones de las
ecuaciones de Einstein dentro de distribuciones de materia. Sin embargo, se necesitaba
proporcionar informaciéon adicional, debido a que en el planteamiento del problema se
tenian mas variables que ecuaciones para determinarlas. Una manera de enfrentar este
problema fue introducir ecuaciones de estado plausibles que generen informacion adicional

con lo que se logré resolver el sistema [, 10}, [TT], [T4]. La ecuacién de estado es una expresién
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matemaética que genera una relacion entre las diferentes funciones de estado, como por
ejemplo una relacion entre la presion y la densidad de masa o energia. Estas ecuaciones de
estado [1I, B, [14] sirven para describir las propiedades de los fluidos, como lo es el interior
de las estrellas [T}, 2, 9], [14].

Una ecuacién de estado que ha surgido desde hace algunos afios ha sido la ecuacion

Politropa de estado [5], 6] [7, [0}, 1], cuya forma viene dada por
P =Kp' = Kptt/m (1.1)

donde P es la presion isotropa, p la densidad de masa bariénica, K es la constante poli-
tropa, v el exponente politropo y n el indice politropo. Esta ecuacion ha sido bastante util
a lo largo de la historia para determinar soluciones interiores en distribuciones de materia
esféricas y estaticas, gracias a su gran simplicidad y versatilidad. Con esta ecuacién se
han resuelto con mucha precision gran cantidad de problemas astrofisicos en el contexto
Newtoniano, y posteriormente, dentro del marco relativista general [5, 6, [7], 10, IT]. De-
bido a que la ecuacién del politropo puede ser usada para describir una gran cantidad
de objetos compactos que se presentan en el campo de la astrofisica [5, 10, [I1], ha sido
utilizada para describir sistemas incluso si los cuerpos compactos son de alta densidad,
caso en el cual los efectos relativistas se hacen evidentes [11].

En el estudio de la evolucién estelar [B [6l [7] suponer isotropia local en cuerpos com-
pactos es totalmente valido y ha resultado satisfactorio debido a la gran cantidad de
sistemas que se pueden describir bajo esta premisa. Sin embargo, existe una gran varie-
dad de fenémenos fisicos de interés que no son posibles de modelar bajo esta suposicion.
La anisotropia local en los objetos compactos se genera a través de diversas fuentes tales
como: intensos campos magnéticos, superposicion de materia isétropa, elevados indices de
viscosidad, entre otros y éstos se expresan en forma de presiones tangenciales dentro del
fluido. La aparicion de la anisotropia nos lleva a la extension de la teoria de politropos,
con el fin de poder describir cuerpos anisétropos tanto en el &mbito Newtoniano como en
el relativista general 10} [1T], 12, [14].

Recientemente ha surgido un método alternativo y practico para resolver las ecuaciones
de Einstein y obtener la expresion del espacio-tiempo interior a cuerpos compactos con
anisotropia local. Se basa en un algoritmo planteado por Lake [13] y posteriérmente
extendido por Luis Herrera [12], que consiste en proponer dos funciones generatrices que
otorguen la informacién adicional requerida por el sistema y de esta manera poder resolver
las ecuaciones de campo dentro de la materia.

El objetivo principal de este trabajo es resolver las ecuaciones de Einstein para los

sistemas esféricamente simétricos, estaticos y anisétropos que cumplan con la ecuacion
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politropa de estado [B, 10, 11] y aplicando el algoritmo extendido de Lake [12, [13]. Luego,
para comprobar su "efectividad”, se aplicard el nuevo método a modelos conocidos [12],
para intentar reproducir las mismas expresiones y relaciones entre las variables fisicas
incluidas en sus soluciones.

Al introducir la ecuacién de estado politropa en el algoritmo, ya no sera necesario
proveer dos funciones generadoras, ya que con una condicién adicional se tendré resuelto
el sistema. Esto resulta ser beneficioso ya que se podria obtener toda la descripcion interna
del espacio-tiempo del cuerpo compacto, introduciendo la informacion adicional necesaria
en la forma de la ecuacién de estado politropa y asi concentrar todos los esfuerzos en el
desarrollo de una sola funcion generadora, para poder hallar la solucién a las ecuaciones
de campo.

A continuacion sera presentado el marco tedrico del trabajo realizado, el cual se es-
tructurard de la siguiente manera. El primer capitulo se desarrolld parte de la teoria de la
relatividad general, haciendo especial enfasis en las ecuaciones de campo de Einstein, las
condiciones de acoplamiento entre regiones, la funcién masa y la ecuacion de equilibrio
hidrostatico relativista para materia anisétropa e isétropa [I}, 2], 3, 14, 6] [7), 8, 9, [14].

En el segundo capitulo se expuso la teoria de politropos, comenzando con el Newto-
niano [5, 10 14] y finalizando con el relativista general [11], (incluyendo el caso isétropo
y anisétropo).

Finalmente en el capitulo 3 se construyé el algoritmo de Lake extendido por Luis
Herrera [12, [I3] para obtener las soluciones interiores a las ecuaciones de campo de Einstein
para cuerpos compactos anisétropos y terminamos exponiendo algunos ejemplos para
ilustrar la aplicacién del algoritmo [I1], 12} [14]. Luego desarrollamos e ilustramos nuestro
método haciendo uso de la ecuacién de estado politropa [I1], [14] en el algoritmo extendido
de Lake por Luis Herrera [12], con el fin de poder hallar todas las soluciones interiores en
distribuciones de materia esféricamente simétricas, estaticas y anisétropas, asimismo se
demostré la aplicacion de nuestro método con algunos modelos especificos.

Este proyecto finaliza con una secciéon donde se exponen las conclusiones obtenidas al
crear y aplicar nuestro método, junto con algunas recomendaciones para trabajos futuros

y la bibliografia utilizada.




CAPITULO 2

ECUACIONES DE CAMPO

En este capitulo obtendremos las ecuaciones de campo para la regiéon interior de un
fluido anisétropo, esféricamente simétrico, que evoluciona en el tiempo y que disipa energia
[1]. Se desarrollaré el método ideado por Bondi [9, 1] para obtener la relacién entre las
variables fisicas de interes, tales como densidad de energia p, presién tangencial P, y radial
P, y las ecuaciones de campo calculadas. Finalmente seran calculadas las condiciones
necesarias y suficientes para que las regiones exterior e interior del espacio-tiempo puedan

acoplarse en su superficie [I], 2].

2.1. Ecuaciones de Campo para Fluidos Anisétropos

Comenzaremos estudiando la evolucion de una distribuciéon de materia esféricamente
simétrica, localmente anisotropa, que disipa energia a través de un flujo radial de calor y
acotada por una superficie esférica finita de radio ry [I]. Trabajaremos hasta el final del
capitulo con unidades ”"geometrizadas”, es decir ¢ = G = 1 donde c es la velocidad de la
luz y G es la constante de gravitacion universal.

El interior de esta distribucion esta descrito por el elemento de linea tipo

Schwarzschild [2] 3, 4, B8], el cual esta dado por la siguiente expresion
ds® = e’dt* — eMdr® — r2df? — r’sin*0d¢?, (2.1)

donde v(t,r) y A(t,r) son variables que dependen de sus argumentos y las coordenadas

siguen la siguiente numeracién: 2° =t ; 2t =7 ;22 =0 ; 2° = ¢.
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La métrica dada por la expresién (1.1) debe satisfaser las ecuaciones de Einstein [T
9,13, 4, 8]
14 1 1% 14
R — §5MR = =8rT}, (2.2)

donde R es el tensor de Ricci; R el escalar de curvatura y T)7 el tensor energia-momento
de la distribucién de fluido. A partir del elemento de linea (1.1) y las ecuaciones de
Einstein (1.2) podemos encontrar las siguientes expresiones para las ecuaciones de campo
[T, 12, 3], 14, 8]

1 1 N
0 __ —-A
— 87TTO = _T72 +e (7“2 — 7”) , (23)
1 1 v
1 _ -2
— 87TT1 = _ﬁ +e (7/12 — 7”) y (24)
) 5 eV . Lo 67)\ 9 v — )\/
— 87Ty = =811y = — 1 (2A + A — 1'/)) + 20+ VT = ANV + 2 . , (2.5)
A
- 87TT01 = -, (26)
r

donde la prima indica derivacién con respecto a la coordenada espacial r y el punto indica
derivacién con respecto a la coordenada temporal t. Como nuestro sistema evoluciona en el
tiempo y esta disipando energia a través de un flujo de calor, debemos dotar con significado
fisico al tensor energia-momento. Para ello vamos a utilizar el siguiente procedimiento

propuesto por Bondi [9, 1.

2.2. Esquema de Bondi

Como mencionamos anteriormente, el tensor energia-momento de nuestro sistema no
puede ser dotado de significado fisico, esto debido a que el fluido evoluciona en el tiempo
y tiene un flujo radial de calor, por lo tanto las componentes del tensor energia-momento
fuera de la diagonal no son necesariamente cero y las componentes en la diagonal no
poseen el mismo significado fisico que el de un fluido estatico, esféricamente simétrico y
anisotropo.

En este capitulo dotaremos de significado fisico a nuestro tensor energia-momento
aplicando el esquema de Bondi [9, [I], con el cual nos transladaremos a un sistema en el
cual conozcamos las componentes del tensor.

Vamos a proceder con el esquema propuesto por Bondi, empezando por introducir un

sistema de coordenadas localmente Minkowskianas (7, z , y , z) [1]

dr = e2dt, dr = e%dr, dy = rdb, dz = rsin 0d¢. (2.7)
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Para el nuevo sistema localmente Minkowskiano las variables v y A son consideradas
constantes. Introduciendo las nuevas coordenadas (1.7) se obtiene que el elemento de

linea (1.1) se escribe de la siguiente manera [1]
ds* = dr* — da® — dy* — d2°. (2.8)

Podemos encontrar que las componentes del tensor energia-momento en el nuevo sis-

tema local Minkowskiano cumplen las siguientes relaciones
=1y, Ti=T!, T3=T5, T3=T15  Tn=c¥NPT, (29

donde la barra indica las componentes en el nuevo sistema. Este resultado se obtiene

usando las nuevas coordenadas (1.7) y la siguiente transformacién tensorial

_ oz’
Tos = T AN, NG = a:f 5 (2.10)
X

Como el sistema local Minkowskiano es un fluido relativista en movimiento, aplicamos

las transformaciones de Lorentz para pasar a un sistema comovil con la materia en cada
punto, donde la velocidad del fluido respecto al sistema local es w. En este sistema el
contenido fisico de la fuente consiste en un fluido anisétropo, estético, esféricamente si-
métrico, con densidad de energia p, presion radial P, y presion tangencial P, y que disipa
energia a través de un flujo radial de calor q.

Para un observador comovil con la materia, las componentes covariantes del tensor

energfa-momento 75 son

p —¢ 0 0

) G P 0 0

Tos=| 1 . (2.11)
0 0 P 0
0 0 0 P

Deseamos tener una expresion para las componentes del tensor energia-momento en el
sistema general que se tenia originalmente. Para ello, vamos a devolver los cambios de
sistema realizados, pasando del sistema comoévil con la materia al sistema localmente
Minkowskiano y luego pasando del Minkowskiano al general.

Entonces regresamos al sistema local Minkowskiano para obtener las componentes de

T8 a través de la siguiente transformacién tensorial

_ - ox®
af _ Ao A BAys a _
T = ASA;T°, Ag = 978 (2.12)
donde #” (£,%,7,7), esta dada por las transformaciones de Lorentz, es decir
t+ wi i+ wt
oo thes o Edel o (2.13)

(1—w?)!/?’ (1—w?)!/?’
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Usando (1.12) y (1.13) hallamos las matrices de Lorentz A§, que estan dadas por

(1—w12)1/2 (1—;2)1/2 00
w 1
AG = =" 1-w)!? 00 (2.14)
0 0 10
0 0 01

A partir de (1.12) y (1.14) obtenemos las relaciones entre las componentes del tensor
energia-momento del sistema comdvil con la materia y el sistema local Minkowskiano.
Ahora, para obtener las relaciones que deseamos con el sistema original, usamos (1.9)y se

obtienen los siguientes resultados

p+ P.w? 2Que?

T =19 = 2.15
0 0 1_w2 (1—002)1/27 ( )
- P, + pw? 2QueN?
T =T = —-- — 2.16
1 1 ].—(UQ (1—(,4}2)1/27 ( )
Ty =Ti=Ty =T =—P,, (2.17)
V+A) /2 (p+ Bp) wel V2 Qev/?e* 2
TOlze( + )/ TO]_ = — 1_w2 — (1_w2)1/2( —|—CL) ), (218)
donde: o
_ o qe
Q= (1 — w2)1/2' (2.19)

Ya hemos expresado las componentes del tensor energia-momento en las coordenadas
(t, r, 0, ¢) a través de las variables fisicas medidas por un observador comévil con la

materia y localmente Minkowskiano. Ahora aplicaremos las siguientes condiciones
A== A=w=Q=0. (2.20)

Estas condiciones representan un fluido estatico, esféricamente simétrico, anisétropo y
que no disipa calor, el cual sera de utilidad ya que va a ser considerado en los capitulos

posteriores. Sustituyendo (1.20) en las componentes del tensor energia-momento tenemos

9 =p, (2.21)
T = -P, (2.22)
T =T; = —P,. (2.23)

Derivamos la ecuacién (1.4) respecto a r, para luego combinarla con (1.3), (1.5) y (1.22)

y de esta manera obtener la siguiente relacion

' 2(P, — P,
P = —V2(p+Pr)+M, (2.24)
T
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esta es la ecuacién de equilibrio hidrostatico Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) para
un fluido anisétropo [I}, 2, [IT]. Para obtener la ecuaciéon TOV en el caso isétropo hacemos

P. = P, = P y obtenemos

/

P = —% (p+ P) (2.25)

y a partir de la ecuacién (1.3) y (1.21) se puede obtener

et =1- : (2.26)
donde m(r) es la funcién masa, la cual se define de la manera usual [2 [14]
m(r) = / 4ar® pdr . (2.27)
0

Usando las ecuaciones (1.4), (1.22) y (1.26) podemos escribir

y gt ATl (2.28)
r(r—2m)
y usando (1.28) podemos reescribir (1.24) y (1.25) asi,
’ + 4n Pr?
P = —W (p+P), (2.30)

que son las ecuaciones de equilibrio hidrostatico para los casos anisétropo e isétropo

respectivamente.

2.3. Condiciones de Acoplamiento

En esta seccion desarrollaremos las condiciones de acoplamiento entre la solucion ex-
terior a nuestro sistema, que es la de Schwarzschild y la solucién interior, con el fin de
evitar comportamientos singulares en la superficie r = ry de acoplamiento que divide am-
bas regiones del espacio-tiempo y asi asegurar la continuidad en las soluciones. Para poder
acoplar ambas regiones del espacio-tiempo se deben satisfacer una serie de condiciones,
llamadas condiciones de acoplamiento [1], [2].

Las condiciones de acoplamiento fueron definidas por primera vez, de manera mate-
maticamente rigurosa, por Darmois. De acuerdo con Darmois las condiciones necesarias
y suficientes para el acoplamiento estan dadas por la primera y segunda forma funda-

mental, es decir, la continuidad entre las métricas de cada regién sobre la superficie de
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acoplamiento, y la continuidad de la derivada covariante del vector normal, proyectada
sobre dicha superficie de acoplamiento.

Posteriormente Lichnerowicz propuso un conjunto de condiciones de acoplamiento al-
ternativo, las cuales Bonnor y Vickers demostraron ser equivalentes a las condiciones de
acoplamiento de Darmois. Segiin Lichnerowicz la condicién necesaria y suficiente para el
acoplamiento es que exista un sistema de coordenadas en el cual, tanto el tensor métrico
como todas sus primeras derivadas sean continuas a través de la superficie de separacion.

La region del espacio-tiempo interior a la distribucién, que esta descrita por la métrica
tipo Schwarzschild (1.1), debe acoplarse en su superficie r = ry con la region exterior,

constituida por el espacio-tiempo definido por la solucién de vacio de Schwarzschild

-1
ds® = <1 — 2M> dt* — <1 — 2M) dr?* — r2d0* — r*sin*0d¢?. (2.31)

T T

En nuestro caso para acoplar las dos regiones del espacio-tiempo vamos a exigir la
continuidad de la primera forma fundamental y en lugar de usar la segunda, exigiremos
la continuidad, a traves de ry, de las componentes independientes del flujo de energia-
momento [I].

Para exigir la continuidad de la primera forma fundamental, procedemos a igualar los

elementos de linea (1.1) y (1.25) en la superficie ry, para obtener
2M 2M\ !
€= — i) de? = l(1 - ) - (1 - ) @1 dt?, (2.32)
s s

donde las cantidades con el subindice ¥ estan evaluadas en la superficie de acople. La

ecuacién (1.26) se satisface solamente si

2M
e =1—-—, (2.33)
s
2M
e =1 (2.34)
s

las cuales son nuestras primeras condiciones de acoplamiento. Ahora, exigimos la conti-
nuidad de las componentes del flujo energia-momento a través de la superficie ¥ [1], es
decir,
(Tunn")s” = (Tunn)s (2:35)
(L v ) = (o), (2.36)

donde 7, es un vector tipo espacio normal a la superficie ¥ y v* es un vector tipo tiempo.
El simbolo (+) indica que las componentes del vector estan siendo evaluadas en la regién

exterior de la superficie X y el signo (—) indica que se evalia en la regién interior a dicha
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superficie. Para obtener las componentes de 7, en ambas regiones del espacio-tiempo,

vamos a definir la ecuacién de la frontera [I]

UV=r—rg=0 (2.37)
y el vector unitario normal a dicha superficie nff) esta dado por
a,v
n£+) — & (2.38)

= (_8()[\1/35\1’9&’8)1/2.

Introduciendo la métrica dada por el elemento de linea (1.31) y la ecuacién de frontera
(1.37) en (1.38) podemos hallar las componentes de 7, en la regién exterior a la superficie

>, que son
77,&+) = (_/87."2757()’0) ) (239)
donde £ estd dado por

5= ! | (2.40)

(-2 - (-2

Ahora hallamos 7, sustituyendo la métrica dada por (1.1) y la expresién (1.37) en la

ecuaciéon (1.38) evaluada en la region interior a ¥, encontramos el siguiente resultado

(=)

m, = (=77%,7,0,0), (2.41)

donde v esta dado por
1
v = : (2.42)
[eXs — emve2)'/?

Definamos ahora un vector tipo tiempo v*, el cual sea unitario y perpendicular al
vector normal 7, esto con el fin de poder observar la componente del flujo de energia a

través de este vector segun la ecuacion (1.36) [I]. Por lo tanto este vector cumple que
vh, =1, (2.43)

donde se puede obtener que las componentes de este vector dentro y fuera de la superficie

> se pueden escribir de la siguiente manera
UM(—H = 55# + 5T‘E5f = (67 67:’27 07 O) ) (244>

o) — 6—1/2/25# _ (e—l/g;/Q7 0,0, O) ) (245)

Escribimos el tensor energia-momento en ambos lados de la superficie de la siguiente
manera [2], 3], 4] [11]
7)) —

pv )

(2.46)
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T) = (p+ PL)uyu, — Prgu, + (P, — PL) 8,5, (2.47)

uv
que representan el vacio para la region exterior de ry y un fluido esférico anisétropo para
la region interior, tal que
w' = (e7/2,0,0,0), (2.48)

s = (0,e72,0,0), (2.49)

donde u, es la cuadri-velocidad y definimos s, como un vector ortogonal a la cuadri-
velocidad y que cumple con las propiedades s*u, = 0y s*s, = —1. Buscaremos ahora la
continuidad del flujo energia-momento entre las regiones del espacio-tiempo sustituyendo
el vector unitario a la superficie 7,, el vector unitario tipo tiempo v* y las expresiones
del vector energfa-momento (1.46) y (1.47) en las ecuaciones (1.35) y (1.36), lo que nos
provee el siguiente resultado

P, =0, (2.50)

que es nuestra segunda condicién necesaria para el acople entre la region interiro y exterior
del espacio-tiempo.

El resultado anterior tiene sentido ya que la region exterior a ry esta descrita por
la solucién de vacio de Schwarzschild |2 B, 4]. Por lo tanto para que el espacio-tiempo
sea continuo sobre la superficie ry, se deben cumplir las condiciones necesarias para el

acoplamiento dadas por las ecuaciones (1.33), (1.34) y (1.50).




CAPITULO 3

EL POLITROPO

En este capitulo se estudia la teoria de politropos, comenzando desde los politropos
Newtonianos hasta los Relativistas Generales y observando detalladamente sus casos is6-
tropos y anisétropos respectivamente. Esto con el fin de poder demostrar que el politropo
resulta 1util para obtener las variables fisicas del cuerpo compacto estudiado y modelarlo
[5], (10, [11].

Las ecuaciones de estado politropas, en el contexto de la gravedad Newtoniana, nacen
con el fin de resolver gran cantidad de problemas astrofisicos, como lo es el modelado de
objetos compactos como estrellas de neutrones, enanas blancas, estrellas de quarks, entre
otros cuerpos estelares. Su gran éxito deriva de la simplicidad de la ecuacién y que nos
lleva facilmente a la ecuacién de Lane-Emden. Ahora si los cuerpos estelares resultan ser
muy densos, los efectos relativistas se hacen evidentes, por lo cual la teoria de politropos
se extiende al contexto de la relatividad general [5], 6, [7, [10) [1T1].

El politropo, de manera general, es una familia ecuaciones de estado, la cual relaciona
la presion isétropa con la densidad de masa baridnica a través de la siguiente relacion en

el caso Newtoniano
P=Kp = Kp't/m, (3.1)

donde P es la presiéon isétropa, p es la densidad de masa bariénica, K es la constante
politropa, v el exponente politropo y n el indice politropo. La constante politropa y el

indice politropo se relacionan a través de

1
= —. 3.2
= (32)

El politropo sirve para modelar 2 tipos de situaciones muy diferentes dependiendo de
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su constante politropa, por lo tanto nos genera una familia de ecuaciones [5]:

1. La constante politropa K esta fija y puede ser hallada a partir de otras constantes
naturales, tal es el caso de gases de electrones completamente degenerados, tanto
en el limite no relativista (n = 3/2), como el limite relativista (n = 3). Esta clase
de politropos es particularmente 1til para modelar objetos compactos como enanas

blancas.

2. La constante politropa K es un parametro libre, es decir, sera particular para cada
objeto compacto. Este es el caso de un gas ideal isotérmico (7 = 1) en donde la
constante se halla a partir de la ecuacion del gas ideal y va a depender de la estruc-
tura de cada estrella. También es el caso de una estrella completamente convectiva
(n = 3/2), en este caso la constante politropa dependera del gradiente de tempera-
tura de la estrella. Otro ejemplo es una esfera gaseosa homogenea (n = 0), donde

se asume que es un gas ideal y la constante dependera de la temperatura.

3.1. Politropo Newtoniano

Iniciaremos con el estudio de un sistema esféricamente simétrico, estatico e isétropo
en el régimen Newtoniano, donde queremos obtener expresiones para las distribuciones
de densidad, presién y masa, con el fin de poder modelar todo el cuerpo compacto. El
objetivo sera llegar a la ecuacién de Lane-Emden para integrar el sistema. Posteriormente

introduciremos anisotropia en el sistema y repetiremos el procedimiento [5] [10].

3.1.1. Politropo para Fluidos Perfectos

Se desea obtener la ecuacion de Lane-Emden para el caso de un fluido isétropo Newno-
tiano. Para ello vamos a estudiar un fluido con simetria esférica e isdtropo que se encuentra

en equilibrio hidrostatico [5, [10].

dP dd
== 3.3
dr ar” (3:3)
1 d [ ,do

donde G es la constante de gravitacion universal, ® es el potencial gravitatorio usual y r
la coordenada radial. Estas ecuaciones son la ecuacion de equilibrio hidrostatico (2.3) y
la ecuacion de Poisson (2.4) en coordenadas esféricas, donde solo tomaremos en cuenta la
derivada respecto a la coordenada radial debido a la simetria esférica y a que el sistema

es estatico.
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Combinando (2.1) y (2.3), independientemente si la constante K es un parametro libre

o esta fija, podemos obtener

dd dp
—p=—yKp " 3.5
5P =K T (3.5)

y esto solo si v # 1 (el caso 7 = 1,n = oo corresponde a un modelo que se estudiara

posteriormente). La ecuacion (2.5) se puede integrar resultando en

o= (eim) w0

donde para la integracién podemos elegir ¢ = 0 en la superficie (p = 0). Ahora introdu-
ciendo (2.6) en la ecuacion de Poisson podemos obtener la siguiente ecuacion diferencial

ordinaria para ®

Pd 24 —d "
—_—t —— =47 | —] . 3.7
de2+7"d7" " ((n—l—l)K) (87)
Definamos las nuevas variables adimensionales
4G d7G n=1
= A A2:7_q)cn—1:7cn

n 3.8
o [\ (3.8)
Y=o, " \n)

donde el subindice ¢ indica que la cantidad esta siendo evaluada en el centro. Para evitar
comportamientos singulares en (r = 0) se tiene que en el centro z = 0, & = ®., p = p.
y w = 1. Por lo tanto introduciendo las nuevas variables en (2.7) obtenemos la siguiente

ecuacion diferencial

d*w  2dw .
w+;a+w =0, (3.9)
que también se escribe como
1 d
> (%C;;) +w" = 0. (3.10)

Ambas expresiones (2.9) y (2.10) definen a la ecuacién de Lane-Emden, que resulta ser
sumamente 1til debido a que es integrable y se pueden conocer sus soluciones analiticas
y numéricas [0, [I0]. Como mencionamos anteriormente, para evitar los comportamientos

singulares en el centro (r = 0) tenemos las siguientes condiciones

dw
(2 =0) w(z=0) (3.11)
ademas de tener las siguientes condiciones limites en la superficie de la esfera definida por
Z=2n

w(z,) = 0. (3.12)
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Podemos hallar las soluciones analiticas a la ecuacién de Lane-Emden haciendo una

expansion en serie de potencias en w(z) [5]
w(z) =1+ a1z +ax2” +azz® + .. (3.13)

Aplicando la serie de potencias encontramos que existen soluciones analiticas solamente

para los siguientes valores de n

1
n =0, w(z)=1-— 622, (3.14)
n=1, w(z) = sz, (3.15)
z
1
n=>, w(z) = (3.16)

(1=22/3)"%
Todas las demas soluciones para otros n se hallan de forma numérica y los casos corres-
pondientes a n > 5 son sistemas de radio infinito.

Consideremos ahora el caso 7 = 1 que corresponde a un gas ideal isotérmico [5, [10].
Para ello partiremos de las ecuaciones (2.1), (2.3) y (2.4) para combinarlas e introducir
las siguientes variables adimensionales
_ ArGp. )

° A w=—. (3.17)

Ta K K

Sustituyendo las variables (2.17) en la combinacién de las ecuaciones (2.1), (2.3) y (2.4)

se obtiene la ecuacion equivalente de Lane-Emden

d*w  2dw
2T W 1
dz? + zdz  C (3.18)
donde aplican las siguientes condiciones limites
dw

Usando las condiciones en el centro se puede hallar la solucion a la ecuacion diferencial. Al
resolver la ecuacion de Lane-Emden de forma numérica podemos encontrar valores para

las cantidades z,, (—22%

) ¥ pe/p de la siguiente manera [5]:
» El valor z, se halla a partir de la condicion de frontera w(z,) = 0 para un n dado.

» la cantidad (—zQ‘fi—f) se obtiene acomodando la ecuacion de Lane-Emden a la
Z=2Zn

forma (2.10) y evaluarla en la superficie z,.
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» larelacion entre densidades p./p se obtiene de la definicién de funciéon masa (1.26) [2],

14], sustituyendo las nuevas variables adimencionales se puede obtener la siguiente

oo <_3dw>” _ (3.20)

Usando estos valores, se puede construir la siguiente tabla de resultados [5]

relacion

: - %), o
0 2.4494 4.8988 1.0000
1 3.14159 3.14159 3.28987
1.5 3.65375 2.71406 5.99071
2 4.35287 2.41105 11.40254
3 6.89685 2.01824 54.1825
4 14.97155 1.79723 622.408
4.5 31.8365 1.73780 6,189.47
5 o0 1.73205 00

3.1.2. Construccion de Modelos

Ahora presentaremos el procedimiento a seguir para construir el modelo de un cuerpo
compacto usando el politropo [5]. La construccién dependerd de la constante politropa,
es decir, si es un parametro libre o si tiene un valor fijo hallado a partir de constantes
naturales. Vamos a estudiar ambos casos por separado.

Vamos a construir un modelo teniendo a K como un parametro libre, para valores
de M, Ry n dados, donde M es la masa total y R el radio total del cuerpo compacto.

Como el valor de la constante politropa n es dado, las soluciones numéricas de la ecuacién

de Lane-Emden nos proporciona las funciones w, w’, (‘2—2’) ¥ zy. Primero usamos los
valores de radio total R y masa total M para obtener el valor de la densidad media usando
3M
0= . 3.21

A partir de los resultados numéricos de la tabla anterior y la densidad media, podemos
hallar la densidad en el centro con (2.20). Ahora evaluando el cambio de variable (2.8) en

la superficie se puede encontrar el valor de la constante A
2z, = AR. (3.22)

Usando nuevamente (2.8) se puede hallar la constante politropa K con

9 4G n=t

= mch (323)
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y la distribucién de densidad
o(r) = pe” (3.24)

la podemos hallar usando el valor de la densidad en el centro p. y los resultados de la
tabla para w. Ahora, con el valor de p., los resultados para w y la constante politropa K

se encuentra la distribucion de presiones
P(r) = Kpith/myn+l (3.25)

y la masa local la podemos hallar a partir de

m(r) = 4mper’ (—“h”) : (3.26)

z dz

donde conocemos p. y el valor de la derivada a partir de la tabla. Una vez halladas las
distribuciones de masa, densidad y presion, toda la estructura mecanica interna del cuerpo
compacto esta determinada y por lo tanto el modelo construido.

Vamos a dar el siguiente ejemplo aplicando la construccion del modelo politropo para
nuestro Sol [5], solamente dando los valores de radio total R, masa total M y n que

dependera del tipo de objeto compacto estudiado.
M = 1,989 x 10%g, n=3, R = 6,96 x 10'%cm. (3.27)

Como tenemos el valor de n, conocemos los valores de z, y p./p a partir de la tabla

2 =6,807, P —5418 (3.28)

P
Calculamos la densidad media p y la densidad en el centro p. con (2.20) y (2.21) para

obtener
p=141gem™3, pe = 76,39gcm ™. (3.29)

Con los valores anteriores hallamos la constante A y la constante politropa K usando

(2.22) v (2.23)
A= % 991 x 107", K =385 x 10, (3.30)

Con el valor de la constante politropa K encontramos la presion en el centro a través de
P.=Kp" P, =124 x 10"dyn/cm?>. (3.31)

Con el peso molecular del Sol como dato conocido y la ecuacién del gas ideal, se puede

obtener la temperatura en el centro del sol

T.=12x 107K, p=0,62. (3.32)




3.1 Politropo Newtoniano 31

Por otra parte, si se utiliza el conjunto completo de ecuaciones de estructura estelar se

puede obtener el siguiente valor para temperatura en el centro del sol
T,=15x 10K, 1M,. (3.33)

Se puede observar que la estimacion realizada a partir del politropo resulta ser conside-
rablemente cercana al valor real de la temperatura en el centro del Sol.

Para construir un modelo en el cual la constante politropa es fija se sigue un proceso
similar al caso anterior. Para este modelo podremos encontrar el valor de la constante
politropa K a partir de otras constantes siempre que conozcamos los valores n, p. y la
composiciéon quimica interna del cuerpo compacto.

Al conocer el valor de n, conocemos todas las soluciones numéricas de la ecuacién de
Lane-Emden, es decir, los valores de las funciones w, w’, (%)z:zn y zn. La constante
politropa K se halla entonces a partir de la ecuacion de estado de dicho gas y de su
composiciéon quimica.

Con los valores de K y p. podemos conocer la constante A con la ecuacién (2.23).
Para hallar los valores de M y R usamos (2.26) evaluada en la superficie y (2.22) res-
pectivamente. Con los valores de M, R, K y p. se repite el procedimiento para hallar las
distribuciones de presién, masa y densidad con los cuales podemos conocer la estructura

mecanica interna del cuerpo compacto y asi tener el modelo finalmente construido.

3.1.3. Politropo Anisétropo

La isotropia local es una suposicion muy comun en el estudio de objetos compactos
autogravitantes, sin embargo para ciertos rangos de densidades, existe una gran variedad
de fenémenos fisicos que pueden dar lugar a la anisotropia local. Estos fenémenos fisicos
pueden ser generados por diversas fuentes, por ejemplo, intensos campos magnéticos ob-
servados en enanas blancas, estrellas magnetizadas de quarks extranos, elevados indices de
viscosidad, superposiciéon de materia isétropa, entre otras. Por lo tanto, en este capitulo
el formalismo del politropo es extendido para el caso de un fluido anisétropo, esto con el
fin de modelar objetos compactos con una gran variedad de fenémenos fisicos de interés
que contribuyan a la anisotropia en forma de una presién tangencial [10].

Para modelar cuerpos compactos anisoétropos se seguira el procedimiento realizado
para el caso isétropo, es decir, combinar de forma conveniente las ecuaciones para poder
llegar a la ecuacion de Lane-Emden. Para el caso de fluidos anisétropos Newtonianos, la

ecuacion de equilibrio hidrostatico se le agrega el factor de anisotropia y se lee como

dpP, dd 2
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donde P, es la presion tangencial y P, es la presion radial.
La ecuacién politropa de estado en el caso de fluidos anisétropos se asume con la

presion radial de la siguiente forma
P, = Kp" = Kp'ti/n, (3.35)

Introducimos (2.35) en (2.34) para obtener

@ — _»YKP’Y*QQ + gé

3.36
dr dr v p’ ( )

donde A = P; — P, y con 7y # 1. La ecuacién (2.36) puede ser integrada entre un r interior

y la superficie r = ry para obtener
®=F(r)— K (n+1)p"", (3.37)

el cual puede ser escrito como

donde
P A
F(r) = z/r L (3.39)

El siguiente paso es introducir las siguientes variables adimensionales

z = ar, (3.40)
AnG
2 _ (P, — F)" 41
0 = g [ (#e = ) (3.41)
y y
o\ d-F
e = - 42
v <p0> q)c - Fc’ (3 )

donde igual que en el caso isétropo, el subindice ¢ indica que la cantidad estd siendo
evaluada en r = 0. Combinando la ecuacién de Péisson (2.4), (2.38) y las nuevas variables
(2.40), (2.41) y (2.42) obtenemos ecuacién extendida de Lane-Emden.

X 2dX
_t —— X-Y)"=0 3.43
2T + ( ) : (3.43)
donde
X=w+Y (3.44)
Y F
Y = (3.45)
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Esta ecuacién no puede ser integrada todavia debido a que no se conoce F'(r) explicita-
mente, es decir, no se conoce la forma exacta del factor de anisotropia, por lo tanto se
debe desarrollar un método con el que se pueda resolver la ecuacion diferencial para poder
modelar los cuerpos compactos anisétropos, dicho método serd desarrollado en la seccion
2.1.4. Por ahora vamos a obtener la ecuacion de Lane-Emden equivalente para el caso de
un gas isotérmico que corresponde a v = 1 y en presencia de anisotropia. Introducimos la
ecuacion (2.35) en (2.34) sustituyendo v = 1 para obtener
de dp  2A

—~Kp " — + —— 3.46
dr Tap dr+rp ( )

que al ser integrado entre un r interior y la superficie ry es

p = pe VK, (3.47)

donde ®. = 0 para r = 0. Ahora introducimos las siguientes variables adimensionales

z=ar (3.48)
' G
4Gp
2 c
= , 3.49
a (3.49)

Combinando la ecuacién de Poisson (2.4), (2.47) y las variables adimensionales (2.48) y

(2.49) obtenemos la ecuacién de Lane-Emden equivalente a este caso

?X 2dX
—_— =" 3.50
dz? +zdz €5 ( )
donde
F )
K—l—w % (3.51)

De igual manera que (2.43), esta ecuacién no puede ser integrada por el hecho que no
conocemos el termino F(r) que depende de la anisotropia. Por lo tanto vamos a presentar

un método en la seccion posterior para poder integrar esta ecuacion y resolver el sistema.

3.1.4. Modelado de Politropo Anisétropo

Para poder resolver la ecuacion de Lane-Emden para el caso anisétropo, independiente
del valor de 7, requerimos dar informacién adicional sobre la anisotropia. Esta informacion
adicional sera dada siguiendo el ansatz propuesto por Luis Herrera y M. Consenza [10, [14]

y es un procedimiento sencillo con el que se obtiene la ecuacion diferencial que necesitamos.
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(i) En el primer paso, se propone una expresion general para la anisotropia A, que

abarca gran cantidad de modelos anisétropos, de la forma
A=Cf(r)pr™, (3.52)

donde C' es un pardmetro que mide la anisotropia y la funcién f y el nimero N

dependeran de cada modelo.

(ii) Se asume

dd
N-1 _
fr =

Esta suposicién no se hace en base a ningtin fundamento fisico, solo se asume asi

(3.53)

por conveniencia pura, ya que al combinarla con la ecuacién (2.52) se obtiene una

relaciéon muy sencilla que nos permite conectar con el caso isétropo facilmente.
(iii) Combinando (2.39), (2.52) y (2.53) se obtiene

F =2C%. (3.54)

La relacién (2.54) se inserta en la ecuacién equivalente de Lane-Emden (2.43) para asi
obtener Pu 2 du

Ta o Thet =0, (3.55)
donde h = 1—2C), la cual por simplicidad se asume constante en toda la esfera, aunque las
presiones no necesariamente. Es facil notar que se puede volver al caso isétropo eligiendo
h = 1. Especificando h, que dependera del modelo que se desee construir, se puede integrar

numéricamente la ecuacién diferencial (2.55) con las siguientes condiciones limites

dw
w(0) =1, E(O) = 0. (3.56)
Una vez reseulta la ecuacion (2.55) con todos sus resultados numéricos, se procede a
construir el modelo de la forma mencionada anteriormente. Vamos a sustituir ahora la
expresion de F' (2.54) en la ecuacién (2.47) y en la ecuacion equivalente de Lane-Emden

(2.50) en el caso v = 1, para obtener

pP= pce_hq)/K (357>
' d? 2d
w w
I —he v 3.58
dz? = zdz €5 ( )
donde %
b =—w, (3.59)
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donde de igual manera que para la ecuacion (2.55), se puede construir el modelo deseado
si se especifica h e integrando de forma numérica la ecuacién (2.58) con las siguientes
condiciones en el centro

w(0) =0, Cj;“z”(o) 0. (3.60)

3.2. Politropo Relativista General

Cuando los objetos compactos estudiados son muy densos, sus efectos relativistas se
hacen evidentes, por lo tanto es necesario extender el formalismo del politropo para el
caso de la relatividad general [I1]. Esto nos permitird modelar objetos compactos rela-
tivistas. Se realizard un procedimiento similar para obtener la ecuacién equivalente de
Lane-Emden, sumamente ttil por le hecho de que se puede ser integrada de forma nu-
mérica y asi obtener las soluciones correspondientes. La ecuacién de estado politropa en
el contexto de la relatividad general tiene dos posibles formas diferentes, las cuales en su

limite Newtoniano coinciden. Estas dos expresiones son

P=Kp=Kp"™", (3.61)

P=Kp' = Kp'tin, (3.62)

donde py es la densidad de masa baridénica, p es la densidad de energia y las constantes K, 7y
y n son las mismas del caso Newtoniano. Por lo tanto el desarrollo del politropo relativista
general serd dividido en caso I y caso II, dependiendo de la ecuaciéon politropa de estado
que se utilice. En esta seccion trabajaremos nuevamente con unidades geometrizadas, es
decir ¢ = GG = 1 e iniciaremos con el estudio de un fluido is6tropo esféricamente simétrico y
estatico, para el cual obtendremos la expresion de la ecuaciéon generalizada de Lane-Emden
en ambos casos I y II, esto con el fin de poder modelar cuerpos compactos relativistas y

posteriormente introducir anisotropia para generalizar la teoria.

3.2.1. Caso I para Fluidos Is6tropos

Comenzaremos con el Caso I, es decir, usando la ecuacion de estado con la densidad
de masa barionica py. En esta seccion se desea obtener la ecuacién equivalente de Lane-
Emden [11]. El politropo se asume en equilibrio hidrostético, por lo que se tiene la ecuacién
de equilibrio hidrostatico relativista general para materia isétropa dada por la ecuacion
(1.30), obtenida en el capitulo 1. Sin embargo, la ecuacion de estado (2.61) y la ecuacién de

equilibrio hidrostéatico (1.30) no son suficientes para obtener la ecuaciéon de Lane-Emden,
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ya que una depende de la densidad de energia p y otra de la densidad de masa bariénica
po- Por lo tanto requerimos de otra ecuacién que relacione las densidades. Con el fin de

obtener esta relacion, vamos a considerar la primera y segunda ley de la termodinamica

A(250) - = ()

donde T es la temperatura, o es la entropia por unidad de volumen propio y N es la

escrita como

densidad de particulas, tal que
po = N'my, (3.64)

donde myq indica la masa de cada particula. Como nuestro sistema no disipa energia a

través de flujos de calor, podemos asumir un proceso adiabatico, por lo que la ecuacion

(2.63) se escribe
d (/f[) + Pd (/1/) —0 (3.65)

que al combinarla con la ecuacion (2.61) se obtiene

dpo

Si v # 1 la ecuacién (2.66) se puede integrar resultando en

P
p=Cpo+ ot (3.67)

donde C' es una constante de integraciéon. Aplicando el limite no relativista (p — pg) a

(2.67) obtenemos que C' = 1. De esta manera la ecuacién politropa de estado viene dada

por
= po + P (3.68)
P = Po N — 1’ .
donde consideramos de ahora en adelante v # 1. Ahora introducimos las nuevas variables
adimensionales P A
o=tfe L8 g AT (3.69)
Pe A a(n+1)
Po m(r)A3
’(pn g -, v = y 370
0 Doe (5) ( 47T,Oc) ( )

donde el subindice ¢ indica que la cantidad estd siendo evaluada en el centro. Ahora
combinando la ecuaciones de estado (2.61) y (2.68), la ecuacién TOV (1.30) y las nuevas
variables adimensionales (2.69) y (2.70) obtenemos la ecuacién de Tolman-Oppenheimer-

Volkoff adimensional

dibyg 1-2(n+1)av/¢
d¢ (1 —na)+ (n+1) oty

¢ + vt Syt =0 (3.71)
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y de la definicién de funcién masa (1.27) se puede obtener
m' = dnrp. (3.72)

Insertando las nuevas variables (2.69) y (2.70) en la derivada de la funcién masa (2.72) se
encuentra J

v
& 90 (1 — na + naady) . (3.73)
La superficie limite de la esfera estd definida por & = &,, tal que 1y(&,) = 0 y en ella

aplican las siguientes condiciones en el centro

WE=0)=1, v(E=0)=0. (3.74)

Combinando las ecuaciones (2.71) y (2.73) se obtiene la ecuacién generalizada de Lane-

Emden para el caso I, dada por

adeO + 2dw0{a —af(n+1)

der € de
d b
x [f%‘ (b= o)~ &+ ;‘bf; - f;%] } (3.75)

+ by (3athy + b — aty) = 0,

que puede ser integrada de forma numérica usando las condiciones en el centro (2.74) y
donde

a=1-2(n+1)av/¢ (3.76)

b= (1—-na)+ (n+1)ayy. (3.77)

En el limite Newtoniano (a — 0) llegamos a

Ppg | 2dpy | L,
gt e =0 (3.78)

que es la ecuacion de Lane-Emden clasica.

3.2.2. Caso II para Fluidos Is6tropos

En este caso, se considera el politropo relativista definido por la ecuacion de estado
(2.62) dependiente de la densidad de energia p [11]. El tratamiento es mdas sencillo que
en el caso anterior debido a que la ecuaciéon TOV relativista (1.30) y la ecuacién de
estado (2.62) se pueden combinar sin la necesidad de una relaciéon adicional para obtener

la ecuacion de Lane-Emden. Sin embargo se obtendra una relacién entre las densidades
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de masa bariénica py y energia p para comparar con el caso anterior. Realizando un

procedimiento analogo al usado en el caso I, se obtiene la siguiente relacion

p= OJZ[M” (3.79)

donde si a = % es suficientemente pequeno, se expande (2.70) en serie de potencias de «

usando (2.62) y (2.69) para obtener la siguiente aproximacién
prpo(1+nKpy'™"). (3.80)

Se puede observar que las ecuaciones (2.68) y (2.80) son idénticas, esto implica que ambos
casos I y II difieren en terminos de orden o y mayores. Sin embargo ambos casos coinciden
en el limite Newtoniano.

Una vez observada la diferencia entre el caso I y II, vamos a introducir la siguiente

variable adimensional

Y = pp, (3.81)

Por lo tanto usando (1.30), (2.62), (2.69), (2.70) y (2.81) obtenemos la ecuacién TOV

adimensional para este caso

Zd [1=2(n+1)av/€ 3 gl
& Lt au ot agdymtl =0 (3.82)

y de la ecuacién (2.72), (2.81) y las variables adimensionales (2.69) y (2.70) se llega a

d
dz — 2y, (3.83)

Combinando las ecuaciones (2.82) y (2.83) se obtiene la ecuacion generalizada de Lane-

Emden, dada por

2
aféﬁ%— 2??{&—0452 (n+1)y" + v(n—gl)a
_ dipbaa . Eac(n+1) w"} (3.84)
d¢ 2c 2
+ ™ + 3acy™™ =0,
donde
c=1+ai. (3.85)

De igual manera que en el caso I, en el limite no relativista (« — 0), se recupera la

ecuacion de Lane-Emden clasica (2.78).
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3.2.3. Caso I para Fluidos Anisétropos

Igual que con el politropo Newtoniano, el formalismo del politropo relativista general
serd extendido para el caso de materia anisétropa [I1], en el cual estudiaremos cada
caso detalladamente. Para un fluido anisoétropo la ecuacion TOV relativista general estd
dada por la expresion (1.29) [Il, 1], por lo tanto siguiendo el mismo procedimiento del
politropo relativista general para materia isotropa obtendremos la ecuacién equivalente
de Lane-Emden para este fluido.

Para el caso I repetimos el procedimiento realizado en el caso isétropo, es decir, usamos
la ecuacién de estado (2.61), la ecuacion TOV (1.29), la relacién entre densidades (2.68)
y las variables adimensionales (2.69) y (2.70) para obtener la ecuacién TOV adimensional

para materia anisétropa escrita como

52

diyg [ 1-2(n+1)av/€
(

dé 1—na)+(n+1)a¢0]+U+a€3¢g+1

20, "€ 1—-2(n+1)av/ (3:86)

TPt 1) [(1 o)+ (n 1 1)0@0] =0,

donde ahora o = P,./p. y A = —II = P, — P,. Ahora, combinamos la expresiéon (2.73)

con la ecuacién (2.86) para asi obtener la ecuacion de Lane-Emden generalizada en este

caso,
ad£20—|—§d;{a—a§(n+1) [fwo(b—a%)_g;_;bd;_ 20]
§2 A @ (n‘f'l)Oé n n
_M[% Ab] [b+0] }+b¢0 (Batyy + b — athy) s
b g e e |
wrnp S\ daE et e
x [—&/)3 [1 4 na (o — 1)] +§21 } =0.

Como observamos en el caso Newtoniano anisotropo, esta ecuacion no puede ser integrada
numéricamente ya que no conocemos la forma de la anisotropia A, por lo que mas adelante
usaremos el método propuesto por Luis Herrera y M. Consenza para poder resolver la

ecuacion diferencial y poder integrarla.

3.2.4. Caso II para Fluidos Anis6tropos

En este caso la ecuacion de estado estda dada por (2.62), entonces, al igual que en el

caso anterior combinamos la ecuacién de estado junto con la ecuacién TOV (1.29) y las
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variables adimensionales (2.69), (2.70) y (2.81) para llegar a la ecuaciéon de Lane-Emden

adimensional que se escribe como

d¢¢[ 2(n+ 1) av/¢
dé 1+ av

200" |1 —=2(n+1)av/€
P..(n+1) 1+ ar)

]+U+a@¢m1+ =0 (388)

y nuevamente, si combinamos esta ecuacién (2.88) con (2.83) llegamos finalmente a la

ecuacion de Lane-Emden generalizada para este caso,

(LU 2d) v+ Da  dfan

Eac(n+1)yY" £2 aaal(n o«
* 2 TP, {w A} LNCH

+ e + Sacy™ + (+21) [w— N } {

<o} =0

De igual manera que en el caso anterior, esta ecuaciéon no se puede resolver sin antes

3.89
1dA 1 2(n+1)a (3.89)

AdE e T

especificar la forma de la anisotropia local A.

3.2.5. Modelado del Politropo Anis6étropo en el Caso I y 11

De acuerdo a las secciones anteriores, si no se especifica la forma de la anisotropia A, no
se puede integrar las ecuaciones diferenciales y crear los modelos de los sistemas deseados,
por lo tanto en esta seccién se tiene como objetivo obtener modelos especificos, para ello
vamos a seguir el siguiente "ansatz” propuesto por M. Consenza y Luis Herrera [11], [14]
y aplicar el procedimiento realizado anteriormente para modelar el politropo anisétropo

Newtoniano, lo cual nos permitird resolver las ecuaciones diferenciales (2.87) y (2.89).

(i) Proponemos que
A=Cf(P,r)(p+P)rY, (3.90)

donde C', f y N indican lo mismo que en el caso del politropo Newtoniano.
(ii) Asumimos la siguiente relacién
fBr )"t == (3.91)

la cual no tiene ningin fundamento fisico, se asume asi por pura conveniencia y

facilidad a la hora de combinar las ecuaciones.
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(iii) Combinamos (2.90) y (2.91) con la ecuaciéon TOV anisétropa (1.29) para obtener

dP, v
T —_ph P.)— .92
N L (3.92)

donde h = 1 — C. Por simplicidad h se asume constante en toda la esfera aunque

las presiones no lo sean.

Usando la nueva ecuacion TOV (2.92) podemos encontrar que para el caso I, la ecuacién

TOV adimensional para materia anisétropa se escribe como

dibg [ 1-2(n+1)av/¢
d¢ | (1 —na)+ (n+1) ot

Esta nueva ecuacién TOV adimensional (2.93), ahora combinada con (2.73) resulta en la

52

] +h(v+agyrt) =o0. (3.93)

ecuacion de Lane-Emden generalizada, la cual si especificamos h podemos integrarla y asi
resolver el sistema. Repitiendo el procedimiento anterior, podemos encontrar que para el

caso II la ecuacién TOV adimensional es

di [1—2(%—1—1)0&1/&

2
Sdf 1+ av

la cual junto la ecuacién (2.83) resulta en la ecuacién de Lane-Emden para ese caso y

] +h (v + a£3¢”+1) =0, (3.94)

se puede integrar con las condiciones limites correspondientes. Al integrar las ecuaciones
(2.73) y (2.93) para el caso I y las ecuaciones (2.83) y (2.94) para el caso II, se obtiene
directamente las funciones A\, m y P,, sin embargo necesitamos una expresion para v que
obtendremos de la siguiente forma para el caso 1. Sustituimos el cambio de variable (2.70)

en las ecuaciones (2.61) y (2.68) para llegar a

P. = Kpgt/mypptt! (3.95)

p = poctiy (1+nKpsl"vo) - (3.96)
Ahora introduciendo las ecuaciones (2.95) y (2.96) en la ecuaciéon (2.92) obtenemos la

siguiente relacion

2 (n + 1) Bdip + hdv [1 + Bihg (n +1)] = 0, (3.97)
donde el parametro = K p})/ ™ en funcién de a esta dado por
a
= , 3.98
f=1—1v (3.98)
Integramos la ecuacion (2.97) de manera indefinida para obtener
C
e’ = (3.99)

[1+ (n+ 1) Bopo]"
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donde C' es una constante de integracién. Ahora usamos la condicién en el centro(r = 0)
1y = 1, para escribir la ecuacién (2.99) como
v e L ()P

¢ = e T D B (3.100)

Finalmente, usando las condiciones (1.33) y (1.50) en la superficie r = ry obtenemos la

expresion para e” en el caso I, que viene dada por

e’ = (1 - 2M> [1+ (n+1) B 2" (3.101)

rs

Para el caso II se sigue un procedimiento similar. Sustituimos el cambio de variable (2.81)
en la ecuacién de estado (2.62), de esta manera podemos transformar la ecuacién (2.92)
en

2(n+ 1) adi + h (1 + a)) dv = 0. (3.102)

Integrando la ecuacion (2.102) y aplicando las condiciones en el centro r = 0 con ¢ = 1
y en la frontera r = ry (1.33) y (1.50) obtenemos el resultado para e” correspondiente al

caso II que se escribe como

oM
¢ = (1 _ 7a) (14 ag) 2 0/n, (3.103)
b




CAPITULO 4

INTRODUCCION DEL POLITROPO
DENTRO DEL ALCORITMO

Como es bien conocido, en el campo de la relatividad general, las distribuciones de
materia esféricamente simétricas y estaticas estan descritas por tres ecuaciones de Eins-
tein independientes para cuatro variables (dos funciones métricas, la densidad de energia
y la presién isétropa) [2), [3]. Por lo tanto, es necesario proveer de informacién adicional en
forma de una ecuacién de estado o una suposicion heuristica que envuelva las variables
fisicas y/o métricas, esto con el fin de poder integrar el sistema. Esta situacién sugiere
la posibilidad de obtener todas las soluciones de las ecuaciones de Einstein dando tni-
camente una funcién generatriz la cual proporcionara la informaciéon adicional necesaria.
Lake [13] desarrollé un algoritmo para obtener todas las soluciones de un fluido perfecto
esféricamente simétrico y estatico usando tinicamente una sola funcién generatriz.

En este capitulo se desarrollard el método ideado por Luis Herrera [12] para exten-
der el algoritmo de Lake [I3] a el caso de materia anisétropa, esto con el fin de obtener
una expresion para las variables fisicas y el elemento de linea de interior que solamente
dependan de las funciones generatrices propuestas. Posteriormente construiremos nuestro
propio modelo introduciendo la ecuaciéon de estado politropa en el algoritmo extendido de
Lake por Luis Herrera [12], de tal manera que solo requeriremos de una funciéon genera-
triz para describir nuestro sistema estudiado y asi finalizar el capitulo aplicando nuestro
modelo a casos especificos.

El sistema que deseamos resolver en esta secciéon va a consistir en una distrubucion de

materia anisotropa, esféricamente simétrica y estatica, para la cual definiremos el elemento
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de linea como
ds? = —e"dt? + X Mdr? + r2de* + r?sin®0d¢?, (4.1)
donde v y A son variables que dependen unicamente de la coordenada radial r. Este

elemento de linea satisface las ecuaciones de Einstein (1.2) [I} 2 3, 4] y produce el siguiente

conjunto de ecuaciones de campo

1 1 !
8np=— —e < - A) , (4.2)

72 r2 r
1 (1 Vv
Snh = -5 +e )\<T2+r>’ (4.3)
—-A r_ )
TP, = 67 <21/’ TR Y . ) : (4.4)

donde las primas denotan derivada respecto a r, y p, P, y P, tienen el mismo significado

que el expuesto en el capitulo 1.

4.1. El Algoritmo para Fluidos Anisétropos

En esta seccién serd desarrollado y explicado el algoritmo de Lake extendido por Luis
Herrera [12], para un fluido esféricamente simétrico, estatico y con anisotropia local. Con
la ayuda de este algoritmo podremos dar la informacion necesaria que requiere el sistema
para poder resolver las ecuaciones de Einstein y obtener expresiones para v, A\, P., P, y
p.

En primer lugar, comenzamos por combinar las ecuaciones de campo (3.3) y (3.4) para

87 (P, — P) = (v 2+i’+l
Tt 2 2 2r 72

obtener

(4.5)
Lo N (v N 1 1
et —=+-|——=.
2\2 r r2
Ahora, se proponen e introducen las siguientes variables
(1) — o[ 22(r)=2/r)dr (4.6)
y
ei)\ = y(r)a (47)

que seran sustituidas en la ecuacién (3.5) para llegar a la siguiente expresion

27 6 4 271
NIV LR OO ) (i ) 4.8
Y| r+r221 z<r2+ () (48)
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con II(r) = 87 (P, — Py).
La ecuacién diferencial (3.8) puede ser integrada usando el método de factor integrante

y asi obtener la siguiente expresion para A

) — Z2(r>€f( [4/r22(r)|+22(r) ) dr

, (4.9)

4/r22(r)]+22(7‘))d7‘

6 _2f z(r‘)(1+1—[(r)r2)e{(8[ dr + C)

donde C' es una constante de integraciéon. Una vez obtenido el resultado anterior, podemos

reescribir el elemento de linea (3.1) sustituyendo (3.6) y (3.9) y asi llegar a
d$2 _ _ ef(Zz(r)—Q/r)drdtQ
2 f([4/r2z(r)]+22(7"))d7‘
2(r)e L

+
6 (_Qf Z(T)(1+H(T)T2)€fr(8[4/r2z(r‘)]+2z(7“))d7" 4 C) (4.10)

+ r2d6? + r’sin®0de°.
Finalmente, se obtiene que el elemento de linea (3.10), el cual describe el espacio-
tiempo de nuestro sistema y esta totalmente determinado si conocemos las dos funciones
generatrices z(r) y II(r). De igual manera podemos escribir las variables fisicas p, P, y

P, en funcién de z(r) y II(r) con el fin de imponer condiciones fisicamente posibles. De

esta forma las variables fisicas quedan expresadas como

z(r—2m)+m/r—1

ATP, = 3 : (4.11)
m/
y /
2 1
47rPl:<1—m>(2’+22—z+2)+2<wg—m>, (4.13)
r roor T r

donde m es la funcién masa y fue definida en (1.26).

De manera idéntica que con el elemento de linea (3.10), si proporcionamos dos fun-
ciones generatrices conocidas z(r) y II(r), las ecuaciones (3.11), (3.12) y (3.13) estan
totalmente determinadas. Las soluciones fisicamente posibles deben ser regulares en el
origen r = 0 y deben satisfacer las condiciones p > 0, p > P,, P,. Si la estabilidad es
requerida, entonces p y P, deben decrecer monoténicamente en funcién de r. Para evadir
los comportamientos singulares en la superficie de la fuente r = ry, las soluciones deben
satisfacer las condiciones de acoplamiento de Darmois [1I, 2] expuestas en el capitulo 1, es
decir deben satisfacer (1.33), (1.34) y (1.50).

Si se impone la condicién de presion isétropa I1(r) = 87 (P, — PL) = 0, se obtiene el

resultado hallado por Lake en su algoritmo [13] con z(r) = ¢(r) + 1.
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4.2. Ejemplos de aplicacién del Algoritmo

En esta seccién aplicaremos el algoritmo a modelos ya determinados anteriérmente.
Esto lo haremos con el fin de ilustrar la efectividad del mismo y mostrar que si damos las
dos funciones generatrices z(r) y II(r) se puede obtener todas las soluciones esféricamente
simétricas, estaticas y ademas anisotropas. El algoritmo sera aplicado a tres modelos
diferentes que son: el fluido anisétropo conformemente plano, el modelo de Bowers-Liang
y el fluido con densidad no local [12]. El objetivo sera introducir las condiciones de cada

modelo para obtener las expresiones de z(r) y II(r) para cada uno.

4.2.1. Fluido Anisétropo Conférmemente Plano

Iniciaremos aplicando el algoritmo extendido de Luis Herrera [12] a un fluido esférica-
mente simétrico y estatico bajo la condicion conformemente plano, que se obtiene a partir

de la componente independiente del tensor de Weyl [1} 2], B, 4] y es la siguiente:

M ! 2 o\ U\ 1 — e
2+<2> 4 2 N 2 =0 (4.14)

Esta ecuacién puede ser integrada [12], resultando en

/2
e’/? = Crcosh </ dr) , (4.15)
r
donde C' es una constante de integracién. Ahora, reescribiendo (3.15) en términos de z(r)
se llega a
9 A2 A2
==+ " tanh (/ < ar). (4.16)
r r r

Podemos observar que para un fluido bajo la condiciéon conformemente plano se obtiene
una expresion de la funcién generadora z(r). Ahora, para completar el algoritmo se hallara

la funcién generadora II(r) a partir de las ecuaciones (3.4) y (3.14), se obtiene

H:r<1_€A>/. (4.17)

r2

Este modelo estara totalmente determinado si la funcion z(r) es conocida. De esta manera

las ecuaciones de campo podran ser conocidas y el sistema estara resuelto.

4.2.2. Solucién de Bowers-Liang

El modelo de Bowers y Liang [I2] corresponde con un fluido esféricamente simétrico,

estatico, anisétropo y que posee una distribucién homogenea de densidad de energia p =
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po = Constante. incorporando esta condicién sobre p se puede obtener una expresion de

e’ que es
B h2 4 hy2 2/h
o 3(1—=2M/ry) . (1 —2m/r) , (4.18)
donde A A
T T
m(r) = ?T?’po, M = ?r%po. (4.19)

Una vez obtenida la expresién (3.18) la igualamos con la ecuacién para e” en (3.6) del
algoritmo extendido por Luis Herrera [12], con el fin de adquirir una expresiéon de la
funcién generatriz z(r) que viene dada por

2 r 1
z = + (4.20)

(- - ()

om (1 B Qﬁ)(h/2)*1

donde h = 1 — 2C = Constante. Con z(r) determinada, se busca ahora la otra funcién

generadora II(r), resultando en

) MUk

(1 2y

r

H:—6C(

(4.21)

A través de las ecuaciones (3.20) y (3.21) se pueden determinar todas las variables fisicas
del sistema estudiado y modelarlo. También se puede observar que si se elige h = 1 se

reproduce la bien conocida solucion interior de Schwarzschild [2, [3] 4], [12].

4.2.3. Solucién Anisétropa con Ecuacién de Estado No Local

Como tltimo ejemplo a presentar, estd la familia de soluciones que pueden ser halladas
bajo la suposicién de que la densidad de energia y la presion radial estan relacionadas por
una ecuaciéon de estado no local de la forma

2 C
P’,n — - 7/ 72 r d~ 4 422
(1) = o) = 5 [ o+ (122)
donde C' es una constante. Ahora introduciendo el resultado para p (3.12) del algoritmo

se obtiene lo siguiente

_om’ I C
Anr? 2nrd 0 2mp3
Usando las ecuaciones (3.11) y (3.23) se puede hallar una expresion para la funcién gene-

P.(r) (4.23)

ratriz z(r) de la forma

rm’ —3m +2C +r
Z:

r(r—2m) (4.24)

y nuevamente con z(r) obtenida, se puede encontrar la otra funcién generadora I1(r), con

lo cual se resuelven las ecuaciones de Einstein y se modela el sistema.
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4.3. El Algoritmo Usando el Politropo

En esta seccion vamos a crear nuestro propio modelo uniendo la teoria de politropos
junto con el algoritmo expuesto previamente. Al desarrollar el algoritmo tendremos co-
mo ecuacién adicional la ecuacién de estado politropa (2.62), la cual combindndola con
las demas ecuaciones de campo podremos obtener todas las soluciones a nuestro sistema
estudiado. Generar este modelo trae la ventaja de que en lugar de dar dos funciones gene-
radoras, tendremos que dar solamente una, por el hecho de que la informacién adicional
que se requiere vendré expresada en la forma de la ecuacién de estado politropa [5, [10] [11].

Por ahora solamente trabajaremos con la ecuacion de estado politropa que depende
de la densidad de energia (2.62) [I1] y se desarrollard un nuevo algoritmo para obtener
todas las soluciones interiores de un fluido estatico, esféricamente simétrico y anisétropo
cuya ecuacion de estado es politropa.

En primer lugar se construird nuestro algoritmo de tal manera que al proveer tinica-
mente solo una funcién generatriz el sistema estard resuelto. Posteriormente se aplicara
nuestro método a modelos especificos con el fin de obtener los resultados que se obtienen en
trabajos previos [11], 12, [14]. Desarrollamos a continuacién nuestro procedimiento de dos

formas diferentes, pero obteniendo los mismos resultados y la misma funcién generatriz.

4.3.1. Meétodo 1

Como hemos mencionamos, queremos desarrollar un algoritmo que incluya la ecuacién
de estado politropa y que solo requiera de una funciéon generatriz para poder llegar a las
soluciones del sistema. Partiremos de la ecuacion de estado para el caso II (2.62), las
ecuaciones de campo (3.2), (3.3) y (3.4) y la definicién de funcién masa (1.26) junto con
su derivada (2.72). Estas ecuaciones las reescribiremos de manera conveniente tal que
demuestren que solo se necesita de una sola funcién generatriz para obtener cualquier

solucion politropa. Definiremos la variable métrica como

e =Y(r). (4.25)

m=_"1) (4.26)

Derivando (3.26) resulta,
m=-—-_"" (4.27)




4.3 El Algoritmo Usando el Politropo 49

y ahora la igualamos con (2.72) obteniendo

1-Y Y’

2 2

= 47r?p. (4.28)

De (3.28) despejamos la densidad de energia p llegando a la siguiente expresién:

1

= 1-Y —rY’ 4.29
p= s 1=V 1Y), (429)
donde podemos notar que si damos la funcién generadora Y, podemos conocer la distri-

bucién de densidad de energia interior al fluido.

Vamos a escribir otras variables fisicas como v y P, en funcién de Y. Para obtener
la expresién de P, basta con sustituir la expresion de p (3.29) en la ecuacién de estado
(2.62) para obtener

1 y

- 1-Y — 7Y’ 4.
P=K|5(1-Y V) (4.30)

donde se puede apreciar que (3.30) depende tinicamente de la funcién Y, por lo que si es
dada, se puede obtener la distribucion de presion radial interior del sistema estudiado.
Para llegar a v sustituiremos la expresion obtenida de P, en la ecuacién de campo

(3.3) lo cual queda como

2

SWK[ (1-}/-@/’)}W _ Ly <1+i’> (4.31)

y reacomodando los términos se llega a

b8tk [ (1-Y — V)] + 4 1
v 8T [ JIE —. (4.32)
r Y 2

Esta ecuacién (3.32) se integra de manera indefinida y asi obtenemos una expresion para

v que solo dependera de la funcién generadora Y

SrKr| L (1—Y —rY)] +1 4
y:/[ [SWQ( % )} d - dr +C. (4.33)

Para obtener la expresion de P, que solo dependa de Y es necesario usar la ecuacién

de campo (3.4) y sustituir los valores de X', v/ y v/ las cuales se pueden hallar a partir de
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las expresiones (3.33) y (3.25).

P Y{z%KPéfT+&KmPéfﬁ”(¥ﬁw1@?)5
T 3o Y
y—y']Y |1 1—y—y'17 |1 2
_(87TK7’{ i:;z ] + - Y,+7}2 +(87TK7“[ 8;;2 } +T—i+0)
_+§(&%WP§g“F+;_1+O)
STKr [14;;51/1}7 + % 1 Y’

(4.34)

4.3.2. Método 11

Ahora obtendremos los mismos resultados para p, P,, P, y v aplicando un procedi-
miento diferente. Comenzaremos por sustituir la ecuacién de estado (2.62) en la ecuacién

de campo (3.3) para obtener

1 (1 Vv
87TK/)7 = —ﬁ +e <T2 + 7‘) (435)

y dentro de ella sustituiremos la ecuacién de campo (3.2) para que la ecuacién (3.35)

1 (1 1 X\ 1 1 v
stk | — (= —eM = -2 )| =—= 4=+ D). 4.36
g [8% (7’2 € <7’2 7’))] r2+e <r2+r> ( )

Usamos la misma funcién generadora (3.25) definida anteriormente, junto con su derivada

quede como

en la ecuacion (3.36) y llegamos a

1 /1 1 Y 7 1 1V
Kl—|(=-v[5 -~ -4y (=+2). 4.
8T [87‘( <r2 <r2 rY))} 7“2+ <r2+r> (4.37)

Procedemos con el despeje de v/ con el fin de integrarla y luego obtener una expresién

para la misma. Al despejar la ecuacién (3.37) se convierte en

v _E[g(GE-E-F) +E 1

r2 r2 r2
r Y r2

y ahora integramos de manera indefinida para llegar a la expresion de v que solamente

(4.38)

depende de la funcién generadora Y

SrKr |t (1—Y —Y'r)| +12
y:/[ El '+ 1 dr + C. (4.39)

Y r
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Encontramos que la ecuacion (3.39) es idéntica a la ecuacién (3.33), por lo tanto, por medio
de este método se pueden llegar a los mismos resultados de P, , P, y p. Ambos métodos
para nuestro algoritmo son equivalentes y si damos una funcién generadora Y (r) conocida
podemos resolver el sistema. Finalmente escribimos el elemento de linea en funciéon de Y
sustituyendo (3.25) y (3.33) en (3.1)

1 Y
877Kr[8m2 (1-y-vY 'r)] +3

J

9 7% dr+C
ds® = —e

d 2
dt* + % + r2d0* + r*sen*0d¢’. (4.40)
Analizando el elemento de linea (3.40) podemos observar que tnicamente depende de la
funcién generadora Y, por lo tanto si es conocida esta funcion, ya toda la estructura del

espacio-tiempo interior a la distribucién estudiada esta totalmente determinada.

4.4. Aplicacion del Algoritmo a Casos Particulares y
Modelos

Una vez obtenida toda la estructura de nuestro algoritmo, hace falta obtener evidencia
de que puede ser utilizado para la resolucién de problemas reales, para ello, en esta seccion
se le aplicara nuestro algoritmo a algunos modelos conocidos, con el fin de corroborar los
resultados. Los modelos que seran estudiados a continuacién son el de Bowers y Liang,
que describe un fluido anisétropo de densidad constante y el modelo dado por la ecuacion
de Cosenza [10] 1T, [14].

4.4.1. Modelo de Bowers y Liang

El modelo de Bowers y Liang describe un fluido anisétropo, esféricamente simétrico y
de densidad constante, es decir p = py = Constante. En esta seccion deseamos encontrar
una funciéon generatriz Y que pueda describir este sistema y demostrar que es idéntico a
usar el algoritmo extendido de Lake por Luis Herrera [12].

Para este modelo se requiere una densidad de energia p constante en todo el fluido, lo
que segun la ecuacion de estado politropa (2.62) implica que la presion radial P, debe ser
constante también, sin embargo esto ultimo no es posible, ya que la condiciéon de acople
con la regién exterior [II, 2, 5] (1.50) (solucion de vacio de Schwarszchild) nos indica que
la presiéon en la superficie debe ser cero F,,, = 0. Por lo tanto nuestro algoritmo con la

ecuacion politropa no puede describir el modelo de Bowers y Liang.
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4.4.2. Modelo de Cosenza

La ecuaciéon de estado de Cosenza [10] 11l 14] estd dada por la expresion (2.92), que
describe varios tipos de anisotropia. En esta seccién combinaremos la ecuacién (2.92)
con nuestro algoritmo para obtener resultados conocidos, tales como la expresion para
v, la ecuacion TOV adimensional y finalmente se obtendra una funcion generatriz Y que
describa los mismos sistemas que la ecuacion de Cosenza.

Comenzaremos usando la expresién obtenida de nuestro algoritmo (3.38) donde des-

pejamos v y cambiamos v = 1 4+ 1/n para obtener

STK [ 1 1+1/n 1 1
= | ——(1-Y —7Y’ — 4.41
Y [8mr2 ( rY’) Tt Yr r ( )

Ahora, sustituimos la ecuacion de p (3.29) en (3.42) y se llega a

14

8TK 1 1
=

— = 4.42
Y Yr 7’ ( )

donde insertamos los cambios de variable (2.69) y (2.81) para transformar la ecuacién

14

anterior en
dv B 87rPer”+1§ 1 1

W _ Sy T8, 22 4.43
dé vAZ  ye @ (4.43)
donde P,, = Kp!*t'/™. Ahora definimos la nueva variable a como
P/I"C
o= (4.44)
Pe

la cual introduciremos dentro de la ecuacién (3.43) junto con el otro cambio de variable
(2.69) que incluye a la constante A. Haciendo ésto la ecuacién queda con la siguiente
forma 2 ( ) gt
20° (n+ 1) YT 1 1
dv = — — —| d€. 4.45

Como vimos anteriormente, a partir de la ecuacién de Cosenza [14] se puede obtener

la ecuacion (2.97), la cual nos resulta ttil porque despejando se encuentra una expresioén

para dv dada por la siguiente ecuacion

B _Z(n—l—l)ad@/}
W= T ral) (4.46)

Ahora, igualando las expresiones de dv (3.45) y (3.46) obtenemos la ecuacién

20°(n+ Y"1 +1 1 2(n+1ady

(4.47)

Y¢ & h(l+ap)df
Introduciendo los cambios de variable (2.69) y (2.70) en (3.26) podemos obtener la si-

guiente relacion
2a(n+1)v

Y =1- ,
§

(4.48)
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que usaremos para sustituir en la ecuacion (3.47) y asi poder despejar 4% Realizando ésto

la ecuaciéon queda de esta manera

202 (n+l)yn 241 1
d,l?D 6(1_204(71;»1)1)) £

ge T 2(n+1)a
ds T h(l4ay)

(4.49)

y manejando algebraicamente los términos de manera conveniente se puede escribir de la

siguiente forma

_ 2a(n+1)v

que es la ecuacion TOV adimensional (2.94) obtenida en el capitulo anterior usando la
ecuacion de Cosenza [I4]. Este resultado nos da evidencia que nuestro algoritmo con
el Politropo puede resultar ttil y describir modelos ya existentes, especificamente los
modelos que describe la ecuacién de Cosenza, sin embargo intentaremos llegar a otro

resultado conocido.

Se partird de la ecuacion de Cosenza (2.92) [11], [I4]. En ella sustituiremos las expre-
siones obtenidas en nuestro algoritmo para P, (3.30) y p (3.29) con el fin de obtener una

expresion para e”. Sustituyendo esas expresiones obtenemos la siguiente ecuacion

8mr? 8772

1 1 o Y" 2(1-Y —rY'
<1+>K[ 1-Y —rY’ —rvt 2 )
n 87T7’2
X (4.51)

:—h[ ! (1—Y—rY)+K[

2

) 1+1 !
1-Y —7rY —.
-y -] )

82

Ahora introducimos las variables adimensionales (2.69), (2.70) y (3.44) en la ecuacién

(3.50) para llegar a

3=

« 1 [ 2y 2 2Y

¢ e ()|

h 1

ZQI%ﬂﬂn+1)<__ —fg> - (4.52)

1 dy dv
+a[2§2o¢(n+l)<1_y gdgﬂ ]dg
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En la ecuacién anterior sustituimos la expresion (3.48) para Y y asi obtenemos

a 1 d\1" 1 20(n+1) ( v dv v
" Lo (0 )] 2&204[5( S ()

S )t
:glm (20 0+ %)

1 dv s dv
M[WM(MH%)] ]dg
dv

Introduciremos dentro de la ecuacién (3.53) la expresion de g7 obtenida en (2.83). Apli-

(4.53)

cando ésto la ecuacion toma la forma

1[eyn n i
+§2?n_;+§2?n_;)+§_z+w (4,54)

h £2¢n gan 1+% dv
= - +a —.
2] & & dg
Simplificando e integrando (3.54) de manera indefinida obtenemos el siguiente resultado

v=—(n+1) ln(1+a¢)% +C, (4.55)

donde C' es una constante de integracién. A partir de (3.55) buscamos una expresién para

e’,

2(n+1)

e =C(1l+ay) 7 . (4.56)
Para obtener la forma de la constante de integraciéon C aplicamos las condiciones en el

centro ¢ = 1 y frontera (1.33) y (1.50) [11] y asi de esta manera obtenemos el siguiente

resultado

= (1- 21{\24) (1+ap) 5 (4.57)

que es el mismo resultado obtenido en la ecuacion (2.103) del capitulo 2 para e”. Por lo
tanto, a través de nuestro algoritmo también se pueden obtener los resultados hallados
previamente en el capitulo 2 usando solamente el politropo y la ecuaciéon de Cosenza [14].
Para finalizar vamos a obtener una expresion de la funcion generatriz Y para este modelo
en particular. Partiremos de la ecuacién (3.47) en la cual vamos a despejar Y y llegar a

2&2 (TL + 1) ¢n+1€2 + 1

_ 2(n+l)a dy
Airap ag 1

Y = (4.58)
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Insertamos la ecuacion (3.49) dentro de la ecuacién (3.58) y asi obtenemos una expresién

para Y en funcion de v, ¥ y £ que seria

20 (n+ 1) " er — 4a? (n+ 1)° Y130 + €2 — 2 (n + 1) vaé

Y= 2(n+1)vaé + 20284t (n+ 1)+ &2 — 26 (n+ 1) va

(4.59)

Esta es la funcion generatriz que corresponde para los modelos dados por la ecuacion de
Cosenza [14, [11]. Las ecuaciones (3.50), (3.57) y (3.59) muestran que nuestro algoritmo
usando el politropo es de utilidad y proporciona una manera alternativa de obtener las
soluciones del espacio-tiempo de los sistemas estudiados, inicamente dando como conocida

la funcion Y.
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CAPITULO 5

CONCLUSION

En este trabajo se realizdé un estudio en el campo de la relatividad general, con el
objetivo de desarrollar un método con el cual sea plausible obtener todas las soluciones de
las ecuaciones de Einstein, para sistemas esféricamente simétricos, estaticos, anisétropos
y que cumplan con la ecuacién de estado politropa [5] [10, 11], aplicando el algoritmo de
Lake extendido por Luis Herrera al caso anisétropo [12].

Para realizar el estudio fue necesario profundizar en los siguientes temas; las ecuaciones
de campo relativistas de Einstein, las condiciones de juntura y acoplamiento [I], 2], [3, 4]
8, 9], la ecuacion de estado politropa Newtoniana isétropa, anisétropa, junto con sus
extensiones a la relatividad general [5] 6, [7, [10] [11].

Este estudio lo desarrollamos en base al algoritmo de Lake [I3], con el cual se pueden
obtener todas las soluciones interiores para sistemas esféricamente simétricos, estaticos e
isotropos haciendo uso de una funcién generadora y la "importante” extensién del mismo
realizada por Luis Herrera [12], con el cual introduce anisotropia en el sistema y hace uso
de dos funciones generadoras, ademés de la aplicacion a modelos especificos [12} [13].

Desarrollamos el método introduciendo la ecuacién de estado del politropo [5l 10} 1]
como la informacion adicional necesaria que requiere el sistema y asi plantear un algoritmo
similar al de Lake (o al extendido por Luis Herrera) [12] 13], donde obtenemos todas las
soluciones internas que se modelan con politropos anisétropos. De esta forma podemos
resolver las ecuaciones de Einstein y determinar completamente el sistema necesitando
una funcién generatriz Y (r).

Al finalizar nuestro proyecto se lograron obtener expresiones de las diferentes variables

fisicas (p, P, y P.) y del elemento de linea interior a un fluido esféricamente simétrico,
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estético, anisétropo y politropo [II, 12], dependiente de una funcién generatriz Y (r). Si
proveemos la funcién Y, las ecuaciones de Einstein quedaran resueltas y por lo tanto
habremos determinado toda la estructura interna del espacio-tiempo del sistema bajo

estudio.

Un segundo resultado fue encontrado al aplicar nuestro método a dos modelos estudia-
dos previamente, el de Bowers-Liang [12] y el modelo de Cosenza [T, 14]. Encontramos
que al aplicar nuestro método al modelo de Bowers-Liang no es posible que este pueda
describir este tipo de sistemas, ya que este modelo supone la condicion de densidad de
energia p constante en todo el fluido [12], por lo tanto al utilizar la ecuacién de estado
politropa [10, 1], junto con la condicién de acoplamiento P.. = 0 [I] se obtiene una

solucidn trivial.

Por otro lado, aplicamos nuestro método al modelo de Cosenza [14], el cual describe
sistemas esféricamente simétricos, estaticos y anisoétropos, haciendo uso de una expresion
general que abarca gran cantidad de modelos anisétropos y permite volver al caso isotropo
continuamente [10}, 1T, T4]. Se obtuvo un resultado satisfactorio, ya que logramos describir
el modelo completamente, debido a que obtuvimos las mismas expresiones para todas las
variables fisicas. Este método entonces genera una via alternativa para poder resolver
este sistema, al obtener una funcién generatriz especifica. Al aplicar nuestro método para
hallar la estructura interna del modelo de Cosenza [14], se obtiene una funcién generatriz

que reproduce, en otro contexto, los resultados conocidos del modelo.

Para finalizar la discusion planteamos, por completitud, las siguientes extensiones de
este trabajo, que pueden servir de insumos para futuras investigaciones. Una posible
extension pudiera ser aplicar nuestro método a fluidos anisétropos que cumplan con la
condicién conformemente plano, esto es, que las componentes independientes del tensor de
Weyl se anulen [I} 12, [I7]. En el caso estético, esféricamente simétrico y anisétropo existe
una sola componente independiente que se anula, por lo tanto, la métrica correspondiente
a estos sistemas es una combinacién de la métrica plana multiplicada por una funcion
adicional de las variables, esto es una transformacién conforme. Esto se podria realizar
con el fin de corroborar si los resultados obtenidos para el elemento de linea bajo esta

condicién son los mismos que se encontraron siguiendo la via usual [12] [17].

Adicionalmente seria conveniente extender este algoritmo para el caso donde la ecua-
cién politropa de estado se trabaja usando la densidad de masa bariénica y no con la
densidad de energia, como hemos realizado en nuestro caso, ya que existen modelos que

pueden ser descritos formalmente con esta densidad.

En ultimo lugar seria interesante aplicar el algoritmo a sistemas que posean una so-

lucion exterior diferente a la soluciéon de vacio de Schwarzschild, como por ejemplo sis-
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temas cargados eléctricamente, que se acoplarian en la frontera a la solucion exterior de
Reissner-Nordstrom [2]: solucion exacta con simetria esférica de las ecuaciones de Eistein

que describe el campo gravitatorio de un cuerpo masivo con carga neta diferente de cero.
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