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RESUMEN

En este trabajo estudiamos las corrientes persistentes en un anillo unidi-

mensional con cuatro átomos de carbono, basado en Grafeno, con el formalismo

de las funciones de Green utilizando la técnica de la ecuación de movimiento.

El anillo es atravesado por un flujo de campo magnético de forma perpendicu-

lar al plano del anillo. Reproducimos el cálculo de las corrientes persistentes

de carga en un anillo basado en grafeno sin interacción Esṕın-Órbita (EO).

Seguidamente, realizamos el cálculo sólo con interacción EO intŕınseca propia

del Grafeno, luego sólo con EO rashba dependiente de un campo eléctrico ex-

terno. Realizamos el cálculo para un anillo con ambas interacciones EO juntas,

en el cual se puede apreciar que las dos interacciones para la coriente actúan

como una sola. En estas corrientes observamos que la presencia de estos aco-

plamientos suavizan los picos observados en la corriente sin interacción EO.

En todos los casos las corrientes degradan con el aumento de temperatura.

Además calculamos las corrientes de esṕın para arreglos del anillo con interac-

ción EO actuando de forma separada y luego actuando ambas interacciones;

observamos que estas corrientes también degradan con la temperatura y vaŕıa

el comportamiento según la componente de esṕın que se estudie.

Palabras Claves:

Grafeno, Tight Binding, Corrientes Persistentes, Corrientes Persistentes de

Carga, Corrientes Persistentes de Esṕın,
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2.1. Acoplamiento Esṕın-órbita en un átomo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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2.3. Acoplamiento esṕın órbita en el Grafeno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3. Funciones de Green y el método de la ecuación de movimiento. 37
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4.14. Gráfica de densidad de corriente de carga de un anillo unidimensional ba-

sado en Grafeno con acoplamiento EO tipo Rashba λR = 0,12 variando la

temperatura. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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la temperatura hasta KBT = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76



4.24. Gráfica de densidad de corriente de esṕın de un anillo unidimensional

basado en Grafeno con acoplamiento EO tipo Intŕınseco y temperatura
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variando el parámetro de acoplamiento. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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EO Rashba λR = 0,12 a temperatura KBT = 0. . . . . . . . . . . . . . . . 92
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feno con acoplamiento EO Intŕınseco λEO = 0,07 y acoplamiento EO Rash-

ba λR = 0,12 a temperatura variable hasta KBT = 100, con polarización
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INTRODUCCIÓN.

En la última década se ha incrementado el estudio de nuevos materiales con posibles

aplicaciones para el desarrollo de nuevas tecnoloǵıas. Tal es el caso del Grafeno, un mate-

rial bidimensional de átomos de carbono, con una estructura hexagonal. Este fue descrito

por primera vez alrededor de 1930 y no fue sino hasta el año 2004 que fue sintetizado por

Andre Geim y Konstantin Novoselov [2], razón por la cual se les otorga el premio Nobel

de F́ısica en el año 2010. Este material puede presentar dos tipos de acoplamiento Esṕın-

Órbita (EO): a) tipo Intŕınseco propio del material, que depende de campos eléctricos

inherentes a su estructura cristalina y b) tipo Rashba, producida por un campo eléctrico

externo que rompe la simetŕıa de inversión en el plano [3].

Una forma de caracterizar este material, es diagonalizando el Hamiltoniano para con-

seguir el espectro de enerǵıa [3]. En el caso del Grafeno, cuando se tienen las dos interac-

ciones esṕın-órbita, la diagonalización del Hamiltoniano resulta demasiado compleja, por

lo que la caracterización resulta poco trivial.

Si se toma un anillo mesoscópico, el cual esta sujeto a un flujo magnético que no

interactua directamente con los electrones en el anillo, se generaran unas corrientes persis-

tentes. Este es un efecto cuántico descrito originalmente por Buttiker en anillos metálicos

[4]. Esta corriente se genera por el corrimiento del estado base en el anillo, debida a la

fase introducida por el flujo magnético. Al desplazarse el estado base el valor esperado

del momento angular es distinto de cero [5]. Estas corrientes son caracteŕısticas para cada

tipo de material y su respectivo espectro de enerǵıa.

Aśı como existen las corrientes de carga que se deben al movimiento de una part́ıcula

cargada, también existen las corrientes de esṕın, debidas al movimiento de al menos una

part́ıcula con un esṕın asociado. En presencia de un acoplamiento EO que rompa la si-

metŕıa de inversión temporal en el material, es posible que estas corrientes sean relevantes,

ya que esto separa los niveles de enerǵıa degenerados en esṕın, introduciendo corrientes

de carga polarizadas para cada nivel desdoblado.

En el siguiente trabajo primero estudiaremos la estructura del grafeno y su Hamil-

toniano sin interacciones. Seguidamente revisaremos la interacción Esṕın-Órbita e in-

troduciremos las interacciones propias del Grafeno. Estudiaremos el formalismo de las

funciones de Green y la técnica de la ecuación de movimiento. Finalmente realizaremos



los cálculos para corrientes persistentes de carga y de esṕın en un anillo unidimensional

basado en Grafeno con cuatro sitios.

Primero, reproduciremos los resultados ya conocidos de corrientes persistentes de carga

para un anillo basado en grafeno sin acoplamiento EO. Luego, se calcularán las corrientes

persistentes de carga y esṕın para las siguientes interacciones:

1. Sólo acoplamiento EO Intŕınseco.

2. Sólo acoplamiento EO Rashba.

3. Acoplamiento EO Intŕınseco y Rashba.

Objetivo General.

Cálculo de corrientes persistentes de carga y de esṕın en anillos mesoscópicos basados

en grafeno utilizando el formalismo de las funciones de Green en el equilibrio.

Objetivos Espećıficos.

Cálculo de las corrientes persistentes de carga en un anillo de grafeno, utilizando la

técnica del formalismo de las funciones de Green en el equilibrio.

Cálculo de las corrientes persistentes de carga y de esṕın para un anillo sujeto a

interacciones esṕın órbita tipo Rashba e intŕınseca, utilizando la técnica del forma-

lismo de las funciones de Green en el equilibrio.

Relevancia y discusión del presente enfoque con respecto a resultados experimenta-

les.



Caṕıtulo 1

Grafeno

El grafeno fue descrito por primera vez en la década de 1930, en relación a su es-

tructura y sus enlaces qúımicos; en 1949 Wallace calculó por primera vez la estructura

de bandas electrónicas, en ese entonces a este material se le conoćıa como monocapa de

grafito, no fue sino hasta 1994 que se le llamó de manera oficial grafeno [6].

El grafeno fue sintetizado por primera vez en 2004, mediante exfoliación micromecánica

por Andre Geim y su estudiante de doctorado Konstantin Novoselov [2]. Este descubri-

miento dio lugar al premio Nobel de F́ısica en el año 2010 para Geim y Novoselov. Para

poder estudiar este sistema, debemos entender algunas propiedades del grafeno.

1.1. Estructura del Grafeno

El grafeno es un nanomaterial bidimensional de átomos de carbono fuertemente cohe-

sionados en una superficie uniforme, plana de un átomo de espesor, con una estructura

que asemeja a la de un panal de abejas, como se muestra en la figura 1.1.

Figura 1.1: Estructura del Grafeno

En la figura 1.2 se muestra la celda unitaria del grafeno representada por un hexágono

que contiene a dos átomos de carbono que denotaremos A (rosados) y B (morados). La red
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hexagonal no forma una red de Bravais, por lo tanto, se usarán dos sub-redes triangulares,

las cuales śı forman redes de Bravais. Todos los átomos A forman una sub-red triangular,

al igual que los átomos B, con un átomo por celda unitaria; al superponer la sub-red A

con la sub red B formarán la red de panal de abejas.

Los vectores de la red son: ~a1 =
(√

3
2
a, 1

2
a
)

y ~a2 =
(√

3
2
a, −1

2
a
)

; con el parámetro de

red a = |~a1| = |~a2| =
√

3a0, donde a0 = 1, 42
◦
A, entonces a = 2, 46

◦
A es la separación

atómica entre los átomos de carbono.

Figura 1.2: La celda unitaria

En la figura 1.3 se muestra la primera zona de Brillouin del grafeno cuyos vectores de

red rećıproca vienen dados por: ~b1 =
(

2π√
3a
, 2π
a

)
y ~b2 =

(
2π√
3a
, −2π

a

)
; se puede observar que

la primera zona de Brillouin también tiene forma hexagonal.

Figura 1.3: La primera zona de Brillouin.



1.2 Modelo Tight-Binding en el Grafeno 23

1.2. Modelo Tight-Binding en el Grafeno

En general el modelo tight-binding es un enfoque para calcular la estructura de bandas

usando como aproximación una base de funciones de onda localizada, Φ(~r − ~Rj), basado

en una combinación lineal de estas. Con un arreglo atómico que forma una red part́ıcular

descrito por los vectores de la red de Bravais (~a1,~a2), podemos tomar combinaciones

lineales de estos vectores ~Rj = mj~a1 + nj~a2, para trasladarnos en la red, donde mj y nj

son números enteros. Para explicar el método consideramos, por simplicidad, el caso de

una red de Bravais con un átomo por celda unitaria y un electrón por átomo.

El Hamiltoniano para un electrón arbitrario, marcado por el número entero l viene

dado por:

Hl = − h̄2

2m
∇2
l +

N∑
j=1

V (~rl − ~Rj), (1.1)

donde ∇2
l es el operador laplaciano en 2D, la posición del electrón ~rl = (xl, yl) y m es la

masa del electrón. Cada ión en el sitio ~Rj produce un potencial electrostático que siente el

electrón, y su enerǵıa potencial global
N∑
j=1

V (~rl − ~Rj), donde N es el número de sitios de

la red. Dicho potencial es una función periódica con respecto a una traslación arbitraria

para un vector de la red ~Ri en el ĺımite termodinámico N →∞. El Hamiltoniano del

sistema es la suma sobre todos los electrones,

H =
N∑
l

Hl. (1.2)

El enfoque tight-binding se basa en la suposición de que el átomo l se une a un

ión particular en el sitio de la red ~Rl, y es descrito por un estado (atómico) ligado del

Hamiltoniano

Ha
l = − h̄2

2m
∇2
l + V (~rl − ~Rl).

Las contribuciones a la enerǵıa potencial de los otros iones en los sitios ~Rj, j 6= l vienen

dadas por 4V =
N∑
j 6=1

V (~rl − ~Rj). El estado ligado asociado a Ha
l es descrito por la función

de onda Φ(a)(~r − ~Rj).



24 Grafeno

1.2.1. Teorema de Bloch.

El teorema de Bloch describe el movimiento de los electrones en un sólido. Los átomos

del cristal forman una estructura periódica y ocupan las posiciones de una red de Bravais

descritas por el vertor ~r; la función de onda de prueba debe cumplir con la simetŕıa de

traslación dado por el vector de traslación ~Ri; esta traslación puede ser descrita por el

operador:

T~Ri = e
i
h̄
p·~Ri . (1.3)

Es conveniente para este caso usar p = h̄~k, con k restringido a la primera zona de

Brillouin [7].

La función de onda de prueba, construida a partir de las funciones de onda ante-

riores Φ(a)(~r − ~Rj), es

ψ~k(~r) =
∑
~Rj

ei
~k·~RjΦ(~r − ~Rj). (1.4)

Esta función cumple con los requisitos antes mencionados, es un autoestado del ope-

rador de traslación T~Ri :

T~Riψ~k(~r) = ψ~k(~r + ~Ri)

=
∑
~Rj

ei
~k·~RjΦ(~r − (~Rj − ~Ri)

= ei
~k·~Ri

∑
~Rm

ei
~k·~RmΦ(~r − ~Rm)

= ei
~k·~Riψ~k(r),

donde la primera ĺınea es la traslación dada por el vector de traslación ~Ri en el argumento

de la función de onda y definimos ~Rm = ~Rj − ~Ri.

1.2.2. Red con dos átomos por celda unitaria.

Si tenemos más de un átomo por celda unitaria en la red, como es el caso de la red de

panal de abeja del grafeno, la función de prueba (1.4) queda como:

ψ~k(~r) = akψ
(A)
~k

(~r) + bkψ
(B)
~k

(~r), (1.5)
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donde ak y bk son funciones complejas del momento ~k, ψ
(A)
~k

(~r) y ψ
(B)
~k

(~r) son funciones de

Bloch con

ψ
(j)
~k

(~r) =
∑
~Rm

ei
~k·~RmΦ(j)(~r − ~Rm),

donde j = A,B son las etiquetas de las subredes A y B. La ecuación de Schrödinger para

este sistema se escribe:

H|ψ~k(~r)〉 = ε~k|ψ~k(~r)〉. (1.6)

Multiplicamos a ambos lados por 〈ψ~k(~r)| y nos queda:

〈ψ~k(~r)|H|ψ~k(~r)〉 = ε~k〈ψ~k(~r)||ψ~k(~r)〉,

reescribiendo en la forma matricial:

(
a∗k b∗k

)
Hk

(
ak

bk

)
= εk

(
a∗k b∗k

)
Sk

(
ak

bk

)
, (1.7)

donde el Hamiltoniano escrito en forma matricial queda escrito como

Hk ≡

(
ψ
∗(A)
k Hψ

(A)
k ψ

∗(A)
k Hψ

(B)
k

ψ
∗(B)
k Hψ

(A)
k ψ

∗(B)
k Hψ

(B)
k

)
= H†k, (1.8)

y la matriz:

Sk ≡

(
ψ
∗(A)
k ψ

(A)
k ψ

∗(A)
k ψ

(B)
k

ψ
∗(B)
k ψ

(A)
k ψ

∗(B)
k ψ

(B)
k

)
= S†k, (1.9)

es llamada la matriz de solapamiento y representa la no ortogonalidad de las funciones

de onda de prueba. Para resolver la ecuación de Schrödinger se debe cumplir:

det[Hk − ελkSk] = 0, (1.10)

que debe satisfacer ak 6= 0 y bk 6= 0 . La etiqueta λ denota las bandas de enerǵıa, hay

tantas bandas de enerǵıa como soluciones a la ecuación existan, dos bandas para el caso

de dos átomos por celda unitaria.

1.2.3. Elementos diagonales de la matriz Hamiltoniana.

Escribiremos los elementos diagonales de la matriz correspondientes a la sub red A

como:
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HAA =
1

N

N∑
i=1

N∑
j=1

ei
~k·(~RA,j−~RA,i)〈Φ(A)(~r − ~RA,i)|H|Φ(A)(~r − ~RA,j)〉, (1.11)

donde ~k = (kx, ky) es el vector de onda en el plano del grafeno. La ecuación (1.11) incluye

una doble sumatoria sobre todos los sitios A de la red. Si asumimos que la contribución

dominante surge del mismo sitio j = i dentro de cada celda unitaria, entonces:

HAA ≈
1

N

N∑
i=1

〈Φ(A)(~r − ~RA,i)|H|Φ(A)(~r − ~RA,j)〉, (1.12)

Estos elementos de matriz tienen el mismo valor para cada sitio A, independientemente

del sitio i. Se propone que sea igual a un parámetro [1]:

〈Φ(A)(~r − ~RA,i)|H|Φ(A)(~r − ~RA,j)〉 = ε2p, (1.13)

que es igual a la enerǵıa del orbital 2pz. Luego,

HAA ≈
1

N

N∑
i=1

ε2p = ε2p. (1.14)

Evaluando para la sub red B, de modo similar, obtenemos:

HBB = HAA ≈ ε2p. (1.15)

Los elementos diagonales de la matriz de solapamiento vienen dados por:

〈Φ(A)(~r − ~RA,i)||Φ(A)(~r − ~RA,j)〉 = 1. (1.16)

Esto, asumiendo que tenemos el mismo ı́ndice,

SAA =
1

N

N∑
i=1

N∑
j=1

ei
~k·(~RA,j−~RA,i)〈Φ(A)(~r − ~RA,i)||Φ(A)(~r − ~RA,j)〉

≈ 1

N

N∑
i=1

〈Φ(A)(~r − ~RA,i)||Φ(A)(~r − ~RA,j)〉

=
1

N

N∑
i=1

1

= 1.

De modo similar para la sub-red B nos queda que:

SAA = SBB = 1. (1.17)
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1.2.4. Elementos no diagonales de la matriz Hamiltoniana.

Sustituyendo en la expresión de la función de Bloch, podemos escribir los elementos

no diagonales de la matriz como

HAB =
1

N

N∑
i=1

N∑
j=1

ei
~k·(~RB,j−~RA,i)〈Φ(A)(~r − ~RA,i)|H|Φ(B)(~r − ~RB,j)〉, (1.18)

que describe el salto de una sub red A a una sub red B, con la traslación a los sitios A

dada por el el vector ~RA,i y para la traslación a los sitios B con el vector ~RB,j.

Si consideramos que la mayor contribución viene dada por los primeros vecinos, en-

tonces para cada átomo se toman en cuenta tres vecinos, por lo que usaremos un nuevo

ı́ndice l (l = 1, 2, 3), con esto, podemos escribir la ecuación (1.18) como:

HAB ≈
1

N

N∑
i=1

3∑
l=1

ei
~k·(~RB,j−~RA,i)〈Φ(A)(~r − ~RA,i)|H|Φ(B)(~r − ~RB,l)〉. (1.19)

El elemento de matriz entre átomos vecinos 〈Φ(A)(~r − ~RA,i)|H|Φ(B)(~r − ~RB,l)〉, el estado

de B a A, es el mismo valor independientemente de los ı́ndices i y l. Igualandolo a un

parámetro t.

t = 〈Φ(A)(~r − ~RA,i)|H|Φ(B)(~r − ~RB,l)〉.

Esto puede ser calculado por cálculos a primeros principios [8]. Como el parámetro t es

menor a cero [1], es común y práctico expresarlo con un término positivo γ0 = −t; a partir

de aqúı escribimos los elementos no diagonales de la matriz como:

HAB ≈ − 1

N

N∑
i=1

3∑
l=1

ei
~k·(~RB,j−~RA,i)γ0

=
−γ0

N

1

N

N∑
i=1

3∑
l=1

ei
~k·~δl

= −γ0f(~k),

donde f(~k) se define

f(~k) =
3∑
l=1

ei
~k·~δl ,
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y el vector posición que va de un átomoA a un átomoB lo denotamos como ~δl = ~RB,l − ~RA,i

que será el mismo vector posición que va de un átomo A a un átomo B, estos vectores

son:

Figura 1.4: Vectores de un átomo A a un átomo B a primeros primeros vecinos.

~δl =
a

2
(1,
√

3); ~δl =
a

2
(1,−

√
3); ~δ3 = a(1, 0). (1.20)

Nótese que |~δl| = |~δl| = |~δ3| = a.

La función f(~k) describe los saltos a primeros vecinos y podemos evaluarla como:

f(~k) =
3∑
l=1

ei
~k·~δl

= e
ia
2

(kx+
√

3ky) + e
ia
2

(kx−
√

3ky) + e−iakx

= e−iakx +
(
e
ia
√

3
2

ky + e
−ia
√

3
2

ky
)
e
ia
2
kx

= e−iakx + cos(
a
√

3

2
ky)e

ia
2
kx .

El otro elemento no diagonal de la matriz HBA es el complejo conjugado de HAB

HAB ≈ −γ0f(~k), HBA ≈ −γ0f
∗(~k). (1.21)



1.2 Modelo Tight-Binding en el Grafeno 29

El cálculo de los elementos no diagonales de la matriz de solapamiento viene dado por:

SAB =
1

N

N∑
i=1

N∑
j=1

ei
~k·(~RB,j−~RA,i)〈Φ(A)(~r − ~RA,i)||Φ(B)(~r − ~RB,l)〉

≈ 1

N

N∑
i=1

3∑
l=1

ei
~k·(~RB,j−~RA,i)〈Φ(A)(~r − ~RA,i)||Φ(B)(~r − ~RB,l)〉

= s0f(~k),

donde el parámetro s0 = 〈Φ(A)(~r − ~RA,i)||Φ(B)(~r − ~RB,l)〉 y,

SAB ≈ s0f(~k), SBA ≈ s0f
∗(~k). (1.22)

1.2.5. Bandas energéticas de los electrones en el grafeno.

Con los resultados obtenidos anteriormente, los elementos de la matriz del Hamilto-

niano (1.21) y los elementos de la matriz de solapamiento (1.22) tenemos;

H =

(
ε2p −γ0f(~k)

−γ0f
∗(~k) ε2p

)
, (1.23)

S =

(
1 s0f(~k)

s0f
∗(~k) 1

)
, (1.24)

el valor de la autoenerǵıa viene dada por det(H− EλS) = 0,∣∣∣∣∣ ε2p − E −(γ + Es0)f(~k)

−(γ + Es0)f ∗(~k) ε2p − E

∣∣∣∣∣ = 0,

E± =
ε2p ± γ0|f(~k)|
1∓ s0|f(~k)|

. (1.25)

Los valores para esta expresión fueron tomados de [1] en donde γ0 = 3,033eV , s0 = 0,129,

ε2p = 0. El valor de ε2p es igualado a cero para que el cero de la enerǵıa sea igual a la

enerǵıa del orbital 2pZ .

La gráfica de la estructura de bandas de la ecuación (1.2.5) se muestra en la Figura

1.2.5. El nivel de Fermi en el grafeno se encuentra en la enerǵıa cero; hay dos bandas de

enerǵıa, a las cuales haremos referencia como la banda de conducción (E+) y la banda

de valencia (E−). Como se puede observar en la figura, no hay una seperación entre las

bandas mencionadas en las seis esquinas de la Zona de Brillouin, los puntos K los cuales
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Figura 1.5: Banda de enerǵıa en el grafeno. Imagen tomada de [1] el valor del parámetro

γ0 = 3,033eV , s0 = 0,129, ε2p = 0.

separamos en puntos K+ y K− como se ve en la gŕafica, las esquinas del Grafeno. Cerca

de estos puntos, la dispersión es lineal y pueden ser descritos con una ecuación tipo Dirac,

por eso son llamados puntos de Dirac. También se puede observar que la estructura de

bandas es asimétrica respecto a la banda de conducción y la banda de valencia.
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Acoplamiento Esṕın-Órbita.

2.1. Acoplamiento Esṕın-órbita en un átomo.

Vamos a estudiar la interacción entre el momento angular intŕınseco del electrón y el

campo magnético interno en un átomo monoelectrónico. El campo magnético interno que

experimenta el electrón en un átomo monoelectrónico es debido a que el núcleo del átomo

gira en torno al electrón; este núcleo se encuentra cargado y forma una espira de corriente

lo cual produce un campo magnético.

Si el núcleo cargado se mueve con una velocidad −~v, entonces la corriente es:

~j = −e~v.

Según la Ley de Ampere, esto produce un campo Magnético ~B que viene dado por:

~B =
µ0

4π

~j × ~r
r3

= −eµ0

4π

~v × ~r
r3

. (2.1)

Recordando la ley de Coulomb, el campo eléctrico ~E viene dado por:

~E =
e

4πε0

~r

r3
, (2.2)

sustituyendo en la ecuación (2.1) nos queda:

~B = − 1

c2
~v × ~E, (2.3)

con c =
1

√
µ0ε0

.

El momento magnético dipolar de esṕın de un electrón pueden tener diferentes orien-

taciones en el campo magnético interno del átomo y su enerǵıa potencial es diferente para
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cada una de estas orientaciones. El Hamiltoniano de un átomo monoelectrónico viene

dado por:

H = H0 − µs · ~B, (2.4)

donde H0 = − h̄

2m
∇2 + V (r). El Hamiltoniano de un átomo monoelectrónico se puede

escribir en términos del momento dipolar magnético del esṕın del electrón S donde

µs = −gsµb
2h̄

S,

donde gs es el llamado factor giromagnético de esṕın y experimentalmente tiene un valor

gs ' 2, 0023 para el electrón [9], y aśı:

H = H0 +
gsµb
2h̄

S · ~B. (2.5)

Es conveniente escribir el Hamiltoniano en términos de S y L, veamos las siguientes

relaciones:

−e ~E = ~F y ~F = −dV (r)

dr

~r

r
.

Con estas dos relaciones nos queda que la ecuación (2.3) se puede escribir como:

~B = − 1

ec2

1

r

dV (r)

dr
~v × ~r. (2.6)

Haciendo una multiplicación y una división por la masa del electrón se puede escribir en

términos del momento angular orbital L que viene dado por L = ~r ×m~v = −m~v × ~r y

asi:

~B = − 1

emc2

1

r

dV (r)

dr
L, (2.7)

con esto el Hamiltoniano queda escrito como:

H = H0 +
gsµb

2mec2h̄

1

r
S · L,

con gs ≈ 2 y µb =
eh̄

2m
; entonces

H = H0 +
1

2m2c2

1

r
S · L. (2.8)

Si ahora consideramos que existe un campo magnético externo, el Hamiltoniano será:

H = H0 +
1

2m2c2

1

r
S · L− µL · ~B − µS · ~B. (2.9)
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El segundo término de la ecuación (2.9) es debido a la interacción esṕın órbita, el tercero

es por la interacción entre el momento orbital con el campo magnético externo y el útimo

corresponde a la interacción del momento intŕınseco de esṕın con el campo magnético

externo. Esta ecuación puede escribirse como:

H = H0 +
1

2m2c2

1

r
S · L +

e

2m
L · ~B +

e

m
· ~B. (2.10)

2.2. Acoplamiento Esṕın-órbita en un sólido.

2.2.1. Simetŕıas de inversión

En los sólidos la forma en como se comportan los electrones viene dada por las bandas

de enerǵıa E(k) y por su vector de onda k. El acoplamiento esṕın-órbita tiene efectos sobre

las bandas de enerǵıa; consideremos el Hamiltoniano para la interacción esṕın-órbita, a

la cual se le agrega un potencial simétrico en el espacio V (r) y se puede reescribir de la

siguiente manera:

H =
P2

2m
+

1

4mc2
σ ×∇V (r) ·P + V (r). (2.11)

La función de onda para el Hamiltoniano anterior, según el teorema de Bloch tiene la

siguiente forma:

Ψk,σ(X) = expik·r ηk,σ(r), (2.12)

donde ηk,σ(r) es una función periódica, σ denota un ı́ndice de esṕın y es un sistema sin

campo magnético externo.

A continuación daremos una descripción de los elementos de las operaciones de in-

versión espacial y temporal para entender como funcionan estas simetŕıas en los sólidos;

el operador de inversión temporal es T = UT0, donde T0 es la operación de conjugación

compleja que convierte al momento P → −P y deja invariante la posición r → r; U es

un operador unitario de esṕın que conmuta con P y r pero cambia la dirección del esṕın

σ → −σ.

El hamiltoniano (2.11) es invariante ante transformaciones temporales por lo que con-

muta con T [10]; además, (2.12) es autofunción de dicho hamiltoniano con autoestados

reales E, con esto se tiene que:

THΨk,σ(r) = HT Ψk,σ(r) = ET Ψk,σ(r). (2.13)
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Este operador de inversión temporal, actúa sobre la función de onda de la siguiente

manera:

T Ψk,σ(r) = Ψ−k,−σ(r), (2.14)

lo que genera enerǵıas degeneradas:

Eσ(k) = E−σ(−k). (2.15)

En las inversiones espaciales tenemos el operador K que cambia r → −r P → −P y

como conmuta con σ no cambia la dirección del esṕın. El hamiltoniano (2.11) es invariante

bajo transformaciones espaciales por lo que conmuta con el operador K y su autofunción

cumple la siguiente relación:

KΨk,σ(r) = Ψ−k,σ(−r), (2.16)

por lo que la enerǵıa se degenera de la siguiente manera:

Eσ(k) = Eσ(−k). (2.17)

Si aplicamos ambos operadores nos conduce a una degeneración de enerǵıa Eσ(k) =

E−σ(k), ya que ambas cambian el vector de onda k → −k. Esto se denomina degeneración

de esṕın. Ahora, si el sistema no tiene simetŕıa de inversión entonces no habrá degeneración

de esṕın Eσ(k) 6= E−σ(k), obteniendose un gap en la enerǵıa que se manifiesta con dos

niveles de enerǵıa, una para cada componente de esṕın.

2.2.2. Interacción esṕın-órbita en dos dimensiones.

En los sólidos la interacción esṕın órbita puede ser producida por la ausencia de si-

metŕıas de inversión en el bulto o por la ausencia de simetŕıas de inversión estructural en

los cristales. Entre estos tipos de interación se encuentran los acoplamientos tipo Dres-

selhaus y Rashba. Si consideramos un sistema bidimensional, el Hamiltoniano para una

part́ıcula que está en un sistema en ausencia simetŕıa de inversión viene dado por:

H = H0 + HD + HR,

donde HD viene dado por:

HD = βkx(k
2
y − k2

z)σx + p.c. (2.18)

La expresión (2.18) corresponde al hamiltoniano de Dresselhaus y es originada por la

asimetŕıa en el bulto. El elemento ki corresponde con el vector de onda sobre los ejes
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principales del cristal; p.c son permutaciones ćıclicas para los ı́ndices. Como estamos en

un sistema bidimensional el confinamiento se encuentra en [001], entonces 〈kz〉 = 0, y

〈k2
z〉 ≈ π/d2 donde d es el tamaño del confinamiento. Los términos k3 son despreciados y

por lo tanto nos queda una expresión para el hamiltoniano:

HD = β(kyσy − kxσx). (2.19)

Por otro lado, HR viene dado por:

HR = λσ · (k ×∇V ). (2.20)

Esta es la expresión para el hamiltoniano de Rashba y se origina por la ausencia de simetŕıa

de inversión estructural debido a un potencial V externo no simétrico. Si tomamos un

potencial que sólo vaŕıe a lo largo del eje z, la expresión (2.20) tomará la forma:

HR = α (kyσx − kxσy) . (2.21)

Es importante destacar que existe un campo magnético efectivo dentro del material, lo

cual hace posible la precesión del esṕın. El valor de expectación del operador de esṕın S,

〈S〉, nos da la dirección del esṕın; este valor de expectación es paralelo al campo magnético

efectivo, de manera análoga al eśın cuando es aplicado un campo magnético externo.

2.3. Acoplamiento esṕın órbita en el Grafeno

En el grafeno hay dos tipos de interacción esṕın órbita, de tipo Rashba e intŕınseca. En

el art́ıculo de Hongki Min y colaboradores [11] se mostró que una interacción esṕın-órbita

Intŕınseca puede generar un gap en la enerǵıa y convertir el grafeno en un aislante, debido

a que ya no se toca la banda de conducción con la banda de valencia.

La interacción esṕın óbita tipo Rashba, como se estudió en la sección anterior, se

genera por la presencia de un campo eléctrico externo ~E perpendicular al plano, eli-

minando la simetŕıa de inversión en el plano de grafeno, el término del Hamiltoniano

correspondiente a esta interacción viene dada por:

iλR
∑
nσ

c†nσ(~S× d̂n)zcn+1σ, (2.22)

donde λR es la constante de acoplamiento Rashba, c†nσ, cn+1σ son los operadores de crea-

ción y aniquilación respectivamente, ~S el vector de esṕın y d̂n son los vectores unitarios

que van de la posición de un átomo a un primer vecino.
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El parámetro λR viene dado por:

λR =
eEz0

3(spσ)
ξ, (2.23)

donde E es el campo externo perpendicular al plano del grafeno, z0 es proporcional al

tamaño atómico del carbono, (spσ) es el parámetro de salto de un orbital a otro derivado

del modelo tight-binding y ξ determina que tan intenso es este acoplamiento según [11].

La interacción esṕın óbita intŕınseca propia del Grafeno, que depende de campos

eléctricos inherentes a su estructura cristalina y viene dado por:

iλEO
∑
nσ

νnc
†
nσSzcn+2σ, (2.24)

donde λEO es la constante de acoplamiento de la interacción esṕın-órbita intŕınseco que

viene dado por:

λEO =
|s|

18(spσ)2
ξ2, (2.25)

con |s| el parámetro de salto de un orbital a otro derivado del modelo tight-binding,

los demás parámetros ya fueron mencionados anteriormente. Según [11] las estimaciones

encontradas para λR y λEO sugieren que estos efectos serán fácilmente observables en

muestras ideales a temperaturas por debajo de los 0.01 K; por lo que nuestro trabajo se

realizará muy bajas temperaturas.



Caṕıtulo 3

Funciones de Green y el método de

la ecuación de movimiento.

3.1. Valores medios en Mecánica cuántica.

Para describir la evolución temporal de sistemas f́ısicos comenzaremos con un ejemplo

sencillo, el promedio en Mecánica Cuántica. Siguiendo el órden de [12], consideramos un

operador A que actúa sobre un sistema:

〈A〉(t) ≡ 〈Ψ(t)|A|Ψ(t)〉, (3.1)

donde |Ψ(t)〉 está normalizado y describe el estado del sistema en un tiempo t. A conti-

nuación introduciremos el Operador de Evolución temporal el cual se define a través

de su acción sobre el estado |Ψ(t′)〉, en cierto instante t′, del sistema:

|Ψ(t)〉 ≡ U(t, t′)|Ψ(t′)〉. (3.2)

Este operador evoluciona en el tiempo el estado desde t′ hasta t. Algunas propiedades del

operador de evolución temporal:

1. U−1(t, t′) = U(t′, t).

2. U†(t, t′) = U−1(t, t′).

3. Por las dos propiedades anteriores U†(t, t′) = U(t′, t).

4. U(t0, t0) = 1.

5. U(t, t′) = U(t, t”)U(t”, t′).
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6. Aplicando la ecuación de Schrödinger

ih̄
∂U(t, t′)

∂t
= HtU(t, t′), ih̄

∂U(t, t′)

∂t′
= −HtU(t, t′) ,

donde Ht es el Hamiltoniano que describe el sistema en estudio y el ı́ndice t in-

dica una dependencia temporal.

Con la tercera propiedad, de las mencionadas anteriormente, se obtiene;

〈Ψ(t)| = 〈Ψ(t′)|U(t′, t). (3.3)

Usando las propiedades 1 y 6 podemos escribir la forma integral del operador de evolución

temporal como [13]:

U(t.t′) = 1− i

h̄

t∫
t′

dt1Ht1U(t, t′). (3.4)

Luego de varias interaciones la ecuación (3.4) puede escribirse como:

U(t, t′) = 1 +
∞∑
n=1

(
− i
h̄

)n ∫ t

t′
dt1

∫ t1

t′
dt2...

tn−1∫
t′

dtnHt1Ht2 ...Htn (3.5)

(t ≥ t1 ≥ t2 ≥ ... ≥ tn ≥ t′).

El orden temporal debe ser observado, ya que los operadores Hti para diferentes tiem-

pos no necesariamente conmutan.

Para más reordenamientos, se introduce un operador especial [13]:

Operador cronológico de Dyson.

TD(A(t1)B(t2)) =

{
A(t1)B(t2) para t1 > t2,

±B(t2)A(t1) para t2 > t1.
(3.6)

donde ± indica si es un operador bosónico o fermiónico respectivamente. Veamos por

ejemplo, como actúa TD sobre un producto de tres operadores fermiónicos (A(t1),B(t2),C(t3))
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TDA(t1)B(t2)C(t3) = Θ(t1, t2)Θ(t2, t3)A(t1)B(t2)C(t3)

− Θ(t1, t3)Θ(t3, t2)A(t1)C(t3)B(t2)

− Θ(t2, t1)Θ(t1, t3)B(t2)A(t1)C(t3)

+ Θ(t2, t3)Θ(t3, t1)B(t2)C(t3)A(t1)

+ Θ(t3, t1)Θ(t1, t2)C(t3)A(t1)B(t2)

− Θ(t3, t2)Θ(t2, t1)C(t3)B(t2)A(t1).

En general este resultado consiste en n! términos cuando el operador TD se aplica a

n operadores. De este modo, el operador de evolución temporal se puede representar de

forma compacta en la forma siguiente:

U(t, t′) = TDexp

− i
h̄

t∫
t′

dt
′′
Ht′′

 . (3.7)

Un caso especial es un sistema cerrado:

∂H

∂t
= 0→ U0(t, t′) = exp

(
− i
h̄

H(t− t′)
)
. (3.8)

Luego, la ecuación (3.1) se puede escribir como:

〈A〉(t) = 〈Ψ(t′)|U(t′, t)AU(t, t′)|Ψ(t′)〉; (3.9)

Esta combinación de U(t′, t)AU(t, t′) es conocida como la Representación de Hei-

senberg del operador A, que se denota como [12] :

A(t) = U(t′, t)AU(t, t′), (3.10)

en A(t) no se considera la dependencia en t′ ya que con frecuencia se consideran situaciones

donde t′ es un instante de tiempo dado [12]. El operador dependiente de t satisface la

ecuación de movimiento de Heisenberg :

ih̄
dA(t)

dt
= [A(t),H]. (3.11)

la cual se obtiene usando la ecuación (3.10) y la sexta propiedad del operador de evolución

temporal mencionada anteriormente.
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3.1.1. Matriz Densidad y Sistemas Macroscópicos.

Los promedios temporales en Mecánica Cuántica pueden ser reescritos conveniente-

mente en términos de la Matriz Densidad ρ(t) para el estudio de sistemas macroscópi-

cos. Usando una base arbitraria {|α〉}, el promedio temporal (3.1) puede reescribirse:

〈A〉(t) = 〈Ψ(t)|A|Ψ(t)〉

= 〈Ψ(t)|A(
∑
α

|α〉〈α|)|Ψ(t)〉

=
∑
α

〈α|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|A|α〉

= Tr(|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|A).

Se denomina Matriz Densidad a:

ρ(t) ≡ |Ψ(t)〉〈Ψ(t)|, (3.12)

La cual satisface:

1. Condición de normalización Tr(ρ(t)) = 1.

2. Ecuación de Von Neumann ih̄
dρ(t)

dt
= [H,ρ(t)].

Es fácil ver que ρ2(t) = ρ(t), por ende Tr(ρ2(t)) = 1.

Para un Hamiltoniano de la forma:

H = H0 + Vt, (3.13)

se cumple que:

ρ(t) = U(t, t′)ρD(t′)U(t′, t), (3.14)

donde ρD(t′) es la matriz densidad en la representación de Dirac (representación de in-

teracción) y

〈A〉(t) = Tr(ρ(t)A)

= Tr(ρD(t)AD(t))

= Tr(ρD(t′)U(t′, t)AD(t)U(t, t′)).
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3.1.2. Respuesta lineal.

Para introducir las funciones de Green lo conectaremos con un problema f́ısico, ejemplo

tomado de [13]:

Vamos a introducir la respuesta-lineal teórica. El sistema será descrito por el siguiente

Hamiltoniano:

H = H0 + Vt, (3.15)

donde Vt describe la interacción del sistema con un campo aplicado (una perturbación).

H0 describe al sistema libre. Debido a las interacciones entre part́ıculas, los valores medios

de H no siempre se puede resolver de manera exacta.

Se asume el campo escalar Ft para acoplarse con el observable B del sistema de la

siguiente manera:

Vt = BFt, (3.16)

donde B es un operador y Ft es un número complejo. Sea A un observable no dependiente

expĺıcitamente del tiempo, cuyo valor de expectación 〈A〉 está asociado con una cantidad

medible. Se desea conocer como 〈A〉 responde a la perturbación Vt

Sin el campo aplicado tenemos:

〈A〉0 = Tr(ρ0A), (3.17)

donde ρ0 es la matriz de densidad del sistema sin campo:

ρ0 =
exp(−βH0)

Tr(exp(−βH0))
. (3.18)

Promediamos sobre el conjunto gran canónico:

H = H0 − µN, (3.19)

donde µ es el potencial qúımico. Ahora, si encendemos el campo Ft, la matriz densidad

se corresponde con:

ρ0 → ρt.

Esto afecta al valor de espectación de 〈A〉 de la siguiente manera:

〈A〉t = Tr(ρtA). (3.20)
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La ecuación de movimiento para la matriz densidad viene dada por:

ih̄
dρt
dt

= [H0,ρt]− + [Vt,ρt]− . (3.21)

Si asumimos que el campo fue encendido en un momento t arbitrario, podemos usar

en la ecuación (3.21) la condición de contorno:

ĺım
t→−∞

ρt = ρ0. (3.22)

Ahora, cambiaremos a la representación de Dirac de la siguiente manera, en donde t0 = 0:

ρDt (t) = exp

(
i

h̄
H0t

)
ρtexp

(
−i
h̄

H0t

)
. (3.23)

La ecuación de movimiento viene dada por:

dρDt (t)

dt
=
i

h̄

[
V D
t (t),ρDt (t)

]
− , (3.24)

con la condición (3.22) y (3.24) tenemos que:

ĺım
t→−∞

ρDt (t) = ρ0, (3.25)

lo que resulta:

ρDt (t) = ρ0 −
i

h̄

t∫
−∞

dt′
[
V D
t′ ,ρ

D
t′ (t
′)
]
− . (3.26)

Esta ecuación puede ser resuelta con precisión iterando:

ρDt (t) = ρ0 +
∞∑
n=1

ρ
D(n)
t (t), (3.27)

donde,

ρ
D(n)
t (t) = (

i

h̄
)n

t∫
−∞

dt1

t1∫
−∞

dt2...

tn−1∫
−∞

dtn

[
V D
t1

(t1),

[
V D
t2

(t2),
[
...,
[
V D
tn (tn),ρ0

]
− ...
]
−

]
−

]
−
.

(3.28)
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Esta fórmula es extacta, con infinitos términos. Por ende, si asumimos que las perturba-

ciones externas son lo suficientemente pequeñas como para poder limitarnos a los términos

lineales en la perturbación V , queda entonces:

ρt ≈ ρ0 −
i

h̄

t∫
−∞

dt′exp

(
− i
h̄

H0t

)[
V D
t′ (t′),ρ0

]
− exp

(
i

h̄
H0t

)
. (3.29)

En esta expresión ya hemos transformado nuevamente la matriz densidad a la represen-

tación de Schrödinger. Ahora podemos insertar (3.29) en (3.20) para calcular el valor de

expectación perturbado:

〈A〉t = 〈A〉0 −
i

h̄

t∫
−∞

dt′Tr

{
exp

(
− i
h̄

H0t

)[
V D
t′ (t′),ρ0

]
− exp

(
i

h̄
H0t

)
A

}

= 〈A〉0 −
i

h̄

t∫
−∞

dt′Tr
{[

BD(t′),ρ0

]
−AD(t)

}

= 〈A〉0 −
i

h̄

t∫
−∞

dt′Tr
{
ρ0

[
AD(t),BD(t′)

]
−

}
.

Hemos usado la invariancia ćıclica de la traza varias veces. Conocemos ahora la reacción

del sistema a la interacción, al medir el observable A

∆At = 〈A〉t − 〈A〉0 = − i
h̄

t∫
−∞

dt′Ft′〈
[
AD(t),BD(t′)

]
−〉0. (3.30)

Obsérvese que la reacción del sistema está determinada por un valor esperado del sistema

no perturbado. La representación de Dirac de los operadores AD(t),BD(t′) corresponde a

la representación de Heisenberg cuando el campo está desactivado.

Definimos ahora una función de Green retardada como:

Gret
AB(t, t′) = 〈〈A(t);B(t′)〉〉 = −iΘ(t− t′)〈[A(t), B(t′)]−〉0. (3.31)

Los operadores aqúı siempre están escritos en la representación de Heisenberg en ausencia

de interacciones.

La función de Green retardada Gret
AB(t, t′) describe la reacción del sistema, tal como se

manifiesta en el observable A cuando la perturbación actúa sobre el observable B.
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∆At = − i
h̄

∞∫
−∞

dt′Ft′G
ret
AB(t, t′). (3.32)

Usando la transformada de Fourier F (ω) en la perturbación:

Ft =
1

2πh̄

∞∫
−∞

dωexp

(
− i
h̄

(ω + i0+)t

)
F (ω). (3.33)

Como la función de Green en śı misma depende sólo de la diferencia de tiempos t− t′,
cuando el Hamiltoniano no es expĺıcitamente dependiente del tiempo podemos escribir la

ecuación (3.32) de la siguiente forma:

∆At =
1

2πh̄2

∞∫
−∞

dωF (ω)Gret
AB(ω + i0+)exp

(
− i
h̄

(ω + i0+)t

)
, (3.34)

el término i0+ garantiza el cumplimiento de la condición de contorno de la ecuación (3.22).

3.2. Funciones de Green.

Dado un sistema f́ısico y un par de operadores A(t) y B(t′) asociados a tal sistema,

definimos la función de Green asociada de la forma [12] :

G(t, t′) ≡ −i〈TcA(t)B(t′)〉, (3.35)

con h̄ = 1, la función de Green es un promedio tiempo ordenado sobre las variables del

sistema. con la definición (3.6) del operador cronológico de Dyson (también se puede

escribir como Tc), la función de Green se escribe como:

G(t, t′) = −iΘ(t, t′)〈A(t)B(t′)〉 ∓ iΘ(t′, t)〈B(t′)A(t)〉, (3.36)

el śımbolo ∓ dependerá de si los operadores son bosónicos o fermiónicos respectivamente.

La ecuación (3.36) se puede separar en dos nuevas funciones la función de Green:

Función de Green Mayor

G>(t, t′) ≡ −i〈A(t)B(t′)〉. (3.37)
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Función de Green Menor

G<(t, t′) ≡ ∓i〈B(t′)A(t)〉. (3.38)

Quedando entonces:

G(t, t′) = −iΘ(t, t′)G>(t, t′)∓ iΘ(t′, t)G<(t, t′). (3.39)

De la definición de función de función de Green mayor y menor, se pueden obtener las

funciones retardadas y avanzadas.

Función de Green Retardada.

Gr(t, t′) = Θ(t− t′)[G>(t, t′)−G<(t, t′)]. (3.40)

Función de Green Avanzada.

Ga(t, t′) = −Θ(t′ − t)[G>(t, t′)−G<(t, t′)]. (3.41)

3.2.1. Ecuaciones de movimiento

La ecuación de movimiento es la variación temporal de la función de Green y se obtiene

derivando la ecuación (3.36) respecto a los tiempos (t y t′):

i
∂G(t, t′)

∂t
= δ(t, t′)〈A(t)B(t′)〉+ Θ(t, t′)

〈
dA(t)

dt
B(t′)

〉
∓ δ(t′, t)〈B(t′)A(t)〉 ±Θ(t′, t)

〈
B(t′)

dA(t)

dt

〉
.

(3.42)

−i∂G(t, t′)

∂t′
= δ(t, t′)〈A(t)B(t′)〉 −Θ(t, t′)

〈
A(t)

dB(t′)

dt′

〉
∓ δ(t′, t)〈B(t′)A(t)〉 ∓Θ(t′, t)

〈
dB(t′)

dt′
A(t)

〉
.

(3.43)

Recordando que la evolución temporal de los operadores viene dada por:

P(t) ≡ exp(iHt)Pexp(−iHt).

Donde H es el Hamiltoniano, por lo tanto:
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dP(t)

dt
= −i [P(t),H].

Entonces, la ecuación de movimiento respecto de t queda:

i
∂G(t, t′)

∂t
= δ(t, t′)〈[A(t),B(t′)]∓〉 − iΘ(t, t′)〈[A(t) H]−B(t′)〉

∓ iΘ(t′, t)〈B(t′) [A(t),H]−〉.
(3.44)

i
∂G(t, t′)

∂t
= δ(t, t′)〈[A(t),B(t′)]∓〉 − i〈Tc [A(t),H]−B(t′)〉. (3.45)

Donde [P,Q]∓ = PQ∓QP es el conmutador o el anticonmutador respectivamente entre

P y Q.

La ecuación de movimiento respecto de t′ queda:

−i∂G(t, t′)

∂t′
= δ(t, t′)〈[A(t),B(t′)]∓〉+ iΘ(t, t′)〈A(t) [B(t′),H]−〉

± iΘ(t′, t)〈[B(t′),H]−A(t)〉.
(3.46)

−i∂G(t, t′)

∂t′
= δ(t, t′)〈[A(t),B(t′)]∓〉+ i〈TcA(t) [B(t′),H]−〉. (3.47)

Del segundo término en las ecuaciones de movimiento surge una nueva función de

Green por el nuevo promedio de pares de operadores, entonces se obtendrá un sistema de

ecuaciones de movimiento, con tantas ecuaciones como funciones de Green estén presentes.

Podŕıa darse el caso en el que aparezcan infinitas funciones de Green, de ser aśı, es

necesario que se impongan condiciones en el sistema f́ısico para reducir el problema a un

sistema de finitas ecuaciones. Una vez obtenido el sistema de ecuaciones de movimiento

asociado a todas las funciones de Green del problema, tenemos un sistema de ecuaciones

diferenciales de primer orden acoplado. En general cualquier método de resolución es

válido, pero en nuestro caso tomaremos la transformada de Fourier del sistema. Esto

resulta en un sistema algebráico de ecuaciones acopladas, escrito convenientemente en el

espacio de frecuencias.

3.2.2. Equilibrio termodinámico.

En equilibrio termodinámico los promedios se evaluan de la forma:
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〈A0(t)A1(t)...An−1(t)〉 ≡ Tr(exp(−βHA0(t)...))

Tr(exp(−βH))
. (3.48)

donde A(t) ≡ exp(iHt)Aexp(−iHt), h̄ = 1, β = 1/kBT , T es la temperatura del sistema

y H es el Hamiltoniano del sistema.

Se tiene la siguiente propiedad:

[exp(±iHt), exp(−βH)] = 0. (3.49)

Esta propiedad (3.49) simplifica las evaluaciones de los promedios:

Las funciones G⊕AB(t, t′), con ⊕ =>,< (a), (r); dependen solo de la diferencia de sus

argumentos (t-t′) en estado estacionario, ya que:

Tr (exp(−βH)A(t)B(t′)) = Tr (exp(−βH)exp(iHt)Aexp(−iHt)exp(iHt′)Bexp(−iHt′))

= Tr (exp(−iHt′)exp(−βH)exp(iHt)Aexp(−iH(t− t′))B)

= Tr (exp(−βH)exp(−iHt′)exp(iHt)Aexp(−iH(t− t′))B)

= Tr (exp(−βH)exp(iH(t− t′))Aexp(−iH(t− t′))B)

= Tr (exp(−βH)A(t− t′)B) .

Con esto:

G⊕AB(t, t′) = G⊕AB(t− t′, 0) = G⊕AB(0, t′ − t). (3.50)

Aśı, la transformada de Fourier es diagonal en frecuencias:

G⊕AB(t, t′) =

∞∫
−∞

dω
1

2π
exp(−iω(t− t′))G⊕AB(ω). (3.51)

Veamos una relación interesante y conveniente entre la función de Green mayor y

menor [12].

Tr (exp(−βH)A(t)B(t′)) = Tr (B(t′)exp(−βH)A(t))

= Tr (exp(−βH)exp(βH)B(t′)exp(−βH)A(t))

= Tr (exp(−βH)exp(iH(−iβ))B(t′)exp(−iH(−iβ))A(t))

= Tr (exp(−βH)B(−iβ)A(t)) .

(3.52)
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Luego usando (3.50) y (3.52) podemos llegar a:

G>
AB(t, t′) = ±G<

AB(t, t′ − iβ), (3.53)

con esto, vemos que las transformadas de Fourier de las funciones de Green mayor y menor

obedecen a la siguiente relación:

G>
AB(ω) = ±exp(βω)G<

AB(ω). (3.54)

Veamos relaciones entre las funciones de Green avanzada (ecuación (3.41)) y retardada

(ecuación (3.40)):

Gr
AB(t, t′)−Ga

AB(t, t′) = G>
AB(t, t′)−G<

AB(t, t′), (3.55)

con la propiedad (3.54) la diferencia entre la función de Green mayor y la función de

Green menor queda escrita como:

G>
AB(t, t′)−G<

AB(t, t′) = ±
∞∫

−∞

exp(−iω(t− t′)) (exp(βω))G<
AB(ω). (3.56)

Por ende, con (3.55) y (3.56) se obtiene que:

G<
AB(ω) = ±G

r
AB(ω)−Ga

AB(ω)

exp(βω)∓ 1
. (3.57)

Es muy conveniente esta relación pues como vimos en el ejemplo de la sección anterior,

los sistemas f́ısicos mayormente son descritos por la función de Green menor; pero es mucho

más simple hallar las funciones avanzadas y retardadas por el método de la ecuación de

movimiento.



Caṕıtulo 4

Corrientes Persistentes

Las corrientes persisentes son aquellas, que como su nombre lo dice, no vaŕıan en el

tiempo. Es un efecto cuántico en sistemas microscópicos y mesoscópicos, en el cual una

part́ıcula cargada se mueve en una geometŕıa cerrada, como un anillo y en presencia de

un flujo magnético. Espećıficamente, estudiaremos la corriente sin interacción electrón-

electrón. Esta corriente se produce para cualquier configuración del anillo, ya que el estado

base para el electrón en el anillo es distinto de cero siempre, debido al corrimiento pro-

ducido por la fase introducida como consecuencia del flujo magnético, y por ende, su

momento angular es distinto de cero. Al ser el electrón una part́ıcula cargada con momen-

to angular tiene una corriente asociada sobre el anillo. El cálculo de la corriente en un

anillo con varios electrones se puede reducir al cálculo de la corriente asociada a la enerǵıa

de un electrón para luego sumar cada una de estas corrientes. A continuación describi-

remos cómo se genera una corriente persistente en un anillo metálico para un solo electrón.

El modelo es un anillo miscrocópico unidimensional en el que circula un electrón

con masa m y carga −e y en donde las condiciones de frontera para la función de on-

da del electrón son periódicas. Parametrizaremos el anillo de circunferencia L usando la

coordenada u. La ecuación de Schrödinger independiente del tiempo, que proviene de un

Hamiltoniano dado por H =
P2

2m
, viene dada por:

−h̄2

2m

∂2ψn(u)

∂u2
= εnψn(u), (4.1)

en donde la función ψn(u) cumple con la condición de periodicidad:

ψn(u+ L) = ψn(u).

Las autofunciones ψn(u) son [5]:
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ψn(u) =
1√
L
exp

(
2πin

u

L

)
, (4.2)

y sus autoenerǵıas εn son:

εn =
h2

2mL2
n2. (4.3)

con donde n es el número cuántico principal

Figura 4.1: Gráfica de enerǵıa para el electrón en el anillo. Los puntos verdes son los valores

permitidos de enerǵıa en el anillo; la ĺınea denota la forma del espectro proveniente de un

Hamiltoniano cuadrático en el momento P

Ahora, consideramos los efectos de aplicar un campo magnético uniforme y constante
~B al sistema. Elegimos las coordenadas tal y como se muestran en la figura 4.2 en donde el

campo magnético es paralelo al eje Z, siendo perpendicular al plano del anillo. El campo

magnético es confinado de tal manera que no interactúa directamente con el anillo, más

el Vector Potencial asociado a este śı.

Cuando una part́ıcula cargada, de masa m y carga −e se encuentra en presencia de

un campo magnético, el momento canónico cambia para ser Pcan = Pmec − e ~A, donde

Pmec = mv es el momento mecánico de la part́ıcula asociado a la velocidad v y ~A es el

vector potencial asociado al campo magnético que cumple con la condición B = ∇× ~A.

Entonces el Hamiltoniano pasa a ser
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Figura 4.2: Anillo unidimensional.

H =

(
Pmec − e ~A

)2

2m
.

Para ~B = Bẑ podemos definir ~A =
Br

2
θ̂. También podemos escribir ~A =

φ

L
θ̂, donde

φ =
L2

4π
B es el flujo encerrado por el anillo. La coordenada u =

Lθ

2π
sigue la circunferencia

del anillo, de forma que la derivada d/du es siempre tangente al anillo y por ende paralela

a θ̂. Con esto, la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo queda escrita como:

1

2m

(
−ih̄ d

du
− eφ

L

)2

ψn(u) = εnψn(u). (4.4)

Las autofunciones vienen dadas nuevamente por la ecuación (4.2) mientras que las auto-

enerǵıas vienen dadas por [5]:

εn =
h2

2mL2

(
n− φ

φ0

)2

, (4.5)

aqúı introducimos el cuanto de flujo magnético φ0 =
h

e
.

Como se puede observar, para n = 0 la enerǵıa es distinta de cero, como se obser-

va en la gráfica de la figura 4.3, por ende siempre tiene un mometo angular distinto de
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Figura 4.3: Comparación de Gráficas de enerǵıa para un electrón en un anillo sin pre-

sencia de campo magnético (puntos verdes) y con presencia de campo magnético (puntos

rosados).

cero, lo que da lugar al movimiento perpetuo de la part́ıcula en el anillo y se producen

las corrientes persistentes.

4.1. Corrientes persistentes de Carga.

Los electrones tienen una carga asociada −e, además del esṕın, si estos electrones

poseen una velocidad, entonces el movimiento de las cargas dará lugar a una corriente de

carga. Un ejemplo de esta corriente es la generación de una corriente de carga “pura”,

como se ilustra en la figura 4.4. Si tenemos una corriente de carga polarizada con todos

los espines hacia arriba que circula hacia la derecha y una corriente de carga polarizada

con todos los espines hacia abajo que también circula hacia a la derecha, al sumarlas, los

espines se cancelan entre śı quedando una corriente de carga pura.

Para calcular la corriente persistente de carga encontraremos la corriente asociada con

cada autoestado. Un electrón, con carga −e que se mueve a una velocidad v a lo largo

del anillo, tarda un tiempo ∆t = L/v en recorrer toda la longitud del anillo (siendo L la

longitud de circunferencia del anillo), entonces la corriente media es la carga que pasa

por cualquier punto del anillo por unidad de tiempo en un peŕıodo, i = −e/∆t = −ev/L.

La velocidad de una part́ıcula cargada en un campo magnético se puede escribir como
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Figura 4.4: Corriente de carga pura.

v = Pmec/m = (Pcan + eA)/m, para el sistema que hemos estado considerando, la veloci-

dad vn asociada con el n-ésimo estado satisface [5, 14]:

vnψn(u) =
(Pcan + eA)

m
ψn(u)

=
1

m

(
−ih̄ d

du
+ e

φ

L

)(
1√
L
exp

(
2πin

u

L

))
=

h

mL

(
n+

φ

φ0

)
1√
L
exp

(
2πin

u

L

)
,

(4.6)

entonces la corriente nos queda:

in =
−evn
L

= − eh

mL2

(
n+

φ

φ0

)
.

(4.7)

De donde se observa que es posible escribir la corriente en términos de la ecuación (4.5)

de la siguiente manera:

in = −∂εn
∂φ

. (4.8)

Ahora consideremos el caso de un anillo con varios electrones, asumimos que los elec-

trones no interactúan. Para encontrar la corriente total I a una temperatura T , sumamos

todas las contribuciones de cada nivel con el factor de ponderación f(ε, µ, T ) dada por la

función de distribución de Fermi-Dirac.
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I =
∑
n

inf(εn, µ, T )

=

(
1 + exp

(
−(µ− εn)

KBT

))−1

= −∂Ω

∂φ
,

(4.9)

donde Ω = −KBT
∑

n

(
ln
(

1 + exp
(

(µ−εn)
KBT

)))
es el potencial termodinámico gran canóni-

co, donde el ı́ndice n también engloba a ambos estados de esṕın. Suponemos que la tem-

peratura está muy por debajo de la temperatura de Fermi, para que el potencial qúımico

µ ≈ εF , donde εF es la enerǵıa de Fermi. En el ĺımite de temperaturas bajas T → 0, la

función de distribución de Fermi-Dirac f(εn, εF , T ) se convierte en la función de Heaviside

Θ(εF − εn). Aśı la suma de la ecuación (4.9) se convierte en una suma sobre las corrientes

de todos los niveles de enerǵıa por debajo del nivel de Fermi.

La expresión de la corriente persistente de carga entonces queda [14]:

Ic(φ) =

∫ µ

−∞
Jc(E)dE, (4.10)

donde Jc(E) es la densidad de corriente de carga en general y viene dada por:

Jc =
e

N
V. (4.11)

4.1.1. Corrientes persistentes de carga para un Anillo de Gra-

feno con interacción Esṕın-Órbita (EO) tipo Intŕınseco y

Rashba.

Se desea conseguir las corrientes persistentes en un anillo unidimensional basado en

Grafeno con acoplamiento Esṕın-Órbita tipo Rashba e Intŕınseco del grafeno, el cual es

atravesado por un flujo de campo magnético de forma perpendicular al plano del anillo

como se muestra en la figura 4.5. El sistema en estudio está compuesto por cuatro átomos

de carbono, espaciados por el valor del parámetro de red a = 2, 46
◦
A lo que nos da una

longitud de la circunferencia igual a L ≈ 4a y un ángulo de separación entre los átomos

de θ = π/2.

Primero trabajaremos con la densidad de corriente de carga, la ecuación (4.11), con

V dado por:

V =
i

h̄
〈[H,x]〉,
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Figura 4.5: Sistema en estudio.

donde H es el hamiltoniano del grafeno con interacción EO, el cual viene dado por:

H = t′
∑
n

c†nσcnσ + t
∑
n

(c†nσe
iφcn+1σ + h.c) + iλEO

∑
n

νnc
†
nσSzcn+2σ

+ iλR
∑
n

c†nσ(~S× d̂n)zcn+1σ,
(4.12)

El operador posición x:

x =
∑
j

c†jjcj, (4.13)

aśı, la densidad de corriente es:

Jc =
ie

h̄N
[H,x] . (4.14)

Para calcular el conmutador de [H,x] se dividirá el hamiltoniano en cuatro términos

de la siguiente manera:
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H = t
∑
n

c†nσcnσ︸ ︷︷ ︸
A

+ t
∑
n

(c†nσe
iφcn+1σ + h.c)︸ ︷︷ ︸
B

+ iλEO
∑
n

νnc
†
nσSzcn+2σ︸ ︷︷ ︸

C

+ iλR
∑
n

c†nσ(~S× d̂n)zcn+1σ︸ ︷︷ ︸
D

.

El término A = t′
∑
n

c†nσcnσ es el de autoenerǵıa1, t′ es el parámetro de salto sobre el

mismo sitio, c†nσ es el operador de creación en el sitio2 n, cnσ es el operador de aniquilación

sobre el sitio3 n; el conmutador con el operador x da como resultado,

[A,x] = 0 4,

El término B = t
∑
n

(c†nσe
iφcn+1σ + h.c) es el de enerǵıa cinética en donde t es el

parámetro de salto entre sitios y cn+1σ es el operador de aniquilación en el sitio n+ 1

(primer vecino), y φ es la fase debida al flujo de campo magnético presente en el anillo;

el conmutador con el operador posición x es:

[B,x] = t
∑
n

(
eiφc†nσcn+1σ − e−iφc†n+1σcnσ

)
.

El término C = iλEO
∑
n

νnc
†
nσSzcn+2σ corresponde al acoplamiento EO tipo Intŕınseco

del Grafeno 5 6 , donde λEO es la magnitud del acoplamiento, Sz es la matriz de esṕın en

la base de z y cn+2σ es el operador de aniquilación en el sitio n+ 2 (segundos vecinos);

νn =
2√
3
dn,n+1 × dn+1,n = ±1 7 8. Luego, el conmutador con el operador posición queda:

[C,x] = iλEO
∑
nσ

νnσc†nσcn+2σ,

siendo σ = ±1 y σ = 1 simboliza ↑ y σ = −1 simboliza ↓.

1Ver apéndice A, ecuación (A.3)
2Ver apéndice A, ecuación (A.1)
3Ver apéndice A, ecuación (A.2)
4Ver Apéndice A, ecuación (A.10)
5Ver apéndice A, ecuación (A.5)
6Ver apéndice A, ecuación (A.6)
7Ver apéndice A, ecuación (A.7)
8Ver apéndice A, ecuación (A.8)
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El término de EO tipo Rashba D = iλR
∑
n

c†nσ(~S × dn)zcn+1σ, donde λR es la mag-

nitud del acoplamiento y ~S es el vector de esṕın 9. Luego, el conmutador viene dado

por:

[D,x] = − i
2
λR
∑
n

e−iσθ
(
c†n+1σcn(−σ) + c†nσcn+1(−σ)

)
.

Finalmente, el conmutador queda:

[H,x] = t
∑
n

(
eiφc†nσcn+1σ − e−iφc†n+1σcnσ

)
+ iλEO

∑
n

νnσc†nσcn+2σ

− i

2
λR
∑
n

e−iσθ
(
c†nσcn+1(−σ) + c†n+1σcn(−σ)

)
.

(4.15)

Al sacar el valor medio de la ecuación (4.15) 10 y definiendo las funciones de Green

respectivas para el valor medio de cada par de operadores, la expresión de la densidad de

corriente de carga queda:

Jc =
ie

N

∑
n

[
t
(
eiφG<

n+1σ,nσ(0)− e−iφG<
nσ,n+1σ(0)

)
+ iλEOνnσG

<
n+2σ,nσ(0)

−iλR
2
e−iσθ

(
G<
n+1(−σ),nσ(0) +G<

n(−σ),n+1σ(0)
)]

.

(4.16)

Para conseguir el valor de las funciones de Green, procedemos a aplicar la ecuación de

movimiento11:

i
∑
n

dGn+1σ,nσ(t)

dt
=
∑
n

(
δ(t, 0)〈

{
cn+1σ, c

†
nσ

}
〉 − i〈Tc [cn+1σ,H] c†nσ〉

)
, (4.17)

quedando,

i
∑
n

dGn+1σ,nσ(t)

dt
= −it′

∑
n

〈Tccn+1σ(t)c†nσ〉 − it
∑
n

eiφ〈Tccn+2σ(t)c†nσ〉 − it
∑
n

e−iφ〈Tccnσ(t)c†nσ〉

−i(i)λEO
2

∑
n

νnσ〈Tccn+3σ(t)c†nσ〉

−iλR
2

∑
n

e−iσθ
(
〈Tccn(−σ)(t)c

†
nσ〉 − 〈Tccn+2(−σ)(t)c

†
nσ〉
)
.

9Ver apéndice A, ecuación (A.9)
10Ver apéndice A, sección A.4
11h̄ ≡ 1
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Redefiniendo los valores medios como las siguientes funciones de Green:

Gn+2σ,nσ(t) ≡ −i〈Tccn+2σ(t)c†nσ〉;

Gnσ,nσ(t) ≡ −i〈Tccnσ(t)c†nσ〉;

Gn+3σ,nσ(t) ≡ −i〈Tccn+3σ(t)c†nσ〉;

Gn(−σ),nσ(t) ≡ −i〈Tccn(−σ)(t)c
†
nσ〉;

Gn+2(−σ),nσ(t) ≡ −i〈Tccn+2(−σ)(t)c
†
nσ〉;

Gn(−σ),nσ(t) ≡ −i〈Tccn(−σ)(t)c
†
nσ〉.

Entonces la ecuación de movimiento queda:

i
∑
n

dGn+1σ,nσ(t)

dt
= t′

∑
n

Gn+1σ,nσ(t) + t
∑
n

(
eiφGn+2σ,nσ(t) + e−iφGnσ,nσ(t)

)
+
iλEO

2

∑
n

νnσGn+3σ,nσ(t)

+
λR
2

∑
n

e−iσθ
(
Gn(−σ),nσ(t)−Gn+2(−σ),nσ(t)

)
.

Realizando este procedimiento para cada función de Green, encontramos una expresión

general de la ecuación de movimiento para nuestro sistema:

i
∑
n

dGn+N(ξσ),nσ(t)

dt
= δn+N(ξσ),nσδ(t, 0) + t′

∑
n

Gn+N(ξσ),nσ(t) + t
∑
n

(
eiφGn+N+1(ξσ),nσ(t)

+e−iφGn+N−1(ξσ),nσ(t)
)

+
iλEO

2

∑
n

νijξσGn+N+2(ξσ),nσ(t)

+
iλR
2
e−iξσθ

∑
n

(
Gn+N−1(−ξσ),nσ(t)−Gn+N+1(−ξσ),nσ(t)

)
,

(4.18)

con ξ = ±1.

Para cerrar el sistema de ecuaciones que proviene de las ecuaciones de movimiento

para cada función de Green generada, en un sistema de cuatro sitios, veremos el conteo

de los mismos en el ejemplo mostrado en la figura 4.6,

Al tener cuatro sitios el número de funciones de Green se cuentan desde n = 1 hasta

n = 4, como se puede apreciar en la ecuación (A.14) y cada función de Green generará

un sistema de ecuaciones como el de (A.15). En este sistema se puede ver que aparece al

menos una función de Green generada por cada una de las sumas sobre n, correspondientes
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Figura 4.6: Conteo de sitios en el anillo.

a las funciones de Green en la densidad de corriente de carga (4.16), por lo que se reduce

a cuatro sistemas de ecuaciones. Los sistemas de ecuaciones resultantes arrojan que todas

las funciones de Green que se están sumando, son la misma función, es decir:

4∑
n=1

G<
n+1σ,nσ(0) = G<

2σ,σ(0) +G<
3σ,2σ(0) +G<

4σ,3σ(0) +G<
σ,4σ(0)

G<
2σ,σ(0) = G<

3σ,2σ(0) = G<
4σ,3σ(0) = G<

σ,4σ(0),

entonces se puede decir que:

4∑
n=1

G<
n+1σ,nσ(0) = 4G<

2σ,σ(0),

por lo que sólo usaremos un sistema de ecuaciones y reducimos la densidad de corriente

de carga a:

Jc = i
[
t
(
eiφG<

2σ,σ(0)− e−iφG<
4σ,σ(0)

)
+ iλEOνnσG

<
3σ,σ(0)

+
λR
2
σ
(
G<

2(−σ),nσ(0) +G<
4(−σ),n+1σ(0)

)]
.

(4.19)
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4.1.2. Resultados de Corrientes Persistentes de Carga para un

Anillo basado en Grafeno.

Para el caso en el que no hay interaccón EO, la ecuación (4.19) se reduce a:

Jc = it
(
eiφG<

2σ,σ(0)− e−iφG<
4σ,σ(0)

)
, (4.20)

en la cual, una vez resuelto el sistema de ecuaciones y realizando las transformadas de

Fourier queda:

Jc =
t

eβω + 1
(cos(φ) (π(δ(ω + 2tsen(φ))− δ(ω − 2tsen(φ)))− π(δ(ω − 2tsen(φ))

−δ(ω + 2tsen(φ))))− 2πsen(φ)(δ(ω + 2t cos(φ))− δ(ω − 2t cos(φ))))
(4.21)

En la gráfica 4.7 vemos como la densidad de corriente de carga se degrada con la

temperatura. Para ciertos valores de flujo magnético observamos cambios abruptos en los

valores de la densidad, estos puntos se corresponden con los puntos de Dirac en el espectro

de enerǵıa, donde aunque es continua la derivada no está definida.

Figura 4.7: Gráfica de densidad de corriente de carga de un anillo unidimensional basado

en Grafeno variando la temperatura con t = 1.

Realizamos una integración numérica de la densidad de corriente de carga para obte-

ner la corriente. Como se muestra en la gráfica 4.8 la corriente realiza cambios abruptos
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Figura 4.8: Gráfica de corriente de carga de un anillo unidimensional basado en Grafeno

variando la temperatura.

de signo, al igual que en la densidad, para determinados valores de flujo. Una vez reali-

zados estos cambios abruptos, la corriente tiene una pendiente que cambia de signo más

”suavemente”, asemejando a unos dientes de sierra. Vemos que si aumentamos un poco

la temperatura hasta llegar a KBT = 1, los picos se suavizan, disminuyendo la amplitud

de la corriente. Para valores muy altos de temperatura, como KBT = 100, la amplitud de

la corriente disminuye considerablemente y se regresa a la forma de dientes de sierra.

4.1.3. Resultados de Corrientes Persistentes de Carga para un

Anillo basado en Grafeno con acoplamiento EO Intŕınse-

co.

Para el caso en el que solo hay interaccón EO tipo intŕınseco, la ecuación (4.19) se

reduce a:

Jc = i
[
t
(
eiφG<

2σ,σ(0)− e−iφG<
4σ,σ(0)

)
+ iλEOνnσG

<
3σ,σ(0)

]
, (4.22)

en la cual, una vez resuelto el sistema de ecuaciones y realizando las transformadas de

Fourier con νn = 1 queda:

Jc =
4tsenφ cosφ (λ2

EO + 4t2sen2φ+ (1− 2t)ω2)

(eβω + 1) (λ2
EO + 4tsenφ(tsenφ− ω) + ω2) (λ2

EO + 4tsenφ(tsenφ+ ω) + ω2)
. (4.23)
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Figura 4.9: Gráfica de densidad de corriente de carga de un anillo unidimensional basado

en Grafeno con acoplamiento EO tipo Intŕınseco λEO = 0,07 variando la temperatura.

En la gráfica 4.9 se observa cómo la densidad de corriente de carga se degrada con la

temperatura. La asimetŕıa en los picos cercanos a valores enteros del flujo magnético nos

indica que los electrones superficiales en estos niveles tienden a cambiar de la banda de

valencia a la banda de conducción de forma más abrupta, en comparación con los electro-

nes que se encuentran en niveles alrededor de flujo igual a cero y valores semi enteros. Lo

que nos dice que en los puntos cercanos a valores enteros del flujo el cambio de la derivada

de la enerǵıa es menos suave, comportamiento t́ıpico del Grafeno al rededor de los puntos

de Dirac donde en el caso de cero acoplamiento EO es una discontinuidad como se observa

en la gráfica 4.7.

Los efectos de temperatura son más relevantes alrededor de estos puntos, obteniéndo-

se estados “protegidos” contra la temperatura en las cercańıas de los puntos con valores

semi-enteros del flujo. Claramente la densidad de corriente no degrada para aumentos

pequeños de temperatura, se necesitan 4 órdenes de magnitud para obtener una disminu-

ción de aproximadamente la mitad en la intensidad de la densidad. Para esta comparación

utilizamos un valor para el parámetro de acoplamiento EO Intŕınseco de λEO = 0,07, pero

usualmente es 3 órdenes más pequeño en magnitud; esto da evidencia de que la presen-

cia de un acoplamiento EO grande ensancha la brecha entre la banda de valencia y la

banda de conducción produciendo aśı que los electrones en los niveles poco profundos
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necesiten enerǵıas mayores para promoverse a la banda de conducción. Esto implica que

la ocupación dependiente de temperatura en estos niveles disminuye, protegiendo aśı la

corriente para valores del parámetro de EO entre 0.00007 y 0.07. Como se observa en la

gráfica 4.10. Para valores mayores del acoplamiento EO se abre más la brecha entre la

banda de valencia y la banda de conducción y la forma de la corriente converge a una con

oscilaciones t́ıpicas de un semiconductor. Esto da pie a pensar que el espectro de enerǵıa

pasa de ser lineal a tomar una forma parabólica y con un ancho de brecha suficiente para

degradar la corriente.

Figura 4.10: Gráfica de densidad de corriente de carga de un anillo unidimensional basado

en Grafeno con acoplamiento EO tipo Intŕınseco variando la magnitud del acoplamiento

con KBT = 0.

Se puede apreciar en los gráficos 4.10 y 4.11 como recuperamos la simetŕıa alrededor de

los picos al aumentar el acoplamiento EO, clara indicación de que el espectro es parabólico.

La corriente de carga viene dada por Ic(φ) =
∫ µ
−∞ Jc(E)dE, realizando la integración

de forma numérica obtuvimos la gráfica 4.12. La corriente de carga muestra la degra-

dación en temperatura esperada, los valores en temperatura deben ser muy altos para

obtener una degradación significativa, comportamiento observado también en la densidad

de corriente. Los cambios se observan especialmente alrededor de cero y valores impares

del flujo magnético. Cambios alrededor de valores en los que la corriente se hace cero
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Figura 4.11: Gráfica de densidad de corriente de carga de un anillo unidimensional basado

en Grafeno con acoplamiento EO tipo Intŕınseco λEO = 0,7 variando la temperatura.

Figura 4.12: Gráfica de corriente de carga de un anillo unidimensional basado en Grafeno

con acoplamiento EO tipo Intŕınseco λEO = 0,07 variando la temperatura.
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son más robustos, similares a los reportados en [3]. Cerca de valores de flujo pares, los

electrones están más hundidos en la banda de valencia, por los que los electrones disponi-

bles cerca del nivel de Fermi disminuyen, protegiendo aśı las corrientes contra cambios en

temperatura. Como se puede observar en la expresión (4.23) no tiene ninguna relevancia

la polarización de esṕın a pesar de tener un acoplamiento EO que se esperaŕıa desbloble

la enerǵıa para valores de esṕın, dando como resultado la misma corriente de carga para

cualquier polarización de esṕın.

4.1.4. Resultados de Corrientes Persistentes de Carga para un

Anillo basado en Grafeno con acoplamiento EO Rashba.

Para el caso en el que solo hay interaccón EO tipo Rashba, la ecuación (4.19) se reduce

a:

Jc = i

[
t
(
eiφG<

2σ,σ(0)− e−iφG<
4σ,σ(0)

)
+
λR
2
σ
(
G<

2(−σ),nσ(0) +G<
4(−σ),n+1σ(0)

)]
. (4.24)

en la cual, una vez resuelto el sistema de ecuaciones y realizando las transformadas de

Fourier queda:

Jc =
t2sen(2φ) (4λ2

R + 2t2 cos(2φ)− 2t2 + ω2)

(eβω + 1) ((ω − 2λR)2 + 2t2 cos(2φ)− 2t2) ((2λR + ω)2 + 2t2 cos(2φ)− 2t2)
. (4.25)

Como se observa el la gráfica 4.13 para temperaturas muy altas la densidad de corriente

se degrada. Cambios pequeños en la temperatura no afectan la densidad. Es notable que al

igual que en el caso del acoplamiento EO intŕınseco, para valores grandes del acoplamiento

el comportamiento es similar a una densidad de corriente en un semiconductor.

En la gráfica 4.14 se puede ver que para un valor menor del acoplamiento EO Rashba

el comportamiento es similar al anterior. En este caso, la temperatura sólo se lleva hasta

KBT = 1 y la densidad de corriente es bastante robusta contra cambios de temperatura.

La diferencia fundamental con el caso anterior es la forma de la corriente; en este caso

la simetŕıa entre los picos y el cero se desvanece, vemos que al igual que en un sistema

con acoplamiento EO Intŕınseco únicamente, la forma cambia, deformando los picos en

un sentido. Esto denota que el espectro no tiene una forma parabólica pero aun aśı es li-

neal, dando como resultado una corriente continua pero deformada. Este comportamiento

se sostiene incluso para órdenes de magnitud mayores y menores del acoplamiento EO

Rashba, al igual que la magnitud de la corriente.
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Figura 4.13: Gráfica de densidad de corriente de carga de un anillo unidimensional basado

en Grafeno con acoplamiento EO tipo Rashba λR = 5 variando la temperatura.

Realizamos la integración de la densidad de corriente de carga se obtiene la corriente

de carga vista en la gráfica 4.15, en la cual se observa que para el valor de acoplamiento

EO Rashba λR = 0,12, la corriente que proviene de las contribuciones de los niveles de

enerǵıa más superficiales se ve poco afectada frente a cambios de temperatura. Esto es

consistente con la apertura de una brecha donde la dispersión difusa del nivel de Fermi

no alcanza niveles muy profundos que afecten la corriente.

En la corriente es evidente como la dispersión no cuadrática afecta su forma. Valores

cercanos a enteros impares del flujo magnético reflejan la dispersión cuasi-lineal del es-

pectro [3]. La degradación de las corrientes ocurre en mayor grado alrededor de valores

semi-enteros del flujo magnético. Alrededor de valores enteros la degradación es menor,

debido que los niveles que contribuyen son más profundos en la banda de valencia, prote-

giéndolos contra cambios de temperatura. Como se puede observar en la expresión (4.25)

la polarización de esṕın no tiene ninguna relevancia a pesar de tener un acoplamiento EO

que desblobla la enerǵıa para valores de esṕın, dando como resultado la misma corriente

de carga para cualquier polarización de esṕın, resultado similar al caso de EO Intŕınseco.
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Figura 4.14: Gráfica de densidad de corriente de carga de un anillo unidimensional basado

en Grafeno con acoplamiento EO tipo Rashba λR = 0,12 variando la temperatura.

Figura 4.15: Gráfica de corriente de carga de un anillo unidimensional basado en Grafeno

con acoplamiento EO tipo Rashba λR = 0,12 variando la temperatura.
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4.1.5. Resultados de Corrientes Persistentes de Carga para un

Anillo basado en Grafeno con acoplamiento EO Intŕınseco

y Rashba.

Para el caso en el que se tiene interacciones EO tipo Intŕınseco y Rashba, se resuelve

el sistema de ecuaciones y realizando las transformadas de Fourier, con νn = 1 la ecuación

(4.19) queda:

Jc =
t2sen(2φ)((4λ2

R−λ
2
EO)+2t2 cos(2φ)−2t2+ω2)

(eβω+1)
(
((λ2

EO−4λ2
R)+ω2)

2
+2t4 cos(4φ)+6t4+4t2 cos(2φ)((4λ2

R−λ
2
EO)−2t2+ω2)−4t2((4λ2

R−λ
2
EO)+ω2)

) .
(4.26)

Figura 4.16: Gráfica de densidad corriente de carga de un anillo unidimensional basado en

Grafeno con acoplamiento EO tipo Intŕınseco λEO = 0,07 y Rashba λR = 0,12 variando

la temperatura hasta KBT = 1.

Considerando ambas interacciones EO en el anillo se obtiene el mismo comportamien-

to que en la densidad de corriente de carga para el caso con acoplamiento EO Rashba

únicamente. Observando los casos de acoplamiento EO por separado vemos que los orde-

nes de magnitud de las densidades de corriente son diferentes; la separación de la brecha

entre bandas debido al acoplamiento EO Rashba impide que los niveles de enerǵıa más

profundos contribuyan a la corriente. En este caso, como se observa en las gráficas 4.16 y

4.17, se repite el comportamiento descrito, denotando que ambas interacciones juegan el

mismo papel, como se ve en la expresión (4.26) 4λ2
R − λ2

EO, en donde se evidencia que la

cotribución de EO Rashba supera a la contribución de EO intŕınseco.
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Figura 4.17: Gráfica de densidad de corriente de carga de un anillo unidimensional basado

en Grafeno con acoplamiento EO tipo Intŕınseco λEO = 0,07 y Rashba λR = 0,12 variando

la temperatura hasta KBT = 100.

Fijando un valor del parámetro EO Rashba λR = 0,12, se puede observar en la gráfi-

ca 4.18 que para la densidad de corriente es indiferente la variación del parámetro EO

Intŕınseco. Sólo existe una degradación significativa para valores mayores al del EO Rash-

ba, en donde se impone el acoplamiento Intŕınseco, abriendo más la brecha de enerǵıa,

dificultando que los electrones pasen de la banda de valencia a la banda de conducción.

Fijando un valor del parámetro EO Intŕınseco en λEO = 0,07, se observa en la gráfica

4.19 que la densidad de corriente de carga es robusta para cambios de EO Rashba, salvo

para el valor en que se iguala en orden de magnitud con el parámetro de salto de enerǵıa

Tight-Binding t.

Al realizar la integracción numérica de la densidad de corriente de carga, se observa

como el rol extŕınseco e intŕınseco de cada acoplamiento EO se desvanece. Como se observa

en la gráfica 4.20, las contribuciones aparecen como diagonales en esṕın en ambos casos.

Un resultado interesante si se recuerda que el término de interacción EO Intŕınseca es el

único diagonal en esṕın en el Hamiltoniano del Grafeno. De esta manera esperaŕıamos

que la ruptura de degeneración de esṕın cambiaŕıa únicamente la magnetización total de

la corriente de carga, para ambos valores de sigma.
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Figura 4.18: Gráfica de densidad de corriente de carga de un anillo unidimensional basa-

do en Grafeno a temperatura KBT = 0 con acoplamiento EO tipo Rashba λR = 0,12 y

variando el acoplamiento EO Intŕınseco.

Figura 4.19: Gráfica de corriente de carga de un anillo unidimensional basado en Grafeno

a temperatura KBT = 0 con acoplamiento EO tipo Intŕınseco λEO = 0,07 y variando el

acoplamiento EO Rashba.
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Figura 4.20: Gráfica de corriente de carga de un anillo unidimensional basado de Gra-

feno con acoplamiento EO tipo Intŕınseco λEO = 0,07 y Rashba λR = 0,12 variando la

temperatura hasta KBT = 100.

4.2. Corrientes Persistentes de Esṕın.

Los electrones poseen esṕın, aśı como la carga, si además tienen una velocidad, entonces

el movimiento del esṕın dará lugar a una corriente de esṕın adicional a la corriente de

carga. Un ejemplo de esta corriente es la generación de una corriente de esṕın “pura”,

como se ilustra en la figura 4.21. Si tenemos una corriente de carga polarizada con todos

los espines hacia arriba circulando hacia la derecha y una corriente de carga polarizada

con los espines hacia abajo circulando hacia la izquierda, al sumarlas, las corrientes de

carga se cancelan quedando una corriente de esṕın pura polarizada hacia arriba circulando

hacia la derecha y una corriente de esṕın pura polarizada hacia abajo circulando hacia la

izquierda.

Se debe tener en cuenta que la corriente de esṕın tiene un carácter matricial, la velo-

cidad de los electrones en presencia de acoplamiento EO es un operador en el espacio de

esṕın. La componente de la densidad de esṕın en la representación del espacio real viene

dada por sv(~r, t) = ψ†(~r, t)sψ(~r, t) con s = h̄
2
σ y σ es el vector de las matrices de Pauli

[14]. La derivada temporal de la densidad de esṕın es:

dsv(~r, t)

dt
=
h̄

2

{[
dψ†(~r, t)

dt

]
σψ(~r, t) +

[
ψ†(~r, t)σ

dψ(~r, t)

dt

]}
. (4.27)
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Figura 4.21: Corriente de esṕın pura.

Algo importante a considerar es que la corriente de esṕın es relevante sólo en presencia

del acoplamiento EO, el cual rompe la simetŕıa de inversión espacial y permite el desdo-

blamiento de los niveles de enerǵıa correspondientes a cada esṕın [15]. Además, como

pudimos ver en la sección anterior, la presencia de un campo magnético en el centro del

anillo produce que la enerǵıa tenga un término adicional, cambiando el estado base como

se observa en la figura 4.22 por lo que se produce una corriente persistente. Por ende si

hay acolamiento EO, en presencia de un campo magnético, se producirá una corriente

persistente de esṕın cuya expresión general viene dada por [14]:

Is(φ) =

∫ µ

−∞

~Js(E)dE, (4.28)

donde ~Js(E) es la densidad de corriente de esṕın y viene dada por:

~Js =
1

2N
{~S,V}. (4.29)

4.2.1. Corrientes Persistentes de Esṕın para un Anillo de Gra-

feno con interacción Esṕın-Órbita (EO) tipo Intŕınseco y

Rashba.

En esta sección se buscarán las corrientes persistentes de esṕın en el anillo de grafeno

descrito en la sección 4.1.1. Primero, trabajaremos con la densidad de corriente de esṕın,

la ecuación (4.29), que se reescribe:

~Js =
1

2h̄N

{
~S, [H,x]

}
, (4.30)
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Figura 4.22: Comparación del desdoblamiento de enerǵıa en esṕın en precencia de aco-

plamiento esṕın-órbita sin presencia de campo magnético (puntos verdes). Con el desdo-

blamiento de enerǵıa en esṕın en precencia de acoplamiento esṕın-órbita con presencia de

campo magnético (puntos rosados).

en la sección 4.1.1 realizamos el cálculo de [H,x], dio como resultado la ecuación (4.15).

Calculando el anticonmutador 12 nos queda:

12Ver apéndice A, sección A.5
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~Js
ab

=
∑
n

1

2h̄N

{[
t

(
eiφ
∑
σ

c†nσcn+1σσx − e−iφ
∑
σ

c†n+1σcnσσx

)
+ iλEOνn

∑
σ

σc†nσcn+2σσx

−iλR
2
e−iσθ

∑
σ

(c†nσcn+1(−σ) + c†n+1σcn(−σ))I2×2

]
x̂

+

[
t

(
eiφ
∑
σ

c†nσcn+1σσy − e−iφ
∑
σ

c†n+1σcnσσy

)
+ iλEOνn

∑
σ

σc†nσcn+2σσy

+
λR
2
e−iσθ

∑
σ

σ(c†nσcn+1(−σ) + c†n+1σcn(−σ))I2×2

]
ŷ

+ 2
[
t
(
eiφc†nσcn+1σσz − e−iφc†n+1σcnσσz

)
+ iλEOc†nσcn+2σI2×2

]
ẑ
}
. 13

(4.31)

Tomando el valor medio y nombrando diferentes funciones de Green tal y como se hizo

en la sección A.4 nos queda:

~Js
ab

=
∑
n

1

4h̄N

{[
t

(
eiφ
∑
σ

G<
n+1σ,nσ(0)σx − e−iφ

∑
σ

G<
nσ,n+1σ(0)σx

)
+iλEOνn

∑
σ

σG<
n+2σ,nσ(0)σx

−iλR
2
e−iσθ

∑
σ

(
G<
n+1(−σ),nσ(0) +G<

n(−σ),n+1σ(0)
)
I2×2

]
x̂

+

[
t

(
eiφ
∑
σ

G<
n+1σ,nσ(0)σy − e−iφ

∑
σ

G<
nσ,n+1σ(0)σy

)
+ iλEOνn

∑
σ

σG<
n+2σ,nσ(0)σy

+
λR
2
e−iσθ

∑
σ

σ(G<
n+1(−σ),nσ(0) +G<

n(−σ),n+1σ(0))I2×2

]
ŷ

+ 2
[
t
(
eiφG<

n+1σ,nσ(0)σz − e−iφG<
nσ,n+1σ(0)σz

)
+ iλEOG

<
n+2σ,nσ(0)I2×2

]
ẑ
}
.

(4.32)

Como se puede observar, son las mismas funciones de Green que conseguimos en el

apéndice A mostradas en (A.14), y reduciremos la densidad de esṕın de carga a un sólo

sistema de ecuaciones procediendo de la misma forma que en la sección 4.1.1, quedando:



4.2 Corrientes Persistentes de Esṕın. 75

~Js
ab

=
1

4

{[
t

(
eiφ
∑
σ

G<
2σ,σ(0)σx − e−iφ

∑
σ

G<
4σ,σ(0)σx

)
+ iλEOνn

∑
σ

σG<
3σ,σ(0)σx

+
λRσ

2

∑
σ

(G<
2(−σ),σ(0) +G<

4(−σ),σ(0))I2×2

]
x̂

+

[
t

(
eiφ
∑
σ

G<
2σ,σ(0)σy − e−iφ

∑
σ

G<
4σ,σ(0)σy

)
+ iλEOνn

∑
σ

σG<
3σ,σ(0)σy

−iλRσ
2

∑
σ

σ(G<
2(−σ),σ(0) +G<

4(−σ),σ(0))I2×2

]
ŷ

+ 2
[
t
(
eiφG<

2σ,σ(0)σz − e−iφG<
4σ,σ(0)σz

)
+ iλEOG

<
3σ,σ(0)I2×2

]
ẑ
}
.

(4.33)

4.2.2. Resultados de Corrientes Persistentes de Esṕın para un

Anillo basado en Grafeno con acoplamiento EO Intŕınse-

co.

Para el caso en el que solo hay interaccón EO tipo intŕınseco, la ecuación (4.33), con

νn = 1 se reduce a:

~Js =
1

4

{[
t

(
eiφ
∑
σ

G<
2σ,σ(0)σx − e−iφ

∑
σ

G<
4σ,σ(0)σx

)
+ iλEO

∑
σ

σG<
3σ,σ(0)σx

]
x̂

+

[
t

(
eiφ
∑
σ

G<
2σ,σ(0)σy − e−iφ

∑
σ

G<
4σ,σ(0)σy

)
+ iλEO

∑
σ

σG<
3σ,σ(0)σy

]
ŷ

+ 2
[
t
(
eiφG<

2σ,σ(0)σz − e−iφG<
4σ,σ(0)σz

)
+ iλEOG

<
3σ,σ(0)I2×2

]
ẑ
}
.

(4.34)

Componente x̂

1. Para la entrada ++ de la matriz 14,

J++
sx = 0.

2. Para la entrada +- de la matriz,

14Ver apéndice A, ecuación (A.16)
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J+−
sx =

∑
σ

1

eβω + 1

[
λEOσ

(
tsenφ

(
1

λ2
EO + (2t cosφ+ ω)2

− 1

λ2
EO + (ω − 2t cosφ)2

)
+ λEOσ

(
1

λ2
EO + (2tsenφ+ ω)2

+
1

λ2
EO + (ω − 2tsenφ)2

+
1

λ2
EO + (ω − 2t cosφ)2

+
1

λ2
EO + (2t cosφ+ ω)2

))]
.

(4.35)

Figura 4.23: Gráfica de densidad de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado

en Grafeno con acoplamiento EO tipo Intŕınseco λEO = 0,07 variando la temperatura

hasta KBT = 1.

En la gráfica de la densidad de corriente de esṕın, figura 4.23, con acoplamiento EO

Intŕınseco, se puede observar como degrada con la temperatura. En la gráfica de

la figura 4.24 se observa que para valores pequeños del parámetro del acoplamiento

EO Intŕınseco la densidad se hace cero, lo que da como evidencia que la corriente de

esṕın sólo es posible bajo la presencia de un acoplamiento EO. Miramos que en las

dos gráficas mencionadas, para determinado valor del acoplamiento EO la corriente

está desplazada por encima de cero.
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Figura 4.24: Gráfica de densidad de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado

en Grafeno con acoplamiento EO tipo Intŕınseco y temperatura KBT = 0 variando el

parámetro de acoplamiento.
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Figura 4.25: Gráfica de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado en Gra-

feno con acoplamiento EO tipo Intŕınseco λEO = 0,07 variando la temperatura hasta

KBT = 100.



4.2 Corrientes Persistentes de Esṕın. 79

Realizamos una integración numérica de la densidad de corriente de esṕın respecto

a la enerǵıa obteniendo la corriente de esṕın mostrada en la gráfica de la figura

4.25. Al igual que en las corrientes de carga, los niveles más profundos en la enerǵıa

contribuyen menos para ciertos valores del flujo magnético. Se evidencia que la co-

rriente de esṕın aumenta en ciertos valores del flujo, como lo es en cero, cercano a

-3/2, 3/2, -3 y 3; la corriente toma electrones de los niveles de enerǵıa más super-

ficiales, cercanos al nivel de fermi. Esto ocurre de manera similar a la corriente de

carga, pero ésta posee una forma más compleja. Se obtienen máximos en regiones

de flujo donde la intensidad de polarización de esṕın es máxima. Análogamente a

las corrientes de carga, la temperatura degrada la corriente de esṕın.

3. Para la entrada -+ de la matriz,

J−+
sx = J+−

sx .

4. Para la entrada – de la matriz,

J−−sx = 0.

Componente ŷ

1. Para la entrada ++ de la matriz,

J++
sy = 0.

2. Para la entrada +- de la matriz,

J+−
sy =

2tsen(2φ)(λ2
EO+4t2sen2φ+(1−2t)ω2)

(eβω+1)(λ2
EO+4tsenφ(tsenφ−ω)+ω2)(λ2

EO+4tsenφ(tsenφ+ω)+ω2)
. (4.36)

La densidad de corriente oscila con el flujo como se observa en la gŕafica de la

figura 4.26, y se comporta de manera similar a la corriente de carga en presencia de

acoplamientos EO que ya fueron observados en la sección 4.1.

Realizamos una integración numérica de la densidad de corriente de esṕın para va-

lores por debajo de la enerǵıa de Fermi obteniendose la corriente mostrada en la

gráfica de la figura 4.27. La corriente toma electrones de los niveles más extremos

de la banda de enerǵıa; se puede apreciar como para valores de temperaturas muy

altas, en los valores del flujo magnético en donde se ven los picos de la corriente es

más dif́ıcil extraer electrones, mientras que, para valores cercanos a cero la corriente
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Figura 4.26: Gráfica de desndidad de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado

en Grafeno con acoplamiento EO tipo Intŕınseco λEO = 0,07 variando la temperatura

hasta KBT = 1.

alcanza un mı́nimo y es robusto a cambios de temperatura, incluso para dos órde-

nes de magnitud de diferencia. Los valores máximos de corriente se obtienen para

valores cercanos de flujos impares, de manera que se puede inferir que la corriente

se debe a electrones que provienen de niveles maximamente separados en esṕın. Si

la integración numérica de la densidad se realiza para valores cercanos a la enerǵıa

de Fermi, aproximándose en el espectro a los puntos de Dirac, se obtiene la gráfica

de la figura 4.28; se puede observar que los valores enteros del flujo magnético son

los que contribuyen a la corriente tomando electrones de los niveles cercanos a la

dispersión lineal y se obtiene una corriente acotada entre cada par de picos.

3. Para la entrada -+ de la matriz,

J−+
sy = −J+−

sy (4.37)

Como se puede apreciar la expresión de la corriente de carga (4.37) es el negativo

de la expresión (4.36), por lo que existe una simetŕıa entre la componente y+− y la

componente y − +. Por lo que simplemente las corrientes cambian de polarización

como se ve en la gráfica 4.29.
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Figura 4.27: Gráfica de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado en Gra-

feno con acoplamiento EO tipo Intŕınseco λEO = 0,07 variando la temperatura hasta

KBT = 100.
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Figura 4.28: Gráfica de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado en Gra-

feno con acoplamiento EO tipo Intŕınseco λEO = 0,07 variando la temperatura hasta

KBT = 100. Integrando a valores cercanos de la enerǵıa de Fermi.
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Figura 4.29: Gráfica de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado en Gra-

feno con acoplamiento EO tipo Intŕınseco λEO = 0,07 variando la temperatura hasta

KBT = 100. Integrando a valores cercanos de la enerǵıa de Fermi.

4. Para la entrada - - de la matriz,

J−−sy = 0.

Componente ẑ

1. Para la entrada ++ de la matriz,

J++
sz =

1

(eβω + 1)2

[
λEOσ

(
tsenφ

(
1

λ2
EO + (2t cosφ+ ω)2

− 1

λ2
EO + (ω − 2t cosφ)2

)
+λEOσ

(
1

λ2
EO + (2tsenφ+ ω)2

+
1

λ2
EO + (ω − 2tsenφ)2

+
1

λ2
EO + (ω − 2t cosφ)2

+
1

λ2
EO + (2t cosφ+ ω)2

))]
.

(4.38)

Si observamos la expresión para la componente z−− (4.39), vemos que es el negativo

de la expresión (4.38) por lo que sólo analizaremos la entrada ++.
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Figura 4.30: Gráfica de la densidad de corriente de esṕın de un anillo unidimensional

basado en Grafeno a temperatura KBT = 0 variando el acoplamiento EO tipo Intŕınseco,

con polarización positiva de esṕın σ = 1.

Mirando el gráfico 4.30 de la densidad de corriente de esṕın en donde se vaŕıa el

parámetro de acoplamiento EO Intŕınseco, notamos que ocurre el mismo efecto que

en la componente x̂, los valores de la densidad de corriente se aproximan a cero a

medida que disminuye el parámetro del acoplamiento; la forma de la corriente se

deforma para valores muy grandes del parámetro EO.

La densidad de corriente degrada con la temperatura y es menos robusta, en compa-

ración con las otras componentes. Para cambios de un orden de magnitud degrada

a menos de la mitad.

Realizamos una integración numérica de la densidad de corriente de esṕın, obte-

niéndose la corriente de esṕın mostrada en la gráfica 4.32, en la cual observamos

el efecto de temperatura. Para altas temperaturas la degradación de la corriente

satura. En este intervalo de enerǵıas cerca de los valores de flujo magnético pares;

donde la corriente es cero, los efectos de temperatura son menos pronunciados, para

valores de dos órdenes de magnitud degradan poco la corriente. Este es un efecto de

protección, donde los niveles de enerǵıa que contribuyen están muy por debajo del

nivel de Fermi, ofreciendo pocos electrones e inclusive resistiendo los efectos térmi-

cos. En esta gráfica se observa sólo una de las componentes de esṕın, espećıficamente

la polarización positiva del espectro desdoblado σ = 1. Para el caso en el que se tiene

la polarización negativa σ = −1 ocurre el mismo efecto, salvo que es el negativo de
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Figura 4.31: Gráfica de desnsidad de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado

en Grafeno con acoplamiento EO tipo Intŕınseco λEO = 0,07 variando la temperatura

hasta KBT = 100, con polarización positiva de esṕın σ = 1.

Figura 4.32: Gráfica de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado en Gra-

feno con acoplamiento EO tipo Intŕınseco λEO = 0,07 variando la temperatura hasta

KBT = 100, con polarización positiva de esṕın σ = 1.
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Figura 4.33: Gráfica de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado en Gra-

feno con acoplamiento EO tipo Intŕınseco λEO = 0,07 variando la temperatura hasta

KBT = 100, con polarización negativa de esṕın σ = −1.

esta, como se aprecia en la gráfica 4.33, en donde la corriente era máxima, para esta

polarización de esṕın ahora será mı́nima.

2. Para la entrada +- de la matriz,

J+−
sz = 0.

3. Para la entrada -+ de la matriz,

J−+
sz = 0.

4. Para la entrada - - de la matriz,

J−−sz = −J++
sz (4.39)

4.2.3. Resultados de Corrientes Persistentes de Esṕın para un

Anillo basado en Grafeno con acoplamiento EO Rashba.

Para el caso en el que solo hay interaccón EO tipo Rashba, la ecuación (4.33) se reduce

a:
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2σ,σ(0)σx − e−iφ

∑
σ

G<
4σ,σ(0)σx

)

+
λRσ

2

∑
σ

(G<
2(−σ),σ(0) +G<

4(−σ),σ(0))I2×2

]
x̂

+
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t

(
eiφ
∑
σ

G<
2σ,σ(0)σy − e−iφ

∑
σ

G<
4σ,σ(0)σy

)

−iλRσ
2

∑
σ

σ(G<
2(−σ),σ(0) +G<

4(−σ),σ(0))I2×2

]
ŷ

+ 2
[
t
(
eiφG<

2σ,σ(0)σz − e−iφG<
4σ,σ(0)σz

)]
ẑ
}
.

(4.40)

Componente x̂ = 0

Para el caso de esta componente, la corriente da cero; por el arreglo muy particular

de nuestro anillo, en el que los átomos se encuentran con un espaciamiento angular de

π/2, como se evidencia en la expresión (4.32). El espaciamiento angular entre los átomos

en el anillo tiene un rol importante en la expresión del acoplamiento EO Rashba dentro

del Hamiltoniano y por lo tanto en las densidades de corriente de carga y esṕın15. Cada

componente es funcionalmente perpendicular a la otra (x̂ y ŷ) de manera que observamos

que la corriente tendrá variaciones en la intensidad de sus componentes a lo largo del anillo.

En nuestro caso muy particular de 4 átomos, nos encontramos que donde la corriente tiene

un máximo espacial en la componente ŷ tiene un mı́nimo espacial en la componente x̂.

Para observar esta dependencia espacial a lo largo del anillo es necesario agregar más

átomos, lo que numéricamente está fuera del alcance y los recursos para este trabajo.

Componente ŷ

1. Para la entrada ++ de la matriz,

J++
sy = 0.

2. Para la entrada +- de la matriz,

J+−
sy =

2t2sen(2φ) (4λ2
R + 2t2 cos(2φ)− 2t2 + ω2)

(eβω + 1) ((ω − 2λR)2 + 2t2 cos(2φ)− 2t2) ((2λR + ω)2 + 2t2 cos(2φ)− 2t2)
.

(4.41)

15Ver apéndice A, subsección A.2.2
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Figura 4.34: Gráfica de desidad de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado

en Grafeno con acoplamiento EO tipo Rashba λR = 0,12 variando la temperatura hasta

KBT = 100.

Como se evidencia, la entrada y − + cuya expresión viene dada por (4.42) es la

negativa de la expresión (4.41), por lo que sólo analizaremos la entrada y+−. En la

gráfica 4.34 se observa la degradación de la densidad de corriente cuando se aumenta

la temperatura, que disminuye considerablemente para valores muy altos.

En la gráfica 4.35 se observa que la densidad de corriente de esṕın cambia poco ante

variaciones en el parámetro EO Rashba. Sólo cuando el valor del acoplamiento EO

iguala en orden magnitud al parámetro de salto t se observa un cambio notorio en

la densidad, ampliandose en magnitud y cambiando su forma.

Realizamos una integración numérica para valores cercanos al nivel de Fermi obte-

niendo la corriente mostrada en la gráfica 4.36. Se observa que en los valores cercanos

a flujo magnético impares la corriente tiene una discontinuidad; en estos valores es

donde los niveles de enerǵıa que contribuyen a la corriente son los más superficiales,

cercanos al nivel de Fermi. En estos puntos los electrones tienen un comportamiento

cuasi-lineal, lo que podŕıa explicar el cambio abrupto de signo, recordando que la

corriente de esṕın es una superposición de corrientes de carga polarizadas en esṕın,

cuya derivada en estos puntos es discontinua. También se puede observar que la

corriente es resistente a cambios de temperatura, se requiere de un aumento de dos

órdenes de magnitud para ver una degradación de la corriente de esṕın.
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Figura 4.35: Gráfica de desidad de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado en

Grafeno con acoplamiento EO tipo Rashba a temperatura KBT = 0 variando el parámetro

de acoplamiento.

Figura 4.36: Gráfica de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado en Grafeno

con acoplamiento EO tipo Rashba λR = 0,12 variando la temperatura.
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3. Para la entrada -+ de la matriz,

J−+
sy = −J+−

sy (4.42)

4. Para la entrada – de la matriz,

J−−sy = 0.

Componente ẑ = 0

4.2.4. Resultados de Corrientes Persistentes de Esṕın para un

Anillo basado en Grafeno con acoplamiento EO Int́ınseco

y Rashba.

Para el caso en el que se encuentran presentes ambas interacciones EO, una vez resuelto

el sistema de ecuaciones y realizando las Transformadas de Fourier de cada función de

Green, la ecuación (4.33) da como resultado:

Componente x̂

1. Para la entrada ++ de la matriz,

J++
sx = 0.

2. Para la entrada +- de la matriz,

J+−
sx =

∑
σ

1

4 (eβω + 1)

[
2it2sen(2φ)− λEOσ(λEOσ + iω)

(λEOσ + iω)2 + 2t2 cos(2φ) + 2t2

+
λEOσ(−λEOσ + iω)− 2it2sen(2φ)

(λEOσ − iω)2 + 2t2 cos(2φ) + 2t2

− 2λ2
EO((λ2

EO−4λ2
R)−2t2 cos(2φ)+2t2+ω2)

((λ2
EO−4λ2

R)+ω2)
2
+2t4 cos(4φ)+6t4+4t2 cos(2φ)((4λ2

R−λ
2
EO)−2t2+ω2)−4t2((4λ2

R−λ
2
EO)+ω2)

]
.

(4.43)

En la gráfica 4.37 se observa como la densidad de corriente de esṕın es degradada

por la temperatura, además vemos que la amplitud de la densidad disminuye para

valores entre 10 y 100 en unidades de KBT .
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Figura 4.37: Gráfica de densidad de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado

en Grafeno con acoplamiento EO Intŕınseco λEO = 0,07 y Rashba λR = 0,12 variando la

temperatura.

Dejando fijo el parámetro de acoplamiento EO Rashba en λR = 0,12 y variando el

intŕınseco, observamos en la gráfica 4.38 como se agrega una componente constante

a la densidad de corriente de esṕın por debajo de cero para un valor alto de λEO.

Se evidencia que la densidad depente fuertemente del valor de λEO, pasando de

cero para valores pequeños, hasta tener el comportamiento oscilatorio regular para

valores mayores comparables con el parámetro de EO Rashba. Esto es debido al

rol que tienen en la expresión de la densidad de corriente de esṕın (4.43) donde se

engloba a ambas interacciones como 4λ2
R − λ2

EO.

Dejando fijo el parámetro de acoplamiento EO Intŕınseco λEO = 0,07 y variando el

de Rashba, observamos en la gráfica 4.39 como al aumentar el parámetro EO Rashba,

aumenta la densidad de corriente. Comparando con la variación del parámetro EO

Intŕınseco los aumentos son pequeños. Para valores que se aproximan a la enerǵıa de

salto t la densidad aumenta radicalmente y cambia su forma. Esto deja ver como la

presencia de EO Rashba no desdobla más los niveles de enerǵıa en esṕın, sino que al

abrir los niveles de enerǵıa reduce la brecha creada por la interacción EO Intŕınseca

en un factor proporcional a la apertura entre los niveles desdoblados; lo que hace

que incremente la ocupación de electrones debido a estos niveles en la corriente.

Integrando de forma numérica la densidad de corriente de esṕın obtenemos la gráfica
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Figura 4.38: Gráfica de densidad de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado

en Grafeno con acoplamiento EO Intŕınseco variable y acoplamiento EO Rashba λR = 0,12

a temperatura KBT = 0.
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Figura 4.39: Gráfica de densidad de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basa-

do en Grafeno con acoplamiento EO Intŕınseco λEO = 0,07 y acoplamiento EO Rashba

variable a temperatura KBT = 0.
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Figura 4.40: Gráfica corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado en Grafeno

con acoplamiento EO Intŕınseco λEO = 0,07 y Rashba λR = 0,12 variando la temperatura

hasta KBT = 100.
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4.40, en la que se puede observar que la corriente es robusta para cambios de la

temperatura, para aumentos de dos órdenes de magnitud. En las cercańıas de valores

semi-enteros del flujo magnético se observa una discontinuidad en la corriente de

esṕın, lo que nos indica que en estos valores los niveles de enerǵıa que contribuyen

a la corriente, son los más cercanos al nivel de Fermi. En estos puntos se tiene un

comportamiento cuasi-lineal, lo que podŕıa explicar el cambio abrupto en el signo

de la corriente, ya que la derivada de la enerǵıa respecto al flujo es discontinua

en estos puntos. Para valores de flujo magnético impares la corriente es máxima

y para valores cercanos también presenta discontinuidad. Se puede apreciar que

existen máximos para valores por debajo de cero en la corriente de esṕın, mientras

que para valores superiores a cero no existen máximos o mı́nimos; lo que denota

escencialmente la presencia del acoplamiento EO Intŕınseco tal como se apreció en

las densidades de corriente de esṕın antes mencionadas.

3. Para la entrada -+ de la matriz,

J−+
sx = J+−

sx .

4. Para la entrada - - de la matriz,

J−−sx = 0.

Componente ŷ

1. Para la entrada ++ de la matriz,

J++
sy = 0.

2. Para la entrada +- de la matriz,

J+−
sy =

2t2sen(2φ)( b+2t2 cos(2φ)−2t2+ω2)
(eβω+1)(( ω2−b)2+2t4 cos(4φ)+6t4+4t2 cos(2φ)(b−2t2+ω2)−4t2(b+ω2))

, (4.44)

donde b = (4λ2
R − λ2

EO).

Se puede observar en la gráfica 4.41 que la densidad de corriente de esṕın es robusta

para pequeños cambios de temperatura.

Fijando el parámetro EO Rashba λR = 0,12 en la gráfica 4.42 se observa que la

densidad de corriente es insensible a los cambios en el parámetro EO Intŕınseco,
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Figura 4.41: Gráfica de densidad de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado

en Grafeno con acoplamiento EO Intŕınseco λEO = 0,07 y Rashba λR = 0,12 variando la

temperatura hasta KBT = 100.

sólo cuando el parámetro EO Intŕınseco está por encima de Rashba se observa una

disminución en la intensidad. Esto es debido a la forma en que se complementan

ambas interacciones en el parámetro b, que se observa en la expresión (4.44), además

del aumento en la brecha entre las bandas de valencia y conducción, dificultando

tomar electrones de los niveles desdoblados en esṕın.

Dejando fijo el valor de parámetro de EO Intŕınseco λEO = 0,07 observamos en la

gráfica 4.43 que la densidad de esṕın es insensible ante variaciones del parámetro

EO Rashba, salvo para cuando se iguala en orden de magnitud al parámetro de

salto de Tight-Binding, donde se observa que aumenta abruptamente la magnitud

y cambia de forma.

Integrando de manera numérica la densidad de corriente de esṕın se obtiene la

corriente mostrada en la gráfica 4.44, en la cual se observa que se degrada con la

temperatura y su comportamiento está escencialmente dominado por la interacción

EO Rashba.
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Figura 4.42: Gráfica de densidad de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado

en Grafeno con acoplamiento EO Intŕınseco variable y acoplamiento EO Rashba λR = 0,12

a temperatura KBT = 0.

Figura 4.43: Gráfica de densidad de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basa-

do en Grafeno con acoplamiento EO Intŕınseco λEO = 0,07 y acoplamiento EO Rashba

variable a temperatura KBT = 0.
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Figura 4.44: Gráfica de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado en Grafeno

con acoplamiento EO Intŕınseco λEO = 0,07 y Rashba λEO = 0,12 a temperatura variable

hasta KBT = 100.
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3. Para la entrada -+ de la matriz,

J−+
sy = −J+−

sy , (4.45)

donde a = (4λ2
R − λ2

EO)

4. Para la entrada - - de la matriz,

J−−sy = 0.

Componente ẑ

1. Para la entrada ++ de la matriz,

J++
sz =

1

4 (eβω + 1)

[
2it2sen(2φ)− λEOσ(λEOσ + iω)

(λEOσ + iω)2 + 2t2 cos(2φ) + 2t2

+
λEOσ(−λEOσ + iω)− 2it2sen(2φ)

(λEOσ − iω)2 + 2t2 cos(2φ) + 2t2

− 2λ2
EO( (λ2

EO−4λ2
R)−2t2 cos(2φ)+2t2+ω2)

( (λ2
EO−4λ2

R)+ω2)
2
+2t4 cos(4φ)+6t4+4t2 cos(2φ)( (4λ2

R−λ
2
EO)−2t2+ω2)−4t2( (4λ2

R−λ
2
EO)+ω2)

]
.

(4.46)

Se observa en la gráfica 4.45 como la densidad es robusta a pequeños cambios de

temperatura y tiene una componente vertical que desplaza un poco la corriente hacia

la polarización negativa de la densidad de corriente.

Fijando un valor del parámetro de EO Rashba de λR = 0,12 y variando el Intŕınseco,

las variaciones en la densidad son muy pronunciadas. Para valores pequeños de EO

Intŕınseco la densidad es muy baja y no aumenta de manera importante hasta

alcanzar tres ordenes de magnitud por encima del caso t́ıpico.

Fijando el valor del parámetro EO Intŕınseco de λEO = 0,07 unidades de enerǵıa y

variar el de Rashba, el escenario de las componentes anteriores se repite. Es robusta

salvo para valores iguales en orden de magnitud del parámetro de salto de Tight-

Binding t donde se altera de manera notable la forma y la amplitud de la densidad.

Integrando de forma numérica la densidad de esṕın respecto a la enerǵıa obtenemos

la corriente de esṕın que se ve en gráfica 4.48, en la que observamos que degrada

de la forma esperada en temperatura, la cual oscila entre dos polarizaciones de

esṕın. Para este caso con polarización positiva, la corriente toma alternativamente
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Figura 4.45: Gráfica de densidad de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado

en Grafeno con acoplamiento EO Intŕınseco λEO = 0,07 y Rashba λR = 0,12 a tempera-

tura variable hasta KBT = 100, con polarización positiva de esṕın σ = 1.

electrones de niveles de esṕın no degenerada. Los picos al rededor de cero de deben

a ruido numérico en la integración. Para el caso en el que se tiene la polarización

negativa en esṕın, el efecto de la corriente es el mismo, como se aprecia en la gráfica

4.49, en la cual se invierten los máximos y mı́nimos.

2. Para la entrada +- de la matriz,

J+−
sz = 0.

3. Para la entrada -+ de la matriz,

J−+
sz = 0.

4. Para la entrada – de la matriz,

J−−sz = −J++
sz (4.47)
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Figura 4.46: Gráfica de densidad de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado

en Grafeno con acoplamiento EO Intŕınseco variable y acoplamiento EO Rashba λR = 0,12

a temperatura KBT = 0, con polarización positiva de esṕın σ = 1.

Figura 4.47: Gráfica de densidad de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basa-

do en Grafeno con acoplamiento EO Intŕınseco λEO = 0,07 y acoplamiento EO Rashba

variable a temperatura KBT = 0, con polarización positiva de esṕın σ = 1.
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Figura 4.48: Gráfica de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado en Grafeno

con acoplamiento EO Intŕınseco λEO = 0,07 y Rashba λR = 0,12 a temperatura variable

hasta KBT = 100, con polarización positiva de esṕın σ = 1.

Figura 4.49: Gráfica de corriente de esṕın de un anillo unidimensional basado en Gra-

feno con acoplamiento EO Intŕınseco λEO = 0,07 y acoplamiento EO Rashba λR = 0,12 a

temperatura variable hasta KBT = 100, con polarización negativa de esṕın σ = −1.



CONCLUSIONES.

En este trabajo calculamos corrientes persistentes de carga y de esṕın para anillos me-

soscópicos de cuatro sitios basados en Grafeno utilizando el formalismo de las funciones

de Green en el equilibrio con la técnica de la ecuación de movimiento. La implementación

de esta técnica tiene muchas virtudes, entre las que destaca que no es necesario diagona-

lizar el Hamiltoniano, por lo que pudimos obtener las corrientes persistentes de manera

simple. Otra virtud del hecho que al obtener la función de Green menor es posible cal-

cular numerosas cantidades f́ısicas relevantes, ya que todas dependen de dicha función [12].

Se reprodujo el cálculo de una corriente de carga para un anillo basado en Grafeno sin

interacción Esṕın-Órbita (EO), obteniendose los resultados esperados. Primero, se obtuvo

la densidad de corriente, la cual presenta cambios abruptos en el signo cuando se grafica

en función del flujo magnético y se obtiene el mismo comportamiento en la corriente de

carga. Ambas decaen con el aumento de la temperatura.

Para un anillo con interacciones EO Intŕınseca y Rashba por separado, se obtuvieron

resultados similares para la densidad de corriente, son robustas a cambios de temperatura

por debajo a KBT = 1, pero decaen para temperaturas superiores. En el caso que sólo se

tiene EO Rashba, no ocurre un cambio significativo de la densidad de corriente al variar

el parámetro, salvo para el caso en el que es comparable con el salto de sitios t, donde la

densidad aumenta de forma significativa y cambia su forma. Para el caso en el que sólo

se tiene EO Intŕınseco ocurre todo lo contrario, al aumentar el valor del parámetro la

corriente decae pero mantiene su forma ondulatoria. En el caso de las corrientes, ambas

presentan cambios abruptos en los signos y son robustas ante el aumento de la tempera-

tura.

Para un anillo con ambas interacciones EO resulta sumamente interesante el hecho

de que en la expresión de la densidad de corriente de carga ambas interacciones entren

juntas de la forma 4λ2
R − λ2

EO, en la cual domina el valor del parámetro EO Rashba λR,



104 Corrientes Persistentes

por lo que tanto en la densidad como en la corriente predomina el efecto que tiene este

parámetro.

En el caso de las corrientes persistentes de esṕın el análisis es más complejo, ya que van

por componente vectorial y entrada matricial. En el caso de la componente x̂ la diagonal

es cero, mientras que ambas entradas antidiagonales son equivalentes. En todos los casos,

se suman las contribuciones de ambas polarizaciones de esṕın. Para el caso de un anillo

en presencia únicamente del acoplamiento EO Intŕınseco la densidad y la corriente están

desplazadas por encima de cero a partir de tres órdenes de magnitud de este parámetro

por encima del valor común, hecho además acompañado de un aumento en su amplitud.

Decaen con el aumento de la temperatura. Para poder observar otras componentes de la

corriente cuando se tiene un anillo en presencia de EO Rashba, es necesario aumentar

el número de sitios en el anillo, ya que por la simetŕıa de cuatro sitios, esta componen-

te se anula. Para un anillo con ambas interacciones, observamos que la expresión de la

densidad de corriente de esṕın se divide en dos partes, una que involucra únicamente el

acoplamiento EO Intŕınseco y otra en la que entran juntas con la misma forma que en la

corriente de carga, por lo que la densidad de corriente disminuye en amplitud y se acerca

más hacia cero desde los negativos al disminuir el valor del EO Intŕınseco, pero está por

debajo de cero al aumentarlo. La corriente presenta un máximo por debajo de cero y

cambios abruptos de signo en todo el dominio, predominando el efecto del acoplamiento

EO Intŕınseco.

En el caso de la componente ŷ la diagonal es cero, y en la antidiagonal, una en-

trada es el negativo de la otra. En todos los casos, se suman las contribuciones de ambas

polarizaciones de esṕın. La densidad y la corriente presentan un comportamiento similar

a la corriente de carga en todos los casos.

En el caso de la componente ẑ la antidiagonal es cero y en la diagonal una es el

negativo de la otra. En estos casos, se considera una sóla polarización de esṕın tomando

provecho de que una es el negativo de la otra. Para el caso de un anillo en presencia

únicamente del acoplamiento EO Intŕınseco la densidad para valores muy grandes del

acoplamiento está por encima de cero, cambiando por completo su forma. La corriente

presenta máximos y mı́ninos con cambios abruptos de signo y se observa que al aumentar

la temperatura disminuye la amplitud. En un anillo en presencia únicamente de EO Rash-

ba esta componente se anula. Para un anillo en presencia de ambas interacciones EO, la

densidad de corriente presenta un comportamiento similar al caso de la componente x̂ y



por el mismo argumento se impone la interaccion EO Intŕınseca. En el caso de la corriente

existen máximos y mı́nimos con cambios abruptos de signo.

Un aporte interesante que se presenta, se relaciona con la caracterización del espectro

para el caso en el que un anillo de Grafeno u otro material presente interacción EO, re-

cordando que en el régimen de respuesta lineal la derivada del espectro respecto del flujo

magético se corresponde con la densidad de corriente persistente.

Una recomendación para la ampliación de este trabajo, seŕıa reproducir todos es-

tos cálculos para anillos con un mayor número de sitios y aśı observar las componentes

de la corriente de esṕın que no obtuvimos en este trabajo.
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Apéndice A

Cuentas.

A.1. Operadores de creación y aniquilación escritos

de forma matricial

Operador de creación en el sitio n:

c†nσ =

(
c†n↑ 0

0 c†n↓

)
(A.1)

Operador de aniquilación en el sitio n:

cnσ =

(
cn↑ 0

0 cn↓

)
(A.2)

Operadores de creación y aniquilación en el sitio n:

c†nσcnσ =

(
c†n↑cn↑ 0

0 c†n↓cn↓

)
(A.3)

c†nσcn(−σ) =

(
0 c†n↑cn↓

c†n↓cn↑ 0

)
(A.4)

A.2. Cuenta de los términos de Acoplamiento Esṕın-

Órbita en el Grafeno

A.2.1. El término de acoplamiento EO Int́ınseco.

iλEO
∑
n

νnc
†
nσSzcn+2σ
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c†nσSzcn+2σ =
1

2

(
c†n↑ 0

0 c†n↓

)(
1 0

0 −1

)(
cn+2↑ 0

0 cn+2↓

)

=
1

2

(
c†n↑ 0

0 c†n↓

)(
cn+2↑ 0

0 −cn+2↓

)

=
1

2

(
c†n↑cn+2↑ 0

0 −c†n↓cn+2↓

)
=

1

2
σc†nσcn+2σ

(A.5)

Quedando entonces:

iλEO
2

∑
n

νnσc†nσcn+2σ (A.6)

A.2.2. El término de acoplamiento EO Rashba.

iλR
∑
n

c†nσ(S̃× d̂n)zcn+1σ

Donde

S̃ = Sxx̂+ Syŷ + Sz ẑ =
1

2
(σxx̂+ σyŷ + σz ẑ)

y

Figura A.1: Vectores a primeros vecinos.

~δn,n+1 = −aθ̂, ~δn+1,n = aθ̂, (A.7)
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cuyos vectores unitarios son:

d̂n,n+1 = −θ̂, d̂n+1,n = θ̂, (A.8)

iλR
∑
n

(
c†nσ

(
~S × d12

)
z
cn+1σ + c†n+1σ

(
~S × d21

)
z
cnσ

)
aśı

i

2
λR
∑
n

(
c†nσ(−σx cos θ − σysenθ)cn+1σ + c†n+1σ(σx cos θ + σysenθ)cnσ

)

c†nσσxcn+1σ =

(
c†n↑ 0

0 c†n↓

)(
0 1

1 0

)(
cn+1↑ 0

0 cn+1↓

)
=

(
c†n↑ 0

0 c†n↓

)(
0 cn+1↓

cn+1↑ 0

)

=

(
0 c†n↑cn+1↓

c†n↓cn+1↑ 0

)
= c†nσcn+1(−σ)

c†nσσycn+1σ =

(
c†n↑ 0

0 c†n↓

)(
0 −i
i 0

)(
cn+1↑ 0

0 cn+1↓

)
= i

(
c†n↑ 0

0 c†n↓

)(
0 −cn+1↓

cn+1↑ 0

)

= i

(
0 −c†n↑cn+1↓

c†n↓cn+1↑ 0

)
= −iσc†nσcn+1(−σ)

c†n+1σσxcnσ =

(
c†n+1↑ 0

0 c†n+1↓

)(
0 1

1 0

)(
cn↑ 0

0 cn↓

)
=

(
c†n+1↑ 0

0 c†n+1↓

)(
0 cn↓

cn↑ 0

)

=

(
0 c†n+1↑cn↓

c†n+1↓cn↑ 0

)
= c†n+1σcn(−σ)

c†n+1σσycnσ =

(
c†n+1↑ 0

0 c†n+1↓

)(
0 −i
i 0

)(
cn↑ 0

0 cn↓

)
= i

(
c†n+1↑ 0

0 c†n+1↓

)(
0 −cn↓

cn↑ 0

)

= i

(
0 −c†n+1↑cn↓

c†n+1↓cn↑ 0

)
= −iσc†n+1σcn(−σ)

Entonces,

i

2
λR
∑
n

(
c†nσ(−σx cos θ − σysenθ)cn+1σ + c†n+1σ(σx cos θ + σysenθ)cnσ

)
Finalmente:

i

2
λR
∑
n

e−iσθ
(
c†n+1σcn(−σ) − c†nσcn+1(−σ)

)
(A.9)

donde θ es el ángulo que hay entre un sitio del anillo y su primer vecino.
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A.3. Conmutador.

El conmutador del primer término del Hamiltoniano con el operador posición viene

dado expĺıcitamente por:

[
t
∑
n

c†nσcnσ,
∑
j

c†jσ′jcjσ′

]
= t
∑
nj

[c†nσcnσ, c
†
jσ′cjσ′ ]j

= t
∑
nj

(c†nσ[cnσ, c
†
jcj] + [c†nσ, c

†
jcj]cnσ)j

= t
∑
nj

(c†nσ({cnσ, c†j}cj − c†j{cnσ, cj})

+ ({c†nσ, c
†
j}cj − c†j{c†nσ, cj})cnσ)j

= t
∑
nj

(c†nσcjδnjδσσ′ − c†jcnσδnjδσσ′)j

= 0

(A.10)

A.4. Valor medio de la ecuación (4.15) y definición

de las funciones de Green para el mismo.

Procedemos a conseguir el valor medio de la ecuación (4.15) de la siguiente manera:

[H,x] = t
∑
nσ

eiφc†nσcn+1σ︸ ︷︷ ︸
A

− t
∑
nσ

e−iφc†n+1σcnσ︸ ︷︷ ︸
B

+ iλEO
∑
nσ

νnσc†nσcn+2σ︸ ︷︷ ︸
C

− i

2
λR
∑
n

e−iσθc†nσcn+1(−σ)︸ ︷︷ ︸
D

− i

2
λR
∑
n

e−iσθc†n+1σcn(−σ)︸ ︷︷ ︸
E

.
(A.11)

Para el valor medio de A

〈A〉 = t
∑
n

eiφ〈c†nσcn+1σ〉.

Definimos la función de Green:

Gn+1σ,nσ(t) ≡ −i〈Tccn+1σ(t)c†nσ〉,

de modo que:
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G<
n+1σ,nσ(t) = i〈c†nσcn+1σ(t)〉,

y aśı:

〈A〉 = −it
∑
n

eiφG<
n+1σ,nσ(0).

Veamos el valor medio de B:

〈B〉 = t
∑
n

e−iφ〈c†n+1σcnσ〉

Definimos:

Gnσ,n+1σ(t) ≡ −i〈Tccnσ(t)c†n+1σ〉,

de modo que,

G<
nσ,n+1σ(t) = i〈c†n+1σcnσ(t)〉,

y aśı:

〈B〉 = t
∑
n

e−iφG<
nσ,n+1σ(0),

Para el valor medio de C,

〈C〉 = iλEO
∑
nσ

νnσ
〈
c†nσcn+2σ

〉
.

Definimos:

Gn+2σ,nσ(t) ≡ −i〈Tccn+σc
†
nσ〉,

de modo que:

G<
n+2σ,nσ(t) = i〈c†nσcn+2σ(t)〉,

y aśı:

〈C〉 = iλEO
∑
n

νnσG
<
n+2σ,nσ(0).

Para el valor medio de D
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〈D〉 = − i
2
λR
∑
n

e−iθσ〈c†nσcn+1(−σ)〉.

Definimos:

Gn+1(−σ),nσ(t) ≡ −i〈Tccn+1(−σ)c
†
nσ〉,

de modo que:

G<
n+1(−σ),nσ(t) = i〈c†nσcn+1(−σ)(t)〉,

y aśı:

〈D〉 = − i
2
λR
∑
n

e−iθσG<
n+1(−σ),nσ(0).

Para el valor medio de E

〈E〉 = − i
2
λR
∑
n

e−iθσ〈c†n+1σcn(−σ)〉.

Definimos:

Gn(−σ),n+1σ(t) ≡ −i〈Tccn(−σ)(t)c
†
n+1σ〉,

de modo que,

G<
n(−σ)σ,n+1σ(t) = i〈c†n+1σcn(−σ)(t)〉,

y aśı:

〈E〉 = − i
2
λR
∑
n

e−iθσG<
n(−σ),n+1σ(0).

A.5. Anticonmutador.

El anticonmutador del vector S̃ con la ecuación (4.15) la cual dividimos como en

(A.11), viene dado por:

{
S̃,A

}
=
t

2

∑
n

eiφ
({

σx, c
†
nσcn+1σ

}
x̂+

{
σy, c

†
nσcn+1σ

}
ŷ +

{
σz, c

†
nσcn+1σ

}
ẑ
)
, (A.12)

resolviendo por separado para cada componente,
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{
σx, c

†
nσcn+1σ

}
=

(
0 1

1 0

)(
c†n↑cn+1↑ 0

0 c†n↓cn+1↓

)
+

(
c†n↑cn+1↑ 0

0 c†n↓cn+1↓

)(
0 1

1 0

)

=

(
0 c†n↓cn+1↓

c†n↑cn+1↑ 0

)
+

(
0 c†n↑cn+1↑

c†n↓cn+1↓ 0

)

=

(
0 c†n↓cn+1↓ + c†n↑cn+1↑

c†n↑cn+1↑ + c†n↓cn+1↓ 0

)

=

 0
∑
σ

c†nσcn+1σ∑
σ

c†nσcn+1σ 0


=
∑
σ

c†nσcn+1σσx,

(A.13)

{
σy, c

†
nσcn+1σ

}
=

∑
σ

c†nσcn+1σσy,{
σz, c

†
nσcn+1σ

}
= 2c†nσcn+1σσz,

nos queda:

{
S̃,A

}
=
t

2

∑
n

eiφ

(∑
σ

c†nσcn+1σσxx̂+
∑
σ

c†nσcn+1σσyŷ + 2c†nσcn+1σσz ẑ

)
.

Luego:

{
S̃,B

}
= − t

2

∑
n

e−iφ
({

σx, c
†
n+1σcnσ

}
x̂+

{
σy, c

†
n+1σcnσ

}
ŷ +

{
σz, c

†
n+1σcnσ

}
ẑ
)
,

resolviendo por separado para cada componente,

{
σx, c

†
n+1σcnσ

}
=

∑
σ

c†n+1σcnσσx,{
σy, c

†
n+1σcnσ

}
=

∑
σ

c†n+1σcnσσy,{
σz, c

†
n+1σcnσ

}
= 2c†n+1σcnσσz,

nos queda:
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{
S̃,B

}
= − t

2

∑
n

e−iφ

(∑
σ

c†n+1σcnσσxx̂+
∑
σ

c†n+1σcnσσyŷ + 2c†n+1σcnσσz ẑ

)
.

Luego,

{
S̃, C

}
=
iλEO

2

∑
n

νn
({

σx, σc†nσcn+2σ

}
x̂+

{
σy, σc†nσcn+2σ

}
ŷ +

{
σz, σc†nσcn+2σ

}
ẑ
)
,

resolviendo por separado para cada componente,

{
σx, σc†nσcn+2σ

}
=

∑
σ

σc†nσcn+2σσx,{
σy, σc†nσcn+2σ

}
=

∑
σ

σc†nσcn+2σσy,{
σz, σc†nσcn+2σ

}
= 2c†nσcn+2σI2×2,

nos queda:

{
S̃, C

}
=
iλEO

2

∑
n

νn

(∑
σ

σc†nσcn+2σσxx̂+
∑
σ

σc†nσcn+2σσyŷ + 2c†nσcn+2σI2×2ẑ

)
.

Luego,

{
S̃,D

}
=
i

4
λR
∑
n

e−iσθ
({

σx, c
†
nσcn+1(−σ)

}
x̂+

{
σy, c

†
nσcn+1(−σ)

}
ŷ +

{
σz, c

†
nσcn+1(−σ)

}
ẑ
)

resolviendo por separado para cada componente,{
σx, c

†
nσcn+1(−σ)

}
=

∑
σ

c†nσcn+1(−σ)I2×2,{
σy, c

†
nσcn+1(−σ)

}
= i

∑
σ

σc†nσcn+1(−σ)I2×2,{
σz, c

†
nσcn+1(−σ)

}
= 0

nos queda:

{
S̃,D

}
=
i

4
λR
∑
n

e−iσθ

(∑
σ

c†nσcn+1(−σ)I2×2x̂+ i
∑
σ

σc†nσcn+1(−σ)I2×2ŷ

)
.
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Luego,

{
S̃, E

}
=
i

4
λR
∑
n

e−iσθ
({

σx, c
†
n+1σcn(−σ)

}
x̂+

{
σy, c

†
n+1σcn(−σ)

}
ŷ +

{
σz, c

†
n+1σcn(−σ)

}
ẑ
)

resolviendo por separado para cada componente,{
σx, c

†
n+1σcn(−σ)

}
=

∑
σ

c†n+1σcn(−σ)I2×2,{
σy, c

†
n+1σcn(−σ)

}
= i

∑
σ

σc†n+1σcn(−σ)I2×2,{
σz, c

†
n+1σcn(−σ)

}
= 0

nos queda:

{
S̃, E

}
=
i

4
λR
∑
n

e−iσθ

(∑
σ

c†n+1σcn(−σ)I2×2x̂+ i
∑
σ

σc†n+1σcn(−σ)I2×2ŷ

)
.

A.6. Funciones de Green

La sumatoria de las diferentes funciones de Green que aparecen en las dendidades de

corriente y de esṕın:

4∑
n=1

G<
n+1σ,nσ(0) = G<

2σ,σ(0) +G<
3σ,2σ(0) +G<

4σ,3σ(0) +G<
σ,4σ(0)

4∑
n=1

G<
nσ,n+1σ(0) = G<

σ,2σ(0) +G<
2σ,3σ(0) +G<

3σ,4σ(0) +G<
4σ,σ(0)

4∑
n=1

G<
n+2σ,nσ(0) = G<

3σ,σ(0) +G<
4σ,2σ(0) +G<

σ,3σ(0) +G<
2σ,4σ(0)

4∑
n=1

G<
n+1(−σ),nσ(0) = G<

2(−σ),σ(0) +G<
3(−σ),2σ(0) +G<

4(−σ),3σ(0) +G<
−σ,4σ(0)

4∑
n=1

G<
n(−σ),n+1σ(0) = G<

−σ,2σ(0) +G<
2(−σ),3σ(0) +G<

3(−σ),4σ(0) +G<
4(−σ),σ(0)

(A.14)

Sistema de ecuaciones generado por la primera función de Green:
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i
dG2σ,σ(t)

dt
= t′G2σ,σ(t) + t

(
eiφG3σ,σ(t) + eiφGσ,σ(t)

)
+
iλEO

2
νnσG4σ,σ(t)

+
iλR
2
e−iσθ

(
G−σ,σ(t)−G3(−σ),σ(t)

)
i
dGσ,σ(t)

dt
= δ(t, 0) + t′Gσ,σ(t) + t

(
eiφG2σ,σ(t) + eiφG4σ,σ(t)

)
+
iλEO

2
νnσG3σ,σ(t) +

iλR
2
e−iσθ

(
G4(−σ),σ(t)−G2(−σ),σ(t)

)
i
dG3σ,σ(t)

dt
= t′G3σ,σ(t) + t

(
eiφG4σ,σ(t) + eiφG2σ,σ(t)

)
+
iλEO

2
νnσGσ,σ(t)

+
iλR
2
e−iσθ

(
G2(−σ),σ(t)−G4(−σ),σ(t)

)
i
dG4σ,σ(t)

dt
= t′G4σ,σ(t) + t

(
eiφGσ,σ(t) + eiφG3σ,σ(t)

)
+
iλEO

2
νnσG2σ,σ(t)

+
iλR
2
e−iσθ

(
G3(−σ),σ(t)−G−σ,σ(t)

)
i
dG−σ,σ(t)

dt
= +t′G−σ,σ(t) + t

(
eiφG2(−σ),σ(t) + eiφG4(−σ),σ(t)

)
− iλEO

2
νnσG3(−σ),σ(t)

+
iλR
2
eiσθ (G4σ,σ(t)−G2σ,σ(t))

i
dG2(−σ),σ(t)

dt
= +t′G2(−σ),σ(t) + t

(
eiφG3(−σ),σ(t) + eiφG−σ,σ(t)

)
− iλEO

2
νnσG4(−σ),σ(t)

+
iλR
2
eiσθ (Gσ,σ(t)−G3σ,σ(t))

i
dG3(−σ),σ(t)

dt
= +t′G3(−σ),σ(t) + t

(
eiφG4(−σ),σ(t) + eiφG2(−σ),σ(t)

)
− iλEO

2
νnσG−σ,σ(t)

+
iλR
2
eiσθ (G2σ,σ(t)−G4σ,σ(t))

i
dG4(−σ),σ(t)

dt
= +t′G4(−σ),σ(t) + t

(
eiφG−σ,σ(t) + eiφG3(−σ),σ(t)

)
− iλEO

2
νnσG2(−σ),σ(t)

+
iλR
2
eiσθ (G3σ,σ(t)−Gσ,σ(t))

(A.15)

A.7. Matriz.

Denotaremos las entradas de una matriz 2× 2 dela siguiente manera:

Mab
2×2 =

(
++ +−
−+ −−

)
(A.16)

con ab representando las entradas de las matrices.
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[3] N Boĺıvar et al. Persistent charge and spin currents in the long-wavelength regime

for graphene rings. 10.1103/PhysRevB.89.125413:6–9, 2014.

[4] Y. Imry M. Buttiker and R. Landauer. Josephson behavior in small normal one-

dimensional rings. 96, Issue 7:365–367, 1983.

[5] William Ennis Shanks. Persistent Currents in Normal Metal Rings. ar-

Xiv:1112.3395v1 [cond-mat.mes-hall]:6–10, 2011.

[6] Mikhail I. Katsnelson. Graphene chemistry. page

https://www.britannica.com/science/graphene.

[7] Jean-Noel and Mark Oliver. Introduction to the physical properties of graphene.

pages 21–41.

[8] Ernesto Medina. Derivation of the Kane and Mele Hamiltonian beginning from the

second quantized form. 03.65.Ud, 34.80.Qb, 2012.

[9] Robert Eisberg and Robert Resnick. F́ısica cuántica: Átomos, moléculas, sólidos,
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