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Resumen

Cuantizacion a la Dirac de una teoria topolégica Abeliana

Adalberto Antonio Diaz Rodriguez
Dr Lorenzo Leal Brizuela, Tutor

Universidad Central de Venezuela

Partiendo de una teoria topologica Abeliana se estudia sus propiedades (ecuaciones de movi-
miento , invariancia de calibre , invariantes de nudos generados). Se introduce una acciéon de
tipo B-F para eliminar la no-localidad existente en la accion inicial y se realiza la cuantizacion
canoénica siguiendo el método de Dirac para la cuantizacion de lagrangianos singulares.

Se procede a cuantizar la teoria B-F. Se introducen ciertas corrientes geométricas asociadas a
los campos y se calcula el Hamiltoniano on-shell de manera de obtener ciertos invariantes de

curvas que son interpretados geométricamente.

Dr Lorenzo Leal Brizuela
Tutor
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

En el transcurrir de los anos se ha evidenciado la estrecha conexiéon que existe entre los re-
sultados matemaéticos y la fisica. Un ejemplo relativamente moderno de esto lo constituyen las
teorias topoldgicas. En este trabajo consideraremos teorias relacionadas con la de Chern-Simon,
que son interesantes por ser de caracter topolégico, es decir , independientes de la métrica [1] lo
que permite describir propiedades topoldgicas de las variedades sobre las cuales son definidas.

Por otro lado las teorias de Chern-Simon permiten desarrollar ciertos Invariantes de nudo.

Uno de los aportes més relevantes al estudio de teorias topologicas fue dado por Edward Witten
[2], que demostré la relacion existente entre la teoria cudntica de campos y los invariantes de
nudo presentes en teorfas de Chern-Simon. A consecuencia de esto surgieron multiples trabajos
que permitieron el fortalecimiento en distintas areas, como por ejemplo: Efecto Hall Cuéntico,
teorias de cuerdas y Superconductividad a temperaturas altas . Se puede ver que el estudio de
nudos va mas alld de la fisica, ya que también es de gran utilidad en Biologia debido a que

se ha estudiado la “topologia” del ARN, las estructuras de enredo de los polimeros, sintesis
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molecular y moléculas anudadas [3]

En este trabajo aplicamos el método de cuantizaciéon de Dirac para lagrangianos singulares
de primer orden [4], especificamente el método propuesto por Fadeev-Jackiw [5] al estudio de
teorias de tipo Chern-Simon, ya que, aparte de ser topologicas como se mencion6 anteriormente

, poseen invariancia de calibre [7], lo que las hace singulares.

La estructura de este trabajo serd la siguiente :

En el segundo capitulo se hace un esbozo de conceptos bésicos de la teoria clasica de cam-
pos. Se estudia el campo de Maxwell y se revisa la formulacién candnica.

En el tercer capitulo se resume el método de cuantizaciéon de Dirac, con una breve referencia
al método alternativo de cuantizacion de Fadeev-Jackiw. Se estudia el importante ejemplo del
campo de Maxwell sin fuentes.

En el cuarto capitulo procederemos a estudiar propiedades de una teoria topoldgica Abeliana
tales como sus ecuaciones de movimiento, invariancia de calibre e invariantes de nudo genera-
dos. Posteriormente se realizara el estudio de su cuantizacion; para ello se introduce una accién
de tipo B-F, estos modelos B-F son teorias cuantica de campos topoldgicas , que para nuestro
caso estaran acompaados de corrientes asociadas a cada campo. Este modelo nos serd de gran
utilidad a la hora de simplificar los resultados.

En el quinto capitulo se introducen unas corrientes gedmetricas que al acoplarse con la teoria
B-F, permiten explorar ciertos invariantes asociados al espacio 2-dimensional. Estos invariantes
se obtienen al calcular el Hamiltoniano on-shell de la teoria B-F. Los invariantes pueden verse
como una “proyeccion® en el plano del invariante asociado al 3-espacio que detecta el anuda-
miento de los anillos Borromeanos [8, 9] .

Para finalizar se presentan las conclusiones de nuestro trabajo y las referencias bibliograficas.



CAPITULO 2

NOCIONES BASICAS DE LA TEORIA
CLASICA DE CAMPOS

La teoria clasica de campos se encarga de estudiar la dinamica y la interaccién de uno o varios
campos fisicos. A diferencia de la Mécanica Clésica , ésta teoria describe infinitos grados de
libertad. El principal objetivo de este capitulo es recordar conceptos bésicos de la teoria clésica
de campos. Para ello postulamos la existencia de una funcién Lagrangiana, y a partir de ella
se obtendran las ecuaciones de movimiento mediante un principio variacional. Mas adelante
veremos la relacion existente entre las leyes de conservacion y las simetrias mediante el teorema
de Noether. Luego se introducirdan conceptos de Electrodinamica. El campo de Maxwell nos
serd de gran utilidad a la hora de explicar el método de cuantizacion que se va a emplear en

este Trabajo Especial de Grado, por lo que le dedicaremos especial atencién.
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2.1. Principio de minima accién

El principio de minima accién describe la evolucién a lo largo del tiempo de un campo [11],[10].
Denotamos los campos del modo ¢%(z) con (o = 1,...N). El indice « indica el nimero de
componentes de un campo; cabe destacar que la dimensién del espacio-tiempo sera d + 1 = D,

y = (t, ) es el D-vector Lorentziano. Postulamos la existencia de una densidad Lagrangiana.

L= £(¢aaau¢a) (2'1)

Esta densidad depende de los campos y sus primeras derivadas. Teniendo esto podemos definir

la Accién para una region €2 de espacio-tiempo D-dimensional

= Dl‘ .
5= /Q 2L (D D) (2.2)

A partir de la accién se puede obtener las ecuaciones de movimiento valiéndose de un principio
variacional. Si en cualquier regiéon arbitaria {2 los campos del sistema dindmico son variados de
la forma ¢, () — ¢u(x) + 0¢a(x) de tal modo que la variacién se anula sobre una superficie
I' que delimita la region €2, entonces la accién es estacionaria cuando los campos obedecen las

ecuaciones dinamicas. La estacionariedad establece que :

55 =0 (2.3)
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Desarrollando 65, a partir de la ecuacion ([2.2) obtenemos:

[ foc oc
55_/Qdx{a%aqﬁﬁa(%%)a(@%)}

_ 4 3_£ _ a—ﬁ 4 oL
o= [ {(%a 8“(a<ama>> } b6+ [ st (8(%&)5%),

donde la tltima ecuacion es obtenida integrando por partes. El segundo término de la expresion

anterior se puede convertir en una integral de superficie que se anula debido a que d¢, = 0

sobre I'. En resumen, para que se satisfaga (2.3]) debe cumplirse que:

Esta tltima expresion es conocida como la ecuacion de Euler-Lagrange para campos.

2.2. Teorema de Noether.

El teorema de Noether se ha convertido en una herramienta vital de la fisica tedérica y un
resultado importante del célculo variacional. Este teorema permite entender el vinculo existente
entre las leyes de conservacion y las propiedades de simetria. Recordemos que las leyes de
conservacion indican que existen ciertas cantidades en la naturaleza que no cambian en el tiempo
, independientemente de la evolucién dinamica del sistema que se haya fijado. Consideremos

transformaciones continuas de las coordenadas.
/ —
T, =T, + 0z, (2.5)

y las transformaciones de los campos.

¢p(2') = ¢rn(x) + 0¢r (). (2.6)
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Con esto se puede definir el cambio en la densidad Lagrangiana propuesta en la ecuacién ([2.1))
del modo

L'(z") = L(x) + dL(x). (2.7)

Una vez definidas las variaciones tanto en los campos como en las coordenadas((2.6),(2.5) pro-

cedemos a definir una variacion total.

09, () = ¢.(z) — ¢ (). (2.8)
Al maniobrar algebraicamente la ecuacién anterior y usando la expansién de Taylor se puede
reescribir la variacion total de manera mas conveniente

0¢, ()
oz, OTp;

00, () = 8¢, (x) — (2.9)

donde hemos usado que la derivada parcial a% conmuta con ¢, es decir:
"

iéqbr(:v) = (M> : (2.10)

Ox,, Oz,
El teorema de Noether establece que si la acciéon de una teoria es invariante bajo ciertas trans-
formaciones dz* y d¢ , expresables infinitesimalmente, entonces , sobre las ecuaciones de movi-
miento, existen unas corrientes conservadas asociadas a dicha invariancia.

Para probar el teorema de Noether, supongamos que :

5S:/Id4x'£'(x’)—/ﬂd4x£(x) =0, (2.11)
N / 5L () + / L) - /Q iz L), (2.12)

donde €' representa el mismo volumen de integracién de 2 expresado en términos de las nuevas

coordenadas z’. Se tiene que :
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Doz
4 1 4
d'y = (1 + 5 ) d'z. (2.13)

Al usar la variacion total (2.9) en (2.11)) vemos que:

4S = /§2d4x(5£(x) + %(ﬁ(wﬁx“)) (2.14)

Expresemos la variacion total Sﬁ(x) en funcién de los campos y sus derivadas , obteniendo :

=150 8 (S ] e

Cabe destacar que usamos la ecuacién (2.10|) que posee la propiedad de intercambiar la variacion
de los campos por su diferenciacién. Sustituyendo (2.15)) en la ecuacién (2.14]) y ademads teniendo
en cuenta que es arbitrario el volumen de integraciéon €2, tenemos que :

[3;(5) - aiu (aé()g/fzz))} 00, + % {a?gfz)&” + L(z)dzk| = 0. (2.16)

El primer término de ([2.16)) se anula en virtud de la ecuacién de movimiento. En consecuencia

(2.16)) queda como :

o [ aL(x)

ozt | D(0rg,)

Py
ox,

(0, (z) — dz,) + L(x)oz"| = 0. (2.17)
Esta ultima expresién la podemos identificar como la ecuacién de continuidad para campos
vectoriales .

0

() =0, (2.18)

convirtiéndose f#(x) en una densidad de corriente conservada. Esto puede demostrarse si ([2.18))
se integra sobre el espacio 3-dimensional y con la ayuda del teorema de Gauss.

OZ/Vd?’xifu(a:):/‘/d3xai%f0(x)+/vd3xv.f(x) (2.19)

Oz,
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0= 4 Pz fo(z) +]{ do.f(x). (2.20)

dxo Jy ov
Por definicion el término de superficie de ([2.20) se anula con condiciones de borde apropiados

en el infinito, por tanto :
o= [ o, 221
v

es una cantidad conservada. A partir de esto se pueden mencionar ciertas aplicaciones del

teorema de Noether:

1. Invariancia bajo traslaciones:
La invariancia con respecto a traslaciones espacio-temporales origina la ley de conservacion

del cuadrimomento.

2. Invariancia bajo rotaciones:
La invariancia con respecto a rotaciones esta asociado a la conservacion del momento

angular

3. Simetrias internas:
La conservacion de la carga eléctrica puede verse como consecuencia de la invariancia de

una teoria de campos complejos bajo rotaciones en el plano complejo.

2.3. Ecuaciones de Maxwell

En la fisica lo que para la mecanica clasica significan las leyes de Newton lo son las ecuaciones
de Maxwell para el Electromagnetismo. Como se sabe, las leyes del Electromagnetismo fueron
enunciadas por Gauss, Coulomb, Ampere y Faraday; dichas leyes fueron recopiladas por James
Clerk Maxwell quien elaboré una completa teoria electromagnética basandose en sus ecuaciones

que se veran a continuaciéon.[6]. Comencemos con la ley de Gauss



Capitulo 2: Nociones basicas de la teoria clasica de campos

JE=", (2.22)

€o

siendo p la densidad de carga . Esta ecuacion indica que el flujo de campo eléctrico total a través
de cualquier superficie cerrada es igual a la carga neta encerrada por la superficie. Seguimos
con:

V.B =0. (2.23)

Esta ecuacion establece que el flujo magnético a través de una superficie cerrada es cero, es decir
, el nimero de lineas de campo magnético que entran a la superficie es igual al nimero de las
que salen, por lo cual se puede afirmar que en la naturaleza no existen monopolos magnéticos.
La ley de Faraday se expresa como:

0B

VxE=—"". 2.24
X T (2.24)

Lo que indica esta ecuacién es que un campo magnético que depende del tiempo implica la
existencia de un campo eléctrico, del que su circulacién por un camino arbitrario es igual a
menos la derivada temporal del flujo magnético en cualquier superficie limitada por el camino
cerrado. Finalmente, se tiene la ley de Ampere-Maxwell

VX B=pu,J+ uoeog. (2.25)

Esta ley aclara la relacion entre los campos eléctricos y magnéticos con corrientes eléctricas,
ademas establece la relacion simétrica de la induccion, es decir , la forma como un campo eléc-
trico variable puede generar un campo magnético y como consecuencia una corriente eléctrica

en un circuito.

Las ecuaciones de Maxwell (2.23)) y (2.24)), conducen a [24]:

B=VxA
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E=—V¢-—2

donde A(z) es el potencial vector y ¢(z) es el potencial escalar.

Veamos ahora como expresar las ecuaciones de Maxwell en el lenguaje de tensores , ya que de

esta manera se hace explicita la covariancia bajo transformaciones de Lorentz.

2.3.1. Tensor electromagnético

Definamos el potencial cuadrivector

o -
AF = (Z
.4,
y el tensor de Maxwell:
v 1
Fr = oA" o4 = OMAY — 9V A*,
ox, Oz,

(2.26)

(2.27)

F* es un tensor anti-simétrico contravariante de rango 2 llamado tensor del campo electro-

magnético. Puede ser escrito en forma matricial del modo :

0 -E, —E, —E.
E, 0 -B. B,
E, B. 0 -B,
~-E, -B, B, 0

P =

(se estan empleando unidades naturales ¢ = A = 1). Si queremos el tensor del campo electro-

magnético en forma covariante obtenemos lo siguiente:

F

uy — nunnuz\Fﬁ)\ = auAV - auAu

10
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Donde 7, es la métrica de Minkwosky diag(1, —1,—1,—1) . A continuacién la representacién

matricial de manera covariante:

0O E, E, E.
~E, 0 -B. B,
—E, B. 0 —B,
-E, -B, B, 0

La homogeneidad de las ecuaciones ([2.23)),(2.24) y la inhomogeneidad de (2.22)) ,(2.25)) pueden

ser expresadas en el par de ecuaciones
0, F" = j5¥ (2.28)

OPFM 4 OV FM 4 9" FA = 0. (2.29)

Aqui 7” es un cuadrivector con las siguientes componentes:

El tensor de Maxwell, y por tanto las ecuaciones de Maxwell son invariantes bajo transforma-

ciones de calibre:

Al = A, + 9.\ (2.30)

Las ecuaciones de Maxwell pueden obtenerse a partir de la accion:

1
S:—Z/ d4xFWF“”—/d4:vAMJ". (2.31)

siguiendo el principio variacional ya discutido. La accién S es también invariante de calibre si

la corriente J* es conservada.

11



CAPITULO 3

CUANTIZACION DE DIRAC

3.1. Formulacion Hamitoniana y Cuantizacién Canédnica

En un sistema lagrangiano descrito por m coordenadas generalizadas independientes q;...q,, ,

el movimiento viene determinado por las m ecuaciones [12].

d (OL\ OL
= (aq'i) =5 =0 {1om) (3.1)

Es posible reformular la dindmica de otra manera . En lugar de las m ecuaciones de 2do orden
, se puede trabajar con 2m ecuaciones de 1°" orden independientes expresadas en términos
de 2m variables independientes. Las 2m coordenadas evolucionan en el tiempo satisfaciendo las
ecuaciones dinamicas correspondientes, trazando una familia de curvas que llenan el espacio de
fases sin cortarse unas a otras . En este espacio de fases se pueden utilizar diferentes sistemas

de coordenadas. Si se elige el sistema de coordenadas ¢;..q,, ¥ p1..pm donde

)
 04i°

Di (3.2)

12
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se llega a una formulacién de la mecénica conocida como la formulaciéon Hamiltoniana. A partir

de las transformaciones de Legendre se puede definir el Hamiltoniano mediante la siguiente

relacion:

Qzapu Z pz% - q“piat)‘

Tomando el diferencial de la expresion anterior

=1

i=1 i=1

aL 0L . 0L
dH = Z dpi.Gi + Z pi-dg; — d 4 — 8_q'-d% T
j= i=1 1

Usando las ecuaciones de Lagrange y la definiciéon de los momentos ([3.2)), se tiene :

dH = Z qzdpz szd% - _dt

comparando con (3.5

- L
dH = —dpl—l—z—dql %—t

=1 =

dt,

se obtienen un conjunto de ecuaciones que se conocen como ecuaciones de Hamilton:

oH _ .. OH .. o _ oL
Op; -0 oq; bis ot~ Ot

y que equivalen a las ecuaciones de Lagrange.

13

(3.3)

(3.4)



Capitulo 3: Cuantizacion de Dirac

3.2. Corchetes de Poisson

Se definen de la forma:

u ou Ov ou OJv
fwo}=2 (8%- opi  Opi 8qi) ’ (3.7)

i=1

donde u = u(g;,pi,t) y v = v(g;, pi,t) son funciones del espacio de fases que dependen del
tiempo. El corchete de Poisson satisface las siguientes propiedades:

i {u,u} =0

ii {u,k}, siendo k una constante.

iii {u,0} = —{v,u} (anti-simétrica).

iv {u+v,w} = {u,w}+ {v,w} (lincalidad en cada entrada)

v {u,ow} = {u, v}t + {v,u}to (Regla del producto).

vi {{u,0}, 0} + {{v,w}, u} + {{w,u}, v} (Identidad de Jacobi)

Los corchetes fundamentales son:

{¢*,¢"} =0
{p*,p°} =0
{a%,ps} = 05,

como se, desprende facilmente de la definiciéon. En términos de los corchetes de Poisson, la

dindmica se expresa

Algp) = (A, HY + 5 3:5)

Esto se prueba facilmente con el uso de las ecuaciones de Hamilton.

14
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A nivel de teorias cldsicas de campos los corchetes de Poisson (a tiempos iguales) seran:

(3.9)

. ou oo ou 00
{u[@, ], v[Q, 7} = /d ! (5Qa(x) ome(z)  om(x) 5Qa($)) 7

y los corchetes fundamentales son:
{Qa(2), Qu(y)} = {m*, 7"} =0
{Qa(x), 7 (y)} = 050" (x — y)
donde 6¢ es la delta de Kronecker y 6P(x — ) es la delta de Dirac. En la expresiéon se ha

hecho uso de la derivada funcional, el cual es explicada como la diferenciacién de un funcional

con respecto a su argumento.

OF[¢]
0F|¢p] = /dx—équ 3.10
0 L (3.10)
En particular el objeto g—([g permite aclarar como se transforma el funcional si la funcién ¢(z)

es cambiada en el punto (z).

15
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3.3. Cuantizacion a la Dirac

Paul Dirac propuso una formulaciéon canénica para el caso de sistemas singulares [4, [13], esto

es , sistemas que cumplen

0*L

Si un sistema es singular, los momentos conjugados

_ oL 12
Pn= 5o (3.12)

qn
y las coordenadas estan ligadas, por lo cual no pueden despejarse las velocidades, requisito para
la formulacion canénica usual. En este caso se tendra una serie de ligaduras primarias , que nos

dice que no todos los ¢; v p* son independientes.

Om(¢,p) =0 m=1...M. (3.13)

Estas Ligaduras definen una Sub-variedad sobre el espacio de fase. En este caso , siguiendo a

Dirac redifinimos el Hamiltoniano como
H— H+U"¢n(q,p), (3.14)

donde U™ son los multiplicadores de Lagrange para las ligaduras. Como los ¢'s y p’s no son
independientes, la dinamica se extrae de un principio variacional de primer orden con el Ha-

miltoniano (3.14]). Se varfa entonces el Lagrangeano

L=pig;—H(q,p) — U dn(q,p) (3.15)

16
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3.4. Ligaduras Secundarias

Las ecuaciones de movimiento en el formalismo de Poisson se escriben:.

F={F H}+U™F, ¢n} , (3.16)

donde F' es cualquier objeto dependiente de los p's v ¢'s. Es importante destacar que H es el
Hamiltoniano total del sistema , U™ son los multiplicadores de Lagrange y ¢,, las ligaduras
primarias. Estas ecuaciones deben complementarse con las ligaduras primarias, es decir , a
partir de estudiamos la preservacion en el tiempo calculando los corchetes de Poisson
entre las ligaduras y el Hamiltoniano Canénico. Puede suceder que aparezcan nuevas relaciones
de los p’s y los q’s independientes de las ligaduras primarias, estas relaciones se conocen como

ligaduras secundarias.

oi(¢p) =0 i=1---1. (3.17)

donde i es el nimero total de ligaduras secundarias.

Las ligaduras secundarias surgen del requerimiento de que las ligaduras primarias sean con-
sistentes con las ecuaciones de movimiento. Para propoésitos de la cuantizacion es indiferente
la distincion entre primarias y secundarias. Por ello escribimos de manera general las ligaduras

en su totalidad de modo.

¢; =0(¢;p) j=1---J (3.18)

Una vez que estén preservadas las ligaduras en el tiempo (ya sean primarias o secundarias) ,al
obtener una igualdad de tipo 0 = 0 implicaria que terminariamos el proceso de obtencion de

nuevas ligaduras.
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Capitulo 3: Cuantizacion de Dirac

3.5. Ecuaciones Débiles y Fuertes

Es importante introducir una nueva notacion al momento de trabajar con ligaduras y sus cor-
chetes de Poisson. El simbolo “ &", se “lee débilmente igual” e indica que no podemos sustituir

las ligaduras antes de ejecutar el corchete de Poisson ya que obtendremos resultados erréneos.

Con esta notacién las ligaduras se escriben

¢; =0 (3.19)

Resaltemos que dadas 2 funciones F' , G que cumplan

F~G

se puede decir entonces que sobre la sub-variedad de la superficie de ligaduras (3.19) las fun-

ciones F',GG son débilmentes iguales.

Si por el contrario 2 funciones F,G son iguales sobre el espacio de fases y ademas sobre la
sub-variedad decimos entonces que son fuertemente iguales, para ello utilizamos la notacién

b}

usual 7 =
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Capitulo 3: Cuantizacion de Dirac

3.6. Funciones de Primera y Segunda Clase.

Definimos una funcién F(q, p) de primera clase si:

(F.o;}~0 j=1--J| (3.20)

Si ocurre lo contrario {F, ¢;} # 0 entonces se dice que son objetos de 2da clase. Es de vital
importancia la diferencia entre ligaduras de primera clase y ligaduras de segunda clase a la hora

de su implementacién a nivel cuantico.

3.6.1. Cuantizacion

Si todas las ligaduras existentes en la teoria son de primera clase entonces la cuantizacion

vendra dada por los siguientes items:

» Las variables candnicas con las que se trabajan pasan a operadores en el espacio de Hil-

bert y los corchetes de Poisson pasan a ser conmutadores.

4 — G (3.21)
b — pi (3.22)
{7 } - _i[7] (323)

= La ecuacion de Schrodinger estara dada por la siguiente expresion.
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Capitulo 3: Cuantizacion de Dirac

i = H|W) (3.24)

= Por ultimo se consideraran kets fisicos aquellos que cumplen con:

¢i(q,p)|¥) =0V, (3.25)

Nos ocuparemos ahora de las ligaduras de segunda clase .
El primer paso es construir una matriz que llamaremos Cy., cuyas componentes estan con-

formadas por los corchetes de Poisson de las ligaduras de segunda clase que denotaremos por

Xi-

0 {X1,X2} {X1>X3} {Xl,Xk}
{x2, x1} 0 {x2xst 0 {xe Xt
Crpr = : : e : : (3.26)
s xat Do xed Do xst - 0

Se definen los corchetes de Dirac :

{F,G}Y = {F.G} = {F.xi} (Cow) ™ {xw, G, (3.27)

donde la matriz (Cii,) "' es la inversa de Cyy,. Estos corchetes poseen las siguientes propiedades

comunes a los corchetes de Poisson

1. {F,G} = —{G,F}*

2. {FG,H} = F{G,H}* + {F, H}*G

3. {F,.G+H} = {F,G} + {F, H}*G

4. {F{G, HYY +{G,{H, F}*}* + {H,{F,G}*}"
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Capitulo 3: Cuantizacion de Dirac

Para fines de nuestro trabajo utilizaremos los corchetes de Dirac para infinitos grados de liber-

tad.

(F(), G} = {F(), Gy b — / & / Fy{F ('), xe(0) H Crirtor) .60}
(3.28)

/d?’y'(ckk' (Y, ¥) (Crowr ()~ = a8 (y — ") (3.29)

Una vez establecidos los corchetes de Dirac, las ligaduras de segunda clase se pueden hacer

fuertemente cero, pues de (3.27)) es claro que:

Con todo esto la cuantizaciéon queda de la siguiente manera:

= Las variables candnicas seran operadores del espacio de Hilbert y los corchetes de Dirac

seran conmutadores.

= La ecuacion de Schrodinger describe la evolucion de los estados de esta forma
0|)

it = ) (331)

= Por ultimo se considera kets fisicos aquellos que cumplen con:

¢i(q,p)|¥) =0 (3.32)

donde los ¢; son sélamente las ligaduras de primera clase.
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Capitulo 3: Cuantizacion de Dirac

3.7. Ejemplo. Cuantizaciéon del campo de Maxwell.

A continuacién consideramos la accion de Maxwell:

1
Sy = -7 / d'zF,, F", (3.33)

donde
F. =0,A, —0,A,. (3.34)

Al calcular los momentos conjugados se tiene que :

oL
= [ 3.35
5004, (3:3)
w0 = a_g (3.36)
04

La ecuacion (3.36) inmediatamente serd nuestra ligadura primaria. Con esto escribimos el Ha-
miltoniano de la forma :

o (3.37)

™= 5000 An)

H= / Ba(rA, — L)

Al hacer la descomposicién espacio-tiempo y reagrupando términos se obtiene que:

5 1 — — .
H = /d3x§(|EP+ |B|?) — /d?’on@ﬂrl (3.38)
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Capitulo 3: Cuantizacion de Dirac

El Hamiltoniano candnico sera:

H*=H+ /dSZL‘u(fL‘)ﬂ'O(I)
1, = - .
= /d3x§(|E|2+ |B|?) —/dngoaﬂl—l—/d?’xu(x)ﬁo(x)
Calculemos entonces la preservacion en el tiempo de nuestra ligadura primaria:

¢ = {n°(x), H* (1)} = 0 (3.39)

lo cual genera otra ligadura

o' = 0. (3.40)

Al preservar esta ligadura se obtiene una igualdad del tipo 0=0, finalizando asi el proceso.
Veamos ahora el algebra de estas ligaduras para saber si son funciones de primera o segunda
clase.

Para ello calculamos
{ﬂ-o('r)? ay’Ez<y)} = 07

con lo cual nos damos cuenta de que ambas ligaduras son objetos de primera clase. Por tltimo

aplicamos los requisitos que se necesitan para la postulaciéon de la Mecanica Cuantica.

= Los Campos seran operadores y los corchetes de Poisson pasaran a ser conmutadores.

A=A 1—7 {}——i] (3.41)
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Capitulo 3: Cuantizacion de Dirac

= Se considera kets fisicos aquellos que cumplen con:

~

@) W) =0  §E(2)|¥) =0 (3.42)

= La ecuacion de Schrodinger estara dada por la siguiente expresion.

o)
i— = H'|0) (3.43)

Al sustituir (3.42)) en (3.38) se tiene

| |
i = [ a3 (P + BRI

Ahora bien teniendo una teoria invariante de calibre tenemos la libertad de fijar calibre a través

de tantas expresiones como ligaduras de primera clase existan. Imponemos las condiciones

0,A; ~ 0 (3.44)

(3.44) es el calibre de Coulomb. La preservacion en el tiempo de esta condicién exige (3.45),

por lo cual ambas son consistentes.
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Capitulo 3: Cuantizacion de Dirac

En resumen tenemos las siguientes ligaduras:

¢ = (L) = 0 (3.46)
¢o = O;E'(Z) ~ 0 (3.47)
¢3 = Ao(7) = 0 (3.48)
by = 0;Ai(T) = 0 (3.49)

Calculamos los corchetes entre si, para verificar que sean de segunda clase.

{61, 02} = {¢1, 01} = {2, 93} =0 (3.50)
{02, 04} = _8x?8yj &z —y) (3.51)
{o1, 03} = —=0%(z —y). (3.52)

Segun ((3.26) construimos la matriz Cyy, y su inversa resultando:

0 0 -8 (x —y) 0
0 0 0 — 5z —
Chopr = a0 (@ ) : (3.53)
8 (x —y) 0 0 0
0 5 0% (= y) 0 0

25



Capitulo 3: Cuantizacion de Dirac

0 0 -y 0
0 0 0 prerta
Chr = el (3.54)
-Bx—-y) 0 0 0
0 —4ﬂ‘;7y‘ 0 0

donde se aplico la inversa de la funcion de Green en los elementos Csy y Cys. Con esto calculamos

los corchetes de Dirac.

' 02 1
v * _ (sv 0 5v\ g3 _ v SV

Es trivial ver que los siguientes corchetes son nulos:

{A% (), A%(y)}" = {7 (), " (y)}" = 0 (3.56)
De la misma forma en el caso anterior aplicamos los postulados de la Mécanica cuantica

1. Finalmente procedemos a fijar las igualdades de las ligaduras como fuertemente cero

2. Nuevamente los Campos pasan a operadores

~

A—-A nm—7 (3.58)
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Capitulo 3: Cuantizacion de Dirac

3. Los corchetes de Dirac son ahora conmutadores

4 0? 1
v * _ v s0sv\¢3 - 1 SV
A0 7] =1 (05 = R — ) + g ()| (es)
4. La dinamica se propone como:
i@—H*NO (3.60)
ot '

o) 5. Lm0 512

% = [ a3 (EP + 1B (3.61)

La realizacién concreta del espacio de ket fisicos y de estos operadores es bien conocida en la
Literatura. Esto concluye el ejemplo del campo de Maxwell, que serda de gran utilidad para el

estudio de las teorias que consideraremos en los siguientes capitulos.
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CAPITULO 4

CUANTIZACION DE UNA TEORIA
TOPOLOGICA ABELIANA

A lo largo de los tltimos anos las teorfas de Chern-Simons han cobrado interés en el area de
la teorfa de campos(tanto clasica como cuanticamente) [1]. Se sabe que tienen una importante
conexion con invariantes de nudo que fué puesto de relieve por Edward Witten (1988). Asi
mismo, términos de Chern-Simons permiten un mecanismo de generaciéon de masa invariante
de calibre, tanto en teorias Abelianas como no-Abelianas.[2]

Estudiaremos una teoria de calibre Abeliana, invariante bajo difeomorfismos, que corresponde a
la segunda contribucion de la expansion perturbativa de la teoria de Chern-Simon no-Abeliana
[7]. A partir de la accién que se estudiard citaremos sus propiedades y campos que la conforman,
estudiaremos los distintos invariantes de nudo que genera dicha teoria topoldgica Abeliana y
luego consideraremos la cuantizaciéon canodnica de esta teoria. Esta accion fué estudiada en

[7, [1I7] desde el punto de vista cldsico y de su cuantizacién a la Feynman.
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Capitulo 4: Cuantizacién de una Teoria Topolégica Abeliana

4.1. Accién Topolégica Abeliana Intermedia

La accion que procederemos a estudiar estara dada por:

S = /d?’xe””p{llAfLaaip(x) + %eijkaw(w)aju(x)akp(x)} — Q/dsxTi’“’AL(x) +/d3:c/d3yeijkaI’”yaju(x)aky(y)
(4.1)

Vease los distintos objetos que conforman la expresién anterior. Los campos Al (x) y al ()
son dos campos de calibre Abelianos; los indices 7jk van de 1 a 3, y usamos la convenciéon de

Einstein para indices repetidos.

El objeto T} es el factor de forma de una curva 7 ; este objeto extrae el vector tangente
# a la curva. Dadas 2 curvas v y 7, se puede definir que son equivalentes si sus factores de for-
ma son idénticos. Cabe destacar que dicha distribuciéon no depende de como la parametrizamos.

Viene dada por
T = 7{ dz"6* (z — y) (4.2)

Vi
Por 1ltimo se tiene un objeto bi-local asociado a una curva ~; que se comporta como densidad

contravariante independiente de la métrica.

THEVY — j{ dz“/ dz”’53(x - 2)53(y — 2" (4.3)
Vi 0

Estos objetos cumplen ciertas ligaduras que veremos a continuacion.
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Capitulo 4: Cuantizacién de una Teoria Topolégica Abeliana

9,1 =0 (44)
0 uT, vy 3 3 vy
@Tv = (=0"(r — x0) + 0°(x — y)) T (4.5)
a n,vy 3 3 T
a—nyy = (8"(y — @) — 0°(y — 2)) T} (4.6)
1
Tpe) = (T + Te) = T (47)

Es importante resaltar que en estas expresiones z es el punto marcado donde comienza la curva
a estudiar. Obsérvese que debido a la iltima propiedad , en la Accién intermedia sélo contribuye
la parte antisimétrica del objeto bilocal T/***Y. Ahora veamos las ecuaciones de movimiento.

Haciendo la variacion de los respectivos campos se tiene

1
70,050 = TV (18)
» 1 g 1 -
"o, A (1) = —§E“Vpe”kajy(x)akp(x) +3 / dgye”k@[“x’”y}aky(y) (4.9)

La solucién de la primera ecuacion de movimiento se puede obtener a partir de su analogia con

la ley de Ampere, cuya solucién es la ley de Biot-Savart,

i () = (%) (i) ]{ gz ewp% (4.10)

Ahora tomemos la divergencia de ambas ecuaciones de movimiento para estudiar su consisten-

cia. Es trivial ver que para la ecuacion (4.8)) se cumple

30



Capitulo 4: Cuantizacién de una Teoria Topolégica Abeliana

0,(e#70,a,,)(x) = DL(ATI(x)) = 0,

pues la divergencia de un rotor es cero y ademaés, se cumple la ligadura diferencial (4.4)).
Para la ecuacién (4.9)) se obtiene lo siguiente:
O, (GNVP&,AZ@)) = —%E“Vpeijkau(ajy(m)akp(@) + %/dgyeijkau(ﬂ“m’”y])aky(y)

Al igual que en el paso anterior el lado izquierdo de la ecuacién es igual a cero; ahora vea-
mos término a término la parte derecha de la ecuacion. Para ello definimos

Ty = —5ePe7*0, (aj, (v)any(v))

Desarrollando esta derivada del producto y usando la ecuaciéon se obtiene:

Ty = — 3T ay,(x) — 3€7* T ay, ()

= ()T 0 ()

Definimos ahora:

T, =1 / @y 0, (T ") ay, (y)

Haciendo uso de la ligadura diferencial (4.5)), y agrupando términos obtenemos:
% 1Z 1 i 1%
7= 3 [ Eyon)de a7 + 36 [ Eyanw)se -y

Al resolver la segunda integral de T, vemos que se cancela con T;. Asi pues :

(00, A'p(a) = H5a — au) [ dyor, ()T}

Usando la solucién del campo de calibre Abeliano (4.10) y sustituyendo el factor de forma

para una curva cerrada, se obtiene:

Y
8M(e“”p(?,,Aip(x)) = k3 (x — x¢) /dSy]{ dx”é?’(x - y)j{ dz" ey)\p—(y Z>3
s Vi ly — 2|
W
= kB (r — o )7{ dx”]{ dzP e, —(x ?)
" J Tk p|x_z|31
L(jk)
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= €753 (x — 20)L(j, k) (4.11)

La cantidad L(j, k f dz” j{ dz" €, |x 2"
Vi

z|3

’ '7 . . . . . .
es el nimero de anudamiento de Gauss, y es el primer invariante de nudo no trivial. Se tiene
que las ecuaciones (|4.9)) son consistentes entonces cuando las curvas tienen nimeros de Gauss

nulos entre si

Se procedera a calcular la Accién on-shell, es decir la accién evaluada sobre las ecuaciones de

movimiento. Se obtiene que:

i %/d?’x ePeika; (2)aj, (z)ag,(z /d3 /d?’ye”kT“m Yaju(x)ag (y)

ijk

Descomponemos €% en ambos términos de manera que:

Ses(1) = %/d?’a: e“ypeijkaw(x)ajy(x)akp(x)

123 132
5 3 . € 7°01,02,03, +€7°7a1,,a3,02, +e2t agualyagp
B dwelﬁp
3

+

231 312 321
€77 A2,a3,A1, +€7A3,01,02, +E7A3,02,01,
_ 3 v
= 4/d x €"Pay,(x)ag, (x)as,(x).

Veamos el segundo término:

S,u(2) = / P / Py TG (g (1)

123 ppx,vy 132ppx,vy 213ppx,vy
_/dg.l'/dg € Tl a2ﬂa’31’ +e€ Tl aguagy +e€ T2 (lluagl,

T,V T,V T,V
+6231T2“ yagualy +e312T§‘ yamazu +e321T§‘ ya%alu
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=2 [ [ @y {1 a2 )as o) + T g o 0) + T ()0 1)

Asi pues:

S,s = 4/d3x e"Pay,(x)ag, (r)as,(x) + 2 d?’x/d3yT1[W’Vy]a2M(x)a3y(y)

+2/d3x/d3y TV g, (2)ar, (y) +2/de/d?’yT?E“x’Vy]alu(x)ag,,(y) (4.12)

Figura 4.1: interpretacion geometrica Accién on-shell

Esta expresion se puede interpretar de la siguiente manera: el primer término de nos
indica las veces que se intersectan en un mismo punto 3 superficies arbitrarias cuyos bordes son
tres curvas. El segundo término cuenta el nimero de veces que una de las curvas orientadas
cruza la superficie bordeada por la segunda curva y luego atraviesa la superficie delimitada

por la ultima curva [7, [19]. En la figura (4.1]) se muestra un “nudo” conocido como los anillos
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Borromeanos. Puede verse en este caso que S,s = 1 (con una orientacién adecuada de las cur-
vas). En cambio, S,s = 0 para tres curvas “disjuntas” (no enlazadas). El invariante S,s es un

invariante no trivial que va “mas alla” del nimero de Gauss, se conoce como el invariante de

Milnor fi(1, 2, 3)

4.2. Cuantizacién candnica de la teoria topolégica intermedia. Difi-
cultades

A partir de la accién (4.1)), haciendo la descomposicién espacio-tiempo queda

S = /d3x4eCdA660aid(x)—/d3x4eCdAidid(x)—/d3x460da68dAic(x)
+2/ e T* e a0 (x)aze(r)ag(r)] —2/ 2T Al (x) —2/ dPxT AL

-+ / P / dyedk TP Yajo(x)aro(y) T aje(x)aro(y)

» - (4.13)
T Yajo(w)ara(y) T;"Vaje()ara(y)

Aqui, empleamos letras de comienzo del alfabeto (¢, d) para indicar componentes espaciales. Se

cd

definié tambien € = €%, Inmediantamente vemos que la densidad Lagrangiana es

L = 4eCdA680aid(:p) — 4€CdAidid(:E) — 4eCda88dAic(x)
—|—2€ijk60d[aio(x)ajc(x)akd(:r)] — 2TZ-0”CAB(x) — 2TfZAZ

+/d3yeijk ﬂox’oyajo(m)ako(y) +ﬂcx’0yajc(33)@ko(y)

e oy (4.14)
+1;"%ajo(v)ara(y) +1;"%aje(v)ara(y)

es no-local en el tiempo. Esto, aunado al hecho de que la teoria es singular (en el sentido de
Dirac) , son malas noticias a la hora de encarar la cuantizacién canénica. Por ello, adoptaremos

la siguiente estrategia : emplearemos la ecuacion de movimiento (4.8]), para despejar los a;, en
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términos de los T"s de un indice de manera parcial, en la accién. Esto es, en el segundo y cuarto
término de la accién sustituimos dos “a’s” y un “a“ respectivamente, de manera de obtener una
teoria "efectiva“, en el sentido de que reproduzca las ecuaciones de movimiento de la accién

original, pero evite la no-localidad (y de paso la no-linealidad) de ello.

Esto se puede hacer de la manera siguiente; integrando(4.8]) se tiene

. 1 1 €uplV*(x — a')P
@)= () (55) o == o

El cuarto término de la accién lo reescribimos como:

S4:/dgx/d3ye"jkTi[“x’Vy}aju(x)ak,,(y)

_ 3 3, ijkrplpT,vy] 1 1 3 EmTZy'(y—y’)A
o ot (3) () [ o=z

Definiendo
1 1 3, ij @ €y /\T’Yy/(y - ?/)A

proponemos entonces sustituir Sy por

Sy = Cg/d?’x ajﬂ(x)j(’;j)(x) (4.17)

Para el segundo término se tiene So

Sy = %/dBIE eret P ay, (x)ag, (x)ag,(z)}.

Reescribimos los campos a;,(z) y ag,(z) segin lo anterior, es decir, aj, (’.Z}ex), k) (T,fx>, y

formamos la corriente

o 2 .
T = (5) e (1) oy (177) (418
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Con esto el segundo término de la accién lo sustituimos por:

Sy =4 / d*x ai,(2) Tl | (4.19)
Asociando términos se tiene que:
. . A
S = /dsac "PAAL (2)0,aip(T) — 2/d3xTZ~WAL(x) + / x4y (1) T (o) (2) (4.20)

donde hemos definido :

N ~
T () (@) = CoT o () + C1T (g ()

Las cantidades C y C5 son coeficientes a determinar de manera que exista concordancia con

la Accién anterior, en cuanto a que reproduzca las mismas ecuaciones de movimiento.
Calculemos por tanto las ecuaciones de movimiento con la nueva accion:

Ecuaciones de movimiento variando A’ (z)

s = 4e0,a,(o!) - 217 (') = 0
0,0, = 4T

Nos damos cuenta de que es el mismo resultado que el de la Accién anterior.

Ecuaciones de movimiento variando a;,(z)

A
4e"10, A (') + T (4 (@) = 0
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pv m 1 M

€ “a,,Ap (.’L') = — (Z) j(al)(x)
Ap

Sustituyamos el valor de J ,,)(z') para obtener:

o, A (z) = — (711) [02‘7(l;i)(5”) + Clj(/;)(x)]

s { v (1)} ) {1 o 1), (7))

Esta ecuaciéon la comparamos con (4.9), obteniendo que el valor de los coeficientes debe ser:

Cp=3,0y = —2 (4.21)

Por tanto finalmente la accion a la que llegamos sera:

5= / 0 AN (20,5 (x) — 2 / T Al (1) + / 2 04(2) T () (4.22)

donde:

~
~

J (@) = =270, (@) + 3T, (x) (4.23)

Como se observa, se ha obtenido una accién de tipo B-F con 2 densidades de corrientes asocia-

das a los campos A}, (z) y a;,(z); dichas corrientes son : 77" (asociada al campo A}, (r)) que como
Ah

bien sabemos es el factor de forma de un fndice , y la otra es J ,,) () (asociada al campo a;,(x))

, que es una expresion que posee combinaciones de factores de forma de uno y de dos indices

y que es muy dificil a la hora de interpretar geométricamente, mas aiun cuando se trabaja en

el plano. Es importante anadir que cumple con la invariancia de las transformaciones de calibre .

Sin embargo, la nueva acién on-shell no reproduce el invariante topolégico anterior. En efecto

a partir de
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5 = [erernan @i -2 [ Eerra

—2/d3x i (2) T (o () + 3/d3x aw(x)j(‘;i)(x) (4.24)

Se obtiene la siguiente accion on shell:

Sys = 12/d3a: "Pay,(x)ag, (x)as,(x) +4/d3x /d?’nym’VyaQM(x)agy(y)

+4/d3:r /d?’ny’”yagu(zr)aly(y) +4/d3:17 /d?’yT;w’”yalu(zv)agu(y) (4.25)

Esto difiere de . Pero este estudio nos sugiere una ruta a seguir para obtener invariantes
a partir de una formulaciéon Hamiltoniana: tomando una teoria B-F con corrientes ”inspiradas”
en las corrientes anteriores, veremos en el capitulo (5) cémo obtener unos invariantes en el
plano que representan una especie de “proyeccién” del invariante de Milnor fi(1,2,3). Antes,

consideraremos la cuantizacién candnica de una teoria B-F

4.3. Cuantizaciéon de una teoria Tipo B-F

Propondremos en esta parte del capitulo una acciéon de tipo B-F con corrientes generales aso-
ciadas a sus campos . Esto nos facilitara generar los resultados que deseamos obtener. Partimos

entonces de:

S_r) = / d*xe"? A,0,B, + / Er Tl A+ / v Tl B, (4.26)

Primero desglosaremos en espacio-tiempo la accién S(p_p), hallaremos las ligaduras e imple-

mentaremos los postulados de la mecénica cuantica.

Hallamos las ecuaciones de movimiento Variando A,
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"0, B,(x') = —J[) («) (4.27)

y ademads, variando B,

"0, Au(r") = =T (B (2") (4.28)

La accién propuesta es de primer orden en las derivadas temporales . Adema&s es una teoria
topologica, en el sentido de que para construir la accién no existe dependencia de la métrica,
lo cual nos hace concluir que los resultados que se obtendréan valen para el caso de variedades

distintas a la de Minkwosky (2 + 1).

Al descomponer en espacio-tiempo la ecuacion (4.26) y agrupando términos se obtiene:

. J/ N

Sisr) = / e A,0,B, + / Pl A+ / &l B,

S(BtF)l S(BTF)Q S(BtF)3

S(B—r)1 = /d?’xeCdAoﬁch— /d%eCdAch — /d?’:pec‘lf)d(AC)Bo (4.29)
Sip_rys = / EaTly Ay = / P T Ao + / PP Ty A (4.30)
SB-r)s = / EeJly By = / A’z T Bo + / 4’1 Be (4.31)

S-r) = (E29) + [E30) + (E.31)

S-r) = /d%ECdAoach—/dgxeCdAch—/d3$60d8d(AC)BO+/d3x\7&)Au+

/ A’z T Ao + / dPx Ty A + / 2Ty By + / 4’z T Bo + / 4’27 Be
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Capitulo 4: Cuantizacién de una Teoria Topolégica Abeliana

Escribamos la densidad lagrangeana (L), recordando que S = / d*zL
L = €400, Bg— €4 A.Bg— e“104(A.) By + Ty A+ Ty Ao+ Ty Act Ty Bt Ty Bo+ T Be

Calculamos los momentos conjugados

oL
8140 W(A) ( )
oL
0B, @) (4.83)
oc .
8_31 = —€ dAc = W?B) (434)

Esta tltima ecuacién no se considera como ligadura segiin Fadeev-Jackiw [5] ya que el segundo
término de la ecuacién corresponde a la parte pg, en los campos A, y By respectivamente. Con
esto construimos la densidad Hamiltoniana del sistema.

H=m"A, L

H = —€“4Ay0.By + +€“404(A.) By — \Y(’A)AM — \784)140 — ‘7(CA)AC — j(‘fg)BM — ‘783)30 — I Be

Luego se escribe el Hamiltoniano con sus campos agrupados como:

= _/d%AO(GCdach + ) + /deBO(GCdad(Ac) — ) — /d%j&)/lc - /d2x\7<cB)Bc
(4.35)

Siguiendo el procedimiento canodnico se procede a construir el Hamiltoniano. Debido a la exis-

tencia de ligaduras primarias se tiene:

H*(qi,pi) = H(qi,pi) + /d2$Um($)7Tm($) (4.36)
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Capitulo 4: Cuantizacién de una Teoria Topolégica Abeliana

H (g, pi) = — / d*xAo(¢“'0.Ba+ Ty)) + / d*x By(¢“'0a(Ae) = T(py) — / UENTE
—/dQ:cj(cB)Bc—i-/dQ:cUm(a:)ﬂm(x).

A continuacién se preservan las ligaduras primarias en el tiempo, para eso calculamos el corchete

de las ligaduras con el Hamiltoniano canénico.

{W(OA)(ZU)7 H (x1)} = /dzx {W?A) (), —Ao(¢“’0. By + J(OA)) + Bo(e“404(A,) — JE)B))

—\7((34)140 — \7(CB)BC + U(A)<$)7T?A) + U(B)(:L‘)W?B)}

Fijémonos que W?A) no conmuta con el primer término; desarrollando obtenemos una ligadura

secundaria que sera etiquetada como ¢

¢3 = €“0.Baly) — T (y) =0 (4.37)

Ahora preservamos ¢

/d2x {W?B)(y), —Ay(e“'0.By + J?A)) + Bo(e“404(A,) — J(OB))

—TAc — I Be + U(A)<I>7T?A) + U (x)W?B)}

Al igual que al preservar ¢; surge una nueva ligadura secundaria que etiquetamos como ¢4

Ps = €104 A(y) — «7(03) (y) =0 (4.38)
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Para continuar con la cuantizaciéon debemos seguir preservando las ligaduras en el tiempo, para

ello disponemos de ¢3 y ¢4. Es facil verificar que :

[ EtetoBaty) - o). @) =0 (4.3

[ Ealetoiniy) - T ). @) =0 (1.40)

En resumen hemos obtenido lo siguiente:

LIGADURAS 1 =70y ~ 0

PRIMARIAS G2 = 0 ~ 0

LIGADURAS | ¢; = /0. By(z) — T
SECUNDARIAS | ¢; = €0, A (x) — T ~ 0

Como no se obtuvieron mas ligaduras, ya que se llegd a igualdades del tipo 0=0, el proceso

culmina aqui. Verifiquemos de qué tipo son nuestras 4 ligaduras. Se tiene que:
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Capitulo 4: Cuantizacién de una Teoria Topolégica Abeliana

L. {¢1, ¢2} ~0

[N}

b, p3} =0

w

{01,041 =0

W

{2, 3} = 0

(S

A b2, 94} =0

6. {¢3a ¢4} ~0

Es trivial verificar que los primeros 5 corchetes sean igual a cero, sin embargo el corchete ni-

mero 6 no es tan obvio demostrar que es igual a cero. Veamos:

{63, 04} = {10 Ba(w) = Ty, 0aA(2) — T}

{¢3, 04} = _ECday?gxf {Bd(y)’ 7T{B)}

{¢3a ¢4} = _8y(2;$d66d52(x - y) =0

Es importante resaltar que para resolver el corchete de Poisson nos basamos en el hecho de
que €7 A;(x) es el momento conjugado del campo B;, a consecuencia de esto nos damos cuenta
de que el resultado anterior es la contraccion de un objeto simétrico (derivada segunda) con

uno anti-simétrico (Tensor de Levi-Civita), y esto es igual a cero.
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Al obtener estos resultados se concluye que nuestras ligaduras son objetos de Primera Clase.

A continuacion establecemos los postulados de la mécanica cuantica para el caso de ligaduras

de primera clase, teniendo lo siguiente: un Hamiltoniano canénico que posee 2 multiplicadores

de Lagrange, 2 ligaduras primarias y 2 secundarias. Ahora aplicaremos los postulados de la

Mecéanica cuantica..

1. Los campos pasan a ser operadores

A, By, W?A), W?B) — Ay, B, T

o p
»T(B)

2. Los corchetes de Poisson pasan a conmutadores

{7} - _i[v]

en donde se ve que:

3. Los kets fisicos cumplen lo siguiente
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Capitulo 4: Cuantizacién de una Teoria Topolégica Abeliana

Usando (4.47) y (4.48)) en (4.35) obtenemos que:

o|0)

i = (—/d% TnAc — /d% T Be) W) (4.50)

Teniendo estos 4 postulados el proceso de cuantizaciéon de la teoria topoldgica Abeliana esta
formulado finalmente, donde es de importancia resaltar la existencia de cuatro restricciones en
el espacio de Hilbert.

La construccion explicita del espacio de Hilbert junto con los operadores que representan a la
teoria finalizaria completamente el proceso de cuantizacion. Sin embargo esto ultimo esta fuera

de nuestros objetivos iniciales.

En resumen, se ha estudiado la acciéon topologica Abeliana intermedia S, dicha teoria presenta
términos no-locales que impiden realizar la cuantizaciéon de Dirac . Se propuso entonces una
nueva accion que suprimiera el hecho de que fuese conformada por términos no -locales, para ello
se estudi6é con cuidado las soluciones de una de las ecuaciones de movimiento de manera
de eliminar el problema antes mencionado. Esta teoria sin embargo, no reproduce el invariante
de Milnor fi(1,2,3) de la teorfa original. En este punto nuestra investigacién se orientara a
considerar entonces una teoria nueva, basada en la B-F, pero con corrientes que proporcionan

una “proyeccion” del invariante de Milnor en plano espacial.
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CAPITULO 5

UN INVARIANTE DE CURVAS CERRADAS
Y PUNTOS,Y HAMILTONTANO ON-SHELL
DE LA TEORIA B-F

La teoria intermedia produce el invariante de Milnor fi(1,2,3) cuando se calcula la accién on-
shell. Dicho invariante esta bien definido cuando los nimeros de Gauss de cada par de curvas
son nulos [15], 16, [19].

Este capitulo consta de dos partes. En la primera, presentamos un invariante de puntos y curvas
en el plano, que imita el invariante de Milnor en el espacio en el sentido siguiente. El analogo
del nimero de Gauss en el plano, es un objeto asociado a una curva y un punto, que detecta si
el punto esta dentro o fuera de la curva.

Entonces, siendo que el nimero de Milnor detecte un anudamiento de tres curvas sin que
estén anudadas dos a dos, nos preguntamos si es posible ,en el plano, un objeto que detecte

¢

cuando una curva cerrada se “ anuda ” con 2 puntos, sin que esté ¢ anudada ” con cada uno

individualmente. En la primera parte de este capitulo se presenta entonces este defecto.
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la Teoria B-F

En la segunda parte estudiamos cémo se puede obtener este invariante por métodos fisicos, a

partir de la formulaciéon Hamiltoniana, de una teoria B-F con corrientes topolégicas apropiadas.

5.1. “Invariante de Milnor” en el Plano

A una superficie 3 en R? podemos asociarle la O-forma siguiente [15]:

F(x,X) = /23 da'6* (2’ — ) (5.1)

Recordemos que bajo transformaciones de coordenadas en R? y* — 1/#(y) se cumple que:

1
82 (y) — 0%(y) = —0*(y 5.2
() ) 70 () (5.2)
i’y — &’y = J(y)d’y (5.3)
donde el J es el jacobiano de la transformacion:
oy’
J(y) = det . 5.4
() = det |5 (54)

El jacobiano que aporta el elemento de superficie compensa el inverso del Jacobiano asociado
a la delta de Dirac, por tanto este objeto es invariante bajo difeomorfismos. Ademaés es claro

que no es necesario utilizar la métrica para su construccion.

Ahora introduciremos el objeto G, asociado a curvas. Esta cantidad surge a partir de la derivada

exterior del objeto F(y, %), [15].
Guy, 0s) = =5 F(y. %)

G.(y,05) = e,w/ 6 (x — a)dx"” (5.5)

ox

Este objeto también es independiente de la métrica .el dz” es el elemento de linea correspon-

diente al borde 0% de ¥. La expresion se puede extender al caso de curvas abiertas. Puede
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verse que G, es una 1-forma independiente de la métrica.[15]

Ahora se trabajard con los ya mencionados factores de forma T/ y sus extensiones bi-locales

HT,vy
T

TY (2) = / da 5"z — o) (5.6)
T (@ /dx’“/ dy" 6% (x — 2')6*(y — o) (5.7)

Con estos objetos construimos un invariante de curvas y puntos similar a la expresion del

invariante de Milnor fi(1,2,3) (4.12]),vease la figura (5.1)):

(G (2)GP) (2)F(2®)) = / 2(eGM(2)GP (2) F(S®) + A / d*x / dPyT G ()G (y)

1) () I (i)

/153

Figura 5.1: Representacion de caminos

(5.8)

donde G, G estdn asociados a las curvas abiertas , F®) a una superficie arbitraria cerrada

bordeada por una curva; ademas se empleo la densidad local antisimetrizada Ti[“ @]

y A es una
constante a determinar, exigiendo que I sea independiente de las curvas v, y 72, v sélo depende
de sus extremos. Para probar esto, consideremos la variacion Al de I, cuando se toman 2

caminos 7; y 7; que tienen los mismos punto inicial y final. Se tiene:
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Empecemos con Al =
Algp = A / &’z / PyT " AGD ()62 (y) (5.10)
Veamos la variacién Agﬁ)
1 1) 1
AGYH =g — g (5.11)
=gMoxW) = -9, 7V (W), (5.12)

Esto cumple ya que si:

F(x,v) = / 2’6 (2 — 1)

23

O, F ™ (2,) = / 2’6 (2" — )

»3

donde aparece €, debido a que es una derivada exterior que se cumple gracias al teorema de

la divergencia por lo tanto

_aﬂf(n) (ﬁC,”}/) = % GMle'/V(52(<T/ - iC) = g;},(azaq’.)

73:323

vemos entonces que Yy es la superficie definida por la composicion 721).7(1) de las curvas 7&1)

Y Y-

Por tanto:

&y 9,(TH I FU (2)GP (1))

My = [ & [ vl -0,70 @)
[ #vaul
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] Y
s

Figura 5.2: Curva con variacion de extremos

Sustituyendo (5.12)) en (5.10) e integrando por partes y utilizando las ligaduras diferenciales

del objeto bi-local se obtiene que:

Al = AF(EW, 2 ) FOSO, yP) = AF(EW, 2()) (05, %)) + A / YT F(SW, y)G)

(5.13)

Ahora me enfoco en la Variaciéon de Ay recordemos:
an/fmw@9@W9wﬁﬂ% (5.14)
Al = / (e AGD ()62 () F(P), ) (5.15)

= /d2$ et (—GMF(E(U, )G (2) F(2®, ),
donde hemos usado ((5.5)). Nuevamente integrando por partes y usando las ligaduras diferenciales

mencionadas anteriormente luego de ciertos pasos que omitimos se obtiene :

Al = ~FEY, D)V FED, )+ 720, 2P)FEO, ) - / P F(SD)GP ()Tl (x)
(5.16)
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Asi :

Al = —F(EO 2P)FE® 2P) + F(20, 2 F(EO, 2?) - | PaF(ENGPH@) Tl ()
AF(SD,2FNF @@, y ) + AFEW, 1) FO5®, ) + N | dPyTyy Y)GL)

El 3er término y 6to término se cancelan solo si se ajusta la constante A = 1, quedando asi:

AL = —F(ED, 2N FE®, ) + F(EO, ) F(E®,2P) - F(£O,2fFE®,4) + F(EO, ) FE® 4 ) | (5.17)

Si prescribimos que la superficie ©) no puede contener a ninguno de los puntos inicial o final de
ninguna de las curvas v, 4 | vemos que AT es cero. Como mencionamos antes esta restriccién
es la extension natural de la restriccion en dimension D = 3, que establece que el invariante de

Milnor fi(1,2,3) esté definido, cuando los niimeros de Gauss de las curvas (1), (2, Y(3) son cero.
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Como una aplicacion del invariante obtenido consideremos la configuracion de la siguiente figura

(5.3)

!

Figura 5.3: Interpretacion del Invariante de curvas total

Las curvas (punteadas) 7(1) ¥ 72y comienzan en el infinito espacial. La curva cerrada -y
no encierra a ninguno de los dos puntos (debido a que los “rodea“ dos veces a cada uno,
pero con sentidos opuestos). Sin embargo, la curva 7y estd "anudada“ con los puntos. Al
quitar cualquiera de ellos, la estructura se ”desanuda “trivialmente. Es este entonces un caso de

¢

"proyeccion ¢ en el plano de los anillos Borromeanos. Puede verse que el invariante obtenido

en esta seccion detecta el anudamiento de esta estructura

5.2. Hamiltoniano On-Shell

Una vez demostrada la consistencia del Invariante de curvas y puntos propuesto en la seccién
anterior podemos entonces proceder al siguiente paso. En esta seccién partiremos de una teoria
B-F con dos corrientes asociadas a sus respectivos campos de manera de obtener el Hamiltano-
niano On-Shell,(el Hamiltoniano evaluado sobre las ecuaciones de movimiento) y obtendremos,

bajo ciertas condiciones el invariante de la seccion anterior.
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Recordemos del capitulo 4 la accion.
S = /d%e“"pAu&,Bp—i—/d%j(’g)Au—i-/d?’xj(‘g)BM, (5.18)

las ecuaciones de movimiento

€700, B,(x') = =T [y («) (5.19)

0, A (') = ~ T (), (520)

y el Hamiltoniano

H=-— / d*wAg(e“0.Ba + J{y)) + / d*xBo(e“0a(Ac) — T — / P Ty Ae — / d*xJ 5 B. .

N (&
-~ -~ -

Ha Ha H3

(5.21)

Utilizando las ecuaciones de movimiento en cada término del Hamiltoniano anterior de manera

de generar el Hamiltoniano on-shell, se tiene

Hl = —/dQ.Z'Ao(GCdach + JE)A)) =0

Hoy = / A’z By(*'04B. — J{p)) = 0

Por lo tanto sb6lo permanecen Hs y Hy
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la Teoria B-F

HOS = —/d2fE\7(CA)AC—\/\d2$‘_7'(CB)BC (522)

Ahora proponemos las siguientes corrientes conservadas de manera de ver que la teoria a nivel

Hamiltoniano produce un invariantes de "nudo“en el plano:.

jo = Zivzl QN(Sz(x - Ia)
J =0

JO=0

Js = . . .

(B) A 1T __ (2
j—T,y —/’y.dy(;Z(l’—y)

k3

Descompongamos en espacio-tiempo las ecuaciones de movimiento

€700, By(z) = =T} (x) (5.23)
€99, B;(x) = —j&)(x) (5.24)
eioj(?ij(x) + EijoajBo([L') = _‘-7(2,A)<:U) =0 (525)
"0, B,(z) = T (z) (5.26)
€10;A;(x) = J(%) () =0 (5.27)
€%9,A;(z) + €1°9; Ao () = Tl (2) (5.28)
Entonces queda
€10, Bj(z) = —qno*(z — z,) (5.29)

La ecuacién de Poisson en el plano admite una funciéon de Green que satisface

ViG(z,y) = 6*(x —y) (5.30)
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Comparando con nuestra ecuacion de movimiento ([5.24)) se puede afirmar que :

0G(z,y) = (€7B;), (5.31)

por tanto

(eiij) = 0;In|x — y|

(z —y)'

= Bj :Eij‘x_y‘2

(5.32)

De los términos que sobrevivivieron del Hamiltoniano on-shell (5.22)), el primer término se can-
cela debido a que la corriente espacial del Campo A se fij6 como cero. Por lo tanto nuestro

Hamiltoniano on shell queda:
— 2 c
H,, = —/d T (g Be
Sustituimos el valor de la corriente espacial del campo B obteniendo:

H,, = —/dza:j(iB)BZ-
=— /dzxfdyiéz(x —y)B;
= —/d?JiBi

Asi pues

) Y
Hyo = — f dyfey E Y (5.33)
Yi |x -

Para nuestros propésitos la ecuacién (5.33) se ve de la misma manera que la ley de Gauss.
Haciendo un pequeno esbozo esta ley nos proporciona informacion para detectar si una carga

se encuentra en una superficie arbitraria , es decir,
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Si integramos la componente normal n de E sobre toda la superficie [6], es facil ver que:

. 4dmq si q se encuentra dentro de S
]{ En.da =
S

0 st q se encuentra dentro de S

Figura 5.4: Ley de Gauss

, es decir , el invariante serd no nulo si el punto (x) se encuentra dentro de la curva cerrada ~;

, si sucede lo contrario (punto afuera de la curva ;) su valor serfa nulo.
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Estudiemos la conservacion de corrientes topoldgicas un poco mas complicadas que nos daran

como resultado el invariante estudiado al comienzo del capitulo. Tomemos

j“(x) = \elwg’g?) (QT)JT(B)(ZE) + A / deT([g)Lyy]gﬁz) (y)

-~

m
Iy

Y
J(2)
Se puede probar que dicha corriente es conservada.

Consideremos entonces:

J0=0
Ty = a2 iz,5y] 2(2)
7' = 9GP @ FO @)+ [ EyTEIGE )
g J° :52(ZL‘—$§¢1)) —52(x—x§1))
(B) =

Ji=0
Sustituyendo en la ecuacién de movimiento (5.27)y resolviendola se tiene:

€90,4,(x) = T(@)

= 6%(z — xgcl)) — 0% (x — xl(l))
- &T(il)(x)
= aZ‘T(il)(fﬁ)

Y

(€74;(2)) = Ty (@) + €90, 2 = Ay(x) = G + 9,2, (5:34)

donde Z es una funcién arbitraria.
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Reescribiendo el Hamiltoniano on-shell , fijando la condicién de corriente impuesta en el campo

B y ademés usando la ecuacion (5.34)) se obtiene lo siguiente:
H,, = — / PrTinAc — | LxF i B

_ 2 c

= —/d T4y Ae

_ 2 7i (1) ,
= "z JnG;" + 0 Z

__ / P [eijgj(?)(m)f(?’)(x) +A / d@TWy]gf)(y)} [g§1>(x) +a,-z}
{A dPyTiG: (y)ajz} 0
Ho == [ @262 @ FO @G + 1 [ dyrteng?()g @) (5.35)

Este resultado para el Hamiltoniano on-shell es el mismo Invariante de nudo con el que se trabajo
al principio de este capitulo. En resumen, hemos obtenido, mediante el estudio canonico de una
teoria de tipo B-F en D = 3, un invariante de curvas y superficies que puede interpretarse como

una "proyecciéon "del invariante de Milnor fi(1,2,3) en el plano.

Una vez obtenido la ecuaciéon se discute 2 casos con distintas configuraciones de corrientes
asociadas a los campos con la cual mediante el uso del Hamiltoniano on-shell se obtuvieron 2
invariantes, en el primer caso se discute el resultado usando la similitud con la ley de Gauss y
para el segundo se obtuvo el mismo invariante que se dispuso al principio del capitulo. Existe
la interrogante de que pasaria si en dicha configuraciones se estudia la corriente descrita por
la ecuacion ,la respuesta es que no existe la manera de plasmarla para un espacio plano
donde gobiernan las curvas y los puntos debido a su composicion de objetos bi-locales y factores

de forma.
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En el presente Trabajo Especial de Grado se ha aplicado la Cuantizacion a la Dirac para la-
grangianos singulares a primer orden [4, [ 13] de una teorfa topolégica Abeliana intermedia
que fué propuesta recientemente[7]. Para ello se formulé una nueva teoria S que, a diferencia
de la original, fuese local en el tiempo. Esta teoria de tipo B-F ,si bien reproduce las mis-
mas ecuaciones de movimiento, no conduce a la misma acciéon on-shell, ni por tanto, al mismo
invariante de nudo. Por otra parte, la corriente (en cualquiera de las dos) no admite una inter-
pretacién geométrica sencilla cuando se proyecta al 2-espacio en la formulaciéon canénica. Por
ello, se propuso una tercera accion, también de tipo B-F, pero con corrientes susceptibles de
interpretacion geométrica en el plano. Se estudiaron dos casos. El primero , se prob6 que el
Hamiltoniano on-shell conduce a una proyeccién del nimero de anudamiento de Gauss. En el
segundo , mas interesante y complejo, el Hamiltoniano on-shell produce un invariante de puntos
y curvas, aun no reportado en la literatura (hasta donde sabemos), y que debe interpretarse
como una proyeccién en el plano del invariante de Milnor fi(1,2,3) que es un invariante alta-

mente no trivial asociado a ciertas estructuras anudadas de complejidad.
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Capitulo 6: CONCLUSIONES' Y RECOMENDACIONES

Estos resultados podrian ser extendidos para obtener proyecciones de invariante de nudo ain
méas complejos . Por otra parte, resulta de interés el explorar bajo qué condiciones el Hamilto-
niano on-shell, en general, conduce a invariantes topologicas , del mismo modo que lo hace la
accion on-shell. Finalmente podria ser interesante el hecho de poder implementar fijaciones de
calibres con el fin de obtener nuevas ligaduras de segunda clase, con la clara observacion que se
debe tener el mas minimo cuidado debido a que pueden aparecer problemas de incosistencias

en las ecuaciones de movimiento generadas por las ecuaciones de Euler-Lagrange.
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