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Introducciéon

En este trabajo presentaremos el teorema de Ramsey para ciertas clases de
categorias basado en el trabajo de R.L. Graham, K. Leeb y B.L. Rothschild
titulado Ramsey’s Theorem for a Class of Categories publicado en
1972. El teorema de Ramsey que presentaremos en este trabajo es lo sufi-
cientemente general para incluir el caso especial al andlogo del teorema de
Ramsey para espacios vectoriales de dimension finita, mejor conocido como
la Conjetura de Gian-Carlo Rota.

La Teoria de Ramsey es una teoria matematica que pretende justificar
que “el desorden absoluto es imposible”. La Teoria de Ramsey afirma que,
en general, en sistemas suficientemente grandes siempre existen subsistemas
no pequenos con estructura y orden.

Este trabajo consta de cuatro capitulos, de los cuales los dos primeros
capitulos daremos herramientas para la mejor compresion del resultado
principal que presentaremos en el capitulo 3.

En el capitulo 1 presentaremos algo breve sobre la Teoria de Grafos
Completos y Finitos. La Teoria de Grafos juega un papel importante
la fundamentacion matematica de las Ciencias de la Computacién. Los
grafos contituyen una herramienta para modelizar fenomenos discretos y
son fundamentales para la comprension de las estructuras de datos y el
analisis de algoritmos.

En el capitulo 2 presentaremos unas nociones basicas de Teoria de
Categorias. Aqui daremos las herramientas matematicas necesarias que
usaremos a lo largo del capitulo tres. La Teoria de Categorias es una mod-
erna manera de considerar la organizacién de las matematicas permitiendo
reunir en clases de objetos que tienen caractaristicas similares para que de

esta forma su estudio sea mas organizado y también para relacionar las
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INTRODUCCION

diferentes clases con un proceso similar a construir funciones entre conjun-
tos.

En el capitulo 3 presentaremos el resultado principal de este trabajo
que plantea cuando vale el Teorema de Ramsey en una clase de cate-
gorias. En 1930, Frank P. Ramsey demostré el siguiente teorema:

Dados k,[,r enteros positivos existe un nimero N = N (k,[,r) que de-
pende de k, [, con la siguiente propiedad: Si A es un conjunto con al menos
de N elementos y si todos los subconjuntos de A con k elementos estan divi-
didos de cualquier manera en r clases entonces existe algin subconjunto de
A con [ elementos tal que todos sus subconjuntos de k elementos pertenecen
a la misma clase.

En este trabajo basado en la publicacion hecha por R.L. Graham, K.
Leeb y B.L. Rothschild se presenta una generalizacién de este teorema a
nivel categérico (el resultado principal del trabajo).

Por 1ltimo, en el capitulo 4 se dan las aplicaciones del resultado princi-
pal, probando la Conjetura de Gian-Carlo Rota (el teorema de Ramsey para
espacios vectoriales de dimension finita), la versién del teorema de Ramsey
enunciada anteriormente en esta introduccién, y el teorema de Ramsey para
grafos.

Esperamos que este trabajo anime al lector a indagar por su cuenta la
elegante Teoria de Ramsey, ponderar su utilidad y quizés, pensar en alguno

de los numerosos problemas que suscrita.



CAP{TULO 1

Preliminares

1. Nociones Basicas de Grafos Completos y Finitos.

En esta seccién daremos unas nociones basicas de grafos completos y finitos con el fin de
entender una de las aplicaciones del resultado principal de este trabajo. La bibliografia que

hacemos referencia en este capitulo es José Rodriguez, Teoria de Grafos.

DEFINICION 1.1. Sea A un conjunto. Definimos n-subconjuntos de A como la coleccién

de todos los subconjuntos de A de cardinal n. Esta coleccién de objetos se denota por P,,(A).

DEFINICION 1.2. Un grafo G es un par de conjuntos (V,L) donde V es un conjunto no
vacio, denominado el conjunto de vértices y L el conjunto de los lados. El conjunto L es un

subconjunto de la coleccion de todos los 2-subconjuntos de V.

OBSERVACION 1.3. Tomemos en cuenta lo siguiente:

e Con cierto abuso de notacién de conjuntos, vamos a permitirnos considerar, entre
esos posibles 2-subconjuntos al {v,v} con v € V.

e Denotaremos los grafos por G(V,L) o simplemente G=(V,L).

e Sean a,b € V, si{a,b} € L entonces decimos que el grafo G tiene un lado e = {a, b},
y que hay una linea que une a a con b o de b a a.

e Los grafos se representan mediantes diagramas, en los cuales los vértices se denotan
por puntos y los lados que unen dos puntos, por segmentos de lineas entre esos

puntos.

EJEMPLO 1.4. Consideremos el grafo G=(V,L) donde V' = {a,b,c} y L = {1,2} donde

1 ={a,b} y 2 ={a,c}. La representacién de este grafo se puede observar en la figura 1.1.
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a0
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Ficura 1.1. Grafo con tres vétices y dos lados

DEFINICION 1.5. Un grafo G se dice que es un Multigrafo si mds de un lado en L tiene
los mismos puntos terminales. Estos lados que tienen los mismo puntos terminales suelen

denominarse Lados Paralelos.

EJEMPLO 1.6. En la figura 1.2 se observa que hay dos lados paralelos, por tanto tenemos un

multigrafo.

Ficura 1.2. Grafo Multigrafo

DEFINICION 1.7. Un grafo G es trivial, si V estd constituido por un solo elemento, esto

es V ={x}y L =0 es decir, G no tiene lados.

DEFINICION 1.8. Sea G un grafo. Un lado de G que tiene por puntos terminales un mismo

punto, se denomina Lazo.

EJEMPLO 1.9. En la figura 1.3 observemos que el grafo G=(V,L) con V = {a,b} y L =
{{a, a},{b,b}} tiene dos lazos:

DEFINICION 1.10. Un grafo G es simple, si no tiene lazos ni lados paralelos. De tal
modo que en un grafo simple cada par de vértices determinan un solo lado (si estos estén

conectados).
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o

Ficura 1.3. Lazos.

EjempLo 1.11. El grafo del Ejemplo 1.4. es un grafo simple. Més ain, es el tnico grafo

simple de 3 vértices y 2 lados.

DEFINICION 1.12. Sea G=(V,L) un grafo. Definimos la funcién de incidencia, que de-
notaremos por I, a la funcién I : L — Py(V') que asocia a cada elemento e de L con un
par de elementos {x;, z;} de V; esto es I(e) = {z;,x;}. Diremos que x; y x; son los vértices

terminales de e, o que el lado e es incidente con los vétices z;, x;.

EJEMPLO 1.13. Si tenemos la representacién de un grafo mediante un dibujo en el plano

ver figura 1.4), podemos determinar facilmente el par de conjuntos V y L que lo forman.
g

FiGura 1.4

La figura 1.4 representa el grafo G=(V,L), donde V' = {a,b,¢,d,e, f,g} y L = {1,2,3,4,5,6,7,8}.

Por tanto la funcién de incidencia I : L — Py(V') viene dada por:

o /(1) ={a,b}
o [(2) ={b,d}
o I(3) ={e,d}
o I(4)={d, f}
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e /(5) ={c,d}
e [(6)={g, [}
e I(7) ={g,9}
e I(8) ={e. f}

DEFINICION 1.14. Sea G=(V,L) un grafo. se dice que G es un grafo finito, si ambos con-

juntos V y L son finitos. En caso contrario, se dice que G es un grafo infinito.

DEFINICION 1.15. Sea G=(V,L) un grafo simple. Se dice que G es un grafo completo (o
estd completo), si entre cada par de distintos vértices de dicho grafo existe un lado que los

une.
OBSERVACION 1.16. Un grafo completo con n vértices se denota por K.

EJEMpPLO 1.17. Los grafos completos Ky, K3, K4, K5 se muestran, respectivamente, en la

VAN

figura 1.5.

Ficura 1.5. Grafos Completo

DEFINICION 1.18. Un grafo G'=(V’,L’) es un subgrafo de un grafo G=(V,L), denoténdolo
por G' < G,siV' CVyL CL.Demodo que todo vértice del grafo G’ es un vértice del

grafo G, y cualquier lado de G’ lo es de G.
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FIGURA 1.6

EjempLo 1.19. El grafo G'=(V'.L’), donde V' = {a,b,d, f} v L' = {{a,b},{b,d},{d, f}} es
un subgrafo del grafo de la figura 1.6.

Vistas estas definiciones, podemos ahora hablar de lo que son los homomorfismos entre

grafos y algunas de sus propiedades.

DEFINICION 1.20. Un homomorfismo de grafos entre los grafos G; = (Vi,L1) y Gy =

(Va, Ly), es un par de funciones ¢ = (f, g):
fVi—"

g: Ly — Ly
que denotaremos por
p: G — Gy
y cumple con las siguientes propiedades:
e Siv e V) entonces f(v) € Va.
e Si e € Ly entonces g(e) € L.

e Si vy y vy son incidentes sobre el lado e, en Gy, entonces f(v1) y f(v2) son incidentes

sobre el lado g(e), en Gb.

OBSERVACION 1.21. Si ¢ : G; — G5, donde ¢ = (f,g), es un homomorfismo de grafos,

denotaremos por ¢(G1) = (f(V1), g(L1)).

DEFINICION 1.22. Sean ¢y : G1 — Ga y g : Go — G5 donde ¢1 = (f1,91) vy 2 = (f2, 92)

son homomorfismo de grafos. Entonces @3 0 o1 = (fa 0 f1, 920 91).
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Un resultado evidente, que viene de la definicién anterior, es la siguiente proposicién.

PROPOSICION 1.23. Sea ¢ = (f,g) un homomorfismo de grafos, esto es: ¢ : G — Gy
donde G1 = (V1, L1) y Gy = (Va, La). Entonces p(G1) = (f(V1),9(L1)) es un subgrafo de Gs.

PROPOSICION 1.24. Sea ¢ : G; — Go un homomorfismo de grafos, si Gi es completo

entonces p(G1) es completo.

DEMOSTRACION. Sean vy, vy € f(V}), entonces existen vy, vy € Vi tales que f(vy) = v}
y f(vg) = vh. Como G; es completo, existe un lado e € L;, que une a v; con vy. Luego
g(e) € g(Ly) une a f(v1) con f(vq), pues ¢ es un homomorfismo de grafos. Es decir, g(e) une

a v} con vy, Como v} y vh son arbitrarios, tenemos que ¢(G1) es completo. O

DEFINICION 1.25. Sea ¢ : G; — Ga, con ¢ = (f,g), un homomorfismo de grafos. Se dice
que ¢ es un isomorfismo de grafo entre G; y Gy (y diremos que G y G son isomorfos o

isomérficos, la cual denotamos por G = (33), si las funciones f y g son biyectivas.

OBSERVACION 1.26. Notemos que:

e Si [ es la funcién de incidencia en G e I5 es la funcién de incidencia en G5, entonces
I(e) = {v,u} si, y solamente si, Is(g(e)) = {f(v), f(u)}.

e Si p = (f,g) es un isomorfismo de grafos entre G| y G, entonces ¢! = (f~1, g7 1)
es un isomorfismo de grafos entre Gy y G7.

e En caso de que no exista tal ¢, entonces se dice que G; y G5 no son isomorfos o no
son isomorficos.

e (Grafos simples e isomorfos) Para que dos grafos simples sean isomorfos sélo
se necesita tener una biyeccién entre sus vértices. En efecto, si dos grafos G; =
(Vi,Ly) y Gy = (Va, L) son simples, una biyeccién A : V; — V5, tal que a,b son
adyacentes (es decir, existe un lado cuyos vértices terminales son a y b) en G, le
asigna {A(a), A\(b)} en G, induce una biyeccién p : L1 — Lo, tal que las funciones

de incidencias satisfacen la condicién de que:

Ii(e) = {a,b} & L(u(e)) = {Aa), A(D)}.

Asi, en el caso de que los grafos sean simples, un isomorfismo no es mas que una
biyeccién A : Vi — V4, tal que a,b son adyacentes en G si, y solamente si, A(a) y

A(b) son adyacentes en Gj.



1. NOCIONES BASICAS DE GRAFOS COMPLETOS Y FINITOS. 9

EJEMPLO 1.27. Sean G = (Vi,Ly) y H = (Va, L) los grafos que se muestran en la figura

1.7. Veamos si G y H son isomorfos.

c b u X
O—O
G= H=
a d w Y,

Ficura 1.7. Grafos Gy H

Para probar esto basta ver una biyeccion entre Vi = a, b, ¢, dy Vo = u, v, w, x pues son grafos

simples. Consideremos entre los conjuntos de vértices V; y V5 la siguiente biyeccion f:

f

N

F1GURA 1.8. Funcion entre los vértices del grafo G y el grafo H

Esta biyeccién induce una biyeccién g entre el conjunto de lados Ly del grafo G y el conjunto

de lados Ly del grafo Gs de la siguiente manera:

e Sie; ={a,b}y hg ={v,x} entonces g(e;) = {f(a), f(b)} = {v,x} = hs.
e Siey ={a,d} y hy ={v,w} entonces g(es) = {f(a), f(d)} = {v,w} = hy.
e Siez ={c,d} y hy = {u,w} entonces g(e3) = {f(c), f(d)} = {u,w} = hs.
o Siey={c,b}y hy ={u,z} entonces g(es) = {f(c), f(b)} = {u,x} = hy.

Asi, los grafos G y H son isomorfos.
Ahora haremos un estudio sobre colorear grafos.

DEFINICION 1.28. Colorear un grafo es estudiar el problema de la coloracion de sus vértices

(lados), tal que los vértices adyacentes lleven colores distintos (lados consecutivos con colores
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distintos). Una coloracién no es mas que una funcién que le asigna a cada vértice (lado) un

color.

DEFINICION 1.29. El niimero cromadtico de un grafo G, denotado por x(G), es el menor
nimero k de colores que se requieren para colorear un grafo. Si x(G) = k, se dice que G es

k-colorable y una k-coloracién ha sido aplicada a los vértices de G.

OBSERVACION 1.30. Para verificar con rigor que ciertamente el nimero cromético para un
grafo G es un numero k, nosotros debemos ser capaces de demostrar que G no podra ser

coloreado con k-1 colores.

EjempLO 1.31. El grafo:

e K, puede ser coloreado con un color, y no con menos de uno, asi:

e K5, puede ser coloreado con dos colores, y no con menos de dos, asi:

X(K) = 2.

e K3, puede ser coloreado con tres colores, y no con menos de tres, asi:

e K, puede ser coloreado con cuatro colores, y no con menos de cuatro, asi:

X(Ky) = 4.

EJEMPLO 1.32. Fijemos nuestra atencién en la figura 1.9 representa un grafo G que contiene
como subgrafo a K.

Como dijimos arriba, el subgrafo K, conformado por los vértices {m,n, k,(} puede ser col-
oreado (como lo vamos a ver inmediatamente) con cuatro colores (y no menos), digamos
azul A, rojo R, verde V y marrén M. Por lo tanto, todo G por lo menos es 4-colorable.
Efectivamente, si escogemos el color A para el vértice m, entonces sus vecinos (que son los
restantes vértices de este subgrafo Kj), deben llevar un color distinto a A, que puede ser:
el R,V yel M. Ahora, fuera de este subgrafo K, los demas subgrafos de G completos no
pasan de ser triangulos, todos los cuales son 3-colorables, y definitivamente, entonces G es

4-colorable (porque si requiriera mas de cuatro colores, quiere decir que en G hay un Ks).
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Ficura 1.9

11



CAP{TULO 2

Nociones Basicas de Teoria de Categoria

1. Definicion de Categoria y Ejemplos.

La Teoria de Categorias es una teoria matemaética de la cual podemos decir en principio
que trata en forma abstracta con las estructuras matematicas y sus relaciones. Decimos “en
principio” porque esta teoria ha dado pie a nuevas unificaciones y visiones fundamentales de
la matematica que modificarian el propio significado de lo que decimos ser “objetivo”.
Aqui se daran los conceptos y resultados basicos de esta teoria para una mejor comprensién
de este trabajo. En este capitulo usaremas la bibliografia Thomas W. Hungerford, Algebra,

Graduate Text in Mathematics.

DEFINICION 2.1. Una categoria C consta de:

e Una clase de objetos, la cual denotaremos por Obj C.

e Para cada par de objetos (A,B) de C, un conjunto Home (A, B) cuyos elementos son
morfismos con dominio A y codominio B.

e Para cada tripleta ordenada de objetos (A,B,C) en C, una ley de composicion, es

decir, una aplicacion
o: Home(A,B) x Home(B,C) — Home(A, C)

tal que para cada (f, g) € Home(A, B) x Home(B, C) se tiene go f € Home(A, C).
Todo esto debe satisfacer la siguientes propiedades:
e Si (A,B)#(C,D) entonces Home (A, B) N Home(C, D) = ().
e Laley de composicién es asociativa, es decir, para f € Home(A, B), g € Home(B, C)

y h € Home(C, D) se tiene que:
(hog)of=ho(gof).

e Para cualquier objeto A en C tenemos un elemento 14, € Home(A, A) (que llamare-

mos unidad de A) tal que:
12
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fola=f;Vfe Home(A, B)

laog=g;VYg € Home(B, A).

OBSERVACION 2.2. Llamaremos Hom(C) a la clase de todos los morfismos de C. Cuando no
haya ninguna confusion de la categoria que se este trabajando, denotaremos el conjunto de

morfismo de un par de objetos A y B por Hom(A, B) en vez de Hom¢(A, B).

DEFINICION 2.3. Sea C una categoria. Un elemento f de Home(A, B) se llama isomorfismo

si existe g € Home(B, A) tal que:

go f=14.

Por la definicién, se puede probar que g es tinica y la denotaremos por f~1. Ademds, si f y

h son isomorfismo de Hom(C) tal que f o h estd bien definida, tenemos que:
(foh)'=h"lof

EJEMPLO 2.4. Set, la categoria de conjuntos. Aqui la clase de objetos de Set son la clase

de todos los cojuntos. Si A y B son conjuntos, entonces:
Homget(A, B) = BA = {f: A — B : f es funcién}.

La ley de composicién es la composicion usual de funciones y 14 es la funcion identidad de

A en A. La validez de las propiedades mencionadas en la definicién 2.1 son claras.

EJEMPLO 2.5. Ring, la categoria de los anillos conmutativos y unitarios. Aqui la clase de
objetos es la clase de todos los anillos conmutativos y unitarios. Si R y R’ son objetos de
Ring entonces Homging(G, H) es el conjunto de todos los homomorfismos de anillos de R en
R'. La ley de composicién es la composicién de funciones, pues si f y g son homomorfismos
de anillos tal que f o g esta bien definida, entonces f o g es un homomorfismo de anillos.
El morfismo 1 es el homomorfismo identidad de R en R. La validez de las propiedades

mencionadas en la definicion 2.1 son claras.
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EJEMPLO 2.6. Sea R un anillo. R-mod, la categoria de los R-médulos (a izquierda). Aqui la
clase de objetos es la clase de todos los R-médulos. Si A 'y B son objetos de R-mod entonces
Homg-moda(A, B) es el conjunto de todos los R-homomorfismo con domino A y codomino B.
La ley de composicion es la composicién de funciones, pues si f y g son R-homomorfismos
tales que f o g estd bien definida, entonces f o g es un R-homomorfismo. El morfismo 14 es
el R-homomorfismo identidad de A en A. La validez de las propiedades mencionadas en la

definicién 2.1 son claras.

OBSERVACION 2.7. Notemos que si R fuese un cuerpo, entonces la categoria descrita en el
ejemplo anterior se le denomina Vectg, la categoria de espacios vectoriales sobre el cuerpo

R y sus morfismo se denominan transformaciones lineales.
Para dar el siguiente ejemplo, veamos unas definiciones previas:

DEFINICION 2.8. Sea G un grupo abeliano. G se dice que es divisible si dados cualesquiera

geGyneZ—{0}existeun h € G tal que n-h = g.

EJEMPLO 2.9. El grupo (Q,+) es divisible pero (Z,+) no lo es, pues 2 no se escribe como

multiplo de 3.

PROPOSICION 2.10. G es divisible si y sélo si G es un Z-mddulo unitario inyectivo.

Para ver mas acerca de grupos divisible, puede citar el libro Algebra de Thomas

Hungerford. Ahora sigamos viendo méas ejemplos de categorias.

EJEMPLO 2.11. GrpD, la categoria de los grupos divisibles. Aqui la clase de objetos es la
clase de todos los grupos divisibles. Si G'y H son objetos de GrpD entonces Homegrpn (G, H)
es el conjunto de todos los homomorfismos de grupos divisibles de G en H, que pueden
ser visto como homomorfismos de Z-moédulos. La ley de composicion es la composicién de
funciones, pues si f y g son homomorfismos de grupos divisibles tal que fog esta bien definida,
entonces fog es un homomorfismo de grupos divisibles . El morfismo 14 es el homomorfismo
identidad de G en G. La validez de las propiedades mencionadas en la definicion 2.1 son

claras.
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EJEMPLO 2.12. GCF, la categoria de grafos completos y finitos. Aqui la clase de objetos es
la clase de todos los grafos completos y finitos. Si K,, y K,, son objetos de GCF entonces
Homger (K, K,,) es el conjunto de todos los homomorfismos de grafos inyectivos de dominio
K,, y codomino K,,. La ley de composicién es la composiciéon de funciones, pues si ¢; y
o son homomorfismos de grafos (definida en los preliminares) tal que s o ¢ estd bien
definida, entonces ps0¢; es un homomorfismo de grafos. El morfismo 1k es el homomorfismo
identidad de K, en K,. La validez de las propiedades mencionadas en la definicién 2.1 son
claras. Notemos que K,, posee una cantidad finita de subgrafos isomorfos a K, para m,n
enteros no negativo (n < m). También notemos que Homgcr(Kn, K,n) = 0 si m < n pues

todos los morfismos son inyectivos.
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2. Morfismos Monicos y Epicos.

En esta seccion estudiaremos un poco la clase de morfismos de una categoria.

DEFINICION 2.13. Sea C una categorfa. Un morfismo f € Home (A, B) es ménico si fog =

f o h implica g = h para todo objeto C' de C y morfismos g, h € Homc(C, A).

DEFINICION 2.14. Sea C una categorfa. Un morfismo f € Home (A, B) es épicosi gof = ho f

implica g = h para todo objeto C' de C y morfismos g, h € Home(B,C).

Vistas estas definiciones, la pregunta que surge es la siguiente: ;Si un morfismo es ménico
(épico) implica que el morfismo es inyectivo (sobreyectivo)?. La respuesta es: NO

SIEMPRE. Veamos los siguientes ejemplo que ilustran esto:

EJEMPLO 2.15. Un morfismo en Ring es ménico entonces dicho morfismo es inyectivo. En
efecto, sea f € Home(A, B) y supongamos que no es inyectiva. Consideremos el anillo A® A,
con la suma y producto componente a componente y 1 = (14,14).

Sea K = {(a1,a2) € A® A: f(a1) = f(az)}. Veamos que K es un subanillo de A & A.
o K # () pues (0,0) € K ya que f(0) = 0.
e Sean (ay,as), (by,be) € K entonces
flar = b1) = f(ar) = f(b1) = f(az) — [(b2) = f(az — ).
Asi (al,aQ) — (bl, b2> = ((1,1 — bl,CLQ - bz) cK.
e Sean (ay,as), (b1, by) € K entonces
flar-bi) = flar) - f(br) = flaz) - f(b2) = flaz - b2).
Asi (al,ag) . (bl, bg) = (0,1 . bl,ag . bg) c K.
Por lo tanto K es un subanillo de A@® A. Ahora consideremos las proyecciones m; : K — A,
definidas por m;(aq,as) = a; con i = 1,2. Es claro que 7; son homomorfismo de anillos y
que fom = fomy (Por definicién de K). Como f no es inyectiva existen a; # ay tal que
f(a1) = f(az). Por lo tanto (a,as) € K y asi
771<a17a2) =ay # ay = 7T2(G1,CL2).

De donde 7; # 79, por lo que f no es ménico. O
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EJEMPLO 2.16. Existen morfismos épicos en Ring que no son sobreyectivos. En efecto,
consideremos f : Z — Q la inyeccién canénica. Si g y h son homomorfismos de anillos de

Q en un anillo R, entonces
gof=nho fsiysolosiglz=h|z.
Como los homomorfismos de Q estan determinado por su restriccién a Z, tenemos que
gof=ho fsiysoélosig=h.
Asi f es un morfismo épico pero claramente no es sobreyectivo.

g

EJEMPLO 2.17. En la categoria de los grupos divisibles existen morfismos ménicos no inyec-
tivos. En efecto, consideremos los grupos divisibles Q y Q/Z y 7 : Q — Q/Z el homomorfis-
mo candnico que claramente no es inyectivo. Veamos que 7 es un morfismo moénico. Supong-
amos ¢ y h son homomorfismo de A en Q con A un grupo divisible, tales que wo g = 7w o h.
Si g # h entonces existe un a € A, r,s € Z (s # £1) tal que g(a) — h(a) = L # 0. Como A
es divisible, tenemos que a = r - b para algun b € A. Luego ’

- (gb) ~ h(6)) =7 -g(b) — 7 h(b) = glr-b) ~ h(r D) = g(a) ~ hfa) =~ =7~

1
De donde ¢(b) — h(b) = 3 Por lo tanto

1 ., ,

Asi — € Kerr, lo cual es una contradiccién pues s # +1. Por lo tanto g = h y asi 7 es
s

monico.

4

EJjeEmpPLO 2.18. En R-mod, los morfismos épicos son sobreyectivos.
En efecto, sea f : A — B un homomorfismo de R-médulos. Supongamos que f no es
sobreyectivo. Sabemos que la Im(f) # B es un submddulo de B y podemos formar el médulo
B/Im(f) que es distinto de cero pues Im(f) # B, puesto que f no es sobreyectivo. Sean
g: B — B/Im(f) la proyeccién canénica y h : B — B/Im(f) definida por h(b) = Im(f)
Vb € B. Entonces g # h pero go f = ho f. Por lo tanto f no es épico.

O
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3. Funtores.

En esta seccion estudiaremos funtores, que son una especie de aplicaciones entre dos

categorias.

DEFINICION 2.19. Sean C y D dos categorias. Un funtor F de C en D consta de:

e Una aplicacion de Obj C en Obj D.
e Para cada par de objetos (A,B) en C una aplicacion de Home(A, B) en Homp(F(A), F(B))
con las condiciones:

(1) Si goc f estd bien definida en C entonces
F(goc f) = F(g) op F(f).
(2) F(1a) = 1p(a).

EJEMPLO 2.20. Sea C una categoria. El funtor identidad I : C — C asigna a cada objeto

y a cada morfismos de C en si mismos.

Mas adelante daremos ejemplos de funtores, pues necesitamos conocer un poco del

producto tensorial entre espacios vectoriales para mejor comprension de los mismos.
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4. Producto Tensorial entre Espacios Vectoriales.

En matematica, el producto tensorial, denotado por ®, puede ser aplicado en diferentes
contextos: vectores, matrices, espacios vectoriales dotados con una topologia, algebras,
modulos y muchas estructuras mas. Se utiliza el simbolo mencionado para referirnos a
todos los casos a: la operacion bilineal mas general. Aqui estudiaremos lo necesario del
producto tensorial sobre la categoria de espacios vectoriales para entender mejor unas de

las aplicaciones de este trabajo.

DEFINICION 2.21. Sea K un cuerpo y sean V,W y R espacios vectoriales sobre K. Una
aplicacién f : V x W — R es bilineal, si para cara x € V, la aplicacién f(z,-): W — R

es lineal y para cada y € W, la aplicacién f(-,y) : V — R es lineal.

Vamos a construir un espacio vectorial T llamado producto tensorial de V.y W con la
propiedad de que exista una correspondencia biyectiva entre las aplicaciones bilineales de

V x W en R y las aplicaciones lineales de T en R, para cualquier espacio vectorial R.

PROPOSICION 2.22. Sea K un cuerpo y sean V y W espacios vectoriales sobre K. Entonces
existe un par (T, g) donde T es un espacio vectorial sobre K y g : VXW — T wuna aplicacion
bilineal con la siguiente propiedad: Dado cualquier espacio vectorial R sobre K y cualquier
aplicacion bileneal f: V x W — R entonces existe una unica aplicacion f': T — R lineal
tal que f = f' o g, es decir, toda aplicacion bilineal de V. x W se factoriza a través de T.

Ademas (T, g) es tnica salvo isomorfismo.
DEMOSTRACION. (1) Existencia: Consideremos el siguiente conjunto

C= {Z ai(zi,y): © €V, y; € W, a; € K, donde casi todos los «; son cero.}.

Sea D el subespacio generado por todos los elementos de la forma

(Ul + anw) - <U17w> - (U27w)7
(aw,w) — a(v,w),
(v, aw) — a(v,w) y

(v, w1 + we) — (v,w1) — (v, ws)
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con a € K, v,v9,v € Vywy,ws,w € W. Entonces el producto tensorial se obtiene tomando
el cociente de C por D, es decir, T = C'/D. Claramente T es un espacio vectorial sobre K.

Denotemos (v,w) € T por v ® w, asi

o (U1 +v)RW="1v QW+ vy ®w.

e v (W +wy) =vRw + v ws.

o () @w=v® (aw) = a(v®w).
Ahora bien, definamos g : VX W — T por g(v,w) = v ® w. Esta alplicacién es bilineal y si
f:VxW — R es cualquier aplicacién bilineal entonces extendemos f a C' por linealidad y
definamos f': T — R por f'(v®w) = f(v,w). Esta aplicacién esta bien definida pues f se
anula en D. Por construccién f’ es tnicay f = f’ o g. Por lo tanto g satisface la propiedad
requerida en la proposicion.
(2) Unicidad: Supongamos que los pares (T,¢g) y (T’, ¢') cumplen con la propiedad que dice
la proposicién. Como ¢’ : VX W — T’ y (T, g) cumple con la propiedad se tiene que existe
una tnica aplicacién j : T — T tal que ¢’ = j o g. Analogamente, como g: VX W — T
y (T, ¢") cumple con la propiedad se tiene que existe un unica aplicacién j' : TV — T tal

que g = j' o ¢’. Consideremos los siguientes diagramas conmutativos:

T/

!

T/ > T/

Iy

Como j y j' son tnicas se tiene que: joj = Iy j oj = Ir.

Asi j es un isomorfismo y por lo tanto (T, g) es tinico salvo isomorfismos. O

Ahora bien, jcomo es una base para el producto tensorial de dos espacios vectoriales?. La
respuesta es natural, pues si V. .y W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo, con bases
B y B’ respectivamente entonces una base para V@ W es {v; ® w; : v; € B, w; € B'}.

Antes de demostrar que esto es cierto, debemos recordar que si B es una base de un
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espacio vectorial V entonces cualquier aplicacién de 28 en otro espacio vectorial W se puede

extender a aplicacién lineal de V en W.

PROPOSICION 2.23. Sea K un cuerpo y sean V y W espacios vectoriales sobre K con bases

B y B’ respectivamente. Entonces {v; ® w; : v; € B, w; € B'} es una base de V@ W.

DEMOSTRACION. Sea R el K-espacio vectorial libremente generado por
{vi®@w; :v; € B,w; € B'}.

Asi R 2 V@ W. En efecto, sea g : {v;@w; : v; € B,w; € B'} — VW la inclusién. Como
{vi @w; : v; € B,w; € B’} es una base de R, g se puede extender a una aplicacién lineal
g R — VW tal que ¢'|{y,gw,weBuw,ew) = g- Claramente g es inyectiva pues g lo es. Por
otro lado, sea ¢ : B xB’ — R definida por ¥ (v;, w;) = v;@w,. Entonces 1 se puede extender
a una aplicacion lineal 7' : V. x W — R tal que ¥|gxw = 1. Luego existe 1& VoW — R
tal que Iﬂ omr =1 donde m : VX W — V®W es la proyeccién canénica. Como v’ es
inyectiva y 7 es sobreyectiva tenemos que @Z) es inyectiva. Por lo tanto V@ W esta libremente
generado por {v; @ w; : v; € B, w; € B'}, de donde {v; ® w; : v; € B, w; € B'} es base de
Ve W. O

OBSERVACION 2.24. Observemos que

e Si V.y W son espacios vectoriales sobre K con bases B = {v;}i_; y B' = {w;}},
respectivamente. Entonces todo elemento de V& W se puede escribir de forma tnica

como
n
E V; @ U;
=1

para algunos u; € W. En efecto, sea u € V@ W. Como {v; ® w; : v; € B, w; € B'}

es una base de V. ® W se tiene que u se puede escribir de forma tinica como

u= ZZO&U(W ® w;).

i=1 j=1
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Luego, por la bilinealidad de ® se tiene que

w=Y > a(v;®w;)

i=1 j=1

=D ui® () ayuy)
i=1 j=1

= Z(UZ ® uy;).
=1

donde para cada ¢
U; = Z Qi Wy .
j=1
eSi f:V—Pyf: W — R son transformaciones lineales entonces f ® g :

VW — P ®R se define como

fegvew) = f(v)®g(w).
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5. Mas Ejemplos de Categorias y Funtores.

En esta seccién daremos las categorias y funtores que usaremos en el capitulo 4 de este

trabajo.

EJEMPLO 2.25. Sea V' un espacio vectorial de dimensién infinita sobre GF(q) (un cuerpo de ¢
elementos). Si {vy, v9, ...} es una base de V entonces para cada k = 0, 1,2, ..., definamos V}, co-
mo el subespacio generado por los primero k vectores de la base de V', es decir, Vi, = (vy, ..., vg)
y Vo = GF(q). Sea C la categoria que tiene por objetos niimero enteros no negativos 0, 1,2, ...
y Para cada k, [ objetos de C entonces Home(k,l) = {f : Vj, — V}/f es un monomorfismo}.
La ley de composicion es la composicion de funciones usual y el morfismo identidad 1; es solo
la tranformacién lineal identidad de Vj, en V). La validez de las propiedades mencionadas en
la definicién 2.1 son claras. Ademads, observamos que Home(k,l) = 0 si k > [ ya que todos
los morfismos son moénicos y que la cantidad de subespacios de dimension n es finita para

todon =0,1,2,....

EJEMPLO 2.26. Sean V' y A espacios vectoriales de dimensién infinita sobre GF'(q) con bases
{v1,v9,...} y {a1, as, ...} respectivamente. Para cada m = 0,1,2, ..., definamos la categoria

C,, como sigue:

e Los objetos de C,, son los enteros no negativos 0, 1, 2, ...

e Los morfismos de k a [ (k y | objetos de la categoria) son todos los pares (w, )
donde w € A,, ® V y ¢ : Vi — V; una transformacién lineal inyectiva.

e Definamos la ley de composicién como sigue:

Para (w, ) € Home,, (k,l) con

m

w:Zai@)wi con w; €V,

i=1

y (z,1) € Home, (I,n) entonces (z,v) o (w, ) = (y,% o ¢) donde

y=x+Y a@pw).

i=1
Probemos que esta ley de composicion es asociativa.
Sean (wa 90) € Homcm(ka l)> (%W S HOmch,n) y (270) € HOmCm(nap)' Si

m

w:Zai@)wi con w; €V,

i=1
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Y m
T = Zai ®u; con u; € Vi,
entonces -
(z,0) o [(z, ) o (w, )] = (2,0) o (y, ¥ 0 p) = (w, 00 (P o)
donde .
y=ot > e @ (w),
y por tanto -

Por otro lado

[(z,0) o (z,9)] o (w,) = (e,00¢) o (w, ) = (0,(0 0¢) 0 ),
donde
ezz—l—Zai@a(ui),

i=1
y por tanto

m

b=+ a;@a((w)) =2+ Zaz‘ ® [o(v(wi)) + o (us)]-

i=1
Como los elementos de A,, ® V,, tienen representacién tnica, se tiene que § = w 'y
como la ley decomposicién de las tranformaciones lineales es asociativa (pues es la

composicién de funciones usual) tenemos que (g 01)) o p = oo (¢ o ). Luego

(2,0) o [(z,9) o (w,9)] = [(2,0) o (z,9)] © (w, ).

Asi la compocisién en C,, es asociativa. Por otro lado, definamos el morfismo iden-
tidad de k en k como (0, 1;). La otra propiedad que falta, segin la definicién 2.1, es
clara y asi tenemos que C,, es en efecto una categoria para todo m = 0,1, 2, ...

4

EJEMPLO 2.27. Sea A = Cp,i1 y B = C,, (categorias descritas en el Ejemplo 2.26). Definamos
M : A — B de la siguiente manera: Consideremos (w, ) : k — [ en C,41. Entonces

w € A1 ®Viy o Vi — V. Como w € A1 ® V, entonces se puede escribir de
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manera unica como w = W' + i1 @ Wy donde W' € A, ® V. Por otra parte, definamos
"+ Viy1 — Vig1 por
® O (Vkt1) = Vi1 + Wi
o g =penlV.
Asi M(w, ) = (&, ¢'). Claramente (w', ¢') : k+ 1 — [+ 1. Veamos que M es un funtor.
(1) Sean (w,p) : k — 1Ly (x,¢) : | — n en Cpyq. Entonces w = W' + api1 @ wipyr con
WeARV Yyr =12"+an1 Uy conz’ € A, @V, Luego (z,9) 0 (w, @) = (y, o),
de donde

m+1

=z+ Y a;®v(w).

=1

Asi, M(y,v o p) = (v, (¢ o p)) con y es la suma de los primero m términos de y. Por
otra parte, M(w, ¢) = (w', ¢') y M(x,¢) = (2/,¢'). Luego

M(z,9) e M(w, ¢) = (2',¢') o (', &)

(Z/7¢/ o g0/>

con
m

2=+ Zai ® U(w;).

=1

Como 3/ tiene representacién tnica, tenemos que 2’ = /.
Ahora veamos que (¢ o p) =" o'

En efecto, sea x € V}, entonces

(Vo) =top=1 oy

pues v ="y p = ¢ en V. Sea x = k + 1 entonces
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(¥ 0 @) (z) = 9'(¢'(2))
= ¢/ (Vir1 + W)
= ' (vis1) + ¥ (Wins1)
= Unt1 + Umt1 + P(Win1)
= (¥ o) ().

Por lo tanto (¢ o @) = 9" o ¢’ y asi M((z, ) o (w,9)) = M(z,7%)o M(w, ¢), es decir,
M preserva la composicién.

(2) Sabemos que la identidad en C,,41 es (0,1;) donde 1; denota la transformacion lineal
identidad de V}, en Vj.. Veamos que 1yg(,1,) es la identidad para el objeto k+1 en C,,. En
efecto, M(0, 1) = (0, 1}) donde 1}, : Vii1 — Vg con 1), = 1 en Vi v 15 (Vk41) = Ugga-
Claramente 1), es la transformacion lineal identidad de Vj41. Asi 1,1, es la identidad
para el objeto k + 1 en C,,.

Por lo tanto M es un funtor.

i

EJEMPLO 2.28. Sea A = C,,11 y B = C,, (categorias descritas en el Ejemplo 2.26). Definamos

P : B — A de la siguiente manera: consideremos (w,¢) : k — [ en C,,. Definamos

1

W=w+ ap1 ®0y ¢" = ¢. Entonces P(w, p) = (w”, ¢"). Veamos que P es un funtor.

(1) Sean (w,¢) : k — 1y (z,%¢): 1 — n en C,,. Entonces

w = Z a; @ w;
i=1
con w; € V;. Luego (z,v) o (w,¢) = (y,1 o ¢), de donde
y = ZL‘—FZCZZ' ® Y(w;),
i=1

asi

P((z,9) 0 (w,¢)) = (", (¥ o ©)").
Por otro lado P(z,¢) = (2", ¢") y P(w, ¢) = (", ¢"), luego

P(z,¢) o P(w,p) = (2",¢") o (", ¢") = (2,4" 0 ¢")
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donde
z=a"+ Z a; @ YP"(w;) + amyr @ Y"(0)
i=1
:x+2ai®w(wi)+am+1®0
i=1
Como 3" tiene representacién unica, tenemos que y” = z. Por otro lado, es claro que

(b 09)") = "o " Asi
P((2,v) 0 (w,¢)) = P(z,0) o P(w,0),

es decir, P respeta la composicion.
(2) Claramente P manda morfismos identidades de C,, en morfismos identidades de C,, 1.

Asi P es un funtor.

g
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6. Coproducto.

Otra estructura que usaremos en este trabajo es la del coproducto. Sélo daremos la defini-

cién pues no necesitamos mas que eso para este trabajo.

DEFINICION 2.29. Sea I un conjunto de indices. Un copoducto de una familia {A4; : j € I}
en una categorfa C es un objeto, que denotaremos por [[, en C y una familia {i; : A; —
[1/7 € I} tal que para cada objeto B de C y una familia {¢; : A; — B/j € I} de morfismos
en C, existe un dnico morfismo ¢ : [[ — B tal que el siguiente diagrama conmuta para

cada j €

|

I

PN
i

EJEMPLO 2.30. Sea [ un conjunto de indices y sea {X;};c;r una familia de objetos en Set.

B
ol

<

Para cada 7 € I definamos

i+ X — Iier

por ¢(a) = {y;};er donde
0 sij#i

a sij=1

Y; =

Entonces I1;c; junto con {¢; }ic; es un coproducto en Set. En efecto, sea B un objeto de Set

junto con {v; : X; — B/i € I}. Sea
o Hie[ — B

definida por a({z;}icr) = {¥i(x;) }ies. Claramente o ; = 1; Vi € I,



CAPITULO 3

Teorema de Ramsey para una Clase de Categorias

1. Conceptos Basicos.

Para proponer la propiedad de Ramsey para una categoria C debemos tener una nocién de
rango con la cual indexar los objetos y subobjetos de la categoria. Para este fin, es conveninte
considerar de ahora en adelante sélo categorias C con la siguiente propiedad:

(a) Los objetos de C son enteros no negativos 0, 1,2, ..., y si l > k entonces Home(l, k) = ().

DEFINICION 3.1. Sea [ un objeto de C y k subobjeto de [. Diremos que el rango de un
subobjeto de [ es k, y nos referiremos a este como k-subobjeto de [, si existe un isomorfismo
de k a ese subobjeto, es decir, si f : k — 'y f' : ¥ — [ son representantes del mismo

subobjeto de [ entonces debe existir un isomorfismo « : k — k.

OBSERVACION 3.2. La definicién 3.1. es equivalente a: un subobjeto k' de [ es de rango k si
k=FK'. En efecto, supongamos que k > k’. Entonces por (a) tenemos que Home(k, k") = 0,
pero esto no puede ocurrir, ya que existe o : k — k’. Asi k < k'. Analogamente, supongamos
que k' > k. Entonces por (a) tenemos que Home(k', k) = 0, pero esto no puede ocurrir, ya

que existe o/ : k' — k. Asi k' < k. Luego k = k'

Notacién: Denotaremos por C[L] a la clase de subobjetos de [ en C de rango k.

Haremos la convencién que para k < 0 o [ < 0 tendremos C[F] = ().

Para hacer que nuestro argumento inductivo funcione, necesitamos una condicién de fini-
tud. Asi que supondremos ademds de (a) que todas las categorias consideradas aqui satis-
facen:

(b) Para cada par de enteros, hay un entero yy,; tal que C[;] es un conjunto finito con yy;
elementos. En particular yoo = 1.
(c) Todos los morfismos de C son monomorfismos.

29
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DEFINICION 3.3. Sea [ un objeto de C y k un subobjeto de . Si f : k — [, denotaremos
por f a la aplicacién inducida sobre los subobjetos de I. Es decir, si g : s — k representa un
subobjeto de k, entonces f toma este subobjeto v le asigna un subobjeto de I dado por la

composicién f o g. Asi

Claramente f estd bien definida.

DEFINICION 3.4. Sea [ un objeto de C y s un subobjeto de I. Una r-coloracién de C[!] es
una funcién ¢ : C[L] — {1,...,7}. Diremos que un subobjeto tiene color i si su imagen bajo

c es 1.

Una r-coloracién ¢ de C[L] induce una r-coloracién sobre C[¥] dada por la composicién co f,

donde f : k — [ estd en C.

DEFINICION 3.5. Sea ¢ una r-coloracién de C[!]. ¢ tiene un k-subobjeto monocromatico (es

decir el k-subobjeto representado por f : k — 1), si la imagen de co f es un conjunto unitario.

La siguiente definicién, a simple vista parece no tener nada que ver con las definiciones

anteriores, pero es un concepto basico que necesitaremos mas adelante:

DEFINICION 3.6. Sean A y B categorias que satisfacen (a), (b) y (¢). Para un functor M de
A en B con M(z) = y para enteros y y z, denotaremos por M a la funcién inducida que
asigna a cada subobjeto de z un subobjeto de . Esto es, M toma el subobjeto representado

por f:s — x en Ay le asigna el subobjeto representado por M(f) : s — y en B.
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2. Propiedad de Ramsey.

Ahora podemos presentar la propiedad de Ramsey para una categoria C que satisface (a),

(b) ¥ (c).

DEFINICION 3.7. La propiedad de Ramsey dice: Dados enteros k, [ y r, existe un nimero
n que depende de k, [ y r tal que para m > n, cualquier r-coloracién de C[}’] tiene un

l[-subobjeto monocromatico.

Para establecer la propiedad de Ramsey para ciertas categorias C, consideraremos una
version mas fuerte de la misma la cual hace el argumento inductivo mas facil: Hay un
nimero N = N¢(k;r, 1y, ..., 1) que depende de k,r, 1, ..., 1., tal que para cualquier m > N y

cualquier r-coloracién ¢ de C[}*], hay un 4, 1 < i <r, y un morfismo f :1; — m tal que

o] —- e — {10}

\{'}Aj

conmuta, donde incl(i) = i. A esta versién més fuerte la denotaremos por C(k;ly, ..., 1.).

Esta version siempre vale para k < 0, ya que C [2] = (). Si todos los [; son iguales, esta
version se convierte en la propiedad de Ramsey presentada al principio de esta seccion,
es decir, si [; = --- = [, llamemos [ a este niimero, entonces la coloracién ¢ tendra un

[-subobjeto monocrématico.
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3. Condiciones sobre las Categorias.

Sean Ay B dos categorias que satisfacen (a),(b) y (c). Para establecer que la propiedad de
Ramsey vale para la categoria B si sabemos que vale para la categoria A, las categorias A y
B deben estar relacionas de una manera especial. Esta relacion esta dada por las condiciones
a continuacion:

e Hay un functor M de A en B con M(l)=1+1,1=0,1,2,....

e Hay un functor P de Ben A con P(l) =1,1=0,1,2,....

e Hay un entero ¢ > 0 tal que para cada | = 0,1, 2, ... t existen morfismos, ¢;; : | — [+1,

1 < 5 <'t, que satisfacen lo siguiente:
— (I) Para cada k+ 1 = 0,1,2, ..., la diagonal d en el siguiente diagrama es épico,
donde ] (junto con las inyecciones indicadas) es el coproducto, y d es la tnica
aplicacion determinada por el coproducto que hace el diagrama conmutar para

todo j:

I+1
B[]
y también conmuta

10

Al — 11

1
Bl ]
— (II) Para cada g : s — l en By cada j = 1, ..., el siguiente diagrama conmuta:

P15
[ —1+1

g T T M(P(9))
Psj
s —=s+1

— (IIT) Para algun e : | — [ + 1 en A, el siguiente diagrama conmuta para todo
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Pl41,5
[+1 ——=14+2

eT T M(e)
Pij

[ [+1

OBSERVACION 3.8. Sea h : s+1 — [ en B. Entonces por (III) hay una ciertae : s — s+1

en A tal que:

Ps+1,5

s+1—s+2

Psj T T M(e)
Psj

5]
s+1

conmuta en B para cada j. Por (II), el diagrama

Pij

[

h T
Ps+1,5

s+1——5s+2

[+1
T M(P(h))

conmuta para cada j. Por lo tanto

s+1 l
Psj T l/ Pl
s [+1
P
M(P(h)e)
s+1

conmuta para cada j.
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4. Lemas.

Para la demostracion del resultado principal de este proyecto, necesitaremos el uso de dos
lemas. Por eso esta seccién esta hecha unicamente para discutir estos lemas.

Eventualmente necesitaremos un lema sobre arreglos n-dimensionales de puntos. Lo pro-
pondremos si demostracion. La demostracion puede ser encontrada en [3] y [2]. También se
puede encontrar una demostracion de este lema en el libro Ramsey Theory de Ronald L.
Graham, Bruce L. Rothschild y Joel H. Spencer. Denotemos por A” el conjunto de todas las
n-tuplas (z1,...,x,) de elementos z; de un conjunto A con ¢ = 1,...,n. Antes de enunciar el

lema, daremos una definicién previa para mejor comprension del mismo.

DEFINICION 3.9. Sea A un conjunto con ¢ elementos. Una Linea en A" es un conjunto
(ordenado apropiadamente) de puntos z;, con x; = (xy;, ..., T,;) tal que para cada j, 1 < j <t
se tiene que xj; = --- = xj; 0 T;, = s para 0 < s < ¢y lo ultimo debe ocurrir al menos para

un j.

LEMA 3.10. (Teorema de Hales-Jewett) Dados enteros r > 0, t > 0, existe un entero N
= N(r,t), dependiendo sdlo de r y t, tal que sin > N, A es un conjunto de t elementos, y

A" estd r-coloreado de cualquier manera, entonces existe una linea monocromdtica.

DEFINICION 3.11. Sea m > 1 enteroy f : k+ 1 — [ + h un subobjeto de [ + h en B, con
f = M(f') para algin ' : k — [+ h — 1 en A para 1 < h < m. Para cualquier eleccién
fija de jn, Jht1s oo Jme1, 1 < Ji < t, sea @; = @1, ;. Entonces el (k + 1)-subobjeto de [ + m

representado por la composicion

f Ph Pm—1
k+1—=14+h—=I1+h+1 I+m—-—1——=1+m
se dice que tiene firma (h; j,_1, ..., jn) con respecto a l y m.

OBSERVACION 3.12. La firma no necesariamente es unica para un subobjeto dado, ni cada

subobjeto debe tener una firma.

DEFINICION 3.13. Una r-coloracién de B[}}] tal que todos los (k + 1)-subobjetos con la

misma firma (con respecto a [ 'y m) tienen el mismo color, se le denomina (I, m)-coloracién.
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De ahora en adelante la categorias A y B satisfacen todas las condiciones mencionadas en
la seccion 3 de este capitulo.

Para los enteros [ > 0 y m > 1, definimos recursivamente algunos niimeros necesarios para
probar el lema que enunciaremos méas adelante. La existencia de estos nimeros que daremos
a continuacion esta garantizada pues supondremos que la propiedad de Ramsey vale en A,
es decir, A(k;ly, ..., 1) vale.

Estos nimeros son:

v1 = Na(k;r™ 550,000

v = Na(k;r™ “so0 4+ 1, ..,0 + 1)

Um = Na(k; 5 0me1 + 1, o Uy + 1).

LEMA 3.14. Supongamos que A(k;ly,...,1.) vale. Sean 1 > 0 y m > 1 enteros; x > v, + 1;
¢ una r-colaracion de B[}, ]. Entonces existe g : | + m — x tal que co g es una (I,m)-
coloracion de B[]

DEMOSTRACION. Procedamos por induccién sobre m. Probemos el lema para m = 1.
Para este caso, lo que tenemos es x > v; 4+ 1 y una r-coloracién ¢ de B[}, ,]. Tomemos
x = v; + 1. Comencemos a colorear A[;'] por la coloracién inducida por M, esto es, a un
subobjeto de A[}'] le asigna el mismo color que a su imagen por medio de M en B[Z{Sl]
Asf la coloracién que usaremos de A[}'] es cM, la cual denotaremos por ¢’. Ahora, por la

escojencia de vy tenemos que hay un 7, 1 < ¢ < r y un morfismo f : [ — wv; tal que el

siguiente diagrama

LA[ )

N

conmuta. Sea g = M(f). Veamos que cg es una (I, 1)-coloracién de B[] . Sea h: k+1 —
[+ 1en Bcon h = M(K') para algin b’ : k — [ en A. Consideremos el siguiente diagrama

conmutativo
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Al —— Al

Bl — B

Entonces

E‘

(W k—1)=

<

(0 k—1).

Luego

cMFW  k—1)=cgh:k+1—1+1).
Como A(k;ly, ..., 1) vale tenemos que,
cgh:k+1—1+1)=1.

Esto ocurre para cualquier h: k+1 — [+ 1 en B con h = M(K') para algin b’ : k — [

en A. Por lo tanto cg es una (I, 1)-coloracién de B[} ].

Supongamos que el lema vale para m — 1, esto es, para cualquier [ > 0 entero, x > v,,,_1+1y

cualquier 7-coloracién ¢ de B[}, ], existe g : [ +m —1 — x en B tal que cg es una (I,m —1)-

coloracién de B [ﬁ:j:?’l] Luego, por la escogencia de los v;, podemos tomar [ = vy + 1 y asi

tenemos que existe algin g : v; +m — x en B tal que B[}"] estd (v + 1, m — 1)-coloreado

por cg. Ahora bien, comencemos coloreando B [Zﬁ:ﬁl] de la siguiente manera:
Para f: k+1 — vy + 1 consideramos, para cualquier escogencia de j,,_1,...,J1, 1 < 7; < t,

el subobjeto representado por

f ¥1 $m—1
k+1 —v1+1 — v +2 v+m—1——=uvi+m

donde p; = @y, 4ij;, 1 < i < m—1. Luego para cualquier escogencia de jp,—1, ..., j1, 1 < j; < ¢,

el siguiente diagrama conmuta:
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donde ¢ = @101, J = (Jm—1,--J1) ¥ ¢j = cgp. Asi la coloracién que le daremos a
fik+1l—vi+1les(cj(f:k+1— vi+1))jem-1. Porlo que la coloracién que le daremos
a B[}*1'], denotandola por ¢ es (c;)jepm-1. Claramente ¢ es una " _coloracién de B (At
Ahora coloreemos a A[}'] por la coloracién inducida por M, esto es, a un subobjeto de A[}']

le asignamod el mismo color que a su imagen por medio de M en B [Zﬁl] En otras palabras,

., - . . . -1
la coloracién que usaremos es ¢’ M. Luego por la escogencia de vy, hay un 4, 1 <i < rt"
un morfismo w : | — vy en A tal que el siguiente diagrama conmuta

w A’Ul M{l tmfl}

\ %
41

Asf todos los subobjetos de M(A[;]) tienen el mismo color en B[j}}] coloreado por ¢ M(w).
En efecto, parah:k+1— 1+ 1en By h = M(h') para algin b’ : k — [ en A, tenemos

que

MW ik — 1) = MWM(H : k — 1),

pues el siguiente diagrama conmuta

Asi

CMBW  k— 1) = MWM(H : k — 1),

Como A(k;ly, ..., 1) vale, tenemos que

MW)h:k+1—1+1)=

Por lo tanto todos los subobjetos de M(A[}]) tienen el mismo color en B[t} coloreado por

dM(w).




4. LEMAS. 38

Ahora bien, supongamos que f : k+1 — [+ hestden B, 1 < h <m, con f = M(f’) para

algin f': k — [+ h —1 en A. Consideremos el siguiente diagrama (el cual nos referiremos

por (x)):
M(wp f) Poy+h,jp, Poi+m—1,57m_1
k+1——uv+h——=v+h+1 v+m—1—— vi+m
[ Up, T Uh 41 T Um—1 T Um T
k+1 ——I14+h—1+h+1 [+m—1 l4+m
f Pl+h,jp Pl4+m—1,4pm 1

donde u; = M(w), u; = M(P(ui—1)), i =2,3,....m ; w; = w, w; = P(w;_1), 1 =2,3,....m.
Por la condicién (II) de la seccién anterior de este capitulo, este diagrama conmuta para cada
escogencia de jp, ..., jm—1. Veamos cual es nuestra (I, m)-coloracién de B [ﬁ:jr”f] Consideremos
cualquier subobjeto de [ +m con firma (1;j,,_1, ..., j1) con respecto a [ y m. Supongamos

que dicho subobjeto esté representado por

Pl41,51 Pltm—1,5pm—1

f
k+1——14+1 [+2 l+m—-—1——=14+m

Llamemos e = ¢ m—1 i1, f, entonces e : k+1 — [+m. Luego para cada escogencia

7jm—1 ‘

Jm—1,---, J1 S€ tiene que:

PoMW)(f k+1—1l+1)=Tnpi(f:k+1—1+1),

donde @1 = Pixm—1jm 1 Pitijs ¥ P2 = Portm—1jm 1 Por+1j1-

Esta igualdad se cumple pues el siguiente diagrama conmuta para cada escogencia de j,,_1, ..., J1

®1
Bl —— BT

B - B

Asi para cada escogencia de j,,_1, ..., j1 tenemos

cgpoM(W)(f k+1—14+1)=cqun(f:k+1—1+m),

es decir, que para cada escogencia de j,,_1, ..., j1 tenemos
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cqum(e:k+1—1+m)=1
Por lo tanto todos los subobjeto con la misma firma (1; j,,—1, ..., j1) tienen el mismo color en
BRI
Ahora consideremos un subobjeto de [ +m con firma (h; jy—1, ..., jn), b > 2 , representado
por e : k+ 1 — [+ m donde e es la ultima fila del diagrama (). Por conmutatividad de

dicho diagrama, tenemos

Ume = bM(wp f")
donde b es la primera fila del diagrama (%), b : v1 + h — v; + m. Esto quiere decir que u,e
tiene firma (h — 1, jju—1, ..., Jn) respecto a vy + 1y m — 1. Como ¢g es una (v; + 1,m — 1)-
coloracion de B[Zﬂjm] tenemos que todos los subobjetos que tengan firma (h—1, ju—1, ..., Jn)
tienen el mismo color y asi el color de todos los subobjetos esta determinado por j;. Por lo
tanto el color de cualquier subobjeto con firma (A, j,,—1, ..., jn) con respecto a l'y m, h > 1,
l+m]

tienen su color bajo cg,, determinado por los j;. Asi cgi,, es una (I, m)-coloracién de B[,

y el lema queda probado. [l
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5. El Resultado Principal.
A continuacion el resultado principal del trabajo.

TEOREMA 3.15. Sean A y B dos categorias que satisfacen lo mencionado en este capitulo,
seccion 8. Supongamos que A(k;ly,...,1.) vale para todo li,...;l, y r > 0 entonces B(k +

10y, ..., 1) vale para todo 1y, ....1. yr > 0.

DEMOSTRACION. Procedamos por induccién sobre L = [; + - -+ + [,.. Podemos suponer
que L > 0 pues B(k+1;1y,...,1,.) vale por vacuidad si [; < k+1 para cualquier i osi k+1 < 0
y trivialmente si ¢ = 0. Entonces se puede asumir que [; > £+ 1 > 0 para todo ¢ y t > 0.
Si cualquier [; = 0 entonces k+ 1 =0y B(k + 1;14,...,1,) vale trivialmente ya que yp0 = 1.
Por lo tanto podemos suponer I; > 0 para todo 7 y asi L > 0. Ahora bien, supongamos que

B(k+ 1;1y,...,1,) vale para L — 1. Sea
= mCZCENB(]{ + 1;7’, ll, '-'7li—1; ll — 1,li+1, ceey lr‘)

un numero que existe por la hipdtesis inductiva. Sea y = r¥-*+1 donde y; 141 es el cardinal
de B[,,,]. Sea m = N(y,t), donde N(y,t) es el nimero dado por el Lema 3.10. Sea vy,
los nimero usados en la hipétesis del Lema 3.14 y sea x > v, + 1. Finalmente, sea ¢ una
r-coloracién de Blf,,]. Luego por el Lema 3.14 existe un g : | +m — x en B tal que g es
una (I, m)-coloracién de B[;17]. Ahora bien, coloreemos {1,...,t}™ como sigue: (ji, ..., jm) ¥

(K1, ..., ky) tienen el mismo color si y sélo si para cada h : k+ 1 — [ en B los subobjetos

representados por las composiciones

h P51 Plim
k+1——1——1+1 [+m—1——=14+m
y
h Plkq Plkm
k+1——1——1+1 [+m—1—=14+m

ambas tienen el mismo color en B [21”11} Claramente esto es una y-coloracién de {1,...,t}

m
Luego por el Lema 3.10 y la escogencia de m, podemos encontrar una linea monocromética
en {1,....t}™. Sea iy,...,iq los i’s para los cuales j;, = z (debe haber al menos uno por la

definicién de linea). Para 0 < a < d, definamos h, : | + i, — |+ i1 — 1 en B por la
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composicion de los morfismos que presenta el siguiente diagrama

Pltia,jig+1 Spl+za+1 2,3iq

l+ia4>l+?:a+1 l+2a+1 i—f—la_H—l

, donde 79 = 0 y 2401 = m + 1. Ahora, consideremos el siguiente diagrama:
ho Pltig—1,5 h1
l*>l+Z1—1 Hlﬁ—il *>l+l2—1 —_—

\L Pltii—1,5 \L Pltig—2,5

] M(er) ]
l —f- 11 l —f- 19
Pltig_o—1,5 hg_o Plt+ig_1—-1,5 hg_ Pltig—1,5
st iy —1 —= 4049 — |+ i4_ 1—14>l+2d14>l+2d—14>l+2d
l Pltig_o—1,5 l Pltig_1—1,5 l hq
M(eq_s) M(eq—1)
Z—F’L‘d,Q l—|—Z‘d,1 l+m

donde la existencia eg_s : [+ig_s—1 — [+1i4 511 — 1 en A estan garantizados por condicién

(III) y por la Observacién 3.8 tenemos que este diagrama conmuta para cada j = 1,...,¢. Asi

hd(PlJrz'dfl,jhd*l(lerid,lfl,jhd72§0l+id,2fl,j ce hl@l+i171,jh0 = hdM(edq)M(eda) . 'M(61)
= hdM(ed,led,Q ce 61).

Por otro lado tenemos que por la escogencia de los h, se tiene que para cualquier h : k+1 —

[, los subobjetos representados por

h . Pitip—1,j  Ml(ea—1€4—2-€1) hq
k+1—1+1t1—1——1+0 —Il+ig —=1+m .

tienen el mismo color en B [ﬁ:ﬁ‘] para cada j. Ahora bien, sabemos que por la condicién (II),

el siguiente diagrama conmuta para cada j

Pltig—15J
[+ —1 —=1+10
ho T TM(P(ho))
l [+1
2%

Sea o = hyM(eq_1€4-2---e1(P(ho))), entonces para cada h : k+1 — [ en B, los subobjetos

representados por las ¢ composiciones

h PL,j a
k+1——]—=I1l4+1—=1+m
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tiene el mismo color. Por lo tanto cgap;; son iguales para todo j sobre B[} ,]. Ahora con-
sideremos cualquier subobjeto de M(A[}]) en B[t}]. Sea dicho subobjeto representado por
f:k+1—1+1en Bdonde f = M(f") con f': k — [ en A. Entonces los subobjetos
representados por o f tienen firma (i4; jpm—1, ..., ji,+1) con respecto a l y m, ya que o f es sélo
haM(eg—1€4-2---e1P(ho)f"). Como B[ﬁ:ﬂ estd (I, m)-coloreado por cg, todos los subobjetos
de [+m con esta firma tienen el mismo color. Por lo tanto cgar da el mismo color a cualquier
subobjeto de M(A[']) ya que la firma es independiente de la escogencia de f, es decir,
cgaM(A[,]) = {q} paraalgin g € {1,...,r}. Consideremos la coloracién cgaip; 1 sobre B[, ].
Por la escogencia de [ existe p € {1,...,7} vy f, : I, — l en B tal que W(B[ﬁfﬂ]) = {p}
con p # q o exite f, : [, —1 — [ en B tal que W(B[igf]) = {q}. En el primer ca-
so tenemos el subobjeto monocromatico desiado y el teorema queda probado. Supongamos

lg—1

entonces que cgawpy fo(B[21]) = {q}. Como ¢;1 = ¢ para todo j, tenemos que

cgapn; fo(BE]) = {a}

para todo j. Por la condicién (II) se tiene que ¢ ; f; = M(P(fy))¢1,-1,; con j =1,...,t. Por

lo tanto para j = 1,...,t se tiene

cgaMP(f)) e, —1;Bl]) = {a}

Ahora consideremos cualquier subobjeto en W(A[Zq_l]). Sea dicho subobjeto representado
por f:k+1— 1, donde f = M(f’) con f': k — I, — 1 en A. Claramente los subob-
jetos representados por M(P(f,))f estan en A pues M(P(f,))f = M(P(f,)!’). Asi estos
subobjetos tiene el mismo color ¢ bajo la coloracién cga. Asi m le asigna color
q a todos los subobjetos de /V(A[ﬁffl]) y a todos los subobjetos de m(B[;q;llD luego
por la condicién (I), esto ocurre para todo B[ijﬂ] y por tanto gaM(P(f,)) : l; — x es el

morfismo desiado y el teorema queda probado. 0

Ahora daremos la proposicién que usaremos para obtener los resultados en las aplicaciones.

PROPOSICION 3.16. Sea ® una clase de categorias tal que para cada categoria B en ® existe
una categoria A tal que A y B satisfacen las condiciones del teorema anterior. Entonces

B(k;ly, ..., 1) vale para todo k;ly, ..., 1, y todo B en ®.

DEMOSTRACION. Sabemos que para cualquier categoria B en ©, B(—1;1y, ...,,) vale por

vacuidad para todo [y, ..., [,.. Luego por hipdtesis podemos encontrar una categoria apropiada



5. EL RESULTADO PRINCIPAL. 43

A y aplicar el teorema anterior para obtener que B(0;ly, ...,[.) vale por vacuidad para todo
l1, ..., 1. Haciendo esto sucesivamente obtenemos que B(k;ly,...,1,) vale para todo k;ly, ...,

y todo B en ®. U



CAP{TULO 4

Aplicaciones del Resultado Principal
1. Corolarios.

Acontinuacion presentaremos algunas clases de categorias que satisfacen todas las condi-

ciones del resultado principal.

COROLARIO 4.1. (Ramsey) Sea r > 1 entero y sea C la categoria que tiene por objetos
enteros no negativos (aqui cada entero no negativo k representa el conjunto [k] = {1,...,k})
y los morfismos Home(k,1) son todas las funciones inyectivas de [k] en [l], donde la com-

posicion es la composicion usual de funciones. Entonces C(k;ly, ..., 1) vale.

DEMOSTRACION. Sea @ la clase de categoria que consta sélo de la categoria C, es decir,
® = {C}. Sea P el functor identidad de C. Ahora definamos M de la siguiente manera:
Para cualquier f' : k — [ en C, sea M(f’) la funcién f : k+1 — [+ 1 en C definida
por f(z) = f'(z) Yx € [k] y f(k+ 1) = [+ 1. Claramente M es un functor. Sea t = 1y
sea ¢; : I — |+ 1 definida por ¢;(z) = « Vz € [l]. Veamos que con estas escogencias, se
satisfacen las condiciones (I),(II) y (III) mencionadas en el capitulo 3 seccién 3.

e (I) Consideremos cualquier subobjeto en C[ﬁ:fl] representado por f : k+1 — [+ 1.
Primero supongamos que f(s) = [+ 1 para algin s € [k + 1]. Definamos 7,41 :
[k + 1] — [k + 1] como la permutacién que deja fijo a todos los elementos de [k + 1],
excepto s y k + 1, que se intercambian. Claramente f y fmsx4+1 representa el mismo
subobjeto. Sea f’: k — [ definida por f' = fmg 41 en [k], entonces M(f') = fmspi1-
En efecto, para cada = € [k] tenemos M(f’)(x) € [l] pues [ es inyectiva y M(f")(k +
1) = frspr(k+1) = f(msp1(k+ 1)) = f(s) =+ 1. Por lo tanto el subobjeto que
escogimos estd en M(C[L]). Ahora supongamos que f([k+ 1]) C [I], entonces definamos
f'ik+1—1lpor f' = fen [k+ 1]. Asi, tenemos que f = ¢;f’ y el subobjeto esta en
@i(C[L.41])- Por lo tanto (I) estd probado.

e (II) Veamos que para cada g : s — [ en C el siguiente diagrama conmuta

44
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Pl
| —=1+1
g T T M(P(9))

s —=s+1
Ps

Sea g : s — [ en C, entonces para cada z € [s] tenemos

M(P(g))ps(z) = M(g)(x) = g(x) = wi(9(x)) = (19)(x).

Asi queda (IT) queda probado.

e (III) Veamos que para algin e : | — [+ 1 en C el siguiente diagrama conmuta

Pl+1
[+1 —=1+42

T

l [+1

Pl

Sea e = (; entonces para cada x € [l] tenemos

M(e)pi(x) = M(e)(z) = e(x) = @i(x) = = = v (pi(e)) = (i) (@)

Asi queda (III) probada.
Luego por la proposicién tenemos que todas las categorias en ® vale la propiedad de Ramsey.

De donde, en C vale la propiedad de Ramsey. 0

COROLARIO 4.2. (Espactos Vectoriales) Consideremos la categoria C descrita en el

Ejemplo 2.25. Entonces C(k;ly, ..., 1) vale.

DEMOSTRACION. Sea @ la clase de categoria que consta de las categorias C,, con m >
0 descritas en el Ejemplo 2.26, es decir, ® = {C, }menuioy. Claramente © contiene a la
categoria C pues es exactamente Cy. Entonces para cada m, sea A = Cpi1 v B = Cpp.
Tomemos los functores M y P como los descritos en los Ejemplos 2.27 y 2.28 respectivamente.
Sea t = card(A,,) = ¢™. Para cada a € A,, y [ entero no negativo, definamos ¢y, : | —
[+ 1 por ¢, = (@ ®vq,€) donde ¢ : Vi — V4 es la transformacién lineal que actia
identicamente en V;. Veamos que con estas escogencias son suficiente para satisfacer las

condiciones (I),(II) y (III) mencionadas en el capitulo 3 seccién 3.
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o (I) Sea (W', ¢') : k+1 — [+ 1. Primero supongamos que ¢'(Vi11) no esta contenido en
V], entonces podemos escoger algtin isomorfismo ¢ : Vi1 — Vjyq tal que ¢'1p(Viiq) C
Viy @' (vks1) = v+ para algun o" € V. En efecto, como ¢'(Vy41) no esté contenido
en V}, existe al menos un v € ¢'(Vi41) tal que v no estd en V. Como v € @' (Vii1) v ¢’
es lineal tenemos que existen escalares o; € GF(q), 1 <i < k+ 1, no todos nulos, tales

que
v = 04190/(7)1) + -+ Oék+190/(vk+1)-

Luego, como v no estd en V " es inyectiva tenemos que existe un s, 1 < s < k + 1,
g0, y ¥ Yy q

tal que
¢ (vs) = B’ (v1) + -+ - + B (01) + B¢’ (Vi)

con f; € GF(q),1 <j <Il+1, ;41 # 0. Ahora bien,
—si s = k + 1 estamos listo, pues ¢ = Iy, donde Iy, denota la tanformacion
identidad de V1.
—si 1 < s < k entonces definamos 1) : Vi1 — Viiq (sobre la base de Vjy1) como

sigue: para i, 1 < j <[+ 1,1 # s, tenemos

¢(Ui) =V

¢(U5) = Uk+1-

Es fécil verificar que v definida de esta manera satisface que @'9(Vii1) C Vi y
©"P(Vpg1) = Vg1 + 0 para algin v’ € V.
Ahora, sea (w, ) : k — len Cpyq, donde o = ' en Vi y w = W' + a1 ®0'. Entonces
tenemos que M ((w, ¢)) = (W', ¢'), y como (u', ¢'1)) representa el mismo subobjeto que
(W', ¢') se tiene que el subobjeto representado por (w', ¢') : k+1 — [+1 tal que ¢'(Vjy1)
no este contenido en V;, estd en M(A[}]). Ahora supongamos que ¢'(Vi41) C V; entonces

@) = (Wt a® g, @) para algin a € A, y algin w” € A, ® V. Pero
¥

(W” +a® Vi1, QOI) = (CL X Vi1, el)(w”u 80”) = nga(w”7 901/)7

donde ¢” = ¢’ en Vi, 1. Por lo tanto el subobjeto representado por (&', ¢') : k+1 — [+1
tal que ¢'(Vip1) C Vj estd en pr(AlL,4]). Asi (I) queda probado.
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e (II) Sea (w, ) : s — l en B. Entonces M(P((w,))) = (W', ¢'), donde v’ =w y ¢’ es
la aplicacién dada por ¢' = p en Vi y ¢/(vsy1) = vj21. Luego, para cada a € A, se tiene

que:

(a®@vi1,e)(w, @) = (a@ v + (1y, @ e)(w), per)
= (w +a® v, goel)
= (W +a®p(vsg1), Ples)
= (wla ()0/) (a ® Vs+1, es)-
Asi (IT) queda probado.

e (III) Consideremos en C,,41 el morfismo (a ® v41,€;) : | — [+ 1. Entonces M((a ®
vit1,€e)) = (0,¢), donde ¢ : Vi1 — V45 estd definida por ¢/ (x) = x para todo = € V]
y ' (I + 1) = v2 + v41. Ahora se tiene que para cada a € A,,,

(a ® vige, er11)(a @ v, €) = (@ @ vga +a @ ey (Vi41), €r41€1)
= (a®@uys +a @y, €)
= (a ® viyg + Vig1, €)
= (a @Y (vi1),¢'er)
= (O, w’)(a (024 Vi1, 61).
Asi (III) queda probado.

Luego por la proposicién tenemos que todas las categorias en ® vale la propiedad de Ramsey.

De donde, en Cy vale la propiedad de Ramsey. 0

COROLARIO 4.3. (Grafos) Sea r > 1 entero y sea C la categoria descrita en el FEjemplo
2.12. Entonces C(n;ly, ..., 1) vale.

La demostracién de este corolario sélo es escribir en términos de grafo la demostracion de
Corolario 4.1, pues colorear un grafo no es mas que colorear el conjunto de vértices del grafo,

asi que se colorean conjuntos finitos.
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