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Resumen

En este trabajo hacemos un estudio numérico de los efectos de la an-
isotroṕıa superficial en cantidades termodinámicas de nanopart́ıculas ferro-
magnéticas cúbicas, representadas mediante un modelo mixto de Ising de
espines S = 0,±1. Se consideran interacciones de intercambio a primeros
vecinos entre los espines, aśı como los efectos producidos por la anisotroṕıa
de superficie (KS) y de volumen (KV ). Variamos el tamaño de los nanocubos
desde un L0 = 4 espines por aristas, donde la relación superficie-volumen es
mayor a uno (S/V > 1), hasta Lmax = 20 espines con S/V ≈ 0,4, incluyen-
do un tamaño intermedio Lu = 10 espines, cuya relación S/V ≈ 1. Usando
el método de Monte Carlo se generan configuraciones de importancia, para
calcular la enerǵıa por sitio, magnetización, calor espećıfico y susceptibilidad
magnética. Hemos logrado reproducir con este modelo sencillo, muchos de
los comportamientos obtenidos por otros autores con el modelo de Heisen-
berg. En el caso de la nanopart́ıcula de menor tamaño, encontramos cambios
importantes en el comportamiento de las cantidades termodinámicas estudia-
das. Encontramos anomaĺıas en las curvas de magnetización y susceptibilidad
magnética caracteŕısticas de sistemas nanoscópicos, las cuales se atribuyen
al bajo número de coordinación y la falta de compensación de los espines
de superficie. Aśı mismo, mostramos que el ordenamiento ferromagnético o
paramagnético del sistema depende del la relación entre entre la anisotroṕıa
superficial y la interacción de intercambio. Encontramos que en el rango
donde KS < −Jnn se observan cambios en la temperatura cŕıtica (TC) del
sistema, mientras que para KS > −Jnn, TC aumenta de manera no lineal.
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4.19. Enerǵıa por sitio en función de la temperatura, para L0 [(a)
y (b)], Lu [(c) y (d)] y Lmax [(e) y (f)], con KS/KV = 10.
Usando |Jnn| = |KV | (izquierda) y |Jnn| = 10|KV | (derecha). . 60
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Caṕıtulo 1

Introducción

Desde hace más de una década, cient́ıficos de diversas áreas están en-
focados en estudiar y trabajar con los “nuevos” materiales que les ofrece
el mundo nanoscópico. Materiales caracterizados en el mundo macroscópico
ahora muestran una nueva cara cuando se presentan a otras escalas, lo que
abre las posibilidades de desarrollar nuevas tecnoloǵıas. La nanotecoloǵıa se
nos presenta hoy como una potent́ısima herramienta capaz de transformar
la sociedad como lo hizo la electrónica en la primera mitad del siglo XX. La
potencialidad de estas nuevas tecnoloǵıas parece verdaderamente ilimitada.
Estudios de algunos materiales son bastante prometedores en cuanto a sus
posibles aplicaciones, como por ejemplo el FePt en almacenamiento de datos,
materiales nanocompuestos y biomedicina, o aleaciones FINEMET (aleación
de Cobre, Niobio, Hierro, Silicio y Boro) para la realización de muchos tipos
de componentes magnéticos, como los reactores saturables, bobinas y trans-
formadores, ya que tienen excelentes propiedades magnéticas [1, 2].

Las nanopart́ıculas poseen propiedades magnéticas diferentes a las pre-
sentes en un sistema voluminoso compuesto de este mismo material. Dichas
caracteŕısticas dependen fuertemente de los efectos de tamaño. Cambios en
el número de coordinación y la falta de compensanción de los espines en
la superficie, son los responsables de estas anomaĺıas en el comportamiento
magnético de los sistemas nanoscópicos [3, 4, 5].

A nanoescalas la anisotroṕıa superficial es un tópico de considerable in-
terés desde el punto de vista teórico y experimental. Por ejemplo, en peĺıculas
metálicas ultrafinas se puede aplicar una magnetización perpendicular a la

1
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superficie, útil al pensar en grabación magnética de datos. Las nanopart́ıcu-
las con alta anisotroṕıa son esenciales en aplicaciones avanzadas tales como
medios de grabación magnética [6, 7], imanes de alto rendimiento [8], senso-
res y transportadores de drogas en biomedicina [9].

Estudiar las configuraciones de esṕın resultantes de muestras ferromagnéti-
cas, a una temperatura dada, es una tarea que puede ser realizada usando
simulaciones computacionales. En general, se hacen estudios de materiales
ferromagnéticos mediante modelos como el de Ising [10, 11], el XY y el
de Heisenberg, entre otros; siendo el modelo de Heisenberg uno de los más
usados[12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19]. Ciertos materiales como la maghemita
[16], la magnetita [14] y nanopart́ıculas compuestas [15], han sido estudiados
y caracterizados utilizando simulaciones Monte Carlo [13], encontrando in-
teresantes resultados respecto al comportamiento de las magnetizaciones de
saturación a una temperatura dada, aśı como su relación con la razón entre
las constantes de anisotroṕıa superficial y volumétrica (KS/KV ).

Algunos autores han estudiado la influencia de la anisotroṕıa superficial
en las propiedades magnéticas de nanopart́ıculas ferromagnéticas, mediante
un método Monte Carlo y el modelo de Heisenberg [15, 16, 17]. En sus tra-
bajos el interés particular ha sido el estudio de las nanopart́ıculas de FePt
para la grabación de datos de alta densidad [15], encontrando que la aniso-
troṕıa de superficie puede ejercer una fuerte influencia sobre la estructura
magnética de una nanoesfera ferromagnética, y que estos efectos son más
significativos en part́ıculas ferromagnéticas con baja temperatura de Curie,
donde la anisotroṕıa de superficie es comparable a la de enerǵıa de intercam-
bio. Encontraron que mientras más grande es la razón superfice-volumen,
más fuerte es dicha influencia.

A diferencia de los trabajos donde hacen estudios mediante el modelo de
Heisenberg [15], aqúı nos planteamos simular una nanopart́ıcula magnética
usando el modelo de Ising, el cual es mucho más sencillo y cuyos resultados
suelen ser interesantes y satisfactorios para sistemas macroscópicos. Estudia-
mos algunas propiedades magnéticas de nanocubos ferromagnéticos aislados,
considerando interacciones de intercambio a primeros vecinos, aśı como con-
diciónes de borde libre para tomar en cuenta los efectos de superficie. Cubos
de diferentes tamaños son considerados.
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El trabajo está estructurado en caṕıtulos. En el caṕıtulo II colocamos las
referencias teóricas y definiciones necesarias para desarrollar el trabajo, tales
como conceptos y caracteŕısticas de la escala nanoscópica, las cantidades ter-
modinámicas a calcular, método de Monte Carlo y modelos. En el caṕıtulo
III se describe la metodoloǵıa empleada. En el caṕıtulo IV presentaremos los
resultados obtenidos a partir de la técnica de Monte Carlo, aśı mismo mostra-
remos los cálculos anaĺıticos de estado base del sistema a baja temperatura.
Por último, en el caṕıtulo V, presentaremos las conclusiones obtenidas del
análisis de resultados.
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Caṕıtulo 2

Marco Teórico

En este caṕıtulo se exponen las bases teóricas necesarias para el desarrollo
de este trabajo. Primero se presentarán conceptos de sistemas nanoscópicos
para dar idea de la escala y caracteŕısticas que estos presentan, se tocarán
temas como magnetismo, mecánica estad́ısca y hamiltonianos que describen
sistemas de espines aśı como de la técnica Monte Carlo que fué usada en este
trabajo para estudiar las variables termodinámicas del sistema.

2.1. Nanopart́ıculas

Las nanopart́ıculas son un conjunto de átomos o moléculas enlazados en-
tre śı, con un radio del orden de o menor a 100nm.

Un nanómetro es 10−9m o 10Ȧ, por lo que un conjunto de átomos o
moléculas que formen part́ıculas con radios menores a 100Ȧ pueden ser con-
siderados como nanopart́ıculas. En la Figura 2.1 se presenta una clasificación
arbitraria de cúmulos atómicos, según el tamaño y muestra la relación exis-
tente entre el número de átomos de cúmulos y su radio. Definir aśı estos
sistemas, basandose solo en el tamaño, no es totalmente satisfactorio porque
realmente no hace una distinción entre las moléculas y las nanopart́ıculas.
Muchas moléculas contienen más de 25 átomos, lo que representa un cúmu-
lo de un nanómetro de radio, particularmente las moléculas biológicas. Las
nanopart́ıculas se pueden construir por esamblaje de átomos individuales o
mediante subdivisión de materiales voluminosos.

5
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Figura 2.1: Nanomundo
Tomado de [21].

Una definición de trabajo para una nanopart́ıcula puede ser la de un
agregado de átomos entre 1 y 100 nm, visto como una subdivisión de un ma-
terial voluminoso y de dimensiones menores que la longitud cŕıtica de cierto
fenómeno [21].

2.1.1. Efectos de Tamaño Finito

Un mismo sistema, a medida que es considerado a escalas menores (átomi-
ca, nanoscópica, microscópica, entre otras), presenta caracteŕısticas diferen-
tes a las mostradas a grandes escalas (macrocópicas). Estas caracteŕısticas,
en general, se deben a los llamados efectos de tamaño finito. A escalas ma-
croscópicas el número de átomos que están contenidos en el volumen de un
material supera, por varios ordenes de magnitud, a los presentes en la super-
ficie de dicho material, esto hace que, en la gran mayoŕıa de los materiales,
la f́ısica a escalas macroscópicas este definida por los átomos contenidos en
el volumen. Puede haber excepciones, por ejemplo al pensar en materiales
con cierto grado de porosidad. En la Figura 2.2 se presenta esquemática-
mente como vaŕıa con el tamaño la relación superficie-volumen, la Figura
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2.2(b) posee el mismo orden cristalográfico al de la Figura 2.2(a), sin embar-
go, presenta mayor cantidad de átomos en la superficie que contenidos en el
volumen, a diferencia del sistema representado en (a).

(a) (b)

Figura 2.2: Relación superficie-volumen
(a) representa una part́ıcula de mayor tamaño que (b). En (b) el número de
átomos en la superficie es mayor a los contenidos en el volumen, esto es el

caso contrario a (a).

Para ilustrar estas caracteŕısticas daremos un ejemplo sencillo tomando
átomos de oro y considerando que su diámetro es de 0,1nm.

Átomos \ Volumen 1cm3 1nm3

Superficie 7, 6x1016 7, 6x102

Volumen 1, 9x1024 1, 9x103

Relación S/V 4× 10−8 4× 10−1

Cuadro 2.1: Relación superficie-volumen para un cubo de oro

En el Cuadro 2.1 se observa que, si el cubo de oro ocupa un volumen
de 1cm3, el número de átomos que se encuentran dentro del volumen es
1, 9×1024 mientras que en la superficie habrán 7, 6×1016 átomos, la relación
superficie-volumen es del orden de 10−8. Sin embargo, al pensar en sistemas
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nanoscópicos dicha relación cambia. Para sistemas con diámetros del orden
de nanómetros los átomos en la superficie representan porciones importan-
tes respecto al número total de átomos, lo que afecta en buena medida las
caracteŕısticas del material. Si el cubo de oro ocupa un volumen de 1nm3,
el número de átomos que se encuentran dentro del volumen es 1, 9 × 103

mientras que en la superficie habrán 7, 6×102 átomos. La relación superficie-
volumen es ahora del orden de 10−1 (ver Cuadro 2.1).
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2.2. Magnetismo

El sistema que se ha estudiado en este trabajo es un sistema ferromagnéti-
co, por ello, presentaremos algunos conceptos de interés sobre este tópico.

2.2.1. Magnetización

Un material magnético puede ser considerado como constituido por un
conjunto de momentos dipolares magnéticos. Cada dipolo es realmente una
espira atómica de corriente que no puede dividirse en polos individuales. El
estado magnético del material se describe por el vector magnetización ~M ,
cuyo módulo es igual al momento magnético total por unidad de volumen:

~M =
1

V

∑
~mi. (2.1)

Los átomos que conforman cualquier material, se pueden considerar como
constituidos por electrones moviéndose en órbitas circulares alrededor de
un núcleo estacionario. La carga electrónica e−, en un movimiento orbital
se comporta como una delgada espira de corriente que posee un momento
magnético ~m, conocido como momento magnético orbital. Además, también
cuentan con un momento magnético intŕınseco, llamado momento de esṕın,
que contribuye a su momento dipolar magnético total. El esṕın es un efecto
que sólo tiene explicación en el marco de la mecánica cuántica relativista. El
momento magnético de esṕın es el considerado en los cálculos de enerǵıa del
sistema estudiado en este trabajo.

Una contribución adicional a la magnetización de un material, aunque
muy pequeña, procede de algunos núcleos atómicos que poseen momentos
magnéticos de esṕın asociados a sus protones y neutrones constituyentes[23].

Susceptibilidad magnética: En muchas sustancias la magnetización re-
sulta proporcional a la intensidad de un campo magnético externo aplicado:

~M = χ~B0, (2.2)

siendo la constante χ la susceptibilidad magnética. Dicha constante da una
medida de cuan fácil es conseguir que un material adquiera cierta magne-
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tización aplicando un campo magnético uniforme de cierta magnitud. Los
cambios en la susceptibilidad magnética de un material están asociados con
la ruptura de simetŕıa del sistema, por ello, este es uno de los valores estu-
diados en este trabajo.

En general, podemos clasificar los materiales magnéticos de acuerdo al
valor de su susceptibilidad magnética.

2.2.2. Diamagnetismo

χ negativa y |χ| << 1

En los materiales diamagnéticos, los átomos individuales no tienen un
momento magnético permanente y, en ausencia de un campo magnético apli-
cado, los momentos magnéticos de cada átomo suman cero. La aplicación
de un campo externo modifica la velocidad de los electrones e induce aśı un
momento magnético en cada átomo. De acuerdo a la Ley de Lenz, el mo-
mento dipolar inducido es tal que tiende a minimizar el cambio de flujo que
atraviesa la órbita, dando lugar a que la susceptibilidad, χ, sea negativa. El
diamagnetismo está presente en todas las sustancias, pero es un efecto muy
débil que se ve enmascarado en los materiales cuyos átomos tienen momentos
magnéticos permanentes [23].

2.2.3. Paramagnetismo

χ positiva y |χ| << 1

En materiales paramagnéticos los átomos tienen dipolos magnéticos per-
manentes que interaccionan débilmente y, a temperaturas ordinarias, se en-
cuentran orientados en forma aleatoria. Cuando se aplica un campo externo,
los dipolos tienden a alinearse en la dirección del campo pero dicho alinea-
miento es impedido por la agitación térmica.

La magnetización, a una temperatura y un campo dado, depende del
número de dipolos magnéticos alineados paralelamente al campo en exceso
sobre los que están alineados en sentido opuesto. Si existen N átomos por
unidad de volumen, cada uno con un momento magnético m, la susceptibili-
dad magnética disminuye al aumentar la temperatura de acuerdo con la Ley
de Curie [23], esta es
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χ =
C

T
,

donde C es la constante de Curie y T la temperatura.

2.2.4. Ferromagnetismo

χ positiva y |χ| >> 1

Los materiales que son de interés para nuestro trabajo son los ferro-
magnéticos. El ferromagnetismo, al igual que el paramagnetismo, se observa
en materiales cuyos átomos tienen momentos dipolares magnéticos perma-
nentes. Lo que los distingue de los materiales paramagnéticos es que los
ferromagnéticos muestran una fuerte interacción entre los átomos cercanos
que conservan alineados sus momentos dipolares como se muestra esquemáti-
camente en la Figura 2.3, aun cuando se elimine el campo magnético externo.
En todo caso, el que ocurra esto depende de la intensidad de los dipolos y,
como el campo dipolar cambia con la distancia, de la separación de los áto-
mos del material. Algunos átomos pueden ser ferromagnéticos en una clase
de material pero no en otra, por ser distinto su espaciamiento. Entre los ma-
teriales ferromagnéticos comunes a temperatura ambiente se encuentra en
hierro, el cobalto y el ńıquel.

Figura 2.3: Orden ferromagnético de espines

Podemos disminuir la efectividad del acoplamiento entre átomos cercanos
que causa el ferromagnetismo, elevando la temperatura de la sustancia. La



12 CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO

temperatura a la cual un material ferromagnético se convierte en uno para-
magnético se llama temperatura de Curie. Por ejemplo, la temperatura de
Curie del hierro es de 770 grados cent́ıgrados; por arriba de esta temperatura
se vuelve paramagnético.

La magnitud del campo magnético total dentro del material puede ser de
103 o 104 veces mayor que la magnitud del campo aplicado. La susceptibi-
lidad magnética de un material ferromagnético no es constante; tampoco el
campo total, ni la magnetización crecen linealmente con el campo aplicado,
ni siquiera con valores pequeños de éste[24].

Dominios Magnéticos: un material como el hierro se compone de una
gran cantidad de cristales microscópicos. En cada uno hay dominios magnéti-
cos, regiones en que el acoplamiento de los dipolos magnéticos atómicos pro-
duce escencialmente una alineación perfecta de todos los átomos. Existen
muchos dominios: sus dipolos apuntan en varias direcciones y el resultado
neto de sumar estos momentos dipolares en un material ferromagnético no
magnetizado da magnetización cero. En la Figura 2.4 los dominios magnéti-
cos estan representados por las flechas negras, las lineas que separan los do-
minios magnéticos se llaman paredes del dominio y es donde los momentos
individuales rotan gradualmente hasta coincidir con la dirección del dominio
adyacente.

Cuando el material se coloca en un campo externo, pueden presentarse
dos efectos:

1. Los dipolos fuera de las paredes de los dominios que se alinean con el
campo pueden girar y alinearse, permitiendo con ello que tales dominios
crezcan a expensas de los dominios cercanos.

2. Los dipolos de los dominios no alineados pueden oscilar enteramente
hasta alinearse con el campo aplicado.

En uno u otro caso habrán más dipolos alineados con el campo aplicado
y el material presentará mayor magnetización. Cuando se elimina el campo,
las paredes del dominio no recobran por completo su posición anterior y el
material conserva una magnetización en la dirección del campo aplicado [24].
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Figura 2.4: Dominios magnéticos
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2.3. Anisotroṕıa

La anisotroṕıa magnética cristalina es uno de los conceptos más relevan-
tes en nuestro trabajo y está definida como la dependencia de la enerǵıa de
un sistema de momentos magnéticos paralelos con la orientación de dichos
momentos respecto a los ejes caracteŕısticos de la muestra [22]. Esta puede
ser causada por fenómenos como rompientos de simetŕıa en la superficie o
magnetostricción. La magnetostricción es una propiedad de los materiales
magnéticos que hace que cambien de forma ante la presencia de un campo
magnético.

La anisotroṕıa se superficie rompe la simetŕıa del sistema al definir una
orientación preferecial para aquellos átomos que formen parte de la super-
ficie de la nanopart́ıcula. Esta oriención puede estar, o no, alineada con el
eje fácil de oriención del sistema. En nuestro trabajo, la relevancia de dicha
anisotroṕıa en el comportamiento del sistema esta representada por el valor
de KS. Los átomos contenidos en el volumen presentan una orientación pre-
ferencial fija representada por la anisotroṕıa de volumen (KV ).

En magnetismo, se conoce como eje de fácil imanación a aquella dirección
espacial, para una molécula o para un cristal, en la que la susceptibilidad
magnética es máxima. De esta forma, para un campo magnético aplicado
en diferentes direcciones del espacio, la magnetización será máxima cuando
el eje del campo coincida con el eje de fácil imanación. Cualquier material
cuya imanación no se disponga de forma preferente en un eje privilegiado su-
frirá una desimanación espontánea en ausencia de campo [20]. En el trabajo,
en algunos casos llamaremos al eje fácil de orientación eje z.

La anisotroṕıa de superficie puede causar magnetizaciones perpendicula-
res a la superficie del material, siendo ésta útil al pensar en grabación de
datos y, si consideramos sistemas nanoscópicos, grabación de datos de alta
densidad. Si se quiere pensar en una nanopart́ıcula magnetizada como un
posible bit entonces es necesario saber cómo puede afectar dicha anisotroṕıa
en la magnetización de la nanopart́ıcula y es, precisamente, el objetivo de
este trabajo.
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2.4. Modelos

En esta sección describiremos los modelos matemáticos usados para este
tipo de estudios.

En mecánica cuántica el Hamiltoniano es el operador cuyos autovalores
representan la enerǵıa total del sistema. Un problema t́ıpico planteado por
la f́ısica estad́ıstica es calcular promedios de observables macroscópicos de
un sistema para el cual se supone conocido su Hamiltoniano. Para sistemas
magnéticos, si un ferromagneto tiene anisotroṕıa uniaxial muy alta en pre-
sencia de un campo magnético, podemos describirla por el Modelo de Ising,
donde N espines Si (Figura 2.5) interactúan como [26]:

HIsing = −J
∑
i,j

SiSj −H
∑
i=1

Si, Si = ±1, (2.3)

Figura 2.5: Modelo de Ising

donde el esṕın Si en un punto de la red i puede apuntar hacia arriba o
hacia abajo del eje fácil. La enerǵıa de intercambio J es restringida en la
ecuación (2.3) a los primeros vecinos, y H es el campo magnético (el término
−H

∑
i=1 Si describe la enerǵıa de Zeeman del sistema). Este modelo es equi-

valente a considerar sólo la proyección del momento magnético en la dirección
fácil de magnetización. En este trabajo usamos el modelo conocido como el
Modelo Mixto de Ising, en el que Si = 0,±1, que toma en cuenta cuando el
momento magnético de espin se orienta perpendicular al eje fácil, es decir,
cuando su proyección es nula (Si = 0).

Otro caso ocurre si el ferromagneto tiene anisotroṕıa planar (el esṕın es
restrigido a estar en el plano xy, Figura 2.6) se describe con el Modelo XY:
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HXY = −J
∑
i,j

(Sx
i Sx

j + Sy
i Sy

j )−Hx

∑
i=1

Sx
i , (2.4)

(Sx
i )2 + (Sy

i )2 = 1 ,

Figura 2.6: Modelo XY

o si es completamente anisotrópico (Figura 2.7) se usa el Modelo de Hei-
senberg:

HHeisenberg = −J
∑
i,j

(~Si · ~Sj)−Hz

∑
i=1

Sz
i , (2.5)

(Sx
i )2 + (Sy

i )2 + (Sz
i )

2 = 1.

Figura 2.7: Modelo de Heisenberg
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2.5. Método Computacional

En esta sección daremos algunas nociones sobre el método computacional
utilizado en el presente trabajo, el método Monte Carlo, el cual está basado
en argumentos estad́ısticos, por lo tanto inicialmente introduciremos algunos
conceptos importantes de la mecánica estad́ıstica.

2.5.1. Mecánica Estad́ıstica

El promedio térmico de cualquier observable 〈A(~x)〉, es definido en el
conjunto canónico como

〈A(~x)〉T =
1

Z

∫
exp[−E(~x)/kBT ]A(~x)d~x , (2.6)

donde Z =
∫

exp[−E(~x)/kBT ]d~x, es la función de partición y ~x se encuentra
en el espacio de fase para el conjunto de variables que describen los grados
de libertad considerados.

El factor normalizado de Boltzmann

p(~x) =
1

Z
exp[−E(~x)/kBT ] (2.7)

juega el rol de densidad de probabilidad, describiendo el peso estad́ıstico con
el cual la configuración ~x ocurre en equilibrio térmico.

La mecánica estad́ıstica del equilibrio parte de la idea de aproximar la
ecuación exacta (2.6), donde se integra sobre todos los estados {~x} con sus
pesos caracteŕısticos p(~x), por una integración usando solo un subconjunto
caracteŕıstico de los puntos del espacio de fase {~x1, ~x2. · · · , ~xM} los cuales
son usados como una muestra estad́ıstica. Claramente, si uno considera el
ĺımite M →∞, la suma discreta

〈A(~x)〉 =

∑M
l=1 exp[−E(~xl)/kBT ]A(~xl)∑M

l=1 exp[−E(~xl)/kBT ]
(2.8)

debe aproximarse a la ecuación (2.6), como en rutinas de integración numéri-
ca donde las integrales son reemplazadas por sumas. Para grados de libertad
discretos, como en el problema de Ising,

∫
d~x en la ecuación (2.6) represen-

ta una suma discreta sobre todos los 2N estados ~x = (S1, S2, · · · , SN), pero
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en la ecuación (2.8) deseamos entonces trabajar con un subconjunto pequeño
de esos estados solamente, M � 2N , que sea manejable computacionalmente.

Utilizando técnicas de la f́ısica estad́ıstica calcularemos a partir del Hamil-
toniano,H, el promedio de la enerǵıa, 〈E〉, y el promedio de la magnetización,
〈M〉, por grado de libertad. Además de valores medios de susceptibilidad
magnética χ y calor espećıfico C.

Se puede demostrar que C y χ están relacionados con las fluctuaciones
de la enerǵıa E y de la magnetización M de la siguiente manera [27]:

CM =

(
∂〈E〉
∂β

)
H

=
〈E2〉 − 〈E〉2

kBT 2
, (2.9)

χ =

(
∂〈M〉
∂H

)
T

=
〈M2〉 − 〈M〉2

kBT
, (2.10)

donde β = 1/kBT . En este trabajo tomamos kB = 1.

2.5.2. Método de Monte Carlo

Los llamados métodos de Monte Carlo son técnicas numéricas basadas en
la utilización de números aleatorios (pseudo-aleatorios), con el fin de aproxi-
mar las soluciones exactas de cálculos de: integrales, observables macrocópi-
cos, exponentes cŕıticos, procesos sub-atómicos, problemas de dispersión, evo-
lución de poblaciones, entre otros. En general cualquier método que utilice
una secuencia de números aleatorios es conocido como un método de Monte
Carlo[25].

Suponga que queremos considerar un proceso donde los posibles estados
xl son seleccionados según alguna probabilidad P (~xl). Escogiendo este con-
junto {~xl} para la estimación de promedios térmicos, la ecuación (2.8) es
reemplazada por

〈A(~x)〉 =

∑M
l=1 exp[−E(~xl)/kBT ]A(~xl)/P (~xl)∑M

l=1 exp[−E(~xl)/kBT ]/P (~xl)
. (2.11)

Uno de los algoritmos de Monte Carlo más conocido es el de Muestreo
de Importancia, el cual representa una opción simple y la más natural para
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P (~xl) en la ecuación (2.11), esta seŕıa P (~xl) ∝ exp[−E(~xl)/kBT ]; aśı los
factores de Boltzmann se cancelan y la ecuación 2.11 se reduce a un simple
promedio aritmético

〈A(~x)〉 =
1

M

M∑
l=1

A(~xl). (2.12)

El problema es, por supuesto, encontrar un procedimiento que práctica-
mente lleve a cabo el llamado Muestreo de Importancia.

Otro algoritmo conocido y uno de los mas aplicados es el Algoritmo
Metrópolis, el cual ha sido implementado en nuestro trabajo y propone la
idea de no escoger los estados sucesivos {~xl} independientemente unos de
otros, sino construir un proceso de Marckov, donde cada estado ~xl+1 es cons-
truido de un estado previo ~xl por medio de una adecuada probabilidad de
transición W (~xl → ~xl+1). Este algoritmo señala que es posible escoger la
probabilidad de transición W tal que en el ĺımite M → ∞, la función de
distribución P (~xl) de los estados generada por el proceso de Marckov tiende
hacia la distribución de equilibrio

Peq(~xl) =
1

Z
exp

(
−E(~xl)

kBT

)
(2.13)

como es deseado. Una condición suficiente para lograr esto es imponer el
principio del balance detallado

Peq(~xl)W (~xl → ~xl+1) = Peq(~xl+1)W (~xl+1 → ~xl). (2.14)

La ecuación (2.14) implica que la razón de probabilidades de transición
para un “movimiento” ~xl → ~xl+1 y el movimiento inverso ~xl+1 → ~xl depende
únicamente del cambio en la enerǵıa ∆E = E(~xl+1)− E(~xl),

W (~xl → ~xl+1)

W (~xl+1 → ~xl)
= exp

(
−∆E

kBT

)
. (2.15)

La ecuación (2.15) obviamente no define una única W (~xl → ~xl+1). En el
presente trabajo se escogió W de la siguiente manera

W(xl→xl+1) =

{
1 si ∆E ≤ 0
e−β∆E si ∆E > 0

(2.16)

Con la definición 2.16 queremos expresar lo siguiente:
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Si ∆E ≤ 0 implica que la configuración ~xl+1 que consideramos tiene
una enerǵıa menor que la configuración ~xl, por lo que el movimiento
representa ir a un estado de mayor equilibrio. Por lo tanto, la probabi-
lidad de transición es igual a uno.

Si ∆E > 0 implica que la configuración ~xl+1 que consideramos tiene
mayor enerǵıa que la configuración ~xl. Escogemos entonces un peso
estad́ıstico e−β∆E que compararemos con un número aletorio, de esta
comparación estocástica dependerá el aceptar o no el movimiento a la
nueva configuración ~xl+1.
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2.6. Estado Base

El estado de mı́nima enerǵıa de un sistema a una temperatura dada, se
conoce como estado cero o estado base. Algunos sistemas poseen más de un
mı́nimo total y/o varios mı́nimos locales.

Existen sistemas que poseen N diferentes estados cuya enerǵıa corres-
ponde a la del estado base, en estos casos se dice que el estado está N -veces
degenerado.

En este trabajo se plantea estudiar los estados base del sistema, generan-
do todas las configuraciones posibles, de un arreglo cúbico que tiene 3 átomos
por arista. Este nanocubo es el más pequeño que presenta los cuatro tipos de
sitio en los que se puede encontrar un esṕın dentro del arreglo. De esta ma-
nera se tienen átomos en las esquinas, en las aristas, en las caras y el volumen.
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Caṕıtulo 3

Metodoloǵıa

Presentamos a continuación la forma en que se realizaron los estudios del
sistema. Se parte explicando la manera que se realizó el análisis de los estados
base, luego cómo se implementó el algoritmo y finalmente cómo se extrajeron
y utilizaron los datos recopilados.

3.1. Enerǵıa

El Hamiltoniano planteado en el trabajo con el modelo de Ising es:

Hi = −J
∑
i,j

SiSj −KSS2
i,S −KV S2

i,V , Si = 0,±1, (3.1)

donde KS representa el efecto i-ésimo del esṕın Si,S en la superficie con el
resto de los espines de la superficie y KV representa el efecto i-ésimo del
esṕın Si,V con el resto de los espines contenidos en el volumen. Tomando en
cuenta que KS no ejerce ningún efecto directo sobre los espines contenidos
en el volumen (Si,V ) mostrados en la Figura 3.1(a). Aśı mismo, KV no afecta
directamente a aquellos espines que pertenecen a la superficie (Si,S) mostra-
dos en las Figuras 3.1(b), (c) y (d).

23
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(a) (b) (c) (d)

Figura 3.1: Configuraciones posibles

3.2. Simulación de la Nanopart́ıcula

La simulación se llevó a cabo utilizando un código en lenguage C, el cual
fué desarrollado en su totalidad para este trabajo. Se creó una matriz cúbica
que simula el cúmulo de átomos de S = 0,±1 con condiciones de borde libre,
pertenecientes a la nanopart́ıcula. Un bosquejo de lo que representa el arreglo
es presentado en la Figura 3.2.

Figura 3.2: Cara del nanocubo

Se hizo un estudio de tamaño de la nanopart́ıcula, tomándolas de 253,
203, 163, 133, 103, 83, 63, 53 y 43 átomos.



3.3. IMPLEMENTACIÓN DEL ALGORITMO 25

Una nanopart́ıcula de 33 fue utilizada en el cálculo de la enerǵıa de las
configuraciones de estado base, ya que es el mı́nimo tamaño que posee áto-
mos en todas las situaciones, es decir, átomos que poseen 6, 5, 4 y 3 vecinos.

El sistema es inicializado en el estado de mı́nima enerǵıa a T = 0 (con
todos los espines S = 1) permitiendo que el sistema evolucione a medida que
se aumenta la temperatura, utilizando el método Monte Carlo para generar
las diferentes configuraciones del sistema; la configuración inicial para la re-
copilación de datos es aquella que emerja como resultado del calentamiento.

3.3. Implementación del Algoritmo

Hemos utilizado el algoritmo metrópolis [26]. Se aplica el método espe-
cificando primero el tipo y tamaño del arreglo y las condiciones de borde
a ser usadas. Aqúı tomamos una red cúbica simple de tamaño L × L × L
(un cubo) y condiciones de borde no periódicas. El recorrido es secuencial a
través de la red. La configuración de espines inicial para T +∆T es la última
considerada a temperatura T . El algoritmo consiste en la implementación de
los siguientes pasos:

1. Haciendo un barrido secuencial se selecciona un sitio i de la red cuyo
esṕın Si será el esṕın considerado para cambiar de estado (Si � 0 �
−Si), o no.

2. Se calcula la variación de enerǵıa ∆E asociado al posible cambio de
estado del esṕın.

3. Si ∆E < 0 se acepta el cambio.

4. En caso contrario (∆E > 0), se calcula la probabilidad de transición
W para dicho cambio.

5. Se genera un número aleatorio, r, uniformemente distribuido entre cero
y la unidad.

6. Si r < W se voltea el esṕın, de otra manera no se cambia.
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7. En cualquiera de los casos anteriores, la configuración de los espines
obtenida de esta manera al final del paso (5) es contada como una
“nueva configuración”.

8. Se analiza la configuración almacenando sus propiedades para calcular
los valores promedios deseados.

3.4. Obtención de Datos

Hacemos el barrido secuencial de 106 Pasos de Monte Carlo (MCS) a
nanopart́ıculas que poseen menos de siete átomos por arista (L ≤ 7) y de
104 MCS para tamaños superiores a quince átomos por arista (L ≥ 15), en
rangos intermedios usamos 105 MCS.

Las configuraciones consideradas (MCS × L3) fueron divididas en cinco
bloques (NB = 5) de igual número (P = MCS × L3/NB), con la finalidad
de obtener cinco conjuntos de datos descorrelacionados. Para cada MCS se
calculó la enerǵıa por sitio:

EMCS = 〈HMCS〉 =
1

L3

L3∑
l=1

El (3.2)

y la magnetización,

MMCS =
1

L3

L3∑
i=1

Si. (3.3)

La enerǵıa por sitio de un conjunto de configuraciones en un bloque (P ),
viene dada por:

〈E〉B =
1

P

P∑
l=1

El, (3.4)

y la magnetización promedio por:

〈M〉B =
1

P

P∑
l=1

Ml. (3.5)
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Con estos valores se determinó el calor espećıfico y la susceptibilidad
magnética, mediante las ecuaciones (2.9) y (2.10).

Finalmente, los valores promedios son determinados con:

〈O〉 =
1

NB

NB∑
B=1

OB, (3.6)

y los errores asociados a cada medida, vendŕıan dados por:

∆O =

√
〈O2〉 − 〈O〉2
(NB − 1)

. (3.7)

Hacemos variaciones del tamaño de la nanopart́ıcula desde L = 20, donde
las curvas caracteŕısticas de E, M , C y χ son similares a las encontradas en
sistemas macroscópicos, hasta valores de L = 4 donde los cambios en el
comportamiento de algunas curvas caracteŕısticas son evidentes.
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Caṕıtulo 4

Resultados

En este caṕıtulo presentamos los resultados obtenidos al estudiar numéri-
camente una nanopart́ıcula ferromagnética mediante el modelo de Ising. Pri-
mero mostraremos los resultados encontrados al hacer un estudio anaĺıtico
de los estados base y luego los resultados de las cantidades termodinámicas,
obtenidos del método estad́ıstico aplicado en el estudio de la nanopart́ıcula
ferromagnética.

4.1. Estados de Base

A continuación presentamos los resultados del cálculo anaĺıtico de los es-
tados base de la nanopart́ıcula ferromagnética de espines Si = 0,±1. Debido
a que el número de vecinos de un esṕın Si cambia de acuerdo a la posición
que ocupa dentro de la red, haremos un estudio detallado de esto.

Consideremos que el esṕın está dentro del volumen (Figura 4.1(a)), en este
caso el número de vecinos es seis. Para los espines de la superficie tenemos
tres casos diferentes, cuando Si pertenece a una cara del arreglo (Figura
4.1(b)) posee cinco vecinos, al pertenecer a una arista del cubo (Figura 4.1(c))
tendrá 4 vecinos y, por útimo, tendrá 3 vecinos si se encuentra en una esquina
de la celda cúbica (Figura 4.1(c)).

1. La enerǵıa de un esṕın dentro del volumen (Figura 4.1(a)) viene dada

29
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(a) (b) (c) (d)

Figura 4.1: Lugares de la red. Esṕın (bordeado en negro) perteneciente a:
(a) el volumen, (b) una cara de la superficie, (c) un borde y (d) una esquina
de la celda cúbica.

por:

E1
i = −Jnn

6∑
j=1

SiSj −KV S2
i

Ya que la anisotroṕıa superficial (KS) no contribuye en este caso. A
T = 0 todos los espines Sj están ordenados en la misma dirección de
Si, por lo que la enerǵıa del i-ésimo esṕın de volumen viene dada por:

= −Jnn(±1)
6∑

j=1

Sj −KV (±1)2

= ∓Jnn(±6)−KV

E1
i = −6Jnn −KV (4.1)

2. Para un esṕın de superficie sobre una cara del arreglo cúbico (Figura
4.1(b)), la enerǵıa puede escribirse como:

E2
i = −Jnn

5∑
j=1

SiSj −KSS2
i

En este caso la anisotroṕıa de volumen (KV ) no contribuye. A T = 0
la enerǵıa es:

= −Jnn(±1)
5∑

j=1

Sj −KS(±1)2

= ∓Jnn(±5)−KS

E2
i = −5Jnn −KS (4.2)
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3. En el caso de un esṕın de superficie en un borde del arreglo cúbico
(Figura 4.1(c)):

E3
i = −Jnn

4∑
j=1

SiSj −KSS2
i

A muy bajas temperaturas tenemos que:

= −Jnn(±1)
4∑

j=1

Sj −KS(±1)2

= ∓Jnn(±4)−KS

E3
i = −4Jnn −KS (4.3)

4. Por último, para el caso de un esṕın en una esquina del arreglo cúbico
(Figura 4.1(d)):

E4
i = −Jnn

3∑
j=1

SiSj −KSS2
i

En la configuración de estado base, la enerǵıa es:

= −Jnn(±1)
3∑

j=1

Sj −KS(±1)2

= ∓Jnn(±3)−KS

E4
i = −3Jnn −KS (4.4)

En general, en un arreglo cúbico (L3) la cantidad de espines que pertene-
cen a:

1. El volumen es: (L− 2)3 espines.

2. Las caras de la superficie es: 6(L− 2)2 espines.

3. Las aristas del cubo es: 12(L− 2) espines.

4. Las esquinas es: 8 espines.

Donde L representa la cantidad de átomos.
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Como hemos mencionado anteriormente, en el estado base (a T = 0) de la
nanopart́ıcula ferromagnética todos los espines tienden a estar paralelos. En
particular consideramos todos los espines positivos (S = 1), una configura-
ción de espines paralelos negativos (S = −1) arroja resultados equivalentes.
La enerǵıa total será:

E = (L− 2)3E1 + 6(L− 2)2E2 + 12(L− 2)E3 + 8E4

Lo cual podemos reescribir, usando (4.1), (4.2), (4.3) y (4.4), como:

E = −6L2(L− 1)Jnn − 2(3L2 − 6L + 4)KS − (L− 2)3KV (4.5)

La ecuación (4.5) nos permite validar los resultados obtenidos al aplicar el
método Monte Carlo para temperaturas cercanas a cero.

4.1.1. Diagrama de Estados Base

Tomamos como celda base un nanocubo de L = 3, ya que este es el valor
de L más pequeño con el que se obtienen átomos de volumen y de superfi-
cie. Podemos determinar todas las configuraciones posibles para un sistema
con L = 3, sabiendo que éstas estan determinadas por el número de estados
posibles que presenta cada esṕın de la red elevado al número de ellos que
la conforman. Escogemos arbitrariamente 2Jnn = KS = KV ya que el com-
portamiento de la curva de distribución no depende de estos valores. En la
Figura 4.2 mostramos la distribución de las 327 configuraciones posibles, en
función de la enerǵıa normalizada con el término de interacción de intercam-
bio. El número de veces que un valor enerǵıa se repite está representado por
N , esto es, la degeneración. Observamos alĺı que la configuración de mı́nima
enerǵıa está doblemente degenerada y que el máximo de configuraciones se
encuentra alrededor del desplazamiento de la enerǵıa producido por KS y
KV . Los términos que contienen a las enerǵıas de anisotroṕıa KS y KV en el
Hamiltoniano son constantes, por tanto, sólo representan un corrimiento en
el valor de la enerǵıa de las configuraciones.

En la Figura 4.3, mostramos los resultados de la busqueda mediante
cálculos computacionales de la configuración de estado base, variando los
parámetros del Hamiltoniano Jnn y KS (KV es constante). Las configuracio-
nes del estado base del sistema no cambian con variaciones de la anisotroṕıa
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de superficie, sin embargo, ante un cambio de signo de la interacción de in-
tercambio entre espines (Jnn), la configuración de mı́nima enerǵıa pasa a ser
antiferromagnética, como era de esperarse.
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Figura 4.2: Distribución de Enerǵıa para un cubo de L = 3 con 2Jnn =
KS = KV . N representa la degeneración de un estado con enerǵıa 〈E〉.

Figura 4.3: Diagrama de Estados Base para variaciones de Jnn y KS/KV .
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Hemos calculado la variación de la enerǵıa del estado base (E0) en función
de la relación superficie-volumen (S/V ) para diferentes valores del cociente
de anisotroṕıas KS/KV tomando |Jnn| = |KV |, mostramos los resultados en
la Figura 4.4. Se obtiene que a medida que aumentamos el tamaño del siste-
ma, y por tanto la relación S/V disminuye, la enerǵıa del estado base tiende
a un valor constante. Hemos encontrado un ĺımite del tamaño del sistema,
a partir del cual el cociente de anisotroṕıas deja de ser importante. En la
Figura 4.4, se aprecia que la relación KS/KV es importante a escalas na-
noscópicas ( S

V
> 0,05). Estudiaremos el sistema en el rango donde el valor

de la anisotroṕıa superficial (KS) es importante.

Las lineas verticales segmentadas indican las tres distintas longitudes que
vamos a considerar en nuestro estudio, las cuales representan:

Un tamaño nanoscópico, L0, donde los efectos de anisotroṕıa superficial
son importantes, cuya relación S

V
= 7,

Un tamanño máximo, Lmax, donde los efectos de superficie son menos
significativos en E0, y que estamos considerando se encuentra cercano
a dejar el régimen nanoscópico, cuya relación es S

V
≈ 0,4 y por último

Un tamaño intermedio en el que los efectos de superficie y volumen
podŕıan ser equivalentes, Lu, donde la relación S

V
≈ 1

de esta manera esperamos estar considerando los tamaños más relevantes.
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Figura 4.4: Enerǵıa del estado base en función de la relación superficie-
volumen, para 6 valores diferentes del cociente de anisotroṕıas KS/KV con
|Jnn| = |KV |.
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4.2. Efectos debidos a cambios en la Aniso-

troṕıa de Superficie (KS)

Para el Hamiltoniano en estudio, vamos a considerar como constante la
anisotroṕıa en el volumen, por lo tanto los parámetros a estudiar serán, en
primera instancia, las variaciones de la anisotroṕıa de superficie y luego la
enerǵıa debida a la variación de la interacción de intercambio.

En las siguientes secciones presentamos algunos resultados del análisis
numérico realizado a nanopart́ıculas ferromagnéticas de diferentes tamaños.
Mostramos resultados para una nanopart́ıcula que contiene 4 espines por aris-
ta (L0), obteniéndose una relación superficie-volumen (S/V ) mayor a uno. El
nanocubo más grande que hemos estudiado (Lmax) contiene s = 20 espines
por lado del cubo, con una relación S/V < 1. Aśı mismo estudiamos una
nanopart́ıcula de tamaño intermedio (Lu) con 10 espines por arista, dando
como resultado una relación S/V ≈ 1.

Mostraremos acontinuación la influencia de la anisotroṕıa superficial KS,
en las cantidades termodinámicas de enerǵıa (E), calor espećıfico (C) y sus-
ceptibilidad magnética (χ), aśı como el parámetro de orden, magnetización
(M).

4.2.1. Para KS > 0, con |Jnn| = |KV |
En la Figura 4.5 mostramos las curvas de magnetización total (MT , ĺıneas

cont́ınuas) en función de la temperatura (T/Jnn), para tres tamaños diferen-
tes de nanopart́ıculas magnéticas, aśı como la magnetización debida a los
espines en la superficie (MS, cuadrados vaćıos) y la magnetización de espines
contenidas dentro del volumen (MV , triángulos llenos).

Las Figuras 4.5 (a) y (b) representan las magnetizaciones de la nano-
part́ıcula magnética más pequeña estudiada, L0, para (a) KS/KV = 1 y
(b) KS/KV = 10. En ambas figuras se observan fuertes fluctuaciones a par-
tir de temperaturas cercanas a la transición, si observamos detalladamente,
notamos que estas fluctuaciones son debidas básicamente a los espines de
superficie, los cuales en este caso representan la mayoŕıa, ya que para L0,
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la relación S/V = 7. En este caso es comprensible que la magnetización to-
tal dependa del comportamiento de los espines de superficie. Al aumentar
KS/KV en un orden de magnitud, observamos que las fluctuaciones térmicas
disminuyen y la temperatura de transición aumenta. En ambas gráficas, (a)
y (b), MV se mantiene sin grandes cambios.

Al estudiar nanopart́ıculas cuya relación S/V = 1, es decir, una nano-
part́ıcula donde el número de espines en volumen y en superficie son apro-
ximadamente iguales (Lu = 10 espines por arista), encontramos que para
valores de KS/KV = Jnn/KV (Figura 4.5 (c)), interacción de intercambio y
anisotroṕıa superficial del mismo orden de magnitud, los espines de volumen
tienden a permanecer más ordenados que los espines de superficie, ya que MS

comienza a disminuir antes que MV . Alrededor de la temperatura de transi-
ción las fluctuaciones son más pequeñas que para la nanopart́ıcula de L0, sin
embargo, al aumentar KS/KV = 10Jnn/KV (Figura 4.5 (d)) las fluctuaciones
térmicas disminuyen y las magnetizaciones MS y MV tienen básicamente el
mismo comportamiento. Aunque el efecto de la anisotroṕıa superficial no es
tan fuerte para las nanopart́ıculas Lu como para las L0, observamos que pro-
duce algunos cambios como el aumento de la temperatura de transición, la
disminución de las fluctuaciones y un margen de ordenamiento térmico mayor
en los espines de superficie. Es evidente que la anisotroṕıa superficial juega
un papel importante en sistemas nanoscópicos, donde la relación S/V ≥ 1.

A fin de comparar los resultados para los casos en que S/V ≥ 1, hemos
estudiado una nanopart́ıcula de arista Lmax (Lmax contiene 20 espines), cuya
relación S/V ≈ 0,4. Los efectos de anisotroṕıa de superficie en la magneti-
zación, para esta nanopart́ıcula, se pueden observar en las Figuras 4.5 (e) y
(f). A pesar de que para esta nanopart́ıcula el efecto de superficie no es tan
grande, al aumentar KS/KV (Figura 4.5 (f)) se observa un aumento en la
temperatura de transición y un suavizamiento en la disminución de las cur-
vas MT y debido al cambio en el decaimiento de MV , respecto a las curvas
obtenidas para valores inferiores de KS/KV (Figura 4.5 (e)).

Los resultados obtenidos en la Figura 4.5 nos muestran los cambios en el
comportamiento de las curvas de magnetización para part́ıculas magnéticas
donde la relación S/V es importante. Estos resultados nos indican, que he-
mos logrado reproducir algunas caracteŕısticas de nanopart́ıculas magnéticas.
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En la Figura 4.6 mostramos las curvas de susceptibilidad para los tres ta-
maños de nanopart́ıculas estudiadas (Figura 4.6 (a) L0, (b) Lu y (c) Lmax),
cuando KS = Jnn = KV , condiciones equivalentes a la Figura 4.5 (a), (c) y
(e). En las formas de las curvas de la susceptibilidad, se observa claramente
el cambio en χ caracteŕıstica de una nanopart́ıcula (Figura 4.6 (a)) ensan-
chada y recta antes de la temperatura de transición, a la curva de χ de una
part́ıcula con caracteŕısticas similares a la del bulk (Figura4.6 (c)) menos
ensanchada y suavizada a ambos lados del valor máximo de χ.

El como los cambios de anisotroṕıa de superficie afectan a las curvas de
enerǵıa del sistema se muestra en la Figura 4.7, (a) y (b) para L0, (c) y
(d) para Lu y (e) y (f) para Lmax. Las Figuras de la izquierda son para
KS = Jnn = KV y las de la derecha para KS = 10Jnn = 10KV . Desde luego
que el estado de mı́nima enerǵıa disminuye a medida en que KS aumenta (Fi-
gura 4.7 (b), (d) y (f)). En este caso se observa que la saturación de la curva
de la enerǵıa se obtiene para un rango alto de temperatura, sin embargo, el
cambio de pendiente alrededor de las respectivas temperaturas de transición
son similares a las obtenidas para KS = KV (Figuras 4.7 (d) y (f)), salvo en
el caso de la part́ıcula mas pequeña. L0, cuyo cambio de pendiente es mas
suave, lo cual se debe al efecto de un KS > Jnn en los espines de superficie.
Los valores del estado de mı́nima enerǵıa fueron determinados anaĺıticamen-
te con las ecuaciones desarrolladas en las sección 4.1, a fin de validar estos
resultados.

Para complementar el estudio de las cantidades termodinámicas más im-
portantes de estas nanopart́ıculas mostramos las curvas de calor espećıfico,
que al igual que en la gráfica anterior están organizada de la siguiente for-
ma, las Figuras 4.8 (a) y (b) para nanopart́ıculas de tamaño L0, (c) y (d)
para Lu y (e ) y (f) para Lmax, donde la primera columna es para valores de
KS = Jnn = KV y la segunda columna es para valores de KS = 10KV . Como
se dijo inicialmente, KV se mantiene fija durante todo el estudio. Para las
Figuras 4.8 (b), (d) y (f) la resolución no fue la adecuada, por lo que la defi-
nición de los picos no es la mejor, sin embargo se observan pocos cambios, ya
que estas curvas describen los cambios de pendiente de la curva de enerǵıa,
lo cual nos permite corroborar, los resultados obtenidos con las curvas de
susceptibilidad.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.5: Magnetización en función de la temperatura, para L0 [(a) y (b)],
Lu [(c) y (d)] y Lmax [(e) y (f)], con KS/KV = 1 (izquierda) y KS/KV = 10
(derecha). Usando |Jnn| = |KV |.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.6: Susceptibilidad magnética en función de la temperatura, para
L0 (a), Lu (b) y Lmax (c), con KS/KV = 1. Usando |Jnn| = |KV |.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.7: Enerǵıa por sitio en función de la temperatura, para L0 [(a) y (b)],
Lu [(c) y (d)] y Lmax [(e) y (f)], con KS/KV = 1 (izquierda) y KS/KV = 10
(derecha). Usando |Jnn| = |KV |.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.8: Calor espećıfico en función de la temperatura, para L0 [(a) y (b)],
Lu [(c) y (d)] y Lmax [(e) y (f)], con KS/KV = 1 (izquierda) y KS/KV = 10
(derecha). Usando |Jnn| = |KV |.
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4.2.2. Para KS < 0, con |Jnn| = |KV |

Un caso particularmente interesante es el de valores de anisotroṕıa ne-
gativos, en este caso la interacción de intercambio (Jnn) intenta ordenar fe-
rromagnéticamente a los espines, mientras que un valor de KS < 0 le da
a los espines de superficie enerǵıa que puede ser utilizada para oponerse al
orden establecido por Jnn. Que KS < 0 implica que aquellos espines que se
encuentren orientados en la dirección fácil (S = ±1) estan contribuyendo a
aumentar la enerǵıa del sistema, por ende estos buscan orientarse perpen-
diculares a dicha dirección. Estar orientados en forma perpendicular es en
nuestro trabajo el equivalente a tener S = 0, es decir, la proyección del esṕın
sobre el eje z es cero.

Esto es evidente en las curvas de magnetización presentadas en la Figura
4.9, donde para la nanopart́ıcula más pequeña (L0, Figura 4.9 (a)), a diferen-
cia de lo que se obteńıa para valores de KS > 0, observamos que MS (curvas
de magnetización de superficie, cuadros vaćıos) tiende a cero mas rápida-
mente, alcanzando una temperatura de transición menor a las de los casos
estudiados en la sección anterior. En este caso las fluctuaciones térmicas en
espines de superficie se mantienen, aún para valores altos de temperatura.
Bajo este tipo de anisotroṕıa, el cambio de las curvas de MS, aún para las
nanopart́ıculas más grandes (Figura 4.9 (b) Lu y (c) Lmax) es fuerte, produ-
ciendo cambios en la forma de las curvas de magnetización total para cada
caso.

En las curvas de susceptibilidad (Figura 4.10) se observa gran cambio
respecto a la forma de la curva para la nanopart́ıcula L0, pero las otras
dos curvas (Figura 4.10 (b) Lu y (c) Lmax) guardan la misma forma que
en el caso de KS > 0, con ligeras deformaciones cercanas a T/Jnn = 0,5.
Este comportamiento se a observado en el estudio de nanocubos cuya in-
teraccion superficie-volumen es de tipo ferrimagnetica [11]. La curva para la
nanopart́ıcula más pequeña (Figura 4.10 (a)) presenta un doble pico, conse-
cuencia de dos cambios de pendiente que presenta la curva de magnetización
total (Figura 4.9 (a)). Es evidente que sobre la nanopart́ıcula donde el núme-
ro de espines de superficie supera a los espines del volumen, los efectos de
KS sean mayores, sobre todo en este caso, donde la enerǵıa producida por
un KS < 0 induce un mayor desorden en los espines de superficie.
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Es importante notar que los resultados que sufren más cambios son los
obtenidos para la nanopart́ıcula más pequeña L0, como se puede constatar
en las curvas de susceptibilidad (Figura 4.10 (a)), enerǵıa (Figura 4.11 (a) )
y calor espećıfico (Figura 4.12 (a)) para L0.

En las curvas de enerǵıa para las nanopart́ıculas de tamaño Lu y Lmax,
(Figura 4.11 (c) y (d)) no parece haber muchos cambios, sin embargo, al
analizar las curvas de calor espećıfico para cada una de ellas (Figura 4.12 (c)
y (d)), podemos notar que una anisotroṕıa superficial negativa, produce un
doble cambio de pendiente en las curvas de enerǵıa, aún para nanopart́ıculas
de mayor tamaño. En el caso de L0, las curvas de enerǵıa (Figura 4.11 (a))
y calor espećıfico (Figura 4.12 (a)) muestran el cambio producido por las
fuertes fluctuaciones de los espines de superficie.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.9: Magnetización en función de la temperatura, para L0 (a), Lu (b)
y Lmax (c), con KS/KV = −1. Usando |Jnn| = |KV |.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.10: Susceptibilidad magnética en función de la temperatura, para
L0 (a), Lu (b) y Lmax (c), con KS/KV = −1. Usando |Jnn| = |KV |.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.11: Enerǵıa por sitio en función de la temperatura, para L0 (a), Lu

(b) y Lmax (c), con KS/KV = −1. Usando |Jnn| = |KV |.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.12: Calor espećıfico en función de la temperatura, para L0 (a), Lu

(b) y Lmax (c), con KS/KV = −1. Usando |Jnn| = |KV |.
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4.2.3. Magnetización y Enerǵıa a T/Jnn = 1

En esta sección mostraremos el comportamiento de la magnetización y la
enerǵıa del sistema a una temperatura dada (T/Jnn = 1), respecto a cambios
de la anisotroṕıa superficial.

Al estudiar la enerǵıa a una temperatura menor a la temperatura de tran-
sición (TC), en función de la razón entre anisotroṕıas encontramos que esta
disminuye con el aumento de KS de manera lineal (Figura 4.13). Observamos
un cambio de pendiente cercano a KS/KV = −1, y asumimos que este cam-
bio ocurre dado que para KS/KV > −1 la enerǵıa debida a la interacción de
intercambio es mayor en módulo, lo cual produce una atenuación al efecto
debido a la anisotroṕıa. Podemos observar que para KS = 2Jnn, el valor de
la enerǵıa se hace independiente del tamaño del sistema.

En la Figura 4.14 se presentan las curvas de magnetización en función
de la relación entre anisotroṕıas (KS/KV ) para Lmax (triángulos rellenos),
LU (cuadros rellenos) y L0 (ćırculos rellenos). Observamos que a medida que
crece la relación KS/KV , podemos dividir el comportamiento en tres regiones:

1. Donde KS/KV < −1, los espines de la nanopart́ıcula con L0 se encuen-
tran de tal modo que se anula magnetización total.

2. Para KS/KV > 1 el estado en los tres tamaños de las nanopart́ıculas
estudiadas es del tipo ferromagnético.

3. Para valores entre −1 ≥ KS/KV ≤ 1, se observa una transición entre
un estado de menos orden a uno ferromagnético. Las grandes fluctua-
ciones observadas para la nanopart́ıcula de tamaño L0 se debe a que
estos valores son siempre cercanos, por la derecha o izquierda, a la
temperatura de transición.

El descenso que sufren las magnetizaciones es debido a los espines de la
superficie. En la Figura 4.15, se ha colocado la magnitud de la magnetización
de superficie en función de la relación entre anisotroṕıas para cada uno de
los tamaños. Todas caen a cero cuando KS/KV < 0 ya que orientarse en la
dirección z implica aumentar la enerǵıa del sistema.
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Figura 4.13: Enerǵıa en función de la relación entre anisotroṕıas de superficie
y volumen. Para T/Jnn = 1

Figura 4.14: Magnitud de la magnetización en función de la relación entre
anisotroṕıas de superficie y volumen. Para T/Jnn = 1
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Figura 4.15: Magnitud de la magnetización de superficie en función de la
relación entre anisotroṕıas de superficie y volumen. Para T/Jnn = 1
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4.2.4. Conclusiones

Con el modelo de Ising en tres dimensiones, hemos observado cambios
importantes debido a la variación de la anisotroṕıa superficial (KS),
para KS > 0, tanto en las curvas de magnetización, como en las de
susceptibilidad magnética. Aśı mismo hemos podido evidenciar que a
medida que la relación S/V se hace más pequeña, los efectos de aniso-
troṕıa disminuyen considerablemente, salvo con respecto al aumento
de la temperatura de transición, ya que KS afecta directamente a la
enerǵıa.

Hemos encontrado curvas de susceptibilidad magnética (χ) caracteŕısti-
cas para sistemas nanoscópicos en el caso de las nanopart́ıculas de me-
nor tamaño estudiadas (L0), al trabajar en el rango de KS > 0.

Sobre la nanopart́ıcula donde el número de espines de superficie supera
a los espines del volumen (S/V > 1), los efectos de KS son mayores
cuando KS < 0. La enerǵıa producida por KS induce un mayor desor-
den en los espines de superficie , en este caso, las fluctuaciones de los
espines de superficie aumentan significativamente, ya que la interacción
de intercambio no es suficientemente fuerte como para controlar este
efecto. Esto está relacionado con el hecho de que los espines de super-
ficie tienen un número de coordinación menor a los que pertenecen al
volumen de la nanopart́ıcula.

En las curvas de magnetización a T fijo encontramos tres tipos de
ordenamiento magnético distinto. Para la región de KS > Jnn el sistema
se ordena ferromagnéticamente, independientemente del tamaño de la
nanopart́ıcula. Para el caso de L0 donde los efectos de superficie son
más importantes, el sistema se comporta pierde el orden ferromagnético
para KS < −Jnn, mientras que en las nanopart́ıculas de mayor tamaño
observamos una disminución en la magnetización (M) proporcional a
la magnetización de espines de superficie (MS). Para valores de −Jnn ≤
KS ≤ Jnn encontramos la transición desde un desorden hacia un orden
ferromagnético, en todas las nanopart́ıculas estudiadas.

Cuando KS < 0 los espines de superficie se orientan perpendiculares
a la dirección fácil de magnetización buscando disminuir la enerǵıa del
sistema.
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4.3. Comportamiento de la temperatura cŕıti-

ca

4.3.1. Temperatura Cŕıtica

Discutimos en esta sección el comportamiento de la temperatura cŕıtica
para los tres tamaños de nanopart́ıculas TC(L0), TC(Lu) y TC(Lmax) en fun-
ción de la relación S/V y la enerǵıa debido a la anisotroṕıa superficial.

En la Figura 4.16 observamos que la temperatura cŕıtica disminuye de
forma no lineal tal como otros autores han reportado [15]. A medida que el
sistema crece y se hacen menos importantes los efectos de tamaño, encontra-
mos que la temperatura cŕıtica del sistema converge a un mismo valor que
caracteriza al sistema macroscópico.

Al analizar los cambios de TC/Jnn respecto a variaciones de KS/KV (Figu-
ra 4.17) observamos que para KS > 10Jnn las temperaturas cŕıticas tienden
a ser las mismas, sin importar el tamaño de la part́ıcula, es decir, que el
aporte de la enerǵıa debido a la anisotroṕıa “compensa” el efecto de tamaño
para TC/Jnn. Para valores de KS ≤ −Jnn la TC no vaŕıa significativamente,
esto es, que para los tres tamanños de part́ıculas el comportamiento de TC

es lineal. Se observa que en este rango TC(L0) < TC(Lu) < TC(Lmax) y al au-
mentar KS (KS ≥ −Jnn) la TC(L0) comienza a aumentar rápidamente frente
a TC(Lu) y TC(Lmax) de forma no lineal. Es en esta región donde el efecto
de la anisotroṕıa sobre la nanopart́ıcula más pequeña se hace más importante.

La orientación perpendicular al eje z (S = 0) de los espines de super-
ficie impide que estos modifiquen la temperatura cŕıtica del sistema. Según
nuestro modelo KV = constante, por lo que los espines del volumen definen
siempre la misma temperatura cŕıtica en ausencia de la contribución super-
ficial.

4.3.2. Conclusiones

Observamos que la temperatura cŕıtica (TC) para las tres nanopart́ıcu-
las estudiadas tiene básicamente dos comportamientos diferentes para
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variaciones de KS. Para KS < −Jnn los valores de TC son lineales res-
pecto a cambios de KS, mientras que para el rango de KS > −Jnn se
observa que los valores de TC aumentan de forma no lineal, principal-
mente en la nanopart́ıcula más pequeña la cual, al poseer más espines
de superficie, es mas sensible ante cambios de anisotroṕıa superficial.
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Figura 4.16: Temperatura cŕıtica en función de la relación superficie-
volumen.

Figura 4.17: Temperatura cŕıtica en función de la relación entre anisotroṕıas
de superficie y volumen.
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4.4. Efectos por cambios en la Interacción de

Intercambio (Jnn)

Otro de los parámetros importantes del Hamiltoniano planteado es la
interacción de intercambio (Jnn), que en las secciones anteriores lo conside-
ramos equivalente a KV (Jnn = KV ). En esta sección mostramos los cambios
obtenidos al aumentar Jnn en un orden de magnitud (Jnn = 10KV ).

4.4.1. Comportamiento de las cantidades termodinámi-
cas

En la Figura 4.18 colocamos los resultados de las curvas de magnetización
para KS/KV = −1 (cuadros vaćıos), KS/KV = 1 (ćırculos), KS/KV = 10
(triángulos) donde las curvas de la columna de la izquierda corresponden a
valores de |Jnn| = |KV | y la de la derecha a valores de |Jnn| = 10|KV |. En las
curvas de magnetización para la part́ıcula más pequeña L0 y con Jnn = 10KV

(Figura 4.18 (b)), se observa que KS = ±1 no es un valor suficientemente
grande para modificar la temperatura cŕıtica, pero cuando KS es compara-
ble a Jnn, si se observa un pequeño desplazamiento de la temperatura de
transición a diferencia de los casos en que Jnn = KV . Sin embargo las fluc-
tuaciones en la magnetización de superficie se ven reflejadas para todos los
tamaños de nanopart́ıculas en la magnetización total, independientemente de
que KS = ±Jnn

10
. Con el aumento del tamaño de la part́ıcula TC se mantiene

prácticamente constante y las fluctuaciones térmicas se atenúan significati-
vamente.

En la Figura 4.19 y 4.20 las descripciones de las gráficas son similares a
las que hicimos con la Figura 4.18. En este conjunto de gráficas queremos
mostrar como el aumento de Jnn (columna de la derecha en las Figuras 4.19
y 4.20) produce un suavizamiento de las curvas, con lo cual, desaparecen los
dobles picos que se observaban en las curvas de susceptibilidad presentadas
en las secciones 4.2 y 4.2.2.
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4.4.2. Conclusiones

Hemos encontrado que los cambios del sistema, debido a variaciones de
la anisotroṕıa superficial son importantes en los casos que la relación
superficie-volumen es mayor a uno (S/V > 1), independientemente del
valor de la interacción de intercambio.



4.4. EFECTOS POR CAMBIOS EN LA INTERACCIÓN DE INTERCAMBIO (JNN)59

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.18: Magnetización en función de la temperatura, para L0 [(a) y (b)],
Lu [(c) y (d)] y Lmax [(e) y (f)], con |Jnn| = |KV | (izquierda) y |Jnn| = 10|KV |
(derecha).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.19: Enerǵıa por sitio en función de la temperatura, para L0 [(a) y
(b)], Lu [(c) y (d)] y Lmax [(e) y (f)], con KS/KV = 10. Usando |Jnn| = |KV |
(izquierda) y |Jnn| = 10|KV | (derecha).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.20: Enerǵıa por sitio en función de la temperatura, para L0 [(a) y
(b)], Lu [(c) y (d)] y Lmax [(e) y (f)], con KS/KV = −1. Usando |Jnn| = |KV |
(izquierda) y |Jnn| = 10|KV | (derecha).
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Hemos realizado un estudio numérico aplicando la técnica de Monte Carlo,
de los efectos de la anisotroṕıa superficial en las cantidades termodinámicas
para nanopart́ıculas ferromagnéticas cúbicas. El modelo utilizado fue el de
Ising con condiciones de borde libre en una red cúbica simple. Se consideró la
interacción de intercambio a primeros vecinos (Jnn), la anisotroṕıa volumétri-
ca, KV , aśı como la anisotroṕıa de superficie (KS). Estudiamos tres tamaños
diferentes de nanopart́ıculas, donde la relación entre la cantidad de espines
en la superficie y el volumen es mayor (S/V = 7, L0), igual (S/V ≈ 1, Lu)
y menor (S/V ≈ 0,4, Lmax) a uno. Los resultados de la simulación indican
que:

Con el modelo de Ising en tres dimensiones, hemos observado cambios
importantes debido a la variación de la anisotroṕıa superficial (KS),
para KS > 0, tanto en las curvas de magnetización, como en las de
susceptibilidad magnética. Aśı mismo hemos podido evidenciar que a
medida que la relación S/V se hace más pequeña, los efectos de aniso-
troṕıa disminuyen considerablemente, salvo con respecto al aumento
de la temperatura de transición, ya que KS afecta directamente a la
enerǵıa.

Hemos encontrado curvas de susceptibilidad magnética (χ) caracteŕısti-
cas para sistemas nanoscópicos en el caso de las nanopart́ıculas de me-
nor tamaño estudiadas (L0), al trabajar en el rango de KS > 0.

Sobre la nanopart́ıcula donde el número de espines de superficie supera
a los espines del volumen (S/V > 1), los efectos de KS son mayores
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cuando KS < 0. La enerǵıa producida por KS induce un mayor desor-
den en los espines de superficie , en este caso, las fluctuaciones de los
espines de superficie aumentan significativamente, ya que la interacción
de intercambio no es suficientemente fuerte como para controlar este
efecto. Esto está relacionado con el hecho de que los espines de super-
ficie tienen un número de coordinación menor a los que pertenecen al
volumen de la nanopart́ıcula.

En las curvas de magnetización a T fijo encontramos tres tipos de orde-
namiento magnético distinto. Para la región de KS > Jnn el sistema se
ordena ferromagnéticamente, independientemente del tamaño de la na-
nopart́ıcula. Para KS < −Jnn, la magnetización total (M) disminuye en
una cantidad proporcional a la magnetización de espines de superficie
(MS), ya que esta última cae a cero buscando la menor enerǵıa posible.
Para valores de −Jnn ≤ KS ≤ Jnn encontramos la transición desde un
desorden hacia un orden ferromagnético, en todas las nanopart́ıculas
estudiadas.

Hemos encontrado que los cambios del sistema, debido a variaciones de
la anisotroṕıa superficial son importantes en los casos que la relación
superficie-volumen es mayor a uno (S/V > 1), independientemente del
valor de la interacción de intercambio.

Observamos que la temperatura cŕıtica (TC) para las tres nanopart́ıcu-
las estudiadas tiene básicamente dos comportamientos diferentes para
variaciones de KS. Para KS < −Jnn, los valores de TC son lineales
respecto a cambios de KS debido a la ausencia de una contribución de
los espines de superficie orientados perpendiculares a la dirección fácil.
Para el rango de KS > −Jnn se observa que los valores de TC aumentan
de forma no lineal.
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