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Resumen

Implementación de métodos de Krylov para resolver Sistemas
lineales empleando CUDA

Daysli E. Carmona S.

Zenaida Castillo, Tutora

Universidad Central de Venezuela

Una gran cantidad de problemas que aparecen en las ciencias y en la ingenieŕıa

conducen a la resolución de grandes sistemas de ecuaciones lineales dispersos. En la

actualidad, dichos problemas pueden ser resueltos eficientemente utilizando métodos

iterativos de proyección sobre subespacios de Krylov, en gran medida, por su capacidad

de ser implementados en ambientes paralelos. Sin embargo, el éxito de estos métodos

reposa cada vez más en la escogencia de un buen precondicionador.

Con la incorporación de procesadores paralelos de cómputo intensivo en las tarje-

tas gráficas modernas, junto con la arquitectura y modelo de programación CUDA, es

posible realizar cómputo numérico a gran escala evitando elevados costos de adquisi-

ción. En éste trabajo se propone implementar el precondicionador SPAI y los métodos

GMRES y TFQMR en la GPU utilizando CUDA, para resolver grandes sistemas li-

neales dispersos.
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Introducción

Una gran cantidad de problemas que aparecen en las ciencias y en la ingenieŕıa
conducen a la resolución de sistemas de ecuaciones lineales de la forma:

Ax = b, (0.1)

donde A ∈ Rn×n es la matriz que representa a los coeficientes del sistema lineal,
x ∈ Rn es el vector que representa a las variables o incógnitas y b ∈ Rn es el vector
que representa a los términos independientes. En particular, el interés en este trabajo
es resolver (0.1) cuando la matriz A es no singular, es decir, existe solución única,
x = A−1b [24].

Para resolver el sistema mostrado en (0.1) existen dos clases de métodos, los
llamados métodos directos y los métodos iterativos. Un método directo es aquel que
permite obtener una solución en un número finito (conocido) de pasos. Usualmente
se asocian a factorizaciones matriciales y tienen un costo computacional (operaciones
punto flotante) de orden n3 con respecto al tamaño de la matriz [9]. Por otro lado,
los métodos iterativos parten de una solución inicial x0 y generan una sucesión de
vectores {xk}∞k=0 (soluciones aproximadas), que idealmente converge a la solución x∗

del sistema, con un costo computacional de orden lineal con respecto al número de
entradas no cero de la matriz A por iteración [21].

Cuando los sistemas son suficientemente pequeños y densos utilizar métodos di-
rectos suele ser la opción más adecuada. Sin embargo, estos métodos se vuelven prohi-
bitivos, en términos de tiempo de cómputo y requerimientos de memoria, a medida
que el tamaño de la matriz A se hace grande. Adicionalmente, en la mayoŕıa de los
problemas de interés la matriz de los coeficiente es dispersa, tómese por ejemplo los
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sistemas lineales provenientes de la discretización de ecuaciones en derivadas parciales.
Es por ello que desde mediados del siglo pasado, se ha buscado resolver estos problemas
a través de métodos iterativos, ya que estos no alteran la matriz A y sólo requieren
mantener unos pocos vectores de tamaño n en un momento dado, más aún, el proceso
iterativo se puede suspender cuando se ha obtenido una precisión deseada o cuando
se ha realizado un cierto número de iteraciones [13]. Los métodos iterativos más im-
portantes para resolver el sistema (0.1) en la actualidad están basados en procesos
de proyección sobre subespacios de Krylov, en gran medida, por su capacidad de ser
implementados en ambiente paralelos[24].

Las propiedades espectrales de la matriz A pueden afectar la robustez de los
métodos iterativos, lo cual, a pesar de su atractivo intŕınseco, disminuye la aceptación
de dichos métodos en aplicaciones industriales. Es por ello que éste tipo de métodos
suele acompañarse de técnicas de precondicionamiento, lo que significa transformar
el sistema original en otro que posea la misma solución. De ésta forma se tiende a
mejorar la robustez y velocidad de convergencia de los métodos iterativos.

En la actualidad existen diferentes técnicas de precondicionamiento, y en los últi-
mos años se han desarrollado vigorosamente las basadas en inversas aproximadas dis-
persas. Esto se debe a que en ocasiones es conveniente aproximar la matriz A−1 direc-
tamente en lugar de aproximar la matriz A, como es en el caso de precondicionadores
basados en factorizaciones incompletas [6]. En general, la fiabilidad de las técnicas
iterativas depende mucho más de la calidad del precondicionador que del método de
subespacio de Krylov utilizado [24].

Actualmente, los equipos de alto rendimiento, como los clústeres de computadoras,
tienen un elevado costo de adquisición. Sin embargo, hoy en d́ıa es posible adquirir, a un
bajo costo, tarjetas gráficas para computadoras personales. Dichas tarjetas incorporan
un potente chip, con procesadores especializados, para cálculos altamente paralelos de
cómputo intensivo. Estos procesadores se encuentran en la Unidad de Procesamiento
Gráfico (GPU) y pueden ser administrados eficientemente en conjunto con la Unidad
Central de Procesamiento (CPU) para realizar cálculo masivo a bajo costo [10].

Cuando se desea realizar computo numérico a gran escala en una computadora



Introducción 3

personal, la tendencia actual es sustituir el “procesamiento centralizado” en la CPU por
el “coprocesamiento repartido” entre la CPU y la GPU (lo que introduce el término de
GPGPU1). Esto conlleva a la aparición de nuevas tecnoloǵıas o arquitecturas vectoria-
les y paralelas como es el caso de la arquitectura CUDA2, introducida por la compañ́ıa
NVIDIA a finales del año 2006, con el fin de explotar la capacidad de cómputo de la
GPU [11].

Dada la necesidad de resolver grandes sistemas lineales en el menor tiempo de
cómputo posible, aśı como explotar las caracteŕısticas de la GPU utilizando la ar-
quitectura CUDA, un grupo de desarrolladores trabajó en la implementación de dos
bibliotecas de algoritmos paralelos (publicadas en el año 2010). Dichas biblioteas po-
seen interfaces flexibles de alto nivel para mejorar la productividad del programador,
además, permiten la ejecución de métodos tanto en la CPU como en la GPU. La prime-
ra de ellas, llamada Thrust [20], que implementa eficientemente estructuras de datos
y algoritmos básicos en paralelo. La segunda, denominada Cusp [4], una biblioteca de
álgebra lineal dispersa en CUDA, la cual ofrece una serie de operaciones entre las que
se encuentran eficientes implementaciones de producto matriz-vector (SpMV). Cusp
también provee dos métodos iterativos basados en subespacio de Krylov: el método
del Gradiente Conjugado (CG) y el método de BICGSTAB, aśı como también los
precondicionadores diagonal y AINV.

En este trabajo, se propone implementar en la GPU usando CUDA, los métodos
iterativos del subespacio de Krylov GMRES [25] y TFQMR [18] y el precondicionador
SPAI3 para resolver sistemas lineales generales (no simétricos). Se usan las libreŕıas
Cusp y Thrust para implementar los métodos planteados y las operaciones que sean
necesarias, de manera que la interacción entre los componentes ya existentes en las
libreŕıas con los que se desarrollarán sea transparente. Se harán comparaciones de
tiempos de ejecución en ambos entornos de programación para los métodos ofrecidos
por la libreŕıa Cusp y los métodos planteados.

1Cálculo de Propósito General en Unidades de procesamiento Gráfico (General-Purpose Compu-
ting on Graphics Processing Units)

2Compute Unified Device Architecture
3Inversa Aproximada Dispersa
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Organización

El documento se organiza de la siguiente manera: en el caṕıtulo 1, se presenta
una introducción a la teoŕıa de álgebra lineal necesaria, lo cual incluye los métodos
de proyección, métodos de Krylov, precondicionamiento de métodos y la construcción
del precondicionador SPAI. La programación de la GPU utilizando la arquitectura
CUDA es estudiada en el caṕıtulo 2, en el se muestran los aspectos relevantes de la
arquitectura y una breve introducción a su programación. Luego, en el caṕıtulo 3 se
describe el diseño y se detalla la implementación en CUDA de los métodos de Krylov
propuestos. Seguidamente, en el caṕıtulo 4 se presentan los experimentos y resultados
numéricos, aśı como comparaciones en términos de número de iteraciones y tiempo de
ejecución entre las diferentes arquitecturas. Finalmente, las conclusiones se encuentran
en el caṕıtulo 5 y en el caṕıtulo 6 se proponen los trabajos.

Notación

La notación usada en el resto de este trabajo es la siguiente: Letras mayúscu-
las denotan matrices, letras latinas minúsculas representan vectores y letras griegas
minúsculas representan escalares. La letra I se reserva para la matriz identidad y el
j−ésimo vector canónico se denota ej. La notación A−1 se utiliza para la inversa de
A, AT para la transpuesta y A∗ para la matriz conjugada transpuesta.

Objetivos

A continuación se presentan los objetivos de este trabajo Especial de Grado.

Objetivo General

Evaluar la capacidad de paralelismo masivo de las GPUs modernas para resolver
grandes sistemas de ecuaciones lineales, de manera eficiente y robusta, utilizando la
arquitectura CUDA como plataforma de desarrollo.
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Objetivos Espećıficos

• Estudiar y analizar las libreŕıas numéricas de libre distribución Cusp y Thrust
para el desarrollo eficiente de métodos iterativos basados en subespacios de Kry-
lov y precondicionadores de matrices.

• Implementar de forma paralela y secuencial, haciendo uso de las libreŕıas Cusp
y Thrust, los métodos iterativos basados en subespacios de Krylov, GMRES y
TFQMR.

• Implementar el algoritmo de construcción del precondicionador SPAI, tanto en
la GPU como en la CPU, haciendo uso de la arquitectura CUDA. Además,
el precondicionador resultante debe poder ser utilizado tanto en los métodos
propuestos como en los existentes en la biblioteca Cusp.

• Seleccionar ejemplos de matrices dispersas que surgen de diferentes aplicaciones
reales, utilizando las colecciones de matrices de la universidad de Florida [14] y
Matrix Market [8].

• Evaluar el comportamiento de los métodos iterativos basados en subespacios de
Krylov propuestos y aquellos existentes en la biblioteca Cusp, tanto en paralelo
como secuencial, para determinar la precisión y tiempo de cómputo necesario en
ambos casos.

• Analizar el comportamiento de la construcción paralela del precondicionador
SPAI utilizando la arquitectura CUDA, comparando la precisión y velocidad de
construcción con respecto a su correspondiente implementación secuencial.
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Caṕıtulo 1

Métodos de proyección para sistemas
lineales

En este caṕıtulo, se discuten los métodos de proyección en general, seguidamente
se describen los métodos iterativos de proyección sobre subespacios de Krylov, y final-
mente se discuten las técnicas de precondicionamiento que son usadas para mejorar la
convergencia y la velocidad de estos métodos de proyección.

Las técnicas iterativas más importantes para resolver grandes sistemas de ecua-
ciones lineales, están basadas en procesos de proyección. Un proceso de proyección
consiste en la obtención de una aproximación a la solución buscada en un subespacio
de menor dimensión; es decir, consiste en hallar una solución aproximada al siste-
ma (0.1) a partir de un subespacio de Rn. Si Km es el subespacio de búsqueda de
dimensión m, entonces, en general, se deben imponer m restricciones para extraer di-
cha aproximación. Una forma común de describir dichas restricciones es imponer m
condiciones de ortogonalidad, espećıficamente, se restringe al vector residual b− Ax
a que sea ortogonal con respecto a m vectores linealmente independientes. De esta
forma, se define un subespacio Lm también de dimensión m, llamado subespacio de
restricciones [24].

Existen dos clases amplias de métodos de proyección, los métodos ortogonales, en
los que el subespacio Lm es el mismo subespacio Km; y los métodos oblicuos, en los
que los subespacios Lm y Km son diferentes. Un resultado particular de proyección
oblicua se da cuando la matriz es cuadrada y Lm = AKm, ya que el vector x̃ es el
resultado del proceso de proyección sobre Km y ortogonal a Lm con el vector inicial
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x0, si y solo si, x̃ minimiza la norma-2 del vector residual (b−Ax) con x ∈ (x0 +Km),
para mayores detalles ver [24].

1.1. Métodos de Subespacio de Krylov

En esta sección se describe un conjunto de métodos de proyección que utilizan
como el subespacio de búsqueda Km el subespacio de Krylov para resolver el sistema
(0.1), y que han sido utilizados con gran éxito desde la década de los 50.

Un método de subespacio de Krylov es un método iterativo de proyección donde
el subespacio de búsqueda Km es el subespacio de Krylov y son de la forma:

Km(A) = span{r0, Ar0, A
2r0, . . . , A

m−1r0}, (1.1)

donde r0 = b− Ax0, y x0 es el iterado inicial del proceso.

Los distintos métodos de Krylov que existen en la actualidad, se derivan de las
diferentes formas de escoger el subespacio de restricciones Lm. Dos importantes fami-
lias que existen entre las variantes de los métodos basados en subespacios de Krylov
serán descritas en el transcurso de este capitulo. La primera de ellas es la basada en el
método de Arnoldi, esta elige el subespacio de restricciones Lm = Km o la variación del
residual mı́nimo Lm = AKm y seguidamente se hablará de la segunda que se inspira en
los métodos de Lanczos, basada en definir Lm como el subespacio de Krylov asociado
con AT , es decir, Lm = Km(AT , r0) o Lm = AKm(AT , r0) [24].

1.1.1. Método de Arnoldi

El método de Arnoldi [1] es un método de proyección ortogonal sobre subespacios
de Km para matrices generales no Hermitianas. Este procedimiento se introdujo en el
año 1951 inicialmente como un método directo para reducir matrices densas a forma
de Hessenberg. Arnoldi presentó su método de esta manera, pero indicó que los auto-
valores de la matriz de Hessenberg obtenidos en un número de pasos menor a n pudiera
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proporcionar autovalores de A. Posteriormente se descubrió que esta estrategia con-
duce a una técnica eficaz para aproximar autovalores de matrices grandes y dispersas.
En aritmética exacta, una variante del algoritmo puede verse en el Algoritmo 1.1

En cada paso del algoritmo se multiplica al vector de Arnoldi anterior vj por
A y luego se ortonormaliza el vector resultante wj con respecto a todos los vectores
vi anteriores utilizando un procedimiento estándar de Gram-Schmidt. Si en algún
momento wj se hace 0, el algoritmo se detiene.

Se asume que el Algoritmo 1.1 no se detiene hasta el paso m-ésimo. Entonces
los vectores v1, . . . , vm forman una base ortonormal del espacio de Krylov, para un
demostración ver [24].

Km = span{v1, Av1, . . . , A
m−1v1}.

1. Escoger un vector v1 de norma 1
2. Para j = 1, 2, . . . ,m Hacer:
3. | Calcular hij = 〈Avj , vi〉 para i = 1, 2, . . . , j
4. | Calcular wj = Avj −

∑j

i=1 hijvi

5. | hj+1,j = ‖wj‖2
6. | Si hj+1,j = 0 entonces: Parar
7. | vj+1 = 1

hj+1,j
wj

8. FinPara

Algoritmo 1.1: Arnoldi básico

Si se denota como Vm la matriz de orden n×m cuyas columnas son los vectores
v1, . . . , vm, como H̄m como la matriz Hessenberg de (m+1)×m cuyas entradas distintas
de cero hij son definidas por el Algoritmo 1.1, y como Hm la matriz que se obtiene
eliminando la última fila de H̄m. Entonces, las siguientes relaciones se cumplen:
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AVm = VmHm + wme
T
m (1.2)

= Vm+1H̄m (1.3)

V T
mAVm = Hm (1.4)

Una demostración para las relaciones anteriores se encuentra en [24].

Como se mencionó anteriormente, el algoritmo de Arnoldi asume aritmética exac-
ta. Sin embargo, se puede ganar mucha estabilidad utilizando el algoritmo de Gram-
Schmidt modificado o la ortogonalización de Householder en lugar del algoritmo estándar
de Gram-Schmidt. Una buena ilustración y detalles de estos algoritmos pueden verse
en
citesaad.

1.1.2. Método de Residual Mı́nimo Generalizado (GMRES)

El método del Residual Mı́nimo Generalizado1 GMRES, fue propuesto por Saad
y Schultz en 1986 [25], es un método de proyección oblicua que se basa en conside-
rar Km = Km(A, r0) y Lm = AKm donde Km(A, r0) es el subespacio de Krylov de
dimensión m y v1 se define como v1 = r0

β
, donde β = ‖r0‖2.

Como se ha visto, en el método de Arnoldi se reduce una matriz no simétrica
a Hessenberg superior. GMRES aprovecha esta transformación que hace el método
de Arnoldi para la construcción de soluciones aproximadas en las cuales, la norma
del residual será mı́nima con respecto a x0 + Km que es la restricción basada en la
aproximación del residual mı́nimo.

Dado que cualquier vector x en x0 +Km se puede escribir como

x = x0 + Vmy (1.5)

1Método del Residual Mı́nimo Generalizado (Generalized Minimum Residual Method)
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donde y es un vector m-dimensional, entonces, se define

J(y) = ‖b− Ax‖2 = ‖b− A(x0 + Vmy)‖2 (1.6)

la relación de la ecuación (1.3) se convierte en

b− Ax = b− A(x0 + Vmy)

= r0 − AVmy

= βv1 − Vm+1H̄my

= Vm+1(βe1 − H̄my) (1.7)

Como los vectores columna de Vm+1 son ortonormales, entonces

J(y) = ‖b− A(x0 + Vmy)‖2 =
∥∥∥βe1 − H̄my

∥∥∥
2

(1.8)

La aproximación de GMRES es el vector único de x0 + Km que minimiza a la
ecuación (1.8) mostrada anteriormente. Utilizando las ecuaciones (1.5) y (1.8), esta
aproximación es xm = x0 + Vmym donde ym minimiza la función J(y), es decir

xm = x0 + Vmym (1.9)

ym = argminy
∥∥∥βe1 − H̄my

∥∥∥
2

(1.10)

La minimización de y no es costosa de calcular ya que requiere la solución de un
problema de mı́nimos cuadrados de (m + 1) × m, donde m es tipicamente pequeño.
El Algoritmo 1.2 muestra una implementación de GMRES utilizando Gram-Schmidt
modificado en el proceso de Arnoldi.

Para resolver el problema de mı́nimos cuadrados del paso 19 del Algoritmo 1.2, es
común transformar la matriz de Hessenberg en una triangular superior utilizando una
secuencia de rotaciones de Givens [24], donde cada matriz de rotación es de la forma



Caṕıtulo 1: Métodos de proyección para sistemas lineales 11

1. Sea H̄m = {hij}1≤i≤m+1,1≤j≤m, una matriz de (m+ 1)×m
2. r0 := b−Ax0

3. β := ‖r0‖2

4. v1 := r0
β

5. H̄m := 0
6. Para j = 1, 2, . . . ,m Hacer:
7. | wj := Avj

8. | Para i = 1, 2, . . . , j Hacer:
9. | | hij := 〈wj , vi〉

10. | | wj := wj − hijvi
11. | FinPara
12. | hj+1,j := ‖wj‖2
13. | Si hj+1,j = 0 entonces:
14. | | m := j

15. | | Ir al paso 19
16. | FinSi
17. | vj+1 = 1

hj+1,j
wj

18. FinPara
19. ym := mı́ny

∥∥βe1 − H̄my
∥∥

2
20. xm := x0 + Vmym

Algoritmo 1.2: Residual Mı́nimo Generalizado (GMRES) con Gram-Schmidt Modificado

1. r0 := b−Ax0

2. β := ‖r0‖2

3. v1 := r0
β

4. Generar las matrices Vm y H̄m utilizando el algoritmo de Arnoldi con v1 como vector inicial.
5. ym := mı́ny

∥∥βe1 − H̄my
∥∥

2
6. xm := x0 + Vmym

7. Terminar Si xm satisface el criterio de parada
8. x0 := xm

9. Ir a 1

Algoritmo 1.3: Residual Mı́nimo Generalizado (GMRES) con reinicio

Ωi =



1
. . .

1
ci si
−si ci

1
. . .

1



← fila i
← fila i+ 1 (1.11)
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y los coeficientes ci y si cumplen con c2
i + s2

i = 1 y son escogidos para eliminar hi+1,i

en cada paso utilizando la ecuación (1.12)

si = hi+1,i√
(h(i−1)

i,i )2 + h2
i+1,i

,ci =
h

(i−1)
i,i√

(h(i−1)
i,i )2 + h2

i+1,i

. (1.12)

Si se denota como Qm al producto de las matrices de rotación

Qm = ΩmΩm−1 . . .Ω2Ω1

y

R̄m = QmH̄,

ḡm = Qm(βe1).

Entonces, dado que Qm es unitaria, se tiene que

mı́n
y

∥∥∥βe1 − H̄my
∥∥∥

2
= mı́n

y

∥∥∥ḡm − R̄my
∥∥∥

2
. (1.13)

La solución de (1.13) se obtiene resolviendo el sistema triangular que resulta de
eliminar la última fila de R̄m y ḡm. Además, la norma del residual no es más que el
valor absoluto del último elemento de ḡm. Más aún, es posible aplicar las rotaciones
progresivamente en cada paso del algoritmo, de esta forma se puede obtener la norma
del residual en cada paso virtualmente sin costo adicional [24].

Variante: GMRES con reinicio

GMRES se vuelven poco práctico cuando m es muy grande, debido al crecimiento
de los requerimientos de memoria y de cómputo del algoritmo a medida que el m au-
menta puede llegar a ser al menos de O(m2n). GMRES con reinicio se aplica para dar
solución a esta situación [27]. Esta técnica consiste en reinicializar el algoritmo periódi-
camente, es decir, calcular una solución aproximada para un m pequeño. Si el error
de dicha solución es suficientemente pequeño, entonces el proceso se detiene, en caso
contrario, se toma ésta solución como el nuevo iterado inicial y se comienza el proceso
nuevamente. Implementaciones de ésta estrategia se pueden ver en el Algoritmo 1.3.
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1.1.3. Residual Cuasi-Mı́nimo Libre de Transpuesta (TFQMR)

El algoritmo del Residual Cuasi-Mı́nimo Libre de Transpuesta2 TFQMR, fue pro-
puesto por Roland W. Freund [18] en el año 1993 como un derivado del algoritmo
CGS [24]. Es un método que resuelve sistemas de ecuaciones lineales no simétricos,
calculando una aproximación en el subespacio Km.

TFQMR puede implementarse de manera sencilla cambiando unas pocas ĺıneas
del algoritmo estándar CGS, para ello es necesario observar que la actualización de xj
en CGS [24] puede realizarse en dos etapas, es decir,

xj+ 1
2

= xj + αjuj

xj+1 = xj+ 1
2

+ αjqj

Esta división es natural ya que dicha actualización involucra dos productos matriz
vector para pasar de un iterado al siguiente. Un excelente estudio de este algoritmo
es mostrado en [24]. El método iterativo propuesto por Freund es mostrado en el
Algoritmo 1.4

1.2. Métodos Precondicionados

Un precondicionador es simplemente un medio para transformar el sistema origi-
nal en otro sistema equivalente con propiedades espectrales más favorables, por lo que
probablemente será más fácil de resolver con un método iterativo. En la práctica, la
fidelidad de las técnicas iterativas depende mucho más de la calidad del precondicio-
nador que del iterador del subespacio de Krylov utilizado [24].

Frecuentemente, conseguir un buen precondicionador para un sistema lineal es
visto como una combinación de arte y ciencia [17], ya que se debe hallar una matriz
M tal que [15]:

1. M sea una buena aproximación de A en algún sentido

2Residual Cuasi-Mı́nimo Libre de Transpuesta(Transpose Free QMR)
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1. w0 := u0 := r0 := b−Ax0

2. v0 := Au0

3. d0 := 0
4. τ0 := ‖r0‖2

5. θ0 := η0 = 0
6. Escoger un vector r∗0 arbitrario, tal que ρ0 ≡

〈
r∗0 , r0

〉
6= 0

7. Para m = 0, 1, 2 . . . , hasta alcanzar la convergencia Hacer:
8. | Si m es par entonces:
9. | | αm+1 = αm = ρm

〈vm,r∗
0〉

10. | | um+1 = um − αmvm
11. | FinSi
12. wm+1 = wm − αmAum
13. dm+1 = um +

(
θ2

m
αm

)
ηmdm

14. θm+1 = ‖
wm+1‖2
τm

; cm+1 = (1 + θ2
m+1)−

1
2

15. τm+1 = τmθm+1cm+1; ηm+1 = c2
m+1αm

16. xm+1 = xm + ηm+1dm+1

17. rm+1 = rm − ηm+1Adm+1

18. | Si m es impar entonces:
19. | | ρm+1 =

〈
wm+1, r∗0

〉
20. | | βm−1 = ρm+1

ρm−1

21. | | um+1 = wm+1 + βm−1um

22. | | vm+1 = Aum+1 + βm−1(Aum + βm−1vm−1)
23. | FinSi
24. FinPara

Algoritmo 1.4: Residual Quasi-Mı́nimo Libre de Transpuesta (TFQMR)

2. El costo de construir M no sea prohibitivo

3. Resolver sistemas de la forma Mx = b sea económico

Una vez que se tenga la matriz precondicionadora M , esta puede ser aplicada por
la izquierda, lo que lleva al sistema precondicionado M−1Ax = M−1b, también puede
ser aplicado por la derecha y para ello, se realiza un cambio de variables u = Mx y se
resuelve el sistema AM−1u = b, con, x = M−1u con respecto al vector de incógnitas
u. Y finalmente, es común disponer de un precondicionador factorizado de la forma
M = MLMR donde, t́ıpicamente ML y MR son matrices triangulares. E n esta situa-
ción, el precondicionador puede ser aplicado por ambos lados de la siguiente manera
M−1

L AM−1
R u = M−1

L b, con, x = M−1
R u.
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En este trabajo únicamente se hará énfasis en la forma de precondicionamien-
to por la derecha, para un análisis en detalle de como es el funcionamiento de un
precondicionador por la izquierda o por ambos lados puede verse en [24].

Seguidamente se muestran las formas de aplicar un precondicionador por la dere-
cha para los método GMRES y TFQMR mencionando sus propiedades.

1.2.1. GMRES Precondicionado por la Derecha

El algoritmo de GMRES precondicionado por la derecha se basa en resolver

AM−1u = b, u = Mx.

A continuación se muestra que la nueva variable u no necesita ser invocada expĺıci-
tamente. En efecto, todos los vectores del subespacio de Krylov pueden ser obtenidos
sin ninguna referencia para las variables u. Únicamente las instrucciones que utilizan
el vector de incógnitas han de ser analizadas, es decir, el calculo del residual inicial y
la actualización de la solución. Comenzando con el calculo del residual inicial se tiene
que

r0 = b− AM−1u0

= b− AM−1Mx0

= b− Ax0 (1.14)

Como se puede ver en (1.14) el residual inicial no cambia para el sistema precon-
dicionado. Para la actualización de la solución del sistema precondicionado se utiliza

um = u0 + Vmym

Mxm = Mx0 + Vmym

M−1Mxm = M−1(Mx0 + Vmym)

xm = x0 +M−1Vmym (1.15)

Utilizando las ecuaciones (1.14) y (1.15) en el algoritmo de GMRES se obtiene
el método de GMRES precondicionado por la derecha como se muestra a continuación
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1. Sea H̄m = {hij}1≤i≤m+1,1≤j≤m, una matriz de (m+ 1)×m
2. r0 := b−Ax0

3. β := ‖r0‖2

4. v1 := r0
β

5. H̄m := 0
6. Para j = 1, 2, . . . ,m Hacer:
7. | wj := AM−1vj

8. | Para i = 1, 2, . . . , j Hacer:
9. | | hij := 〈wj , vi〉

10. | | wj := wj − hijvi
11. | FinPara
12. | hj+1,j := ‖wj‖2
13. | Si hj+1,j = 0 entonces:
14. | | m := j

15. | | Ir al paso 19
16. | FinSi
17. | vj+1 = 1

hj+1,j
wj

18. FinPara
19. ym := mı́ny

∥∥βe1 − H̄my
∥∥

2
20. xm := x0 +M−1Vmym

Algoritmo 1.5: Residual Mı́nimo Generalizado (GMRES) con Gram-Schmidt Modificado, Precondicionado por la
Derecha

En este caso, el método de Arnoldi construye una base ortogonal del subespacio
de Krylov precondicionado por la derecha

Km(AM−1) = span{r0, AM
−1r0, A

2M−1r0, . . . , A
m−1M−1r0}

Además, la norma del residual es ahora relativa al sistema inicial, es decir, rm = b− Axm.
Esto se debe a que el algoritmo obtiene dicho residual de manera impĺıcita a partir de
b−Axm = b−AM−1um. Esta es una diferencia esencial con el enfoque del algoritmo
GMRES precondicionado por la izquierda, para detalles de este enfoque ver [24] .

1.2.2. TFQMR Precondicionado por la Derecha

El algoritmo TFQMR precondicionado por la derecha, al igual que GMRES pre-
condicionado por la derecha, no necesita cambios en el calculo del residual inicial.
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Además, en los pasos donde esta la matriz A se reemplaza por AM−1 y en la ac-
tualización del vector solución se multiplica por M−1 el paso. Tomando todas estas
consideraciones en cuenta, el algoritmo resultante es el siguiente:

1. w0 := u0 := r0 := b−Ax0

2. v0 := AM−1u0

3. d0 := 0
4. τ0 := ‖r0‖2

5. θ0 := η0 = 0
6. Escoger un vector r∗0 arbitrario, tal que ρ0 ≡

〈
r∗0 , r0

〉
6= 0

7. Para m = 0, 1, 2 . . . , hasta alcanzar la convergencia Hacer:
8. | Si m es par entonces:
9. | | αm+1 = αm = ρm

〈vm,r∗
0〉

10. | | um+1 = um − αmvm
11. | FinSi
12. wm+1 = wm − αmAM−1um

13. dm+1 = um +
(
θ2

m
αm

)
ηmdm

14. θm+1 = ‖
wm+1‖2
τm

; cm+1 = (1 + θ2
m+1)−

1
2

15. τm+1 = τmθm+1cm+1; ηm+1 = c2
m+1αm

16. xm+1 = xm + ηm+1M−1dm+1

17. rm+1 = rm − ηm+1AM−1dm+1

18. | Si m es impar entonces:
19. | | ρm+1 =

〈
wm+1, r∗0

〉
;βm−1 = ρm+1

ρm−1

20. | | um+1 = wm+1 + βm−1um

21. | | vm+1 = AM−1um+1 + βm−1(AM−1um + βm−1vm−1)
22. | FinSi
23. FinPara

Algoritmo 1.6: Residual Quasi-Mı́nimo Libre de Transpuesta (TFQMR) Precondicionado por la Derecha

1.3. Inversas Aproximadas Dispersas

En los últimos años se ha incrementado el interés en precondicionadores que apro-
ximan la inversa de la matriz de coeficientes A directamente, es decir, se busca una
matriz dispersa M ≈ A−1. La principal ventaja de éste enfoque es que la operación
de precondicionamiento puede implementarse fácilmente en paralelo, ya que consis-
te únicamente en productos matriz-vector. Más aún, la construcción y aplicación de
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precondicionadores de éste tipo tienden a ser inmunes a ciertas dificultades numéricas
como pivotes nulos e inestabilidad [6].

La técnicas de inversas aproximadas dispersas conf́ıan en la asunción que dada
una matriz dispersa A, es posible conseguir una matriz dispersa M que es una buena
aproximación, en algún sentido, de A−1. Sin embargo, la inversa de una matriz dispersa
no es necesariamente dispersa. Más precisamente, para cualquier patrón de dispersión
dado es posible asignar valores numéricos a los elementos distintos de cero de tal
manera que todas las entradas de la inversa sean diferentes de cero [16]. Aún aśı,
es frecuente que muchas de las entradas de la inversa de una matriz dispersa sean
pequeñas en valor absoluto, haciendo posible la aproximación de la misma por medio
de una matriz dispersa [6].

Existen varios algoritmos completamente diferentes para el cálculo de una inversa
aproximada dispersa, teniendo cada método sus propias fortalezas y limitaciones [7].
Por otro lado, se acostumbra a distinguir entre dos tipos básicos de inversas aproxima-
das, dependiendo de si el precondicionador M ≈ A−1 se expresa como una sola matriz
o como producto de dos o más matrices. Estos últimos tipos de precondicionadores
son conocidos como inversas aproximadas dispersas factorizadas y son de la forma

M = MUML, donde MU ≈ U1, y ML ≈ L1 (1.16)

L y U son los factores triangulares inferior y superior de A, respectivamente [6].

Dentro de cada clase hay varias técnicas diferentes, dependiendo del algoritmo
utilizado para calcular la inversa aproximada o los factores inversos aproximados.
En la actualidad, existen dos enfoques principales: la minimización de la norma de
Frobenius, y la (bi-)conjugación incompleta.

La primera clase de técnicas de inversas aproximadas en ser propuesta e investiga-
da, se basa en la minimización de la norma de Frobenius [5]. La idea básica consiste en
calcular una matriz dispersa M ≈ A−1 como la solución del problema de minimización
restringido

mı́n
M∈S
‖I − AM‖F ,
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donde S es un conjunto de matrices dispersas y ‖.‖F denota la norma de Frobenius
de una matriz. Ya que

‖I − AM‖2
F =

n∑
j=1
‖ej − Amj‖2

2 ,

donde ej denota j−ésima columna de la matriz identidad, el cálculo de M se reduce a
resolver n problemas de mı́nimos cuadrados lineales e independientes, sujetos a ciertas
restricciones de dispersión [6].

Hay que tener en cuenta que el enfoque anterior genera una inversa aproxima-
da por la derecha. Un inversa aproximada por la izquierda se puede calcular me-
diante la resolución de un problema de minimización restringida para ‖I −MA‖F =∥∥∥I − ATMT

∥∥∥. Esto equivale a calcular una inversa aproximada por la derecha para AT

y tomar la transpuesta de la matriz resultante. En el caso de matrices no simétricas,
la distinción entre inversas aproximadas por la izquierda y por la derecha puede ser
importante. De hecho, hay situaciones en las que es dif́ıcil calcular una buena inver-
sa aproximada por la derecha pero fácil de encontrar una buena inversa aproximada
por la izquierda. Por otra parte, cuando A es no simétrica y mal condicionada, la
matriz M ≈ A−1 puede ser una pobre inversa aproximada por la derecha, pero una
buena inversa aproximada por la izquierda. En la discusión siguiente, se supone que
se está calculando una inversa aproximada por la derecha.

1.3.1. SPAI para un Patrón de Dispersión Dado

En los primeros trabajos, el conjunto de restricción S, consist́ıa en un conjunto de
matrices con un patrón de dispersión prescrito de antemano. Una vez que el conjunto
de restricción S está dado, el cálculo de M es sencillo, y es posible llevar a cabo dicho
cálculo de manera eficiente en un computador paralelo [6].

Dado el patrón no cero G ⊆ {(i, j)|1 ≤ i, j ≤ n} tal que mi,j = 0 si (i, j) /∈ G. Por
lo tanto, el conjunto de restricción S es simplemente el conjunto de todas las matrices
reales de orden n × n con el patrón no cero contenido en G. Denotando por mj la
j−ésima columna de M (1 ≤ j ≤ n). Para un indice j fijo, considere el conjunto
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J = {i|(i, j) ∈ G}, que especifica el patrón no cero de mj. Es evidente que las únicas
columnas de A que entran en la definición de mj son aquellas cuyos ı́ndices están en
J . Sea A(:,J ) la submatriz de A formada por tales columnas, y sea I el conjunto de
ı́ndices de las filas distintas de cero de A(:,J ). Entonces, se puede restringir nuestra
atención a la matriz Â = A (I,J ), al vector incógnita m̂j = mj(J ), y al vector del
lado derecho êj = ej(I). Las entradas no cero en mj se pueden calcular resolviendo el
(pequeño) problema de mı́nimos cuadrados sin restricciones

mı́n
m̂j

∥∥∥êj − Âm̂j

∥∥∥
2
.

Este problema de mı́nimos cuadrados se puede resolver, por ejemplo, por medio
de la factorización QR de Â. Es evidente que cada columna mj se puede calcular, al
menos en principio, independientemente de las otras columnas de M . Hay que tener
en cuenta que debido a la dispersión de A, la submatriz Â contendrá sólo unas pocas
filas y columnas no cero, de manera que, el problema de mı́nimos cuadrados tiene
tamaño pequeño y se puede resolver de manera eficiente por las técnicas de matrices
densas [6].

La principal dificultad de este enfoque es la escogencia de S, es decir, cómo elegir
un patrón de dispersión para M que se traduzca en un buen precondicionador. Para
problemas simples, es común imponerle a M el patrón de dispersión de la matriz
original A. Otra idea es tomar el patrón de dispersión de Ak, donde k ≥ 2 es un
entero [6].
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Caṕıtulo 2

Programación en GPU

Con la llegada de las CPUs de múltiples núcleos y las GPUs de muchos núcleos,
significa que la mayoŕıa de los procesadores de hoy en d́ıa son sistemas paralelos. Más
aún, su paralelismo continúa creciendo según la Ley de Moore. Es por ello, que en
noviembre de 2006 la compañia NVIDIA introduce CUDA1 como una arquitectura
de propósito general de cálculo paralelo. La cual, a través de un nuevo modelo de
programación y conjunto de instrucciones, permite un incremento importante en el
rendimiento del sistema [10].

El modelo de programación de la arquitectura CUDA está diseñado para aprove-
char al máximo, de forma transparente para el desarrollador, el creciente número de
núcleos del procesador. Para ello, CUDA provee como base tres abstracciones claves:
una jerarqúıa de bloques de hilos, memorias compartidas y barreras de sincroniza-
ción. Las cuales gúıan al programador a dividir el problema en sub-problemas grandes
que pueden ser resueltos en paralelo por bloques de hilos independientes, y cada sub-
problema en piezas más pequeñas que se pueden resolver cooperativamente en paralelo
por los hilos de un mismo bloque [10].

Esta descomposición permite la escalabilidad automática, ya que cada bloque de
hilos se puede planificar en cualquiera de los núcleos de los procesadores disponibles, en
cualquier orden, simultánea o secuencialmente. Por lo tanto, un programa compilado
CUDA se puede ejecutar en cualquier número de núcleos de procesador, como se ilustra

1Arquitectura de dispositivos de cómputo unificado (Compute Unified Device Architecture)
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en la Figura 2.1, y sólo el sistema de ejecución necesita saber el número de procesadores
f́ısicos [10].

Figura 2.1: Escalabilidad en CUDA: un programa multihilos es particionado en bloques de hilos
independientes, de forma que un GPU con más núcleos de ejecución automáticamente ejecuta el
mismo programa en menos tiempo

Las aplicaciones en el modelo de programación CUDA consisten de un programa
anfitrión secuencial, el cual invoca funciones paralelas llamadas kernels2. Estas fun-
ciones, al ser invocadas, se ejecutan N veces en paralelo por N hilos en un dispositivo
paralelo f́ısicamente separado [10]. Este es el caso cuando los kernels se ejecutan en la
GPU y el resto del programa se ejecuta en la CPU, la Figura 2.2 muestra la ejecución
común de un programa bajo éste modelo.

2El significado de Kernel en español es núcleo, para evitar ambigüedades con los núcleos de eje-
cución (execution core) se decidió no hacer la traducción y aśı mantener la consistencia con la docu-
mentación existente.
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Figura 2.2: Programación Heterogénea

2.1. Arquitectura

Intŕınsecamente, una GPU se compone de varios multiprocesadores que se com-
portan como grandes máquinas SIMD3. Más exactamente, cada procesador utiliza una
arquitectura SIMT4 diseñada para ejecutar cientos de hilos al mismo tiempo. En dicha
arquitectura, la unidad básica de programación es el hilo, es decir, cada hilo ejecuta
de forma secuencial la misma función escalar. El programador organiza los hilos que
han de ejecutar un kernel en bloques de hilos, los cuales se planifican en la GPU para
ser ejecutados en los multiprocesadores, sin garant́ıa de orden o posibilidad de sin-
cronización entre ellos [10]. Esto implica que, el programador debe tener cuidado al

3Simple instrucción, múltiples datos (single instruction, multiple data)
4Una instrucción, múltiples hilos (Single Instruction, Multiple Thread)
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construir los bloques sin dependencia de ejecución y de no escribir datos en la misma
dirección [12].

Sin embargo, ya que todos los hilos de un bloque deben compartir los recursos de
memoria limitada de un mismo núcleo de ejecución, existe un ĺımite para el número
de hilos por bloque5. Por lo cual, un kernel es ejecutado por una malla de bloques de
hilos homogéneos, como se muestra en la Figura 2.3, de modo que el número total de
hilos es igual al número de hilos por bloque multiplicado por el número de bloques de
hilos [10].

Figura 2.3: Malla de Bloques de Hilos

Los hilos dentro de un bloque pueden cooperar utilizando memoria compartida y
sincronizando su ejecución para coordinar los accesos a memoria. Más precisamente,
se pueden especificar puntos de sincronización dentro del kernel llamando a la función
syncthreads(); los cuales actúan como una barrera que todos los hilos del bloque

deben alcanzar antes de que alguno pueda proseguir. Por motivos de eficiencia la
memoria compartida debe ser una memoria de latencia baja dentro del chip (como
una cache de primer nivel) y la función syncthreads() debe ser ligera [10].

5En las GPUs modernas, un bloque de hilo puede contener hasta 1024 hilos.
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En la arquitectura SIMT, el multiprocesador, crea, maneja, planifica y ejecuta
los hilos en grupos de 32 hilos paralelos llamados warps. Cuando un multiprocesador
recibe un bloque de hilos, este lo particiona en warps de forma que cada uno contenga
hilos con identificadores consecutivos y crecientes, donde el primer warp recibe el hilo
con identificador cero. Finalmente, en el procesador la unidad de planificación es el
warp, por lo tanto, todos los hilos de un warp ejecutan una instrucción común a la
vez [10].

Los hilos que componen un warp comienzan su ejecución al mismo tiempo y en la
misma dirección de programa, pero tienen su propio contador de programa y estado de
registros, por lo que son libres de divergir y seguir ramas de ejecución independientes.
Sin embargo, si los hilos de un warp divergen por medio de ramificaciones condico-
nales, el warp ejecuta cada ruta de forma secuencial, deshabilitando los hilos que no
pertenecen a la ruta actual. Cuando todos los caminos terminan, los hilos convergen de
nuevo a la misma ruta de ejecución, por lo que la mayor eficiencia se consigue cuando
todos los hilos de un warp siguen el mismo camino de ejecución. La divergencia de
ramas ocurre únicamente dentro de un warp, ya que, los diferentes warps de un mismo
bloque se ejecutan de forma independiente sin importar sus rutas de ejecución [10].

Finalmente, los hilos de CUDA tienen acceso a una variedad de espacios de memo-
ria durante su ejecución, como se muestra en la Figura 2.4. Estas memorias difieren en:
alcance, tiempo de vida, tamaño y latencia. En el multiprocesador hay una cantidad
de registros de 32 bits que son distribuidos entre todos los hilos en ejecución. Estos
registros poseen un tiempo de vida igual a la del hilo y su latencia es despreciable.
Cada hilo tiene una memoria local privada que esta fuera del chip, espećıficamente en
DRAM. Esta memoria local tiene latencia alta y posee el mismo tiempo de vida del
hilo, en esta es donde se manejan las variables que no caben en los registros. Todos los
hilos de un bloque tienen acceso a una memoria compartida, la cual perdura durante
la ejecución del bloque completo; esta es una memoria pequeña, con baja latencia y
alto ancho de banda; todos los hilos del kernel tienen acceso a la memoria global, que
es una memoria grande y con alta latencia. Además, todos los hilos tienen acceso a dos
espacios de memoria de solo lectura: los espacios de memoria constante y de texturas.
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Los datos en memoria global, constante y de textura persisten a lo largo del tiempo
de vida de la aplicación [10].

Figura 2.4: Jerarqúıa de memoria CUDA

2.2. Codificación en CUDA

CUDA viene con un ambiente de software que permite a los desarrolladores utilizar
C como lenguaje de alto nivel. Sin embargo, como se muestra en la figura 2.5 es posible
utilizar otros lenguajes e interfaces de programación de aplicaciones. Indistintamente
del lenguaje utilizado por el programador, se deben utilizar las extensiones especiales
definidas por CUDA.

Figura 2.5: Aplicaciones de cómputo en la GPU
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Con el fin de ilustrar el diseño e implementación de soluciones en el ambiente
CUDA, incluyendo detalles, trucos y errores comunes; a continuación se detalla el
proceso para dos operaciones importantes en el álgebra lineal.

Ejemplo: Operación AXPY

Recordando, las actualizaciones de vectores se conocen como operación (axpy) y
son de la forma y := α ∗ x+ y, dónde x e y son vectores reales de tamaño N y α es un
escalar. En la Figura 2.6 se muestra su implementación en un ambiente tradicional.

Figura 2.6: Axpy secuencial

Alĺı se observa que se realizan N operaciones iguales sobre diferentes elementos
de datos, por lo tanto, en un ambiente CUDA, estas operaciones pueden ser realizadas
por N hilos concurrentemente sin necesidad de coordinación, como se muestra en la
Figura 2.7.

Figura 2.7: Axpy kernel

Los kernels han de ser etiquetados con el modificador global , que permite
declarar la función que será ejecutada por el dispositivo y convocada por el anfitrión.
La primera ĺınea del kernel calcula el ı́ndice único de cada hilo, el cual se utiliza para
acceder tanto a x como y. De esta manera, cada hilo actualiza una componente del
vector. Como los datos son vectores, sólo necesitan bloques y mallas de una dimensión.
El tamaño del bloque es elegido por el valor máximo permitido por la arquitectura,
mientras que el tamaño de la malla se determina directamente por el tamaño del
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problema dividido entre el tamaño del bloque. El cálculo del tamaño de la malla y la
invocación del kernel se puede ver en la Figura 2.8.

Figura 2.8: Manejador axpy

El tamaño de la malla viene dado por f(N,B) =
⌈
N
B

⌉
, donde N es el tamaño

del problema y B es la cantidad de hilos por bloque. Dicha operación se puede ver
implementada en la Figura 2.9. Como se puede ver, la función ha sido marcada con
los modificadores device y host , lo que significa que puede ser invocada tanto
por hilos de CUDA como por hilos de CPU.

Figura 2.9: División techo

Ejemplo: Producto interno

Al igual que con el ejemplo de la sección anterior, se comienza con la definición
matemática del producto interno, 〈x, y〉 := ∑N

i=1 xiyi. Dicha definición conduce natu-
ralmente a la función mostrada en la Figura 2.10 en un ambiente secuencial.

Figura 2.10: Producto punto secuencial
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Transformando el ciclo de manera similar a como se hizo en la operación axpy,
se obtiene el kernel de CUDA de la Figura 2.11. Sin embargo, analizando en detalle
el comportamiento de dicho kernel se puede observar que todos los hilos modifican la
misma posición de memoria. Cuando esto sucede los accesos son serializados en algún
orden arbitrario, más aún, como la operación no es atómica, ésta podŕıa fallar y causar
resultados inconsistentes e impredecibles [12].

Figura 2.11: Producto punto kernel malo

Este ejemplo muestra, que la dificultad de programar en la arquitectura CUDA
radica principalmente en la descomposición del problema en subproblemas que pueden
ser resueltos independientemente por los bloques de hilos. Además, la cooperación sólo
puede existir entre hilos de un mismo bloque. Por lo tanto, existen dos opciones, la
primera es realizar la operación completa con un sólo bloque de hilos. Sin embargo, para
aprovechar el paralelismo al máximo se puede dividir el problema en dos subproblemas,
de manera que uno puede ser realizado por un kernel que no requiere cooperación. De
esta forma, sólo la sección que requiere cooperación es realizada por un único bloque
de hilos cooperativos.

Espećıficamente, definiendo z como un vector tal que, zi = xiyi, entonces se tiene
〈x, y〉 = ∑N

i=1 xiyi = ∑N
i=1 zi. Por lo tanto, se puede utilizar un kernel no cooperativo

como el mostrado en la Figura 2.12 para calcular los valores de z y un kernel coope-
rativo para realizar la suma de los valores del vector, el cual se puede ver en la Figura
2.13.

El primer kernel no introduce novedad con respecto a la operación axpy, por lo
tanto, se explicará únicamente en detalle el segundo kernel. Para realizar la suma de los
valores se utiliza una malla compuesta por un único bloque de M hilos cooperativos.
Cada uno de estos hilos, se encargará de acumular un subconjunto de los valores
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Figura 2.12: Producto punto kernel parte1

de z en una posición de memoria compartida, la cual se declara con el modificador
shared . Cuando todos los hilos han terminado dicha acumulación, se procede a

reducir las M sumas parciales a un sólo valor. La idea es aprovechar el paralelismo
durante la reducción, espećıficamente, realizar aproximadamente la mitad de las sumas
restantes en cada paso.

Una forma intuitiva de realizar la acumulación parcial en memoria compartida es
que cada hilo sume sobre un rango contiguo del vector, esta asignación se encuentra
ilustrada en la Figura 2.14. Sin embargo, cuando un medio warp accede a posicio-
nes diferentes pero contiguas de memoria, es posible que los 16 accesos se realicen
simultáneamente. Por lo tanto, una forma mucho más eficiente es hacer que el hilo i
acumule las posiciones i, i + M , i + 2M , . . .; de esta manera, todos los hilos de un
medio warp acceden a espacios diferentes y contiguos de memoria en cada iteración
del ciclo, como puede verse en la Figura 2.15.

Finalmente, para acumular las sumas parciales en un único resultado, se tiene un
ciclo que suma dos posiciones de la memoria compartida, reduciendo aśı la cantidad
de sumas restantes a la mitad en cada paso. Lógicamente dicha reducción se puede ver
en la Figura 2.16.

Para ocultar los detalles de implementación, se puede utilizar un manejador como
el de la Figura 2.17. El cual se encarga de solicitar memoria auxiliar de dispositivo
para almacenar el vector z, invocar los dos kernels, copiar el resultado de la memoria
del dispositivo a la memoria del anfitrión y finalmente liberar la memoria auxiliar. Es
importante mencionar que, a pesar de que la invocación de un kernel es una operación
aśıncrona, la invocación de un kernel se bloquea si el dispositivo ya esta ejecutando un
kernel o realizando una transferencia. Dicha sincronización impĺıcita entre las diferentes
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Figura 2.13: Producto punto parte2

invocaciones y transferencias garantiza que el primer kernel calcula el vector z en su
plenitud antes de comenzar a realizar la reducción.
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Figura 2.14: Cada hilo suma sobre un rango contiguo del vector

Figura 2.15: El hilo i acumula las posiciones i, i + M , i + 2M , . . .; de manera que, todos los hilos de
medio warp acceden a espacios diferentes y contiguos de memoria por cada iteración del ciclo

Figura 2.16: Reducción a través de sumas parciales acumuladas en un único resultado
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Figura 2.17: Producto punto driver
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Caṕıtulo 3

Diseño e Implementación

En éste caṕıtulo se presentan las decisiones y los aspectos más relevantes que fue-
ron considerados para el diseño y su posterior implementación del precondicionador y
métodos propuestos. A continuación se describen los diferentes componentes realiza-
dos en este trabajo, cuya interacción puede ser vista en la Figura 3.1. Para cumplir
con la propuesta del trabajo especial de grado se desarrolló una biblioteca de plantillas
llamada CuspUCV, la cual contiene los métodos iterativos y precondicionadores imple-
mentados. Dicha biblioteca utiliza los algoritmos y estructuras de datos provistos en
la biblioteca Thrust que son similares a los que provee la biblioteca estándar de C++
para un ambiente paralelo, aśı como también se utilizan las operaciones de álgebra
lineal altamente optimizadas implementadas en la biblioteca Cusp.

Tanto Thrust como Cusp ofrecen gran flexibilidad debido a su diseño, el cual
utiliza plantillas de C++ (templates) para abstraer a la implementación de la plata-
forma subyacente. De esta forma, al implementar un método iterativo se obtiene la
posibilidad de ejecutarlo en una variedad de plataformas diferentes. Espećıficamente,
las estructuras y algoritmos son etiquetadas como anfitrión o dispositivo, donde el an-
fitrión puede ser C++, OpenMP o TBB; y el dispositivo puede ser CUDA, OpenMP o
TBB. Más aún, Cusp utiliza el poder de las plantillas para ofrecer mayores niveles de
abstracción, por ejemplo, los métodos iterativos se abstraen del formato de compresión
de la matriz y el tipo de precondicionador utilizado.

Al ofrecer dichas abstracciones por medio de plantillas en lugar de métodos vir-
tuales se garantiza el mejor rendimiento posible, ya que el trabajo fuerte se realiza en
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Figura 3.1: Componentes desarrollados

la etapa de compilación. Sin embargo, el uso de plantillas imponen ciertas restriccio-
nes, siendo la más relevante el no poder tomar decisiones en tiempo de ejecución. Por
lo tanto, todas las combinaciones de plataformas, formatos de compresión, precondi-
cionadores, etcétera; que se deseen ofrecer han de ser compiladas de antemano.

Para obtener un rendimiento competitivo e integración completa entre los algorit-
mos desarrollados y los ofrecidos por Cusp, fue necesario regir el diseño de CuspUCV
por el que utiliza Cusp. Por lo tanto, CuspUCV es una biblioteca de plantillas que
cuenta con las mismas ventajas y desventajas que Cusp.

Para facilitar la resolución de sistemas de ecuaciones lineales utilizando los méto-
dos implementados, se desarrollaron dos aplicaciones de ĺınea de comando: tfqmr y
gmres. Estas aplicaciones permiten que el usuario especifique diferentes parámetros
que se dividen en tres categoŕıas. Primero, la Tabla 3.1 muestra los parámetros pro-
pios de los métodos; en la Tabla 3.2 se especifican los parámetros que controlan los
resultados obtenidos, finalmente, los parámetros que definen el ambiente de ejecución
se encuentran en la Tabla 3.3.

Por último, para realizar las pruebas de tiempo y estabilidad de los algoritmos
propuestos en el Caṕıtulo 4, se desarrolló un programa llamado correr prueba, el cual
recibe todos los parámetros necesarios para ejecutar una prueba y genera un archivo
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Parámetro Descripción Por Defecto

A Ruta del archivo con la matriz de coeficientes en for-
mato MatrixMarket. Este parámetro es obligatorio.

b
Ruta del archivo con la matriz de coeficientes en for-
mato MatrixMarket o la palabra “ones” para todos
los valores en uno.

ones

restart

Parámetro que indica cada cuantas iteraciones el
método es reinicializado.
NOTA: Este parámetro sólo aplica para el método
gmres.

mı́n(50, N)

tol Indica la tolerancia relativa permitida como criterio
de convergencia. 1e-6

maxit Representa el máximo número de iteraciones permiti-
das para el método. 500

precond

Ruta del archivo con la matriz precondionadora en
formato MatrixMarket o uno de los siguientes valores:

• identity: utiliza la matriz identidad como precon-
dicionador.

• spai: construye un precondicionador de tipo SPAI.
• ainv: construye un precondicionador de tipo AINV.
• diag: construye un precondicionador tipo DIAGO-

NAL.

identity

x0
Ruta del archivo en formato MatrixMarket con el vec-
tor inicial o la palabra “zeros” para indicar como ite-
rado inicial al vector nulo.

zeros

Tabla 3.1: Parámetros propios de los métodos aceptados por las aplicaciones

Parámetro Descripción Por Defecto

sol
Ruta del archivo donde se colocará la solución apro-
ximada obtenida o la palabra “stdout” para mostrar
la aproximación por la pantalla.

stdout

Tabla 3.2: Parámetros de los resultados aceptados por las aplicaciones

con todos los resultados necesarios para su posterior análisis. Esto fue necesario debido
a que para tomar los tiempos de forma acertada en CUDA es necesario sincronizar los
hilos de la CPU y la GPU lo cual disminuye su paralelismo.
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Parámetro Descripción Por Defecto

proc

Procesador a utilizar, debe ser uno de los siguientes
valores:

• gpu: utiliza la arquitectura CUDA para ejecutar el
método en la GPU en paralelo.

• cpu: utiliza la CPU para ejecutar el método secuen-
cialmente.

gpu

monitor

Indica el tipo de monitor que observa el progreso de
los métodos y verifica convergencia„ debe ser uno de
los siguientes valores:

• default: detiene el método cuando la norma del
residual satisface ‖b−Ax‖2 ≤ ‖b‖2 ∗ tol.

• verbose: detiene el método cuando la norma del
residual satisface ‖b−Ax‖2 ≤ ‖b‖2 ∗ tol. Muestra
la norma del residual en cada iteración.

• convergence: detiene el método cuando la norma
del residual satisface ‖b−Ax‖2 ≤ ‖b‖2 ∗ tol. Mues-
tra la norma del residual en cada iteración. Muestra
información de la tasa de convergencia al finalizar.

default

Tabla 3.3: Parámetros del ambiente de ejecución aceptados por las aplicaciones

3.1. Detalles de Implementación

En esta sección se explica en detalle la implementación de cada uno de los algorit-
mos desarrollados. Espećıficamente se hace énfasis en las estrategia tomadas para que
las implementaciones sean lo más robusta y eficientes posibles, sin embargo, algunos
de los detalles son consecuencias de la plataforma utilizada.

Varios autores han propuesto que los métodos iterativos obtienen grandes ganan-
cias en rendimiento en ambientes paralelos sin ser modificados directamente, simple-
mente paralelizando los productos matriz vector, productos internos y actualizaciones
de vectores [26][23]. Este es el enfoque tomado en este trabajo, por lo tanto, para imple-
mentar los métodos no se requieren grandes modificaciones con respecto a las versiones
teóricas mostradas en el caṕıtulo 1. Sin embargo, ciertos detalles han de ser tomados
en cuenta para garantizar que se tienen implementaciones robustas y eficientes.
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3.1.1. GMRES

Espacio de Trabajo del Anfitrión

Observando los Pasos 9 y 12 del Algoritmo 1.2 queda claro que la matriz de
Hessenberg requiere que sus componentes sean accedidos eficientemente de forma alea-
toria. Sin embargo, en CUDA, este tipo de accesos en la memoria global del dispositivo
son costosos. Además, el proceso de sustitución hacia atrás que debe ser realizado para
actualizar la solución xm, es secuencial por naturaleza. Por lo tanto, se decidió mante-
ner dicha matriz en la memoria del anfitrión, sin importar donde se estén ejecutando
los productos matriz-vector.

Para aplicar las rotaciones de Givens progresivamente, es necesario mantener en
memoria todos los coeficientes ci y si asociados a dichas rotaciones. Además, es nece-
sario aplicar las rotaciones tanto a la matriz de Hessenberg como al vector del lado
derecho gm. Tomando en cuenta que la matriz se mantiene en el anfitrión, es necesario
mantener dichos coeficientes y vector en la memoria del anfitrión.

Estabilidad Numérica en el Cálculo de las Rotaciones de Givens

Las ecuaciones mostradas en (1.12) para calcular ci y si no son numéricamente
estables, ya que el denominador puede sufrir de desbordamiento [19]. Para mostrar
el desarrollo de una alternativa más estable, por motivos de legibilidad, se reescriben
las ecuaciones sustituyendo h(i−1)

i,i por a y hi+1,i por b; adicionalmente, se omiten los
sub́ındices de c y s intencionalmente. Por lo tanto, la ecuación (1.12) se reescribe
como

s = b√
a2 + b2

, c = a√
a2 + b2

. (3.1)

Definiendo
t = a

b
(3.2)

se tiene que
s = 1√

t2 + 1
(3.3)
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y
c = ts. (3.4)

De forma análoga, definiendo
u = b

a
(3.5)

se obtiene

c = 1√
u2 + 1

(3.6)

y

s = uc. (3.7)

Finalmente, para obtener los coeficientes de rotación con la mayor estabilidad
numérica posible se utilizan las ecuaciones (3.2), (3.3) y (3.4) cuando |a| < |b|; y las
ecuaciones (3.5), (3.6) y (3.7) en caso contrario, es decir, si |a| ≥ |b|.

Aplicación Progresiva de las Rotaciones de Givens

La aplicación progresiva de las rotaciones de Givens requiere que, al obtener una
nueva columna hj se le aplique las rotaciones anteriores. Luego, se calculan los coefi-
cientes de la nueva rotación como se menciona anteriormente, y finalmente, la nueva
rotación es aplicada tanto a la columna hj como al vector del lado derecho g. Por
lo tanto, cada vez que una rotación es aplicada, se hace únicamente sobre un vector.
Afortunadamente, dicha aplicación puede realizarse de forma eficiente analizando la
estructura de la matriz mostrada en (1.11), espećıficamente



1
. . .

1
ci si
−si ci

1
. . .

1





x1
...

xi−1
xi
xi+1
xi+2

...
xn


=



x1
...

xi−1
cixi + sixi+1
−sixi + cixi+1

xi+2
...
xn


(3.8)
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La ecuación (3.8) muestra claramente que, aplicar una rotación de Givens a un
vector requiere únicamente modificar dos de sus componentes. Además, no es necesario
crear la matriz Ωi expĺıcitamente, ya que únicamente los coeficientes y el ı́ndice i son
necesarios. El Algoritmo 3.1 muestra como puede implementarse un procedimiento
para aplicar una rotación de Givens a un vector. La variable temporal del paso 2 es
necesaria porque en el paso 3 se utiliza el valor de xi original.

1. Procedimiento AplicarRotación(i, c, s, x)
2. | temp := cixi + sixi+1

3. | xi+1 := −sixi + cixi+1

4. | xi := temp
5. FinProcedimiento

Algoritmo 3.1: Aplicación de una rotación de Givens a un vector

Monitor de Cusp y la Norma del Residual

Los métodos iterativos de la biblioteca Cusp utilizan un monitor para determinar
si se ha alcanzado algún criterio de parada, en realidad, el monitor es cualquier clase
que implemente la interfaz adecuada. Con la intención de permitir que los monitores
implementen diferentes criterios de parada basados en el residual, la interfaz requiere
que en lugar de la norma del residual, el vector completo le sea suministrado. Sin
embargo, el método de GMRES con rotaciones de Givens progresivas es capaz de
obtener únicamente la norma del residual en cada paso sin costo adicional. Por lo
tanto, fue necesario circunvenir la interfaz generando un vector residual falso, el cual
deb́ıa tener la misma norma que el residual real.

Dado que
‖b− Ax‖2 = |gj+1| ,

es claro que el vector más sencillo que cumple con la caracteŕıstica deseada es el
“vector” de una dimensión cuya única componente es gj+1. Desde un práctico, ya que
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dicho vector sólo posee una componente y se mantiene en la memoria del anfitrión,
su uso no tiene un costo mayor que el de un escalar corriente. Sin embargo, el cálculo
de la norma del residual, realizado automáticamente por el monitor, requiere de un
producto y una ráız cuadrada en lugar de un único cálculo de valor absoluto.

Costo de Cómputo y Memoria

El costo de cómputo del método GMRES precondicionado por la derecha se puede
obtener contando las operaciones más relevantes del método y tomando en cuenta el
orden de ejecución de cada una de ellas. La Tabla 3.4 muestra la cantidad y el orden
de ejecución acumulado de las operaciones más importantes. Además, muestra que el
orden de ejecución del método es O(m[mn + nnz(A) + nnz(M)]). Lo cual muestra
porque el método se vuelve prohibitivo a medida que m crece, por lo tanto, la ver-
sión implementada en la biblioteca CuspUCV incluye reinicialización de acuerdo al
parámetro de reinicio (restart).

Operación Cantidad OFLOPS

Productos matriz-vector con A m+ 1 O(m nnz(A))
Productos matriz-vector con M m+ 1 O(m nnz(M))
Actualizaciones de vectores m(m+1)

2 +m+ 2 O(m2n)
Productos internos m(m+1)

2 O(m2n)
Cálculos de norma m+ 1 O(mn)
Rotaciones de Givens m(m+1)

2 +m O(m2)
Sustitución hacia atrás 1 O(m2)

O(m[mn+ nnz(A) + nnz(M)])

Tabla 3.4: Costo computacional de GMRES precondicionado por la derecha.

Como se mencionó anteriormente, parte del espacio de trabajo es almacenado en
el anfitrión sin importar donde se estén realizando las operaciones paralelizables. Por
lo tanto, el costo en memoria se divide en dos tablas, la Tabla 3.5 muestra el espacio de
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trabajo del anfitrión; mientras que la Tabla 3.6 indica el espacio de trabajo requerido
en el dispositivo 1.

Nombre Descripción Costo

H̄m Matriz de Hessenberg (m+ 1)×m
c, s Vectores de longitud m 2×m
g Vector de longitud m+ 1 m+ 1

m× (m+ 4) + 1

Tabla 3.5: Costo en memoria de anfitrión de GMRES.

Nombre Descripción Costo

Vm+1 Matriz n× (m+ 1)
w, y Vectores de longitud n 2× n

n× (m+ 3)

Tabla 3.6: Costo en memoria de dispositivo de GMRES.

3.1.2. TFQMR

Eliminación de los Sub́ındices

Para implementar el Algoritmo 1.4 de forma eficiente es necesario eliminar los
sub́ındices teóricos, es decir, se deben reemplazar los valores de los vectores y escalares
sobre la misma variable en la medida de lo posible. Analizando cada instrucción, se
puede observar que únicamente los pasos 10, 19 y 21 causan problemas y han de ser
tratados con cuidado.

El primer problema se debe a que en el paso 12 es necesario el valor de um, lo
que impide actualizar el valor del vector u en el paso 10. Sin embargo, es fácil ver
que el valor de um no se necesita en ningún otro momento de las iteraciones pares.

1Cuando se está utilizando el anfitrión para todas las operaciones, ambos espacios de trabajo
residen en él.
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Desafortunadamente, no es posible realizar la actualización de w antes del condicional
porque el paso 12 requiere el valor de αm que se calcula en el paso 9. Por lo tanto,
la única opción que no desperdicia memoria adicional es mover la actualización del
paso 10 a cualquier punto después de la actualización realizada en el paso 12. Es
importante que dicha actualización se realice únicamente en las iteraciones pares, una
forma eficiente de lograrlo es agregar una cláusula “sino” al condicional impar.

Es trivial ver que el segundo problema no puede ser eliminado cambiando el orden
de las instrucciones, esto se debe a que el paso 20 requiere tanto de ρm−1 como de ρm+1.
Afortunadamente, dado que ρ es un escalar, la cantidad de memoria requerida para
mantener ambas copias es despreciable. Por lo tanto, la solución empleada es utilizar
un escalar ρviejo al que se le asigna el valor de ρ antes del paso 19, luego, el paso 20 es
reemplazado por β := ρ

ρviejo
.

El tercer caso es un poco más complejo, ya que en principio parece que el paso 22
requiere de los valores de um y um+1 simultáneamente. Sin embargo, es posible dividir
la actualización de v en dos, una que utiliza um y una que utilza um+1. De esa forma,
es posible realizar la actualización de u entre las dos actualizaciones de v. Finalmente,
lo que se debe hacer es reemplazar los pasos 21-22 del Algoritmo 1.4 por

v := AM−1u+ βv

u := w + βu

v := AM−1u+ βv

(3.9)

Reutilización de los Productos Matriz Vector

Tal y como se muestra el Algoritmo 1.6, se realizan siete productos matriz-vector
por iteración en promedio (cinco en las iteraciones pares y nueve en las iteraciones
impares). Sin embargo, algunos de ellos son claramente repetidos mientras que otros
pueden ser reescritos en forma de actualizaciones de vectores.
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Desglosando el paso 12 en los siguientes tres pasos

y := M−1u

z := Ay

w := w − αz,

y notando que los pasos 2 y 21 realizan los mismos productos matriz vector, se desea
reutilizar los valores de y y z de alguna manera. La forma más simple es actualizar
dichos vectores inmediatamente después de actualizar el vector u, por lo tanto, después
de actualizar u se realizan dos productos matriz vector. De esta manera, se garantiza
que a lo largo del método se cumpla que

y ≡M−1um, z ≡ AM−1um. (3.10)

Dado que el vector u se actualiza exactamente una vez por iteración, se tienen
que realizar dos productos matriz vector por iteración para mantener a los vectores y
y z actualizados. Por otra parte, el uso de los mismos en los pasos 12 y 21 elimina dos
productos en las iteraciones pares y cuatro en las iteraciones impares. Por lo tanto,
ahora, en lugar de siete en promedio, se realizan exactamente cinco productos matriz
vector por iteración.

Las actualizaciones que aún realizan productos matriz vector son las de los pa-
sos 16 y 17 del Algoritmo 1.6. A simple vista se observa que ambos realizan el producto
M−1dm, de forma que, creando un vector p ≡ pm = M−1dm queda claro que se puede
eliminar un producto matriz vector por iteración. Sin embargo, en lugar de actualizar p
con un producto matriz vector cada vez que se actualice d, se puede mantener el valor
utilizando únicamente operaciones de actualización de vectores. Para ello es necesario
inicializar p con p0 = M−1d0 = M−10 = 0, luego, se debe mostrar como obtener pm+1

sin realizar ninguna multiplicación matriz vector. Utilizando la definición de pm, la
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actualización del paso 13 del Algoritmo 1.6 y las equivalencias de (3.10) se tiene que

pm+1 = M−1dm+1

= M−1
[
um +

(
θ2
m

αm

)
ηmdm

]

= M−1um +
(
θ2
m

αm

)
ηmM

−1dm

= y +
(
θ2
m

αm

)
ηmpm.

Por lo tanto, es posible mantener el vector p actualizado sin realizar productos matriz
vector. Además, de forma análoga, es posible mantener un vector q ≡ qm = AM−1dm

actualizado en cada paso sin realizar productos matriz vector. Al igual que antes, se
inicia con el valor de q0 = AM−1d0 = 0 y se actualiza como se muestra a continuación

qm+1 = AM−1dm+1

= AM−1
[
um +

(
θ2
m

αm

)
ηmdm

]

= AM−1um +
(
θ2
m

αm

)
ηmAM

−1dm

= z +
(
θ2
m

αm

)
ηmqm.

Mantener los vectores p y q actualizados, requiere dos actualizaciones de vectores
por iteración. Más aún, ahora el vector d no se necesita en ningún momento del al-
goritmo, por lo que el costo agregado es únicamente una actualización de vector. En
cambio, ahora los pasos 16 y 17 pueden ser escritos sin multiplicaciones matriz vector,
lo que genera un ahorro de tres productos por iteración. Por lo tanto, la versión final
realiza dos multiplicaciones matriz vector por iteración, las necesarias para mantener
los vectores y y z actualizados.

Costo de Cómputo y Memoria

De forma análoga al cálculo que se realizó con el método GMRES, es posible
calcular el orden de ejecución de algoritmo TFQMR precondicionado por la derecha
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contando las operaciones más relevantes del método y tomando en cuenta el orden
de ejecución de cada una de ellas. La Tabla 3.7 muestra la cantidad y el orden de
ejecución acumulado de dichas operaciones.

Operación Cantidad OFLOPS

Productos matriz-vector con A m+ 2 O(m nnz(A))
Productos matriz-vector con M m+ 1 O(m nnz(M))
Actualizaciones de vectores 7m+ 1 O(mn)
Productos internos m+ 1 O(mn)
Cálculos de norma 2m+ 1 O(mn)

O(m[n+ nnz(A) + nnz(M)])

Tabla 3.7: Costo computacional de TFQMR precondicionado por la derecha.

A diferencia de GMRES, la implementación de TFQMR no requiere que parte del
espacio de trabajo sea almacenado en el anfitrión. Además, el espacio de trabajo es
sencillo de analizar ya que consta únicamente de los siguientes vectores de dimensión n:
w, u, r, r∗, v, p, q, y y z; lo que significa que el espacio de trabajo se compone de 9n
elementos en total.

3.1.3. SPAI

La construcción del precondicionador SPAI M dado un patrón de dispersión S
se puede llevar a cabo eficientemente en paralelo recordando que cada columna de
M puede ser calculada independientemente. Una estrategia sencilla para su cómputo
paralelo es utilizar N hilos donde cada uno se encarga de calcular una columna mj.
Por lo tanto, cada hilo debe realizar los siguientes pasos:

1. Calcular el conjunto de ı́ndices J

2. Calcular el conjunto de indices I

3. Reservar espacio de memoria para las matrices Q y R
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4. Obtener la factorización QR de A(I,J )

5. Resolver el sistema triangular Rm̂j = QT êj

Sin embargo, en el modelo de programación de CUDA, el paso 3 es problemático. Esto
se debe a que los hilos de dispositivo no pueden reservar memoria una vez que han
comenzado su ejecución, es decir, toda la memoria que requieran ha de ser asignada
por el anfitrión antes de la invocación al kernel.

La cantidad de memoria requerida por las matrices Q y R, depende únicamen-
te de los tamaños de los conjuntos I y J y no de sus elementos. Por lo tanto, la
implementación propuesta se puede resumir en los siguientes pasos:

1. preprocesamiento: Calcular todos los conjuntos J
2. kernel: Calcular los tamaños de todos los conjuntos I
3. host: Calcular la memoria requerida por todos los conjuntos I y las matrices Q y R
4. host: Crear una partición 1 = x0 < x1 < x2 < . . . < xm = N + 1 del intervalo [1, N + 1]
5. Para cada intervalo de columnas [xi−1, xi), con i = 1, 2, . . . ,m; Hacer:
6. | host: Reservar la memoria para almacenar I, Q y R necesaria
7. | kernel: Calcular los ı́ndices I
8. | kernel: Almacenar las matrices Â = A(I,J ) en el espacio reservado para Q
9. | kernel: Resolver los problemas de mı́nimos cuadrados para obtener m̂xi−1 , . . . , m̂xi − 1

10. FinPara

Algoritmo 3.2: Pasos del Algoritmo SPAI Propuesto

Una de las decisiones más importantes es la elección del formato de compresión
que se debe utilizar para el precondicionador resultante, ya que, claramente, se desea
utilizar un formato que provea un buen rendimiento durante la aplicación del mismo.
Es decir, se desea utilizar un formato que brinde un buen rendimiento de producto
matriz vector disperso y, de acuerdo a los resultados mostrados en [2], el formato que
en promedio ofrece mejor rendimiento en la GPU es el formato h́ıbrido. Es por ello
que, se ha decidido que el resultado del precondicionador sea almacenado en dicho
formato.
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Sin embargo, durante la construcción del precondicionador, es más importante
utilizar un formato que permita un buen acceso a la información requerida por el
algoritmo SPAI. Particularmente, es necesario acceder a la matriz M por columnas.
El formato comprimido por columnas probablemente ofrece el acceso más simple a
las columnas de una matriz, lamentablemente, dicho formato no está implementado
en la biblioteca Cusp. Sin embargo, si se representa MT en formato comprimido por
filas, el cual si se encuentra implementado, se obtienen los mismos beneficios a un
costo relativamente bajo. Por lo tanto, durante la construcción del precondicionador se
trabaja con su traspuesta, con la salvedad de que al terminar todas las columnas (filas
de MT ) el resultado se transpone y se convierte en formato h́ıbrido para su aplicación.

En el paso 8 del Algoritmo 3.2 es necesario construir la matriz Â = A(I,J ),
para ello se necesita acceder eficientemente a los elementos de A, ya sea por fila o por
columna. Tomando en cuenta que la biblioteca Cusp provee el formato comprimido
por filas, se utiliza este para representar a la matriz A durante la construcción del
precondicionador SPAI. No obstante, la construcción del precondicionador puede ser
invocada con una matriz en cualquier formato existente en la biblioteca Cusp, cuando
ésta no se encuentre en el formato deseado, se realiza una copia en formato comprimido
por filas antes de empezar la construcción. Por lo tanto, el usuario del precondicionador
no necesita esta restringido a un formato particular.

Dado que, durante la construcción del precondicionador se tiene la matriz MT

en formato comprimido por filas, todos los conjuntos J se encuentran expĺıcitamente
representados por el arreglo de indices de columnas. Más aún, el arreglo de desplaza-
miento de filas provee la información necesaria para calcular el tamaño de cada uno
de esto conjuntos y una forma directa de acceder al mismo.

La biblioteca Thrust provee un procedimiento, llamado for each, cuya firma se
muestra en la Figura 3.2. Los iteradores first y last representan el rango semi abierto
[first,last) al cual se le aplica la función f.

En teoŕıa, el procedimiento se podŕıa implementar como se muestra en el Algorit-
mo 3.3, sin embargo, la implementación de la biblioteca Thrust no garantiza ningún
orden particular en el que la función f es invocada. En particular, cuando los iteradores
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Figura 3.2: Firma del Procedimiento for each de Thrust

representan un rango en memoria de dispositivo, cada invocación de f es realizada por
un hilo de dispositivo diferente. Por lo tanto, se debe asumir que todas las invocaciones
podŕıan ser ejecutadas en paralelo.

1. current := first
2. Mientras current 6= last Hacer:
3. | f (current.elemento)
4. | Avanzar current
5. FinMientras

Algoritmo 3.3: Implementación Teórica del Procedimiento for each

Es importante mencionar que el parámetro f no tiene que ser una función tra-
dicional de C/C + +, es común utilizar objetos cuya clase sobrecarga el operador ().
De esta forma, la función puede operar sobre datos provistos durante la creación del
objeto sin que el método for each necesite ser modificado.

Adicionalmente, la biblioteca ofrece un método similar cuya firma se puede ver
en la Figura 3.3. La diferencia radica en que en este caso, en lugar de una función f se
tiene una operación op que genera un resultado, el cual es almacenado en el rango que
comienza en el iterador result y que tiene el mismo tamaño que el rango de entrada.

Figura 3.3: Firma del Procedimiento transform de Thrust
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El Algoritmo 3.4 muestra una posible implementación secuencial del procedimien-
to transform. Sin embargo, la implementación interna de dicha función resulta en la
invocación del método for each, con una función que se encarga de asignar el resultado
de la operación. Por lo tanto, transform posee las mismas ventajas y desventajas que
el método for each.

1. current := first
2. Mientras current 6= last Hacer:
3. | result.elemento := op(current.elemento)
4. | Avanzar current
5. | Avanzar result
6. FinMientras

Algoritmo 3.4: Implementación Teórica del Procedimiento transform

Finalmente, el iterador counting iterator, representa una posición en una secuencia
de valores. Dicho iterador es útil para crear una secuencia sin almacenarla expĺıcita-
mente en memoria.De esta forma, se pueden invocar los métodos for each y transform
sobre una secuencia de números.

Para calcular los tamaños de los conjuntos I se utilizó el método transform sobre
el rango [0, N). Por lo tanto, se crean N hilos de CUDA que reciben como paráme-
tro la columna que les corresponde. Luego, cada uno de ellos calcula el tamaño del
conjunto I correspondiente a su columna. Para ello, se utilizó un objeto que tiene la
información estructural de las matrices A y MT en formato comprimido por filas, es
decir, los arreglos de indices de columnas y los desplazamientos de filas únicamente.
El Algoritmo 3.5 muestra a grandes rasgos el proceso para el hilo correspondiente a la
columna k.

Una vez obtenidos los tamaños de los conjuntos I y J , estos se copian a memo-
ria de anfitrión. En éste se calculan los requerimientos de memoria necesarios para
construir el precondicionador, es decir, el espacio requerido para almacenar todos los
conjuntos I y todas las matrices Q y R.
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1. Sea |Ik| el tamaño del conjunto I, inicializado en 0
2. Sea Jc(k) un iterador al comienzo de los ı́ndices de columnas para la k-ésima fila de MT

3. Sea Jf(k) un iterador al final de los ı́ndices de columnas para la k-ésima fila de MT

4. Para i = 1, 2, . . . , N Hacer:
5. | Sea Ic(i) un iterador al comienzo de los ı́ndices de columnas para la i-ésima fila de A
6. | Sea If(i) un iterador al final de los ı́ndices de columnas para la i-ésima fila de A
7. | es zero := verdadero
8. | Jj := Jc(k)

9. | Ij := Ic(i)

10. | Mientras es zero y Jj 6= Jf(k) y Ij 6= If(k) Hacer:
11. | | Si Jj .elemento = Ij .elemento Entonces:
12. | | | es zero = falso
13. | | Sino, Si Jj .elemento < Ij .elemento Entonces:
14. | | | Avanzar Jj
15. | | Sino
16. | | | Avanzar Ij
17. | | FinSi
18. | FinMientras
19. | Si no es zero Entonces:
20. | | Incrementar |Ik|
21. | FinSi
22. FinPara
23. Retornar |Ik|

Algoritmo 3.5: Cálculo de los tamaños de los conjuntos I

Sin embargo, es posible que estos requerimientos excedan la memoria disponible
en el dispositivo. El Algoritmo 3.6 muestra la estrategia propuesta, la cual reduce el
rango de columnas restantes a la mitad iterativamente, hasta que se obtiene un rango
cuyos requerimientos de memoria se puedan satisfacer. Es decir, si se han calculado
las columnas 1, 2, . . . , c − 1; entonces se verifican los requerimientos de memoria del
rango de columnas restantes [c,N + 1). En el caso que no se puedan satisfacer dicho
requerimientos, se prueba con el rango [c, c+N+1

2 ), luego con el rango [c, c+N+1
4 ), y

aśı sucesivamente. Cuando se consigue un rango [c, f) cuyos requerimientos de memoria
no exceden la disponible, se reserva la memoria requerida para ello y se invocan los
kernels necesarios para construir las columnas de M . Finalmente, se repite el proceso
con el rango de columnas restantes [f,N + 1) hasta que dicho rango sea vaćıo.



Caṕıtulo 3: Diseño e Implementación 52

1. Sea D la memoria disponible en el dispositivo
2. c := 1
3. f := N + 1
4. Mientras c < f Hacer:
5. | Sea R la cantidad de memoria requerida para el rango [c, f)
6. | Si R > D Entonces:
7. | | f := c+f

2
8. | Sino
9. | | Reservar la memoria necesaria para los conjuntos I y las matrices Q y R del rango [c, f)

10. | | Calcular las columnas mc,mc+1, . . . ,mf−1 en paralelo
11. | | Liberar la memoria reservada en el paso 9
12. | | c := f

13. | | f := N

14. | FinSi
15. FinMientras

Algoritmo 3.6: Búsqueda de un Rango de Columnas que se Pueda Calcular

Una vez que se tiene un rango de columnas que pueden ser calculadas en paralelo
sin exceder la memoria disponible, se utilizó la función for each sobre el rango [c, f)
para generar los conjuntos I. De esta forma, se crean f − c hilos de dispositivo y cada
uno recibe como parámetro la columna que ha de calcular, el proceso para calcular los
ı́ndices es similar al utilizado en el Algoritmo 3.5 para calcular sus tamaños. Una de las
diferencias es que ahora es necesario obtener un iterador a la memoria reservada para
almacenar el conjunto I de la k-ésima columna, por lo que el objeto que implementa
la función, debe ser provisto de los tamaños de lo conjuntos I y cuantos de ellos han
sido calculados previamente. Finalmente, el paso 20 del Algoritmo 3.5, en lugar de
incrementar el tamaño del conjunto debe agregar la fila i en la posición correspondiente
y avanzar el iteredador.

Generados los conjuntos I y J , se deben construir todas las matrices Â. Para ello,
nuevamente se utilizó la función for each sobre el rango [c, f). La primera observación
es que las matrices Â son almacenadas en el espacio de memoria reservados para
las matrices Q. Esto se debe a que el proceso de factorización QR se puede llevar a
cabo sobre el mismo espacio de memoria, es decir, al final del algoritmo dicho espacio
contiene la matriz Q. El Algoritmo 3.7 muestra el proceso realizado por el kernel para
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generar la k-ésima matriz Â.

1. Sea Ic(k) un iterador al comienzo de los ı́ndices de columnas para la k-ésima fila de A
2. Sea If(k) un iterador al final de los ı́ndices de columnas para la k-ésima fila de A
3. Sea Jc(k) un iterador al comienzo de los ı́ndices de columnas para la k-ésima fila de MT

4. Sea Jf(k) un iterador al final de los ı́ndices de columnas para la k-ésima fila de MT

5. Ik := Ic(k)

6. Mientras Ik 6= If(k) Hacer:
7. | Sea Ic(Ik) un iterador al comienzo de los ı́ndices de columnas para la fila representada por Ik
8. | Sea If(Ik) un iterador al final de los ı́ndices de columnas para la fila representada por Ik
9. | Ii := Ic(Ik)

10. | Ji := Jc(k)

11. | Mientras Ii 6= If(Ik) y Ji 6= Jf(k) Hacer:
12. | | Si Ii.elemento = Ji.elemento Entoces:
13. | | | Q(Ii,Ji) := A.valores[Ii]
14. | | | Avanzar Ii
15. | | | Avanzar Ji
16. | | Sino, Si Ii.elemento < Ji.elemento Entoces:
17. | | | Avanzar Ii
18. | | Sino
19. | | | Avanzar Ji
20. | | FinSi
21. | FinMientras
22. | Avanzar Ik
23. FinMientras

Algoritmo 3.7: Construcción de las matrices Â

Finalmente, construidas las matrices Â es necesario resolver el problema de mi-
nimización mı́nm̂j

∥∥∥êj − Âjm̂j

∥∥∥ utilizando factorización QR, para lo cual se podŕıa
utilizar la función for each y crear un hilo para cada columna. Sin embargo, la factori-
zación QR se compone únicamente de actualizaciones de vectores, productos internos,
escalamiento de vectores y cálculos de normas; todas son operaciones que pueden, al
menos hasta cierto punto, ser ejecutadas en paralelo. Más aún, el proceso de sustitución
hacia atrás puede ser parcialmente paralelizado, de forma que, se puede desarrollar un
kernel más eficiente utilizando más de un hilo CUDA por columna a calcular. La im-
plementación desarrollada utiliza un warp (32 hilos) por columna, el uso de un warp
es una elección común y bien fundamentada al programar en CUDA, ya que es el
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máximo número de hilos que se puede utilizar sin necesidad de introducir barreras de
sincronización.

1. Sean Qk = qij y Rk = rij las matrices asociadas a la k-ésima columna de M
2. Sean Mk y Nk las dimensiones de la matriz Qk
3. Para j = 1, 2, . . . Nk Hacer:
4. | Para i = 1, 2, . . . j Hacer:
5. | | compartida[p] := 0
6. | | Para p∗ = p, 2p, . . . ,

⌊
Mk
32

⌋
p Hacer:

7. | | | compartida[p] := compartida[p] + qp∗,jqp∗,i

8. | | FinPara
9. | | Reducir compartida[0− 32] a compartida[0]

10. | | Si pista = 1
11. | | | rij := compartida[0]
12. | | FinSi
13. | | Para p∗ = p, 2p, . . . ,

⌊
Mk
32

⌋
p Hacer:

14. | | | qp∗,j := qp∗,j − ri,jqp∗,i)

15. | | FinPara
16. | FinPara
17. | compartida[p] := 0
18. | Para p∗ = p, 2p, . . . ,

⌊
Mk
32

⌋
p Hacer:

19. | | compartida[p] := compartida[p] + q2
p∗,j

20. | FinPara
21. | Reducir compartida[0− 32] a compartida[0]
22. | Si pista = 1
23. | | rjj :=

√
compartida[0]

24. | FinSi
25. | Para p∗ = p, 2p, . . . ,

⌊
Mk
32

⌋
p Hacer:

26. | | qp∗,j := qp∗,j

rjj

27. | FinPara
28. FinPara
29. Para i = Nk, Nk − 1, . . . 1 Hacer:
30. | mki := mki

rii

31. | Para p∗ = p, 2p, . . . ,
⌊
Mk
32

⌋
p Hacer:

32. | | mk,p∗ := mk,p∗ −mkirp∗,j

33. | FinPara
34. FinPara

Algoritmo 3.8: Kernel para calcular las columnas de M

La función for each facilita la aplicación de una función a un rango, abstrayendo
al usuario de la interacción directa con la invocación de un kernel, sin embargo, como
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es usual, dicha abstracción conlleva a una reducción en control. En particular, no se
puede garantizar que la cantidad de hilos por bloque sea múltiplo de 32, por otro
lado, si se desea utilizar hilos cooperantes es necesario que éstos pertenezcan al mismo
bloque. Por lo tanto, el kernel que resuelve el problemas de minimización es invocado
directamente utilizando bloques de exactamente 32 hilos.

El producto interno y el cálculo de normas requiere una reducción paralela, para
mayor eficiencia es necesario utilizar la memoria compartida para realizar dicha reduc-
ción. Por consiguiente, el kernel utiliza un arreglo de 32 valores de punto flotante de
doble precisión en memoria compartida, cada hilo del warp acumula información en
una de esas posiciones y luego el valor es reducido en paralelo sobre la misma memoria.
Finalmente, el primer hilo del warp copia el resultado de la reducción en la posición
de memoria global correspondiente. El Algoritmo 3.8 muestra de manera simplificada
el kernel utilizado, en este caso los hilos no se identifican únicamente por la columna
k que les corresponde, sino que, también poseen un valor entero p en el rango [0, 31]
que indica la pista dentro del warp a la que pertenece.

1. Para d = 16, 8, 4, 2, 1
2. | Si p < d

3. | | compartida[p]:= compartida[p] + compartida[p + d]
4. | FinSi
5. FinPara

Algoritmo 3.9: Reducción paralela en memoria compartida

El bucle 3-20 del Algoritmo 3.8 realiza la factorización QR de la matriz Â que se
encuentra en el espacio de memoria correspondiente a Q, el paralelismo se consigue en
los pasos 6, 13 y 18 que calculan un producto interno, una actualización de vector y
una norma, respectivamente. Gracias a la arquitectuta SIMT de CUDA los 32 hilos del
warp realizan cada una de esas operaciones en simultáneo, reduciendo aśı el tiempo de
ejecución total. Sin embargo, los pasos 9 y 21 requieren una reducción paralela similar
a la mostrada el Algoritmo 3.9, cuya naturaleza obliga a que algunos hilos se man-
tengas ociosos, afortunadamente reducir en paralelo 32 valores requiere únicamente 5
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instrucciones. Finalmente, el bucle 29-34 del Algoritmo 3.8 realiza la sustitución hacia
atrás, la cual también incluye un bucle paralelizado para la actualización del vector
del lado derecho. Vale mencionar que, durante la factorización QR se almacena en mj

la fila de Q que resultaŕıa del producto QT êj, este paso no es mostrado en el pseu-
docódigo ya que introduce una complejidad innecesaria que no ayudaŕıa a entender el
paralelismo del kernel.
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Caṕıtulo 4

Pruebas

En este caṕıtulo se muestran los resultados de los experimentos realizados para
evaluar el rendimiento de los algoritmos propuestos. En la primera sección se muestran
los experimentos relacionados a resolver sistemas lineales, dichos experimentos tienen
como finalidad mostrar que es posible realizar cómputo de alto rendimiento en la
GPU sin perder precisión con respecto a la CPU. En la siguiente sección se analizan
las pruebas realizadas con el precondicionador SPAI.

Las pruebas se realizaron utilizando el SDK de CUDA versión 4.2, la cual incluye la
versión 1.4.0 de la biblioteca Thrust; además, se utilizó la versión 0.3.0 de la biblioteca
Cusp. Se realizaron pruebas en diferentes GPUs y CPUs, los resultados que se muestran
en éste caṕıtulo se refieren al mejor tiempo obtenido en cada caso. Espećıficamente,
los resultados de la GPU se refieren a una tarjeta Tesla C2070 que posee 448 núcleos
de CUDA y 6GB de memoria GDDR5. Mientras que los resultados de la CPU fueron
generados con un Intel Core i5-2450M de segunda generación, el cual utiliza un reloj
de 2,5GHz en una computadora con 8GB de memoria DDR3.

Todos los resultados que se muestran en las siguientes secciones utilizan números
punto flotante de doble precisión. Por un lado, esto presenta un inconveniente en el
acceso a memoria que podŕıa perjudicar el rendimiento, sin embargo, es un requeri-
miento obligatorio si se desea obtener alguna precisión razonable. Más aún, las pocas
pruebas realizadas en precisión simple reflejaron que los resultados son poco fiables y
que el uso de doble precisión es tan solo aproximadamente 1,2 veces más lento.
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Para las pruebas se utilizó una tolerancia relativa de 1e − 6 sobre la norma del
residual, más aún, siempre se especificó un máximo de iteraciones suficientemente al-
to para alcanzar la convergencia. Además, el parámetro de reinicio para GMRES se
ajustó caso por caso hasta lograr alcanzar la convergencia en la CPU. Una vez obteni-
dos los parámetros adecuados, se realizaron pruebas idénticas en ambas arquitecturas
sin considerar los experimentos que llevaron a conseguir dichos parámetros.

4.1. Resolviendo Sistemas Lineales en la GPU

Los sistemas Ax = b con A simétrica positiva definida ocurren con frecuencia en
aplicaciones prácticas. Por lo tanto, se decidió realizar pruebas con el método del gra-
diente conjugado (CG) que ofrece la biblioteca Cusp. La intención de dichas pruebas es
observar la posibilidad de resolver sistemas grandes en la GPU, además, experimentos
con métodos ya implementados eran necesarios para evaluar la factibilidad de la pro-
puesta del presente Trabajo Especial de Grado. Más aún, ésto hace posible comparar,
en cierta medida, el comportamiento de los métodos implementados en éste trabajo
con aquellos ya existentes en la biblioteca.

bcsstk14
N : 1.806

NNZ : 63.454

bcsstk15
N : 3.948

NNZ : 117.816

bcsstk16
N : 4.884

NNZ : 290.378

bcsstk17
N : 10.947

NNZ : 428.650

bcsstk18
N : 11.948

NNZ : 149.090

hood
N : 220.542

NNZ : 9.895.422

ecology2
N : 999.999

NNZ : 4.995.991

thermal2
N : 1.228.045

NNZ : 8.580.313

G3 circuit
N : 1.585.478

NNZ : 7.660.826

Tabla 4.1: Matrices simétricas definidas positivas

La Tabla 4.1 muestra las matrices utilizadas con el método del gradiente conjuga-
do, los sistemas pequeños se probaron con los precondicionadores diagonal y AINV de
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sherman1
N : 1.000

NNZ : 3.750

sherman3
N : 5.005

NNZ : 20.033

sherman4
N : 1.104

NNZ : 3.786

orsreg 1
N : 2.205

NNZ : 14.133

memplus
N : 17.758

NNZ : 99.147

SiH4 N : 5.041
NNZ : 171.903

BenElechi1
N : 245.874

NNZ : 16.150.496

F1 N : 343.741
NNZ : 26.837.113

cage14
N : 1.505.785

NNZ : 27.130.349

FEM 3D thermal2
N : 147.900

NNZ : 3.489.300

Tabla 4.2: Matrices generales

la biblioteca Cusp. Sin embargo, para las matrices grandes la construcción del precon-
dicionador AINV consumı́a grandes recursos y ofrećıa poca información. Por lo tanto,
únicamente se utilizó el precondicionador diagonal en las mismas.

Por otro lado, para sistemas generales se probaron los métodos GMRES y TFQMR
implementados en éste trabajo, aśı como el método BICGSTAB de la biblioteca Cusp.
En éste caso, los sistemas pequeños se probaron sin precondicionar y con los precon-
dicionadores AINV y diagonal; mientras que los sistemas grandes únicamente con el
precondicionador diagonal. Más aún, la mayoŕıa de estos se probaron solamente con el
método GMRES. En la Tabla 4.2 se listan las matrices utilizadas para dichas pruebas.

Las Tablas 4.3, 4.4, 4.5 y 4.6 muestran los resultados de las pruebas realizadas uti-
lizando los métodos CG, GMRES, BICGSTAB y TFQMR, respectivamente. En ellas
se muestran para cada matriz el precondicionador utilizado, los tiempos e iteraciones
tanto para CPU como GPU; y finalmente, se muestran las tasas de tiempo de CPU
con respecto al tiempo de GPU. Es importante mencionar que los tiempos mostrados
se refieren únicamente a la resolución del problema, es decir, no se toma en cuenta
transferencias de memoria ni construcción del precondicionador.
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Matriz Precondicionador Tiempo N◦ de Iteraciones TasaCPU GPU CPU GPU

bcsstk14 Diagonal 37,68 ms 664,19 ms 410 409 0,057
AINV 24,95 ms 251,44 ms 106 106 0,099

bcsstk15 Diagonal 100,82 ms 1063,86 ms 576 574 0,095
AINV 132,76 ms 1180,78 ms 362 360 0,112

bcsstk16 Diagonal 67,29 ms 345,17 ms 172 172 0,194
AINV 49,36 ms 266,58 ms 100 100 0,185

bcsstk17 Diagonal 1,83 s 4,17 s 2840 2841 0,439
AINV 4,24 s 6,83 s 2409 2408 0,621

bcsstk18 Diagonal 0,55 s 2,56 s 1722 1705 0,216
AINV 0,72 s 1,81 s 656 638 0,398

ecology2 Diagonal 99,88 s 16,76 s 5567 5567 5,960
G3 circuit Diagonal 88,17 s 16,09 s 2727 2727 5,481
thermal2 Diagonal 126,55 s 27,63 s 3462 3460 4,581

hood Diagonal 81,22 s 21,44 s 4799 4769 3,789

Tabla 4.3: Resultados de las pruebas realizadas con CG

Se puede observar que, en general, la tasa es mejor con el precondicionador AINV
que con el precondicionador diagonal. Dicho resultado se puede explicar debido a los
requerimientos de aplicación de cada uno, ya que aplicar AINV cuesta dos productos
matriz vector disperso más que la aplicación de diagonal. Tomando en consideración
los resultados mostrados en [3], no sorprende que dichos productos matriz vector se
comporten mejor en la GPU.

Matriz Precondicionador Tiempo N◦ de Iteraciones TasaCPU GPU CPU GPU

sherman1 Identidad 98,92 ms 15021,30 ms 1232 1233 0,007
AINV 3,98 ms 3179,37 ms 34 34 0,001

sherman3 AINV 72,50 ms 3061,87 ms 189 189 0,024

sherman4 Identidad 31,89 ms 3221,18 ms 369 369 0,010
AINV 6,25 ms 429,65 ms 47 47 0,015

orsreg 1
Identidad 35,75 ms 1995,01 ms 225 225 0,018
Diagonal 38,97 ms 2136,75 ms 240 240 0,018

AINV 10,29 ms 507,46 ms 48 48 0,020

memplus Identidad 1,12 s 84,07 s 888 888 0,133
Diagonal 113,72 ms 862,93 ms 91 91 0,132

SiH4 Identidad 0,32 s 3,95 s 865 865 0,081
FEM 3D thermal2 Identidad 6,16 s 3,27 s 672 672 1,883

BenElechi1 Diagonal 4,69 min 2,28 min 4206 4228 2,058
F1 Diagonal 8,10 min 2,64 min 5052 4985 3,073

cage14 Diagonal 845,41 ms 185,67 ms 10 10 4,553

Tabla 4.4: Resultados de las pruebas realizadas con GMRES

Finalmente, queda claro que para matrices relativamente pequeñas la CPU tie-
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ne un comportamiento mucho mejor, mientras que, la GPU mejora su rendimiento a
medida que crece el tamaño del sistema. Para buscar explicación a dicho comporta-
miento, se analizan las curvas de crecimiento de los tiempos de ejecución con respecto
al tamaño del vector para las operaciones de cálculo de norma, producto escalar, ac-
tualización y escalamiento. Además, se analiza el creciemiento para el producto matriz
vector disperso con respecto a la cantidad de entradas no cero de la matriz.

Matriz Precondicionador Tiempo N◦ de Iteraciones TasaCPU GPU CPU GPU

sherman1 Identidad 12,18 ms 837,53 ms 295 311 0,015
AINV 3,27 ms 123,59 ms 24 24 0,026

sherman3 AINV 19,58 ms 432,36 ms 77 76 0,045
sherman4 Identidad 4,30 ms 235,82 ms 80 80 0,018

AINV 3,29 ms 161,66 ms 31 31 0,020

orsreg 1 Diagonal 16,73 ms 639,67 ms 218 193 0,026
AINV 4,85 ms 162,37 ms 27 27 0,030

memplus Identidad 338,33 ms 1931,71 ms 558 559 0,175
Diagonal 113,28 ms 957,62 ms 179 282 0,118

FEM 3D thermal2 Diagonal 206,02 ms 95,17 ms 17 17 2,165
G3 circuit Diagonal 12,85 s 2,47 s 205 184 5,206

hood Diagonal 30,96 s 9,90 s 918 900 3,126

Tabla 4.5: Resultados de las pruebas realizadas con BICGSTAB

La Figura 4.1 muestra las curvas de crecimiento para las operaciones de actuali-
zación y escalamiento de vectores, tanto para CPU como para GPU. Dado que dichas
operaciones son O(n) el crecimiento lineal en la CPU es previsible, sin embargo, en la
GPU el tiempo no parece crecer con el tamaño del vector. Esto se debe al alto grado de
paralelismo que se puede lograr para éstas operaciones, ya que teóricamente es posible
calcular todas las componentes al mismo tiempo en paralelo, por lo tanto, el tamaño
del vector no afecta significativamente el tiempo de ejecución.

Las operaciones de cálculo de normas y productos escalares son, al igual que las
actualizaciones de vectores, O(n). Por lo tanto, se espera un comportamiento simi-
lar en la CPU al obtenido anteriormente. Dicho comportamiento se puede corroborar
en la Figura 4.2, la cual muestra las curvas de crecimiento para dichas operaciones.
Sin embargo, ésta vez el crecimiento en la GPU también es lineal, aunque posee una
pendiente menor que la observada para el crecimiento en la CPU. La diferencia de
estas operaciones con respeto a las anteriores en la GPU se debe al proceso de re-
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Matriz Precondicionador Tiempo N◦ de Iteraciones TasaCPU GPU CPU GPU

sherman1 Identidad 24,63 ms 1386,61 ms 1035 980 0,018
AINV 3,17 ms 133,13 ms 48 48 0,024

sherman3 AINV 28,52 ms 567,44 ms 189 190 0,050

sherman4 Identidad 6,02 ms 293,68 ms 208 206 0,020
AINV 3,90 ms 184,93 ms 79 79 0,021

orsreg 1
Identidad 20,88 ms 571,38 ms 413 390 0,037
Diagonal 20,34 ms 569,82 ms 390 380 0,036

AINV 6,19 ms 320,16 ms 66 66 0,019
memplus Diagonal 55,71 ms 316,98 ms 124 124 0,176

FEM 3D thermal2 Diagonal 310,49 ms 134,99 ms 41 41 2,300
G3 circuit Diagonal 23,30 s 4,96 s 530 530 4,702

hood Diagonal 33,89 s 10,83 s 1772 1778 3,128

Tabla 4.6: Resultados de las pruebas realizadas con TFQMR

ducción paralela, ya que este proceso debe ser realizado por un único bloque de hilos
cooperativos.

Figura 4.1: Crecimiento del tiempo de ejecución para axpy y escalamiento

El proceso de reducción se compone de dos partes, primero cada hilo acumula
ciertos valores del vector en su banco de memoria compartida y luego, se realiza la
reducción final sobre dicha memoria. La segunda parte es O(lg n) y opera sobre una
pequeña cantidad de elementos. Sin embargo, la primera acumulación crece linealmente
con respecto al tamaño del vector, ya que cada hilo debe iterar aproximadamente N

H
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veces, donde, N es el tamaño del vector y H representa la cantidad de hilos del bloque.
Por lo tanto, el orden de crecimiento esperado es lineal, aunque, dado que existe cierto
grado de paralelismo en las operaciones, se puede explicar la reducción en la pendiente
de la curva de crecimiento.

Figura 4.2: Crecimiento del tiempo de ejecución para norma y producto escalar

Finalmente, la Figura 4.3 muestra el creciemiento en tiempo de ejecución para
CPU y GPU con respecto al número de entradas no ceros de la matriz para el SpMV.
Se puede observar que al igual que en el caso anterior, el crecimiento es lineal en ambas
arquitecturas con mayor pendiente de crecimiento para la CPU. Esto se debe a que
el producto matriz vector, al igual que las reducciones, no se puede paralelizar por
completo. Por una parte, existe cierta dependencia entre las operaciones involucra-
das, y por otra, la cantidad de hilos necesarios rápidamente sobrepasaŕıa los ĺımites
permitidos por la arquitectura.

Los kernels propuestos en [3] para el producto matriz vector utilizan un hilo (un
warp en el caso de CSR vector) por fila de la matriz. Por lo tanto, cada hilo calcula
una componente del vector resultante y el tiempo de ejecución crece con el promedio
de cantidad de elementos no cero por fila. Sin embargo, cada fila se procesa de forma
independiente, es por ello que en este caso se observa una gran diferencia entre las
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Figura 4.3: Crecimiento del tiempo de ejecución para el SpMV

pendientes de crecimiento de las diferentes arquitecturas.

4.2. Precondicionando con SPAI

Debido al costo de construcción del precondicionador SPAI, éste se utilizó úni-
camente en aquellos casos donde no se pudo resolver el sistema utilizando los pre-
condicionadores facilitados por la biblioteca Cusp. Vale mencionar que para todos los
sistemas mostrados en la Tabla 4.7 se logró alcanzar la convergencia utilizando el
precondicionador SPAI propuesto en éste trabajo. Sin embargo, hubo casos donde el
patrón de dispersión de la matriz A no ofreció resultados satisfactorios, por lo que fue
necesario utilizar el patrón de A2 para los mismos.

La Tabla 4.8 muestra el número de iteraciones que fueron necesarios para resolver
el sistema y la norma del residual alcanzada en ambas arquitecturas, además, se mues-
tra la diferencia de dichas normas. Se puede observar que el número de iteraciones
es generalmente el mismo en ambas, más aún, las diferencias que existen no parecen
diferir en las observadas para las pruebas de la sección anterior. Por lo tanto, se puede
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fidap027
N : 974

NNZ : 37.602

sherman2
N : 1.080

NNZ : 23.094

powersim
N : 15.838

NNZ : 64.424

rajat09
N : 24.482

NNZ : 105.573

chipcool1
N : 20.082

NNZ : 281.150

airfoil 2d
N : 14.214

NNZ : 259.688

2cubes sphere
N : 101.492

NNZ : 1.647.264

ABACUS shell ud
N : 23.412

NNZ : 218.484

Tabla 4.7: Matrices precondicionadas con SPAI

Matriz Patrón N◦ de Iteraciones Relres Diferencia
CPU GPU CPU GPU de Relres

sherman2 A 366 366 9,99e− 07 9,99e− 07 1,00e− 12

fidap027 A 433 433 9,98e− 07 9,98e− 07 0
A2 34 34 8,09e− 07 8,09e− 07 0

rajat09 A 2862 2817 9,96e− 07 9,92e− 07 4,41e− 09
powersim A2 1921 1921 9,94e− 07 9,94e− 07 0

ABACUS shell ud A 1080 1027 3,99e− 07 2,90e− 07 1,09e− 07
chipcool1 A 78 78 5,97e− 07 5,28e− 07 6,96e− 08
airfoil 2d A2 65789 64232 9,99e− 07 9,99e− 07 1,57e− 10

2cubes sphere A 3 3 8,049e− 07 8,04e− 07 0

Tabla 4.8: Precisión de la construcción del SPAI

deducir que la construcción del SPAI en la GPU no genera mayores problemas de
precisión que la construcción del mismo en la CPU.

Matriz Patrón N NNZ ‖I‖ ‖J ‖ Construcción TasaCPU GPU
sherman2 A 1080 23094 76,80 21,38 744,29 ms 268,14 ms 2,776

fidap027 A 974 40736 161,83 38,80 4,12 s 0,98 s 4,214
A2 157618 529,91 161,83 31,26 s 5,75 s 5,439

rajat09 A 24482 105573 11,23 4,32 15,13 s 1,75 s 8,662
powersim A2 15838 147422 40,66 9,03 14,23 s 2,75 s 5,172

ABACUS shell ud A 23412 218484 25,35 9,33 47,40 s 2,84 s 16,718
chipcool1 A 20082 281150 62,02 14,00 70,83 s 4,18 s 16,948
airfoil 2d A2 14214 832720 206,08 58,58 3,35 min 0,37 min 9,106

2cubes sphere A 101492 1647264 88,43 16,23 38,95 min 3,36 min 11,590

Tabla 4.9: Tiempos de construcción del precondicionador SPAI

La Tabla 4.9 muestra los tamaños de los patrones de dispersión y el promedio
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de los tamaños de los conjuntos I y J junto al tiempo de construcción del precon-
dicionador, además, se indica la tasa de tiempo de CPU con respecto al de GPU. Se
puede observar, que el tiempo de construcción de GPU es siempre menor que el tiempo
de CPU, variando desde un poco menos de 3 hasta casi 17 veces más rápido. En la
Figura 4.4 se muestra un ajuste lineal sobre el crecimiento de tiempo de construcción,
sin embargo, es fácil ver que una ĺınea es una pobre aproximación a la nube de puntos
del CPU. Por lo tanto, se puede concluir que el orden de crecimiento no es lineal con
respecto al número de entradas no cero.

Figura 4.4: Ajuste lineal al crecimiento del tiempo de construcción del SPAI

Luego de un análisis más profundo, se puede observar un crecimiento cuadrático en
el tiempo con respecto al número de entradas no cero. En la Figura 4.5 muestra que un
ajuste lineal a la ráız cuadrada del tiempo de construcción con respecto al número de
entradas no cero es una buena aproximación a los puntos. Dado que ajustar una ĺınea
utilizando la ráız de los tiempos es equivalente a utilizar una parábola para aproximar
los puntos originales, se puede concluir que el orden de crecimiento es cuadrático.

Por otro lado, el ajuste lineal y el ajuste cuadrático sobre la nube de puntos del
GPU son similares, lo que hace dif́ıcil determinar su orden de crecimiento. Por lo tanto,
en la Figura 4.6 se modela el crecimiento de la tasa de tiempo de CPU con respecto



Caṕıtulo 4: Pruebas 67

Figura 4.5: Ajuste cuadrático al crecimiento del tiempo de construcción del SPAI

a GPU a medida que aumenta el número de entradas no cero, además, se segmentan
los datos según el promedio de los tamaños de los conjuntos I. Se puede observar que
mientras mayores sean dichos conjuntos, menor es la ganancia de construcción en el
GPU. Lo que muestra que, mientras más densa sea la matriz menor será la ganancia
obtenida por el algoritmo propuesto. Esto se debe principalmente a tres razones, la
primera de ellas ocurre cuando no caben todas las matrices Q y R en memoria, ya
que el algoritmo disminuye el grado de paralelismo al calcular las columnas de la
matriz precondicionadora por bloques. Por otro lado, mayores tamaños implican peores
patrones de acceso a memoria global durante la ejecución del kernel, ya que los datos
necesarios se pueden encontrar alejados unos de otros. Finalmente, cada columna de
M es calculada por un warp, donde cada hilo tiene un trabajo proporcional al tamaño
del conjunto I.

Finalmente, la Tabla 4.10 muestra los tiempos que tomó el método iterativo y
el total utilizado para la resolución de los sistemas probados con SPAI, es decir, la
columna “Total” toma en consideración el tiempo de construcción del precondicionador
y el utilizado por el método iterativo. Dado que las matrices para las que se construyó el
precondicionador SPAI son relativamente pequeñas, se observan tasas bajas para la
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Figura 4.6: Tasa de tiempo de construcción del precondicionador SPAI segmentadada por el promedio
de ‖I‖

resolución del método. Sin embargo, en un poco más de la mitad de los casos la
tasa total sigue favoreciendo al GPU, lo que implica que en muchos casos la ventaja
obtenida por la construcción paralela del precondicionador sobrepasa la desventaja de
utilizar el GPU para sistemas pequeños. Por otra parte, podŕıa utilizarse un enfoque
h́ıbrido para los sistemas pequeños, construyendo el precondicionador en el GPU y
luego resolviendo el sistema en el CPU.
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Matriz Patrón Solución Total Tasa
CPU GPU CPU GPU Const Sol Total

sherman2 A 0,06 s 4,22 s 0,81 s 4,49 s 2,776 0,015 0,180

fidap027 A 0,10 s 3,99 s 4,22 s 4,97 s 4,214 0,025 0,850
A2 0,02 s 0,34 s 31,28 s 6,09 s 5,439 0,062 5,137

rajat09 A 27,57 s 25,32 s 42,70 s 27,07 s 8,662 1,089 1,577
powersim A2 23,86 s 239,35 s 38,10 s 242,11 s 5,172 0,100 0,157

ABACUS shell ud A 1,96 s 3,76 s 49,36 s 6,60 s 16,718 0,520 7,482
chipcool1 A 0,22 s 0,26 s 71,05 s 4,44 s 16,948 0,863 16,017
airfoil 2d A2 8,80 min 68,80 min 12,15 min 69,16 min 9,106 0,128 0,176

2cubes sphere A 0,06 s 0,02 s 38,95 min 3,36 min 11,590 2,785 11,589

Tabla 4.10: Tiempo de solución de sistemas utilizando SPAI
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo, se realizaron implementaciones de los método GMRES y TFQMR
para la GPU utilizando la biblioteca Cusp, además, se desarrolló un algoritmo para
la construcción paralela del precondicionador SPAI. El uso de la biblioteca Cusp per-
mitió, gracias a operaciones paralelas altamente optimizadas, el desarrollo de métodos
iterativos eficientes sin requerir un alto grado de experiencia en la programación de la
GPU. Sin embargo, la construcción paralela del precondicionador SPAI presentó una
serie de retos y dificultades que requirieron de un nivel relativamente alto de conoci-
miento sobre la arquitectura CUDA.

Los experimentos realizados muestran que el paralelismo masivo presente en las
GPUs modernas, permite la resolución de grandes sistemas lineales de forma eficiente.
En las prueba realizadas se resolvieron sistemas hasta 6 veces más rápido en la GPU,
además, cuando la cantidad de entradas no cero superaba los 300 mil, la ganancia
promedio fue de 3,2. Sin embargo, se observó que la ganancia proviene únicamente
de la ejecución altamente paralela, en particular, la ejecución serial ofrece mejores
rendimientos en los sistemas pequeños donde el grado de paralelismo es relativamente
bajo.

Por otro lado, se pudo observar que los precondicionadores de tipo inversas apro-
ximadas se pueden aplicar eficientemente en este tipo de arquitecturas, esto se debe al
paralelismo existente en la operación de producto matriz vector disperso. Más aún, la
construcción del precondicionador SPAI es altamente paralelizable, la implementación
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propuesta mostró factores de aceleración de hasta 17 veces más rápido en la GPU, con
un promedio de 9 y un mı́nimo de 2,8 en una matriz relativamente pequeña.

En la mayoŕıa de las pruebas realizadas el número de iteraciones coincidió en
ambas arquitecturas, además, todos los sistemas se pudieron resolver en la GPU con
la misma tolerancia que en la CPU. Esto indica, que las GPUs modernas son capaces
de ofrecer cómputo de precisión comparable a las CPUs tradicionales, a diferencia de
las generaciones anteriores cuando la precisión de la GPU se encontraba limitada a los
números de punto flotante de precisión simple.

Finalmente, se puede concluir que utilizar lenguajes de alto nivel para crear pro-
gramas paralelos para la arquitectura CUDA permite, a un mayor grupo de desarro-
lladores, explotar las caracteŕısticas de las GPUs actuales. Más aún, la curva de apren-
dizaje de CUDA es considerablemente menor que la requerida para realizar cómputo
de propósito general en la GPU por medio de shaders y texturas. Por lo tanto, se
puede esperar un incremento en las investigaciones y aplicaciones de cómputo general
en GPUs a medida que se propague su conocimiento en las diferentes áreas de las
ciencias de la computación.
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Caṕıtulo 6

Trabajos a Futuro

Dado que la biblioteca Cusp permite utilizar OpenMP o TBB en lugar de CUDA
como ambiente de ejecución paralelo, únicamente haciendo cambios en archivos de
configuración, seŕıa interesante hacer pruebas de los métodos iterativos implementados
en este trabajo en estos otros dispositivos ofrecidos por Cusp. Esto permitiŕıa evaluar
diferentes arquitecturas con un esfuerzo relativamente bajo.

Los métodos implementados están precondicionados por la derecha, sin embargo,
en ciertas ocasiones es más fácil conseguir una buena matriz precondicionadora por
la izquierda. Es por ello que se recomienda la implementación de dichos métodos
precondicionados por la izquierda para continuar los experimentos con ellos.

El algoritmo del precondicionador SPAI se diseño para trabajar en una sola tarjeta
de v́ıdeo, sin embargo, para matrices grandes no es posible calcular todas las columnas
al mismo tiempo en una única tarjeta. Por lo tanto, se propone expandir el algoritmo
propuesto de manera que en computadoras con múltiples tarjetas gráficas, se distribuya
el trabajo de la construcción del precondicionador entre ellas.

Por otro lado, el algoritmo SPAI implementado en este trabajo utiliza un patrón
de dispersión prescrito, el mayor problema de este enfoque es que conseguir un buen
patrón de dispersión, no es trivial. Esto motiva a proponer la implementación del pre-
condicionador SPAI de forma adaptativa, una manera de hacerlo es como la mostrada
en [22].
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