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Resumen

Cuerdas Heterdticas en Orbifolds Toroidales y Simetria
Espejo

Victor A. Diaz De R.
Anamaria Font, Tutor

Universidad Central de Venezuela

En este trabajo se extiende el estudio de la simetria espejo en el orbifold T°/Zy x
Zs. Inicialmente se clasifican todos los grupos de calibre observables permitidos por
invariancia modular para la cuerda heterética SO(32) y Fs x Eg. Luego se calcula
el espectro de estados de masa nula, con y sin torsiéon discreta para cada modelo. Se
encuentra que al incluir la torsién discreta se intercambia el nimero de estados en
representaciones complejas. Se comprueba entonces que la torsion discreta induce el

mapa espejo en el orbifold T®/Zy x Zs.

Anamaria Font
Tutor
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INTRODUCCION

El objeto fundamental a estudiar en teoria de cuerdas son cuerdas cuya extensién
es del orden de la longitud de Planck £, ~ 10733 cm. Estas cuerdas se propagan en
un espacio-tiempo 26-dimensional para las cuerdas bosoénicas, y 10-dimensional para
las cuerdas fermionicas y las cuerdas heterdticas. Los modos de vibracién de estas
cuerdas se identifican con particulas. Por ejemplo, se encuentra el graviton y vectores
de calibre. De esta forma se unifican las interacciones de gravedad y de calibre a nivel

cuantico [I].

Una de las posibles desventajas de la teoria es la dimensionalidad del espacio-
tiempo. Sin embargo, existen mecanismos como el método de compactificacién via
Kaluza-Klein [2], en el cual, digamos el espacio 10-dimensional, es de la forma My x K,
donde M, es un espacio-tiempo 4-dimensional observable y Kj es un espacio interno
compacto cuyo radio tipico es del orden de £,,. El uso de este método permite encontrar
modelos de teorias de cuerdas a bajas energias que hacen contacto con el Modelo
Estandar. Por ejemplo, cuando Kjg es una variedad Calabi-Yau (CY), al compactificar
la cuerda heterdtica, es posible obtener un modelo de gran unificaciéon con grupo
observable Eg que contiene a SU(3) x SU(2) x U(1) [3]. Esta clase de modelos también

se encuentra cuando el espacio interno es un orbifold toroidal, definido como el cociente
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de un toro T® por un grupo discreto. La compactificacién de cuerdas en orbifolds es
consistente, y ademds exactamente soluble [4, [5]. Los orbifolds toroidales se pueden

considerar como una variedad CY singular [3].

En la clase de compactificaciones en la cual el grupo de calibre observable es
Es el espectro esta caracterizado por los nimeros de generaciones y antigeneraciones
que transforman respectivamente como 27 y 27 de Fg. Estos nimeros a su vez estdn
dados por los nimeros de Hodge de la variedad CY segin N,, = his ¥y N3z = hq;.
Originalmente se observé que la cantidad de modelos con valores dados de his v hiy
era aproximadamente igual a la cantidad de modelos con los ntimeros intercambiados
[3], v se conjeturé que dada una variedad CY X con nimeros de Hodge his y hiy
siempre existe una variedad espejo X en la cual illg =huy ﬁll = hi. La conjetura ha
sido demostrada y se conocen construcciones explicitas de X dada X [6]. Por ejemplo,
para la compactificacién en el orbifold T®/Z, x Zy con grupo observable Eg, se habia
notado que al incluir torsién discreta (una fase relativa adicional en los términos de
la funcién de particién [7]) se inducia un intercambio en el niimero de generaciones y
antigeneraciones [8]. Luego se demostré en detalle que en efecto, el orbifold T®/Zy x Z,
con torsion discreta es la variedad espejo del mismo orbifold sin torsion discreta [9]. Por
otra parte, se conoce que existen otras compactificaciones consistentes en las cuales el
grupo observable es diferente de Ejg. Surge entonces el problema natural de estudiar
simetria espejo en estos casos. El propdsito de este trabajo es extender el estudio de

la simetria espejo en el orbifold T6 /Ly X Zs.

La organizacion de esta tesis es la siguiente. En el capitulo 1 se presenta un re-
sumen de los conocimientos béasicos de las teorias de cuerdas bosénica, fermidnica y
heterdtica, orientada a la obtencion del espectro y la funcién de particion. En el capitu-
lo 2 se discute la compactificacion de cuerdas en orbifolds. Inicialmente se definen los
orbifolds y se muestran algunos ejemplos explicitos. Luego se describe la propagacién
de cuerdas en orbifolds toroidales con el fin de escribir la funcién de particion en

estos espacios y extraer de ella propiedades del espectro. Por ultimo, en el capitulo



INTRODUCCION

3 se estudian las cuerdas heteréticas en el orbifold T /Zs X Zs. Primero se describe
la geometria del orbifold T°/Z, x Z,. Luego se clasifican todos los grupos de cali-
bre permitidos por invariancia modular en el orbifold, tanto para la cuerda heterética
SO(32) como Eg x Fg. Finalmente se calcula el espectro de masa nula para cada grupo
con y sin torsién discreta, verificando si para cada modelo el niimero de estados en

representaciones complejas se intercambia incluyendo torsion discreta no trivial.



CAPITULO 1

TEORIA DE CUERDAS

En este capitulo se realiza un breve resumen sobre los conocimientos basicos en
teoria de cuerdas, asi como los aspectos mas importantes de las cuerdas bosonica,
fermidnica, y heterdtica. Inicialmente se introduce la cuerda bosénica mostrando las
simetrias de la teoria, el calibre usado, y las ecuaciones de movimiento. Luego se
cuantizan los campos, y se halla el espectro. De igual forma se procede con la cuerda
fermiénica. En la cuerda heterdtica se describen los grados de libertad y se discute el

espectro. El objetivo final es obtener la funcién de particién de estas teorias.

Los resultados que presentaremos estan desarrollados mas extensamente en varios
libros de texto [T, 10, 1], 12], en los cuales se encuentran las referencias a la literatura

original.

1.1. Cuerda Bosoénica

Los objetos fundamentales a estudiar en teorias de cuerdas son curvas unidi-
mensionales, llamadas cuerdas, las cuales se propagan en un espacio de Minkowski

D-dimensional, con signatura (—,+,...,+). Al igual que en la teorfa de particulas
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la accion que describe la teoria depende de la trayectoria seguida por la cuerda. Ini-
cialmente se revisara, de forma breve, algunos aspectos fundamentales en la teoria de

particulas antes de concentrarnos en las cuerdas.

Las particulas al propagarse trazan una linea, llamada linea de mundo. Esta linea
se parametriza usando un parametro t, llamado tiempo propio. El parametro ¢ debe
incrementar desde la posicion inicial hasta la posicién final de la particula. La para-
metrizacion esta descrita por las funciones X*(¢). La dindmica de la teoria no depende
de la parametrizacién escogida, por lo que la accién tampoco lo hace. La accion es
un invariante de Lorentz y depende de la trayectoria de la particula. Dicha accién es

proporcional a la longitud sobre la linea de mundo y esta dada por

S =—mc /ds = mc/ ty) = XnXvn, (1.1)

donde X* es la derivada de X* respecto a ¢, m es la masa de la particula, ¢ es la
velocidad de la luz y 7, es la métrica de Minkowski con la signatura antes definida.

Aqui p,v=0,...,D —1.

Una cuerda al propagarse traza una superficie, llamada superficie de mundo. Por
ejemplo, una cuerda cerrada trazard un tubo mientras que una cuerda abierta traza
una cinta. Las superficies en el espacio son dos dimensionales, por lo que para su
parametrizacién se requieren dos pardametros ¢t y o. El pardmetro o € [0,27] es la
coordenada a lo largo de la cuerda y el parametro ¢ se asocia con la evolucién temporal.
Para describir la superficie de mundo usamos las funciones X*(¢, o). En analogia con
la particula, la accién de la cuerda sera proporcional al area de la superficie. Se obtiene

asi la accién de Nambu-Goto

tf .
SNG“T/ / dA“T/ / o/ XX, - X2 (1.2)

donde

H , I
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La constante T es la tensién de la cuerda y se relaciona con la pendiente de Regge o

a través de
1
T = ) 1.4
2o ( )
En unidades naturales i = ¢ = 1, T tiene dimensiones de [longitud]? ¢ [masa] 2.
Definimos la métrica inducida en la superficie de mundo como
Gab = O0q X" O0p X" 1y, (1.5)

donde los indices a y b toman los valores de o y t. Con esta definicién podemos

reescribir la accién ((1.2)) como

2ma’

1 ty 2
SNG: - /dt/ dO’\/—g. (16)
t; 0
Aqui g = det gup.

La accion de Nambu-Goto posee una raiz cuadrada. Para realizar la cuantizacién
utilizando integrales de camino es conveniente encontrar una acciéon invariante bajo
reparametrizaciones pero que no posea raiz cuadrada. Para hacer esto, se introduce la

métrica en la superficie de mundo hg(t, o) y se postula la accién de Polyakov

Sp=—

1
yPy /dt /da\/—h R 0, X" 0, X" 1,0 (1.7)

donde h = det hgp. De la ecuacion (1.7]) leemos el Lagrangiano de Polyakov

1
drad

Ep = V —h h“bﬁaX” (‘)bX”nW. (18)

Aplicando las ecuaciones de Euler- Lagrange se encuentran las ecuaciones de movi-

miento

0a(V—=hh™®9,X,) =0 (1.9)
1
0u X" 0 X" s = S hat R0, X" 0y X" 1w = 0. (1.10)
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A partir de Lp también se hallan los momentos conjugados

OLp
X,

OLp

pir = F
X,

. P
Tomando el determinante de la ecuacion ((1.10]) se obtiene

1
\/—_9 = §habgab\/__h

(1.11)

(1.12)

y sustituyendo en ([1.7]) se recupera (|1.6). De esta manera, se muestra que la acciéon de

Nambu-Goto y la accién de Polyakov son equivalentes clasicamente.

El Lagrangiano de Polyakov posee varias simetrias que se discuten a continuacién.

e Invariancia bajo transformaciones de Poincaré en D dimensiones dadas por

X*(t,0) = A X"(t,0)+a"

hab(t, O') = hab(t, 0')

(1.13)
(1.14)

donde A es una transformacién de Lorentz y a es una traslacién.

e Invariancia frente a reparametrizaciones dadas por

XH(t,6) = XHM(t, o)
T agcg_gd
hab(t, O') = aéa 85b hcd(t, O')

para nuevas coordenadas £%(¢, o).

e Invariancia frente a las transformaciones de Weyl

XH(t,o) = XH(t, o)

ﬁab(t,a) = ezw(t’g)hab(t,a).

(1.15)
(1.16)

(1.17)
(1.18)

La métrica hg, tiene tres componentes independientes pero las simetrias implican

que existe libertad de elegir un calibre en el cual hg, se simplifica. La invariancia bajo

reparametrizaciones permite eliminar dos de las tres componentes, mientras que la
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invariancia frente a transformaciones de Weyl permite eliminar la 1ltima componente.

Se concluye que podemos fijar hy, como

Tlab (119)

donde n,, = diag(—,+). Esta escogencia es llamada el calibre conforme, ya que tal

métrica es conformalmente plana, es decir plana excepto por un factor de escala.

En el calibre conforme las ecuaciones de movimiento toman la forma

Xt—X" = 0 (1.20)

(XF+XM? = 0. (1.21)

La ecuacién ((1.20]) es una ecuacién de ondas. Mientras que la ecuacién ((1.21]) son los

llamados vinculos de Virasoro que deben satisfacer las derivadas de los campos X*.

Al variar la accién ademas de las ecuaciones de movimiento se encuentra el término
de borde

o=21

SXH X T

(1.22)

Una forma de anular el término de borde es imponiendo que los campos X* satisfa-
gan condiciones de contorno apropiadas. En este trabajo trataremos principalmente

cuerdas cerradas en las cuales la condicion de periodicidad de X*
XH(t,0) = X" (t,0 + 2m) (1.23)

garantiza que se anule. También se pueden considerar cuerdas abiertas con
condiciones tipo Neumann, por ejemplo X /“(t,a) = 0 en ¢ = 0, para un conjunto
de coordenadas, p = 0,...,p, 6 condiciones Dirichlet, X*(t, o) = &* (Z" constante),
parapu=p—+1,...,D — 1. En 0 = 27 se pueden imponer condiciones similares. Estas
condiciones significan que la cuerda tiene su extremo o = 0 en una Dp-brana que

es una superficie p-dimensional cuyo volumen de mundo esta justamente definido por
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XH(t,o) = 3" para p=p—+1,...,D — 1. En este trabajo sélo consideramos cuerdas
abiertas con condiciones

Xt,0)=X"t,2r)=0 , p=0,...,D—1. (1.24)

En este caso se dice que las cuerdas abiertas tienen los extremos en una D-brana que
llena todo el espacio.

Al imponer ([1.19)) los momentos conjugados se reducen a

1 1 /
= X T = X, 1.25
s 2ra/ ’ & 2o/ (1.25)
Ademsds la ecuacién de movimiento (|1.20]) se escribe
op

OPH
ot do 0-

(1.26)
Esta ecuacion y la condicion de frontera (1.23)) implican que el momento del centro de
masa, definido como

2T
= / do P*
0

es una constante de movimiento.

(1.27)
Al elegir (1.19)) no se fijé completamente el calibre, ya que existen simetrias re-
siduales. Se demuestra que un cambio de variables ¢ = t(t,0) y & = &(t,0) deja
invariante la forma de h,, siempre que se cumpla
ot 06 ot 05
r_ . 2_9% (1.28)
ot Oo do Ot
A su vez esto nos dice
oo _ &#5  0%
o2 o2 ’

— —— =0. 1.29
o2 0Jo? (1.29)
De la ecuacion ([1.29)) se observa que ¢ satisface una ecuacién de ondas al igual que los

campos X*. Por lo tanto se puede escoger una combinacion lineal de los campos X*#

que sea proporcional a £, es decir n,XH* o t. En el llamado calibre del cono de luz se
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escoge n, = \%(1, 0,...,1). Para describir este calibre es conveniente introducir las

coordenadas del cono de luz definidas como

1
Xt = —(X°+XxPY Xt=_-X 1.30

ﬂ( ) kS (1.30)
X = X; j=1,....,D—-2. (1.31)

En el calibre del cono de luz se elige la coordenada X proporcional a t, es decir
X*H(t,o)=d'ptt (1.32)

donde p™ es el momento del centro de masa en la direccién de 2*. Aqui se ha renom-

bradot =+ t, 5 — 0.

Usando el valor de X, y los vinculos (1.21]), podemos determinar X~ resolviendo

. 1 o L.
X = XIXI 4+ XX 1.33
4a,p+( + ) (1.33)
r_ 1 N
X° = (XTI X)), (1.34)

Una vez completa la fijacién del calibre, las variables independientes son las coorde-
nadas transversas X7. En ellas estd toda la dindmica de la teorfa. Con estas variables

se escribe una teoria efectiva con un Lagrangiano dado por

Lo = [Xij _ X/jX/j] . j=1,...4d (1.35)

Y

donde d = D — 2. Los momentos conjugados son

. 1 .. , 1 ’;
b= X —g ) 1.36
P 2ra’ ’ & 2ra (1.36)
El Hamiltoniano es
2m . 1 2 e e
H= / do (PXT — Logg) = / dor (X774 X'IX'7). (1.37)
0 dma J,
Usando ([1.33)) se observa que
H=dptp” (1.38)

10
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donde p~es el momento del centro de masa en la direccién x~.

Las coordenadas transversas X7, j = 1,...,d, satisfacen la ecuacién de movimien-
to
*X7 92XV
i (1.39)
ot? do?

La solucién general de ([1.39)) es la superposicién de modos normales de oscilacién que

se propagan a lo largo de la cuerda, es decir
X' (t,o) = XL(t+o)+ Xh(t—o0) (1.40)

donde L y R denotan propagacién en la direccion —o y +o, respectivamente. Re-
solviendo las ecuaciones de movimiento con condiciones de frontera de periodicidad

(1.23) se encuentra que Xg y X, estan dados por
J 1 J a - Ckg —in(t—o)
Xh(t—0) = SXg+ 50 (t—0)+i 5276 (1.41)
n#0
J 1 J a e &TJL —in(t+o)
Xj(t+o) = SX§+5p (t+0)+i 5276 (1.42)
n#0

donde X} es la posicién del centro de masa, p’ es el momento del centro de masa en

la direccién x7, y los o, &J son constantes. Como X7 (t,0) es real se debe cumplir

ol =a’ arl=al,. (1.43)

n —-n )

La solucién ([1.40) también se puede aplicar a cuerdas abiertas pero al imponer las

condiciones de frontera se encuentra que o, y &/ no son independientes.

A continuacién nos concentraremos en cuerdas cerradas. La solucién general de

la ecuacién de movimiento esta dada por

_ . . / i T
Xi(t,o) = Xg+a’pft+u/% [Z%e—m(t—”wZ%e—m“*U) . (1.44)
n#0

n#0
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1.1. Cuerda Bosénica

Sustituyendo en (|1.36)) hallamos los momentos conjugados

Pl = gj [Za o~ in(t=0) —i—Za e t*”] (1.45)
T

n#0
P = [Za e ilt=e Zoﬂ —in t+"] . (1.46)
n#0
Similarmente se encuentra el Hamiltoniano
!
H= %pjpj + ;(aga]n ralal,). (1.47)

Notese que H es constante.

Ahora pasamos al proceso de cuantizacion candnica en el cual los campos se
promueven a operadores. Las variables conjugadas son X7 con P¥ y X; con pt. A

estos operadores se les imponen las reglas de conmutaciéon
[(X'(t,0),PY(t,0")] = id(c—o")n” (1.48)
[(Xo.p"] = —i. (1.49)
Sustituyendo y , se obtienen los siguientes conmutadores distintos de cero

[afn, oz,{] =M Oimon? [dfn, &ﬁ =M Onymon” (1.50)

(X0, 0] = inY. (1.51)
Los ;] y &7 son ahora operadores y la condicién de realidad (|1.43) se traduce en

ol =al (1.52)

Las relaciones de conmutacién ([1.50) significan entonces que los o), &) para n € Z*

son operadores de aniquilacion y los ol a’,, son operadores de creacidn.

n?

En analogia con el oscilador arménico definimos el estado base |0, p) de la teoria

Ccomo
all0,p) =0 , @&ll0,p) =0 necZ'. (1.53)

12



1.1. Cuerda Bosénica

El espacio de estados se construye haciendo actuar a los operadores de creacion sobre el
estado base. Como los operadores de creacién y aniquilaciéon no conmutan, es necesario
establecer un orden en los productos. Convencionalmente se emplea el ordenamiento
normal, denotado ::, en el cual todos los operadores de aniquilaciéon se mueven a la

derecha utilizando las relaciones de conmutaciéon. Por ejemplo, para el Hamiltoniano

(1.47) se encuentra
/
H:%pjpf+NL+NR+a (1.54)

donde se han definido los operadores de niimero

NR:Z:afnagz : NL:Z:oﬂn&,{:. (1.55)
n=1

n=1

La constante a se obtiene al hacer el ordenamiento normal. De esta manera se encuentra
[o¢]

a=(D-2)) n (1.56)
n=1

Este término corresponde a la suma de la energia de vacio de los osciladores y debe

ser regularizado como discutiremos mas adelante.

Convencionalmente se escribe el Hamiltoniano como
H = Lo+ Ly (1.57)

donde Ly y Lo son los operadores de Virasoro de orden cero. De acuerdo a 1) estan
dados por
a

Oé, . a ~ Oé, P
LOEZp]p]+NR+§ ; L052PJPJ+NL+2 (1.58)

En la teoria de cuerdas cerradas es también importante el operador de traslaciones en

o, denotado por P,. En analogia con [H, X7 (t,0)] = —i0, X (t, ), se define
[Py, X7(t,0)] = —i0,X7(t,0). (1.59)
Se encuentra que

2
P, = / doP¥X'"7 = Ly — Ly = Ngp — Ny. (1.60)
0

13



1.1. Cuerda Bosénica

Ahora, la teoria de cuerdas cerradas debe ser invariante bajo traslaciones en o. Para
obtener un espacio de estados fisicos donde se cumpla esta condicion se requiere que
P, aniquile a los estados fisicos. De (|1.60)) se observa entonces que sélo los estados que

satisfacen la condicion de igualdad de nivel
Nr = Ny, (1.61)
permanecen en el espectro fisico.

Para obtener la masa de los estados fisicos se utiliza la relacién
M? = —p'p, =2p*p — p'p’. (1.62)

Usando ((1.38) v (1.54]) en (1.62)), se obtiene

!/

%MQ = N, + Np +a. (1.63)

Como los modos derechos e izquierdos son independientes podemos escribir

/ / /
%M2 - %Mi + %M; (1.64)

donde M? y M3 estén definidos por

a

o a
5 ngz:NR—Iré. (1.65)

a/
Nétese que la condicién de igualdad de nivel (1.61)) se traduce en M? = M3,

La constante de ordenamiento normal a se puede regularizar usando la funcién ¢

de Riemann dada por
((2) = Zn’z , Rez<1. (1.66)
n=1

Nos interesa el valor ((—1) que se obtiene haciendo la continuacién analitica de ([1.66]).

Se encuentra ((—1) = —1/12. Sustituyendo en (1.56|) se deduce

a= —<D1; 2) (1.67)

14



1.1. Cuerda Bosénica

Nivel (N, = Ng) %/M 2 Estados Degeneracién
0 —2 10,p) 1
1 0 ol & 110, p) 576

041254];2 10,p)

J

2 2 ol o’ 16k ,|0,p) 104976
O[i_gaéj_ldlil |O, p>

043104];15/115‘l—1|07p>

Tabla 1.1: Espectro cuerda cerrada.

Este valor de a también se comprueba verificando el algebra de los generadores del

grupo de Lorentz en el calibre del cono de luz. De hecho se encuentra a = -2y D = 26

.

Una forma alternativa de verificar invariancia bajo transformaciones de Lorentz
en D dimensiones es hallar el espectro de estados fisicos y comprobar que los estados en
cada nivel de masa se reorganizan en representaciones del grupo de Lorentz. En efecto,
invariancia bajo transformaciones de Lorentz requiere que los estados formen represen-
taciones del pequeno grupo que deja invariante al momento lineal caracteristico. Para
particulas masivas el pequefio grupo es SO(D — 1) que deja fijo p, = (m,0,...,0).
Para particulas de masa nula el pequeno grupo es SO(D — 2) que deja invariante a

pu=(E,0,...,0,F).
Consideremos los estados en primer nivel de excitaciéon, N, = Ny = 1, dados por
04116‘11“)729)‘ (1.68)

Estos estados poseen masa M2 = 2+ a y (D — 2)? componentes independientes.
Estas componentes independiente forman una representacion de SO(D — 2) sélo si

M = 0. Esto nos dice que

a=-2 , D=26. (1.69)



1.1. Cuerda Bosénica

En la tabla se muestran los primeros estados del espectro. El estado base |0, p)
tiene M? < 0y corresponde a un taquién. En el primer nivel de excitacién hay (D —2)?
componentes idependientes que corresponden a las grados de libertad de un tensor de
rango dos de SO(D —2). Estos grados de libertad se descomponen en representaciones

irreducibles seguin el producto tensorial

u)—m@40—2y21@<D“)_®)eaFD_QND_SW (1.70)

2 2

donde el 1 corresponde al grado de libertad de un campo escalar ¢ llamado dilatén,

los (@) corresponden a los grados de libertad on-shell de un tensor de rango

(D—2)(D—3)} co-

2 completamente simétrico de traza cero g,, llamado gravitén y los [ 5

rresponden a los grados de libertad on-shell de un tensor de rango 2 completamente

antisimétrico B, llamado la 2-forma de Kalb-Ramond.

Para finalizar esta seccion discutiremos brevemente la cuerda bosénica abierta
con condiciones de frontera (|1.24). Estas condiciones de frontera implican que sélo los
operadores o son independientes. En consecuencia sélo hay un operador de nimero

oo

N = Z ol Lo i Se encuentra que el operador Hamiltoniano estd dado por

n=1
o
H=Spp +N -1 (1.71)

donde la constante —1 surge al ordenar normalmente los operadores o). Adem4s, la

masa de los estados fisicos viene dada por
o/ M?* =N —1. (1.72)

En la tabla se muestran algunos estados. El estado base |0, p) tiene masa M? < 0
y es un taquién. En el primer nivel de excitacion N = 1 sélo hay (D — 2) componentes
independientes correpondientes al estado a’ |0, p), el cual es un vector de SO(D — 2).

El campo asociado al estado a’,]0, p) es un vector de masa nula A,,.
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1.2. Cuerda Fermidnica

Nivel N | o/ M? Estados Degeneracion
0 -1 |0, p) 1
1 0 o 110, p) 24

Oéi—laj—lyoap>

2 1 o’ ,)0,p) 324
0413’0,p>
3 2 | aial k0, p) 3200

ai—1aj—2 ’07 p)

Tabla 1.2: Espectro cuerda abierta.

1.2. Cuerda Fermiodnica

Hasta ahora se han discutido cuerdas bosénicas, cuyos grados de libertad estan
descritos por variables bosonicas X*(t,0). En el espectro se encontré un estado de
masa negativa debido a las energias de vacio de los infinitos osciladores. Ademds, en
el espectro no hay candidatos a particulas fermidénicas, ya que sélo aparecen estados
bosénicos correspondentes a tensores en D-dimensiones. Estos problemas se pueden
resolver introduciendo grados de libertad fermiénicos W#(¢, ). De este modo se logra
elevar la energia del punto cero, y también obtener en el espectro tanto bosones como
fermiones. Los grados de libertad fermiénicos se pueden introducir siguiendo el forma-
lismo de Neveu-Schwarz-Ramond (NSR) en el cual los campos W#(¢,0) son espinores
Majorana en las dos dimensiones de la superficie de mundo. La accién de la cuerda

fermidnica en el cono de luz resulta ser [10]

1

4o

S = —

//dtda [0°X70,X; —iWp*0, V] | j=1,....D—2 (L.73)

17



1.2. Cuerda Fermidnica

¢j

donde VI (t,0) = ~ ], U =0Tp% v p® son matrices de Dirac en dos dimensiones
0y
dadas por
0 —1 0 1
P’ = . pl= : (1.74)
0 1 0

La parte dependiente de X7(¢,0) en S es idéntica a la accién de la cuerda bosénica,

por lo que nos concentraremos en el desarrollo de la parte fermionica.

Al variar la accién, se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento
(80 - 8t) Y;j =0 , (aa + at) W- (175)

Nétese que entonces 17 = zﬂj(t + o) y por lo tanto los ¥ son modos izquierdos (L)
que se propagan en la direccion —o. Similarmente, 17 = 17 (¢t — o) por lo que los 9’
son modos derechos (R) que se propagan en la direccién o. Al variar S también se

encuentra un término de borde asociado a las variables espinoriales, dado por

o=21

3 8ald 0l Sald

(W7 — o[ ) (1.76)
Para cancelar este término de superficie es necesario imponer condiciones de contorno.
En el caso de campos fermiénicos en principio es posible considerar condiciones pe-

riédicas 6 antiperiddicas, es decir
VIt o +2m) = =2 (r,0) , It o+ 2m) = —e*TPI(t, o) (1.77)

donde o = 0,1/2. Veremos que para obtener estados bosénicos y fermidnicos en el
espectro hay que incluir ambos valores de «. La condicién antiperiédica (o = 0) da
lugar al sector Neveu-Schwarz (NS) mientras que la condicién periédica (o = 1/2)
origina el sector Ramond (R) [13] [14]. En cuerdas cerradas se imponen las condiciones

a los modos L y R independientemente.

Las soluciones de las ecuaciones en ((1.75]) con las condiciones de contorno ((1.77)

son

. / . . ~ . / ~ . .
it o) = u/% N b e fito) = u/% N b e (178)

reltz—a relt+i-a
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1.2. Cuerda Fermidnica

Como W/ es un espinor Majorana las componentes 17 y )7 deben ser reales por lo que

se debe cumplir que
b =07, b =107, (1.79)
Al cuantizar, los coeficientes bJ y l;{, en 1} pasan a ser operadores que satisfacen

las relaciones de anticonmutacién dadas por [10]

ryvs T8

S . .~ . 1
{b,,0!} =6 6r1s0 , {b,,0!}=0Y06r1s0 , 1,SEL+ 5~ (1.80)
Las condiciones de realidad ([1.79)) se traducen en

bit=bd | bt =07, (1.81)

r —

Las relaciones de anticonmutacién ‘D significan entonces que los b7, bJ para r €
7t + % — « son operadores de aniquilacién y los b7, b’ para r € Z* + % — « son

operadores de creacién.

Para construir el espectro de la teoria es conveniente considerar separadamente
los estados provenientes de los modos derechos (R) e izquierdos (L). El tratamiento de
los estados L es similar al de los estados R. Discutiremos los modos R correspondientes
a i(t — o), y también a X%(t — o). En este caso los operadores relevantes son b y

o), que conmutan entre si.

A continuacién discutiremos el sector Neveu-Schwarz y el sector Ramond de los

modos R.
e Sector Neveu-Schwarz (a = 0).
Ahora se define el estado base |0) yg como

. A 1
al|0nys =0 , bi0lys=0 , VneZ" , Vr e Z++§. (1.82)
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1.2. Cuerda Fermidnica

los estados excitados se obtienen actuando sobre |0) yg con operadores de creacién. La
masa de estos estados esta dada por

Oél

5 MZ =N 4 N+ aq (1.83)

donde se ha definido el operador de niimero de los osciladores b como

NI(%O):Z crbl bl (1.84)

—r-r

r€Z++%

N}(f) toma los valores N}(%O) =0,3,3,2,.

... El operador Ng es el operador de niimero
para los osciladores bosénicos « definido en (|1.55)). La constante ag surge al realizar

el ordenamiento normal y estd dada por

_(D-2) < - 1
ao = T{§n—§(n+§)} (1.85)

donde la primera suma es la contribucion de los osciladores bosonicos y la segunda

suma es la contribucion de los osciladores fermiénicos. Utilizando la regularizacion

> 1 1
dntv)=—=+sv(l-v) , O<v<l (1.86)
ot 12 ' 2
se obtiene
(D —2)
S S 1.87
o 16 (1.87)

Invariancia bajo transformaciones de Lorentz requiere que los estados formen

representaciones del pequeno grupo. Por ejemplo, el estado bi 1|0)ys posee masa
2

%,MJQ% = % +ag y (D — 2) componentes independientes. Estos estados forman una

representacion irreducible del pequeno grupo sélo si M = 0, lo que implica

ag = — D = 10. (1.88)

1
2 Y
Al fijar la dimensién como D = 10 el pequeno grupo resulta ser SO(8). Algunos

estados se muestran en la tabla El primer estado es el base |0) yg y tiene M3 < 0.
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1.2. Cuerda Fermidnica

M3 Estados Degeneracion | (—1)Fr
—3 0)ns 1 1
0 b’ 1‘O>NS 8 1

a’,4[0) ns 8 -1
1
i bilbiﬂO)NS 28 -1
2 2
b? 4|0} ns 8 1
2
1 ailbil|O>NS 64 1
2
bilbi;bﬁl|0>NS 56 1
2 2 2

Tabla 1.3: Estados derechos en el sector Neveu-Schwarz.

El primer nivel de excitacién tiene 8 componentes independientes que corresponde al

estado bz% 10) s

Definimos el operador (—1)f® cuyo valor es +1 si el estado es bosénico y —1 si es
fermionico. El operador F es el niimero fermiénico y cuenta el nimero de osciladores
fermiénicos actuando sobre el estado base, para osciladores bosénicos su valor es cero.

Para calcular (—1)® es necesario especificar su accién sobre el estado base. Se define
(=D)"]0)ns = —[0)ns. (1.89)

Este operador nos serd ttil cuando se realice la proyeccion GSO.
e Sector Ramond (a = 1/2).

En este sector las frecuencias de los osciladores son ntimeros enteros. El operador

, 2
nimero Np** se define como

N =3 bl b (1.90)

r=0
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1.2. Cuerda Fermidnica

1
y toma los valores N;f) =0,1,2,.... La masa de los estados viene dada por
! 1
%M}% = Ny + Ng +as. (1.91)

La constante de ordenamiento normal aien este sector es
D -2
a :u{Zn—Zn}:O (1.92)

)

1
El estado de menor masa, que ocurre cuando Nz =0y N ](%2 = 0, es degenerado

ya que los operadores bg satisfacen la relacion de anticonmutacion
{bs, 0} = 59 (1.93)

El oscilador bj es como una matriz de Dirac en 8-dimensiones y actiia sobre espinores
de Dirac 16-dimensionales. Se concluye que el estado de menor masa en este sector
transforma como un espinor de Dirac de SO(8). Este espinor posee 16 componentes y

es la suma directa de dos espinores Weyl de S O(8)E|, es decir
16p = 85 @ 8. (1.94)

En este sector hay entonces dos estados base |S) y |C). El estado |S) transforma en

la representacién 8 y el estado |C) transforma en la representacion 8. de SO(8).

Algunos estados excitados se muestran en la tabla[I.4l En todos los niveles de ex-
citacion los estados transforman en representaciones de SO(8). Por ejemplo, el estado
o’ ,|8), considerando que o/ transforma en la representacién vectorial 8, transforma
en la representacion

8y ® 8 = 8. @ 56, (1.95)

donde 564 es un espinor-vector de SO(8). Al igual que en el sector NS queremos

Fgr

especificar la accién de (—1)"% sobre los estados base. Se define

(=D™IS)=Is) . (-1)""|C) = —[C). (1.96)

! Algunas propiedades de representaciones de SO(8) se discuten en el apéndice A
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1.2. Cuerda Fermidnica

& M?% | Estados | Degeneracién | (—1)F=
S) 8 1
0
|C) 8 -1
a’ | |S) 64 1
b’ ,|C) 64 1
1 )
) 64 -1
a’ | |C) 64 ~1

Tabla 1.4: Estados derechos en el sector Ramond.

Gliozzi, Scherk, y Olive sugirieron truncar el espectro, de forma tal que se eli-
minaran los estados de masa negativa y se garantizara igual niimero de estados en el
sector NS como en el sector R [15]. A este truncamiento se le conoce como la pro-
yeccion GSO. La proyeccién GSO en el sector NS es tal que los estados fisicos son
aquellos con (—1)"& = 1. Por ejemplo, de esta manera se elimina al estado |0) ys que
tiene (—1)" = —1. En el sector R se elige a los estados con (—1)*® = 1. En este caso,
como se observa en la tabla , se elimina al estado |C), y a los 128 estados b7 |S)
y o’ 1|C). Se demuestra que al hacer la proyeccién GSO hay igual nimero de estados

por nivel de masa en el sector NS y en el sector R.

El desarrollo anterior es completamente andlogo para los modos L. En particular
en el sector L se define el operador (—1)** y los resultados son similares a los mostrados
en las tablas v [L.4 Para obtener los estados en el espectro se hace el producto

tensorial R ® L, y se impone la condicién de igualdad de nivel
M} = M3, (1.97)

En el producto R® L se generan cuatro sectores, combinando los sectores (NS 6 R) de
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1.2. Cuerda Fermidnica

Sector Estados Representacién de SO(8) Campos
(NS+,NS+) | b7,[0)ws ® b 1[0) x5 1628, @35, ¢ ® B & o
(R+,R-) S)®|C) 8, & 56, Ay ® Ay
R+ NS+) | [8)®@b"4[0)ws 8. @ 56 v @Y
(NS+,R=) | b7, |0)ns®|C) 85 @ 56, Yt O Yy

Tabla 1.5: Espectro de masa nula cuerda tipo ITA.

los modos derechos R con los sectores (NS 6 R) de los modos izquierdos L, resultando
sector (R, L) : (NS,NS), (NS,R), (R,NS), (R,R). (1.98)

Los estados bosénicos surgen de los sectores (NS,NS) y (R, R). Los estados fermiéni-
cos surgen de los sectores (NS, R) y (R,NS). Con el fin de obtener una teoria de
cuerdas cerradas libre de taquiones y con espectro supersimétrico se debe realizar la
proyecciéon GSO en ambos sectores L y R. En el sector (NS,NS) se eligen a los estados
(—=1)ft = (—=1)Fr = 1, garantizando asf la ausencia de taquiones. Para los sectores R
existen dos posibles elecciones para garantizar supersimetria. En la cuerda tipo ITA se

escoge (—1)® = 1y (=1)fr = —1. En este caso se tienen los sectores
Tipo IIA : (NS+,NS+), (R+,NS+), (NS+,R—), (R+,R-) (1.99)

donde los signos indican los autovalores de (—1) y (=1)f%. En la cuerda tipo IIB se

eligen (—1)fr = (=1)f® = 1, y se tienen los sectores
Tipo IIB : (NS+,NS+), (NS+,R+), (R+,NS+), (R+,R+). (1.100)

En las tablas N se muestran el espectro de masa nula de la cuerda tipo ITA
y tipo IIB, respectivamente. Los estados fermiénicos en cada tipo aparecen en los
sectores (NS,R) y (R,NS). Para la cuerda tipo ITA los campos fermidnicos incluyen

dos espinores Weyl de quiralidades opuestas )" y 97, los cuales transforman en las

24



1.3. Funcién de Particion

Sector Estados Representacién de SO(8) Campos
(NS+,NS+) | b7,[0)ws ® b’ 1]0) s 1®28, @ 35, ¢S Bu © gy
(R+,R+) 1S)®|S) 13 28, @ 35, A® Ay © Ayl
(R4, NS+) S) ® Bj%|0>NS 8. @ 56 V@Y,
(NS+,R+) S) ® Bi%|0>NS 8. @ 56, v B U

Tabla 1.6: Espectro de masa nula cuerda tipo 1IB.

representaciones 85 y 8. de SO(8) respectivamente, y dos espinores-vectores Rarita-
Schwinger de quiralidades opuestas 1/1: y ¥, que transforman en las representaciones
de 565 y 56, de SO(8). Para la cuerda tipo IIB aparecen unicamente dos espinores
Weyl o)~ v ¢, y dos espinores-vectores Y,y zﬁ; El gravitén g, la 2-forma de Kalb-
Ramond B, y el dilatén ¢ aparecen en el sector (NS,NS). El resto de los campos
bosoénicos surge del sector (R,R). Para la cuerda tipo ITA estos son un vector A, que
transforma en la representacién 8, de SO(8) y un tensor de rango tres completamente
antisimétrico Ay, que trasnforma en la representacién 56, de SO(8). Para la cuerda
tipo IIB son un campo escalar A, un tensor de rango 2 completamente antisimétrico
A, que transforma en la representacién 28, de SO(8), y un tensor de rango 4 com-
pletamente antisimétrico auto-dual fl[m,po] que transforma en la representacién 35s.
Se concluye entonces que a bajas energias se tiene una teoria de supergravedad N = 2

quiral para la cuerda tipo IIB, y no quiral para la cuerda tipo ITA.

1.3. Funcion de Particion
El espectro de una teoria cuerdas se puede determinar a partir de la funcién

de particion Z de la teoria. Recordemos que Z contiene la degeneracién por nivel

de energia F, es decir contiene toda la informacién sobre el espectro. Inicialmente
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1.3. Funcién de Particion

revisaremos brevemente las definiciones basicas de la funcion de particién en mecanica

estadistica [16].
En mecénica estadistica la funciéon de particiéon se define como

2=3 d(E,)e w57 (1.101)
Es

donde E es la energia del estado s, K es la constante de Boltzman, T es la tempe-
ratura y d(E;) es la degeneracién por nivel de energia F. Formalmente en mecédnica

cuantica la funciéon de particién es
__H
Z="Tre XsT (1.102)

donde H es el operador Hamiltoniano y la traza es tomada sobre todo el espacio de
estados. Este formalismo serda usado para hallar la funcién de particién de la cuerda

bosonica y de la cuerda fermionica.

1.3.1. Funcion de Particion Bosonica

La funcién de particion de la cuerda bosénica abierta es
Z(q) = Trg*o (1.103)

__1
donde ¢ es un pardmetro usado para contar (¢ <— e %7T), la traza es tomada sobre el
espacio de estados creado por la accién de los operadores de creaciéon a?,, en el estado
base. En la cuerda abierta el operador de Virasoro L, coincide con el Hamiltoniano y

estda dado por
o .
Sustituyendo Ly en (|1.103]) obtenemos

Z(q)=Tr q%/pjpj T (1.105)
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1.3. Funcién de Particion

Consideremos Tr ¢V ~'. Esta traza es llamada la funcién generadora y viene dada por

Z(q)=Trg" ' =Trg*™ =g (1+24¢+324¢° +...). (1.106)
El primer término en la suma proviene del estado |0, p), el siguiente proviene de los 24
estados o’ 110, p), v asi sucesivamente. La degeneracién de los estados se muestra en

la tabla . El resultado ((1.106)) se puede escribir como

Z@=q'[[-¢)"= n241(q)' (1.107)

La funcién n(q) es llamada la funcién eta de Dedekind y se define como

n=1

n(g) =g ] —a"). (1.108)

Para la cuerda cerrada la funciéon de particion es
Z = Trqlo g (1.109)

donde los operadores Ly y Lo son los operadores de Virasoro de orden cero definidos

en ((1.58)). El pardmetro ¢ se define como ¢ = €*™ con 7 = 7 + i, v § = e 2.
Sustituyendo los valores de Ly, Lo, q. y @, se obtiene

Z(1,7) = <Tr e_%m,m)g> Trg™Ne—t g1 (1.110)
donde hemos definido p’p?! = p?, j = 1,...,d. La traza sobre los momentos libres
estd dada por

L dd .1 V

TI‘ 672mo¢ 72p2 — Vd/ pd672ma T2p2 — d _. (1111)
(27T) (47’(20/’7'2)5

donde el factor de volumen Vj; aparece al pasar de una suma a la integral en la traza.
En la cuerda bosénica, d = 24. El término restante en la funcion de particion es la

funcion generadora de los modos R y L, respectivamente. Usando el resultado obtenido

en ([1.107)) se encuentra

TrgVrtghe—1 = = (q@) "(1+24q+24G+576q7+...). (1.112)
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1.3. Funcién de Particion

Finalmente la funcién de particiéon para la cuerda bosénica cerrada estd dada por

[11], [17]

Va4 1

(4m2a’y) " [n(r) [

2(1,7) = (1.113)

1.3.2. Invariancia Modular

La funcién de particion ((1.113]) tiene la propiedad de ser invariante bajo transfor-

maciones modulares

b
Tl—>7',:a7—:::d ;o a,bc,deZ 3 ad—cb=1. (1.114)
cT

Estas transformaciones forman el grupo PSL(2,7Z) generado por las transformaciones
T : 17— 74+1L,yS: 17— —%. La invariancia modular de (|1.113]) puede ser

verificada usando las propiedades:

n(r) — et n(7)
T2

1/2 T2
Im[*

S (1) — (—it)"“n(r) , To+— (1.115)

Fisicamente, la funcién de particién Z(7,7) corresponde a la amplitud vacio-vacio
de la cuerda a 1-lazo. En este caso la superficie de mundo es un toro T? que tiene
precisamente a 7 como su pardmetro modular. Brevemente, un toro T? con pardmetro
modular 7 = 71 + imy puede ser definido por identificaciones en una red con base

e1 = (1,0) y e = (71.72), como se muestra en la figura

........................
T v |C
.
N
\
\
\
\
"W
o
— oY
— W
\
— W

Figura 1.1: Toro T? como red.
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1.3. Funcién de Particion

El toro T? se ve como un cilindro de longitud 7 en el cual se identifica la cuerda
en el extremo inicial con la cuerda en el extremo final luego de una traslacién por 7,

como se muestra en la figura 1.2

2mT, | 2m

tiempo

27T,

27 } o

Figura 1.2: Toro torcido.

En efecto, usando (1.60) y (1.57)) en (1.109) se encuentra
Z(7,7) = Tr e 22 g2imnFo (1.116)

El primer término en la traza es precisamente lo que se espera de una funcion de
particion para un sistema que se propaga en un tiempo Euclideo 277,. El segundo
término es la traslacién por 277 a lo largo de la direccion o en la cuerda. Ahora, las

. . 2
transformaciones modulares (({1.114]) corresponden a un cambio en la base del toro T<.
Por ejemplo, en la figura[I.3], se muestra un toro equivalente al hacer 7 — 7+1. Todos
los toros con 7’s relacionados por transformaciones modulares son conformalmente

equivalentes y la funcion de particion debe permanecer invariante.

Figura 1.3: Red de toro T2 al hacer 7 — 7 + 1.
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1.3. Funcién de Particion

1.3.3. Funcion de Particion Fermionica

La funcién de particién de la supercuerda cerrada se puede escribir como

Vs

(42 T9)*

Z(r,7) = Zrieht(7) Zleft (7). (1.117)

El primer factor es la contribucién del término ([1.111)) pero en d = 8 dimensiones
transversas. Por otra parte, Z"#(7) y Z!%(7) son las contribuciones de los modos de
oscilacion derechos e izquierdos respectivamente. Para la cuerda tipo IIB las contribu-

ciones de los modos R y L son analogas, y por lo tanto
Zright(T) Zleft(7—_> — |Zright<7)|2. (1118)

Nos concentraremos en describir la estructura de Z8%(7), la cual se define como

Zright (7’) = Tl"(NS@R) PGSO q%MJ’22 (1.119)
donde g = %™ La traza es tomada sobre los estados que se encuentran en los sectores
NS y R. El operador Pggo es el operador que realiza la proyeccion GSO en ambos
sectores y estd dado por

1+ (—1)FR.

. (1.120)

Paso =

Ademas, el operador %/M]% es el operador de masa de los sectores NS y R definido en

(11.83) v ([1.91)) respectivamente.

Estamos interesados en calcular Z'8%(7) para deducir propiedades del espectro

de estados. Se encuentra que Z"&"(7) estd dada por

41|

ey 11 5

2 (r) = S Y Sas—. (1.121)
woe

) )9

El factor 1/n%, que proviene de los estados creados por los osciladores bosénicos o,

j = 1,...,8, se obtiene como se explicé en la seccién 1.3.1. Se demuestra que la
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1.3. Funcién de Particion

contribucién de los estados creados por los osciladores fermidnicos b7 en efecto se

puede expresar en términos de la funcién 19{ } de Jacobi definida por

0)5] () >
B _ p2imap q%oﬂ—i H (1 + qn—&-a—% 62i7rﬁ) <1 1 g Ze 2z7r6> (1.122)

donde ¢ = ¥, y n es nuevamente la funcién de Dedekind (1.108)). La suma sobre
a es una suma sobre los sectores NS y R. Como veremos la suma sobre 8 implemen-
ta la proyeccion GSO. Los coeficientes S,5 son constantes llamadas coeficientes de

estructura de espin.

La invariancia modular de ((1.117)) requiere incluir la suma sobre a y 5 en ([1.121)).
Esto puede ser verificado usando (|1.115]) y las transformaciones modulares

T : 71— 7+1 ; 19{0‘}—>6_”("‘2_0‘)19[ o 1}
B a+pB—3

S i or——— ﬁm—>(—¢T)1/2e2mﬂ19{_ﬁa] (1.123)

Ademas se encuentra que la invariancia modular implica que —Syy = So% = S%o- Se
escoge Sopo =1y S 1= 1 para los coeficientes libres. De esta manera resulta
4(0 4(0 41 4
B0 Rt At A

Zright _ — —+
() = 208 ) ot nt nt nt

[SIENIES

(1.124)

A partir de ((1.124]) se pueden describir los sectores NS y R, y la proyeccion GSO.

El sector NS corresponde a los términos con o = 0. Incluyendo la suma en [ se

encuentra

At
11 0 1
right
NS §$ i — 7742 . (1.125)
Usando (|1.122)) el primer término en Zﬁght resulta ser
4
x { } s

n® n®

S

oo n+ L 1
H<1+q ) <1q2+8+36q2—|—128q—|—...>. (1.126)

n=1
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1.3. Funcién de Particion

El primer término en la suma corresponde a |0)yg, el segundo corresponde a los 8
estados en b’ ,|0)yg, v asi sucesivamente. La degeneracién de los estados se muestra
2

en la tabla Al incluir el segundo término en ([1.125)) se realiza efectivamente la

proyecciéon GSO. Se encuentra
Z = (84 128¢+...). (1.127)
Se observa que el estado |0)ygs es eliminado.

La funcién 9 de Jacobi tiene la representacion equivalente

19{(;} — Z q%(n—‘ra)2 62i7r(n+a)ﬂ T 627;TFT. (1128)
nez
Usando (|1.128)) la funcién de particién en el sector NS se expresa como
_ 1 1o (1 — eim(rotritratrs)
right 1,
ZYE o TZE:Zqz ( 5 ) : (1.129)

Esto muestra que los grados de libertad fermionicos derechos en el sector NS se pueden
describir en términos de un vector r = (1o, 71,72, 73), 74 € Z. El vector r es un peso de

SO(8) en la clase vectorial o escalar. Notese que ((1.129) implica

> rq = impar. (1.130)

Esto es la proyeccién GSO. Por ejemplo, el estado con M? < 0, que posee r = 0 en el

sector NS, es eliminado.

El sector R corresponde a los términos con o« = 1/2 en ([1.124)). Incluyendo la
suma en [ se obtiene
194[%} 194[ ]
~ 11 0
right
Zpo = §$ o — p : (1.131)

[NIEANIES

Segun ((1.122]) el primer término en Zgght esta dado por

AT
o = (1+¢")* = (16 +256¢ +2304¢> +...). (1.132)

n=1
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1.3. Funcién de Particion

El primer término en la suma refleja los 16 estados correspondientes a [S) y |C),
y asf sucesivamente. Los estados y su degeneracién se muestran en la tabla [[.4. Al

implementar la proyeccion GSO incluyendo la suma sobre 8 hallamos
ZE = (84 128¢ +...). (1.133)
Ahora los primeros 8 estados corresponden a |S) = 8, que tiene (—1)fr = 1.

Usando (|1.128)) la funcién de particion en el sector R se reescribe como

gr _ L g (Lot
R n2 5

ra €Z+3

(1.134)

En este caso el vector r tiene componentes semi-enteras, por lo que corresponde a un
peso espinorial de SO(8). Nuevamente se encuentra que la proyecciéon GSO estd dada

por (1.130)). En particular se elimina el estado base 8. cuyo peso espinorial es tal que

Z T, = par.
a

Al utilizar la realizacién de la funcién 19{;} como una suma efectivamente se
pasa a describir los fermiones la superficie de mundo en el cono de luz por cuatro
bosones H, que tienen momentun 7 en la red de pesos de SO(8). A este proceso de
intercambio de fermiones por bosones se le llama bosonizacién. La bosonizacién de los

modos fermiénicos izquierdos es anédloga y conduce a un peso de SO(8) denotado por

D.

Como vemos en (|1.119) a partir de las potencias de ¢ se deduce la formula de

masa %/MIQ%, observando (]1.129[) y (]1.134[) se encuentra

! 1 1 r, € Z NS
2]\412%:]\73—1——7“2—— Dor= (1.135)
2 22 ro €Z+1 R
Ademas r debe satisfacer la proyeccién GSO dada en ((1.130f), tanto en el sector NS

como en el R. Para los modos izquierdos se tiene

o 1 1 Pa € Z NS
TMi=Ne+op’ =5 5 p= 1 (1.136)
Pa €Z+§ R
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1.4. Cuerda Heterética

La proyeccion GSO en el sector NS es
Zpa = impar. (1.137)

En la cuerda tipo IIB que estamos discutiendo la proyecciéon GSO en el sector R es
también (|1.137)). Los operadores de nimero Ng y N ahora incluyen la contribucién

de los bosones obtenidos al bosonizar 17 y .

El tratamiento de la cuerda tipo IIA es similar. La tnica diferencia consiste en la

proyeccion »_ p, = par en el sector R izquierdo.

a

1.4. Cuerda Heterotica

La cuerda heterdtica es una teoria de cuerdas cerradas en D = 10 en la cual
se combinan grados de libertad derechos e izquierdos de distinta naturaleza [I§]. Los
grados de libertad derechos son los de la cuerda fermiénica y estan dados por X }j%(t—a)
y it —o0),j=1,...,8, en el cono de luz. Los grados de libertad izquierdos son
basicamente los de la cuerda bosénica y en el cono de luz estan dados por los 24 campos
X)(t4+0)y Fl(t+0), I =1,...,16. Veremos que invariancia modular requiere la
compactificacién de los campos F} en un toro 16-dimensional T*® = R'%/T en el cual
la red ' debe ser par y auto-dual. Los Ff son bosones en la superficie de mundo que
se pueden intercambiar por 32 fermiones Majorana A4, A = 1,...,32, en la superficie
de mundo. Como explicaremos, la bosonizacién se puede deducir a partir de la funcién

de particion de la teoria.

Nuestro objetivo final en esta seccién es escribir la funcién de particién de la
cuerda heterdtica. Para este fin discutiremos brevemente el espectro de estados de la
teoria. En particular queremos demostrar que el espectro incluye estados de masa nula

correspondientes a vectores de calibre de un grupo no-Abeliano.
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1.4. Cuerda Heterética

Recordemos que el espectro de la teoria se construye tomando el producto tensorial
de los estados derechos e izquierdos. Consideremos primero los modos derechos que
coinciden con los de la cuerda fermidénica. Como se discutié en la seccion 1.2, los
estados pertenecen ya sea al sector NS 6 al sector R. Las férmulas de masa en cada
sector estan dadas por y . Los primeros estados excitados se muestran en
las tablas [1.3]y Nuevamente se impone la proyecciéon GSO (—1)f& =1 tanto en el

sector NS como en el sector R.

Para estudiar los estados izquierdos usaremos la formulacién fermiénica con cam-
pos X i y M. El tratamiento de los espinores A4 es similar a los espinores @j de la
cuerda fermionica. En particular las condiciones de forntera pueden ser periddicas o
antiperiddicas, Veremos que para obtener una funcién de particién invariante modular
es posible aplicar las condiciones de frontera simultdneamente a los 32 fermiones A*.
De esta manera se construye la cuerda heterética SO(32). También es posible dividir a
los 32 fermiones en dos grupos A\Z y X B econB=1,...,16, y aplicar las condiciones de
frontera independientemente a cada grupo. Esta segunda posibilidad lleva a la cuerda

heterotica Eg x FEg.

A continuacién nos enfocaremos en la cuerda heterética SO(32). En este caso las

condiciones de frontera son
M(t, o +21) = =™ \A(t,0) (1.138)

donde v = 0,1/2, para A = 1,...,32. Invariancia modular requiere incluir ambos
valores de 7, es decir incluir sectores NS (7 = 0) y R (v = 1/2) izquierdos. Los campos

A\ tienen asociados unos osciladores \4

4or € L+ % — 7. Como M es un espinor

Majorana sus componentes deben ser reales lo que implica

A=A (1.139)

-
Al cuantizar los A pasan a ser operadores que satisfacen la relacién de anticonmuta-
cion

(MUABY =648 6,40 (1.140)
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con A, B=1,...,32,yr,s € Z+ % — ~. La condicién de realidad (|1.139) se traduce

en M7 = M Las relaciones de anticonmutacién junto con la condicién de realidad

nos indica que los A% con r € Z* + % — ~ son operadores de aniquilacién y los A4
parar € Z* + % — ~v son operadores de creacién. Trataremos los sectores NS y R para
los modos de oscilacién izquierdos siguiendo la discusion de la cuerda fermidnica en la

seccion 1.2.

De igual forma que en la cuerda fermiénica en el sector NS se define un estado
base |0) y¢. Los estados excitados se construyen haciendo actuar los operadores de
creacién bosénicos a’,, y fermiénicos A%, sobre el estado base |0)y¢. La masa de los

estados viene dada por

&I 0

FMi — N 4+ N, +a. (1.141)
El operador N io) es el operador de nimero de los osciladores A v se define como

N =3 et (1.142)

-r°r

T€Z++%
0 . ’,
N§ ) toma valores semi-enteros. El operador Ny, es el operador de niimero para los
osciladores bosénicos & definido en ([1.55). La constante o surge al realizar el orde-

namiento normal y resulta ser

. 8w 32 «— 1
aOZEZn—7 (n+3) (1.143)
n=0 n=0
La primera suma es la contribucién de los osciladores bosénicos &7, j = 1,...,8 y
la segunda suma es la contribucién de los osciladores fermiénicos A4, A = 1,...,32.

Usando la regularizacién ((1.86]) se encuentra

i = —1. (1.144)

En el sector izquierdo de la cuerda heterdtica también se realiza la proyeccién
GSO y para este fin se introduce al operador (—1)f como en la cuerda fermidnica.

Para la accién sobre el estado base |0) y ¢ se escoge

(=1)™10) s = 10) - (1.145)
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La proyeccion GSO consiste en mantener sélo los estados con (—1)f2 = 1. De esta
forma se elimina al estado de M? < 0, )\f% 10) vg, €l cual tiene (—1)F = —1. El estado
base |0) ng también tiene M7 < 0 pero se elimina por la condicién de igualdad de
nivel como explicaremos luego. La proyeccion GSO permite los estados de masa nula

y (—=1)'t =1 dados por
MAP0) vy » AB=1,...,32 (1.146)

Como los /\f% anticonmutan entre si, existe un total de 496 estados. Esta es pre-
cisamente la dimensién de la representaciéon adjunta de SO(32). En efecto, los A2
transforman como vectores de SO(32) y el producto antisimétrico da un tensor anti-
simétrico de dos indices. Finalmente, la proyeccién GSO también permite los estados

de masa nula
a’ 110y vg- (1.147)

Estos estados son neutros bajo SO(32) pero transforman como 8, bajo el pequeno

grupo de Lorentz SO(8).

En el sector R la masa de los estados viene dada por

o a (3 .
5]\/[L:NA2 + N +ay. (1.148)
El operador N ié) es el operador de nimero de los A2 el cual se define como
Nié) = i e A (1.149)
=0
N ,S%) toma valores enteros. Al realizar el ordenamiento normal se encuentra
d;zgin—zﬁ:oon:—%%-g:l. (1.150)

Concluimos que en el sector R todos los estados tienen M? > 0. En particular no hay

estados de masa nula.

37



1.4. Cuerda Heterética

Sector Estados Rep. de SO(8) x SO(32) Campos
bi;|0>NS ® )‘141)‘,3;|6>NS (8v> 496) Af
2 2 2
(NS+,NS+) ' .
bil|0>NS®0~531|O>NS (171) S (28a71) S (35wl) (b@B;w@gm/
2
S) ® )‘14%)‘?%’6>NS (85,496) ¥y
(R+,NS+) o
S) @ al4]0) s (8¢,1) ® (56¢,1) A

Tabla 1.7: Espectro de masa nula cuerda heterética SO(32).

Para construir el espectro se hace el producto tensorial R ® L y se impone la
condicién de igualdad de nivel M7 = M3. La proyeccién GSO en los modos derechos
elimina el taquién. Como no hay estados con M3 = —2/a/, por igualdad de nivel se
climina al estado |0) ng con M7 = —2/d/. Igualdad de nivel si permite estados de
masa nula. Concretamente, combinando estados derechos NS+ con estados izquierdos
NS+ se obtienen los estados indicados en la primera columna de la tabla[1.7 El signo

representa el valor de (—1)f% y (—1)% respectivamente. Por ejemplo, el estado
bi%|0>Ns®Aj‘%Af%|6>Ns (1.151)

en el sector (NS+,NS+) transforma frente a SO(8) como un vector, mientras que
bajo SO(32) transforma en la representacion adjunta 496. En conclusién, este estado

transforma como lo hace un vector de calibre A}, b =1,...,496, de SO(32).

Los estados de masa cero en la segunda fila en la tabla[I.7]se encuentran combinan-
do estados derechos R+ con estados izquierdos NS+. En el sector (NS+,NS+) también
se encuentran el dilatén ¢, la 2-forma de Kalb-Ramond B,,, y el gravitén g,,. En el
sector (R+,NS+) aparecen campos fermiénicos dados por un espinor Weyl de calibre
w;“ en la representaciéon adjunta de SO(32), un espinor Weyl ¢/~ y un espinor-vector

¥, . Los signos denotan la quiralidad de los espinores.
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Como se observa en la tabla existe igual nimero de estados fermidnicos y
bosénicos de masa nula. El espectro es supersimétrico. En particular los vectores Ajf
y los espinores ¢b+ forman un multiplete de calibre. Se concluye que a bajas energias

la teoria resultante es supergravedad N' = 1 acoplada con super Yang-Mills con grupo

SO(32).

1.4.1. Funcién de Particién Heterética SO(32)

La funcion de particion de la cuerda heterdtica, por ser una cuerda cerrada, posee
la misma forma que la funcién de particién fermiénica . La diferencia radica
en la contribucién de los grados de libertad izquierdos Z(7). En la formulacién
fermionica de la cuerda heterética se encuentra

(]

p

11 -
left (=
Zleft(7) = 37 > 8, (1.152)
El factor 1/7%, que proviene de los estados creados por los osciladores bosénicos &7,
j = 1,...,8, se halla como se explicé en la seccion 1.3.1 con d = 8 dimensiones
transversas. Como en la cuerda fermioénica la contribucién de los estados creados por
los osciladores fermiénicos A? viene dada en términos de la funcién o m de Jacobi. En

este caso como tenemos 32 fermiones A\? la potencia del factor 9

Z} /7 es 16. La suma
sobre 7 nos indica el sector, ya sea NS (v =0) 6 R (7 = 1/2). De igual forma que en
la cuerda fermidnica la suma sobre el indice p equivale a la proyeccion GSO. Los S’W

son los coeficientes de estructura de espin izquierdos.

La invariancia modular de la funcién de particién Z(7,T) requiere incluir ambos
valores de 7 y p. Ademds requiere que Spy = S 19 = S, 1. Esto puede ser comprobado
usando las relaciones ((1.115]), y las transformaciones ([1.123]). Para los coeficientes libres

se elige Sgp = 1y S11 = 1. Usando la realizacién de la funcién ﬁm (7) como suma

11
22
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(11.128)), la ecuacién ((1.152f) se reescribe
1 —imSp
Zleft(7) = Z Z g2 (Prt7)® (JreT) . I=1,...,16 (1.153)

~=0, 1P]€Z

16
donde S, = ZPI. Definimos la red I'yg como
I=1

16
1
F16: {(nl,...,nw) y (n1+§ 7L16+ )\nIEZ an—par} (1154)

I=1
En términos de esta red la funcion de particién es simplemente

Zleft (7 Z =" (1.155)

P€F16

La ecuacién corresponde a la funcién de particion de los modos izquierdos
de una cuerda bosénica en la que 16 de sus 24 coordenadas transversas estan compac-
tificadas en un toro 16-dimensional T'® = R'6/I";s. Al pasar de la ecuacién (1.152)) a
la (|1.155)) se realiza una bosonizacién, es decir se intercambian 32 fermiones izquierdos

M por 16 bosones F} que satisfacen la condicién

Fl(t,o+2n)=Fl(t,o)+W! | WeTly , I=1,...,16. (1.156)

Al estudiar la invariancia modular de la funcién de particién Z(7,7) usando
(1.155)) como contribucién de los grados de libertad izquierdos se encuentra que la
red I';g debe ser par y auto-dual. Esto quiere decir que los vectores P € I'14 deben
satisfacer P? = par, y P - W = entero para todo W € T'j4, lo que nos garantiza que
I''¢ = I'lg, donde I'i4 es la red dual a I'ig. Estos resultados pueden ser verificados

usando las relaciones en ([1.115]), (1.123)) y la férmula de resumacién de Poisson [I]

) 1 x )
—ra(WHU)? 2inY-(WHU) _ —T(P4Y)? —2irP-U
E e e = Vol(A) aD7? 5 e e (1.157)
WeA PeA*

donde U y Y son vectores arbitrarios, a es una constante positiva y D es la dimensién

de la red A. La red definida en ([1.154) satisface estas condiciones.
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1.4. Cuerda Heterética

De igual forma que en la seccién 1.3.3, a partir de las potencias de ¢ y ¢ en la
funcién de particiéon Z(7,7) se obtienen las férmulas de masa. Para los grados de
libertad derechos la féormula de masa es la mostrada en . Para los grados de
libertad izquierdos se encuentra

Oé/

1
2M§:NL+NF+§P2—1 , P el (1.158)

donde N es el operador de ntimero de los osciladores F, asociados a los campos Fy.

Estos osciladores, y los @7,,, acttian sobre un estado de vacio denotado |6)

Podemos usar las férmulas de masa (1.135) y (1.158)) para hallar el espectro,

tomando en cuenta la condicién de igualdad de nivel M? = M3%. Como ejemplo halla-
remos el espectro de masa nula. Para esto hacemos M} = M3 = 0. Para los estados
derechos se encuentra que N = 0 lo que implica que r? = 1. Los pesos r de SO(8)
con r? = 1 y que ademds satisfacen la proyeccién GSO, Zra = impar, corresponden a

a

representaciones 8, y 8;. Concretamente,

Peso r ‘ Representacién de SO(8)
(£1,0,0,0) 8, : (1.159)
T(£1,41,+1,+£1) #impar de +'s 85

Para los estados izquierdos con N; = 0, Np = 0, debe ser P? = 2. Los vectores P € '

que satisfacen P? = 2 son
P = (£1,41,0™) (1.160)

donde el 0' nos indica que hay un 0 en las 14 componentes restantes de P, y el
subrayado significa permutacién de las componentes. Estos vectores con P? = 2 son
precisamente las 480 raices no nulas de SO(32). Se demuestra que los estados corres-
pondientes estan dados por ¥ ]6) Las raices triviales necesarias para completar la
representaciéon adjunta vienen de los 16 estados F! 1|6> que tienen Ny = 0, Np = 1,

P =0, y por lo tanto M? = 0. Por tltimo con N, =1, Np =0,y P = 0, estén los 8
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1.4. Cuerda Heterética

estados @7 ,|0) que transforman como 8, de SO(8) y son neutros bajo SO(32). Pode-
mos escribir los estados izquierdos en términos de representaciones de SO(8) x SO(32)

CcOo1mo

(8y,1) @ (1,496). (1.161)

Para contruir el espectro de la teoria se hace el producto tensorial R ® L . Los

estados derechos son singletes de SO(32). Entonces, los estados de masa nula son
[(8v,1) ® (8,1)] ®[(1,496) & (8y,1)], = [(8+,496) & (85, 496)]
@ [(1,1) ® (284,1) ® (35,,1) & (8¢,1) B (56.,1)] . (1.162)

Como es de esperarse se recupera el resultado de la tabla[I.7] Los estados se organizan

en multipletes de super Yang-Mills y supergravedad A" =1 en D = 10.

1.4.2. Funcion de Particion Heterdtica Eg x Eg

La cuerda heterdtica Es x Es se construye dividiendo los 32 fermiones A* en
dos conjuntos A2 y X con B = 1,...,16, cada uno con condiciones de contorno
independientes. La diferencia entre la funcion de particion de esta teoria y la teoria
de la cuerda hetedtica SO(32) reside en la contribucién fermidnica de los modos de

oscilacién izquierdos. Se tiene

11 198 {7} 68 {7/}

eft [ — q P S /

Zleft(7) = 5778 Sy = E S o (1.163)
’77p:07 % 7/7p/:0’ %

La primera suma viene del primer conjunto de osciladores fermiénicos AP y la segunda
suma surge del segundo conjunto de osciladores N'” con B = 1, ..., 16. Al sumar sobre
~v v v se incluyen sectores NS y R para los dos grupos de fermiones. La suma sobre p

y p/ implementa la proyeccién GSO en cada grupo.

La invariancia modular de la funciéon de particion Z requiere incluir todos los

valores de v, v/, py p/. Ademads requiere que los coeficientes de estructura de espin
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1.4. Cuerda Heterética

w Y S’y’p/ satisfagan Soo = 5%0 = 5”0% y Soo = 5’%/0, = _0,%/. Elegimos Soo = 1,

S

11 =1, Syor = 1,y Sir1r = 1 para los coeficientes libres. De forma similar que en
22 2 2

la cuerda heterética SO(32), se usa la representacién de o

Z} (T) como suma (|1.128

para reescribir Z'%  obteniendo

11
ZrF) =~ Y @7 (1.164)
,r] 77 el'gx

jo I's
Ahora la red es el producto de dos redes 8-dimensionales. Cada red I's es una red de

raices del grupo Eg con vectores

1

8
1
I's = {(nl,...,ng) , (n1+§,...,n8+§)\nJ€Z, ;nJ:par}. (1165)

La red I's x I's también es una red par y auto-dual, por lo que satisface la condicién
de invariancia modular. En 16 dimensiones solo existen dos redes pares y autoduales:

P16 y Fg X Pg [18]

Al igual que en la seccién 1.4.1 podemos usar las férmulas de masa ((1.135) y
para hallar el espectro de masa nula, tomando en consideraciéon que P €
I's xI'g en . Los estados de masa nula deben satisfacer M7 = M3 = 0. Para los
estados derechos se encuentra el mismo resultado (|1.159)). Para los estados izquierdos
se obtienen nuevamente a los 8 estados d11|6> con Np =1, Np =0,y P =0, los
cuales transforman como vector de SO(8) y son neutros de calibre. Ademds de estos
estados también se encuentran a estados con Nj, = 0, Np = 0, y P? = 2. Los vectores

P T4 xTIgcon P2 =2son

Py = (£1,41,0% x (0°) , P, (£1%) x (0%) # par de +'s

P = (0%) x (£1,41,0°) , Py =(0%) x =(+1%) # par de +'s.  (1.166)

1
2

Aqui 0™ y £1™ indica que hay m componentes iguales a 0 y £1 respectivamente. Los
vectores P y P, son precisamente las 240 raices no nulas del grupo Eg, mientras que P|
y Pj corresponden a otras 240 raices no nulas de un segundo Eg. Concluimos entonces

que el grupo de calibre es Fg x Ejg. Las raices triviales necesarias para completar la
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1.4. Cuerda Heterética

representacion adjunta de Fy x Es estan dadas por los 16 estados F7,|0) y F'|0),
J =1,...,8, que tienen N, = 0, Np = 1, y P = 0. Podemos escribir los estados

izquierdos en términos de representaciones de SO(8) x Eg x Eg como
(84,1,1) @ (1,248,1) & (1,1, 248). (1.167)

Tomando el producto tensorial de los estados derechos con los izquierdos se obtienen
nuevamente un multiplete de supergravedad N' = 1, y un multiplete de super Yang-

Mills con grupo de calibre Fg x Fg, dados por

[(1,1,1) & (28,,1,1) & (35,,1,1) @ (8.,1,1) & (56,1,1)] &

((8,,248,1) @ (8,,1,248)] @ [(8,,248,1) @ (8, 1,248)]. (1.168)

Notese que los vectores y espinores de calibre no transforman simultdaneamente bajo

los dos Ex.
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CAPITULO 2

COMPACTIFICACION EN ORBIFOLDS

En este capitulo se discutira la compactificacién de cuerdas en orbifolds. Primero
se definiran los orbifolds y se explicaran algunas propiedades. Luego se estudiara la
propagacién de cuerdas en distintos orbifolds toroidales [4l 5]. También mostraremos
la funcién de particién en cada caso [19] 20]. El objetivo final es mostrar la funcién de

particién de la cuerda heterdtica en el orbifold T®/Zy x Zy, [8).

2.1. Geometria de Orbifolds

Geométricamente, un orbifold O es el espacio cociente obtenido al identificar los

puntos de una variedad M bajo la accion de un grupo discreto GG, esto es,
O =M/G. (2.1)

El espacio cociente se define como el espacio de las clases de equivalencia bajo la

relacion

r~gr , VgelG , xzeM. (2.2)



2.1. Geometria de Orbifolds

€9 4

Figura 2.1: T? = R?/T.

Decimos que G actia libremente si para g € Gy ¢ € M, la tnica solucién de la
ecuacién gr = x es g = 1. Existen orbifolds singulares en los que gz = = con g # 1.
A estos puntos z se les llama puntos fijos. Los orbifolds con puntos fijos fallan en ser

una variedad.

Un ejemplo simple de un orbifold O es el toro T? definido como T? = R?/T, donde

I' es una red descrita por
F={e, €R* |V =nge,, na €Z,a=1,2}. (2.3)
En este orbifold los puntos x € R? satisfacen la relacién
r~x+V , Vel (2.4)

El grupo GG en este caso es el grupo de traslaciones sobre la red, el cual actia libremente.

El espacio resultante al realizar la identificacién (2.4) se muestra en la figura [2.1]

Un ejemplo de un orbifold con puntos fijos es el cono definido como C/Zy, donde

Zy es una rotacién por un angulo 2 /N. En el orbifold los puntos z € C cumplen con
z o 2N, (2.5)

Al realizar la identificacién se encuentra que el origen z = 0 no cambia con la rotacién,
convirtiéndolo en un punto fijo de C/Zy. En la figura se muestra la construccion

del cono via la identificacién ([2.5).
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/

punto fijo singularidad

Figura 2.2: C/Zy.

Existen también los llamados orbifolds toroidales definidos como T” /G, don-
de TP es un toro D-dimensional y G, es un grupo de simetria puntual tal que
G, C SO(D). Los elementos g de G, son rotaciones y estan restringidas a actuar
cristalograficamente sobre la red del toro, es decir Vg € G, V € I', gV € I'. Como
TP = RP/T, el orbifold T?/ G, puede verse como R” /S, donde S es el grupo espacial,

el cual contiene a las rotaciones y traslaciones en la red I'.

Para el caso en que G, = Zy. Los elementos 6 de Zy poseen los autovalores
er?mi j = 1,...,D/2, sobre una complejificaciéon de las coordenadas de R? con D

par, es decir
Q(Igi_l :i: ZiEQZ) = Gi%m}i (xZi—l j: ZfL‘Ql) (26)

Ademds, estas rotaciones deben satisfacer VY = I, lo que nos dice que v; = k; /N, con
k; entero. Estos orbifolds en general admiten puntos fijos. El nimero de puntos fijos,

x(0), de 6 esté dado por [

D/2
x(0) = det(1 —0) = H4sen2(7rvi). (2.7)

Este niimero debe ser entero y por lo tanto los valores de v; estan restringidos.

Un ejemplo de orbifold toroidal es T? /Zs. Consideremos T? parametrizado por

las coordenadas (X1, X5) € R? tal que X; ~ X; + 1, i = 1,2. La base de la red del
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)

S
singularidad

e |

Figura 2.3: T?/Z,.

toro es e; = (1,0) y e3 = (0,1). El grupo Zy contiene dos elementos, la identidad
I y una rotaciéon 6 por un angulo 7. La accién de 6 sobre las coordenadas X; es

0: (X1, Xs) = (—X1,—X3). Esta accién deja cuatro puntos fijos

1 1 11

fOZ(an) ) f1:(§70) ) f2:(07§) ) f4:(§7§)' (28)

En la figura se muestran los pasos para construir T?/Z,, identificando los puntos

de T? bajo la accién 6.

Estamos interesados en obtener una teoria supersimétrica al compactificar. Su-
persimetria requiere la existencia de espinores v invariantes, es decir #y = . En
particular discutiremos el caso D = 6. En este caso 6 es una rotaciéon de SO(6) y
posee autovalores e*2i j = 1,2 3, sobre la representacién vectorial de SO(6) que

posee pesos (£1,0,0). La rotacién 6 se puede escribir como

0 — 2im(viJiatvaJsatuvsse) (2.9)

donde Joy;_19; son los generadores de la sub-algebra de Cartan de SO(6). Para el
caso de espinores, # actia sobre una representacién espinorial de SO(6) con pesos
1(£1,£1, £1). En esta representacion los autovalores de 6 son e™(#v1%02%03) Entonces,

para tener una teoria supersimétrica al compactificar necesitamos que se cumpla

+v; £ve+ v3=0 mod 2 (2.10)
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para alguna escogencia de signo. Como veremos méas adelante, en teoria de cuerdas

ademads se debera satisfacer la condicién
N(vy +vg +v3) =0 mod 2 (2.11)

para obtener una teoria invariante modular al compactificar en estos orbifolds.

2.2. Propagacién de Cuerdas en M, x T°/G,

En esta secciéon nos interesa estudiar la propagacion de cuerdas cerradas en el
espacio My x T%/ G, donde My es un espacio-tiempo de Minkowski 4-dimensional y
%/ G es un orbifold toroidal 6-dimensional. Como el orbifold es plano, en este espacio
las ecuaciones de movimiento permanecen invariantes, y sélo cambian las condiciones

de contorno.

Las teorias en My son idénticas a las discutidas en el capitulo 1. Nos concentra-
remos en describir las cuerdas en el orbifold T°/G,. El espacio T®/G,, es un orbifold
que admite puntos fijos, por lo tanto es un orbifold singular. Sin embargo, la propa-
gacién de cuerdas en estos espacios no es singular [4, [5]. Esto se debe a la adicién
de los llamados sectores torcidos. Estos sectores son aquellos en los cuales los campos

satisfacen la condicion
X(t,o+2m)=gX(t,o) , g€eq. (2.12)

El sector con ¢ = 1 es llamado el sector no torcido. Como veremos méas adelente

necesitamos incluir estos sectores para obtener un teoria invariante modular.

Consideramos a los estados en el espectro fisico como a los estados que son inva-
riantes frente a la accion del orbifold. El operador que realiza la proyeccién sobre estos

estados viene dado por

P = @ZE (2.13)
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donde h es una representacion del elemento h del grupo sobre los estados de la cuerda,
y |G| es el nimero de elementos del grupo. Por ejemplo, para el caso en que G, = Zy

el proyector P toma la forma

1
P=N(1+9+92+...+6’N‘1). (2.14)

Hemos visto como a partir de la funcién de particién podemos obtener el espectro
de la teoria. Por esta razén estamos interesados en hallar la funcién de particion en
el orbifold. Para esto escribiremos la funcién de particién en el sector no torcido y
realizaremos transformaciones modulares para determinar la funciéon de particién en

otros sectores. La funcién de particion en el sector no torcido es

Zi(7,7) = Tr P ghoWgh® (2.15)

donde P es el operador definido en (2.13)). Los operadores Lo(1) y Lo(1) son los ope-

radores de Virasoro de orden cero hallados con g = 1. Al sustituir P en la funcién de

particién ([2.15]) se obtiene
1
|

Z(1,7) = € Z Tr h qheMgho®), (2.16)
heG

Incluir A en la traza implica que también debemos considerar a los estados con las

condiciones
X(t+2m7me, 0+ 21m) = hX(t,0). (2.17)

Las cantidades 7 y 7o son respectivamente la parte real y la parte imaginaria del
parametro modular del toro 7. La ecuaciéon (2.16]) se puede escribir como
1
Z(r,7) = @ZZ(l,h) (2.18)
heG

donde la funcién Z(g, h) es la funcién de particién hallada con la condicién de contorno

(2.12) en o y la condicién (2.17)) en ¢.

La funcién de particién total debe ser invariante frente a las transformaciones

at+b

modulares 7 = 7 = )
cT+d

Sin embargo al aplicar estas transformaciones cambiamos
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h y g, es decir modificamos las condiciones de contorno. Bajo las transformaciones

modulares los elementos A y g cambian como
(9.7) = (¢, 1) = (¢h°, h*g"). (2.19)

Por ejemplo, vemos que al aplicar S : 7 — —1/7 cambiamos (g,h) — (h,g7'). En
particular observamos que si ¢ = 1 la transformacién S cambia el sector no torcido
(1,h) por el sector torcido (h,1). La transformacién 7 : 7 — 7 + 1 s6lo afecta a la
condicién de contorno en t, por lo que (g, h) — (g, hg). Al aplicar esta transformacion,
las condiciones (h, 1) cambian a (h, h), si la aplicamos nuevamente obtenemos (h, h?).
Si realizamos este proceso repetidas veces observamos que para tener una funcién de
particién invariante frente a transformaciones modulares debemos incluir a todos los

sectores torcidos.

Finalmente podemos escribir la funcién de particién total como [4 [5, [1T]
1 1 - =
Z(r.7) =15 SNS Zgh) =) a > Tr b go@gh® (2.20)
Gl 9eG heG gea G| heG

donde Lo(g) y Lo(g) son los operadores de Virasoro de orden cero hallados con la
condicién de contorno . La funciéon de particion es valida iinicamente para
grupos Abelianos. Para el caso en que G es no Abeliano se debe realizar las sumas
sobre [g, h] = 0, sino las condiciones y (2.17)) son incompatibles. Usaremos estos
resultados para escribir la funcién de particion para las cuerdas bosénica, fermionica,

y heterdtica en distintos orbifolds.

2.2.1. Torsidn discreta ¢(h, g)

Es posible generalizar la funcién de particién Z(7,7) (2.20) en la forma

2(r,7) = é SOS cg.h) Z(g,h) (2.21)

geG heG
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donde (g, h) es una fase relativa, llamada torsion discreta [7]. e(g, h) estd restringida

por invariancia modular que impone las condiciones

e(gf,h) = elg,h)e(f,h)
(g, hf) = elg,h)elg, f)
e(g.h) = e(h,g)™
e(g.h)e(h,g) = e(g,9) =e(g,1) =¢e(l,9) =1 (2.22)
donde f, g, h € G. Para el caso de una compactificacién en el orbifold toroidal T /Zy

con generadores h = 6% k = 0,...,N — 1, las condiciones (2.22) implican que
e(0F, 6 = 1.

Otro ejemplo, es el orbifold T /Zy x Zy, con G, generado por 0 € Zy (0N =1)
vy w € Zyr (WM =1) con M divisible por N,y M > N. Las condiciones (2.22)) implican
que €(6,w) = ¢, donde ¢ es la una raiz enésima de la unidad (¢ = 1). Se encuentra

que para cualquier sector torcido #¥w’ la torsién discreta viene dada por
e(0*wt, 0'w®) = kst (2.23)

Por ejemplo, para el orbifold T /Zy x Z, 1a torsién discreta toma los valores de e = +1.

2.3. Cuerda Bosénica en T®/Zy

Nos interesa hallar la funcién de particion de la cuerda cerrada bosdnica en el
orbifold T®/Zy, donde T® = T? x T? x T?. Supondremos que el orbifold es simétrico,
es decir G, actta de igual forma sobre los modos de oscilaciéon derechos e izquierdos.
Las ecuaciones de movimiento para las coordenadas transversas X’(t,0), j = 1,...,6,
siguen siendo las ecuaciones de ondas . En este orbifold hay N — 1 sectores

torcidos por 0%, k =0,..., N — 1, con las condiciones de contorno
Xi(t o+ 2n) = 0" XI(t,0) + 20’ (2.24)
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donde W es un vector que pertenece a la red I' del toro T®. El sector con k = 0 es el

sector no torcido y corresponde a una compactificacién en un toro TC.

Para proceder es 1til definir una complejificacién de las coordenadas X7 como

| . .
o= (XU XYY j=1,2,3, (2.25)

V2

junto con su complejo conjugado z’. La accién de los generadores §* sobre las coorde-

nadas 2/ y 2/ estd dada por
ki = g2imhviyi - ghzT — =2imhvizd (2.26)

La solucion de la ecuacion de ondas se puede escribir como

— J ; s _—is(t—o) r _—ir(t+o)
Z(t,o)=2z2)+1 5 [ gs ~ € + Er ¢ ] (2.27)

. . / A T
(o) =2 +i % [Z % Y O;—“ e‘w(t“)] . (2.28)

u

Aqui hemos asumido que #* no deja direcciones invariantes y por lo tanto los posibles
términos lineales en ¢ y o son incompatibles con las condiciones de forntera . Al
aplicar las condiciones de contorno se encuentra ademas que zg es un punto fijo
bajo la accién de 6*. Los valores de 7, s, u, y v, también se determinan aplicando las

condiciones de contorno (2.24). Por ejemplo, al aplicar (2.24) sobre 27 encontramos

2ims —2imr

que €27 = 2™ para los a’s v e = 2™ para los @’s, lo que nos dice que
s =n+kvj y r =n — kv; con n € Z. De igual forma se procede para z/ encontrando

que u = n — kv; para los @’s, y v = n + kv; para los @’s, donde n es entero.
Al cuantizar se encuentra que los inicos conmutadores distintos de cero son

Oészrkvj? Oé'rj).w—kvj = (TL + kvj) 5m+n,0 nij ) [&%+kvj7 dritfkvj] = (m + kvj) 5m+n,0 7716229)

Las relaciones de conmutaciéon (2.29) nos indican que tenemos unos operadores de

y i i i , y
creacion derechos o, aly oo @y, al, . con kuj € (0,1), y también
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unos operadores de aniquilacion a,gvj, aerkUj, .. .,o?lj_kvj, dg_kvj, ... con kv; € (0,1). El
operador ntumero Ni asociado a estos osciladores esta dado por
Ny = Z 0, O, —1—2 PO, Oy - (2.30)
n=0 n=0

Existe una expresion analoga para el operador ntimero Ny, de los osciladores izquierdos.

Para construir el espectro se define un estado base |0, f), el cual es destruido por
todos los operadores de aniquilacién. Este estado base depende del sector torcido 6% y
de la cantidad de puntos fijos f = 1,..., x(6%) de 6*. El niimero de puntos fijos, x(6%),
de 0% esta dado por

x(6%) = H 4 sen®(mkv;). (2.31)

j=1
Mais adelante obviaremos el indice de punto fijo f, y hablaremos del estado base |0)y

con una degeneracion a ser especificada.

Los estados excitados se construyen haciendo actuar a los operadores de creacién
sobre el estado base |0, f)x, satisfaciendo la condicién de igualdad de nivel N; = Npg.
Estos estados estan caracterizados por transformar bajo la accién de los elementos de
Zy. En particular en el espectro nos interesan los estados que son invariantes bajo 6°,
¢=0,...,N —1. Bajo la accién de 6 los estados tienen el autovalor e*(Prtrr) E]
valor de pg se halla anadiendo las autovalores de cada oscilador derecho bajo la accién
de 6 y similarmente para p;. Por ejemplo, los osciladores o kv o 2y bajo
0t anaden vj a pr y los osciladores 071 kv, o‘zz k> contribuyen con —wv;. Para los

osciladores izquierdos los @’s contribuyen con —v; al valor de py y los &@’s con v;.

Nuestro interés fundamental es hallar la funcion de particién que segin la ecuacién

(2.20) esta dada por

N-1N-1

P
P

[Tr G qio(g’“)] (2.32)
0

1
N

B
Il
o
~
Il
=)
=
Il
o
o~
Il



2.3. Cuerda Bosénica en T°/Zy

donde hemos usado el proyector P definido en como proyector del orbifold
T%/Zy. Usando el método mostrado en la seccién 2.2, se determina Z(7, 7). Inicial-
mente se halla la funcién de particién en el sector no torcido (k = 0), y luego usando las
transformaciones modulares S y T se determina la funcién Z(6%,6%). De esta manera

se encuentra [19)]

Z(6"%, 0% = x(0%,0% H { (2.33)

—i—k‘vJ
+lv;

donde 7 es la funcién de Dedekind definida en ((1.108]), y la funcién 19[;} es la funcién
¥ de Jacobi dada en ([1.122)). La constante x(6%,6%) es el nimero de puntos fijos si-
multdneos de 6% y 6° en la red rotada por 6*. Por definicién x(1,60%) = x(6%,1) = x(6%),

donde x(6%) estd definido en (2.31)).

Usando la representacion de 19[‘;] como productorias (|1.122]) la ecuacién ([2.33)) se

reescribe como

50 2

3
H H(l _ qn-i-kvj 62i7r€vj)—1(1 o qn—l—kvj e—2i7rﬁvj)—1 (234)
j=1ln=1

1

Z(0%,0%) = x(6",60°)(qq) 3"

La constante Ej es parte de la energia de vacio de los infinitos osciladores y estd dada

por

3
1
By = > Elo|(1 = Elvy)). (2.35)
j=1

Sustituyendo (2.34) en (2.32)) y agrupando las potencias de g y ¢ se obtiene

N-1N- N-1
_ 1 a2 ol o
2(r.7) —NZZ @09 =3 | X dloonya¥migtri ) a0
=0 :0 k:O mR mL
A partir de las potencias de ¢ y ¢ se deducen las férmulas de masa
o 1 o 1
—M3 = Ng+ Ej, — = —M} =Ny +E, — ~. 2.37
9 R R T L 4 9 R L+ L 4 ( )

donde la energia de vacio Ej esta definida en ([2.35]).

95



2.3. Cuerda Bosénica en T°/Zy

La cantidad dj,(m%, m?), es la degeneracién que cuenta el niimero de estados por

nivel de masa m% y m%. A partir de la funcién de particién se obtiene

=

1 .
Al m3) = + 37 X(0F,0) eAintonton) (2.38)
0

~
Il

donde e*7rLtrr) eg el autovalor de #¢ sobre los estados con productos de osciladores
explicado anteriormente. La constante x(6%,6¢) es el nimero de puntos fijos de 6% y
¢ en la sub-red rotada por @%. Para los sectores torcidos el valor de y (0%, 0°) puede

diferir de x(6%,6%). Concretamente, el valor de (6%, 6%) estd dado por [19]

X(6,0°) , kv #Z
8 kot
$(0F,0°) = X(07,0') k=7 (2.39)
H 4 sen®(mlv;)
J,kv;€Z

Este resultado se deduce usando (2.33)).

La degeneracion dy se interpreta como un proyector, ya que determina los estados
que permanecen en el espectro, y sabemos que sélo los estados invariantes bajo la
proyeccion del orbifold estan permitidos. Por ejemplo, para el sector no torcido, donde
los x(1,60%) = 1, dy se escribe como

1 N-1 2imtp _ 1 — 6217rpN
do(mR,mL = N e (& m (240)
=0

donde p = pr + pr. En general p es un miltiplo de 1/N y por lo tanto dy se anula a
menos que p sea un entero. En este caso al tomar el limite se encuentra que dy = 1. En
particular, el estado de vacio es invariante y no degenerado. Al actuar con operadores
de creacion se obtiene un estado invariante sélo cuando p = entero, como es logico

porque la accién de #¢ sobre el estado es precisamente 7.

Para finalizar discutiremos brevemente la funcion de particion de la teoria pro-

pagandose en el espacio My x T®/Zy. La funcién de particién en este espacio es el
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2.4. Cuerda Fermidnica en T°/Zy

producto de la funcién de particién en el espacio-tiempo My por la funcién de particion
en T°/Zy. En los sectores torcidos se encuentra

2
3

1 n
k b\ _ k pt
Zp(0",0") = ’n(T)‘4X(9 ,0%) U“? | (2.41)
= %+€Uj

El primer factor en (2.41)), que proviene de la funcién de particién en el calibre del
cono de luz de la cuerda bosénica en My, surge como se explicé en la seccién 1.3.1

con d = 2. El resto es la funcién de particion ([2.33]) del orbifold.

2.4. Cuerda Fermiénica en T®/Zy

En esta seccién queremos hallar la funcién de particion de las cuerdas cerradas
fermidnicas en el orbifold T/Zy. En la teorfa de cuerda fermiénica en el cono de luz los
campos son los bosones X(t, ) y los fermiones ¥(¢,0), i = 1,...,8. La contribucién
de los grados de libertad bosénicos a la funcién de particion ha sido explicada en la
seccién anterior y se resume en la férmula (2.41]). En esta seccién nos dedicaremos a
describir la contribucién de los grados de libertad fermiénicos denotada por Zr (0%, 6°).

Para ser concretos trataremos la cuerda fermidnica tipo I1B.

Para empezar recordemos que el campo W(t, o), el cual es un espinor Majorana
en las dos dimensiones de la superficie de mundo. tiene componentes ¥'(t — o) y
&i(t + o), las cuales son modos de oscilacién derechos e izquierdos respectivamente.
En el orbifold, los campos ¢ v 47, j = 1,...,6, también sastisfacen las ecuaciones de
movimiento mostradas en . Para discutir el efecto de las condiciones de contorno

en el orbifold consideraremos los modos derechos 7. En un sector torcido por 6%,

k=0,...,N —1, se tiene

Y (t, o +21) = =¥ 0" (t,o) , j=1,...,6. (2.42)
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2.4. Cuerda Fermidnica en T°/Zy

donde ae = 0,1/2, indica el sector NS 6 R. Ademds también se deben tomar en cuenta

las condiciones de contorno
Yt + 217y, 0 + 27my) = —X PN (t, o) (2.43)
donde 8 = 0,1/2. Definimos una complejificacién de ¢’ como

. 1 . .
V= —@¥ ¥y | j=1,2,3 2.44
ﬁw i) J (2.44)

junto con su complejo conjugado €. Las condiciones de contorno que satisfacen Q7 y

7 en el sector 6% son

Qi(t,o+21) = —e*™ 2 ™iQi(t o) (2.45)

Qit,o+2m) = —e¥m™ e 2™t o). (2.46)

Se encuentra que € y {’ tienen asociados unos osciladores fermiénicos o’

n+oa— % +kv; con

77
nes,y bn+a_1

jp, COTL T entero, respectivamente.
3 hY;

Para hallar la parte fermiénica de la funciéon de particion se procede como en el

caso bosénico. Se empieza con la funcién de particién en el sector no torcido, k = 0,

la cual estd dada en (1.118) y (1.121) para ¢ = 0. Luego se determina Zx(1,6")

incluyendo la accién de 6 sobre los 17 y 97, Para obtener Zp (0% 0%, k # 0, se
realizan transformaciones modulares. De esta manera se encuentra que la contribucién

fermiénica en el espacio My x T/Zy es [19, 20]

glel 3 pglatko 2
205,00 = | 3 Suslh) Ef | 11 ; Z“ﬂ] (2.47)
a,B:O,% Jj=1

El factor 19{0‘} /1 es la contribucién de los fermiones ¢%, i = 7,8, en el cono de luz,

B

mientras que cada factor 19{0‘ +kv;

6 + 2 Uj
en T%/Zy. Como ya hemos visto la suma en « indica, ya sea el sector NS (a = 0) 6 el

}/77 se debe a los ¥/, j = 1,...,6, compactificados

sector R (av = 1/2). La suma sobre 3 realiza la proyecciéon GSO. Los S,z(k, ¢) son los

coeficientes de estructura de espin, los cuales dependen de los sectores torcidos.
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2.4. Cuerda Fermidnica en T°/Zy

La funcién de particiéon completa se escribe como
N-1N-1

Z(r,7) ::j%;j{: > Zp(0%,0") 2R (6%, 0") (2.48)

k=0 ¢=0

donde Zz(6%,6%) es la funcién de particion bosénica definida en (2.41) y Zz(6%,6%)
es la contribucién fermiénica (2.47). Al estudiar a invariancia modular de Z(7,7) se

encuentra que los coeficientes S,z5(k, ¢) deben satisfacer las relaciones

Soo(k,0) = =Sig(k,0) =1, —=Spr(k,0) = Sy1(k,0) = e7retw) (949

11
22
Para compactificaciones de cuerdas tipo IIB se encuentra que los coeficientes Sys(k, ¢)

asociados a los modos de oscilacién izquierdos satisfacen las mismas relaciones en

2.49)). Como SO%(O,O) = —1,y 0¥ =1, al sustituir k = N en (2.49) se encuentra
que los v; deben satisfacer la condicién (2.11)), N(v; + v + v3) = 0 mod2. En forma

consistente con supersimetria es conveniente escoger (v + vo + v3) = 0.

Utilizando la representacion de 19[%} como suma (|1.128)) se demuestra que
9 {a:| 3 9 {Oz +k U]}
B H 5+£Uj _ i4 Z q%(rJrkv)2 €2i7r£(r+kv)~v eQiﬂ'ﬁ(ro+r1+r2+T3) (250)
n 7=1 n U ro€l+o

donde se ha asumido (v + v3 + v3) = 0, y se ha definido el vector
v = (0,v1,vq, v3). (2.51)

Nuevamente se ha realizado una bosonizacién, intercambiando los fermiones ¢, i =
1,...,8, por 4 bosones H, con momentun (r + kv). En forma similar los fermiones g
se intercambian con 4 bosones H, con momentun (p+kv). Los vectores r y p son pesos
de SO(8) y al hacer la suma sobre [ se encuentra que se debe satisfacer la proyeccion

GSO, Zru = impar, tanto en el sector NS como en el R.

La funcién de particién completa (2.48)) a su vez se expresa en la forma (2.306)).

Expandiendo Z5 y Zr en potencias de ¢ y ¢ se determinan las férmulas de masa

/ 1 1
%Mé:NR+§(r+k’u)2+E -3 (2.52)
a 1 9 1
EML = N, + §(p + kv)* + B — 3 (2.53)
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2.5. Cuerda Heterdtica en T°/Zy

donde Ej es la energia de vacio dada en ([2.35). EL operador nimero Ng incluye
la contribucién de los osciladores o’s dada en (2.30), que en general tiene valores
fraccionarios, y también la contribucién de los osciladores H_,, asociados a los bosones

H,, la cual es entera. El operador Ny, es similar.

La degeneracién de estados también se determina a partir de (2.48)). Se encuentra

[19]
N—
di(m2%,m?) = Z (0%,0°) AL(Ng, pr,7: N1, pr, D) (2.54)
Z:
donde la fase Ag(Ng, pr,7; Np, pr,p) esta dada por

Ag(Ng, pr,7; Np, pr,p) = exp{2im [(r + kv) v — (p+ kv) - v+ (pr + pr)]}- (2.55)

El factor x(6%,6%) es el nimero de puntos fijos simultdneos de 0% y 6° en la sub-red
rotada por 6% definido en (2.39)). La degeneracién d, se interpreta como un proyector,
ya que se anula cuando el estado caracterizado por r, p, pr, y pr, no es invariante bajo

la accion del orbifold. Por estéd razén a dj. se le llama proyector Zy.

2.5. Cuerda Heterética en T®/Zy

En esta seccién estudiaremos la funcion de particion de la cuerda heterdtica al
compactificar en el orbifold T®/Zy. Como vimos, la cuerda heterdtica es una teorfa
de cuerdas cerradas en la que los grados de libertad derechos son los de la cuerda
fermiénica dado por X&h(t — o) y ¥'(t — o), i = 1,...,8, en el cono de luz. Los
grados de libertad izquierdos estdn dados por los campos Xt (t+0),i=1,...,8,y 32
fermiones Majorana A\, A = 1,...,32. Para empezar discutiremos la cuerda heterédtica
SO(32), en la que las condiciones de contorno sobre los 32 fermiones A* se aplican

simultaneamente.

La accién de 6% sobre los campos Xﬁ%, W,y Xi, j=1,...,6, fue explicada en las

secciones 2.2.1 y 2.2.2. Invariancia modular requiere que exista una acciéon sobre los
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2.5. Cuerda Heterdtica en T°/Zy

32 fermiones \“. Definimos una complejificacién de los A4 como

1
512—()\21_1+i)\21) ’ [:1"_.167 (2.56)

V2

junto con su complejo conjugado &7, Por ser fermiones asumimos que la accién de 6%
sobre los ¢! tiene la misma forma que sobre los €. Para esto introducimos el vector
V, con componentes VI = KI/N, I =1,...,16, con K € Z, que realiza la accién de

0 sobre los &7, esto es
61{51 — GZiWkVIfI. (257>

Como 6V =1, veremos que el vector V debe satisfacer NV &€ I'y4, donde I'j4 es la red

definida en (1.154]) en la seccién 1.4.1.

La funcién de particién total tiene la misma forma (2.48). La contribucién de
los grados de libertad bosénicos X%, i = 1,...,8, es la explicada en la seccién 2.4,
y se resume en la ecuacion (2.41)). Para determinar la contribucién de los grados de

libertad fermidnicos se procede como en la seccién anterior. Se comienza con la funcién

de particién en el sector no torcido, k = 0, dada en (1.118]), (1.121)), y (1.152)), para

¢ = 0. Luego se halla Zx(1,0%) incluyendo la accién de #° sobre ¢/ y A\*. Para obtener

Z(60%,6%) con k # 0 se usan las transformaciones modulares. De esta forma se encuentra

| 3 {a—kkvj} 16 lg[w—ka]}
) / 1A%
Zp(0",0°) = 7 03T S 0 [ > Stk ) [T (258)
a,ﬁzO,% Jj=0 ~, p=0, 1 5 I=1 "
El factor con ﬁ{%i]g% }/ n corresponde a la contribucién de los 9%, i = 1,...,8, en

My x T/ Zy, donde consideramos vy = 0. El factor con los 19{7 + kvf} /7 se debe a los
M, A=1,...,32, compactificados en T®/Zy. §(k, £) es una fase fijada por invariancia
modular. Para k = 0, se elige §(0,¢) = §(0,0) = 0 y para determinar ¢ en los otros
sectores se realizan transformaciones modulares. Se encuentra que la fase estd dada

por
§(k,0) = kO(V? —v?). (2.59)
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2.5. Cuerda Heterdtica en T°/Zy

La suma sobre los indices « y 7, indican los sectores ya sea el sector NS (o = 0) o el
sector R (o = 0), de igual forma para 7. La suma sobre 5y p implementa la proyeccién

GSO. Los coeficientes Sas(k, £) v S,,(k, £) son los coeficientes de estructura de espin.

Al estudiar la invariancia modular de la funcién de particién total Z(7,7), los
coeficientes S,s(k, £) satisfacen las condiciones (2.49), y los coeficientes S,,(k, £) deben

satisfacer

B B B ink» Vi
Soo(k,0) = S1y(k,0) =1 , Syi(k,0) =S1.(k,l)=e T . (2.60)

11
22

l\’)\)—l

1

20
_ G _ N _ _

Como S;1(0,0) = —1, 551(0,0) = 1, y % =L, al hacer k = N en 1) y 1 se

encuentra la condicién (2.11)), que restringe los v;. Como antes es conveniente elegir

(v1 + vy + v3) = 0, para garantizar supersimetria e invariancia modular. Ademads se

encuentran las relaciones
16

N> Vi =0 mod2 (2.61)

N(V? —v*) =0 mod?2 (2.62)

A partir de (2.61)) se demuestra que NV & I'yjs. La condicién (2.62) es necesaria
para garantizar la igualdad de nivel M? = M3%. Con las condiciones (2.61)), (2.62)), y
NV € I'ig, se determinan los vectores V' permitidos por invariancia modular. Siempre

hay una solucién de estas condiciones dada por
V = (v1, 0,03, 013)~ (2.63)

Esta solucion se denomina accion estandar.

Utilizando la representacion de 19[0‘ como suma (|1.128)) se encuentra que

3

16 19|:'y—|—kV1} —2i7 Pr+kV]
HM 1 Z g2 PHEV)? o= 2inl(PHRV)-V o p;( ' I). (2.64)

16
I=1 N U PreZ+~
En terminos de la red I'ig la contribucién de los A se escribe como

s 31 ]
Zka‘E H pHEVI] 16 Z 7% P+kV)? =2iml(P+EV)-V (2.65)

n
vp 0,% Pelis
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2.5. Cuerda Heterdtica en T°/Zy

Usando esta representacion hemos realizado nuevamente una bozonizacion. Hemos
cambiado los 32 fermiones A\ por 16 bosones F{, I = 1,..., 16, con momento (P+kV),

P € T'y4, que satisfacen la condicion
Fl(t,o+2n) = Fi(t,o) + kVI + W! (2.66)

donde W € T'y5, y k # 0. Al hacer kK = N necesariamente el vector NV € T'4, ya
que este sector corresponde al sector no torcido con la condicion mostrada en (3.47]).

Vemos nuevamente que el vector V' es una traslacion de la red I'y4.

La funcién de particién completa Z(7, 7) también se expresa como . Expan-
diendo Z5 v ZF en potencias de q y ¢ se encuentran las férmulas de masa. La féormula
de masa para los modos de oscilacion derechos es igual a la mostrada en . La
formula de masa para los modos de oscilacion izquierdos es

/
1
% = Np+Np+ S(P+EV) + B - L. (2.67)

El operador Ny, es el operador ntimero de los osciladores bosénicos a’s, y en general
toma valores fraccionarios. El operador Np es el operador de ntimero asociados a
los osciladores F7 de los campos FY, y toma sélo valores enteros. Estos osciladores
bosoénicos actiian sobre un estado fundamental denotado por |6> El vector P debe

pertenecer a la red I'ig. La energia Ej esta definida en ([2.35)).

Al reescribir la funcién de particién segin (2.36) también se encuentra el factor
de degeneracion, 6 proyector,

N—
Z Gk 06 AZ NR,,OR,’/’ NL,NF,pL,P). (268)
£=0

,_.

1
d,. —
(mRme N

La fase Ag(Ng, pr,7; Np, Np, pr, P) es
Ay, = exp{2im [(r+kv)-v— (P+kV)-V+k/2(V?=0*) + (pr+ pr)]}. (2.69)

Esta fase satisface la relacién AY = 1. El factor y(6*,6%) es el ntimero de puntos fijos

simultdneos de 6* y 6 en la sub-red rotada por 6 definido en ([2.39).
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Este andlisis es completamente andlogo para la cuerda heterética Eg x Ejg, la

diferencia estd en que P, NV € I'g x I's, donde I'g es la red definida (|1.165]).

2.6. Cuerda Heterética en T®/Zy x Zy,

En esta seccién queremos estudiar la cuerda heterdtica en el orbifold T®/Zy x Zyy,
donde M > N,y M es divisible por N. El grupo Zy X Z); esta generado por las rotacio-
nes 0 y w pertenecientes a SO(6). Estas rotaciones deben actuar cristalograficamente

sobre la red del toro T®. Ademés deben satisfacer las relaciones ¥ =1y w™ =1.

En este orbifold tenemos los sectores torcidos por #*w’, k = 0,...,N — 1, y
¢ =0,...,M — 1. Los elementos 6% € Zy tienen los autovalores e*?™i j = 1,2, 3,
sobre los campos 27 y 7. También poseen los autovalores e?™*41 [ =1,... 16, sobre

los ¢!, En cuanto a los rotaciones w’ € Zy,, tienen los autovalores e?™i j = 1,2, 3,
sobre los 27 y ¥, y los autovalores e?™B1 [ =1,...,16, sobre los &!. La accién de 6
sobre sobre los grados de libertad bosénicos X? y fermiénicos 9%, i = 1,...,8, en la

cuerda heterodtica se puede expresar en términos del vector
a = (0,aq,aq,as). (2.70)

De forma similar la accién de w sobre los grados de libertad bosénicos X* y fermiénicos

Pt i=1,...,8, se puede expresar en términos del vector
b= (0,b1,by,b3). (2.71)

En cuanto a los 32 fermiones A\* la accién de estas rotaciones esta dada por las tras-

laciones A y B.

La funcién de particién en este orbifold estd dada segun ([2.21]) por [§]

N—-1 M-1
D) (b 0'w) Zp(65W, 0'w) Zp (0¥, 6'w). (2.72)

k,t=0 ¢,s=0

1
Z(1,T) = ——
(7, NM
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2.6. Cuerda Heterdtica en T°/Zn x Zy;

El factor g(0*w’, 6'w?) es la torsién discreta que cumple con (2.23). La contribucién

bosénica Zg(0Fw’, 0'w?) es la generalizacion de (2.41)), es decir

3

1 U
k £ ogt sy _ k € gt s
Zp(0°w", 0'w®) = |17(7_)|4x(0 w", 0'w?) ”119 S —r (2.73)
T ptay +sby

donde x(0*w’, 6'w*) es el ntimero de puntos fijos simultdneos de 8*w’ y #'w?, y el factor
1/|n(7)|* proviene de la contribucién del espacio M, en el cono de luz. Esta expresién
se determina haciendo kv; — (ka; + €b;) y fv; — (ta; + sb;) en la ecuacién (2.41)) de

la seccién 2.2.1.

A su vez la contribucién fermiénica Zp (0w, 6'w*) es la generalizacién de (2.58)

y resulta ser

9 o+ kaj + £b; v+ kA; +¢Bg
imd(k.Lit,s) 3

,8+ta]+sb} 16 {p—i—tA[—i-sB]}
Zr=—7"), aﬁkétSH Z M,ts]‘[—(zm)

aBO p=0

N\»—-

El factor con ﬂ{%if;’i% }/ n se debe a la contribucién de los fermiones . Este
J

factor se halla haciendo el cambio kv; — (ka; +£€b;), y tv; — (ta; + sb;) en la primera

v+ kA;+{ By
+tAr+sBj

bucién de los 32 fermiones A\* compactificados en el orbifold T°/Zy x Z,;. Este factor

suma de la ecuacién ([2.58)). El factor con 19{ /n corresponde a la contri-

se determina realizando el renombramiento kV; — (kA; + ¢By), y (Vi — (tA; + sBy)
en la contribucién de los A en (2.58)). La fase §(k, £, t, s) es la generalizacién de la fase

d(k, 0) vista en la seccién anterior. Se encuentra que d(k, ¢, t, s) esta dada por
d(k,0,t,s) = (kA+(B) - (tA+ sB) — (ka+ (b) - (ta + sb). (2.75)

La suma sobre los indices o y v nos indican los sectores, ya sea el sector NS (o = 0)
6 el sector R (a = 0), de forma similar para 7. La suma sobre 5 y p implementa la
proyeccién GSO. Los coeficientes Sus(k, (,t,s) v S,,(k, £, t,s) son los coeficientes de

estructura de espin en este orbifold.

Al realizar la bosonizacién de la ecuacion ([2.74)) usando la representacién de 9 {%‘]

como suma, se encuentra que la contribucién de los fermiones 9" se intercambia por 4
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2.6. Cuerda Heterdtica en T°/Zn x Zy;

bosones H, con momentun (r+ ka+ ¢b). El vector r es un peso de SO(8) que satisface
la proyeccién GSO, Zra = impar, tanto en el sector NS como en el R. También se
intercambian los 32 fermiones A\* por 16 bosones F{ con momentun (P + kA + (B),

con P € I'ig, que satisfacen la condicién de contorno
Fi(t,o +21) = Fi(t,0) + kA" +¢B" + W! (2.76)
donde W € T'g, k # 0,y £ # 0.

Ahora la funcién de particion es la doble suma sobre los sectores torcidos

2

—-1M-1
m2

S° dilmym?) g ¥R g | (2.77)

0 £=0 \m2,m?2

i

A partir de las potencias de ¢ y g en (2.77)) se obtienen las férmulas de masa

o 1 1

3 Mi = N+ 5 (r +ka+ 0 + By — 5 (2.78)
/

1
% g:NL+NF+§(P+kA+£B)2+Eke—1 (2.79)

donde P € I'y4. Los operadores Ni v Ny, son los operadores de los osciladores derechos
a’s, y toman valores fraccionarios. El operador Ng también toma valores enteros debido
la contribucién de los osciladores H?, . El operador Np es el operador de nimero de

los osciladores F'

—-n

I =1,...,16, correspondientes a los campos F} bosonizados, y
unicamente toma valores enteros. Estos osciladores bosénicos a’s y F’s actiian sobre
un estado base |6> La energia Ejy es parte de la energia de vacio de los osciladores
bosonicos a’s y esta dada por

3
1
By = §Z(k|aj!+f|bj|)(1—k|aj! — £1bg])- (2.80)

j=1

Al estudiar la invariancia modular de Z(7,7) se encuentran unas condiciones

equivalentes a (2.11)), dadas por
N(a; +as+az) =0 mod2 , M(by +by+bs) =0 mod2 (2.81)
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2.6. Cuerda Heterdtica en T°/Zn x Zy;

En forma consistente con supersimetria e invariancia modular elegimos (a; +as+a3) =

0,y (b1 +be+b3) = 0. También se encuentra la generalizacién de las condiciones ([2.61)),

y (2.62)), las cuales son [§]

16
N"> (kA; +£B;) = 0 mod2 (2.82)

I=1
N'"[(kA+(B)* — (ka+ (b)*] =0 mod?2 (2.83)

donde N’ es el orden de la accién (ka+¢b),conk =0,... N—1y{¢=0,...,M—1. A
partir de (2.82) se demuestra que NA € I'ig y M B € I'j5. Con las condiciones ([2.82]),
(2.83), NA € T';¢ y M B € I'tg, se determinan las traslaciones A y B permitidas por

invariancia modular. Siempre hay una solucién de estas condiciones dada por
A= (a1,a2,a3,013) , B= (5171727537013) (2.84)

donde 0™ indica que hay m componentes iguales a 0. Esta solucién es la accion

estandar.

Para la degeneracion di(m%, m%), 6 proyector sobre estados invariantes, se en-

cuentra

2

M-

,_.

kaé Qt s ks 174 A(ekwfjetws) (285)

z‘H
<

t

I
o

s=0
donde ¢ es la torsién discreta. La fase A(6%w’, 0'w®) es
A(0Fwt, 0'w®) = exp {2im{(r + ka + £b) - (ta + sb) — (P + kA + (B) - (tA+ sB)
+1/2[(kA+(B) - (tA+ sB) — (ka+ (b) - (ta + sb)| + tpa + spp}}.  (2.86)
El término e?7(tratsre) es el autovalor de #'w® sobre los estados con productos de
osciladores a’s. La fase p, es la fase de los osciladores que transforman bajo 6 y p, es

la fase bajo los que transforman con w. El factor y(6*w’, 6'w®) el nimero de puntos

fijos de 0Fw’ v A'w* en la sub-red rotada por #*w’. Este factor es la generalizacién de
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2.6. Cuerda Heterdtica en T°/Zn x Zy;

X (0%, 0°) vy estd dado por

x (0w, 0w®) , (kaj+b;) £ Z
X(ekw€7 etws) — X(kag, Qtws)
[I 4sen’lw(ta; + sby)]

7, (kaj+b;)EZ

. (kaj+ b)) =7 - (2.87)

Usando las férmulas de masa y el proyector podemos determinar el espectro comple-

tamente.

Este desarrollo es completamente andlogo para la cuerda heterdtica Eg x Eg. Las
formulas de masa y el proyector no cambian sélo hay que considerar que P, NA, y

M B, deben pertenecer a la red I's x I's.
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CAPITULO 3

CUERDAS HETEROTICAS EN T%/Z, x Z,

En este capitulo aplicaremos los resultados del capitulo anterior al estudio de
cuerdas heteréticas en el orbifold T® /Zo X Zs. Inicialmente se describird la geometria
de T© /7o X Zy. Luego se clasificardan todas las traslaciones, consistentes con invariancia
modular, en las redes I'15 y I's X I's de las cuerdas heterdticas SO(32) y Eg x Es. Para
cada una de estas traslaciones se determinard el espectro de masa nula, con y sin torsion
discreta. El objetivo es comprobar que al incluir torsion discreta se intercambian las
representaciones complejas en el espectro, demostrando asi que la torsion discreta

implementa el mapa espejo en el orbifold T®/Zy x Z,.

3.1. Geometria de TG/ZQ X Lo

Consideremos el caso en el cual el toro T® estd factorizado en tres sub-toros T2,
es decir T® = T? x T? x T% Cada sub-toro T? estd parametrizado por coordenadas
(X1, X5) € R? tal que X; ~ X, +1, j = 1,2. En cada sub-toro la red estd dada por los

vectores e; = (1,0) y es = (0, 1). El grupo Zy X Zs contiene cuatro elementos denotados



3.2. Clasificacién de Traslaciones para SO(32) y Eg X Fg

por I, 6, w, y fw. Las acciones de estos elementos estan dadas por los vectores 0, a, b,

y a + b. Concretamente,

Elementos de Zo X Z» vectores
I (0,0,0,0)
0 a=(0,3,—-1,0) . (3.1)
w b:(0,0,%,—%)
Ow a+b=1(0,3,0,—3)

Notemos que los vectores a, b, y a + b satisfacen las condiciones y con
N = 2, y por tanto son consistentes con supersimetria e invariancia modular. Cada
componente de estos vectores indica como las rotaciones actian sobre las sub-redes T?
del toro T®. Por ejemplo, # rota la primera y segunda sub-redes, pero deja la tercera
invariante. Por otra parte , w rota la segunda y la tercera dejando la primera sub-red

invariante.

En cada sub-red rotada por los elementos 6, w, y 6w hay 4 puntos fijos. Entonces,

de acuerdo a ([2.87)) se encuentra que los nimeros de puntos fijos Y(6*w?, 6'w®) son
K0,0'w) =16, Y(w,0'w) =16 (3.2)
(0w, 0'w®) =16, (L,0w*) =1 (3.3)

para todo t = 0,1 y s = 0,1. Estos valores nos seran de utilidad para hallar la

degeneracién en cada sector torcido §%w?.

3.2. Clasificacién de Traslaciones para SO(32) y Es x Eg

En el orbifold T%/Zy x Zy hay tres sectores torcidos 6, w, y 6w, de orden 2,
en los cuales las traslaciones son A, B, y A + B, respectivamente. En esta seccién
estamos interesados en hallar todas las posibles traslaciones A y B permitidas por

invariancia modular para las cuerdas heteréticas SO(32) y Eg x Es. Para uniformizar
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3.2. Clasificacién de Traslaciones para SO(32) y Eg X Fg

la presentacién denotaremos por I' a la red 16-dimensional que puede ser la red I'y4
de la cuerda SO(32), 6 la red I's x I's de la cuerda Eg x Fg. Las traslaciones A y B
deben cumplir las condiciones (2.82)), (2.83), NA € I', y M B € T', vistas en el capitulo

anterior. Concretamente, A y B deben satisfacer 24, 2B € I' y las relaciones

A? = % mod 1 (3.4)
1
B? = 5 wod1 (3.5)
1
(A+ B)* = 5 mod 1. (3.6)

Nétese que la condicién (3.6 implica A - B = —1/4 mod1/2. Es suficiente tomar
A-B = —1/4, ya que si A-B # —1/4, siempre podemos realizar transformaciones
en la red del tipo A - A+ S, donde S e 'y B- S = k/2 con k entero, tal que

A-B = —1/4. Por ejemplo, si A- B = 1/4 se elige k = —1, lo cual garantiza que
A-B=-1/4.

Como A y B satisfacen las mismas condiciones es suficiente encontrar todos los
vectores A. Una vez obtenidos los vectores A, y por ende los B, se combinan de tal
forma que A- B = —1/4. Como ejemplo mostraremos el procedimiento para hallar los
vectores A en I' = I'ig. Los vectores 2A pueden ser de la forma (ny,ng,...,ng) con

ny entero, por lo que se propone

1
A= 5(1m, 0™y |, m=0,...,15. (3.7)

Las condiciones 2A € I'ig y (3.4) implican que los tinicos valores de m posibles son m =
2,6,10,14. Sin embargo, los vectores con m = 10, 14 son equivalentes a los vectores
con m = 2,6. De esta manera se concluye que los tinicos vectores A inequivalentes son

A=1(120"), y A= £(1°0'). También es posible escribir 24 como (ny + 3,no +

1. ...,nig+ 3) con n; entero. Entonces,
1
A= Z(—3m, =™y m=0,...,15. (3.8)

Las condiciones en este caso implican que hay un tnico vector A inequivalente, el

cual es A = }L(—B, 11%). Se demuestra que no hay mds vectores inequivalentes que
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3.2. Clasificacién de Traslaciones para SO(32) y Eg X Fg

satisfagan las condiciones impuestas por invariancia modular. En resumen, los vectores

A inequivalentes son

I PETIN VIR AT INRTIN | 15
Las traslaciones B tienen forma similar. Escogiendo A y B tales que A- B = —1/4 se

determinan los casos mostrados en la tabla [3.1]

Las traslaciones A y B rompen el grupo de calibre asociado a la red I'. El nuevo
grupo de calibre se determina identificando los pesos P € I' con P? = 2, P- A =
0 mod1l,y P-B =0 modl. En la tabla[3.1] se muestran todas las traslaciones A y B
en la red I'jg con sus respectivos grupos de calibre inequivalentes. Por ejemplo, en la

primera columna de la tabla se muestra la accién estandar, cuyo grupo de calibre

es SO(26) x U(1)3.

De forma similar es posible encontrar todas las traslaciones permitidas por inva-
riancia modular en la red I's x T's, las cuales se muestran en la tabla [3.2] Usaremos
los resultados en las tablas v 3.2 para hallar el espectro de masa nula para cada

conjunto de traslaciones A y B.
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Traslaciones en Iy Grupo de calibre
A= %(17 —1,0)
B=3(0,1,-1,0%) SO(26) x U(1)3

(
B = 1(0°,15,0°) SO(10)® x U(1)

B =1(0°15,0°) | SO(18) x SO(10) x U(1)?

A=;
B = 1(-3,1) SU(14) x SU(2) x U(1)?

(3,—1%,1'9) | SU(6) x SU(10) x U(1)?

B = 1(03,16,07) SO(6)? x SO(14)

Tabla 3.1: Clasificacién de traslaciones en la cuerda heterética SO(32).
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Traslaciones en I's x I'y Grupo de calibre
A= 1(1,-1,00) x (0%)

B =1(0,1,-1,0%) x (0% Ee x By x U(1)?
A=3(1,-1,0° x (0%)

B =1(0,1,-1,0%) x (1,07 E¢ x SO(16) x U(1)?

B = (0%) x 1(1%) E; x SU(2) x SU(8) x U(1)

B =1(0%1,-1,0%) x (0%, —1,1%,0) | SO(12) x SU(2) x SU(2) x SU(8) x U(1)

A
B=31(0,1,-1,0%) x (07, 1) Eg x SO(8) x SO(8) x U(1)?

Tabla 3.2: Clasificacion de traslaciones en cuerda heterdtica Eg X Fg.

3.3. Espectro de Masa Cero: analisis general

En esta seccién se describira el espectro de masa nula de las cuerdas heterdticas
en el orbifold T®/Zy x Z,. En este orbifold tenemos 4 sectores, el sector no torcido, el
sector 6, el sector w, y el sector fw. Para hallar el espectro de masa nula se utilizan
las férmulas de masa y (2.79), y se impone la condicién de igualdad de nivel
M? = M3 = 0. Ademas, es necesario el proyector para calcular la degeneracion

de los estados. A continuacién hallaremos el espectro de masa nula por sector.
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3.3. Espectro de Masa Cero: analisis general

3.3.1. Sector no torcido

En este sector se tiene que k =0y ¢ =0, y por lo tanto al sustituir en (2.80)) se

encuentra Fyy = 0. Las férmulas de masa son

/ 1, 1
%M; = N+ 5% =5 (3.10)
o 1
5M§:NL+NF+§P2—1. (3.11)

Los operadores de nimero Ny, Ng, v Nr toman sélo valores enteros. Ademas el vector

r es un peso de SO(8) que satisface la proyeccion GSO, Z r, = impar, tanto en el sector

NS como en el sector R. También tenemos que P € T'.

Para determinar la degeneracion de los estados en este sector, se utiliza el pro-

yector
doo :i[1+A(1,9)+A(1,w)+A(1,9)A(1,w)] (3.12)

donde la fase A(#*w’, 0'w?) estd definida en ([2.86]). Podemos reescribir esta ecuacién

doo :i[HA(Le)] 1+ A(Lw). (3.13)

En este sector se tiene que dy es distinto de cero sélo cuando A(1,6) = A(l,w) = 1,
y en ese caso dgg = 1. A partir de (2.86) se deduce que los estados sobrevivientes en

el espectro deben satisfacer
r-a+p,—P-A=0 modl (3.14)
r-b—P-B+p,=0 modl. (3.15)
Para hallar el espectro de masa nula hacemos M7 = M3% = 0. Los estados derechos

en este sector tienen r? = 1, y por tanto se encuentran los pesos (1.159). Como se han

compactificado 6 dimensiones se tiene una ruptura del grupo SO(8) a SO(2) x SO(6),
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3.3. Espectro de Masa Cero: analisis general

donde SO(2) es la parte del espacio-tiempo en el cono de luz. Bajo el grupo SO(2) x

SO(6) las representaciones 8, y 8¢ se descomponen como
8 = (2,,1)®(1,6) (3.16)
8 = (15,4c) & (1¢,4s). (3.17)

En términos de pesos esto quiere decir, que los pesos r = (£1,0,0,0) correspondientes
al 8, se separan en un vector r = (£1,0,0,0) de SO(2) y 6 escalares r = (0£1,0,0)
de SO(2). Ademés, los pesos r = %(:I:l, +1,4+1,£1) con nimero impar de +’s de la

representacion 8¢, se separan en r = %(1, +1,+1,4+1) con numero par de +’s origi-
nando 4 espinores de SO(2) y 4 espinores mas de SO(2) con quiralidades opuestas
r= %(—1, +1,4+1,£1) con nimero impar de +’s. Por convencion los estados con los
pesos r = (0,1,0,0) y r = %(—1, +1,41,£1), denotan a las particulas, y cambiando

el signo de los r se tienen las antiparticulas.

Las soluciones de M? = 0 en este sector son las que existen antes de compactificar.
Se tienen los estados con P? =2, N, = 0, y Np = 0. Adem4s estan los 16 estados con
Ny =0, Np =1, y P = 0. Por tltimo se encuentran los 8 estados ozil|(3>, i =18,

a0y, vy &7,]0y, j=1,2,3, con N, =1, Np =0,y P =0.

Los estados estan caracterizados por los productos r-a, r-b, P- A,y P- B, que
aparecen en el proyector. Los r = (+1,0,0,0) y r = :I:%(—l, 1,1,1) poseen r - a = 0,
r-b=20,p, =0,y pp =0, y segin las condiciones y (3.15]), se combinan con
los estados izquierdos Ozil|(~)) que tienen P-A =0 modly P-B =0 modl. De esta

forma se generan el dilatén ¢, el gravitén g, la 2-froma B,,, un espinor Majorana

nz
¥~, y un espinor-vector ¢, todos en 4-dimensiones. Ademés tenemos la combinacién
de los pesos r con los estados izquierdos con P? = 2, N;, = 0, y Np = 0 que posean
P-A=0modly P-B =0 modl, y con los 16 estados Ffll(j}, I=1,...,16, con

N, =0, Np. =1,y P = 0. De esta manera se generan los vectores y espinores de

calibre en 4 dimensiones.
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En este sector también aparecen escalares y espinores cargados, denominados
materia cargada bajo el grupo de calibre. Estos surgen al combinar los pesos r =
(0,1,0,0) y 7 = 3(—=1,1,—1,—1) con los estados izquierdos P? = 2, N, = 0, y
Nr = 0, tal que satisfagan las condiciones impuestas por el proyector. También es
posible combinar estos pesos con los osciladores &7, \(N)) y al, \(N)), j =1,2,3, generando

los estados llamados moduli.

Mediante los pesos P se determinan las representaciones de los grupos de calibre.
En general los grupos pueden tener algin factor U(1). En el caso de que esto ocurra el
generador () de este factor se determina definiendo un vector ¢, tal que ) = ¢-F_;. Si se
tiene més de un factor U(1) se define un vector ¢ para cada uno de ellos, tales que sean
ortogonales. Los vectores ¢ deben estar normalizados de acuerdo a la normalizacién
de los generadores de Cartan del grupo no Abeliano, dada por ¢* = 1/2. Sin embargo,
en los espectros que mostraremos usaremos vectores ¢ sin normalizar. El valor de @)
sobre una representaciéon con pesos (P + kA + ¢B) se determina proyectando ¢ sobre

(P + kA + (B), es decir realizando ¢ - (P + kA + (B).

3.3.2. Sector 0

En este sector tenemos que k =1y ¢ = 0, y al sustituir estos valores junto con las
componentes del vector a en (2.80)) se encuentra que Ejy = 1/4. Usando este resultado

las férmulas de masa resultan ser

/ 1 1
%Mg = Ni+ 5(r+a) = (3.18)
o 1 3
5Mf:NL+Np+§(P+A)2—Z. (3.19)

En este caso los operadores Nr v Ny, toman valores enteros y semienteros, y el operador

Np sé6lo toma valores enteros.

La degeneracion en este sector esta dada por el proyector

do = 4[1+A0,0) + A0, w) + A0, 0)A(6,w)] (3.20)
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3.3. Espectro de Masa Cero: analisis general

donde £ = £1 es la torsién discreta. Este resultado se halla sustituyendo el valor de

X(0,0'w*) = 16, en la ecuacién (2.85)). Podemos escribir dy; como
dip = 4[1+A(6,0)][1+cA(0,w)]. (3.21)

Vemos que dj es distinto de cero si A(#,0) =1,y A(f,w) = 1 para e = 1. Para el caso
con € = —1 se tiene que A(f,w) = —1. Entonces se deduce que para cualquier valor
de € la degeneracién es djg = 16. A partir la fase (2.86]) se encuentra que los estados

sobrevivientes son aquellos que satisfacen

1
T-a—P-A+pa—§(A2—a2):0 mod 1 (3.22)
1
c=1: rb=P-B+p—5(A-B-a-b)=0 modl (3.23)
1 1
e=-1": r'b—P~B+pb—§(A~B—a~b):§ mod 1. (3.24)

Los estados derechos de masa cero se determinan haciendo M% = 0 en , lo
cual nos dice que r = (0,0, 1,0), y r = %(—1, -1,1,-1),conr-a=—-1/2yr-b=1/2.
La condicién de igualdad de nivel M? = 0, implica que Ny = 0,1/2 y Nr = 0.
Sustituyendo estos valores en la férmula de masa izquierda se encuentra que

para Ny = 0 se tiene que resolver la ecuacién
2 3
(P+ A)* = 3 (3.25)
Para Ny = 1/2 se encuentra la ecuacién
, 1
(P+ A)* = 7 (3.26)

En estas ecuaciones hay que tomar en cuenta que los vectores P deben satisfacer la

desigualdad
[P - Al < |P|[A] (3.27)

la cual restringe los posibles valores de P2. Los estados en este sector se construyen

combinando los pesos r = (0,0,1,0), y » = 5(—1,—1,1,—1) con los pesos (P + A)
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provenientes de las soluciones de las ecuaciones (3.25) y (3.26)). Para N = 1/2 puede
darse la posibilidad que existan estados con osciladores &7,]0) y a@’,]0), j = 1,2,
2 2

generando un factor extra de degeneracion.

3.3.3. Sector w

Este sector posee k = 0y ¢ = 1, sustituyendo estos valores junto con las compo-
nentes de b en (2.80]) se encuentra que Ey = 1/4. Usando el valor de la energia Ey;

las férmulas de masa resultan ser

' 1 1
%Mé = Ne+5(r+)? = (3.28)
o 1 3
EM,% = N+ Np + 5(P + B)? — T (3.29)

Al igual que en el sector anterior, los operadores Nr y Ny toman valores enteros y

semienteros, y el operador N sélo toma valores enteros.
La degeneracion viene dada por el proyector
dyg = 4[1+eA(w,0)+ A(w,w) + eA(w,0)A(w,w)] . (3.30)
Podemos reescribir dy; como
dig = 4[1+A(w,w)][1+eA(w,0)]. (3.31)

La degeneracién dy; es distinta de cero si A(w,w) =1,y A(w,0) = £1 para ¢ = +1.
Entonces, dy; = 16 para cualquier valor de . A partir de la fase (2.86]) se encuentra

que los estados que permanecen en el espectro son aquellos que satisfacen

1
r-b—P-B+pb—§(Bz—b2)=0 mod 1 (3.32)
1
e=1: r-a—P-A+pa—§(A-B—a-b):0 mod 1 (3.33)
1 1
e=-1": r-a—P'A—l—pa—§(A-B—a-b):§ mod 1. (3.34)
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Hacer M7 = 0 en (3.28) implica que r = (0,0,0,1), y r = (—=1,—1,—1,1), con
r-a=0yr-b= —1/2. La condicién de igualdad de nivel M? = 0, nos dice que
N, = 0,1/2 y Np = 0. De forma anéloga al sector anterior se encuentra que para

N, = 0 se tiene que resolver la ecuaciéon
5 O
(P+ B)" = 3 (3.35)
Para Nj, = 1/2 se encuentra la ecuacién
1
(P+ B)? = 3 (3.36)
En este caso, la desigualdad
|P - B| < |P||B| (3.37)

restringie los posibles valores de P?. Los estados en este sector se construyen combi-
nando los pesos r = (0,0,0,1), y r = %(—1, —1,—1,1) con los pesos P provenientes de
las soluciones de las ecuaciones (3.35)) y (3.36)). Para N, = 1/2 pueden existir estados

con osciladores &, 0) y &’ ,|0), j = 2, 3.
2 2

3.3.4. Sector Ow

Para este sector tenemos que £k = 1y £ = 1, y al reemplazar estos valores junto
con los valores de las componentes de a y b en ([2.80]) se encuentra que F1; = 1/4. Con

este valor de energia las férmulas de masa son

a 1 5 1
o 1 5 3

—Mi:NL+NF+§(P+A+B) (3.39)

2 4

Los operadores de nimero Nr y N, toman valores enteros y semienteros, y el operador

N sélo toma valores enteros.
La degeneracion estd dada por el proyector
din = 4[14eA(bw,) + eA(bw,w) + 2 A(bw, 6) A(bw, w)] . (3.40)
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3.3. Espectro de Masa Cero: analisis general

Este proyector se determina sustituyendo el valor de y(fw,'w®) = 16 en la ecuacién

(2.85)). Escribimos dy; como
du = 414 eA(fw,w)] 1+ eA(Ow,0)] (3.41)

el cual es distinto de cero si A(fw,w) = A(Ow, ) = 1 para e = 1. Para e = —1 se tiene
que A(fw,w) = A(fw, d) = —1. Se obtiene que la degeneracién dy; = 16 para cualquier
valor de . En este caso a partir de la fase (2.86]) se encuentran las condiciones
1
r-a—P-A+p,—=[A-(A+B)—a-(a+b)] =0 modl

e=1 2 (3.42)

1
r-b—P-B—l—pb—é[B-(A#—B)—b-(a—I—b)]:0 mod 1

1 1
r-a—P-A+pa—5[A-(A—|—B)—a-(a+b)]25 mod 1
e=-1: ; (3.43)
r-b—P-B—i—pb—i[B-(A—I—B)—b-(a—i—b)]:§ mod 1.

Para hallar el espectro de masa nula se impone M2 = 0 en (3.38), lo cual nos dice
que 7 = (0,0,0,1), y r = £(—1,—1,—1,1). Al imponer nuevamente la condicién de
igualdad de nivel se encuentra que Ny, = 0,1/2 y Np = 0. Sustituyendo estos valores

en la férmula de masa izquierda ([3.39) obtenemos para N;, = 0 la ecuacién
2 3
(P+A+B) = 3 (3.44)
Para Nj, = 1/2 la ecuacién es
5 1

Los estados en este sector se construyen combinando los pesos r = (0,0,0,1), y r =

%(—1, —1,—1,1) con los pesos P provenientes de las soluciones de las ecuaciones 1)

y (3.45). Para N, = 1/2 pueden existir estados con osciladores a’,|0) y a’,|0),
2 2

j=23.
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3.4. Espectro de Masa Cero: ejemplo

3.4. Espectro de Masa Cero: ejemplo

Como ejemplo explicito hallaremos el espectro de masa nula considerando la red

I'i6, v las traslaciones
L oo 1 15
A= 5(1 ,0 , B= 4_1(_3’ 1%). (3.46)

Los vectores y espinores de calibre en el sector no torcido tienen los pesos P tal que
P? =2 Ny, =0y Np=0,con P-A=0y P-B = 0. Los vectores P € T'j5 que
satisfacen estas condiciones son
Peso P P-A|P-B
(02,1,-1,0'%) | 0 0 - (3.47)
(1,-1, 014) 0 0

Los pesos P en la primera columna de ({3.47)) son precisamente las 182 raices no nulas
del grupo SU(14). Los pesos en la segunda columna son las 2 raices no nulas de SU(2).
Estos pesos junto con las 16 raices triviales F£1|6>, I,=1,...,16,con P=0, N, =0
y N = 1, forman la representacién adjunta del grupo SU(14) x SU(2) x U(1)?. De
esta forma se concluye que el grupo de calibre para estas traslaciones es SU(14) x

SU(2) x U(1)%. En este caso como hay dos factores U(1), se eligen
q1 = (127 014) ) q2 = (027 114)' (348)
La carga Q(P) de las pesos P en este sector se determina haciendo Q(P) = ¢ - P.

La materia cargada en este sector corresponde a los estados que tienen P? = 2,
N, =0,y Ne=0con P-A=0 modly P-B = 41/2. También se consideran los
estados con P- A= +£1/2y P-B =0 mod 1, asi como los que tienen P- A =+1/2y
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3.4. Espectro de Masa Cero: ejemplo

P - B =+1/2. Los vectores P € I';5 que sastisfacen estas condiciones son

Peso P P-A P.-B
(—1,0,1,0'3)
-1 0 mod1
(1,0,—1,0%) ’
(1,0,1,0)
1 1
Cro-Lom| T |? mod1 (3.49)
(0%,1%,0")
(027 _12) 012)
0 mod1l|i mod1l
(12 014) 2
(_12’014)

Identificaremos las representaciones de SU(14) y SU(2) a través de sus pesos.
Los vectores P = (—1,0, 1,_013) en la primera fila de corresponden a los pesos
de la representacién (14,2, —1,1) de SU(14) x SU(2) x U(1)?. Las primeras compo-
nentes subrayadas corresponden a los pesos de la representacién 2 de SU(2) y las
14 componentes subrayadas restantes corresponden a los pesos de la representacion
fundamental 14 de SU(14). Los valores de las cargas U(1) se determinan tomando el
producto ¢ - P y ¢ - P, como se explicd anteriormente. El otro vector de la primera
fila corresponde con la representacién (14,2,1, —1), donde 14 es a la representacién
fundamental conjugada de SU(14). De igual forma se procede con todos los pesos P

en (3.49). Se encuentra que las representaciones en la segunda fila son
(14,2,1,1) ® (14,2, -1, -1) (3.50)

donde la primera representacién corresponde a los pesos P = (1,0,1,0") y la segunda
representacion a los pesos P = (—1,0,—1,0'). En la tercera fila se encuentran las

representaciones

(91,1,0,2) & (91,1,0,—2) & (1,1,2,0) & (1,1, —2,0). (3.51)
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3.4. Espectro de Masa Cero: ejemplo

Los pesos P = (02, M) en son los pesos correspondientes a la representacién
91 de SU(4), un cambio de signo de estos pesos corresponden a la representacion
conjugada 91. Los tiltimos dos pesos en son singletes, tanto de SU(2) como de
SU(4). Cada uno de estos estados tiene una multiplicidad dgy = 1.

En el sector 6 la materia cargada se halla resolviendo las ecuaciones (3.25)) y

(3.26]). Los pesos P que satisfacen estas ecuaciones son

Ny, Peso P P+ A P-A| P-B
(=1,0,1,0"%) | (=3,3,1,0%) | —1 |0 mod1
: (=1,0,=1,0%) | (=1,1,-1,08) | —1 |1 mod1 . (3.52)
1 (019) 1(12,01) 0 0
2 (—12,01) %(_127014) _1 %

Las dos primeras componentes de los (P+A) en la primera fila de corresponden a
los pesos de la representacién 2 de SU(2). Por otra parte, las tltimas 14 componentes
corresponden a los pesos de la representacién fundamental 14 de SU(4), para los
primeros vectores, y 14 para los segundos. Entonces, la representacién de los estados

con N;, =0 es
(14,2,0,1) & (14,2,0, —1). (3.53)

En la segunda fila los vectores (P + A) representan a dos singletes de SU(2) y SU(14)

cargados bajos los U(1), estos son
(1,1,1,0) @ (1,1, —1,0). (3.54)

El valor de las cargas de los U(1) para todos los (P + A) se determina tomando el
produto ¢; - (P 4+ A) y g2 - (P + A), respectivamente.

De acuerdo a las condiciones (3.22)), (3.23)), y (3.24), impuestas por el proyector
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3.4. Espectro de Masa Cero: ejemplo

se encuentra el espectro

e=1 e=-—1

16[(14,2,0,1)® 16 [(14,2,0,-1)® . (3.59)
sector 6

{2(1,1,1,0) ®2(1,1,—-1,00}] | {2(1,1,1,0) ®2(1,1,-1,0)}]

El factor 2 en las representaciones (1,1,1,0), (1,1, —1,0) corresponde a la adicién de
osciladores internos @' ,, @', para la representacién (1,1,1,0), y &*,, @*, para la
2 2 2 2

representacion (1,1, —1,0) con € = 1. Para el caso de ¢ = —1 se intercambia el orden

de los osciladores.

En el sector w la materia cargada se halla resolviendo las ecuaciones (3.35)) y
(3.36)). Encontramos que no hay ninguna solucién de la ecuacién (3.36)). Los pesos P
que satisfacen la ecuacién ([3.35]) son

Ny Peso P P+ B P-A| P-B
(0%°)
1 —1.0M) 1(=3,1,11) 0 |0 modl
. (1,0,-1,0") | 3(1%,=3,1"%) | § |0 modl (3.56)
%(12’_114)
L5, 11 13,-1,-1" | 1 |0 modl
29—

$(1,-1,1,=1%) | 2(=12,3,=1"¥) | 0 |0 mod1

Las dos primeras componentes de los vectores (P + B) en la primera y tercera fila
de corresponden a los pesos de la representacion 2 de SU(2). Las ultimas 14
componentes de los vectores (P + B) en la segunda y la cuarta fila de corres-
ponden a los pesos de la representacién 14 y 14 de SU(4), respectivamente. Entonces,

podemos escribir la representaciéon de los estados como

(1727_%a%)@(1471a g)@(1a2al _%)@(147]-’_%7_%)' (357)

N |

Y
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3.4. Espectro de Masa Cero: ejemplo

Los valores de las cargas U(1) para los vectores (P + B) se determinan tomando el

produto ¢; - (P+ A) y ¢2 - (P + B).

De acuerdo a las condiciones (3.32)), (3.33)), y (3.34), impuestas por el proyector

se obtiene el espectro del sector w

sector w ’%’%)@ 16 [<14>1>—%,—§)@ : (3.58)

En el sector fw la materia cargada se halla resolviendo las ecuaciones (3.44) y

(3.45)), pero no hay ninguna solucién de (3.45)). Los pesos P que satisfacen la ecuacion

BAd) son

Ny, Peso P P+A+B |P-A| P-B
(0%%)
1(3,-1,11) 0 |0 modl
(17_17014)
(0,-1-1,0%) | 3(=1%,=3.1%) | -5 | 3 (3.59)
0
H-1)
L o A3 -1y | =L L mod
3(1,=3,-1")
%(17_1717_113) }1(12737_113) 0 %

Las dos primeras componentes de los vectores (P + A + B) en la primera y tercera
fila de corresponden a los pesos de la representacion 2 de SU(2). Las tltimas
14 componentes de los vectores (P + A + B) en la segunda y la cuarta fila de
corresponden a los pesos de la representacién 14 y 14 de SU(4), respectivamente.

Entonces, podemos escribir la representacién de los estados como

(1,2,—3,-DH®(4,1,-1 9 (1,2,1, 1)@ (14,1, 5, -2). (3.60)
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3.5. Espectro de Masa Cero: resultados

Mediante las condiciones (3.42)), y (3.43]), impuestas por el proyector se encuentra

e=1 e=-—1
16 [(14,-1,3, )@ |16 [(14,1,1, -2 - (3.61)
sector fw
(1727_%7_%)} (172757%)}

De forma similar se determina el espectro de masa nula usando las traslaciones

de la red I's x ['s mostradas en la tabla (3.2]) para la cuerda heterdtica Eg X Fj.

3.5. Espectro de Masa Cero: resultados

A continuacion se presentan los estados cargados de masa nula para todas las
traslaciones clasificadas en la seccién 3.2, obtenidos siguiendo el procedimiento expli-
cado en la seccién 3.4. En las tablas [3.343.8| se muestran los espectros para la cuerda
heterética SO(32). En las tablas [3.913.13| se muestran los espectros para la cuerda

heterdtica Eg X Eg.

Como se observa en las tablas, los espectros con ¢ = —1 y € = 1 se relacionan
sustituyendo las representaciones por sus conjugadas complejas, y cambiando el signo
de las cargas. Estos resultados demuestran que para todas las acciones de calibre, reali-
zadas por traslaciones invariantes modulares, el mapa espejo en el orbifold T®/Zy x Z,

se implementa introduciendo la torsion discreta.
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3.5. Espectro de Masa Cero: resultados

Sector no torcido

(26,1,1,1) & (26, —1,—1,
(26,-1,1,1) & (26,1,—-1,—1) @ (1,1,

(26,0,—2,1) & (26,0,2, —1) @ (1,0,2,2) & (1,0, -2, —2) & (1,2,0,0) & (1, —2,0,0)

—1) @ (1,1,1,

—2)@(1,-1,-1,2) & (1,-1,3,0) @ (1,1,

-1,2) & (1,

—3,0)

~1,1,-2) & (1,1,3,0) @ (1, —1,-3,0)

Sector e=1 e=-—1
16[(26,0,1,1) ® (1,0,1, —2)® [(26,0,—1,-1) ® (1,0, —1,2)®
9 (1,0,-3,0) ®2(1,1,0,0)d (1,0,3,0) ®2(1,1,0,0)®

2(1,-1,0,0)] 2(1,-1,0,0)]

16 [(26,—3,—3, 1)@ (1,-3,—3,-2)®& | 16[(26,1,1, -1 & (1,35,5.2)e

w (1,3,3,00@2(1, 3,5, 00 (1,-3,-3,00@2(1,-4,3,00@
2(1,3,-3,0)] 2(1,3,-3,0)]

16 (26,3, —3,1) © (1, 5,5, —2)® | 16 [(26, 5,3, —1) & (1,—3.5,2)®

Ow (1,-3,2,0)®2(1, 3, 2,008 (1,2,-2,00®2(1,-%, -2, 0@

2(1, -3, —3.0)] 2(1,3,3,0)]

Tabla 3.3: Espectro masa nula con grupo de calibre SO(26) x U(1)3.
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3.5. Espectro de Masa Cero: resultados

Sector no torcido

(10,1,10,0) ¢ (1,1,10,1) ® (1,1,10,—1) & (10,10, 1,0)

$(1,10,1,1) & (1,10,1,—1) @ (1,10,10,0) ® (10,1,1,1) @ (10,1,1, —1)

Sector e=1 e=—1

6 |16[(16,1,1,—1)] | 16[(16,1,1,1)]

fw |16[(1,1,16,—3)] | 16 [(1,1,1

Tabla 3.4: Espectro masa nula con grupo de calibre SO(10)3 x U(1).

Sector no torcido

(18,1,-1,1) @ (18,1,1,1) & (18,1,1,-1) ® (18,1, -1, - 1)®
(1,10,—1,1) @ (1,10,1,1) & (1,10,1, -1) @ (1,10, -1, - 1)®

(18,10,0,0) & (1,1,0,2) & (1,1,0,-2) & (1,1, -2,0) & (1,1,2,0)

Sector e=1 c=-—1

16[(18,1,0,1) ® (1,10,0,—1)& | 16[(18,1,0,-1) & (1,10,0,1)®

0
2(1,1,-1,0) ® 2(1,1,—1,0)] 2(1,1,-1,0) ® 2(1,1,—1,0)]
w 161,76, 1.3)] 16 (1,16, 1, 1)]
Ow 16 [(1,16,—3, 3)] 16 (1,16, 3, —3)]

Tabla 3.5: Espectro masa nula con grupo de calibre SO(18) x SO(10) x U(1)2.
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3.5. Espectro de Masa Cero: resultados

Sector no torcido

(14,2,1,1) ® (14,2, -1, -1)®

(91,1,0,2) & (91,1,0,—2) & (1,1,2,0) & (1,1, —2,0)®

(14,2,-1,1) & (14,2,1, —1)

Sector e=1 e=—1
16 [(14,2,0,1)® 16 [(14,2,0,-1)®
’ 2(1,1,1,0) ®2(1,1,—-1,0)] | 2(1,1,1,0) ®2(1,1, —1,0)]
w 16 (1,16, 3, 5)] 16 (1,16, -3, -3)]
O 16 [(1,16, -3, 3)] 16 (1,16, 5, —3)]

Tabla 3.6: Espectro masa nula con grupo de calibre SU(14) x SU(2) x U(1)%.

Sector no torcido

(6,10,1,1) ® (6,10, —1,—1) @ (6,10,1,—1) & (6,10, —1,1)

& (1,45,0,2) @ (1,45,0,-2) & (15,1, —2,0) & (15, 1,2,0)

Sector e=1 e=—1

0 16 [(15,1,1,0) @ (1,1,-3,0)] 16[(15,1,-1,0) @ (1,1,3,0)]

w 16 [(6’1’_572)@<1710’%’_%)] 16 [(6717%7_3)@<171_7_g7%)]

oo | 16](6,1, -4 -3 @ (1,10.3,3)] | 16614, ) ® (1,70,-3, -]

Tabla 3.7: Espectro masa nula con grupo de calibre SU(6) x SU(10) x U(1)%.
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3.5. Espectro de Masa Cero: resultados

Sector no torcido

(6,1,1,14)® (1,6,6,1) ® (1,6,1,14)  (6,1,6,1) & (1,1,6,14) @ (6,6,1,1)

Sector e=1 e=—1

0 16((4,4,1,1)] | 16 [(4,4,1,1)]

fw |16[(4,1,4,1)] | 16 [(4,1,4,1)]

Tabla 3.8: Espectro masa nula con grupo de calibre SO(6)* x SO(14).

Sector no torcido

(27,1,1,1)® (27,1,-1,-1) @ (1,1,1,-3) © (1,1,—-1,3)®

(27,1,-1,1) & (27,1,1,-1) @ (1,1,1,3) & (1,1, -1, —3)®

(27,1,0,—2) & (27,1,0,2) & (1,1,2,0) + (1,1, —2,0)

Sector e=1 e=—1
16[(27,1,0,1) & (1,1,0,-3)&® 16 [(27,1,0,—1) @ (1,1,0,3)®

’ 2(1,1,—1,0) ®2(1,1,1,0)] 2(1,1,-1,0) ®2(1,1,1,0)]
16 (27,1, -3, -5) ® (1,1, 5,5)@ |16 [(27,1,3,3) ® (1,1, -5, - 3)®

Tl b et -] | 20 -Dean L)
16[(27,1,5,—3) @ (1,1,-3,5)® | 16[27,1,—3,5) & (1,1,5,-3)®
e (11,-3-De21,1,33)] | 2(L1-3-3)®2(11,53)]

Tabla 3.9: Espectro masa nula con grupo de calibre Eg x Eg x U(1)%.
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3.5. Espectro de Masa Cero: resultados

Sector no torcido

(27,1,1,1)® (27,1,-1,-1) ® (1,1,1,-3) & (1,1,
(27,1,-1,1)® (27,1,1,-1) ® (1,1,1,3) ® (1,1, -1, =3)®

(27,1,0,—2) ® (27,1,0,2) ® (1,1,2,0) + (1,1,

-1,3)®

—2,0) & (1,128,0,0)

Sector e=1 e=—1
16[(27,1,0,1) & (1,1,0,-3)® |16 [(27,1,0,-1) & (1,1,0,3)®
’ 2(1,1,-1,0)®2(1,1,1,0)] | 2(1,1,—1,0)®2(1,1,1,0)]
w 16 [(1,16, -1, 2)] 16 [(1,16,1, —2)]
Ow 16 (1,16, 3,3)] 16 (1,16, -1, —2)]

Tabla 3.10: Espectro masa nula con grupo de calibre Eg x SO(16) x U(1)%.
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3.5. Espectro de Masa Cero: resultados

Sector no torcido

(1,1,70,0) ® (1,1,1,4) & (1,1,1, —4)®

(56,2,1,0) & (1,1,28,2) @ (1,1,28, —2)&

(1,1,28,—-2) & (1,1,28,2)

Sector e=1 e=-—1

0 16 [(1,2,8,1)] 16[(1,2,8,—1)]

16 [(1,1,28,0) ©2(1,1,1,2)® | 16[(1,1,28,0® 2(1,1,1,2)&

2(1,1,1,—2)] 2(1,1,1,—2)]

Ouw 16 [(1,2,8,—-1)] 16[(1,2,8,1)]

Tabla 3.11: Espectro masa nula con grupo de calibre E7; x SU(2) x SU(8) x U(1).
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3.5. Espectro de Masa Cero: resultados

Sector no torcido

(12,2,2,1,0) @ (1,1,1,70,0) & (1,1,1,1, —2)&

(1,1,1,1,2) ®(32,2,1,1,0) @ (32,1,2,1,0)®

(1,1,1,28,—1) (1,1,1,28,1) @ (1,1,1,28,—1) & (1,1,1,28, 1)

Sector e=1 e=—1
9 16 [(1,1,2,8, )] 16[(1,1,2,8,3)]
w 16 [(1,1,2,8,—3)] 16[(1,1,2,8, )]

bw |16[(12,1,1,1,-1) & (1,2,2,1,1)] [ 16[(12,1,1,1,1) @ (1,2,2,1, —1]

Tabla 3.12: Espectro masa nula con grupo de calibre SO(12) x SU(2) x SU(2) x
SU(8) x U(1).
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3.5. Espectro de Masa Cero: resultados

Sector no torcido

(27,1,1,1,1) ® (27,1,1,—-1,-1) & (1,1,1,-1,3) & (1,1,1,1, -3)®
(27,1,1,-1,1) & (27,1,1,1,-1) & (1, 8,,8,,0,0) @ (1,1,1, 1, 3)d

(]-a 17 11 _17 _3) S (277 17 17 O> _2) P (777 17 17 07 2) S (17 857 857070)@

(1,1,1,-2,0) +(1,1,1,2,0) + (1, 8¢, 8¢, 0,0)

Sector torcido e=1 e=-—1
16[(1,8,1,-1,00® | 16][(1,8¢,1,1,0)&
0
(17178C7170)] (171780,7170)]
16 [(178Va1,%a_%)@ 16 [(178V71a_%7%)@
w r >
(17178V7_%7%)] (17178V7%7_g)]
16 [(1,84,1,3,3)® |16[(1,8,1,—3,—2)®
Ow
(1a17857_%7_%)] (1717857%7%)]

Tabla 3.13: Espectro masa nula con grupo de calibre Eg x SO(8) x SO(8) x U(1)2.
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CAPITULO 4

CONCLUSIONES

En esta tesis se hizo un estudio de la simetria espejo en el orbifold T®/Zy x Z,.
El procedimiento consistié en analizar compactificaciones de las cuerdas heterdticas
SO(32) y Eg x Eg en este orbifold, ya que en estos casos el mapa espejo debe tener
un efecto especifico sobre el espectro de masa nula. Concretamente, en el espectro el
mapa espejo debe intercambiar las representaciones complejas por sus conjugadas. Los
resultados presentados en el capitulo 3 demuestran que el mapa espejo se implementa

incluyendo torsion discreta.

El primer paso del procedimiento consistié en hallar todas las acciones de calibre
realizadas por traslaciones invariantes modulares. En cada caso se obtuvo el grupo de
calibre resultante. Luego se encontraron los estados de masa nula y se identificaron sus
propiedades de transformacion bajo el grupo de calibre. Todos los espectros obtenidos
satisfacen la cancelacion de anomalias de calibre por el mecanismo de Green-Schwarz
[1]. Ademés los espectros fueron comprobados con el programa Orbifolder [21]. Es
importante senalar que tanto la clasificacién de las traslaciones, como los espectros
mostrados en las tablas para la cuerda heterdtica SO(32) y en las tablas
para la cuerda heterdtica Eg x FEg son resultados originales que no han sido



publicados.

El trabajo se puede extender en varias direcciones. Por ejemplo, se puede estudiar
el orbifold T®/Zy x Z,, pero con un T® genérico que no sea producto de tres toros
T?. También se puede considerar una accién adicional sobre los grados de libertad de
calibre a través de las llamadas lineas de Wilson [22]. Es de esperarse que en estos
casos mas generales se siga cumpliendo que al incluir torsion discreta se realiza el mapa

espejo.

Para finalizar resaltamos que en esta tesis se revisaron varios aspectos de la teoria
de cuerdas, y de la compactificacién en orbifolds toroidales. En particular se hizo un
estudio completo de la funcion de particién de las cuerdas heteréticas compactificadas
en un orbifold T®/Zy, haciendo énfasis en las condiciones impuestas por invariancia
modular. Ademds se demostré como la funcién de particién permite extraer el espectro
de estados de la teorfa. El estudio se generalizé a orbifolds T®/Zy x Zj; para mostrar
el efecto de incluir torsién discreta. Los resultados obtenidos se aplicaron al desarrollo

del objetivo de esta tesis que era estudiar compactificaciones de la cuerda heterdtica

en el orbifold T®/Zy x Z,.
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APENDICE A

EL GRUPO SO(8)

El grupo SO(8) es el grupo de rotaciones de dimension 8, el cual tiene rango 4 y
posee el diagrama de Dynkin mostrado en la figura (A.1]). Las raices simples del grupo

son:

a; = (1,-1,0,0) , ay=(0,1,-1,0) (A.1)

a3 = (0,0,l,-l) s 064:(0,0,1,1>. <A2>

Las representacién fundamental de SO(8) es la representacién vectorial de di-
mension 8 denotada por 8,. Ademads, SO(8) tiene representaciones espinoriales de

dimensién 8 denotadas por 8¢ y 8. Los pesos de la representacion vectorial son
8, = (£1,0,0,0) (A.3)

donde el subrayado significa permutacion en las componentes. Los pesos de las repre-

sentaciones espinoriales 85 y 8. son
1 .
8 = E(i,i,i,i) #impar de +’s (A.4)

1
8 = é(i,i,:lz,i) # par de +’s. (A.5)



Figura A.1: Diagrama de Dynkin de SO(8).

A partir de los pesos se deducen los productos tensoriales
88 = 1d28,H35 , 1=uv,5s,c
8 ®8 = 8x®5H6x , 1,7, kciclicos, ¢ # j # k. (A.6)
La representaciones 28, y 35, corresponden respectivamente a un tensor anti-
simétrico de dos indices, y a un tensor simétrico de dos indices de traza nula. La re-
presentacion 56, corresponde a un tensor antisimétrico de 3 indices, mientras que 355 y

35, se asocian a tensores antisimétricos de 4 indices autoduales 6 anti-autoduales. Las

representaciones 564 y 56, corresponden a espinores-vectores de quiralidades opuestas.
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