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RESUMEN

Anillo mesoscópico con interacción espín-órbita acoplado a un

reservorio de electrones

Michael Ellner

Dr. Ernesto Medina, Tutor

Universidad Central de Venezuela

Se estudian los estados electrónicos de un anillo mesoscópico con acoplamiento

espín-órbita tipo Rashba y �ujo magnético en con�guración Aharonov-Bohm. Se in-

troduce decoherencia en el anillo acoplando este a un reservorio de electrones vía un

cable ideal que actúa como una prueba de voltaje. Se calcula la densidad de estados,

corrientes persistentes de carga y espín como función de la interacción espín-órbita,

�ujo magnético y acoplamiento al reservorio.
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INTRODUCCIÓN

Recientemente ha habido mucho interés en la interacción espín-órbita debido a

su omnipresencia en materiales de alto valor tecnológico como los semiconductores no

centro simétricos. Es de particular interés que la interacción espín-órbita puede ser

usada para manipular el grado de libertad de espín mucho menos sujeto a los efectos

de la decoherencia debido a su acoplamiento menos intenso que el de la carga eléctrica.

El espín se ha propuesto como recurso para las transacciones de información en

futuros computadores cuánticos, que han sido implementados preliminarmente en el

ámbito de la resonancia magnética nuclear. Por otro lado, los efectos topológicos como

el de Aharonov-Bohm, Aharonov-Casher y efecto Hall sirven como mecanismos para

la protección de corrientes de carga o espín reduciendo o eliminando la dispersión de

electrones, emulando la superconductividad. Se ha propuesto que a diferencia de las

corrientes de carga, las corrientes de espín son no disipativas debido a que no rompen

la simetría de inversión temporal. En este sentido, las corrientes persistentes de carga

son un fenómeno de gran interés, ya que emula a las corrientes superconductoras que a

bajas temperaturas son corrientes no disipativas producto de campos magnéticos �jos.

En este trabajo estamos interesados en la determinación de corrientes persistentes

de carga y espín en materiales semiconductores no centro simétricos con geometrías
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INTRODUCCIÓN

no-simplemente-conexas. En particular, se considera un anillo mesoscópico basado en

un gas de electrones bidimensional con interacción espín-órbita tipo Rashba y un �ujo

magnético en con�guración Aharonov-Bohm. Se introduce decoherencia en el anillo

mediante el uso de un reservorio de electrones que actúa como una prueba de voltaje.

La estructura del presente trabajo es la siguiente:

• En el capítulo 1 se presentan algunos conceptos básicos de la física de semicon-

ductores necesarios para introducir el gas de electrones bidimensional. Usando

la teoría k-p se estudian las bandas de energías en semiconductores III-V donde

la interacción espín-órbita resulta importante. Finalmente se deduce el término

de interacción espín-órbita tipo Rashba usando la aproximación de la función

envolvente, una generalización de la teoría k-p, la cual permite incorporar el

potencial de con�namiento del gas de electrones.

• En el capítulo 2 se estudian brevemente los efectos topológicos Aharonov-Bohm

y Aharonov-Casher, cuyos mecanismos subyacentes son el acople de potenciales

de calibre U(1) y SU(2) a la fase de la función de onda de una partícula con carga

o momento magnético, respectivamente. Estos efectos topológicos se mani�estan

en el anillo como corrientes persistentes de carga y espín.

• En el capítulo 3 se desarrollan los cálculos teóricos correspondientes al espectro

del anillo, la densidad de estados y las corrientes persistentes de carga y espín.

Además, usando el modelo de Büttiker [8], se desarrolla un modelo teórico que

permite introducir decoherencia en el anillo.

• En el capítulo 4 se presentan los resultados del modelo desarrollado estudiando

el comportamiento de las cantidades físicas calculadas en el capítulo 3.

0.1. Objetivo general

Estudiar analíticamente los estados electrónicos de un anillo mesoscópico.

2
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0.2. Objetivos especí�cos

1. Estudiar las corrientes persistentes en el anillo en presencia de:

• Un campo magnético en con�guración Aharonov-Bohm.

• Interacción espín-órbita tipo Rashba.

2. Desarrollar un modelo simple para introducir decoherencia en un anillo mesoscó-

pico con interacción espín-órbita y �ujo magnético en con�guración Aharonov-

Bohm.

3



CAPÍTULO 1

INTERACCIÓN ESPÍN-ÓRBITA EN

SEMICONDUCTORES

En el presente capítulo se busca describir los efectos de la interacción espín-órbita

(EO) en heteroestructuras formadas por semiconductores compuestos tipo III-V. El

capítulo comienza con un breve resumen de los conceptos fundamentales de semicon-

ductores y heteroestructuras. Posteriormente, en la sección 1.2, se describe el método

k-p que permite tratar a la interacción EO en cristales usando la teoría de perturba-

ciones y describir las bandas de energía en la región cercana al centro de la zona de

Brillouin. En la sección 1.2.1 se usa el modelo de Kane para escribir un hamiltoniano

de dimensión �nita como aproximación a la descripción de las bandas de semiconduc-

tores cúbicos de brecha directa. En la sección 1.3 se describe la aproximación de la

función envolvente (AFE), una extensión del método k-p, que permite describir a los

estados de electrones y huecos tomando en cuenta campos eléctricos y magnéticos que

varían poco con respecto a la escala establecida por la constante de la red. Dentro

del esquema de la AFE, en la sección 1.3.1 se usa el modelo de Kane para escribir un

hamiltoniano efectivo de electrones en la primera banda de conducción de una hete-

roestructura con�nante. El hamiltoniano efectivo contiene un término de interacción

EO llamado Rashba. La interacción se mani�esta cuando el potencial de con�namien-

4



CAPÍTULO 1: INTERACCIÓN ESPÍN-ÓRBITA EN SEMICONDUCTORES

to es asimétrico y se ampli�ca en semiconductores de brecha fundamental pequeña.

La heterounión tratada aquí corresponde a Arseniuro de Galio-Aluminio / Arseniuro

de Galio (AlxGa1−xAs-GaAs). Sin embargo, se puede aplicar de forma similar a otras

heterouniones con�nantes.

1.1. Semiconductores

Los sólidos cristalinos se caracterizan por tener un arreglo periódico de átomos

con distancias características comparables a la de los átomos mismos. Las funciones de

ondas de los electrones de valencia se solapan entre sí lo cual resulta en una separación

de sus niveles energéticos. Debido al alto número de átomos en un sólido, los niveles

energéticos forman bandas cuasi-continuas. Al ir de las subcapas ocupadas a subcapas

desocupadas de un átomo dado en su estado base, se forman bandas progresivamente

más anchas [9]. Las bandas pueden entonces traslaparse o estar separadas por una

brecha energética. La ocupación de una banda energética a temperatura cero viene

dado por el número de electrones de valencia por celda unitaria de la red cristalina.

La banda más energética que los electrones llenan por completo en el cero absoluto se

denomina banda de valencia. Las subsiguientes bandas de energía se llaman bandas de

conducción. La caracterización de un sólido viene dado por dos factores: la ocupación

de las bandas de energía y la brecha entre la banda de valencia y la primera banda de

conducción también llamada brecha fundamental EG. Un sólido es metálico si tiene una

banda de conducción parcialmente llena, o si ésta se solapa con la banda de valencia.

Un sólido es no metálico si la banda de conducción se encuentra vacía. Si la separación

entre las bandas es pequeña (EG < 2eV ), la energía térmica actúa como un puente

que permite a una fracción de los electrones de la banda de valencia pasar a la banda

de conducción. A estos sólidos se le llaman semiconductores.

La resistividad típica de un semiconductor intrínseco (sin dopaje signi�cativo) a

temperatura ambiente es de 109ohm-cm. En contraste, la resistividad de metales es

ρ ≈ 10−6ohm-cm y la de buenos aislantes ρ ≈ 1022ohm-cm. La resistividad de los

5



CAPÍTULO 1: INTERACCIÓN ESPÍN-ÓRBITA EN SEMICONDUCTORES

semiconductores se puede disminuir signi�cativamente añadiendo dopaje (ver sección

1.1.3). Un cambio en el dopaje del semiconductor de una parte en 103 puede disminuir

la resistividad por un factor de 1012, logrando así una resistividad de ρ ≈ 10−3ohm-cm

[10].

Generalmente los semiconductores son sólidos formados a partir de enlaces co-

valentes. Pueden ser elementos semiconductores como Silicio (Si) y Germanio (Ge)

o semiconductores compuestos como el Arseniuro de Galio. Éste último pertenece al

grupo III-V.

1.1.1. Compuestos semiconductores III-V

Los semiconductores del grupo III-V cristalizan en una estructura zincblenda.

Dicha estructura consiste en dos redes cúbicas centrada en las caras (fcc) desplazadas

por un cuarto de la diagonal principal del cubo, de tal forma que cada ion tiene

cuatro vecinos próximos (ver �gura 1.1). La red recíproca de la zincblenda es una red

cúbica centrada en el cuerpo (bcc). Su primera zona de Brillouin, la celda primitiva

de Wigner-Seitz de la red recíproca, es un octaedro truncado (ver �gura 1.1).

Figura 1.1: Izquierda: Estructura cristalina zinkblenda; consiste de dos redes fcc desplazadas por un
cuarto de la diagonal principal [1]. Derecha: Primera zona de Brillouin de la estructura zinkblenda;
los puntos y direcciones simetría se indican en [2].
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CAPÍTULO 1: INTERACCIÓN ESPÍN-ÓRBITA EN SEMICONDUCTORES

Cada átomo de un tipo se encuentra conectado a cuatro átomos del otro tipo me-

diante enlaces covalentes que forman un tetraedro. En ellos se produce una hibridación

de los orbitales s y p con los ocho electrones del enlace tetraédrico (cinco del anión y

tres del catión). Se llenan los orbitales s enlazantes con dos electrones y los orbitales

p enlazantes con seis electrones por celda unitaria formando bandas completamente

llenas. El último conjunto de bandas de valencia proviene de los orbitales p y se les

llama banda de huecos pesados, huecos livianos, desdoblada en espín. Los orbitales s

antienlazantes forman la primera banda de conducción la cual en el cero absoluto se

encuentra vacía. Los bordes de ambas bandas se encuentran en el centro de la zona de

Brillouin. La relación de dispersión de electrones en la primera banda de conducción

y de huecos en las bandas de valencia se estudia en la sección 1.2.1.

1.1.2. Heteroestructuras

Una heterounión es la interfaz que se encuentra entre dos capas de semicon-

ductores cristalinos distintos. Un arreglo de semiconductores que forman una o más

heterouniones se llama heteroestructura. Al variar la composición de una heteroes-

tructura se pueden modi�car las propiedades físicas de los electrones y huecos en los

semiconductores. Para crear una heterounión, es necesario que los semiconductores

constituyentes tengan estructuras cristalinas similares y constantes de red casi idénti-

cas [3]. El GaAs tiene una constante de red a ≈ 5,65325Å mientras que la constante

de red del AlxGa1−xAs es a ≈ 5,65330Å. La discrepancia entre las constantes de red es

3× 10−3 % por lo que forman una buena heterounión. En general, los semiconductores

que constituyen una heteroestructura tienen brechas fundamentales distintas. Para el

GaAs se tiene EG = 1,422eV mientras que para el Al0,3Ga0,7As se tiene EG = 1,797eV.

Por lo tanto, las bandas respectivas se encuentran corridas en energía una respecto

de la otra. La característica relevante de una heteroestructura es la discontinuidad

entre las energías de las bandas. Para determinar la discontinuidad entre las bandas

de conducción se usa la regla de la a�nidad electrónica de Anderson. Se considera una

7
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heterounión entre dos materiales A y B con brechas fundamentales EA
g < EB

g . La regla

de Anderson a�rma que los niveles de vacío para ambos semiconductores coinciden (ver

�gura 1.2). Esto se debe a que la a�nidad χ es prácticamente independiente del nivel

de Fermi [3]. Con esto ∆Ec = EB
c − EA

c = χA − χB. Para GaAs se tiene χ = 4,07eV

Figura 1.2: Regla de la a�nidad electrónica de Anderson (adaptado de [3])

y para el Al0,3Ga0,7As χ = 3,47eV . La regla de Anderson predice diferencias entre las

bandas de ∆Ec = 0,33eV y ∆Ev = 0,04eV. Se observa que la brecha del Al0,3Ga0,7As

es mayor que la del GaAs. Una heteroestructura con dos capas de AlxGa1−xAs en-

cerrando a una de GaAs atrapa tanto a los electrones como a los huecos del GaAs

creando un "pozo de potencial".

1.1.3. Dopaje remoto y el gas de electrones en dos dimensiones

En dispositivos electrónicos creados con semiconductores, se necesitan portadores

de carga móviles para conducir la corriente eléctrica: electrones, iones, huecos, etc; para

introducir portadores de carga móviles, se dopa el material con impurezas. Esto es, se

agregan una cantidad pequeña de átomos neutros que �donen� electrones libres a la

red o �acepten� electrones dejando huecos móviles. Los semiconductores con portadores

8
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móviles negativos se denominan tipo-n y con portadores positivos tipo p. Por ejemplo,

se suele dopar AlxGa1−xAs con Silicio para obtener un semiconductor donador de

electrones (n-AlxGa1−xAs).

El problema con el dopaje directo de un semiconductor, es que al introducir elec-

trones o huecos móviles en el material, las impurezas quedan eléctricamente cargadas.

A su vez, esto ocasiona dispersión entre las cargas móviles y las impurezas debido a la

interacción de Coulomb resultante. La dispersión disminuye la movilidad de los por-

tadores e introduce decoherencia en el sistema [11]. La decoherencia puede borrar las

fases adquiridas por los electrones móviles debido a efectos topológicos (ver capítulo

2) y crear brechas de energía en el sistema (ver capítulo 3). Una manera práctica de

introducir electrones libres en un semiconductor y disminuir la dispersión por impure-

zas ionizadas es dopar remotamente al semiconductor. Esto es, separar espacialmente

los portadores de las impurezas ionizadas. Se considera una heteroestructura creada

con un semiconductor intrínseco y uno con dopaje tipo n. Si el semiconductor tipo n

tiene mayor brecha fundamental que el intrínseco, entonces electrones provenientes de

las impurezas migran al semiconductor puro hasta que los potenciales químicos de los

semiconductores se igualen. El campo eléctrico generado por las impurezas deforma

la banda de conducción y los electrones quedan atrapados en la heterounión en lo

que se llama un gas de electrones de dos dimensiones (GE2D). Esto se esquematiza

en la �gura 1.3 para una heteroestructura n-AlxGa1−xAs-GaAs. Si el semiconductor

dopado es tipo p, entonces el semiconductor intrínseco debe tener una mayor brecha

fundamental para conseguir el efecto.

9
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Figura 1.3: Dopaje remoto del n-AlGaAs - GaAs. Se separan espacialmente los portadores de las
impurezas y se forma el gas de electrones bidimensional en la interfaz entre los dos semiconductores
(adaptado de [3]).

Se puede mejorar la movilidad de los electrones en el GE2D descrito anteriormen-

te creando una heteroestructura más complicada. Se suele agregar una capa �na de

AlxGa1−xAs sin dopar (o con ligero dopaje tipo p) entre las capas de n-AlxGa1−xAs y

GaAs. El AlxGa1−xAs y el n-AlxGa1−xAs tienen bandas de energía muy similares. Los

electrones migran de la capa de n-AlxGa1−xAs a la de GaAs debido a la brecha ∆Ec

entre los semiconductores. Se consigue de esta manera aislar aún más las impurezas

ionizadas de los electrones libres y reducir así la dispersión. Esto resulta a costa de

disminuir la densidad de electrones en el GE2D. Además de esto, se suele agregar una

capa �na de GaAs y un ánodo como se muestra en la �gura 1.4. El GaAs evita que

el n-AlxGa1−xAs se oxide y el ánodo permite establecer un voltaje de compuerta que

modula el potencial de con�namiento.

El potencial neto en la heterounión tiene cuatro contribuciones [6]:

• El potencial del cristal V0(~r) que incluye el cambio de materiales.

• El potencial generado por las impurezas ionizadas llamado potencial de agota-

miento. Usando la ecuación de Poisson se consigue

VD =
4π

κs
Ndz, (1.1)

donde κs es la constante dieléctrica y Nd la carga de agotamiento.
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Figura 1.4: Heteroestructura usada para crear el gas de electrones bidimensional. La dirección de
con�namiento es a lo largo del eje z [4].

• Un potencial efectivo tipo Hartree generado por los electrones

VH(z) =
4πe2

κs
Nel

z − z∫
−∞

ρ(z′) (z − z′) dz′
 , (1.2)

donde Nel es la carga de inversión y ρ(z) la densidad de carga electrónica.

• Un potencial de compuerta que modula el potencial de con�namiento

Vext. (1.3)

1.2. Estructura de bandas de semiconductores con interacción

espín-órbita. Método k-p

La interacción espín-órbita (EO) surge naturalmente al tomar el límite no relati-

vista de la ecuación de Dirac [5, 4]. Dicho procedimiento conduce al hamiltoniano de

Pauli:

H =

[
~Π2

2m0

+ eφ

]
I2x2−

[
~Π4

8m0
3c2
− e~2

8m0
2c2

~∇ · ~E

]
I2x2−

e~
2m0

~σ· ~B+
e~~σ · ~Π× ~E

4m0
2c2

, (1.4)
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donde e = − |e| es la carga del electrón, m0 la masa en reposo, c la velocidad de

la luz en el vacío, ~ la constante de Planck reducida, ~σ = (σx, σy, σz) el vector de

matrices de Pauli y ~Π = ~p − e ~A el momento cinético. El campo eléctrico y el campo

magnético se derivan de un potencial escalar φ = φ(~r) y un potencial vector ~A = ~A(~r)

respectivamente, según:

~E = −∇φ , ~B = ∇× ~A.

El primer término en (1.4) corresponde al hamiltoniano no relativista usual: operador

energía cinética más operador energía potencial V = eφ. El segundo término describe la

primera corrección relativista de la energía cinética y al término de Darwin, el cual da

origen al efecto Zitterbewegung. Los últimos dos términos corresponden a interacciones

Zeeman y EO, respectivamente. El término Zeeman describe la interacción entre el

momento magnético intrínseco del electrón (espín) y un campo magnético mientras

que la contribución EO describe el acople entre el espín y el movimiento orbital del

electrón en un campo eléctrico.

En este trabajo de investigación nos interesa considerar la evolución de estados

electrónicos en el ambito de la materia condensada, a saber, en sistemas con periodi-

cidad espacial. En este contexto, la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo

que describe a un electrón moviéndose en una red periódica con interacción EO es

(
~p2

2m0

+ V0(~r) +
~~σ · ∇V0(~r)× ~p

4m0
2c2

)
ψ = Eψ, (1.5)

donde V0(~r) es el potencial cristalino originado por los núcleos. El resto de las correc-

ciones relativistas de (1.1) sólo son importantes cuando átomos pesados están presentes

y serán despreciadas en el resto de la tesis. El teorema de Bloch (ver [10]) indica que

la función de onda de una partícula sujeta a un potencial periódico se puede descom-

poner en términos de una onda plana envolvente y una función (espinor) que tenga la

misma periodicidad de la red

ψν~k(~r) = ei
~k·~ruν~k. (1.6)
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La etiqueta ν de la función de Bloch, caracteriza a la banda energética e incluye el

grado de libertad del espín. Por otro lado, la etiqueta ~k representa el vector de onda

del cristal y se restringe a la primera zona de Brillouin de la red recíproca.

Al substituir (1.6) en (1.5) se obtiene

(
~p2

2m0
+ V0(~r) + ~

m0

~k · ~p+ ~2~k2

2m0
+ ~

4m0
2c2
~p · ~σ ×∇V0(~r) + ~2

4m0
2c2
~k · ~σ ×∇V0(~r)

)
uν~k

= Eν~kuν~k.

Para ~k ≈ 0 se puede despreciar el último término debido a que el momento del cristal

~~k es pequeño comparado con el momento electrónico ~p [12]. El hamiltoniano resultante

es

H~k·~p =

(
~p2

2m0

+ V (~r) +
~

4m0
2c2

~p · ~σ ×∇V (~r)

)
︸ ︷︷ ︸

H~k·~p(~k=0)

+

(
~2~k2

2m0

+
~
m0

~k · ~p

)
. (1.7)

Las energías del borde de las bandas y las respectivas autofunciones se pueden obtener

calculando los autovalores y autovectores deH~k·~p(
~k = 0). Las autofunciones resultantes

uν0 forman una base completa a partir de la cual se puede desarrollar la función de

Bloch

uν~k =
∑
ν′

cν′(~k)uν′0. (1.8)

Substituyendo (1.8) en la ecuación de Schrödinger, multiplicando por la izquierda por

uν~k
∗ e integrando sobre una celda unitaria, se obtiene

∑
ν′

{(
Eν0 − Eν~k +

~2~k2

2m0

)
δνν′ +

~~k
m0

〈ν0| ~p+
~

4m0c2
(σ ×∇V ) |ν ′0〉

}
cν′
(
~k
)

= 0.

(1.9)
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La ecuación (1.9) permite tratar la interacción EO como una perturbación (para ~k ≈

0). Los elementos de matriz asociados a la interacción separan niveles energéticos en

el borde de la banda y los elementos de matriz asociados al término k-p mezclan

los bordes de las bandas. Usando la teoría de perturbaciones degenerada, se pueden

conseguir los tensores de masa efectiva para los electrones y los huecos (ver [5] para

cálculos explícitos).

1.2.1. Modelo de Kane

El modelo de Kane consiste en resolver el hamiltoniano (1.9) usando un conjunto

limitado de funciones, esto es, una base �nita. Kane notó que para semiconductores

compuestos tipo III-V el borde de las bandas de valencia vt (orbitales tipo p) y el

borde de la primera banda de conducción Γ6c (orbitales tipo s) se encuentran poco

separados [13]. Para el GaAs la separación es EG ≈ 1,5eV . A su vez éstas se encuentran

signi�cativamente separadas de las otras bandas. Kane utilizó una base restringida

{uν0} para describir a los estados Γ6c y vt y estudia el acoplamiento con otras bandas

usando la teoría de perturbaciones. En la presente sección se calculan los autovalores

del hamiltoniano (1.9) usando el modelo de Kane.

Las funciones de la base son autofunciones del hamiltoniano del cristal

H~k·~p(
~k = 0)uν0 = Eν0uν0 (1.10)

Generalmente no se conocen las funciones de Bloch debido a que el potencial cristalino

en (1.10) es complicado. Sin embargo, en los puntos de alta simetría de la primera zona

de Brillouin, por ejemplo Γ6 y vt, la manera como las funciones de Bloch cambian

bajo la acción del grupo de simetría puntual del cristal se pueden analizar usando

argumentos de teoría de grupo [14]. Para ~k ≈ 0, la función de Bloch de una banda

especí�ca tiene la misma simetría que el orbital correspondiente cerca del borde de la

banda.
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Las funciones orbitales tienen la forma

ψn,j,mj =
∑
m,s

CCG
m Rnl(r)Y

m
l (θ, ϕ)⊗ σms ,

donde CCG
m son los coe�cientes de Clebsch-Gordan, Y m

l los armónicos esféricos y σms

representa el grado de libertad de espín. La base se construye de tal forma que la

interacción EO sea diagonal [9]. El acoplamiento EO es proporcional a ~L · ~S. A con-

tinuación se usa el momento angular total ~J = ~L + ~S para desarrollar el término de

interacción ~L · ~S = (J2−L2−S2)/2. Luego se construye la base {ψn,j,mj ,l,s} usando el

conjunto completo de observables que conmutan: H0 = T + V (r), J2, Jz, L
2, S2.

En esta presentación vamos a usar una base de funciones de Bloch {uν0} para

(Γ6, vt) con la misma simetría que las funciones orbitales correspondientes {ψn,j,mj ,l,s}.

La simetría está re�ejada en las etiquetas {j,mj, l, s}. La ventaja de construir la base

de esta manera es que el hamiltoniano en (1.10) resulta diagonal. Para el caso presente,

s = 1/2, Γ6c tiene la misma simetría que las funciones con orbitales tipo s para los

cuales l = 0. Por lo tanto j = 1/2, mientras que vt tiene la simetría de orbitales

tipo p (l = 1) y por ende, resultan en estados de momento angular total j = 3/2.

Es fácil demostrar que el acoplamiento EO no afecta a los estados de Γ6c, donde

< ~L · ~S >= ~(j2 − l2 − s2)/2 = 0. Sin embargo, el acoplamiento EO degenera a vt

en Γ8v y Γ7v. La banda correspondiente a Γ7v se llama degenerada-en-espín. La tabla

(1.1) identi�ca los elementos de la base {uν0} en notación de Dirac.
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Γj J mj ψj,mj Ej

Γ6c 1/2 1/2 |S ↑〉 Ec

Γ6c 1/2 −1/2 |S ↓〉 Ec

Γ8v 3/2 1/2
∣∣3

2
, 1

2

〉
= −

√
2
3
|Z ↑〉 −

√
1
6
|(X + iY ) ↓〉 Ev

Γ8v 3/2 −1/2
∣∣3

2
,−1

2

〉
=
√

1
6
|(X − iY ) ↑〉+

√
2
3
|Z ↓〉 Ev

Γ8v 3/2 3/2
∣∣3

2
, 3

2

〉
= −

√
1
2
|(X + iY ) ↑〉 Ev

Γ8v 3/2 −3/2
∣∣3

2
,−3

2

〉
=
√

1
2
|(X − iY ) ↓〉 Ev

Γ7v 1/2 1/2
∣∣3

2
, 1

2

〉
=
√

1
3
|Z ↑〉 −

√
1
3
|(X + iY ) ↓〉 Ev −∆

Γ7v 1/2 −1/2
∣∣3

2
,−1

2

〉
= −

√
1
3
|(X − iY ) ↑〉+

√
1
3
|Z ↓〉 Ev −∆

Tabla 1.1: Base de funciones del modelo de Kane

Ahora se emplearán estos resultados para calcular los elementos de matriz de (1.7)

usando la base {uν0}
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H
8
×

8
=

|S
I〉

|S
↓〉

∣ ∣3 2
,

3 2

〉
∣ ∣3 2
,

1 2

〉
∣ ∣3 2
,−

1 2

〉
∣ ∣3 2
,−

3 2

〉
∣ ∣1 2
,

1 2

〉
∣ ∣1 2
,−

1 2

〉
〈S

I|
E
c

+
~ k

2

2
m

0
0

−
1 √
2
P
~k

+

√ 2 3
P
~k

z
1 √
6
P
~k
−

0
−

1 √
3
P
~k

z
−

1 √
3
P
~k
−

〈S
↓|

0
E
c

+
~ k

2

2
m

0
0

−
1 √
6
P
~k

+

√ 2 3
P
~k

z
1 √
2
P
~k
−

−
1 √
3
P
~k

+
1 √
3
P
~k

z

〈 3 2
,

3 2

∣ ∣
−

1 √
2
P
~k
−

0
E
v

+
~ k

2

2
m

0
0

0
0

0
0

〈 3 2
,

1 2

∣ ∣
√ 2 3

P
~k

z
−

1 √
6
P
~k
−

0
E
v

+
~ k

2

2
m

0
0

0
0

0
〈 3 2
,−

1 2

∣ ∣
1 √
6
P
~k

+

√ 2 3
P
~k

z
0

0
E
v

+
~ k

2

2
m

0
0

0
0

〈 3 2
,−

3 2

∣ ∣
0

1 √
2
P
~k

+
0

0
0

E
v

+
~ k

2

2
m

0
0

0
〈 1 2
,

1 2

∣ ∣
−

1 √
3
P
~k

z
−

1 √
3
P
~k
−

0
0

0
0

E
v
−

∆
+

~ k
2

2
m

0
0

〈 1 2
,−

1 2

∣ ∣
−
√ 2 3

P
~k

+
1 √
3
P
~k

z
0

0
0

0
0

E
v
−

∆
+

~ k
2

2
m

0 (1
.1
1)
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En (1.11) k± = kx ± iky. Los elementos interbanda vienen dados por

P =
1

m0

〈S| px |X〉 =
1

m0

〈S| py |Y 〉 =
1

m0

〈S| pz |Z〉 (1.12)

Se �ja el cero de energía en la banda de conducción Ec = 0. Al calcular los autovalores

del hamiltoniano se obtiene

Ec

(
~k
)

=
~2~k2

2m0

+
~2~k2P 2 (EG + 2∆/3)

EG (EG + ∆)
, (1.13)

Ehp

(
~k
)

= −EG +
~2~k2

2m0

, (1.14)

Ehl

(
~k
)

= −EG +
~2~k2

2m0

− 2~2~k2P 2

3Ec
, (1.15)

ESO

(
~k
)

= −EG −∆ +
~2~k2

2m0

− ~2~k2P 2

3 (Ec + ∆)
, (1.16)

donde EG = Ec − EΓ8 es la brecha fundamental.

La asociación que tienen los autovalores de (1.11) con bandas particulares se hace

clara cuando se toma el vector de onda del cristal ~k en la misma dirección que la

cuantización del momento angular ~J ( ~J//~k//ẑ). Los estados con mj = ±3/2 de Γ8v

tienen energía (1.14). Las partículas pesadas cuya masa efectiva coincide con la del

electrón, se denominan huecos pesados. Los estados con mj = ±1/2 están asociados

a partículas livianas. Entre estos se tienen los electrones en la banda de conducción

(Γ6c) con energía (1.13), los huecos livianos (Γ8v) con energía (1.15) y los degenerados-

en-espín (Γ7v) con la energía (1.16).

En la vecindad del borde de la banda se expanden las energías en segundo orden

en k para obtener las masas efectivas
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1

me

=
1

m0

+
4~2P 2

3EG
+

2~2P 2

3 (EG + ∆)
,

1

mhp

=
1

m0

,

1

mhl

=
1

m0

− 4P 2

3EG
,

1

mSO

=
1

m0

− 2~2P 2

3 (EG + ∆)
.

Bajo esta aproximación, la masa efectiva para los huecos pesados tiene el signo equi-

vocado. El problema se soluciona incluyendo los efectos de bandas remotas usando la

teoría de perturbaciones o considerando el modelo extendido de Kane [5]. Sin embargo,

como la banda no tiene acoples con otras bandas, se puede corregir en forma ad hoc.

Las relaciones de dispersión en la región cercana al punto Γ se muestran en la �gura

1.5

Figura 1.5: Estructura de bandas del GaAs cerca del punto Γ obtenida usando el modelo de cuatro
bandas de Kane [5].

1.3. Aproximación de función envolvente

El método de la aproximación de función envolvente (AFE) permite describir

estados de electrones y/o huecos en presencia de un campo externo que varía poco
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en comparación con la escala del cristal. Dichos campos pueden ser internos como los

producidos por los defectos del cristal, o externos como compuertas de voltaje. De

particular interés es considerar el potencial de con�namiento del GE2D descrito en la

sección 1.1.2.

La ecuación de Schrödinger para una partícula en una red periódica en presencia

de un potencial V (~r) y un campo magnético ~B es


(
~p− e ~A

)2

2m0

+ V0(~r)−
~~σ ·

(
~p− e ~A

)
×∇V0(~r)

4m0
2c2

+ V (~r)− e~
2m0

~σ · ~B

ψ (~r) = Eψ(~r)

(1.17)

En (1.17) sólo se incluye la contribución del potencial cristalino V0(~r) en la interacción

EO de Pauli. Expandiendo la función de onda en términos de las funciones de Bloch

del borde de la banda se obtiene

ψ (~r) =
∑
ν′

fν′uν′0(~r) (1.18)

Los coe�cientes fν modulan las funciones de Bloch uν0(~r) y por lo tanto se llaman

funciones envolventes. Debido a la anisotropía del semiconductor no se puede supo-

ner que la función envolvente es una onda plana. La �gura 1.6 muestra un esquema

cualitativo de la función envolvente.

En notación de Dirac se tiene

|ψ〉 =
∑
ν′

fν′ |ν ′〉. (1.19)

Sustituyendo la expansión (1.18) en (1.17), multiplicando por la izquierda por 〈ν| y

considerando que los potenciales V (~r), ~A(~r) y la función envolvente varían poco dentro

de una celda unitaria, se obtiene el hamiltoniano de la función envolvente

∑
ν′

[(
Eν′(0) +

~Π2

2m0

+ V (~r)

)
δν,ν′ + ∆ν,ν′ −

e~
2m0

~σ · ~Bδν,ν′ +
~Π · ~Pν,ν′
m0

]
fν′ = Efν′ ,

(1.20)
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Figura 1.6: Comportamiento de la función de onda bajo la aproximación de la función envolvente.
Abajo: se muestran los poteniales periódicos. Arriba: se muestra la función oscilante de Bloch siendo
modulada por la función envolvente [5].

donde

~Pν,ν′ = 〈ν| ~Π |ν ′〉 ,

∆ν,ν′ = 〈ν|
(

~
4m2

0c
2
~Π · ~σ × (∇V0)

)
|ν ′〉 .

El hamiltoniano de la función envolvente contiene toda la información del cristal

y los campos. Éste se puede obtener a partir del hamiltoniano k-p (1.7) haciendo

~~k → −i~~∇ − e ~A = ~Π y agregando el potencial V (~r) y el término Zeeman en la

diagonal. En principio, la suma en (1.20) corre sobre todas las bandas. Por lo tanto,

es imposible encontrar el espectro del hamiltoniano de manera exacta; para ello se

tendrían que resolver un número in�nito de ecuaciones diferenciales acopladas. Al

igual que en el caso isotrópico, se obtiene una buena aproximación para las bandas

de un semiconductor de brecha directa considerando sólo acoplamientos k-p entre el

primer conjunto de bandas de conducción y el último conjunto de bandas de valencia,

esto es, considerar como antes el modelo de Kane.

1.3.1. Aproximación de función envolvente en heterouniones

En la mayoría de las heterouniones semiconductoras, como AlxGa1−xAs-GaAs, se

puede aplicar el método de la AFE ya que la diferencia entre las constantes de red es

pequeña [6]. Para un electrón o un hueco, la junta representa un pequeño cambio del
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potencial cristalino. Las simetrías de las funciones base uν0(~r) se mantienen. El cambio

importante viene dado por la energía asociada a dichas funciones. La transición entre

las interfaces se toma en cuenta usando una función h(z) que vincula a las funciones

base. Por ejemplo, para la heterounión AlxGa1−xAs-GaAs con la interfaz en z = 0 se

tiene

ψ =
∑
ν′

fν′
[
uGaAsν′0 (1− h(z)) + uAlGaAsν′0 h(z)

]
.

Si la función de onda penetra su�cientemente a ambos semiconductores, los efectos

granulares de la función h(z) se pueden despreciar. La transición abrupta se describe

con una función escalón unitario h(z) = H(−z), donde,

H(z) =

 1 z ≥ 0,

0 z < 0.

Por consiguiente, las energías del borde de las bandas dependientes de la posición a lo

largo de la heteroestructura son

Ec/v (z) =
[
EGaAs
c/v + δc/vH(−z)

]
donde δc/v = EGaAsAl

c/v − EGaAs
c/v .

La energía del borde de la banda de conducción de la heteroestructura GaAs-n -

AlxGa1−xAs - AlxGa1−xAs -GaAs se esquematiza en la �gura 1.4. El gas de electrones se

encuentra en la heterounión AlxGa1−xAs -GaAs por lo que sólo es necesario considerar

la energía del borde de las bandas a lo largo de dicha heterounión. La �gura 1.7

esquematiza la energía del borde de las bandas de conducción y de valencia en la

heterounión.

Bajo el modelo de Kane, se usa una base reducida de ocho funciones. Dos para

el primer conjunto de bandas de conducción tipo s y seis para el último conjunto de

bandas de valencia tipo p. Se construye dicha base con la suma de momento angular

total tal que (1.10) sea diagonal. Los elementos de la base se muestran en la tabla 1.1.

El hamiltoniano resultante es 1.11 con la substitución h~k → ~Π y el potencial V (z)
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Figura 1.7: Bordes de banda de la heterunión AlGaAs-GaAs (adaptado de [6]).

y el término Zeeman agregados a la diagonal. En este caso, se considera un campo

magnético ~B = Bzk̂ normal a la interfaz. El potencial V (z) engloba a (1.1), (1.2) y

(1.3). De�niendo el cero de energía en la banda de conducción inferior (EGaAs
c = 0) se

obtienen las energías del borde de las bandas

Ec(z) = δc/vH(−z),

Ev(z) = −EG + δvH(−z),

E∆(z) = −EG −∆ + δvH(−z).

En el sistema AlxGa1−xAs-GaAs, la escala energética relevante la dicta la brecha fun-

damental. Por lo tanto, en las bandas de valencia se desprecia el término Zeeman

(e~Bz/2m0) y el término cinético (~Π2/2m0). Finalmente se obtiene
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H
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×
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En la ecuación (1.21) Uc(z), Uv(z) y U∆(z) representan los potenciales de la banda

de conducción, valencia y desdoblada-en-espín, respectivamente

Uc(z) = Ec(z) + V (z) = δcH(−z) + V (z), (1.22)

Uv(z) = Ev(z) + V (z) = −EG + δvH(−z) + V (z), (1.23)

U∆(z) = Ev(z)−∆ + V (z) = −EG −∆ + δvH(−z) + V (z). (1.24)

Tomando en cuenta estos resultados podemos reescribir la ecuación independiente del

tiempo de Schrödinger H8×8
~f = E ~f . Aquí ~f es un vector columna de 8 componentes

que representan las funciones envolventes de cada banda

~f =


~f6c

~f8c

~f7c

 =



f 1
6c

f 2
6c

f 1
8c

f 2
8c

f 3
8c

f 4
8c

f 1
7c

f 2
7c



(1.25)

Usando el vector de matrices de Pauli ~σ = (σx, σy, σz) y las matrices ~T = (Tx, Ty, Tz)

de�nidas como

Tx = 1
3
√

2

 −√3 0 1 0

0 −1 0
√

3

 , Ty = −i
3
√

2

 √3 0 1 0

0 1 0
√

3

 ,

Tz =
√

2
3

 0 1 0 0

0 0 1 0

 ,
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se consigue

 Uc(z)

+
~Π2

2m0
− E

 I2×2 − e~Bz
2m0

σz
√

3P ~T · ~Π −1/
√

3P~σ · ~Π

√
3P ~T † · ~Π (Uv(z)− E) I4×4 0

−1/
√

3P~σ · ~Π 0 (U∆(z)− E) I2×2




~f6c

~f8c

~f7c


= 0

(1.26)

Usando el hamiltoniano anterior, se construye un hamiltoniano efectivo 2× 2 para la

banda de conducción ~f6c. De (1.26) se obtienen tres ecuaciones[(
Uc(z) +

~Π2

2m0
− E

)
I2x2 − e~Bz

2m0
σz

]
~f6c +

(√
3P ~T · ~Π

)
~f8c −

(
1/
√

3P~σ · ~Π
)
~f7c

= 0,

(1.27)

~f8c =
−
√

3P ~T † · ~Π
(Uv(z)− E)

~f6c, (1.28)

~f7c =
1/
√

3P~σ · ~Π
(U∆(z)− E)

~f6c. (1.29)

Reemplazando (1.28) y (1.29) en (1.27) se obtiene

−
[
~T · ~Π

(
3P 2

E−Uv(z)

)
~T † · ~Π + ~σ · ~Π

(
P 2/3

E−U∆(z)

)
~σ · ~Π

]
~f6c =[(

Uc(z) +
~Π2

2m0
− E

)
I2×2 − e~Bz

2m0
σz

]
~f6c.

En forma matricial esto es H0 +Hs − E H12

H21 H0 −Hs − E

 f 1
6c

f 2
6c

 = 0, (1.30)

donde

H0 = Uc(z) + ~Π

[
1

2m0

+
P 2

3

(
2

E − Uv
+

1

E − U∆

)]
~Π, (1.31)

Hs = −e~Bz

2m0

− P 2

3
i [Πx,Πy]

(
1

E − Uv
− 1

E − U∆

)
, (1.32)

H12 = −P
2

3
Π−Πz

[(
1

E − Uv
− 1

E − U∆

)]
−
(

1

E − Uv
− 1

E − U∆

)
[Πz,Π−] , (1.33)
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H21 = H12
†. (1.34)

Si se escoge un calibre tal que la componente z del vector potencial se anule (Az = 0),

por ejemplo el calibre de Landau, entonces [Πx,Πy] = ie~Bz, [Πx,Πz] = 0, [Πy,Πz] = 0,

y Πz = −i~∂z. Las expresiones (1.35) y (1.36) se simpli�can

Hs = −e~Bz

2m0

+
P 2

3
e~Bz

(
1

E − Uv
− 1

E − U∆

)
,

H12 = i~
P 2

3
Π−

∂

∂z

[(
1

E − Uv
− 1

E − U∆

)]
.

Finalmente se reescribe el hamiltoniano de la siguiente forma

H3D =

(
Uc(z) + ~Π

1

2m ∗ (z)
~Π

)
I2×2−

e~
2m0

g ∗ (z)

2
~σ · ~B+α(z) (σxΠy − σyΠx) . (1.35)

En la ecuación (1.35), la masa efectiva m∗(z), el factor giromagnético efectivo g∗(z) y

el parámetro α(z) viene dados por

1

2m∗(z)
=

1

2m0

+
P 2

3

(
2

E − Uv
+

1

E − U∆

)
, (1.36)

g∗(z) = 2− 4m0P
2

3

(
1

E − Uv
− 1

E − U∆

)
, (1.37)

α(z) =
~P 2

3

∂

∂z

[(
1

E − Uv
− 1

E − U∆

)]
. (1.38)

El último término en (1.35) es el acoplamiento espín-órbita tipo Rashba. Debido a

la derivada, el término sólo es relevante cuando se tiene asimetría en el potencial de

con�namiento (ver sección 1.1.3).

El hamiltoniano (1.35) depende de la energía y tiene dependencias de z en el

denominador. Por lo tanto, el cálculo de sus autovalores necesita técnicas autoconsis-

tentes. Para simpli�car el hamiltoniano se nota que en semiconductores como GaAs y

AlxGa1−xAs, las brechas EG y EG + ∆ son su�cientemente mayores que el resto de los

términos en los denominadores (1.36), (1.37), (1.38) tal que se pueden desarrollar [5]

1

E − Uv
≈
(

1

EG

)(
1− E − V (z)− δvH(−z)

EG
+ · · ·

)
, (1.39)
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1

E − U∆

≈
(

1

EG + ∆

)(
1− E − V (z)− δvH(−z)

EG + ∆
+ · · ·

)
. (1.40)

Así, es posible reducir el hamiltoniano efectivo de los electrones en la banda de con-

ducción de la heterounión a un hamiltoniano efectivo para el GE2D. Para lograr esto

se observa que los electrones tienen invariancia de traslación en el plano de la heterou-

nión. Por lo tanto, la función envolvente se descompone en una onda plana para los

grados de libertad x e y y un espinor arbitrario para el grado de libertad z

~f6c = ei(kxx+kyy)Φn(z).

En primer orden de aproximación se desprecian los términos Zeeman y Rashba para

calcular las autofunciones Φn(z). De (1.35) se obtiene(
~Π

1

2m∗(z)
~Π + Uc(z)

)
Φn(z) = En(z)Φn(z).

Si el potencial de con�namiento es su�cientemente fuerte, tal que E1−E0 � ~2kf
2/2m∗,

todos los electrones se encuentran en la banda más baja E0 (ver sección 1.1.3). El ha-

miltoniano efectivo de los electrones en el GE2D se obtiene evaluando el hamiltoniano

3D en las autofunciones Φ0(z) [15]

H2D = 〈Φ0|H3D |Φ0〉 ,

obteniendo así

H2D =

(
Πx

2 + Πy
2

2m∗
+ E0

)
I2×2 −

e~
2m0

g∗

2
~σ · ~B + α (σxΠy − σyΠx) . (1.41)

En el hamiltoniano (1.41), la masa efectiva m∗, el factor giromagnético efectivo g∗ y

el parámetro α vienen dados respectivamente por

m∗ = 〈Φ0|m∗(z) |Φ0〉 ,

g∗ = 〈Φ0| g∗(z) |Φ0〉 ,

α = 〈Φ0|α(z) |Φ0〉 .
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El parámetro Rashba es explícitamente

α =
~P 2

3

(
1

EG
2 −

1

(EG + ∆)2

)
〈Φ0|

∂

∂z
[V (z) + δvH(−z)] |Φ0〉 .

Cabe notar que después de hacer la aproximación (1.39) y (1.40), se debe de�nir una

nueva función de onda,

Ψ ≡

1 +
P 2

6


(

2~Π2 + e~~σ · ~B
)

EG
2 +

(
~Π2 − e~~σ · ~B

)
(EG + ∆)2

 ~f6c,

para mantener la normalización de (1.25) [5]. Sin embargo, el paso sólo es importante

para deducir términos de orden superior.
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CAPÍTULO 2

EFECTO AHARONOV-BOHM Y AHARONOV-CASHER

La geometría del gas de electrones bidimensional que se estudia en el presente

trabajo es no-simplemente-conexa lo cual da origen a efectos topológicos interesantes

que se mani�estan en entidades físicas como corrientes de carga y espín. En el presente

capítulo se estudian dos efectos topológicos asociados a campos de calibre: El efecto

Aharonov-Bohm (AB) y Aharonov-Casher (AC). El capítulo empieza con un breve

repaso de transformaciones de calibre en electrodinámica clásica y se describe cómo se

mani�estan estas en la mecánica cuántica (sección 2.1), en la sección 2.2.1 y 2.2.2 se

tratan los efectos AB y AC respectivamente.

2.1. Transformaciones de calibre

En electrodinámica, el interés de estudiar los potenciales electromagnéticos es

poder describir matemáticamente cómo las fuentes (ρ y ~J) generan los campos elec-

tromagnéticos [16]. En otras palabras, se busca una solución general de las ecuaciones

de Maxwell en el vacío

Ley de Gauss

para el campo eléctrico
∇ · ~E = ρ

ε0
, (2.1)
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Ley de Gauss

para el campo magnético
∇ · ~B = 0 , (2.2)

Ley de Faraday ∇× ~E = −∂ ~B
∂t

, (2.3)

Ley de Ampère−Maxwell ∇× ~B = µ0
~J + µ0ε0

∂ ~E
∂t

, (2.4)

donde ρ (~r, t) es la densidad de carga total, ~J (~r, t) la densidad de corriente total,

~E (~r, t) es el campo eléctrico, ~B (~r, t) el campo magnético, ε0 la permitividad eléctrica

del espacio vacío y µ0 la permeabilidad magnética del espacio vacío. Según (2.2), el

campo magnético no tiene divergencia. De esto se concluye que el campo magnético

se puede escribir como el rotor de un potencial vector

~B = ∇× ~A. (2.5)

Introduciendo (2.5) en (2.3) se obtiene

∇×

(
~E +

∂ ~A

∂t

)
= 0.

El rotor de un gradiente siempre es cero por lo que el término en paréntesis se puede

expresar como el gradiente de un potencial escalar −∇φ. Con esto, el campo eléctrico

se puede expresar en términos de los potenciales

~E = −∇φ− ∂ ~A

∂t
. (2.6)

Substituyendo (2.5) y (2.6) en (2.1) y (2.4), se pueden reducir las cuatro ecuaciones

de Maxwell a dos ecuaciones en términos de los potenciales

∇2φ+ ∂
∂t

(
∇ · ~A

)
= − ρ

ε0
,(

∇2 ~A− µ0ε0
∂2 ~A
∂t2

)
−∇

(
∇ · ~A+ µ0ε0

∂φ
∂t

)
= −µ0

~J.
(2.7)

Las ecuaciones (2.5) y (2.6) no de�nen de forma única a los potenciales electromag-

néticos, ellos están de�nidos salvo las llamadas transformaciones de calibre, las cuales
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mantienen invariantes a los campos electromagnéticos, que son los que contienen la

información físicamente relevante.

~A→ ~A+∇Λ,

φ→ φ− ∂Λ
∂t
.

(2.8)

En electrodinámica, las transformaciones de calibre se pueden usar para ajustar la di-

vergencia del potencial vector y poder simpli�car (2.7). Dos de los calibres usados con

mayor frecuencia son el calibre de Coulomb y el calibre de Lorentz. Para una revisión

sobre la historia de calibres y su importancia en la física ver [17].

En mecánica cuántica la simetría de calibre se mani�esta como una simetría local

que conlleva a efectos físicos interesantes. Procedemos a estudiar cómo integrar las

transformaciones de calibres en la mecánica cuántica.

El hamiltoniano que describe a una partícula con carga e = − |e| y masa m en

presencia de potenciales electromagnéticos es

H =
1

2m

(
~p− e ~A

)2

+ eφ. (2.9)

Al igual que los campos electromagnéticos, los observables físicos permanecen invarian-

tes ante transformaciones de calibre. Como requisito adicional, se exige que la norma

de la función de onda se preserve; para lograr esto, se construye una transformación

que relaciona a las funciones de onda asociadas a dos calibres distintos. Usando (2.9)

se escribe explícitamente la ecuación de Schrödinger
(
~p− e ~A

)2

2m
+ eφ

ψ(~r, t) = i~
∂ψ(~r, t)

∂t
. (2.10)

Al cambiar el calibre según (2.8), se obtiene
(
~p− e ~A− e∇Λ

)2

2m
+ eφ− e∂Λ

∂t

ψ′ (~r, t) = i~
∂ψ′ (~r, t)

∂t
. (2.11)
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Las ecuaciones (2.10) y (2.11) resultan equivalentes si se toma ψ′ = ei
eΛ
~ ψ. Para ve-

ri�car esto, se requiere tomar en cuenta la acción adecuada del operador momento

(e−i
eΛ
~ ~pei

eΛ
~ = ~p+ e∇Λ) y aplicarlo dos veces para demostrar

e−i
eΛ
~

(
~p− e ~A− e∇Λ

)2

ei
eΛ
~ =

(
~p− e ~A

)2

.

Es necesario notar que el valor medio de momento canónico ~p (el generador de

las traslaciones) depende del calibre y por lo tanto no es un observable. En contraste,

el valor medio del momento cinético m~v = ~p − e ~A = ~Π sí es invariante de calibre.

El momento cinético es el observable físico que traza las trayectorias de las partículas

[18].

Cuando Λ es asociado a una transformación de calibre de los potenciales elec-

tromagnéticos Aµ = (φ, ~A) o campo de calibre U(1)EM , las transformaciones forman

un grupo unitario de grado uno (grupo del círculo). También existen transforma-

ciones de calibre más complejas [19]. Si se asocia Λ con un potencial vector tipo

aµ = (−~σ · ~B, ~σ × ~E/2) o campo de calibre SU(2)espin [20], entonces las transforma-

ciones de calibre forman un grupo especial unitario de grado dos. En dicho caso Λ es

una matriz y se requiere especial cuidado con las conmutaciones.

La simetría de fase local ψ → ei
eΛ
~ ψ tiene gran importancia en la mecánica cuán-

tica. En las próximas dos secciones se estudiarán efectos de dicha simetría.

2.2. Fases topológicas

En la mecánica cuántica, los efectos topológicos se mani�estan como fases relativas

que adquieren las funciones de ondas que describen a partículas moviéndose en una

región múltiplemente conexa y libre de fuerzas. En la presente sección se estudiaran dos

efectos importantes asociados a fases topológicas: el efecto Aharonov-Bohm (AB) y el

efecto Aharonov-Casher (seccion AC). El primer efecto se mani�esta sobre partículas

cargadas moviéndose en una trayectoria libre de campo y que a su vez encierra a un
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�ujo magnético constante. El segundo efecto se mani�esta sobre partículas neutras

con momento magnético cuando éstas se mueven en presencia de un campo eléctrico

constante.

Según la mecánica clásica, el efecto de un campo electromagnético sobre una

partícula con carga q y velocidad ~v lo describe la fuerza de Lorentz: ~F = q(~v× ~B+ ~E).

Por consiguiente, la mecánica clásica no predice efecto alguno para las situaciones

descritas anteriormente. En el primer caso porque los campos son nulos, mientras que

en el segundo porque la partícula es neutra. La mecánica cuántica predice que ambas

situaciones originan fases topológicas.

2.2.1. Efecto Aharonov-Bohm

En 1959 Yakir Aharonov y David Bohm [21] describieron un interesante efecto

cuántico causado por el potencial vector sobre partículas cargadas. En mecánica clásica

el potencial escalar y el potencial vector fueron introducidos como ayuda matemática

para calcular los campos (ver sección 2.1). A pesar de que la formulación canónica

está escrita en términos de los potenciales, las ecuaciones de movimiento siempre se

pueden escribir en términos de los campos, en mecánica cuántica este no es el caso,

el formalismo canónico es requerido. Sin embargo, se obtiene que los potenciales no

son invariantes de calibre, lo cual parece indicar que no tuvieran signi�cado físico. En

su publicación, Aharonov y Bohm concluyeron que esto no es necesariamente cierto y

que una mejor interpretación era necesaria. Procedemos a explicar el efecto usando el

experimento de interferencia de Young siguiendo la línea general de [7].

En el experimento original de doble rendija, se iluminan dos rendijas muy pe-

queñas con ondas planas. La luz es refractada por cada rendija y la superposición de

los nuevos frentes de ondas resulta en un patrón de interferencia. Cuando se repite

el experimento substituyendo a los fotones por electrones, se observa un patrón de

interferencia similar. Esto es evidencia de la naturaleza cuántica de los electrones.
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La interferencia depende de la diferencia de fase entre las ondas asociadas a los

caminos tomados por los electrones. Esto es, si al camino uno se le asocia ψ1 = C1e
iΦ1y

al camino dos ψ2 = C2e
iΦ2 , entonces la diferencia de fase δ = Φ1 − Φ2 determina el

patrón de interferencia. Al electrón se le asocia la longitud de onda De Broglie λ = h/p.

Si la separación entre las rendijas es d y la distancia entre las rendijas y la pantalla es L,

entonces la diferencia de fase entre las funciones de ondas asociadas a los caminos 1 y 2

mostrados en la �gura 2.1 es: δ = 2πa/λ, donde a es la diferencia en longitud entre los

dos caminos. Por simplicidad se supone que el detector se encuentra a una distancia

x << L medida desde el eje de simetría. Esto implica a = xd/L y δ = 2πxd/λL.

Cuando la diferencia de camino es δ = 2nπ, con n entero, las ondas se encuentran

en fase y se tiene interferencia constructiva. En contraste, cuando la diferencia de

camino es δ = (2n+ 1) π las ondas se encuentran fuera de fase e inter�eren de manera

destructiva.

Figura 2.1: Esquema del experimento de doble rendija con electrones. Adaptado de [4]

El paso siguiente será añadir al experimento anterior un solenoide ideal muy

delgado de radio rc colocado de tal manera que los electrones no pasen por la región

del campo magnético.

Un solenoide ideal con eje paralelo al eje z tiene un campo magnético uniforme
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en la región interior al solenoide y campo cero en la exterior

~B =

 Boẑ r < rc

0 r > rc
.

Usando el teorema de Stokes se encuentra
∮
~A ·
−→
dl =

∫
(∇× ~A) · ~ndA =

∫
~B · ~ndA =

Φ, donde Φ es el �ujo magnético. Por simetría se deduce que el vector potencial tiene

dependencia radial y dirección acimutal ~A = Φϕ̂/2πr. Después de calcular el �ujo

encerrado, se encuentra (ver �gura 2.2)

~A =

 Bor
2
ϕ̂ r < rc

B0rc2

2r
ϕ̂ = Φ

2πr
ϕ̂ r > rc

. (2.12)

Figura 2.2: Campo magnético y potencial vector de un solenoide in�nito [7]

La función de onda del problema sin el solenoide se conoce bien, genera el patrón

de interferencia de la �gura 2.1, mientras que la función de onda del problema con

el solenoide es solución de la ecuación de Schrödinger del problema sin el solenoide

pero con un calibre que introduce el potencial vector, de manera que ambos problemas

tienen el mismo campo magnético en la región fuera del solenoide. Como se discutió en

la sección anterior, la transformación adecuada que elimina el campo de calibre es una

transformación unitaria que tiene la información de la fase que adquiere el electrón

ψ(~r, t)→ e
ie
~ Λ(~r,t)ψ(~r, t). Para aplicar dicha transformación se nota que ~B = ∇× ~A = 0
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implica ~A = ∇Λ. Usando el teorema del gradiente

~r∫
~r0

~A ·
−→
dl = Λ (~r)− Λ (~r0) ,

y de�niendo un sistema de coordenadas tal que Λ (~r0) = 0, se obtiene

ψ(~r, t)→ e

ie
~

~r∫
~r0

~A·
−→
dl

ψ(~r, t).

Aplicando la transformación sobre las funciones de onda asociadas con cada camino

se tiene

ψ1 → e

ie
~

~r1∫
~r0

~A·
−→
dl

ψ1,

ψ2 → e

ie
~

~r2∫
~r0

~A·
−→
dl

ψ2.

Finalmente, la superposición de las funciones de ondas es

ψt = ψ1 + ψ2 →
(
ψ1 + e

ie
~ Φψ2

)
e
ie
~
∫ ~r1
~r0

~A·
−→
dl
.

El �ujo magnético causa una fase relativa ∆δ = eΦ/~ entre las funciones de ondas.

Dicha fase se conoce como fase AB ΦAB. La fase resulta en un corrimiento x0 =

LλeΦ/hd periódico en �ujo del patrón de interferencia (ver �gura 2.3). El período

de dicha modulación, Φ0 = 2π~
e

= 4,1 × 10−15Wb, se conoce como �ujo cuántico

fundamental y es una característica importante del efecto AB. La fase AB sólo depende

de la conectividad, por lo tanto es topológica.

El efecto AB conduce a pensar que el vector potencial es la entidad fundamental

(en vez del campo magnético), sin embargo, el corrimiento depende del �ujo magnético

y este se escribe en términos del campo. En 1961 Chambers veri�có el efecto usando

�lamentos �nos hechos de cristales de hierro magnetizados que actúan como solenoides

[22].
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Figura 2.3: Experimento de doble rendija con un solenoide pequeño cuyo campo magnético no
interactúa con los electrones. Se observa un corrimiento en el patrón de interferencia. Adaptado de
[4]

2.2.2. Efecto Aharonov-Casher

En 1984, Aharonov y Casher [23] encontraron un efecto topológico de espín análo-

go al AB. Se considera a una partícula neutra de espín 1/2 cuya trayectoria encierra

a una línea in�nita de carga uniforme (ver �gura 2.4), clásicamente se espera que el

campo eléctrico producido por la línea de carga no afecte a la partícula. Para entender

Figura 2.4: Campo eléctrico producido por una línea in�nita de carga.

qué pasa desde el punto de vista de la mecánica cuántica, se parte del hamiltoniano

que describe al sistema. Tomando el límite no relativista de la ecuación de Dirac [23]
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para una partícula neutra se encuentra

H =

(
~p+ ~µ× ~E

)2

2m
− ~µ2 ~E2

2m
, (2.13)

donde ~µ = µ~σ y ~σ son las matrices de Pauli. El término ~µ× ~E es un campo de calibre

SU(2)espin. El segundo factor resulta en un corrimiento de la energía y generalmente

se puede despreciar. En el plano, el campo eléctrico producido por la línea de carga es

~E =
λ

2πε0

r̂

r
.

Con esto

~µ× ~E =
λµz

2πrε0

ϕ̂,

donde µz es la componente del momento magnético a lo largo de la línea de carga.

Similar al caso AB, se puede aplicar una transformación que elimine el campo de

calibre. En este caso, la transformación es [20]

ψ(~r, t) = Pe

i
~

~r∫
~r0

~µ× ~E·
−→
dl

ψ′(~r, t),

donde P es el operador de ordenamiento de camino. Si la partícula se mueve en una

trayectoria cerrada perpendicular a la línea de carga y encerrando a ésta, la función

de onda adquiere una fase relativa

ΦAC =
1

~

∮
~µ× ~E ·

−→
dl =

λµz
~ε0

nAC ,

donde nAC es el número de veces que la partícula encierra a la línea de carga. El efecto

AC sólo depende de la conectividad, por lo tanto es topológico. En 1989, Cimmino et

al. veri�caron el efecto usando un interferómetro de neutrones [24].

Finalmente señalamos que la interacción espín-órbita estudiada en la sección ante-

rior tiene la misma forma que el término SU(2)espin de (2.13). De hecho, la interacción

espín-órbita también es un campo de calibre. La función de onda de un electrón con

interacción espín-órbita que se mueve en una trayectoria cerrada también tiene una

fase AC asociada a ella (ver capítulo 3). Sin embargo existe una diferencia fundamental

entre el efecto AB y AC, el campo de calibre SU(2) depende de un campo físico ~E

mientras que el campo de calibre U(1) de AB no.
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CAPÍTULO 3

ANILLO SEMICONDUCTOR ACOPLADO A UN

RESERVORIO DE ELECTRONES

En el presente capítulo se adapta el modelo de Büttiker para introducir decohe-

rencia en un anillo semiconductor con interacción EO tipo Rashba y �ujo magnético

en con�guración Aharonov-Bohm.

3.1. Autovalores y autofunciones del hamiltoniano

Se considera a un GE2D con geometría polar. Los electrones tienen acoplamiento

EO tipo Rashba y un campo magnético en el eje z en con�guración AB. En el capítulo

1, se encontró que la expresión del potencial Rashba tiene forma

ṼRashba = α (σxΠy − σyΠx) . (3.1)

La interacción se debe a una asimetría en el potencial de con�namiento del GE2D

conocida en la literatura como Asimetría de Inversión Estructural (AIE). El paráme-

tro α, conocido como parámetro Rashba, modula la interacción y se puede ajustar

mediante una compuerta de voltaje [25].
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Para transformar el potencial de Rashba de coordenadas cartesianas a polares, no

basta sólo con la transformación (x, y)→ (ρ, ϕ), ya que esta no preserva la hermiticidad

de (3.1). Berche et al. [26] argumentan que el cambio de coordenadas en el término (3.1)

debe venir acompañado de una rotación a la base espinorial |F ′〉 = exp[iσzϕ/2] |F 〉.

En la base rotada, el potencial toma la forma

VRashba = exp[iσzϕ/2]ṼRashba exp[−iσzϕ/2] = −~ωSOσρ
(
i∂ϕ +

Φ

Φ0

)
− i~ωSO

2
σϕ,

(3.2)

donde ωSO = α~/a, siendo a el radio del anillo. Se ha utilizado el �ujo cuántico fun-

damental Φ0 = 2π~/e para escribir el potencial. En (3.2) se usaron las matrices de

Pauli polares σρ = σx cosϕ + σy sinϕ y σϕ = −σx sinϕ + σy cosϕ. El potencial resul-

tante es hermítico bajo condiciones de borde periódicas. Agregando el potencial antes

mencionado al operador energía cinética, se obtiene el hamiltoniano de un electrón en

el anillo

H = ~Ω

(
i
∂

∂ϕ
+

Φ

Φ0

)2

− ~ωSOσρ
(
i
∂

∂ϕ
+

Φ

Φ0

)
− i~ωSO

2
σϕ (3.3)

donde Ω = ~/2ma2.

Para que en el hamiltoniano queden explícitamente las dependencias de los campos

de calibre, lo escribiremos de la siguiente forma

H = ~Ω

(
−i ∂
∂ϕ
− Φ

Φ0

+
ωSO
2Ω

σρ

)2

. (3.4)

En la expresión anterior se ha omitido la constante aditiva −~ωSO2/4Ω. Ésta se puede

reintroducir luego haciendo el cambio E → E+~ωSO2/4Ω. Se puede veri�car que (3.4)

es equivalente a (3.3) aplicando el hamiltoniano sobre un espinor arbitrario ψ. Cabe

mencionar que se debe tener cuidado con la conmutación entre el operador derivada

y las matrices de Pauli polares [26].

El término Φ/Φ0 es un campo de calibre U(1)EM mientras que ωSO(2Ω)−1σρ es un

campo de calibre SU(2)espin. Ambas simetrías de calibre fueron tratadas brevemente en

el capítulo 2. Se re�ejan en el sistema como fases relativas que adquieren las funciones

de onda al completar una trayectoria cerrada.
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La ecuación de autovalores para el hamiltoniano anterior, resulta(
−i ∂
∂ϕ
− Φ

Φ0

+
ωSO
2Ω

σρ

)
ψ =

√
E

~Ω
ψ. (3.5)

Se propone un espinor asimétrico con dos etiquetas

ψµj (ϕ) = ein
µ
j ϕχµ (ϕ) = ein

µ
j ϕ

 Aµ

eiϕBµ

 , (3.6)

donde j identi�ca la dirección de propagación de la onda (j = 1 , en sentido anti

horario y j = 2 , en sentido horario) y µ distingue entre autovalores. Como en [27],

denominamos µ polarización de espín. Substituyendo (3.6) en (3.5), se obtiene nµj − Φ
Φ0
−

√
E
n
µ
j

~Ω
ωSO
2Ω
e−iϕ

ωSO
2Ω
eiϕ

(
nµj + 1

)
− Φ

Φ0
−

√
E
n
µ
j

~Ω


 ein

µ
j ϕAµ

ei(n
µ
j +1)ϕBµ

 = 0, (3.7)

Los autovalores
√
Enµj /~Ω se encuentran resolviendo la ecuación secular, así

Enµj = ~Ω

(
nµj −

ΦAB

2π
− 1

2π
Φ

(µ)
AC

)2

. (3.8)

Al introducir los autovalores (3.8) en (3.7), se obtienen las autofunciones

Ω

ωSO

(
1 + (−1)µ

1

cos θ

)
Aµ = Bµ,

donde cos θ = 1/
√

1 + (ωSO/Ω)2. Si se escoge A(1) = B(2) = cos[θ/2] y B(1) = −A(2) =

sin[θ/2] con θ = 2tan−1[Ω/ωSO −
√

(Ω/ωSO)2 + 1] , se obtienen espinores canónicos,

normalizados y ortogonales.

Las cuatro autofunciones ψµj con sus respectivos coe�cientes Cµ
j son

Ψ1
1(ϕ) = C1

1e
in1

1ϕ

 cos
[
θ
2

]
eiϕ sin

[
θ
2

]
 , Ψ2

1(ϕ) = C2
1e
in2

1ϕ

 sin
[
θ
2

]
−eiϕ cos

[
θ
2

]
 ,

Ψ1
2(ϕ) = C1

2e
in2

1ϕ

 cos
[
θ
2

]
eiϕ sin

[
θ
2

]
 , Ψ2

2(ϕ) = C2
2e
in2

2ϕ

 sin
[
θ
2

]
−eiϕ cos

[
θ
2

]
 (3.9)
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Un estado electrónico en el anillo viene dado por la superposición de las autofunciones

anteriores

Ψ(ϕ) = Ψ1
1(ϕ) + Ψ2

1(ϕ) + Ψ1
2(ϕ) + Ψ2

2(ϕ). (3.10)

Comparando (3.9) con la expresión para el número cuántico principal

nµj = (−1)j
√

E

~Ω
+

1

2π
ΦAB +

1

2π
Φ

(µ)
AC , (3.11)

la cual se obtiene de (3.8), se puede ver que las funciones de onda con los campos

de calibre di�eren de las funciones de onda del hamiltoniano libre de campo sólo por

exp[iΦAB/2π] exp[iΦ
(µ)
AC2π]. En otras palabras, el espinor Ψµ

j (ϕ) adquiere la fase AB y

AC cuando se encierra sobre sí misma en el anillo. Para el anillo desacoplado se tienen

condiciones de borde periódicas, lo cual implica que nµj ∈ Z. En este caso el espectro

viene dado por

Enµj = ~Ω

(
(−1)jn− ΦAB

2π
− 1

2π
Φ

(µ)
AC

)2

− ~ωSO2

4Ω
.

En la ecuación anterior se ha reintroducido la constante aditiva −~ωSO2/4Ω omitida

en (3.4) y se toma n ∈ Z+.

3.2. Modelo de decoherencia de Büttiker

Para simular interacciones decoherentes en un anillo semiconductor adaptamos

el modelo de decoherencia de Büttiker creado para anillos metálicos normales sin

interacción EO.

En el modelo de Büttiker [8] se introduce decoherencia en un anillo metálico aco-

plando éste a un reservorio de electrones vía un cable ideal que actúa como una prueba

de voltaje. El anillo se encuentra penetrado por un �ujo magnético en con�guración

AB (ver �gura 3.1). El reservorio emite partículas con energías según la distribución

de Fermi

f(E) =
1

e
E−EF
kT + 1

,
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Figura 3.1: Anillo penetrado por un �ujo magnético en con�guración AB y acoplado a un reservorio
de electrones vía un cable ideal [8]

y admite electrones de cualquier energía. En el reservorio, los electrones son dispersados

inelásticamente tal que no hay relación de fase entre los electrones absorbidos y los

emitidos. Los electrones emitidos viajan por el cable y entran en el anillo. Con cierta

probabilidad, los electrones escapan por la junta y regresan al reservorio, por lo tanto,

el acople da lugar a estados electrónicos en el anillo con tiempo de vida �nita.

El acople entre el cable y el anillo se describe mediante una matriz de dispersión S

que relaciona las amplitudes ~α′ = (α′, β′, γ′) de las ondas salientes con las amplitudes

~α = (α, β, γ) de las ondas entrantes, ~α′ = S~α. La matriz S debe ser 3x3 para tomar

en cuenta los tres canales de la junta. Si se impone que la matriz sea real, que la

corriente se conserve, que haya invariancia ante inversión temporal y simetría entre

ambos brazos del anillo, entonces la matriz S es de la forma [28]

S =


−(a+ b)

√
ε
√
ε

√
ε a b
√
ε b a

 , (3.12)

donde a = (
√

1− 2ε− 1)/2 , b = (
√

1− 2ε+ 1)/2 y ε es el parámetro de acoplamiento

con el reservorio. Dicho parámetro varía entre 0 y 1/2 tal que para ε = 0 el cable y el

anillo se encuentran desacoplados, y para ε = 1/2 se tiene máximo acoplamiento.
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Figura 3.2: Anillo mesoscópico con interacción EO tipo Rashba fabricado de un GE2D. La interacción
Rashba se modula mediante una compuerta de voltaje. El anillo se encuentra penetrado por un �ujo
magnético en con�guración AB y acoplado a un reservorio de electrones vía un cable ideal.

3.3. Acople con el reservorio

El modelo de Büttiker está diseñado para anillos metálicos en los cuales la inter-

acción EO del cristal es despreciable [12]. En el anillo semiconductor (ver �gura3.2), la

interacción EO rompe la degeneración del espín. Por lo tanto, es necesario escribir los

estados en el anillo usando espinores. Para adaptar el modelo de Büttiker al presente

caso, se propone hacer un acople entre el espinor del cable y el espinor del anillo por

polarización de espín (µ). Para esto, es necesario desarrollar la función de onda del

cable en términos de los espinores base del anillo

ψcable(x) =
∑
µ=1,2

φ(µ)(x)χ(µ)(0) x ∈ (−∞, 0] . (3.13)

Para partículas emitidas por el reservorio con energía E = ~2k2/2m, los coe�cientes

del desarrollo vienen dado por

φ(µ)(x) =
√
N
(
eikx + Cµ

3 e
−ikx) . (3.14)
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El factor de normalización en (3.14) se determina de la siguiente manera: En un inter-

valo de energía entre E y E + dE, la corriente inyectada por el reservorio al cable es

dI = ev(dN/dE)f(E)dE , donde dN/dE = 1/2π~v es la densidad de estados de un

anillo perfecto y v = ~k/m. La función de onda (3.14) describe la corriente incidente

correcta si se toma N = f(E)dE/2π~v [8].

Las función de onda en el anillo viene dado por la superposición (3.10) de las

autofunciones del anillo acoplado (3.9) con energías E = ~2k2/2m. El problema de

dispersión se plantea entonces como ~α′(µ) = S~α(µ). Los coe�cientes α(µ) y α′(µ) se

determinan evaluando (3.13) en la junta, la cual tomamos como x = 0. Los coe�cientes

β′(µ) y γ(µ) se determinan evaluando Ψµ
2 de (3.9) en ϕ = 0 y ϕ = 2π , respectivamente.

Finalmente, se determinan los coe�cientes β(µ) y γ′(µ) evaluando Ψµ
1 de (3.9) en ϕ = 0

y ϕ = 2π , respectivamente. Así,
√
NCµ

3

Cµ
1

Cµ
2 e

inµ2 2π

 =


−(a+ b)

√
ε
√
ε

√
ε a b
√
ε b a




√
N

Cµ
2

Cµ
1 e

inµ1 2π

 . (3.15)

De (3.15) se consiguen tres ecuaciones

√
NCµ

3 = −(a+ b)
√
N +

√
ε
(
Cµ

2 + Cµ
1 e

inµ1 2π
)
, (3.16)

Cµ
1 =
√
ε
√
N + aCµ

2 + bCµ
1 e

inµ1 2π, (3.17)

Cµ
2 e

inµ2 2π =
√
ε
√
N + bCµ

2 + aCµ
1 e

inµ1 2π. (3.18)

Usando las dos últimas y haciendo uso de la relación b− a = 1, se halla

Cµ
1 =

√
εN

(
−1 + ein

µ
2 2π
)

b+ a2ein
µ
1 2π − b2ein

µ
1 2π + bein

µ
1 2πein

µ
2 2π − einµ2 2π

, (3.19)

Cµ
2 =

√
εN

(
1− ein

µ
1 2π
)

a2ein
µ
1 2π + b− einµ2 2π − b2ein

µ
1 2π + bein

µ
1 2πein

µ
2 2π

. (3.20)

Por otra parte, los módulos de los coe�cientes vienen dado por

|Cµ
1 |2 =

2εN
g(µ)

(1− cos [2πnµ2 ]) , (3.21)
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|Cµ
2 |2 =

2εN
g(µ)

(1− cos [2πnµ1 ]) ,

donde:

g(µ) = 3 +
√

1− 2ε− 3ε− 2
(
1 +
√

1− 2ε− ε
)

cos [2πnµ1 ] + 2
√

1− 2ε cos [2π (nµ1 − n
µ
2)]

−2 cos [2πnµ2 ] + cos [2π (nµ1 + nµ2)] +
(√

1− 2ε− ε
)

(−2 cos [2πnµ2 ] + cos [2π (nµ1 + nµ2)]) .

Substituyendo (3.19) y (3.20) en (3.16) se obtiene

Cµ
3 = −a− b+

ε
(
1 + ei2πnµ2

(
2a− 2b+ ei2πnµ1

))
ei2πnµ1 − a2ei2πnµ2 + b2ei2πnµ2 − b

(
1 + ei2π(n

µ
1 +nµ2)

) .
Luego, sustituyendo las expresiones para a y b y tomado el módulo del coe�ciente

(3.27), se veri�ca la condición de corriente nula: |Cµ
3 |2 = 1.

3.4. Densidad de estados

La primera pregunta que surge al acoplar el anillo al reservorio es ¾cómo se mo-

di�can los estados electrónicos del anillo? Para responder esto, calculamos la densidad

de estados. La densidad de estados del sistema describe el número de estados, en cada

nivel de energía, que pueden ser ocupados por electrones. Ésta se de�ne de tal forma

que N(E)δE sea el número de estados disponibles cuyas energías se encuentran en el

rango E y E+δE. La densidad de partículas en el anillo por intervalo de energía entre

E y E + δE es

dN =
∣∣C1

1

∣∣2 +
∣∣C2

1

∣∣2 +
∣∣C1

2

∣∣2 +
∣∣C2

2

∣∣2.
Usando la regla de la cadena, dN/dk = (dN/dE)(dE/dk), se obtiene

dN

dk
=
f [E] ε

π

(
sin [2πn1

1]
2

+ sin [2πn1
2]

2

g(1)
+

sin [2πn2
1]

2 − sin [2πn2
2]

2

g(2)

)
. (3.22)

En ausencia de campos (3.22) se reduce a

dN

dk
=

2f(E)ε

π
(
−1 + ε+

√
1− 2ε cos

[
2π
√

E
~Ω

]) .
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3.5. Corrientes persistentes de carga

Las corrientes persistentes de carga se mani�estan cuando se tienen perturbaciones

que rompen la simetría de inversión temporal, por ejemplo, la debida a un campo

magnético. Se puede obtener la corriente de carga en el anillo desacoplado directamente

del espectro de energías [29]

Ic arg a = −
∑

i∈ocupado

dEi
dΦ

.

Para el anillo acoplado las energías disponibles no están bien de�nidas. Por lo tanto,

se requiere un método alternativo para calcular las corrientes de carga. Se puede cuan-

tizar a partir de la de�nición clásica de densidad de corriente de carga ~j(~r) = ρ(~r)e~v

tomando el valor de medio del operador velocidad ~v

~j =

∫
V ol

d3~rψ†e~vψ.

En el presente caso, los estados se encuentran de�nidos en intervalos de energía. Por

lo tanto, se tiene que la corriente en un intervalo E y E + δE es

dIc arg a = Ψ†evϕΨ. (3.23)

Se observa que la expresión (3.23) tiene las unidades adecuadas de corriente (carga

sobre tiempo). Así, la corriente total se obtiene sumando todas las contribuciones:

Ic arg a =
∫
dIc arg a. Debido a la interacción EO, el operador velocidad no es simplemente

vϕ = Πϕ/m, por lo que se debe partir de la de�nición del operador velocidad para

encontrar

vϕ = [H,ϕ] = 2aΩ

(
−i∂ϕ −

Φ

Φ0

+
ωSO
2Ω

σρ

)
. (3.24)

Finalmente, la corriente total viene dada por

Ic arg a =
∑
j,µ

∞∫
E=0

dIµj

= ~Ω
Φ0

2ε
∑
µ

∞∫
E=0

f(E)

g(µ)

√
~Ω
E
dE
~Ω

 1− cos [2πnµ1 ]
(
−
√

E
~Ω

+ 1
2π

Φ
(µ)
AC

)
− cos [2πnµ2 ]

(√
E
~Ω

+ 1
2π

Φ
(µ)
AC

)

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Cuando no hay interacción EO, la expresión explicita de la corriente es

Ic arg a = −8ε~Ω

Φ0

∞∫
0

dE

~Ω
f (E) g−1 sin

[
2π

Φ

Φ0

]
sin

[
2π

√
E

~Ω

]
,

donde

g =


3 +
√

1− 2ε− 3ε+ 2 (−1 + ε) cos
[
2π
(

Φ
Φ0

+
√

E
~Ω

)]
+
(
1 +
√

1− 2ε− ε
) (

cos
[
4π Φ

Φ0

]
− 2 cos

[
2π
(

Φ
Φ0
−
√

E
~Ω

)])
−2
√

1− 2ε
(

cos
[
2π
(

Φ
Φ0

+
√

E
~Ω

)]
− cos

[
4π
√

E
~Ω

])
 .

Cuando no hay �ujo magnético se obtienen contricuciones nulas de corriente indepen-

diente de la polarización de espín µ.

3.6. Corrientes persistentes de espín

En ausencia de �ujo magnético que rompa la simetría de inversión temporal la

corriente de carga es nula. Sin embargo, existen corrientes que no rompen la simetría

de inversión temporal, a saber, las corrientes de espín. Para obtener corrientes de espín

se debe romper la simetría de inversión espacial. Esto lo hace la interacción EO. Al

igual que en el caso de las corrientes de carga, se puede partir de la de�nición clásica

de corriente. Esta vez, se cambia la carga por el operador espín e→ ~~σ/2, de�niendo

así un operador de "velocidad de espín"[26]

~Jespin =
~
4

∫
V ol

d3~rψ†{~σ,~v}ψ.

Usando el operador velocidad azimutal (3.24) y tomando la forma general de los es-

pinores (3.9) se consigue la contribución de cada singlete a la corriente de espín en el

eje z

dJµj = ψµj {~σz/4, vϕ}ψ
µ
j = 2a~Ω

∣∣Cµ
j

∣∣2 [(nµj − Φ

Φ0

)(
|Aµ|2 − |Bµ|2

)
− |Bµ|2

]
.
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Es de notar que la corriente de espín de�nida de esta forma tiene unidades de energía.

Substituyendo los coe�cientes A(µ), B(µ), se consiguen expresiones de corriente dJµj por

polarización de espín µ

dJµ=1
j =

∣∣C1
j

∣∣22a~Ω

((
n1
j −

Φ

Φ0

)
cos [θ]− sin [θ/2]2

)
,

dJµ=2
j =

∣∣C2
j

∣∣22a~Ω

(
−
(
n2
j −

Φ

Φ0

)
cos [θ]− cos [θ/2]2

)
.

Finalmente, la corriente de espín total viene dada por las cuatro contribuciones

Jzespin =
∑
j,µ

∫
dJµj .

En ausencia de interacción EO se veri�ca que todas las contribuciones se cancelan a

pares.
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CAPÍTULO 4

RESULTADOS Y DISCUSIONES

En este capítulo se presentan los resultados y discusiones de las cantidades físicas

encontradas en el capítulo anterior. En la sección 4.1 se estudia el espectro del anillo

desacoplado en función del �ujo magnético y de la interacción espín-órbita (EO). En

la sección 4.2, se compara la densidad de estados del anillo en los casos acoplado y

desacoplado. Adicionalmente se calculan tiempos de vida de electrones en el anillo

en función del parámetro de acoplamiento al reservorio. En las secciones 4.3 y 4.4 se

estudian las corrientes persistentes de carga y de espín respectivamente.

4.1. Espectro del anillo desacoplado

En el capítulo anterior se calculó el espectro del anillo desacoplado

Eµ

(−1)jn
= ~Ω

(
(−1)jn− Φ

Φ0

− 1

2π
Φ

(µ)
AC

)2

− ~ωSO2

4Ω
, n ∈ Z+, (4.1)

donde Φ es el �ujo magnético, Φ0 el �ujo cuántico fundamental, Φ
(µ)
AC = −π[1 +

(−1)µ
√

1 + (ωSO/Ω)2] la fase Aharonov-Casher y Ω = ~/2ma2, siendo a el radio del

anillo. El parámetro ωSO modula la interacción EO. La etiqueta j identi�ca la dirección

de propagación de la onda y µ la polarización de espín.
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En la �gura 4.1, panel a, se muestra la energía en función del �ujo magnético en

ausencia de interacción EO. Se tiene que la energía es periódica en el �ujo con periodi-

cidad Φ0 . Para enteros y semi enteros de Φ0 se recupera la cuádruple degeneración del

sistema simétrico. Se observa que para cualquier otro valor del �ujo se tiene una doble

degeneración E1
−n = E2

−(n+1) y E
2
+n = E1

+(n+1). En notación más sugerente podemos

expresar esto mediante la relación

E↑(↓)→ 6= E↓(↑)← .

El �ujo magnético rompe la degeneración asociada al cambio simultáneo de eti-

queta: sentido de propagación y polarización de espín. En otras palabras, el �ujo

magnético rompe la simetría de inversión temporal. Al considerar la interacción EO

(ver �gura 4.1 panel b), todos los estados se desdoblan salvo para �ujos Φ/Φ0 =

M + (1±
√

1 + (ωSO/Ω)2)/2 y Φ/Φ0 = M donde M es un entero o semi entero.

En la �gura 4.2, panel a, se muestra la energía en función del parámetro de EO en

ausencia de �ujo magnético. Para ωSO/Ω = 0 se recupera la cuádruple degeneración

del sistema completamente simétrico. Al considerar la interacción se tiene una doble

degeneración E1
+n = E2

−(n+1) y E
2
+n = E1

−(n+1). Aquí también se considera la notación

sugerente anterior

E↑(↓)→ 6= E↑(↓)← .

La interacción EO rompe la degeneración por cambio de sentido de propagación a

polarización de espín �ja; esto es asimetría de inversión espacial. Al considerar el

campo magnético (ver �gura 4.1 panel b), todos los estados se desdoblan salvo para

los valores del �ujo anteriormente mencionados.

En la �gura 4.3 se resumen todos los comportamientos; en ésta se muestra la doble

degeneración en ausencia de �ujo, la doble degeneración en ausencia de interacción EO

y la cuádruple degeneración en ausencia de ambos campos.
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a)

b)

Figura 4.1: Energía de electrones en el anillo desacoplado en función del �ujo magnético a) sin
interacción EO (ωSO/Ω = 0) y b) con interacción EO ωSO/Ω = 0,75. La energía se expresa en
unidades E0 = ~Ω. Adicionalmente, se muestran niveles de Fermi que encierran 4k electrones (línea
negra sólida) y 4k + 2 electrones (línea negra discontinua).
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a)

b)

Figura 4.2: Energía de electrones en el anillo desacoplado en función de la interacción EO a) sin
�ujo magnético (Φ/Φ0 = 0) y b) con �ujo magnético Φ/Φ0 = 0,2. La energía se expresa en unidades
E0 = ~Ω.

54



CAPÍTULO 4: RESULTADOS Y DISCUSIONES

Figura 4.3: Espectro 3D del anillo desacoplado en función del �ujo magnético y el parámetro de
interacción EO. La energía se expresa en unidades E0 = ~Ω.

4.2. Densidad de estados

Los estados energéticos del anillo desacoplado están cuantizados. La pregunta

pertinente es entonces, cuando se acopla el reservorio, ¾cómo se modi�can los estados

del anillo? Para responder esta pregunta se calcula la densidad de estados.

Cuando se acopla el anillo al reservorio (ε = 0,2 de la �gura 4.4), ocurre un

ensanchamiento de los niveles energéticos en torno a las energías cuantizadas del anillo

desacoplado (ε = 0,01 de la �gura 4.4). Se encuentra que los estados energéticos se

ajustan a una distribución de Cauchy-Lorentz

fL = I

[
(∆E)2

(E − El)2 + (∆E)2

]
. (4.2)
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Usando el principio de incertidumbre energía-tiempo (∆E∆t = ~/2), calculamos los

tiempos de vida de los electrones en el anillo. Se encuentra que, en función del pa-

rámetro de acoplamiento al reservorio, la incertidumbre del primer estado energético

tiene un comportamiento de ley de potencias dado por ∆t = (0,9 ± 0,1)ε(1,03±0,01)/Ω

(ver �gura 4.5).

Figura 4.4: Densidad de estados del anillo en función de la energía para dos valores del parámetro
de acoplamiento con el reservorio. La interacción EO y el �ujo magnético se encuentran apagados
(ωSO/Ω = 0, Φ/Φ0 = 0). La energía se expresa en unidades E0 = ~Ω y la energía de Fermi es
EF = 12E0.

Se tiene que el campo magnético (�gura 4.6 panel a) y la interacción EO (�gura 4.6

panel b) desdoblan los niveles energéticos en torno a los niveles del anillo desacoplado.

En la �gura 4.7 se observa la cuádruple degeneración debido a ambos campos.
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Figura 4.5: Tiempo de vida de electrones en el anillo en función del parámetro de acoplamiento con el
reservorio. Los puntos corresponden a tiempos de vida obtenidos mediante el ajuste de la distribución
(4.2), mientras que la línea roja es un ajuste de los puntos.
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a)

b)

Figura 4.6: Densidad de estados del anillo en función de la energía para dos valores del parámetro
de acoplamiento con el reservorio . Los parámetros de interacción son a) ωSO/Ω = 0, Φ/Φ0 = 0,1 y
b) ωSO/Ω = 0,75 , Φ/Φ0 = 0. La energía se expresa en unidades E0 = ~Ω y la energía de Fermi es
EF = 12E0.
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Figura 4.7: Densidad de estados del anillo en función de la energía para dos valores del parámetro de
acoplamiento con el reservorio. La interacción EO es ωSO/Ω = 0,75 mientras que el �ujo magnético
es Φ/Φ0 = 0,05. La energía se expresa en unidades E0 = ~Ω y la energía de Fermi es EF = 12E0.

4.3. Corrientes persistentes de carga

Para el anillo desacoplado a temperatura cero, las corrientes persistentes de carga

vienen dadas por

Icarga = −
∑

i∈ocupado

dEi
dΦ

,

donde i representa los estados ocupados. La corriente es periódica en Φ/Φ0 con período

1. Al sumar las contribuciones de los estados ocupados se alternan los signos de la

corriente y se obtiene una cancelación fuerte de la corriente. La contribución más

grande la proporciona el estado más próximo al nivel de Fermi. Existen tres casos: I) el

nivel de Fermi �ja N=4k electrones, II) N=4k+2 electrones y III) un número variable de

electrones en función del �ujo, donde k ∈ Z+. Se tiene que sin interacción EO, en el caso

I), donde N=4k (ver �gura 4.8 panel a), hay dos electrones con polarización de espín

µ = 1 y µ = 2 en cada banda. En el nivel de Fermi, dos bandas cuyos electrones tienen

sentido de propagación distintos se cruzan en enteros del �ujo cuántico fundamental lo
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cual resulta en un salto y cambio de signo de la corriente en estos valores. En el caso II)

(ver �gura 4.8 panel b), se tiene un número impar de electrones con polarización µ = 1

y µ = 2 por banda. En el nivel de Fermi, dos bandas cuyos electrones tienen sentido

de propagación distinto se cruzan en semi enteros del �ujo cuántico fundamental lo

cual resulta en un salto y cambio de signo de la corriente en estos valores. Se puede

obtener el caso I) del caso II) haciendo el cambio Φ/Φ0 → Φ/Φ0 + 1/2. El caso I) y

II) resultan un caso particular de III) donde el cruce entre bandas queda dictado por

el nivel de Fermi. En los tres casos, el acoplamiento al reservorio suaviza los saltos

ya que se cruzan niveles energéticos con incertidumbre. Las corrientes persistentes se

mani�estan cuando la función de onda del electrón se encierra sobre sí misma en el

anillo y adquiere la fase Aharonov-Bohm. Al acoplar el reservorio, los electrones pierden

memoria de fase con una probabilidad �nita y la fase Aharonov-Bohm adquirida es

aleatoria degradando así la corriente.
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a)

b)

Figura 4.8: Corriente persistente de carga en función del �ujo magnético para tres valores del pará-
metro de acoplamiento con el reservorio. El número de electrones es a) 4k y b) 4k+2. La interacción
EO se encuentra apagada y la corriente persistente de carga se mide en unidades I0 = evf/2πa.

Al considerar la interacción EO los cruces entre bandas en el nivel de Fermi

suceden en Φ/Φ0 = M + (1 ±
√

1 + (ωSO/Ω)2)/2 donde M ∈ Z+ para el caso I) y
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Φ/Φ0 = M±
√

1 + (ωSO/Ω)2/2 para el caso II). Esto desplaza los saltos en la corriente

(ver �gura 4.9 panel a y b) a los valores previamente mencionados. Con interacción

EO, el caso III) (ver �gura 4.10) acepta un número impar de electrones a lo largo de

una región del �ujo lo que crea un desnivel en la corriente.

a)

b)

Figura 4.9: Corriente persistente de carga en función del �ujo magnético para distintas interacciones
EO y acoplamiento ε = 0,1 con el reservorio. El número de electrones es a) 4k y b) 4k+2.
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Figura 4.10: Corriente persistente de carga en función del �ujo magnético para distintas interacciones
EO y acoplamiento ε = 0,1 con el reservorio. El número de electrones cambia en función del �ujo de
4k a 4k+1 (curva azul) y 4k a 4k+3 (curva púrpura).

4.4. Corrientes persistentes de espín

En ausencia de �ujo magnético se tiene simetría de inversión temporal, por lo

tanto, no hay corrientes de carga. Sin embargo, se pueden tener corrientes de espín

porque éstas no rompen dicha simetría. Para obtener corrientes de espín es necesario

romper la asimetría de inversión espacial.

Para enteros o semi enteros del �ujo magnético se tiene en cada cruce de bandas

dos electrones con igual energía, sentidos de propagación opuestos y polarización de

espín contraria. En este caso la magnitud de la corriente de espín es máxima (ver

�gura 4.11). Cabe notar que para estos valores la corriente es de espín pura (no hay

corriente de carga). Al igual que en las corrientes persistentes de carga, se tiene un

salto abrupto y cambio de signo de la corriente en Φ/Φ0 = M+(1±
√

1 + (ωSO/Ω)2)/2

dondeM ∈ Z+ para el caso I) y Φ/Φ0 = M±
√

1 + (ωSO/Ω)2/2 para el caso II) debido

al cruce de bandas.
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a)

b)

Figura 4.11: Corriente persistente de espín en función del �ujo magnético para tres valores del pará-
metro de acoplamiento con el reservorio. El número de electrones es a) 4k y b) 4k+2. La interacción
EO es ωSO/Ω = 0,75. La corriente se mide en unidades J0 = ~vf/4πa.

Al quitar la interacción EO se recupera la simetría de inversión espacial y la

corriente de espín resultante es nula (ver �gura 4.12). Al igual que las corrientes de

carga, el reservorio degrada las corrientes de espín.

64



CAPÍTULO 4: RESULTADOS Y DISCUSIONES

a)

b)

Figura 4.12: Corriente persistente de espín en función del parámetro de EO para tres valores del
parámetro de acoplamiento con el reservorio. El número de electrones es a) 4k y b) 4k+2. El �ujo
magnético se encuentra apagado (Φ/Φ0 = 0). La corriente de espín se mide en unidades J0 = ~vf/4πa.
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• Se describió la interacción espín-órbita tipo Rashba para un gas de electrones

bidimensional formado en una heterounión de semiconductores III-V con asime-

tría en el potencial de con�namiento. En este sentido se realizó una derivación

consistente y comparativamente simple del término Rashba que recoge nociones

dispersas en la literatura actual.

• Estudiamos los estados de electrones en un anillo mesoscópico usando una formu-

lación simétrica entre las fases Aharonov-Bohm y Aharnov-Casher. La función de

onda del electrón se cierra sobre sí misma en una geometría no-simplemente co-

nexa (anillo) y adquiere ambas fases. La condición de que la función de onda sea

univaluada conlleva a la existencia de corrientes persistentes. Se analizó el espec-

tro de energías en términos de las simetrías del sistema y se observaron las conse-

cuencias del rompimiento de simetria de reversión temporal provocada por el �u-

jo magnético, responsable de la fase Aharonov-Bohm. También se analizaron las

consecuencias del rompimiento de simetría de reversión espacial provocada por

la interacción espín-órbita de Rashba, responsable de la fase Aharonov-Casher.

Por separado, estas interacciones rompen la degeneración cuádruple original en

dos pares doblemente degenerados. La aplicación de ambas interacciones elimina
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toda degeneración salvo por situaciones de degeneración accidental al variar la

interacción espín-órbita.

• Se desarrolló un modelo simple, basado en el modelo de Büttiker [8], para in-

troducir decoherencia en el anillo. El modelo consiste en conectar el anillo a un

reservorio de electrones de energía de Fermi y temperatura dada. Se encontró

que el reservorio introduce estados electrónicos en el anillo con tiempos de vida

�nita. Se calcularon dichos tiempos y se encontró que como función del pará-

metro de acoplamiento con el reservorio, los tiempos de vida siguen una ley de

potencia. El reservorio provoca un ensanchamiento de los niveles energéticos lo

cual disminuye la coherencia del sistema vía la perdida de relación de fase entre

los electrones que ingresan al reservorio y los que permanecen en el anillo. Esta

pérdida de coherencia degrada las corrientes persistentes de carga y espín.

• Se calcularon las corrientes persistentes de carga y espín y se obtuvieron resul-

tados consistentes con los de Buttiker [8] para anillos metálicos y los de Molnar

et al. [27] para anillos semiconductores. Se tiene que ambas corrientes se degra-

dan como función del parámetro de acoplamiento, sin embargo no se consigue

decoherencia total. Resulta interesante la comparación con el procedimiento de

Molnar et al. en el que se introduce una impureza que abre brechas en las zonas

de Brillouin. Esto a su vez degrada las corrientes por efectos de interferencia.

Otra diferencia es que Molnar et al. considera el número de partículas en el anillo

como �jo lo cual no resulta conveniente al acoplar el reservorio de electrones.

• Direcciones futuras:

� Estudiar la transición entre el anillo acoplado y desacoplado que bajo el

modelo desarrollado resulta poco clara.

� Desarrollar un modelo de acople con el reservorio que pueda incluir los efec-

tos temporales que son omitidos en la formulación con matriz de dispersión.
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� Estudiar los efectos de disipasión real por escape de corrientes al reservorio

como los propuestos por González et al. [30]
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