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Resumen

MECANICA CUANTICA EN EL ESPACIO ESFERICO
Erick Castro M.

Escuela de Fisica, Universidad Central de Venezuela

Dr. Abraham Lozada, Tutor

En este trabajo se estudian las consecuencias para la mecanica cuantica de suponer
que el espacio de configuraciones no es euclideo, sino esférico. Este cambio, en compara-
cion con el espacio euclideo, tiene efectos en mecénica cuantica debido a la curvatura y a
la topologfa del espacio esférico. Consideraremos la circunferencia S! (esfera unidimen-
sional), la esfera bidimensional S? y la esfera tridimensional S* (el triespacio esférico).
El procedimiento de construccion de los observables basicos para una particula libre
en estos espacios, el cual es nuestro objetivo principal, se realiza de manera geométri-
ca (esto es, independiente de coordenadas). En este caso, como en el euclideo (el cual
discutimos brevemente), los observables se obtienen de propiedades fundamentales de
la geometria. El modelo de espacio esférico, para S', S? y S3, es el de una superficie
esférica en R?, R? y R*, respectivamente. Se consideraran, por completitud y para che-
quear resultados previos, el péndulo cudntico en S' y el dtomo de hidrégeno en S3.

Dr. Abraham Lozada
Tutor
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Capitulo 1

Introducciéon

Como es bien conocido, la llegada de la relatividad general cambié nuestra nocién
del espacio-tiempo. En la formulacién usual de la mecanica cudntica, el tiempo es un
parametro y el espacio es euclideo. En ese caso, estamos despreciando los efectos gra-
vitacionales sobre el espacio-tiempo, en particular su curvatura. Uno de los problemas
que mas ha captado la atencién de la investigacion en fisica es el estudio de la mecanica
cuantica en conjuncién con la relatividad general. Esto se expresa, particularmente, con

el problema de la cuantizacién del campo gravitatorio. (ver [1], [2] y [3]).

Este trabajo trata con esta problematica desde un punto de vista mas simple. En
efecto, asi como en la gran mayoria de las aplicaciones de la mecédnica cuantica la inter-
accion electromagnética es estimada como un campo clasico, una primera aproximacion
de los efectos de la gravedad seria considerar el campo gravitatorio como clasico (en el
sentido de que debe obedecer las ecuaciones de Einstein). Mas aun, dicho tratamiento
se justifica en mayor medida en el caso gravitatorio que en el electromagnético (donde
funciona excelentemente) ya que la interaccién gravitatoria es mas débil en varios or-
denes de magnitud que la electromagnética. Por esta razén uno esperaria primero ver
los efectos cuédnticos debido al campo clésico (que es la aproximacién que tomaremos)

que los efectos del campo gravitacional cuantico.

De estas afirmaciones puede considerarse el problema de como conjugar la gravedad
con la teoria cuantica, en un primer esbozo, como el de la formulacién de la mecanica
cuantica en un espacio-tiempo curvo dado. El tiempo, como usualmente es tratado en

fisica, no se cuantiza (es un parametro). Por lo tanto la curvatura del espacio-tiempo,
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al final, resulta en una curvatura del espacio.

En este trabajo se estudian las principales consecuencias sobre la mecanica cuantica
que resultan al suponer el espacio de configuraciones de una particula como esférico (a
diferencia de la consideracién usual, la cual supone que es euclideo). Histéricamente se
ha tratado con esta cuestion en la resolucién del problema del atomo de hidrégeno. En
particular, el &tomo de hidrégeno en espacio esférico (el cual es una representaciéon de
una geometria no euclideana) fue estudiado primeramente por Schrodinger y Steven-
son (ver [24] y [26]). También se ha considerado esta problemdtica en un espacio de
curvatura constante negativa (espacio hiperboélico) (ver [25]). En espacio esférico otros
trabajos que han tratado con esta cuestién son p.e [27], [28] y [21]. A diferencia de estos
tratamientos, nuestro objetivo es la construcciéon de manera geométrica (independien-
te de coordenadas) de los observables fundamentales asociados a la mecénica de una
particula en espacio esférico unidimensional, bidimensional y tridimensional. Lineamen-
tos similares a los nuestros fueron seguidos en la referencia [10] donde se consider6 la

mecénica cudntica en espacio de Lobachevski H? (espacio hiperbélico).

Es importante senalar que el espacio esférico, aparte de poseer curvatura positiva,
tiene una topologia que introduce importantes efectos en la formulacién de la mecanica
cudntica en este espacio. En efecto, mientras que H? y R3 (o H? y R?) son homeomorfos
y difieren solo en su curvatura, vemos que no existe un homeomorfismo global entre
S™ y R™ con n = 1,2,3; por lo que que son espacios topolégicamente inequivalentes.
Esto, como veremos, tiene importantes consecuencias en la mecanica cuantica, lo cual

acentia mas la diferencia entre los espacios esférico y euclideo.

Procederemos ahora a describir la organizacién del trabajo. En el capitulo 2 se ana-
lizan las propiedades fundamentales del espacio esférico. Como dicho espacio es una
representacion de una geometria no euclidiana; expondremos algunos conceptos ttiles
para el cdlculo en este espacio, centrandonos ante todo en los que repercuten directamen-
te con las propiedades de simetria del espacio esférico. En el capitulo 3, describiremos
los principales topicos en la teoria de la mecanica cuantica, haciendo énfasis esencial-
mente en lo que se refiere al discutido problema de la cuantizacion. Consideraremos
brevemente la mecénica clasica y la “analogia” entre la teoria clasica y la cuantica;

discutiremos el conocido método de cuantizacion denominado cuantizacién canonica,
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el cual se centra en esta supuesta analogia y veremos sus fallas inherentes. Al final
propondremos otra forma de construir los observables fundamentales del sistema fisico,
que al aplicarla a una particula libre en espacio euclideo nos da los resultados usuales de
manera geométrica. En el capitulo 4, aplicaremos especificamente las ideas planteadas
en el capitulo 3 en los espacios esféricos S, S? y S?. También se considerard la cuestién
de como establecer la forma del observable posicion es este espacio, problematica que
ha sido, en nuestra opiniéon, mal discutida en la literatura. En el capitulo 5, por com-
pletitud, estudiaremos el problema analogo al dtomo de hidrégeno en espacio euclideo
pero en S?, se obtiene todo el espectro de energias de este sistema, y se encuentran las
correspondientes autofunciones que representan a los estados fisicos. En el capitulo 6,
se expone una manera para resolver el problema del péndulo cuantico en S'. En el ca-
pitulo 7, se discuten los principales resultados del trabajo y se elaboran las respectivas

conclusiones.



Capitulo 2

Geometria Esférica

Referirse a la historia de la geometria esférica es remontarse al saber (no sélo ma-
tematico) de civilizaciones tan antiguas como la Griega, la Egipcia 6 las culturas del
Valle del Indo; ya que si bien no hay ningiin indicio de que en la antigiiedad existiese la
nocién matematica de espacio esférico, las cavilaciones de celebres pensadores tomaban
en cuenta un objeto en particular: la esfera. Por ejemplo, la esfera era considerada por
Platéon como el sélido mas perfecto en la naturaleza. En el dialogo El Timeo afirma:
“Alli el Demiurgo (especie de principio motor del universo) hace al mundo esférico,
porque la esfera es aquella figura que contiene a todas las otras, la mas perfecta y
semejante a si misma”. Antes que Platén, Parmenides tenia similares opiniones. Es
interesante observar como las propiedades de la esfera han inquietado a los fildsofos

(véase por ejemplo el ensayo de Jorge Luis Borges: La Esfera de Pascal).

La Geometria de Euclides abrié nuevos horizontes ya que establecio las propiedades
fundamentales del espacio; y la esfera paso a ser parte de los objetos definidos en esta
Geometria (como la recta, el plano, y el circulo). Arquimedes hizo importantes contri-
buciones, entre ellas el calculo del volumen de la esfera. El matematico y astrénomo
Menelaus de Alejandria ya en el siglo primero trabajé de manera rigurosa (similar a
como lo hace Euclides en sus Elementos) los tridngulos esféricos; increfblemente algunas
nociones de trigonometria esférica eran conocidas por los astronomos hindiies muchos
siglos antes. Los arabes fueron herederos de la tradicién griega y aparte de transmitir el
conocimiento a occidente hicieron aportes en trigonometria esférica. En astronomia un
importante instrumento usado durante milenios como modelo para el movimiento de la

boveda celeste era el astrolabio esférico, entre otras aplicaciones la cartografia conside-
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ra la posibilidad de representar porciones de la superficie terrestre a partir de mapas
bidimensionales. Genios matematicés modernos como Euler y Gauss hicieron descubri-
mientos que directa 6 indirectamente recayeron en la esfera, por ejemplo la teoria de
superficies de Gauss explica una multitud de propiedades de la superficie esférica. Un

mayor compendio de referencias histéricas sobre la esfera esta por ejemplo en [4].

El geémetra Suizo Ludwig Schlafli fue el primero en dar la definicion de espacio
esférico n-dimensional; sin embargo no es sino hasta la publicacion del trabajo de Rie-
mann, On the Hypotheses which lie at the Foundation of Geometry, donde se considera
al espacio esférico n-dimensional independientemente del encajamiento en un espacio
Euclideo de mayor dimensién. La Geometria Esférica 6 eliptica plana fue establecida
por Cayley y Klein a partir de la identificacion de los puntos antipodales de la esfera
y observando que tal modelo es equivalente al espacio bidimensional real proyectivo;

Tales modelos representan una Geometria no Euclideana absolutamente consistente.

En este capitulo estudiaremos el Espacio Esférico n-dimensional, sus propiedades y
mencionaremos las condiciones que hacen de este espacio una representacion de una
geometria no euclidea. Ademads tomaremos algunas definiciones de la teoria de varieda-

des, importantes para el calculo en este espacio.

2.1. Geometria Euclidea

Segtin los registros histéricos (Véase [4]) el matemdtico Euclides de Alejandria re-
dact6 alrededor del ano 300 A.C su famoso tratado, conformado por 13 libros, denomi-
nado Los Elementos. Aunque la identidad y vida de tal personaje esta envuelta en un
casi absoluto misterio, no puede decirse lo mismo de su obra; y es que quiza es el com-
pendio en geometria mas influyente jamas escrito en toda la historia de la matematica.
De hecho esta obra representa el punto dlgido de todo el pensamiento matematico y 16gi-
co legado por los griegos y concuerda con el despegue formal del quehacer matematico
que tenemos en nuestros dias; ya que esencialmente su formulacién encaja perfectamen-
te aun en el presente, siendo una obra de validez y valor imperecedero. El tratado se
centra principalmente en el desarrollo de la geometria plana, aunque también abarca

la teoria de ntimeros y las propiedades de los sélidos o geometria tridimensional. Todo
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el cuerpo tedrico es introducido en el libro I donde se dan 23 definiciones esenciales, 5
nociones comunes 6 intuitivas, y las cinco verdades absolutas ¢ axiomas las cuales solo

son postuladas y son indemostrables. Estos axiomas son:
1. Por dos puntos diferentes pasa una sola linea recta.
2. Dado un segmento rectilineo puede ser extendido a una tnica linea recta.
3. Existe una circunferencia para centro y radio arbitrarios.
4. Todos los angulos rectos son iguales.

5. Si una recta corta a otras dos, de tal forma que hace de la suma de los angulos
interiores a un lado de la recta original menores a dos angulos rectos, entonces las

dos rectas al ser extendidas se encontraran en ese lado.

Los cuatro primeros axiomas son validados por nuestra intuicion, sin embargo del
quinto siempre se tuvo sospecha, en parte porque la mayoria de las proposiciones hechas
en los elementos pueden ser demostradas sin recurrir al quinto axioma. Y aunque es
también intuitivo (lo enrevesado es quizds la forma en que esta escrito) a primera
vista no parece tan fundamental. En efecto, la figura formada por los tres segmentos
rectilineos definidos por los puntos de corte de las rectas mencionadas es un triangulo
y Euclides trata la trigonometria en toda su obra. Sin embargo todos los intentos
realizados en los siguientes 2000 anos por demostrar el quinto axioma a partir de los
primeros cuatros fueron fallidos. Posteriormente se dio otra formulaciéon del quinto

axioma la cual establece lo siguiente:

Dada una recta y un punto exterior, existe una y solo una recta paralela que

pasa por dicho punto exterior.

El gran matematico alemén Carl Frederich Gauss en el siglo IXX, no fue inmune ante
la tentativa de deducir el quinto axioma a partir de los otros cuatro y en gran parte de
su juventud se dedicé a buscar una solucién a tal problema sin ningin éxito aparente.
Sin embargo, se tiene registro de que Gauss, algunos anos despues, convencido de la
consistencia del quinto axioma no trato de invalidarlo sino supuso un espacio plano
donde el quinto axioma no se cumplia. Estaba convencido de haber encontrado otra
geometria totalmente coherente donde el quinto axioma es sustituido por otra afirma-
cion. Sin embargo Gauss no publica sus descubrimientos, quiza por temor a contradecir

los axiomas de euclides. No es sino hasta los trabajos de los matematicos Lobachevski
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y Bolyai, que la nueva geometria de Gauss es totalmente desarrollada. Por ejemplo en
esta nueva geometria la suma de los angulos interiores de un triangulo siempre es me-
nor a dos angulos rectos (Dicha geometria se conoce como Hiperbdlica, Ver [5] y [6]).
Posteriormente surgié la inquietud de si existiria otra geometria donde no se satisface
el quinto axioma. La respuesta es si e incluso fue trabajada muchos siglos antes: es la
conocida geometria esférica (la cual estrictamente no es una geometria) donde la suma
de los angulos interiores a un triangulo es mayor que dos dngulos rectos. También existe
la geometria eliptica (la cual si es una geometria) que tampoco satisface el quinto axio-
ma euclideo. A continuacién introducimos el espacio esférico y veremos en que sentido

se entiende como una geometria.

2.2. El espacio Esférico n-dimensional

Sea el espacio vectorial R"™! el modelo estdndar del espacio Euclideo de dimensién
n + 1 (existen otros modelos), se define al espacio Esférico n-dimensiomal S™ como el

subconjunto de todos los vectores de R"*! con norma igual a uno, es decir:
"={XeR":|X]| =1}
Para el caso n = 2, S? es el cascarén esférico centrado en el origen.
Los elementos de S™ seran sus puntos; vemos que dados dos puntos X y Y en S" su
suma definida en R"*! es, en general, otro vector que no pertenece a S™. Entonces no es

evidente asociar a primera vista una estructura vectorial a S”. Sin embargo S™ hereda

las propiedades métricas de R"*!. Recordemos la definicién de espacio métrico:

Un espacio métrico es un conjunto S con una funcién (denominada métrica) d(z,y)

Vx,y €S a valores reales, tal que:

1) d(x,y) > 0 (positiva)

2) d(x,y) = 0siy sélo si z =y (no degenerada)

3) d(z,y) = d(y,x) (simétrica)

4) d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) con z € S (desigualdad triangular)
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Obviamente R™*! es un espacio métrico con la distancia entre puntos como la métri-

ca:

dp(X,Y) = [[X = Y| (2.1)

Se observa que todos los puntos de S™ pertenecen a R™™ por lo tanto dg(X,Y) es
también una métrica en S™, por lo que S™ es un espacio métrico. No obstante, conviene

definir una métrica intrinseca a S™ la cual se denomina distancia esférica entre puntos:

ds(X,Y) =0(X,Y) Donde X.Y = |X|[|Y] cost(X,Y) (2.2)

Aqui X.Y es el producto escalar usual en R"* y §(X,Y) es el angulo entre los dos
vectores (la cual satisface todas las propiedades de una métrica); con 0 < §(X,Y) < 7.
Ya que X y Y pertenecen a S” entonces || X|| = 1,|Y| = 1y es posible encontrar una

relacion entre ambas métricas:

1
XY = cosf(X, Y) = 1 - J[|IX - Y| (2.3)

Aunque no es claro de (2.2) que esta métrica no dependa del encajamiento, mas adelan-
te veremos que esto es cierto. En el limite de pequenos desplazamientos || X — Y| — 0
ambas distancias coinciden dg(X,Y) = dg(X,Y) ademds de esto la ecuacién (2.3)
caracteriza las isometrias de S™. De aqui en adelante la métrica en S™ sera la métrica

esférica.

2.2.1. El grupo de Isometrias de S"

Dado un espacio métrico S una isometria de S en si mismo es una funcién biyectiva

¢: S — S que preserva la métrica en S. En el caso de S™ esto significa que:

ds(0(X), ¢(Y)) = ds(X,Y) (2.4)

Toda isometria de S™ (denominada isometria esférica) serd una isometria restringi-
da de R™™, ver (2.3). De la definicién de distancia esférica (2.2) se observa que toda
transformacion biyectiva de R en R™*! que preserve el producto escalar serd una iso-

metria esférica. Dichas transformaciones son las conocidas transformaciones ortogonales
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de R™™! las cuales forman un grupo que (dada una base ortonormal) es representado
por el grupo O(n+ 1) de matrices ortogonales (n+1) X (n+1). Puede demostrarse (Ver
[5]) que la correspondencia isometria esférica con cada transformacion ortogonal es una

biyeccion. Asi el grupo O(n+1) es una representacion del grupo de isometrias esféricas.

De la teoria del dlgebra lineal las matrices de O(n + 1) tienen DetA = £1. El con-
junto de matrices de O(n + 1) con DetA = 1 forman el subgrupo propio SO(n + 1),
este subgrupo representa al grupo de rotaciones en el espacio euclideo. Las matrices de
O(n+1) con Det A = —1 representan un subconjunto desconectado con SO(n+1) entre
sus elementos estd la inversion. En fisica, las teorias normalmente suponen que el espa-
cio donde ocurren las interacciones de los entes fisicos es euclideo y de sus propiedades
(tales como homogeneidad e isotropia) se deducen teoremas generales de conservacion.
Asi, si se pretende formular una teoria fisica en un espacio no euclideo, es importante

conocer sus propiedades (en particular sus isometrias).

2.2.2. Geodésicas Esféricas

S™ como subconjunto de R™! es un conjunto conexo. Esto implica que dados dos

puntos de S" existe al menos una curva ¢(t) con una parametrizacién dada
p: la,b] = S"

tal que ¢(a) vy ¢(b) corresponden con los dos puntos de S" inicialmente tomados. En
realidad entre dos puntos cualesquiera de S™ existe una infinidad de curvas que satisfa-

cen la afirmacién anterior.

Una curva ¢(t) en S™ también tiene su imagen en R™! y por lo tanto se puede
calcular su longitud |||/ g. Formalmente este niimero se obtiene tomando una particién
del intervalo [a, b] (tomamos a =ty < t; < --- < t, =b) y la longitud de la curva viene

dada por el siguiente limite:

llle = lm > dp(ep(tiz), @(t))
i=1

Sin embargo en S™ al usar la distancia esférica puede demostrarse que el limite anterior
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tiende al mismo nimero (para pequenios desplazamientos ambas métricas coinciden) lo
que significa que ||¢||g = ||¢lls = ||¢|l v por lo tanto de acuerdo al célculo vectorial en

R"*! tendremos:

lell = [ ptolat 25)

JExistira alguna curva entre dos puntos de S™ cuya longitud coincida con la distancia
esférica entre ambos puntos? si exigimos ademas que dicha curva venga parametrizada
por longitud de arco ||4(t)|| = 1 para todo t, la respuesta es si y se denomina Arco

geodésico esférico a(t) el cual puede escribirse de la siguiente forma:

a(t) = (cos(t —a))X + (sin(t —a))Y (2.6)

Con X =a(a) y Y = a/(a) “ortonormales”, esta eleccion de los vectores X y Y no es
unica. Dicha curva puede ser extendida de tal manera que su imagen corresponda a un
circulo de radio unitario en R™*! con centro en el origen, el cual puede venir dado por
la siguiente expresion:

A(t) = cos(t)X +sin(t)Y (2.7)

La curva tiene dominio toda la recta real R y longitud infinita; la imagen de A(t) se
denomina Geodésica esférica. Para el caso de S? sus geodésicas tienen la siguiente in-
terpretacién geométrica: los dos vectores X y Y de A(t) forman un plano en R? que
pasa por el origen (subespacio vectorial bidimensional) y cuya interseccién con S? es

una geodésica denominada también circulo mdximo.

2.2.3. Geometria esférica y eliptica

S™ es un espacio totalmente geodésico o lo que es lo mismo, para cada par de puntos
hay una geodésica que los contiene. Es mas, si dichos puntos son no antipodales la
geodésica que los contiene es tnica. Ademas todo segmento geodésico (imagen de la
curva «(t) definida en (2.6)) se extiende a una unica geodésica. En el caso de S? estas
afirmaciones son equivalentes a los dos primeros axiomas de la geometria plana de

Euclides (salvo los puntos antipodales) con sus puntos los puntos de S? y sus rectas
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los circulos méximos. En particular, en S? se consiguen resultados andlogos a los de la
)
geometria plana. Sin embargo, el quinto axioma, para el caso esférico, se modifica de la

siguiente forma:

Por un punto exterior a una recta (circulo mdximo) no existe ninguna recta

paralela que contenga al punto.

En realidad para que el equivalente sea total hay que identificar los puntos antipoda-
les de S%. El nuevo espacio asf formado es el denominado espacio eliptico bidimensional
P? (la generalizacién a P se realiza de la misma manera). Por lo tanto a los puntos
{X, =X} € $? le corresponden un tinico punto en P? el cual se denota como: {+X} € P2,

La distancia 6 la métrica en P? se define como:
dp({£X},{£Y}) = min{ds(X,Y);ds(X,-Y)}

A la geometria que este modelo representa se le conoce como geometria eliptica y el
caso bidimensional es el andlogo de la geometria plana euclidea (en el sentido de que
satisface los 4 primeros axiomas de Euclides y la correspondiente version esférica del
quinto axioma; siendo las rectas los circulos méximos en su forma eliptica). Esta es una
posible geometria no euclidea, otra posibilidad es la conocida geometria hiperbdlica la
cual difiere de la eliptica en la formulacion del quinto axioma para el caso bidimensional:
por un punto exterior a una recta pasa mas de una recta paralela (un tratamiento de
estas geometrias no euclideas se encuentra, por ejemplo, en [6], incluidas referencias
historicas).

Notemos que el tercer axioma de Euclides se satisface en nuestro modelo de la geo-
metria esférica ya que las distancias posibles en este modelo estan acotadas y los radios
de los circulos pueden tomar cualquier valor dentro del rango permitido. Por lo tanto,
de los primeros 4 axiomas euclidianos, la geometria esférica satisface todos menos el
primero. En realidad, se llama geometria cuando se satisfacen los cuatro primeros axio-
mas de la geometria euclidea. Entonces, el modelo eliptico y el hiperbdlico representan
geometrias no asi el esférico. Por abuso del lenguaje seguiremos la costumbre de hablar
de la geometria esférica.

Luego, es posible formular teorias fisicas y considerar que el espacio tenga la estruc-
tura de estas geometrias no euclideas. Esto tltimo es claro ya que el quinto axioma
no se puede comprobar directamente y su verificaciéon solo es local. Con la concepcion

galileana de tiempo absoluto surge otro modelo de espacio-tiempo, donde en lugar del
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espacio euclideo tenemos uno no euclideo, sobre el cual los entes fisicos interactian bajo
un principio de minima accién (mecdnica clasica) o bajo los postulados de la mecénica

cuantica.

2.3. S" como variedad riemanniana

La métrica esférica de S™ “coincide” con la métrica euclidea para pequenos despla-
zamientos. Esto sugiere que localmente S™ es “aproximadamente” un R™ (la tierra es
practicamente plana en pequenas porciones de su superficie como pensaban los contra-
rios a las ideas de Col6n). Mas atin, se puede hacer esta afirmacién independientemente
de las propiedades métricas de ambos espacios. En efecto, existen conjuntos abiertos A
de S™ que vienen dados por Homeomorfismos a algtin abierto de R™ (existe una fun-
cién continua f : A — R" la cual es uno a uno 6 inyectiva; ademas la inversa de f es
continua). No se pretende introducir aqui el lenguaje de la topologia, solo mencionare-
mos que S™ es un espacio topoldgico de Hausdorff, segundo contable (Ver [7]). Asi, S”
es lo que se denomina una wvariedad topologica. Si todos los abiertos de una variedad
topoldgica que son homeomorfos a un R™, son tales que n es constante, entonces la
variedad es n-dimensional. Cabe destacar que todo el conjunto S™ no es homeomorfo a
R™ y por lo tanto no son espacios topolégicamente equivalentes. Tenemos por ejemplo
que S" (a diferencia de R™), entre otra cosas, es compacto. Sin embargo, S™ es una

variedad topoldgica n-dimensional.

Ademds S™ es una variedad diferencial, esto es, existe un conjunto abiertos {U,} en
S™ cuya unién cubre la variedad, es decir |, U, = S"; dicho conjunto de abiertos se
denomina atlas. Por cada abierto U, existe un homeomorfismo ¥, : U, — R" tal que

para todo par de abiertos U, y Us en el atlas, las funciones:
v, o \Ifgl :R" D Us(U,NUp) = Vo (U, NUg) CR"

y su inversa
Vg o UL R" DU, (U, N Ug) = Vg(U,NUg) CR"

son infinitamente diferenciables C'*° en los abiertos donde estan definidas, en particular

son difeomorfismos. Esta propiedad permite hablar de diferenciabilidad de funciones
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entre variedades, via composicién con los homeomorfismos ¥,. Suele denominarse al
par (Uy; ¥,) = (Uy; zt, 2%, ..., ™) carta 6 sistema de coordenadas en S™ con la funcién
2t oW, : S* = R la i-ésima componente de ¥, cuando aparezca solamente z° se de-
nomina la i-ésima coordenada. Entre los sistemas coordenados de S™ se encuentra las
coordenadas esféricas y unas coordenadas “cartesianas” heredadas de las usuales de

R™"*! que mas adelante introduciremos.

2.3.1. El espacio vectorial tangente

Como se dijo anteriormente no es trivial asociar una estructura vectorial a S", no
obstante, el hecho de que S™ sea una variedad diferenciable permite construir en cada
punto p de S™ un espacio vectorial isomorfo a R™ llamado espacio vectorial tangente
en p denotado como 7,S". En el calculo vectorial de R" la derivada direccional en un
punto define un unico vector, de igual manera cada vector define una tnica derivada
direccional en un punto; puede demostrarse que esta relaciéon es un isomorfismo entre
espacios vectoriales (el conjunto de derivadas direccionales en un punto es un espacio
vectorial) a su vez las derivadas direccionales son operadores lineales aplicados sobre
funciones vectoriales a valores reales; tomando todo esto en cuenta se define 7),S™ de la

siguiente manera:

Sea F el espacio de funciones f : S™ — R infinito diferenciables al menos en
un punto p (para cualquier carta que contenga a p esto equivale a afirmar que
foU l:R" —» Res C en ¥, (p)) se define T,S"™ como el espacio vectorial
formado por las transformaciones lineales V:F >R que cumplen la regla

de Leibniz, es decir V f, g € F se cumple:
V(fg) = f(P)V(9) + g(P)V(f)

La definicién de T,S™ es independiente de los sistemas de coordenadas que contienen a
p, sin embargo dada una carta (U,;z!, 22...,2™) que contenga a p se puede demostrar

que la accion de Ve T,S" sobre f € F vendra dada por la siguiente expresion:

, ~_ ., 0 -
V(f)=;V S (Fow.)

Yo (p)
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Donde las V* = V(2% o ¥,) son las componentes del vector V y son niimeros reales.
Prescindiendo de la accién explicita sobre funciones y sobrentendiendo que la derivada

parcial se evalia en ¥, (p), podemos expresar cualquier vector en 7,S™ como:

L — o
u:

0

1’8332"

dependiente, asi el espacio T,S™ tendra dimensién n. Es importante senalar que la

El conjunto de vectores {2 5o " %} en T,S™ forma una base linealmente in-
estructura vectorial de 7,S™ no implica que este sea un espacio normado 6 dotado con
un producto escalar, a menos que S"™ sea un espacio métrico. De ser este el caso tienen

sentido expresiones como base ortonormal en 7,S™.

Un campo vectorial es la asignacion de un vector a cada punto p en S™ (en particular
en cada espacio tangente 7,S™ de S™), dada una carta o sistema de coordenadas la

expresion para dicho campo en la carta sera:

Z (p) &'E“ (2'9>

Donde las componentes V(’; ) son ahora funciones V* : S — R, si dichas funciones son
infinitamente diferenciables entonces el campo vectorial se denomina suave; se observa
que para cada p € S" la expresién (2.9) es realmente un vector en 7,S". Mas adelante
introduciremos el campo vectorial de Killing el cual esta intimamente relacionado con

las isometrias en S™.

2.3.2. El tensor métrico g de S"

S™ es un conjunto de nivel para la funcién f : R""! — R definida asi:

f(@1, ) = | X* -

tal funcién tiene gradiente no nulo en todos los puntos de S™. Al satisfacer estas pro-

piedades S™ es una subvariedad regular de R™ (ver [7]) y tales variedades heredan
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las propiedades métricas de R"*!. En particular en R™"*! el célculo de longitudes de
curvas, areas, volumenes, integracion de funciones etc; se llevan a cabo via el tensor
métrico. Entonces S™ tendra su propio tensor métrico g, el cual es una transformacién
multilineal g : T,S" ® T,S™ — R en cada punto p de S". Dicho tensor induce de forma
natural un producto interno en 7,S™ simétrico, no degenerado y positivo. Dada una
carta que contenga a p, la accién de g sobre los vectores de T,,S™ viene dada por una
matriz (representacién del tensor g en la base coordenada) simétrica g,, con cada una

de sus componentes una funciéon suave en la carta.

El célculo de g, se lleva acabo de la siguiente manera (ver [9]):
Dada la carta (U,; ¥,) = (Uy; 2, 2%, ..., 2") la funcién F = ¥ ! con dominio ¥, (U,)
definida en F' : R® — R™"! sera infinitamente diferenciable en ¥, (U,). Entonces las

componentes del tensor métrico en p vienen dadas por:
_/OF OF
I =\ Gzn 9o

Donde (-, -} denota el producto escalar usual en R"*1. Asf al igual que en R"™! podemos

(2.10)

Ya(p)

usar el tensor métrico en S™ para calcular magnitudes importantes como longitudes de

curvas (2.5) con:

le@ll = (| DD gdidd

i=1 j=1

Aqui 4 es la componente i-esima del vector velocidad de la curva en t el cual vive en
n

T,S".

Elementos diferenciales de volumen:

dV = y/Det(g,,) dz'dz*...dz" (2.11)

El cuadrado del elemento de longitud:

ds® = 2”: Zn: gi;da‘da’ (2.12)

i=1 j=1

oF
ozt N

isomorfo a T,S"™ y la correspondiente matriz jacobiana de F' es la respectiva transfor-

El conjunto de vectores

€ R™*! genera un subespacio vectorial n-dimensional
()



CAPITULO 2. GEOMETRIA ESFERICA 16

macién entre ambos espacios. Debido a este isomorfismo y a la métrica de R"*! es que
es posible definir el tensor métrico de S™.

Naturalmente el tensor métrico en S" esta definido independientemente del encaja-
miento en R**! aunque S™ herede sus propiedades métricas. El tensor asf definido es un
objeto geométrico que vive en S" y permite el cdlculo de longitudes de curvas en este
espacio de manera intrinseca. Mediante el calculo variacional es posible determinar cual
es la curva en S™ entre dos puntos cuya longitud sea un minimo, dado el tensor métrico
en S". Si ademas exigimos que venga parametrizada por longitud de arco, dicha curva
resulta ser el arco geodésico definido en (2.6) y su longitud (la cual es independiente de
la parametrizacion) coincide exactamente con la métrica esférica entre ambos puntos
definida en (2.2). Asi esta métrica puede ser definida intrinsecamente dado el tensor

métrico como se afirmd en la seccién 2.2.

2.3.3. Coordenadas esféricas y cartesianas

Coordenadas esféricas

Sea X € R"*! con sus componentes cartesianas x,, y ¥4 cualquier niimero real salvo
la restriccién simultanea z,,1 = 0 y x,, > 0; se definen las coordenadas esféricas de X
en R™*! como el conjunto de nimeros (p, 01, 62, ..., 6,) donde p € (0,00); 6, € (0,7) con
w=12..n—1;0, € (0,2m) tal que:

L p=[IX]|

. 0; ingulo entre e; Iy i6n n u 10 Vi ri ner

2. 0, es el angulo entre e; v la proyeccion de X en el subespacio vectorial generado
por (e;,€;4+1,...,€n41) con i = 1,2,...,n — 1; aqui e, es un elemento de la base
cartesiana usual en R™t! asf:

(€, zi€; + Tiy1€i41 + - + Tpp1€441)
f; = arccos > > >
VTt adg et

(2.13)

3. 0, es el conocido angulo polar el cual viene dado por:

0,, = arc cos ( (en, Znen + $n+1en+1>> (2.14)

/2 2
Ty + xn+1
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Estas coordenadas “cubren” a R™*! salvo el subconjunto:
A={XecR"" 2,1 =0yz,>0}

la cual representa la mitad del hiperplano x,.; = 0, se necesita de otra carta para
cubrir a todo R™*!. Si restringimos a la coordenada p al valor p = 1 obtenemos una
carta que cubre a S" salvo la interseccion S™ N A. De esta forma denotamos la carta o

sistema de coordenadas esféricas como:
({S"=S"MA};Us)=({S"=S"NA};0,0,..,0,)

Si queremos obtener nuevamente las coordenadas de X € S™ en R**! a partir de

\Ilgl tendremos:

x1 = cos b (2.15)

T9 = sen 0y cos Oy (2.16)

x3 = sen 6y sen 6, cos b5 (2.17)

(2.18)

T, =senf;senb,...senb,_, cosb, (2.19)
Tpi1 =senfisenby...senf, ;senb, (2.20)

Consideremos los ejemplos de interés: S? y S3. Para el caso de S? tendremos, segtin
la notacién usual: x; = z; ¥ = x; 3 = y, como las coordenadas usuales en R3, y las

coordenadas esféricas seran: #; = 0 y 0, = ¢ la cual pueden calcularse con:
0 = arccos(z) = arcsen(y/ 22 + y?) (2.21)
¢ = arccos (L) = arctan <Q> (2.22)
1—22

T

Estas coordenadas cubren S? salvo el semicirculo generado al interceptar S? con el
semiplano y = 0; x > 0. Calculemos las componentes del tensor métrico en estas

coordenadas. La funcién F' sera:
F(60, ¢) = sen B cos ¢i + sen 6 sen ¢j + cos Ok

Entonces segin (2.10) tenemos:

OF OF
Joo = <%7 %> =1 (2.23)
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OF OF
g¢9 gg¢ < (9(9 s 8_¢> = O (2.24)
OF OF )
9o = <6_¢>’ 8—¢> =sen” 0 (2.25)

El cual se expresa en forma matricial como:
1 0
Guv =
: 0 sen?0

Asi el elemento de volumen (4rea) de S? en coordenadas esféricas serd segtin (2.11):
dA = senf dfd¢ (2.26)

Y el respectivo elemento cuadrado de longitud:
ds® = dO” + sen® § d¢p* (2.27)

Vemos como las componentes del tensor métrico en coordenadas esféricas son funciones
suaves en S?. Para finalizar se calculard las mismas magnitudes en S* usando coordena-
das esféricas (6,09, 03). Para ver las expresiones explicitas de estas coordenadas véase

el conjunto de ecuaciones (2.13-2.20) con n = 3. La funcién F' en este caso seréa:
F(6,,04,03) = cosbe; + sen ) cos Oye5 + sen 0y sen 05 cos Ozes + sen 0 sen b, sen Ozey

Al calcular las componentes del tensor métrico en estas coordenadas usaremos la si-

o jor oF
%=\ 29, 00,

para i,j = 1,2, 3. Las cuales en forma matricial se expresan como:

guiente notacion:

1 0 0
0 sen?0, 0 (2.28)
0 0 sen? 6, sen? 0,

Por lo tanto el elemento de volumen de S® en coordenadas esféricas sera:

dV = sen® 0, sen 0y df,dbydbs (2.29)
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Y el elemento cuadrado de longitud sera:
ds® = df} + sen’ 0, df3 + sen” 0 sen® 0, dO (2.30)

El hecho de que en coordenadas esféricas la matriz del tensor métrico sea diagonal

e 9
962 "7 00n,

vectores en 1,S" en coordenadas esféricas se pueden escribir en notacién matricial y

implica que la base de vectores {8191’ } en T,S™ es ortogonal para todo p. (Los

efectuar el producto escalar como una multiplicacion de matrices de igual forma como

se hace en R" ).

Coordenadas cartesianas

Sean (w1, T, ..., %y, Tny1) las coordenadas estdndar en R" ™! y sea P, X la proyec-
cion de X € S" en el hiperplano z; = 0 con i = 1,2,...,n,n + 1; si tomamos la
restriccion

;=1 — || P, X]? (2.31)
con la componente x; de X cumpliendo:
x; >0 (2.32)

entonces el conjunto de n coordenadas de R a excepcién de z; forman una carta

para los X € S” que cumplen (2.32). Si tomamos la restriccién (2.31) como

T = —v - HPIZX“2

con z; < 0 entonces el mismo conjunto de coordenadas forman otra carta para los

X € S" que cumplen z; < 0.

Repitiendo el proceso anterior para todas las coordenadas x; obtenemos un conjunto
de 2(n + 1) cartas que cubren completamente S". En particular dada una de estas

cartas, por ejemplo la correspondiente a z,,; > 0, tenemos la funciéon F y el conjunto

de coordenadas (z1, x2, . . ., z,) para las cuales las componentes del tensor métrico serdn:
1422 —|| Py, X||? S
L 1= Pz, X2 S1t=1] (2 33)
9ij i :

— <75 S17
=[P, XI? 7J
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A manera de ejemplo consideremos S?, sean (z,y, z) las coordenadas usuales en R3,
entonces considérese la carta correspondiente a z > 0 la cual impone la restriccion:
z=4/1— 22 —y? donde P,X = zi+ yj es la proyeccién de X en el plano z = 0, asi pa-
ra este caso las coordenadas cartesianas (z,y) cubren la mitad superior del cascaron

esférico S2. La funcién F se escribe como:

F(z,y) =2i+yj+ /1 —-2? —y’k

Entonces el tensor métrico en estas coordenadas sera:

lfy2 Ty

1—x2—y?2 1—22—y2
YT 1—g2

1—x2—y?2 1-a2—y

2

Véase como esta matriz no es diagonal, esto implica que el conjunto de vectores
{2 B ay} es una base no ortogonal en 7,S™(en los tnicos puntos donde la base es orto-

gonal es en z = 1 y cuando = 6 y se hagan cero).

Puede demostrarse que las componentes del tensor métrico transforman ante un
cambio de coordenadas como las componentes de un tensor. Asi por ejemplo si consi-
deramos g;; como las componentes de la métrica en coordenadas cartesianas, y g, las

componentes en coordenadas esféricas, la respectiva transformacion se escribe como:

"~ 00, 00,
9ij = Z Z a—xia—%guu (2.34)

2.3.4. Campo vectorial de killing

Como se vio anteriormente, un campo vectorial es la asignacién de un vector en cada

espacio tangente 7,S™ de S", y dado un sistema de coordenadas
(Ua; Vo) = (Uy; 2, 22, ..., 2™)

la expresién del campo localmente serd (puede suceder que la carta no cubra toda la

variedad y por tanto sélo describa localmente al campo):

Z (p) 83;/1
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con las componentes V(’; ) (con V¥ : S™ — R) funciones suaves en S™. Esto implica que
las funciones
VEo W 1 R* -+ R

son C* y las denotaremos como V#(x!, z?

,...,x™), es decir son las componentes del
campo expresadas en la carta. Puede pensarse las componentes del campo en la carta
como las componentes de un campo de velocidades en R™ y es usual calcular las curvas
de ese “flujo” mediante la resolucién de las siguientes n ecuaciones (siempre y cuando
el campo vectorial, o lo que es lo mismo todas sus componentes, no se anulen en puntos
de S™. En S" siempre puede escogerse campos que satisfagan esta condicién localmente.

Globalmente la situacién es mas delicada , ver p.e [12]):

daxt
Vit 2? ") = —— (2.35)
dt
Con y=1,2,...,n. En particular siempre se impone una condicién inicial para que la

solucion sea unica, en nuestro caso:

dzt
@ _ym
dt {,_, (P)

La soluciénes z*(t) de cada ecuacién formaran una curva x(t) que vive en el abierto
U (U,) C R™ homeomorfo a U, con x(0) = ¥, (p). Sin embargo podemos transformar

x(t) a la variedad, obteniendo asi una curva ¢;(p) en S™:

Brp) = Vo (x(1)) (2.36)

En particular para otro punto s de S por el cual pase ¢;(p) es posible repetir el pro-
ceso anterior, no obstante esto solo implica un cambio de parametrizacién. En cambio
si repetimos el procedimiento para puntos de S™ por los cuales no pasa ¢ ) entonces
obtenemos una curva con imagen diferente. Asi para cada p € S” obtenemos una fami-

lia de curvas asociadas al campo vectorial \7, y podemos considerar p como parametro
variable de ¢:(p).

Si fijamos el pardmetro t de ¢;(p) entonces esta transformacién actuard como:
¢p: S"— S”

Puede demostrarse que para cierto tipo de campos vectoriales suaves denominados

completos la transformacion ¢y con t fijo serd un difeomorfismo. Para este caso si
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también dejamos libre el paramétro t la transformacion:
p:ReS"—S"

se denomina grupo monoparamétrico de difeomorfismos 'y a 'V su campo vectorial ge-
nerador, puede verse que para t = 0 la transformacién ¢; es la identidad. Para un

desarrollo completo de las ideas aqui expuestas véase [12].

Los elementos del subgrupo de isometrias SO(n + 1) en S™ (Véase la seccién 2.1.1)
son difeomorfismos (las isometrias preservan la estructura diferencial de S™). Pode-
mos considerar subgrupos monoparamétricos del grupo SO(n + 1), de isometrias. (Por
ejemplo el grupo de rotaciones alrededor de un eje dado en R™*!, el pardmetro en tal
caso viene representado por el dngulo de rotacién). Cada subgrupo monoparamétrico
tendra su respectivo campo vectorial generador completo denominado campo vectorial
de killing. Daremos un método para el calculo de este campo; téngase en cuenta que
las expresiones obtenidas seran locales y generan al grupo de isometrias solo localmen-
te; sin embargo esta condicion es suficiente para nuestros intereses. El procedimiento
anterior no es valido en general para las isometrias que no pertenecen a SO(n + 1),
aunque estas también son difeomorfismos no se les puede asociar una familia de curvas
continuas como en el caso de las rotaciones ya que no estan continuamente conectadas

entre si.

Derivada de lie

Sea ¢ : S" — S" un elemento cualquiera del subgrupo isometrias representadas
por SO(n + 1), dicho elemento induce una transformacién ¢* : T,S" — Ty,)S™ llamada
diferencial de ¢, dicha transformacion incluso actia sobre campos tensoriales (como por
ejemplo g) y dado un sistema de coordenadas, como por ejemplo el sistema esférico, la

matriz jacobiana de la transformacién:
\Ilgogzﬁo\lfgl :R®” — R"”

representard la accién de ¢* sobre los elementos de 7},S™, en particular si ¢* actia sobre

un tensor, debe hacerlo en cada entrada del mismo. Asi en S™ tendremos:

\Ilso¢0\p§1(91,92,...,9n):(9/1, é,,@;)
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y la correspondiente accion de ¢* sobre el tensor métrico g en coordenadas esféricas
puede expresarse como:
n n
00, 00!
* — _KrZv
(6°8)ii = D> v RD (2.37)
pn=1 rv=1
donde la relacion anterior podria haberse expresado como una multiplicacion de matri-

ces. Si ¢ es una isometria se tiene que:

(978)ij = 9ij (2.38)

Entonces, dada un subgrupo monoparamétrico de isometrias ¢; en S y su respectivo
campo vectorial de killing generador é se puede calcular la derivada de Lie del tensor
métrico g de S” respecto de E en cualquier sistema de coordenadas usando la definicién:

(Qsitg)ab — Yab

‘ngab = 1% ;

sin embargo al usar (2.38) tenemos que:
Legapr =0 (2.39)

No es el objetivo de este trabajo desarrollar la ecuacién anterior (ver por ejemplo [8]),
sin embargo puede demostrarse que, en un sistema de coordenadas dado, ella implica

el siguiente grupo de relaciones:

08, | 0%, o)
-2 E r =0 2.40
oxH + oxr” — X ( )
Donde {pt = 1,2,...,n} y {v = 1,2,...,n} toman todas las posibles combinaciones,

Co =D 1 GabE® con &’ la b-esima componente del campo en la carta; y Ff;l, los conocidos

simbolos de Christoffel, los cuales se calculan mediante:

1 - agua ag o ag v
A Ao po Y9
P = 2 Zg { Ot * Oxv  0x° }

o=1

Donde ¢g"* son las componentes del tensor g~!. Asi dado el tensor métrico en la variedad
(y por lo tanto sus componentes en algun sistema de coordenadas) es posible encontrar
la solucién al conjunto de n(n + 1)/2 ecuaciones (2.40) en dichas coordenadas (este
ntimero se debe a que los simbolos de christoffel satisfacen F;\W = Fﬁ#), dicha solucién
da a lo sumo n(n + 1)/2 campos de killing localmente independientes, si este es el caso

se dice que la variedad es maximalmente simétrica (R™ cumplen esta propiedad al igual
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que S™).

Es importante remarcar que aunque todas estas definiciones y resultados estén ex-
presadas en algun sistema de coordenadas (las cuales pueden expresar solo localmente
al campo), los campos vectoriales viven en el espacio formado por la unién de todos los
espacios tangentes de S™, la cual se denomina fibrado tangente y cada espacio tangente

es definido independientemente de coordenadas.

La parte conectada del grupo de matrices O(n + 1) (es decir aquellas matrices con
determinante igual a 1) que es una representacién del subgrupo SO(n+1) de isometrias
en S" (rotaciones en R™™) es un grupo de lie conectado con el cual siempre viene
asociada un dlgebra de lie, en nuestro caso el algebra de lie es el espacio vectorial
X(S") generado por el conjunto de campos vectoriales suaves de killing linealmente
independientes que son soluciones de (2.40) en una carta. En esta dlgebra la operacién
de multiplicacién (la cual debe ser bilineal, anticonmutativa, y satisfacer la identidad

de Jacobi) viene dada por el conmutador usual de campos vectoriales:
[A,B] = AB - BA (2.41)
para el cual se cumple:

[EDEQ] €x(S") v 51752 € x(S")

Generalmente es 1til conocer los conmutadores de los elementos de una base que genera
a x(S") ya que de esta manera es posible determinar algunas sub-algebras del dlgebra
de lie principal. Ademads, si no se tienen todos los elementos de una base en x(S™) es
posible encontrarlos de esta forma. Mas adelante se vera como los campos vectoriales
de killing se relacionan con el proceso de cuantizacién de sistemas fisicos que constan

de una particula y alguna interaccién en S™.

El corchete de lie 6 el conmutador es una operacién que puede extenderse a cualquier
campo vectorial suave en S y también puede verificarse que el conjunto de todos los
campos vectoriales suaves es un dlgebra de lie. En realidad el subconjunto x(S") es
una sub-algebra del algebra de lie formada por todos los campos vectoriales suaves.
Los campos vectoriales suaves pueden verse también como transformaciones lineales

V:F>F y que ademas cumplen con la regla de Leibniz al actuar sobre los elementos
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de F (Ver seccién 2.3.1). El dominio de los elementos de x(S™) pueden extenderse a
otros dominios, por ejemplo a algin subconjunto del espacio de funciones complejas de
cuadrado integrable, con el elemento de volumen dado por (2.11) en S”, este tltimo es
un espacio de Hilbert H, ya que F es un subconjunto de H. Asi el espacio x(S"), con
un dominio adecuado, es un subconjunto del espacio O(H) de operadores lineales en el

espacio de Hilbert.



Capitulo 3

Cuantizacion

La mecéanica cuantica es la teoria de la dinamica de los sistemas fisicos, suele pensar-
se que su dominio es exclusivo del micromundo, pero esta afirmacién esta impregnada
de la concepcién clasica que generalmente se tiene del mundo. En realidad un rasgo ca-
racteristico de la naturaleza es el “ser cuantica”, practicamente no hay rama del saber
cientifico, ya sea directa 6 indirectamente, en mayor 6 menor grado, cuya descripcién no
esté dentro del dominio cudntico. Y la teoria que podria pensarse como su contraparte:

la mecénica clésica; es en realidad un caso limite de la mecanica cuantica.

La mecénica cudntica no relativista (la cual es la teorfa que se considerard en este
trabajo) es un cuerpo tedrico bien desarrollado y establecido de forma rigurosa: ha sido
una de las teorias fisicas axiomatizadas matematicamente. Y en su formulacion usual,

es presentada mediante una serie de postulados, senalaremos los dos primeros:

1. Los sistemas fisicos son descritos en términos de elementos de un espacio de Hilbert
‘H complejo separable y cada estado puro del sistema al tiempo t es representado

por un vector normalizado de H.

2. Cada observable del sistema fisico (magnitud fisica del sistema que puede ser medi-
da) viene representado por su correspondiente operador autoadjunto el cual actia

sobre el espacio H del sistema.

Los otros postulados son igualmente importantes y tratan sobre el proceso de me-
diciéon en mecanica cuantica y la dinamica temporal de los estados fisicos mediante el
operador de Hamilton, (ver p.e [13] y [14]) . La construccién de los operadores autoad-

juntos que representan los observables del sistema fisico no es de ningtin modo trivial;
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sin embargo es comun expresar al conjunto de estos operadores como funciones de un
conjunto basico de ciertos operadores irreducibles. Si todos estos observables tienen un
anélogo clésico (es decir son cantidades que estdn presentes en mecdnica clsica como
por ejemplo el momento angular, momento lineal, posicién, etc) la representacion irre-
ducible se lleva a cabo mediante los observables momento y posiciéon suponiendo que el
espacio que subtiende al fenémeno es euclideo. Esto recuerda la formulacién hamilto-

niana de la mecanica clasica en funcién de las variables canodnicas.

Asi dado un sistema cldsico siempre es posible cuantizarlo (bien o mal) y el método
usado generalmente en fisica es la cuantizacion candnica. En este capitulo analizaremos
este método y veremos que es dependiente del sistema de coordenadas, algo que no es

deseable (ya que si es que funciona para unas coordenadas no funcionard para otras).

3.1. Mecanica clasica

Dado un sistema fisico de n puntos materiales en el espacio Euclideo tridimensional
que pueden interactuar entre si (practicamente todos los sistemas fisicos en mecanica
clasica son de este tipo, el cuerpo rigido no es mas que una generalizacién de este con-
cepto con la condicién de que todos sus puntos conserven entre si la misma distancia)
su dindmica en todo instante puede determinarse en principio conociendo sus posicio-
nes y velocidades en algun instante. En el formalismo lagrangiano esto se lleva a cabo
mediante el conocimiento de la funcién de Lagrange L(qi,q2,-..,qs;q1, G2, -- -, ds; t) la
cual es una funcién a valores reales, donde las ¢;’s y las ¢;’s son las coordenadas y velo-
cidades generalizadas respectivamente, no necesariamente las coordenadas cartesianas
de las n particulas con s < 3n. Dicha funcién determina el estado del sistema fisico, y

su dindmica vendra dada al exigir que la integral

t2
/ L(ql,q2,...,qs;q'l,cjg,...,cjs;t)dt
te

sea un extremal. Mediante el calculo variacional se demuestra que esto es equivalente a
afirmar que se satisfacen las s ecuaciones de euler-lagrange:

d (OL\ 0L
L e 1
dt (3%) oy, " )
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Esta son ecuaciones de segundo grado, las cuales tienen soluciones tnicas, conocidas las
posiciones y velocidades iniciales. En general lo dicho anteriormente vale en cualquier

sistema de coordenadas.

Si el sistema fisico no es aislado, es decir interacciona con otros entes que no forman
parte del sistema fisico, la funciéon de lagrange debe contener esa interaccion externa;
en general cuando el lagrangiano es explicitamente dependiente del tiempo resulta ser
el caso. En algunos problemas no es posible tomar estas interacciones explicitamente
dentro del lagrangiano, con lo cual la ecuacién (2.1) debe reescribirse ast:

d (8L> oL 0

dt 8qj (9qj I
Las Q; representan esa interaccion, la experiencia dice que ellas son de caracter fenome-
nolégico, es decir se deben en realidad a que son algin tipo de interaccién macroscopi-
ca, en algunos casos pueden ser incluso consideradas como una ecuacion tipo vinculo
y actian simplemente como una restriccién en (3.1). Sin embargo no son interaccio-
nes fundamentales, por ejemplo las fuerzas disipativas son de este tipo; y interacciones
como estas no suelen tener una contraparte cudntica. Como nuestro interés radica en
los sistemas clasicos “cuantizables” nos centraremos en ecuaciones tipo (3.1) con “in-
teracciones fundamentales” las cuales si estan presentes en cuantica, generalmente los
sistemas de este tipo y que ademas son aislados se les puede asociar la siguiente funcion
lagrangiana:
Con T la energia cinética y U la energia potencial. En los problemas mas usuales, tales
como el problema de kepler 6 el oscilador armoénico, dado un sistema de referencia

adecuado (inercial), la funcién U solo depende de las coordenadas, asi:

L(q,q) =T(q,q) — U(q) (3.3)

aqui 9 = (q1,q2,---,4s) Y 4 = (G1,Ga, - - ., qs). Entonces q(t) esta en principio determi-

nada (para mayores detalles sobre esta formulacion véase [15]).

Existe otra formulacién de la mecanica clasica aiin mas general denominada formu-
laciéon hamiltoniana. Esta expresa la dindmica del sistema por medio de la funcién de

héamilton H la cual, en el caso de que el sistema sea descrito por un lagrangiano, se puede
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encontrar por medio de la funcién de lagrange via una transformacién de legendre:

H(p,q,t) = Zpi%' — L (3.4)
i=1
Donde p = (p1,pa2, - - -, ps) son los momentos generalizados y se definen segtin:
oL
i = A 3.5
Pi= g (3.5)

Al conjunto de coordenadas p y q se les denomina variables candnicas las cuales son
un sistema de coordenadas o carta local en el espacio de fase, dicho espacio es una va-
riedad 2s dimensional y su estudio detallado revela las propiedades fundamentales del
sistema fisico en cuestion. Tal estudio comtunmente es el medio para tratar con proble-
mas complejos donde los métodos usuales son incompletos(ver [17]). Como los ejemplos

considerados en esta seccién no son de este tipo, usaremos la formulacién usual (ver

[15] y [16]).

Entonces dada la funcion de hamilton puede demostrarse que el problema se reduce a
resolver el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden denominadas

ecuaciones de hamilton:
OH

i = 3.6
“= 3, (3.6)
0OH
= — 3.7
p 94 (3.7)
donde 1 = 1,2,...,s estas son un total de 2s ecuaciones.

Dado el espacio de funciones § a valores reales sobre el espacio de fase, las cuales
pueden expresarse en coordenadas canénicas como f(q,p) y que ademas son infinito
diferenciables respecto a estas coordenadas, (H es una funcién de este tipo y para
sistemas aislados no depende explicitamente del tiempo) la derivada total respecto al

tiempo de cualquier funcién f € § sera:

I < (af. af_)

dt = (9(17‘ J 8]?]‘ /

Sin embargo si tomamos las ecuaciones (3.6) y (3.7) obtenemos:

s

Uy oy~ (2108 0ol
a W= Z (3% dp;  Op; 3%‘) 39
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En realidad la operacién { f, g} esta bien definida para toda f y g € § y se denomina
corhetes de Poisson. Puede demostrarse que el espacio § forma un algebra de lie con el

producto el corchete de Poisson.

Teniendo esto en cuenta podemos expresar las ecuaciones (3.6) y (3.7) de la siguiente

manera:

Gi = {ai H} (3.9)
b = {pi, H} (3.10)

Toda constante de movimiento (a veces denominada también integral de movimiento)
debe cumplir con la condiciéon de mantener el mismo valor durante todo la evolucion
temporal del sistema, o lo que es lo mismo que su derivada total respecto al tiempo sea
cero en todo instante. Si dicha constante de movimiento es ademas una de las funciones

que pertenecen a § entonces esto se expresa como:
d
d_éz{f,H}:o (3.11)

O lo que es lo mismo el corchete de Poisson de la funciéon f con H debe anularse. En
general para sistemas aislados puede demostrarse que en espacio euclideo las cantidades
fisicas como el momento lineal total y el momento angular total del sistema se conser-
van (es decir son constantes de movimiento y las funciones a evaluar en el corchete de
poisson son sus componentes), en realidad la conservacién de esta dos cantidades se
deben a las propiedades fundamentales 6 simetrias del espacio euclideo: homogeneidad
e isotropia respectivamente (ver [16]). Para sistemas complicados (de muchas particulas
que interaccionan, generalmente, estas son las tnicas constantes o invariantes ya que
se derivan de las propiedades del espacio euclideo. Si se buscan otras, el estudio de las
simetrias debe realizarse en el espacio de configuraciones el cual es una subvariedad
contenida en un espacio R3" y en el espacio de fase. Estas constantes de movimiento
no dependen explicitamente del tiempo, y si se expresan en funcion de las variables

canénicas su corchete de Poisson {f, H} debe anularse.
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Expresemos el siguiente corchete de poisson {¢;,px} para todas las combinaciones

posibles entre j y k, usando (2.8) tendremos:

{aj,pe} = 0 (3.12)

Resaltemos que todas las ecuaciones anteriores son validas para cualquier sistema de
coordenadas en espacio de configuracion y la descripcién de la dindmica del sistema

fisico, sera en todos los casos la misma.

3.2. El problema de la cuantizacion

En los inicios de la teoria cudntica, los sistemas fisicos en consideracién eran mo-
delados clésicamente salvo que se les restringia a satisfacer algunas reglas de cuanti-
zacion, este fue el caso de el atomo de hidrogeno en el modelo de Bohr, el cual fue
considerado como un problema de kepler. Y los estados estacionarios de la radiacion
electromagnética en equilibrio en una cavidad fueron considerados como si el sistema
fuera un oscilador clasico; a pesar del éxito en estos casos, no se podia establecer como
una teoria general (Véase [18]). Con el advenimiento de la mecanica cudntica todo esto
cambid, aunque todavia son usados los modelos clasicos para proponer algun tipo de
cuantizacion de los sistemas fisicos que tengan algin equivalente en mecéanica clasica,
(claro estd ateniéndose a los postulados de la mecédnica cudntica), si la cuantizacién
tiene éxito entonces la dindmica de los wvalores medios de los observables en un cierto
limite es idéntica a la dinamica clasica. Generalmente en fisica el método usual para
cuantizar estos sistema es la cuantizacion canonica. Si el espacio es euclideo el méto-
do funciona, en general, en una amplia gama de problemas, sin embargo sdlo si se
usan coordenadas cartesianas. En este seccion analizaremos esta forma de cuantizar en

el espacio euclideo y se propondra otro método el cual es independiente de coordenadas.

3.2.1. Cuantizacién candnica

Schroedinger escribié su famosa ecuacién en un intento por encontrar la dinamica de

las “ondas de materia” propuesta por de Broglie en su trabajo, este fue el primer gran
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paso en el desarrollo de la mecanica cuantica, incluso en su formulacién rigurosa esta

ecuacion forma parte de sus postulados, y gobierna la dindmica de los sistemas fisicos:
d N
—z'h£|\11(t)> = H|U(t)) (3.13)

Donde |¥(t)) € H es un vector normalizado para todo ¢,y H es el operador de Hamilt6n
el cual es un observable del sistema fisico. En representaciéon r, en la cual esta escrita
la ecuacién de Schroendinger, (esta representacién del espacio de Hilbert del sistema
considera a sus elementos las funciones a valores complejos y de cuadrado integrable de
dominio R? ¢ algin subconjunto, depende del problema, ver por ejemplo [11]. Existen
otras representaciones de H todas isomorfas entre si) el operador de Hamilton que
determina la dindmica de una particula de masa m inmersa en un potencial que no

depende explicitamente de t se escribe generalmente como:

. B2

H = —%W +V(r) (3.14)
Donde V? es el operador de Laplace en R? y V(r) es generalmente un potencial derivado
de alguna fuerza conservativa, para el caso del dtomo de hidrégeno por ejemplo V' (r)
serd el potencial Coulombiano de la electrostatica. Aqui el potencial V (r) es clasico, lo
que sugiere que para el atomo de hidrégeno la “naturaleza cuantica” del campo elec-

tromagnético es despreciable.

Determinar la autoadjunticidad del operador expresado en (3.14) es en general una
cuestion delicada (recuérdese que esta propiedad es vital para que el operador H re-
presente un observable) y debe precisarse para que dominio denso en H esto es cierto;
generalmente debe estudiarse el término cinetico y potencial simultaneamente, y en
muchos casos se consigue alguna restriccién adicional sobre los elementos que perte-
necen al dominio de H. En la literatura fisica usual esto generalmente no se toma en

consideracién.

Es comun en la literatura expresar los operadores asociados a los observables del
sistema (como el caso de H ) en funcién de un algebra irreducible de operadores que
corresponden con los observables momento y posicion p; y ¢; con ¢ = 1,2,3. Esto se
logra de la siguiente manera: se sustituye en la expresién clasica del observable cada
una de las variables candnicas (por ejemplo H(q,p)) por su correspondiente operador

simetrizado H(q, p) (véase [14]). Asi el problema se reduce a encontrar expresiones pa-
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ra los observables momento y posicién. La cuantizaciéon canénica propone la siguiente

regla:

En representacion r el operador Posicién actiia sobre los elementos de H como el

operador multiplicacién:
¢:¥(q) = ¢:%¥(q) (3.15)

y el operador momento actia sobre H como una derivacion:

0
A'\Ij _

¥(q) (3.16)

Con 1 = 1,2,3 ; este método de cuantizacion se debe a Dirac, y su justificacion segin
sus propias palabras es la siguiente: “El problema de hallar las condiciones cuanticas se
reduce al problema de determinar los corchetes de Poisson en mecénica cuantica. La gran
analogia entre los corchetes cudnticos de Poisson (esto es, 1/ih veces el conmutador)
y los corchetes clasicos de Poisson nos lleva a pensar que los corchetes cuanticos de
Poisson, o al menos los mas importantes de ellos, tienen las mismas expresiones que los
corchetes clasicos de Poisson”. De hecho si calculamos el conmutador entre el operador
posicién y el operador momento dados en (3.15) y (3.16) (recuérdese que el conmutador

es un operador que actia sobre algin elemento de H) obtenemos:
i, p;] = ihd;; (3.17)

La cual segun la interpretacién anterior serfa el analogo de (3.12), los otros anélogos
de los que se habla tienen que ver con la ecuacién (3.11) la cual expresa las cantidades
fisicas A(q, p) que son constantes de movimiento en la dindmica clasica, al cudntizar
generalmente estas cantidades son observables y ademéas cumplen con la propiedad de

que conmutan con el operador de Hamilton:
(A, H| =0 (3.18)

aunque la interpretacion es distinta, en mecénica cuantica los observables que conmuten
con H pueden ser simultdneamente medidos con la energia. Sin embargo, el proceso
de cuantizacién canénica solo da resultados consistentes en coordenadas cartesianas.
Intentemos cuantizar candnicamente el sistema mas simple de la mecanica clasica: la

particula libre en espacio euclideo, pero usando coordenadas cilindricas.
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Cuantizacién canédnica de la particula libre

Partamos de la funcién langragiana del sistema, al no haber interaccién el tnico

término es la energia cinética:

L= %mV.V

con V el vector velocidad de la particula. En coordenadas cilindricas L sera:

L(p,6,2) = gm(i? + 7 + ) (3.19)

Efectuando la transformacion de legendre y usando las ecuaciones (3.5) obtenemos la
funcién de Hamilton:
1 2 pgﬁ 2
H(pp: po:p:) = 5 (pp Rt (3.20)
Entonces al cuantizar este sistema usando la cuantizacién candnica sustituimos en la

expresion (3.20) las variables p,, ps, p. por los operadores:

0 0 0
s Y s _in Y o il
bo= "5,  Pe= TWgg PTG,
obtenemos: 2 o2 v o2
H=—— [t = — 21
2m (8p2 * p? 0¢? * 022) (3:21)

Obviamente la ecuacién (3.21) no es la expresién del hamiltoniano de la particula
libre el cual viene dado haciendo cero el término V' (r) de la ecuacién (3.14), tomando

el laplaciano en cilindricas la expresién correcta del hamiltoniano en estas coordenadas

. 2 (10 [ 8 1 0% 02
H=— (-2 (p= )+ =+ — 22
2m (p dp (pap> T Rog T 322) (3:22)

Entonces el método de cudntizaciéon candnica da resultados diferentes para distintas

sera:

coordenadas. Se podra pensar que esto se resuelve cuantizando canénicamente en car-
tesianas. Sin embargo, esto privilegia las coordenadas cartesianas sin ninguna razén ya
que la clésica (la cual es un limite de la cuantica) no las privilegia. Ademads, jcémo se
procede si se tiene un espacio curvo, un sistema con vinculos o un sistema con infinitos
grados de libertad que generalmente tiene vinculos? (en estos casos no es obvio quien
juega el papel de cooordenadas cartesianas). En la siguiente seccién veremos, en espacio

euclideo, como cuantizar sin privilegiar sistemas de coordenadas.
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3.2.2. Cuantizacion geométrica de la particula libre en R”

Dado el espacio de estados H de la particula libre en espacio euclideo (el cual es un
sistema fisico localizable, lo que significa que el operador posicién esta determinado)
una isometria G en el espacio euclideo (como por ejemplo una rotaciéon é una traslacion)

induce una transformacién en los elementos de H
IEY -% | Eg) (3.23)

sin embargo las propiedades fisicas del sistema no deben cambiar (por ejemplo la pro-
babilidad de transicién) en particular este hecho se debe a las propiedades del espacio:

homogeneidad e isotropia. Asi
(E|F)* = [(Ec|Fe)|® (3.24)

Entonces las accion de la isometria espacial en el espacio de estados H debe venir

expresada por operadores unitarios 6 antiunutarios Uc (Teorema de Wigner):
|Eq) =UglE)  con  UgUl=1 (3.25)

Donde Ug es el adjunto de U el cual coincide con su inversa. Estos operadores forman
una representacién del grupo de isometrias la cual es un grupo de lie conectado (ya
que nos restringimos a la parte conectada) por ejemplo para el caso de rotaciones y
traslaciones en el espacio euclideo, su accién sobre el espacio de estados H vendra re-
presentada respectivamente por los siguientes operadores unitarios (Por ejemplo ver
19)):

Utngy = exp(—ifn.L/h) U(a) = exp(—ia.p/h) (3.26)

aqui 6 es el angulo de rotacién alrededor del eje generado por el vector unitario n en
R3 y a es la traslacién efectuada al sistema. Los operadores L y p son los generadores

infinitesimales de los operadores U(n,g) y U(a) respectivamente.

Cada traslacion del sistema puede descomponerse a lo sumo en tres traslaciones
independientes (por ejemplo en tres traslaciones en direccién a tres ejes mutuamente

ortogonales) de esta manera el operador traslacién es:

A~

Uta) = exp(—iaipy/h) exp(—iasps /) exp(—iasps/h) (3.27)

En el caso de la rotaciones si tomamos por ejemplo cada rotacion alrededor de los tres

ejes mutuamente ortogonales escogidos anteriormente obtenemos tres operadores que
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representan un conjunto de rotaciones independientes entre si:

Utny o) = exp(—=ibi L1 /1) Upngoy) = exp(—ifalo/h)  Utng.y = exp(—ifsLs/h)

(3.28)

Donde p; =n;.p y L;=n;L con i = 1,2, 3. Cada una de las seis transformaciones
anteriores es una representacion de un subgrupo monoparamétrico del grupo conectado
de isometrias en el espacio euclideo actuando en el espacio de Hilbert H de la particula,
y de hecho la relacion entre cada una de estas isometrias y el correspondiente operador
unitario es univoca. Asi ambas transformaciones deben tener los mismos generadores
(claro esta, aunque ambas son distintas representaciones de una misma propiedad del
sistema). Recuérdese (seccién 2.3.4) que los generadores del grupo de isometrias son
el conjunto de campos vectoriales de killing y que con cada subgrupo monoparame-
trico de isometrias viene asociado un campo vectorial de killing independiente. Asi el
conjunto de generadores (p;, jlz) debe ser en representacion r, salvo alguna constante
multiplicativa, un conjunto linealmente independientes de campos vectoriales de killing
(el dominio de los campos vectoriales puede extenderse de tal manera que actie sobre

el espacio de Hilbert H en representacion r).

Hagamos explicitamente el célculo de los vectores de killing en espacio euclideo
tridimensional usando coordenadas cilindricas, el tensor métrico en estas coordenadas

viene dado por:

0

0

0

g = (3.29)

o O =
_ o O

calculando los simbolos de Christoffel obtenemos de (2.40) un conjunto de seis ecuacio-

nes que deben satisfacer las componentes del campo:

oer o oo
o0~ 0z Pag T¢ =0
SRS 208" 08
T, =0 Pt oy =0 (3.30)
0/34 (9(p2§¢) @
9 AP S T 9 ed
A PR

La solucion mas general a este conjunto de ecuaciones puede expresarse de la siguiente
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manera
¢ = (Cz+ D) cos¢ — (Bz — E)sene (3.31)

& — A— (B:— B)52 _ (0s 4 p)S0O (3.32)

¢ = F + Bpsen — Cpcos ¢ (3.33)

Donde A, B,C, D, E, F son constantes cualesquiera, el hecho de que sean seis no es
casualidad, ellas pueden considerarse como el parametro de cada subgrupo monopa-
ramétrico de isometrias. Asi agrupando cada término que tenga la misma constante
obtenemos cualquier campo vectorial de Killing en y(R3) en funcién de seis campos

vectoriales linealmente independientes. Es decir a partir de:

> 0 0 0
— ¢ z_~
3 fap+§ a¢+5 5 (3.34)
obtenemos:
B 0 0 zcos¢ O
§—B(psen¢£—zsen¢a—— p 8_¢)
0 zsen¢ 0 0 0
+C(zcosgba—p— ; a—¢—pcos¢%)+/l(a—¢) (3.35)
0 sen¢ 0 0 cos¢ 0 0
—l—D(cosqbap— p 8¢)+E<Sen¢8p+ P 8¢)+F(8z)

Entonces estos campos de Killing linealmente independientes expresados en coor-
denadas cilindricas corresponden al conjunto de generadores de cada subgrupo de iso-
metrias en su representacion unitaria al multiplicar por la unidad imaginaria (salvo por

una constante real). Denotemos la ecuacién (3.35) por:
£ = A&, + BE, + C& + DE, + E&; + FE; (3.36)

Si expresamos los vectores éz en coordenadas cartesianas, obtenemos: i/h veces los ope-
radores momento, y momento angular de una particula segin el formato de la cuantiza-
ci6én canénica los cuales son observables del sistema (un estudio de la autoadjunticidad
de estas expresiones puede verse por ejemplo en [11]). Sin embargo, los campos vec-

toriales de killing son objetos geométricos independientes de coordenadas; asi hemos
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obtenido un método de cuantizaciéon que no depende de esta eleccién.

Asi simplemente obtendremos los observables momento angular, y momento de la

particula en cualquier sistema de coordenadas a partir de:
L; = —ih€, con i=1,23 (3.37)

pi = —ih€, con i=4,506 (3.38)

La cuestién de establecer los dominios de estos operadores como subconjuntos de
‘H es mas delicada; sin embargo puede demostrarse que existe un dominio denso en
H en el cual ellos son autoadjuntos, por lo que pueden representan observables, es es-
pacio euclideo resulta ser el caso. En este punto es bueno recordar que las isometrias
vienen representadas por operadores unitarios de manera natural en H ya que usa-
mos el elemento volumen (2.11) el cual esta directamente asociado a la métrica. Asi

que el método de cuantizaciéon geométrica nos proporciona, como debe ser, el espacio H.

Notemos que la afirmacién de que cualquier observable del sistema fisico se puede
construir a partir de su expresion clésica (esto es,sustituir la expresién cldsica en funcién
de las variables canénicas por sus correspondiente operadores momento y posicién) es
en general sélo cierta en coordenadas cartesianas. Expresiones como I:,, 6 Py, las cuales

podrian interpretarse respectivamente como:
T : p p p 9
L, = —ih(& + & +§3>8_,0

y €omo
o = —in(] + €8 +60)

no tienen ningun sentido en mecanica cuantica ya que en general no son generadores
de algin subgrupo monoparamétrico de isometrias y tampoco representan a ningin ob-
servable (a diferencia de los operadores expresados en las ecuaciones (3.37) y (3.38) los
cuales si representan observables fisicos). De hecho si se intenta construir el operador

H a partir de la funcién de Hamilton en coordenadas cilindricas (3.20) obtenemos un

resultado erréneo.
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Para construir el operador de Hamilton H de una manera geométrica, debemos
tener en cuenta que toda constante de movimiento debe conmutar con el operador H
(ver (3.18)). En particular, este es el caso del conjunto de observables expresados en las
relaciones (3.37) y (3.38) (estos observables se derivan de las simetrias del espacio, y ellas
inducen cldasicamente cantidades conservadas para la particula libre, que corresponden
con estos observables) los cuales, como se vio en el capitulo anterior, son una base para
el espacio vectorial x(R?) el cual es un 4lgebra de lie. Todo operador que conmute con
todos los elementos del dlgebra de lie (6 lo que es lo mismo con todos los elementos de la
base) se denomina operador de Casimir, por lo tanto H serd un operador de este tipo.
En particular, al efectuar los conmutadores entre los operadores expresados en (3.37) y

(3.38) obtenemos las siguientes expresiones:

[hi,pj] =0 (3.39)
[Li, 9] = iheijnpr (3.41)

Con ¢;j;, el simbolo de levi-civita. Generalmente dadas las expresiones anteriores carac-
teristicas del algebra puede demostrarse que los operadores de Casimir (en general hay
mas de uno) seran expresiones cuadraticas de los elementos que generan el dlgebra de

lie. En nuestro caso habra dos posibles operadores de Casimir K, y Ky:

3
Ky =) p (3.42)
=1
A 3 A
Ky =) L (3.43)
=1

si se calcula K5 resulta ser que da cero, por lo que H debe corresponder con el primer
operador de Casimir, de hecho K, coincide exactamente con —h2V?2 con V2 el laplaciano
en R3. Por lo tanto:

1 - h?

H=—K =—-——V? 3.44
om’ 2m ( )

Si trabajamos explicitamente en coordenadas cilindricas por ejemplo, obtenemos la ex-
presién (3.22). Cuando el sistema fisico es del tipo mostrado en (3.14) (es decir con una
funcién potencial la cual expresa una “interaccién clasica”) los operadores p; y L; no
cambian de forma y seguirdn determinando a H, sin embargo dicha interaccién puede

romper alguna de las simetrias, y en general H ya no sera un operador de Casimir del
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dlgebra de lie x(R?) (o lo que es lo mismo los observables representados por los ele-
mentos del dlgebra x(R?) no podrén ser medidos simultdneamente con la energia). Sin
embargo puede resultar que siga siendo el operador de Casimir de alguna sub-algebra

de x(R?) y esto determina, en general, otros observables importantes del sistema fisico.

Asi se ha obtenido una manera de cuantizar la particula libre en espacio euclideo
de una forma tal que es independiente de coordenadas. Este método de cuantizaciéon lo
usaremos a continuacion en espacio esférico donde no hay un analogo de coordenadas

cartesianas intrinsecas.



Capitulo 4

Cuantizacion en el espacio esférico

En el capitulo 2 se estudio el espacio esférico el cual representa localmente una
geometria no euclidea y que ademéas es una variedad maximalmente simétrica; esto
implica que si se considera al espacio fisico dotado con la misma estructura del espacio
esférico entonces, al igual que en el caso euclideo, las simetrias determinan propiedades
fundamentales del sistema fisico. En este capitulo estudiaremos la particula libre en el
espacio esférico de la misma forma como se hizo en el espacio euclideo, con el fin de
establecer la forma de los observables asociados a los generadores del grupo de isometrias
en este espacio. Sin embargo, en espacio esférico esta cuestién es mas delicada ya que
la topologia introduce algunas particularidades, principalmente algunos de los campos
vectoriales obtenidos (los cuales son los generadores infinitesimales de las isometrias)
no estan definidos globalmente;por lo que, deben imponerse condiciones explicitas sobre
los elementos del dominio de estos operadores para garantizar la autoadjunticidad de
los observables que de estos campos se derivan. Solo mencionamos esta problemética
y como generalmente hace el fisico haremos la vista gorda sobre el asunto, ya que no
afectara ninguno de nuestros resultados. Ademas estudiaremos una importante cuestion
que no se tomo en cuenta en los capitulos anteriores: ;Cémo determinar el operador
posicion en el espacio esférico?. Mas adelante, los resultados obtenidos nos seran de
gran utilidad al cuantizar sistemas de una particula con alguna interaccién dependiente

de la posicion.
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4.1. Particula libre en el espacio esférico

4.1.1. Mecanica clasica

Estudiemos brevemente el sistema compuesto por una particula libre de masa m en
S™, el lagrangiano en tal caso solo tendrd el término cinético (el formalismo desarrollado
en la seccién (3.1) del capitulo 3 es en general valido en cualquier espacio métrico que
sea una variedad diferencial ya que el principio de minima accién o lo que es lo mismo
el calculo variacional puede desarrollarse naturalmente para sistemas fisicos en estos
espacios. Ademads, las propiedades homogeneidad e isotropia son comunes al espacio
esférico y al euclideo por lo que la funcién lagrangiana de un sistema fisico aislado de-
be tener la forma (3.2) en este espacio). Al escoger cualquier sistema de coordenadas,
obtenemos las n ecuaciones de Euler-Lagrange, las cuales determinan la dindmica de
la particula. Este conjunto de n ecuaciones se encuentran acopladas (al menos para las
coordenadas cartesianas y esféricas en S") y su resolucién atin en el caso de S? no es de

ningiin modo trivial.

Sin embargo para subvariedades regulares de R"* (S" es una espacio de este tipo)
existe un método mas simple. Usando el vinculo holonémico que restringe a la particula
a vivir en S™ (generalmente para cualquier subvariedad regular el vinculo serd la ecua-
cién que la define; la cual en algin sistema de coordenadas, que en este caso siempre
existe, se obtiene al hacer una de las coordenadas constante. En S obviamente sera la
coordenada radial de las coordenadas esféricas) se implementa este vinculo en la funcién

de lagrange como si fuera una funcién potencial. En nuestro caso esto es:
) 1 .
L(X,X) = §mX2 - A|IX]]* = 1) (4.1)

con A un multiplicador de lagrange. Aqui se trata el problema como si el espacio fuera
R™*! vemos que la funcién que juega el papel del potencial puede interpretarse como
una funcion derivada de una fuerza restauradora en direccién radial la cual siempre
tendera a mantener a la particula en la esfera. Si ademas en la solucién que obtengamos
imponemos como condicion inicial que la particula este en la esfera y que su velocidad
radial sea nula, obtendremos la dinamica de la particula libre en S”. Las ecuaciones de

euler-lagrange seran entonces:

X + 2y 0 (4.2)
m
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y con las condiciones iniciales anteriormente especificadas obtenemos como solucion las
curvas que describen el movimiento de la particula, cuya imagen denominada trayecto-
ria coincide con los circulos maximos en S™ 6 sus geodésicas. Asi al igual que en el caso

euclideo la particula se movera en geodésicas a rapidez constante.

4.1.2. Cuantizacion de la particula libre en espacio esférico

Seguiremos el mismo procedimiento de cuantizacién efectuado en la seccién (3.2.2)
pero aplicado al espacio esférico, ya que al igual que en espacio euclideo, los genera-
dores infinitesimales del grupo de isometrias determinaran la forma de los observables

fundamentales del sistema fisico.

En particular los postulados de la mecanica cudntica seran los mismos, y una repre-
sentacion del espacio de Hilbert H del sistema sera el conjunto de funciones a valores

complejos sobre §" y de cuadrado integrable denotado como L*(S™) (ver [11]) es decir:
e ={uss o] [ w@pag <o 43
N

Donde la funcién ¥ (q) esta expresada en algin sistema de coordenadas de S™ y por lo

tanto d"q sera el elemento diferencial de volumen dado en (2.11).

Este espacio de funciones esta dotado de un producto escalar H ® H — C el cual en

representacion L?(S") es realizado por:

Wle) = | Y(a)e(q)d'q (4.4)

S'!L

Con ¥(q) el complejo conjugado de la funcién ¥(q); los otros postulados se desarrollan

sin ningun inconveniente.

Asi determinaremos el conjunto de observables fundamentales que actiian sobre el
espacio de Hilbert L*(S™) del sistema. Especificamente estudiaremos los tres casos:
S, S?, v S3. En estos tres casos usaremos coordenadas esféricas por simplicidad. Pero
téngase en cuenta que el método es véalido para todos los sistemas de coordenadas que

cubren a estos espacios.
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Particula en S!

El tensor métrico en S en coordenadas esféricas es simplemente g4s = 1 entonces la
Unica ecuacion que determina las componentes del campo vectorial de Killing en estas

coordenadas serd (véase (2.40)):

9y

—= = 2 4.

96 0 , 0<o<2m (4.5)
cuya solucién es simplemente:

¢ =A con E: A—aib (4.6)

donde £ = &, esta globalmente definido salvo su expresion en coordenadas, entonces

segun el esquema de cuantizacién tendremos que el generador de importancia sera:

N 0

Podria pensarse que el esquema de la cuantizacién candnica funciona es este caso. Sin
embargo, como veremos mas adelante, surge un problema al determinar el observable
posicion y es que de ninguna manera el dngulo ¢ puede representar un observable
posicion. Puede demostrarse que la expresion del generador (4.7) es un observable al
exigir condiciones de borde periddicas en los extremos (esto es, que sus autofunciones

cumplan con esa condicién de borde), véase [11].

¥(0) = (2n) (4.8)
d . dy
%(0) = d_gb(%) (4.9)

El operador de Hamilton, el cual es el tnico (salvo constantes) operador de casimir
sera: e

H=——_—" 4.10

2m 0¢? (4.10)

el cual también es autoadjunto y debe cumplir con condiciones de borde periddicas.

Particula en S?

El tensor métrico expresado en coordenadas esféricas de S? es:

1 0
I (0 sen? 0) ( )
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Entonces el conjunto de ecuaciones (2.40) seran:

oy
0 "
£¢ + senf cos &y = 0 (4.12)
[9J0) '
06 |0 _eosd

op 00 sen 0

se puede ver que & = &% y que & = sen?0¢? y la solucién mas general del conjunto
de ecuaciones anteriores que son las componentes del campo vectorial de killing en

coordenadas esféricas sera:
€% = Acos ¢+ Bsen ¢

(4.13)
£? = —cotf (Asen¢ — Bcos¢) + C

Reagrupando cada término con la misma constante entonces la solucion mas general
puede escribirse en funcion de tres campos vectoriales de killing linealmente indepen-

dientes:

€:A(008¢a cot@sengba)
00 [9J0)
5 5 (4.14)

+ B (sen¢ae —|—COt9COS¢a¢> +C—

d¢
entonces siguiendo el formato de cuantizacién desarrollado en el capitulo anterior ten-

dremos que los observables derivados de las simetrias del espacio seran:

. : 0 0

M, = —ih (cos (;589 cot f sen ¢ ¢> (4.15)
N ) 0

My = —ih (sen gbae + cot 0 cos p— ¢> (4.16)
~ 0

habria que demostrar que estos operadores son autoadjuntos, en general para S” puede
demostrarse que para todos los operadores derivados de las simetrias del espacio siem-
pre existe una tinica extensién de dominio perteneciente a L*(S") la cual hace de estos
operadores autoadjuntos debido a la medida de integracion invariante y por lo tanto
ellos representan observables del sistema fisico (recuérdese que originalmente el dominio
de estos operadores era el conjunto de funciones C'*° sobre la variedad, las cuales no

son ni complejas, ni tienen que ser de cuadrado integrable).
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Como también se vio estos tres operadores son una base linealmente independien-
te del algebra de lie x(S?) correspondiente al grupo de lie conformado por el grupo

isometrias SO(3) y ademds puede verificarse que satisfacen:
[M;, MJ] = iheijkMk con los indices i;7;k=1,2,3 (4.18)

La ecuacion anterior es suficiente para determinar el operador de casimir del algebra
X(S?) el cual, por los mismos argumentos propuestos en el capitulo anterior, debe co-
rresponder con el hamiltoniano H de la particula libre. En este caso solo hay una
posibilidad:

3
K=> M (4.19)
i=1
efectuando el calculo explicitamente obtenemos al hamiltoniano:
1 - . h? 1 0 0 1 02
— K=H=——— — 0— _— 4.2
om 2m [sen&@@ (Sen ae) * sen298gz52} (4.20)

Notemos que en S? no se puede definir globalmente un campo vectorial, en particular,
de killing. A diferencia de S' donde hay uno (esto no tiene que ver con coordenadas y es
topoldgico). Sin embargo, basta, en este caso, con la independencia local para construir
los tres observables autoadjuntos asociados a las simetrias que generan los vectores de

Killing como hemos ya mencionado.

Particula en S3

Para finalizar obtendremos los observables derivados de las simetrias del espacio y el
operador de hamilton de la particula libre en S* usando coordenadas esféricas (6, 65, 03).

El tensor métrico en este caso se expresa como:

1 0 0
G = |0 sen?6, 0 (4.21)

0 0 sen? 0; sen? 0,
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lo cual de (2.40) lleva al siguiente conjunto de seis ecuaciones que deben satisfacer las

componentes de cualquier elemento de x(S?):

% 0%

a6, =0 8_(93 + sen By cos Bo€5 + sen’ Oy sen b cos 616 = 0
%) 0 0

a—gz+S€H9100891§1:0 a—g;—i—a—gj—QcotHlfQ:O

0§ 0&3 08 0&3

— 4+ == -2 = — 4 == 2 =0

893 + a@l cot 9153 0 893 + 862 cot (9253

(4.22)

Aqui la notacién es diferente a la usada en los dos casos anteriores: & correspon-
de a la componente ; del campo vectorial de killing, donde & = &' & = sen? 6,
& = sen? 0 sen? 0,3, La solucién general para cada una de las componentes puede

escribirse de la siguiente forma:

&' = O cos Oy + sen Oy (— A cos 05 + Bsen f3) (4.23)
cos 0 sen 6
2= o 9? (—Acosfs + Bsenbs) — Ctan 6’? + (D cos s + E'senfs) (4.24)
t0
&3 = cot 0y(E cosfs — Dsenfs) + s;)n 61 (Bcosfs + Asenfs) + F (4.25)
2

Agrupando cada término con la misma constante obtenemos, como en los casos
anteriores, la solucién mas general al conjunto de ecuaciones (4.22) en funcién de seis
campos vectoriales de killing linealmente independientes. Multiplicando cada una de
estos campos por la constante compleja —ih obtenemos un conjunto de observables que
actuan sobre algin subconjunto denso del espacio de hilbert L?(S?). Y escogiendo una

notacion adecuada que de alguna forma caracterize y simplifique las expresiones de esta
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algebra de lie, obtenemos:

]\71 = —ih <sen 0, sen 93(9% + cot 64 cos 05 sen 93(9% + cot 01 csc by cos 05 8?9 )
1 2 3

]\72 = —ih <— sen 0, cos 938% — cot 6; cos 05 cos 638% + cot 8 csc Oy sen 5 8(2’ )
1 2 3

Ny = —ih <cos 828 5 — cot 01 sen 6, 322)

—ih (cos 93— — cot 65 sen 03816’3)
M, = —ih | senf —+Cot0 cos 0
- 500, 27T 00,
0
M = —ith—
th‘?@g

(4.26)
Notemos que en S? solo pueden ser definidos globalmente solo tres campos vectoriales
linealmente independientes. Sin embargo, como antes, es suficiente la independencia
local para construir los seis observables. Puede verificarse, directamente de (4.26), que

estas expresiones satisfacen:

[M;, M;] = ihejp M, (4.27)
[Mi, NJ] = ZhEUka
Con los indices 7; 7; k = 1,2,3. Del conjunto de ecuaciones anteriores puede calcularse

los operadores de casimir del dlgebra x(S™); los cuales tendrén las siguientes expresiones:

3

Ky =) (M} +N}) (4.28)
=1
3
= MN, (4.29)
=1

el segundo casimir si se calcula explicitamente da cero, asi el operador de hamilton de

la particula libre en S? vendra dado por:
H=-—"—K, (4.30)
El cual si se calcula explicitamente da:

g 1 [0 ( pg 0N, 1 O ( ,O0) 1 &
T 2msen2f; 190, \ " 190, ) T senf, 00, \"7" 200, ) T sen? 6, 062

(4.31)




CAPITULO 4. CUANTIZACION EN EL ESPACIO ESFERICO 49

La expresién anterior coincide exactamente con:

N h? 9

Donde VZ 5 es el conocido operador de Laplace-Beltrami, el cual es una generalizacién
del laplaciano para variedades riemanianas y pseudoriemanianas. De alguna manera la
descripcion al hacer mecanica cuantica en espacio esférico es similar a la descripcion
en espacio euclideo (al menos en la forma del hamiltoniano) y seria tentador postular,
en vista de esta coincidencia, que para cualquier variedad riemaniana el hamiltoniano
de la particula libre coincide con (4.32); en realidad el problema de la particula libre
en espacio esférico inicialmente fue planteado de esta forma (ver [21]). Este coinciden-
cia se debe a que ambos espacios son representaciones de dos geometrias totalmente
consistentes, y al gran nimero de simetrias que presentan estos espacios. De hecho nues-
tra construccién esta basada en estas simetrias fundamentales. En general la ecuacion
(4.32) puede generalizarse a cualquier variedad riemaniana pero la autoadjunticidad no
esta garantizada. La forma explicita del operador Laplace-Beltrami en una variedad
riemaniana 6 pseudoriemaniana n dimensional en una carta (z!, 2%, ..., 2") viene dado
por:
A N, iy 0

Vip = N ;; i < l9lg @) (4.33)
Con g% las componentes de la inversa del tensor métrico y |g| el determinante de la
matriz que expresa al tensor métrico en la carta. Este problema ha sido formulado de
diferentes maneras: cabe mencionar por ejemplo la cuantizacién canénica para sistemas
con vinculos de segunda clase, donde se obtiene como solucién del hamiltoniano de
la particula libre el operador Laplace-Beltrami mas una constante dependiente de la
curvatura del espacio. Pero del método de Dirac no se especifica como construir el
espacio de Hilbert. Ademas, la existencia de una constante debe descartarse por varias
consideraciones fisicas (ver [21]). Es bueno senalar que la aparicién de dicha constante
aditiva se ha obtenido por varios métodos de cuantizacién y algunos autores (vease [21],
[20] ¥ [22]) han propuesto que su aparicién es de cardcter fundamental, propiamente
debido a la curvatura del espacio. Algunos incluso lo han comparado con el conocido
efecto Aharonov-Bohm. Esta cuestiéon no deja aun hoy de causar polémica. Nuestra
cuantizacion tiene la ventaja de tomar en cuenta las simetrias del espacio, y de ser

geométrica, es decir, vale para cualquier sistema de coordenadas.
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4.2. El Observable posicion

Como vimos en el capitulo anterior, en espacio euclideo, el formato de la cuanti-
zacion canodnica propone como regla que el observable posicion, en representacion r,
actie como el operador multiplicacién, ver (3.15). Suponiendo el caso unidimensional,
la accién de X sobre los elementos de H es la multipicacién por la coordenada x (la
generalizacién al caso tridimensional es obvia). Para el caso de la particula libre en
una dimension, los dos problemas usuales de interés son: La particula en una caja (la
coordenada x esta restringida al siguiente rango x € (a,b) con a y b nimeros reales)
y la particula libre en la recta real (r € (—o00,00)) en ambos problemas el operador

posicién X es autoadjunto y representa un observable (ver [11]).

Al considerar la particula libre en S! el problema pareciera ser idéntico a la particula
en una caja (El observable momento coincide, ver (4.7), y la coordenada ¢ esta res-
tringida a un abierto de R, esto es ¢ € (0,27)). Sin embargo ¢ no es una coordenada
global a diferencia de x y el problema esencialmente es distinto: la particula libre en la
caja no puede pasar continuamente de un extremo a otro, en cambio esto si ocurre de
forma natural en S!, ademas la coordenada ¢ es discontinua en los extremos y por lo
tanto no expresa esta importante propiedad (esto tiene que ver con la topologia de S*
que es distinta a la de R). Generalmente esto se resuelve proponiendo como observable
alguna funcién peridédica en ¢; este problema atin hoy en dia es discutido ampliamente
en la literatura, ver por ejemplo [20], y esencialmente tiene que ver con la cuestiéon de

si es posible cuantizar coordenadas. Como hemos visto no debe ser el caso.

Para abordar este problema consideremos un observable A el cual por simplicidad se
supondré que posee solo espectro discreto S, (este espectro serd el conjunto de posibles
valores obtenidos al medir el observable A) Ademas los estados posibles del sistema
seran estados puros; entonces uno de los postulados de la mecanica cudntica (ver [14])
establece que dado un estado |1)), después de una medicién del valor A, € S, el estado

del sistema sera:

V) = iB) 49

donde P, es el proyector en el subespacio vectorial m-dimensional M correspon-

diente al valor A, € S, (ver [11]). En este subespacio vectorial se pueden escoger m
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vectores ortonormales [1!) via el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt con
i =1,2,...,m. Ademas se dice que estos vectores estan degenerados y deben cumplir

con:
Alpiy = N ) (4.35)

Una vez obtenidos estos vectores, el proyector b, puede escribirse como:
Py =" ln) (el (4.36)
i=1

Para ver las propiedades de los proyectores véase [11]. Uno de los rasgos mas distintivos
de estos proyectores es que una vez conocido cada proyector asociado a cada A, € 5,

es posible expresar el operador A de la siguiente manera:

A=> NP, (4.37)

La ecuacién (4.37) determina al operador fl, inclusive puede generalizarse al caso en
que el espectro del operador autoadjunto A no sea discreto, ver [13]. Consideremos por
ejemplo el caso en que el espectro del operador A sea solamente continuo (por ejemplo
S, son los reales R) considerando los estados como no degenerados, la generalizacién de
(4.37) sera: N

A= / AdE), (4.38)

Con dEy = d\|\)()\| una generalizacién de (4.36) y las |\) son las denominadas “au-
tofunciones”del continuo del operador A. En particular dada una funcién real ¢ bien
comportada, y de dominio algin subconjunto tipo Borel de S., puede definirse el ope-

~

rador ¢(A) como: .
o(A) = / dX () [N (4.39)

Si la funcién es del tipo exigido el operador definido en (4.39) serd autoadjunto (Ver
[13]). Se puede estar interesado, por ejemplo, en determinar la probabilidad de que el
resultado de una medicién se encuentre en algtin subconjunto de Borel de S., para ello
se usa la conocida funcién caracteristica x4 : S. — R con el subconjunto A C S;

definida asf:

xa(A) =

{1 si re A (4.40)

0 si xeS.—A
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El operador asociado a la funcién caracteristica y 4 el cual, puede demostrarse, es un

proyector y tiene la siguiente expresion (ver (4.39)):
Bi(A) = / AN O (4.41)
AESNA

Asf por ejemplo dado el estado 1 la probabilidad de que la medicién del observable A
este en el conjunto A sera:

Pigld) = |Ex(AlE = [ axlau)P (442

A€S:NA

Es importante remarcar que las expresiones anteriores son validas para cualquier ope-
rador autoadjunto, en particular, para el operador posicién en R™. Asi en una variedad
riemanniana, al hacer mecdnica cuantica, una de las preguntas fundamentales es si
el sistema es localizable. De ser este el caso se podra determinar la probabilidad de
localizar al sistema en cualquier subconjunto abierto de la variedad. Y de esta forma
existira un observable posicién cuyo espectro se identifique con los puntos de la variedad.
En general, al no existir coordenadas globales, por razones topoldgicas, la localizacion
se hard con la familia de operadores dada por (4.41) con A un Borel en la variedad.
Es evidente que esta construccién del observable posicion, cuando es posible, es inde-
pendiente del sistema de coordenadas elegido. Por ejemplo consideremos el caso de la
particula en el espacio unidimensional R; para este problema es conocido el observable

posicién. Las autofunciones del continuo de X serdn en la representacion usual:
IA) = ¥a(x) =d(x — N) (4.43)

Con 6(x — A) la delta de Dirac y punto singular en x = A. Asi efectuemos la operacién

de X con algin estado () del sistema, usando (4.38) se obtiene:

Xip(z) = /_OO dANd(x — N) /OO d(x' = N(a') da! = /OO dAXMP(N)d(x — X)) (4.44)

[e.e] —00 —00

Lo que finalmente (usando las propiedades de la delta) se reduce a:

Xo(x) = 2y (x) (4.45)

Asi, el espectro del operador posicién debe poder caracterizar todos los puntos del

espacio ya que, en principio, la particula podra ser localizada en cualquier punto de la
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variedad. Para el caso de la recta real, la coordenada x es global y caracteriza todos los
puntos de este espacio. Entonces es de esperar que esta coordenada determine todo el
espectro del operador. Para el caso de R? las autofunciones del continuo del operador
posicion serdn generalizaciones de la delta de Dirac en tres dimensiones §(R — A); sin
embargo cualquier otro conjunto de coordenadas distintas de las cartesianas no seran
coordenadas globales y por lo tanto la expresiéon (4.38) no podré ser desarrollada, ya
que siempre faltara algin punto del espectro (en este caso puntos de R3). Esta des-
cripcién no es aplicable a cualquier variedad, ya que como hemos comentado, en una
variedad puede no existir coordenadas globales (tal es el caso del espacio esférico) y
por lo tanto tampoco una generalizacién de la ecuacién (4.45). En tales casos convie-
ne usar como observable posicién la familia de operadores expresada en (4.41) la cual
siempre estard definida para cualquier subconjunto del abierto en la cual se defina la

carta ¢ sistema de coordenadas.

Algunos autores (ver [20]) proponen como cuantizacién de la coordenada angular
¢ no el operador multiplicaciéon, sino el operador multiplicacién por las funciones pe-
riddicas sen¢ y cos¢. En particular, salvo la coordenada radial, estas dos funciones
concuerdan con las coordenadas cartesianas x y y los cuales son coordenadas globales
de R? | y determinan el espectro del operador posicién en todo el plano (en particular
también en algin subconjunto donde la coordenada radial sea una constante). Luego,
esta solucién no es deseable por que supone a S! embebida en otro espacio (un artefac-

to) ademads de ser dependiente de coordenadas.

4.2.1. Reglas candnicas de conmutacién en la esfera

Hemos visto que no es posible definir, de forma equivalente a como se hace en es-
pacio euclideo, un observable posicion en la esfera, y aunque exista en este espacio
un “analogo.?l observable momento, tampoco se define de la manera usual las reglas
candnicas de conmutacién y mucho menos establecer un principio de incertidumbre
entre ambos observables. (incluso el equivalente de los “momentos” en la esfera no es
total, de las relaciones (4.27) vemos que los “momentos” N; ni siquiera conmutan entre
si. Algo que si ocurre de manera natural en espacio euclideo). Por supuesto, una nocién

de localizacion existe sobre la esfera a través de (4.41) en lugar de operador posicién.
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Consideremos el ejemplo mas simple: el espacio esférico unidimensional St. Aqui el
observable L de la ecuacién (4.7) representa el generador del conjunto de isometrias en
este espacio. Tomaremos como observable posicién la familia de operadores definida en

la ecuacién (4.41), la cual en este caso escribiremos como:

A

Eyla,b) = /A oy PO (4.46)

Donde (a, b) representa un conjunto abierto 6 Borel de S! y usando la parametrizacién
local usual del circulo tendremos que 0 < a < b < 27. Aqui A corresponde a la loca-
lizacién en un abierto de S'. En representacion posicién, en estas coordenadas locales,
al igual que en (4.43) las “autofunciones” del continuo seran deltas de Dirac. Aqui esta
nocioén de delta es local ya que A € (a,b) Asi la accién de EQ(a.b) sobre un estado 1(¢)
sera:

Ey(a,by(6) = /AE( DI = / DB — 6) = D(D) e (6)  (447)

AE(a,d)

con X(ap)(¢) la conocida funcién caracteristica definida en (4.40); para evitar cuestiones
de dominio efectuemos el siguiente conmutador, el cual siempre estard definido para

cualquier elemento de H:

[Ua, Ep(a,0)] = {X(at)(¢ — @) = X(a)(¢) } Ua (4.48)
Donde U, = exp(—iaL/h) es el operador unitario que representa a la isometrfa actuan-
do en el espacio de Hilbert y x4 (¢ — ) representa la accién de U,, sobre X(ap) (la
cual, aunque este escrita en coordenadas esfericas, no depende de coordenadas de ma-
nera obvia y es un objeto globalmente definido). Si se desea obtener el conmutador con
L se puede lograr considerando el limite de @« — 0 y resolviendo la ecuacién anterior,
pero teniendo en cuenta para que dominio se obtiene esto. Esta ecuacion vendria a ser el
equivalente de las relaciones de conmutacién en el circulo, y expresa a grandes rasgos la
no simultaneidad en las medidas de localizacion y del “momento” generalizado de una
particula (no efectuaremos semejante anélisis aqui). Lo verdaderamente importante es
que de ninguna manera puede generalizarse la ecuacién (3.17) a la hora de cuantizar un
sistema fisico en S!. Para ahondar mas a fondo sobre esta cuestién véase por ejemplo
[13]. Sin embargo, es bueno sefialar que aun hoy en dia existen publicaciones arbitradas

de reglas de conmutacién indebidas, como por ejemplo, fase y momento en S!.



Capitulo 5

El problema de Kepler en S*

A partir de aqui consideraremos la resolucién de sistemas fisicos compuestos de una
particula con alguna interaccién dependiente solo de la posicién y la cual, como los
problemas usuales en espacio euclideo, viene representada por una funcién potencial
V(r). Dicha interaccion serd considerada “clésica” en el sentido de que su expresion es
exactamente la misma que al formular la dinamica del sistema mediante la mecéanica
clasica (recuérdese que hemos planteado el problema en representacién r ¢ posicion).
Muchos de los problemas usuales en mecanica cuantica en espacio euclideo son de este
tipo. Como dicha interaccién no depende del tiempo ¢ el problema se reduce (ver (3.14))
a resolver la siguiente ecuacion diferencial en derivadas parciales:

h2
- 2mR2

Donde E es el espectro de energfas del sistema el cual, debido a la topologia de S?,

Vist(r) + V(r)y(r) = Ei(r) (5.1)

sera solamente discreto a diferencia de los espacios euclideos e hiperbdlicos. Aqui tam-
bién deseamos observar el efecto que tiene sobre el espectro la curvatura del espacio,
la cual es el inverso del radio R al cuadrado y es introducida de forma natural con las
coordenadas esféricas en R* (entonces los elementos de S? serdn, segiin esta nueva consi-
deracién, todos los vectores de R* con norma R) El primer caso que se estudiard sera el
problema de Kepler en S? el cual es el andlogo del dtomo de hidrégeno en espacio
esférico. Se analizara someramente la version clasica de este problema para justificar
el potencial V(r) que serd usado. Entre los tratamientos de este problema citamos por
ejemplo [26], [23]. En las referencias [27] y [28] se cuantizan los observables fundamen-
tales partiendo de las simetrias dinamicas del sistema y se resuelve el problema de otra

forma.
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5.1. Mecanica clasica

Como vimos en el capitulo 4, las propiedades de homogeneidad e isotropia del espacio
esférico garantizan que la funcién lagrangiana de un sistema fisico conformado por una
particula de masa m con alguna interaccion sea del tipo (3.2). En algun conjunto de
coordenadas (¢*, ¢%, ¢®) la expresién del lagrangiano, con una interaccién que dependa

de la posicién (tal como nuestro problema) se podré escribir explicitamente como:

3

L(¢",¢* ") = % > gd'd — VX' ¢ ¢%) (5.2)

ij=1
Con g;; las componentes del tensor métrico de S* en estas coordenadas. As{ dado un
potencial el problema se reduce a resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange. Estamos
interesados en ver cual es el analogo en espacio esférico del potencial de Kepler. Para ello
(ver [27]) se usa la conocida transformaciéon Gndémica la cual es biyectiva y transforma
el hiperplano tridimensional z' = 0 en el abierto z' > 0 de S?, con i = 1,2, 3,4 (véase
el apartado de las coordenadas cartesianas en la seccién 2.3.3.). Dicha transformacién
se denota como v : R? — S? y se escribe como:
. T+ Re;

v(Z) = 7+ Rel (5.3)
con ¥ las coordenadas del hiperplano tridimensional. Lo importante aqui ademés de
haber obtenido un nuevo conjunto de coordenadas locales, es que todo movimiento en
el abierto de S* se proyecta en el hiperplano, por ejemplo las geodésicas de S® son rectas

en el nuevo espacio, ver [27]. Puede demostrarse que un potencial tipo:
V(r) = —al7|™ (5.4)

con « una constante, hara que una particula se mueva en érbitas cerradas en el hiper-
plano. Consideraremos entonces este problema como el andlogo del potencial central
en espacio esférico. De la definicién de transformacion gnémica vemos que el vector
7+ Ré; € R?* forma un angulo 6; respecto del eje generado por é;, dicho dngulo es el
mismo que el de las coordenadas esféricas. Vemos también que ¥ y é; son ortogonales.

Tomando todo esto en consideracién y eligiendo ¢ = 1 tenemos que:

|7]| = Rtan6, (5.5)
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Por lo tanto el potencial V(r) que usaremos en la ecuacién (5.1) serd:

2

K
V(r) = 2T ot (5.6)
R
Este potencial es la escogencia usual (ver p.e. [27])

5.2. El d4tomo de hidrégeno en S?

Escribamos la ecuacién (5.1) con el potencial (5.6) explicitamente. Vemos que es una

ecuacion en derivadas parciales de segundo orden:

h? 1 9, 5, 0U(r) 1 0 oY(r) 1 0%Y(r)
 2mR2sen?d), {8_61 (sen o 00, ) + sen 0y 00, (sen b2 ) + sen?6, 003
2

Kq
a-a cot 019 (r) = Ey(r) (5.7)

efectuemos el procedimiento de resolucién usual en estos casos: separacion de varia-

bles. Como solucién general propondremos:
Y(01,0,,03) = A(61)B(02)C(03) (5.8)

se puede ver que el procedimiento de separacién para las variables 05 y 03 es idéntico que
en el caso del a&tomo de hidrégeno en espacio euclideo. De hecho se llega a las mismas
ecuaciones y las soluciones tendran en tal caso la misma forma, siempre y cuando se

impongan condiciones de borde periddicas en los extremos de 65:

20+ 1(1—m)!
dr (I +m)!

B(05)C(63) = Y;™(0,03) = \/ P/™(cos 0 )e™? (5.9)
con — < m < [. Los valores permitidos para [ serdan determinados luego, sin embargo la
soluciones anteriores tienen sentido solo para [ natural incluido el cero. Aqui P (cos 6s)
son las conocidos funciones asociadas de Legendre. La ecuacién diferencial que debe
satisfacer la funcién A(6;) es el equivalente a la ecuacién radial presente en el dtomo
de hidrogeno en espacio euclideo. Dicha ecuacién tiene la siguiente forma:

w? 1 d o dA(0)) Kq?
s e\ T —— ) - 1)A - == A(6,) = BEA
2mR? sen291{d6’1 (Sen e, > () (01)} oAl (1)
(5.10)
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multiplicando la ecuacién anterior por —2mR?/h? y redefiniendo obtenemos:

1 d 2, dA(6:) (l+1)
a0 d A= 0 11
sen 0y df; (Se“ a0 ) T A senza, TOCot| Al6r) =0 (5.11)
Donde:
2mR*E 2K ¢*Rm
A== v e p

La expresién anterior es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden. Para
obtener la solucién general por los métodos usuales es necesario “complejificarla”. Sin
embargo conviene efectuar un cambio de variable adecuado. Sea w = cot 6;; este cambio
de variable es ejemplar, debido a que la funciéon cot f; es bien comportada y ademas
monotona decreciente en el intervalo 0 < 6; < m, lo que hace que el cambio sea una
biyeccién. La nueva variable esta definida en el intervalo —oo < w < o0. Si se procede
a efectuar el cambio de variable, la ecuacién (5.11) es equivalente a:

d*V(w) At pfw I(1+1)
dw? (I1+w?)? 14w?

T(w) =0 (5.12)

La ecuacion (5.12) es la que se procederd a “complejificar”. Tomando en consideracién
que (3 es una constante real, que los tinicos valores de A que son de interés son reales (ya
que A, salvo una constante real, coincide con el espectro de energias del sistema, el cual
necesariamente es real), y que la constante /(I + 1) es también real; se demuestra que
la ecuacion anterior es una EDOL definida en todo el plano complejo con tres puntos
regulares singulares (ver p.e [11]) los cuales estan ubicados en w = +i, —i,00. Este
tipo de ecuacion siempre tiene solucién y se denomina ecuacion de Riemann-Papperitz
(Ver [29]). En particular, para conseguir las soluciones, se efectiia un cambio de variable
biyectivo que “arrastre” los puntos regulares singulares a las posiciones z = 0, 1, 0o; esto
se hace con la finalidad de expresar las soluciones de la ecuaciéon mediante relaciones
que involucren a la conocida funciéon hipergeométrica. En nuestro caso escogemos el
cambio de variable (coincidiendo con [26]):
21
w—1

(5.13)

z=—

Dicho cambio es una transformacion de mobius la cual, ademas de arrastrar las sin-

gularidades a los puntos deseados, tiene la ventaja de que facilita el estudio sobre el
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comportamiento de la solucién. La ecuacién (5.12) al efectuar este cambio de variable

queda como:

>0 2dyp 1(AN=if) 1 ,
P -

I(1+1) ©
z(z—1)

d2 ' zdz

—0 (5.14)

Vemos que la expresion anterior es idéntica a la ecuacion Riemann-Papperitz el cual se
escribe (ver [29]):

o [a+0z’—1+u+u'—1]d_go

dz? z z—1 dz
ad ; , ©
— — —1)| ———==0 (5.15
e i - D)] s =0 519
y una de las soluciones se expresa como:
01(2) = A*z—-1D'Fla+p+rv,l—v—od —p,a—ad +1;2) (5.16)

al comparar las ecuaciones (5.14) y (5.15) obtenemos los coeficientes que determinan a

la solucién (5.16) los cuales se escriben como:

VI+XN) —iB+/(1+ A +i8

a=a+pu+v=1+1+ 5 (5.17)

1+ X)) —i8—+/(1+ A )
bzl—l/—o/—,u':l+1+\/(+) ZBQ\/(+ ) +ib (5.18)
c=a—-d+1=21+2 (5.19)

Donde:

a=1 o =-1-1 (5.20)

1+ /O rN B 1IN =B
= (2 ) = (2 ) (5.21)

1 1 ’

y— (;MHB (5.22)

Téngase en cuenta que la eleccion del conjunto de ecuaciones (5.16)-(5.22) no es tnica;
en realidad existe un total de 8 posibles combinaciones; nuestra escogencia no atiende
a ninguna consideracion en particular. Como la constante 1 — ¢ es un entero se tiene

que conseguir la segunda solucién por medio de la formula de Liouville (ver [11]); sin
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embargo esta solucién debe descartarse debido a que en w — oo (0 lo que es lo mismo
en z — 0) se comporta de la siguiente manera:

lim ¢s(w) = lim cpl(w)/ [L ~ lim W' — oo (5.23)

w—00 wW—00 V1 (w/)]Q Ww—00

Donde hemos usado el hecho de que F(a,b,c;2) ﬁ 1. Una de las restricciones que
garantiza la autoadjunticidad del operador (5.7) es que los elementos de su dominio
cumplan con la condicién de finitud en los extremos. Asi en 6; — 0 (w — 00) la solucién
©2(w) diverge y debe descartarse. Por lo tanto la primera solucién es la solucién general.

En términos de w (5.16) queda como:

w—1

29

pw)=Alw—i) " Hw+i)'F (a, b,c; — ) (5.24)
Dicha solucion es siempre finita en los extremos; para el caso en que w — oo vemos que
¢o(w) ~ w™ — 0, la misma tendencia se presenta en w — —oo. Queda por encontrar
el comportamiento de la solucién general en todo el intervalo w € (—o0, o). Esto se
reduce al estudio de la funcién hipergeométrica F'(a,b,c;z) en la ecuacién (5.16); su
desarrollo en serie para |z| < 1 generalmente es dado en la literatura. Asi la solucién
(5.24) esta totalmente determinada en la region:

21

w—1

<1 (5.25)

que en el plano complejo, siendo w la variable, corresponde a la regién exterior del circulo
de radio igual a 2 y centro en i. Puede verse que la recta real (es decir los w € (—o00, 00),
la cual es la regién de interés) corta al circulo en w = £+/3 y de (5.25) es obvio que la
solucién (5.24) es totalmente conocida en la regién w € (—oo, —v/3) U (v/3, 00). Queda

entonces por determinar el comportamiento en la regién w € [—+v/3, v/3]. Lo que equivale

24
w—1

a estudiar el comportamiento de la solucién en el circulo |

! = 1y en la region interior.

La solucién (5.24) es divergente en el circulo ‘%‘ = 1 siempre que se cumpla con
la condicion

Re(a+b—c) >1 (5.26)

y a 0 b no sean enteros negativos o cero (ver [32]). Si este es el caso la solucién (5.24)
no admite una continuacién analitica en la regién w € [—+/3,4/3] y por lo tanto debe

ser descartada. Estudiemos para que casos se obtiene la restriccién Re(a +b—¢) > 1.
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De las ecuaciones (5.17)-(5.19) se obtiene que esto es equivalente a que se cumpla:

A+ +VE+A2+ 52

[Re(v/(T+X) — D)) = 5

1 (5.27)

Usando los valores de A y § en (5.11) y resolviendo obtenemos que la solucién debe

descartarse cuando: ——

qgm
E>—- = F,
- 2 h?

El valor E, corresponde a la energia del estado fundamental del atomo de hidrégeno en

(5.28)

espacio euclideo. Para espacios de curvatura negativa y constante (Ver [10]) vemos que

la energia del estado fundamental también coincide con F,.

De este hecho vemos que la solucién (5.24) debe descartarse para E > E, a menos
que a o b sean enteros no negativos o cero. Por lo tanto, £ > F, solo es posible cuando
una de las constantes a o b, o ambas, es un entero negativo o cero. Puede verse que b

es complejo; por lo que esta condicién debe recaer sobre la constante a; es decir:
a=Il+p+v=-n Con n'=0,1,2,3... (5.29)

Si definimos n = n’ + 1+ 1 donde n = 1,2,3... pero cumpliendo con la restriccion
n > 1+ 1 (la cual garantiza que las funciones F' sean polinomios) y usando (5.17)

obtenemos:

—n =

\/(1+)\)+ ;1+>\)2+52 530

lo cual resolviendo se reduce a:
2

A=n?—1--"— (5.31)

4n?
Entonces el espectro de energias del atomo de hidrégeno en espacio esférico para £ > E,

sera:

h? 1 K2¢*m
2mR? 2 n’h?
Vemos como la energia del estado fundamental (n = 1) coincide con E, por lo que se

E,=n*-1)

(5.32)

cumple (5.28). Es fécil chequear que las soluciones (5.24) son de cuadrado integrable
para todo n. Si esta ecuacion es transformada a la forma de Sturm-Liouville y calculando
su peso (ver [11]) esto se reduce a estudiar la convergencia de la siguiente integral:

/a N |w<w>|2(1; o (5.33)

+ w?)?
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con a un numero real. También es necesario considerar (5.33) con limites de integracién
(—o00,a) pero esto es equivalente a asegurar la convergencia de (5.33). Asi usando el

comportamiento asintotico de la F' en w — oo la integral se reduce a:

/a [(w—4) " (w +0)")? 2 dw:/a MTHdw < 400 (5.34)

(1+ w?
la misma tendencia ocurre en w — —o0, este comportamiento es valido para todo A
incluidos los valores obtenidos en (5.31); luego el conjunto de soluciones escritas en

funcién de la variable original #; son:

8o 8 21;91)

Oni(01) = Asen! e 2 PO R 411 —p 141+ o 20+ 2;1—e¢ (5.35)
n

se corresponde con las autofunciones del problema de Sturm-Liouville para E > E,
planteado inicialmente . Aqui A es una constante de normalizacién que debe ser cal-
culada. Este conjunto de ecuaciones junto con el conjunto (5.8) representan estados
del sistema. La degeneracién ocurre de manera equivalente a como ocurre en espacio

euclideo, ademas los tres niimeros cuanticos n, [, m cumplen con las restricciones:

n=1,234... (5.36)
1=0,1,2,3,....n—1 (5.37)
—1<m<l Con m entero (5.38)

El caso E < E,, no lo estudiaremos, segin la referencia [26] no es posible. Estudie-
mos el espectro de energias, puede verse que la parte £ < 0 del espectro es obtenida
aproximadamente hasta que el entero n (el cual debido a las constantes fundamentales

puede considerarse grande en comparacién con 1) cumple con:
N~ %\/ka (5.39)

el cual nos dice que esta parte del espectro es finita (tiene finitos valores). Si R — oo (el
cual corresponde con el limite en el espacio euclideo) vemos que n necesariamente debe
tender a infinito, o lo que es lo mismo, que la parte negativa del espectro tenga infinitos
valores menores que £ = 0 (en concordancia con el espectro discreto del atomo de
hidrégeno en espacio euclideo) es mas si en la ecuacién (5.32) tomamos 7 finito (incluso
tan grande como se quiera pero siempre finito) vemos que la energia del estado n-ésimo

corresponde con el estado n-ésimo en espacio euclideo es decir:

, 1 k%¢*m
}%gr;o E, — 5 Con n < 0o (5.40)
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El estudio del limite n — oo junto con el de R — oo, cuando E > 0, es delicado y

no lo concideraremos en este trabajo (es decir, no analizaremos el limite euclideo del

espectro para E > 0).



Capitulo 6

El péndulo cuantico en S'

En este capitulo analizaremos otro problema fisico el cual es posible discutir tanto
clasica (tratado extensamente en la literatura ver p.e [15]) como cudnticamente. Es el
péndulo cudntico. Aunque la obtencién de la ecuacién de movimiento del péndulo es un
ejercicio sencillo, su solucion exacta no es de ninguna manera obtenida con los métodos
de rutina. Y es que esta ecuacion es no lineal. Sin embargo, cudnticamente, la ecuacion
que rige la dindmica del sistema es lineal (recuérdese que uno de los rasgos distintivos de
la mecédnica cuantica es el ser una teoria lineal, y este hecho esta expresado de manera
fundamental en los operadores que representan a los observables del sistema). Una reso-
lucién de este problema esta en [35]; en cambio en [36] se resuelve parcialmente usando
métodos aproximados y teoria de perturbaciones. Nosotros revisaremos los resultados

obtenidos en [35] y haremos algunas precisiones.
6.1. El péndulo clasico

Procederemos a bosquejar rapidamente los principales resultados obtenidos en este
problema cldsico: una particula restringida a vivir en S bajo la accién de la fuerza
gravitatoria, el cero de la energia potencial gravitatoria se escoge en el centro del circulo
y con ¢ medido respecto al eje y negativo. La funcién de lagrange del sistema viene
dada por:

L(¢, ¢) = %mé2l2 + mgl cos ¢ , »eR (6.1)

y la ecuacién de euler-lagrange se reduce a:

g.zé—f—%sen(b:() (6.2)
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La cual determina la dindmica del sistema, vemos como la ecuacién (6.2) es no lineal,
sin embargo admite una solucién exacta. Si efectuamos la respectiva transformacién de
legendre y usando (3.5) la funcién de hamilton sera:

1
H(,ps) = 50, — mglcos ¢ (63

escribiendo esta ecuacion en términos de la energia del sistema, queda como:
1 .
E = §m¢2l2 — mgl cos ¢ (6.4)

Aqui es obvio que la energia es una constante de movimiento. Puesto que en algin
momento la particula alcanza ¢ = 0, en general, en ese instante si definimos para ese

angulo la velocidad angular como wy, la energia adquiere el valor de:

1
E = §mw§l2 — mgl (6.5)
sustituyendo (6.5) en (6.4) puede obtenerse la dindmica del sistema por medio de:
¢ =w — 4% sen” % (6.6)

Dependiendo de la energia del sistema, se obtienen tres diferentes regimenes en los cuales

la particula efectiia un movimiento distinto. Para ver las soluciones exactas vedse [35].

Caso 1 E < mgl

En este caso la particula se mueve siempre periédicamente con un determinado
periodo T, y su movimiento estd restringido en la regién ¢ € (—¢g, o) de S donde
0 < ¢g < 7. En el limite de pequenas oscilaciones (corresponderia con energids bajas)
se obtiene un movimiento arménico simple en la variable ¢. El periodo viene dado por

la resolucién de la siguiente integral eliptica:

b0 d
T=4/ %
0 \/w§—479sen2§

Este régimen se presenta cuando se suelta a la particula desde el reposo con un angulo

%o-

(6.7)

Caso 2 E > mgl

Este caso corresponde con el régimen no ligado del péndulo: la particula tiene la su-
ficiente energia como para recorrer el circulo una y otra vez en un perpetuo movimiento

circular no uniforme. Sin embargo el movimiento es periddico, ver [35].
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Caso 3 E =mgl

Este régimen representa un caso limite entre los dos anteriores. Y corresponde con
una trayectoria circular en un tiempo infinito ya que en esencia la particula no tiene
la suficiente energia para repetir su trayectoria, pero si la adecuada para completarla.

Puede pensarse como un estado particular entre los casos uno y dos.

6.2. El péndulo cuantico

A la hora de plantear la situacién cuanticamente se procede a resolver el problema
de encontrar los autovalores y autofunciones para el hamiltoniano H=T+Udonde T
viene dado por (4.8) con las condiciones de borde periédicas. Al ser un problema uni-
dimensional, la cuestion se reduce a resolver una ecuacién diferencial ordinaria. Aqui el
potencial viene dado por U(¢) = —mglcos¢ el cual como los problemas usuales en

mecanica cuantica se considera del respectivo problema clasico. Entonces al usar (4.8)

obtenemos:
h2 d2
— — —_ — E 2 )
2mi2 dep? (¢) — mgl cos ¢vo(¢) V(o) ) 0<op<2m (6.8)
El termino potencial U(¢) = —mgl cos ¢ es un operador acotado (ver [11]) mientras que

el operador correspondiente a la “energia cinética” no lo es. Entonces puede demostrarse
que las condiciones de borde autoadjuntas del operador no acotado se imponen sobre el
operador suma. Como se dice en el capitulo 4 esto es que las autofunciones del operador

cumplan con condiciones de borde periddicas en los extremos. Es decir:

$(2m) = 4(0) (6.9)
dy . di
La ecuacion (6.8) corresponde con la conocida ecuacién de Mathieu:
d2
T2 (V) + (p — 2q cos2v)p(v) =0 (6.11)
Donde:
» =2 (6.12)
8Eml?
P=" (6.13)
4 2,73
_amgl (6.14)
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Las soluciones de esta ecuacién son conocidas y se encuentran en la literatura (ver, p.e.,
[33]). Nos restringimos ademas solo a las soluciones que son periédicas en los extremos
y ademas que tengan periodo 7 en v (periodo 27 en ¢). Son una parte de las conocidas

funciones de mathieu de primer tipo:
cezn (v, q) (6.15)

562n+2<vv Q) (616)

Las cuales son funciones pares e impares respectivamente. Ambas serian el analogo
de las funciones cos y sen, de hecho en el limite ¢ — 0 obtenemos estas funciones
explicitamente. Vemos que el coeficiente q es negativo por lo que las autofunciones

normalizadas correspondientes se reescriben de la siguiente forma (Ver [34]):

v (6,q) = (2m) "V eeq((m — 6)/2, |al) (6.17)
VS(6,q) = (m) /2 (—1)"cean((m — 6)/2, |al) (6.18)
Y (6,q) = (1) (=1)" T sen (7 — ¢)/2,4]) (6.19)
conn=1,23, ..., las cuales forman un conjunto ortonormal en L?*(0, 27):
/ (6, )0(6,0) = 0 (6.20)
/ 59 (6,090 (6, q) / (6, )0 (6, 0) = b (6.21)

Puede demostrarse que el conjunto de soluciones (6.17)-(6.19) satisfacen (6.9) y (6.10).
Adema&s cumplen con la condicién de finitud en lo extremos y también son funciones
suaves en el intervalo (0,27). Todo esto garantiza que sean funciones de cuadrado
integrable, y el hecho de que la ecuacién (6.11) sea un problema de Sturm-Liouville
regular asegura la completitud de las autofunciones. Faltaria ver que estas son todas
las autofumnciones. Un argumento sencillo nos hace ver que esto es asi. En efecto si
tomamos el limite ¢ — 0 obtenemos la base de Fourier (que es obviamente completa).
Ademas estas autofunciones son no degeneradas, por lo que cada una tiene asociada
una unica energia o un p diferente. Notemos que ¢ no es una variable (ver (6.14)) por
lo que las autofunciones son conocidas y en adelante se sobrentiende que ya hemos
escogido ¢q. Queda por determinar el espectro. Para ello existen varios métodos en la

literatura, expondremos el usado en [35]. El conjunto de soluciones son periddicas, por lo
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que admiten un desarrollo en series de Fourier. Puede verse que para las autofunciones

pares {1}, incluido el caso n = 0 obtenemos:
S = ZA(Q” cos(jo) (6.22)
y las funciones impares se pueden escribir:

v = Z BEY, sen|(j + 1)) (6.23)

j=0

Si introducimos (6.22) en (6.8) obtenemos:

Z]zAﬁn cos(jo) = Z( cos q5> 2? cos(jo) (6.24)
7=0
y usando:
2 cos ¢ cos(j¢) = cos[p(j + 1)] + cos[(j — 1)] (6.25)

obtenemos una ecuacién que relaciona los coeficientes del desarrollo (6.22) la cual puede

escribirse como:
ZA(Q" cos(jo) — ZAQJ M{cos[p(j + 1)] + cos[p(j — 1)]} = 0 (6.26)
7=0

Tomando en cuenta que cada cos(j¢) es linealmente independiente, Obtenemos las

siguientes relaciones de recurrencia para la autofuncién n-ésima:

AZY = P gl (6.27)
q
n n 4 n n
A% pTAg ) 94® (6.28)
n Pn — 4]2 n n .
Agﬁz = TA% ) A;?jQ para  j>2 (6.29)

Sin embargo recordemos que p, es desconocido, Asi que no se tiene todavia la energia

asociada a la autofuncién ng}, para ello se reescribe la ecuacién (6.28) de la siguiente

forma:
A gyt A
D = PRRRTeT (6.30)
2 2
para j = 2 (6.29) puede reescribirse de la siguiente forma:
AZY p,—16 APV
e __ P 6 (6.31)
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el cual puede sustituirse en (6.30) y lleva a:

AP p,—4 1
=t _ (6.32)
Ay ¢ p,—16 AP
q AEEN)
si se repite el procedimiento para (6.29) con j = 3 obtenemos:
AP p,—4 1
o (6.33)
As q Pn — 16 1
q pn—36 APV
q AéZn)

Asi repitiendo el procedimiento para todo j obtenemos una fraccién continuada, la cual

en una notacion mas compacta pasa a ser:

1 1 1 1 1
0=-2—+V— 6.34
Donde se tiene que
n 2 2
vy = P @) (6.35)
q

Como se dijo anteriormente cada autofuncion @Déi) tiene una tnica energia asociada, e
independientemente de la autofunciéon que se use, se obtiene que todo p asociado al
conjunto {wéfl)} cumple con la relacién (6.34). Por lo tanto el problema de hallar el

espectro se reduce a determinar cuando f(p,) se anula con:

1 1 1 1 1
) = —2— 4+ V' — 6.36

Dichas soluciones pueden ser halladas mediante métodos numéricos, asi una vez co-
nocida la energia, se puede proceder a encontrar los coeficientes del desarrollo (6.22).
. . . 0 . ..
Para el caso del conjunto de autofunciones impares {wéni} se repite el procedimiento
anterior, las relaciones de recurrerencia para la autofunciéon m-ésima vienen dadas por:
(2m)
B 4 Pn — 4

= 6.37
i = (6.37)

(2m) (2m) P — 4J° (2m) .
By = By, R By Para  j >3 (6.38)
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Y se puede determinar que los autovalores correspondientes a estas autofunciones son

los ceros de g(p,) definida como:

11 1 1
9pn) =V = e —— ...
I e R (T

(6.39)

Donde V3 viene dada por (6.35).



Capitulo 7

Discusion

En este trabajo hemos afrontado la problematica de como formular la mecanica
cuantica de un sistema fisico compuesto por una particula sin espin en un espacio no
euclideo; en particular, en los espacios esféricos S, S? y S3. Tal sistema fisico siempre

es el pilar para tratar con otros sistemas fisicos mas complicados en esas geometrias.

La obtencion de los observables fundamentales del sistema, que corresponde con lo
que se conoce como cuantizacion, se realiza de manera geométrica (independiente de
coordenadas). En este caso, como en el euclideo, la construccién de los observables se
realiza tomando en consideracién las propiedades de simetria del espacio esférico (en
particular, a partir de los generadores del grupo monoparamétrico de isometrias o vec-
tores de killing). Sin embargo, esta construccién en el espacio esférico, a diferencia de
los casos euclideo e hiperbdlico, es mas delicada ya que el nimero de campos vectoriales
definidos en todo el espacio esférico es limitado. Puede verse que algunos de los campos
vectoriales de killing obtenidos en el capitulo 4 se anulan en algunos puntos de la regién
en que estan definidas las coordenadas esféricas y por lo tanto estos campos no pueden
ser extendidos a todo el espacio esférico. Esto no es un problema de coordenadas sino
una cuestién topolégica bien conocida. Sin embargo, nuestro interés radica solo en la
construcciéon de los observables asociados a estos generadores, y la autoadjunticidad de
los operadores que representan dichos observables puede garantizarse al imponer algu-
nas condiciones especificas. Un trabajo mas riguroso podria tomar esta problemaética,
tomando en cuenta los dominio de los operadores, sin ningin cambio basico a nuestros

resultados.
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De los resultados obtenidos en esta tesis y en la referencia [10], uno concluye que se
puede evitar la cuantizacién canénica para sistemas de muchas particulas (a través de
productos tensoriales) en esta geometria. Luego la cuantizacién candénica deberia evi-
tarse en otros sistemas mas complicados como en teoria clasica de campos con vinculos
en espacio tiempo curvo o plano. La cuantizacién tiene que ser formulada en términos

geométricos (no debe depender de coordenadas).

La comparacién de nuestro método de cuantizacion con el muy frecuentemente usa-
do método de cuantizaciéon de Dirac con vinculos es muy clara. Primero que nada el
procedimiento de Dirac nunca proporciona el espacio de Hilbert (y por lo tanto, no
hay cuantizacién realmente), mientras que en el nuestro es conocido debido a que las
isometrias vienen dadas unitariamente con la accién natural de ellas sobre la esfera. La
teoria de Dirac solo construye el hamiltoniano, supuestamente, por que no especifica
el espacio de sobre el que actua. En efecto, tanto la “posicién” como el “momento”
no son observables fisicos en esta construccion, debido a que dependen del espacio de
“encajamiento” (ya que son construidos a partir de la cinemética clésica formulada en
un solo tipo de coordenadas no intrinsecas al espacio esférico). Este “encajamiento” es
un artificio para la introducciéon de las reglas de conmutacion euclidianas. En cambio,
nuestra construccién, ademds de ser intrinseca, es geométrica (independiente de coor-
denadas). Mas aun, por lo discutido no es claro hablar de un operador posicién en S™ de
la misma manera que no existe un sistema de coordenadas global sobre S”. En el caso
de S", la cuantizacién de Dirac con vinculos ha sido discutida en [21]. En particular, no

se obtienen las relaciones (4.27).

Para el caso del problema del 4tomo de hidrogeno en S?, se siguieron los procedimien-
to usuales del problema por separacién de variables. Es decir, reduciendo la solucion a
tres problemas tipo Sturm-Liouville; verificando ciertos resultados establecidos en [26].
Sin embargo, la justificacion en [26] por la cual no se puede continuar analiticamente a
la regién de interés es insatisfactoria. Por otro lado, para £ > FE, usamos un argumento
claro para asegurar la posibilidad de una continuacién analitica de la funcién hiper-
geomeétrica en el circulo unitario y por lo tanto en toda la region de interés. Ademsds, se
analizo el limite de la curvatura y su influencia en el espectro; obteniendo los estados
ligados del atomo de hidrégeno en espacio euclideo. Notemos que en el espacio esférico

todo el espectro es discreto, lo cual era de esperarse por la compacidad de S3. Es de
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hacerse notar que si la curvatura es muy pequena (pero positiva) las correciones son
despreciables para ser medidas de manera directa. No obstante, podria medirse algin

efecto indirecto y justificar entonces una geometria esférica en lugar de la euclidea.

Por 1ultimo, se estudio el péndulo cuantico. Nuestra exposicién no difiere en esencia de
[35], salvo que las condiciones de borde periddicas en los extremos de las autofunciones
deben ser también satisfechas por su derivada. Sin embargo, se llegan a los mismos
resultados (por que esta condicién implicitamente es usada) tanto en el espectro como

en las autofunciones.
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