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Erick Castro M.

Trabajo especial de grado presentado

ante la ilustre Facultad de Ciencias de la

Universidad Central de Venezuela como

requisito parcial para optar al t́ıtulo de:
Licenciado en F́ısica.

Dr. Abraham Lozada, Tutor Fecha



Quienes suscriben, miembros del Jurado que examinó el trabajo
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Resumen

MECÁNICA CUÁNTICA EN EL ESPACIO ESFÉRICO

Erick Castro M.

Escuela de F́ısica, Universidad Central de Venezuela

Dr. Abraham Lozada, Tutor

En este trabajo se estudian las consecuencias para la mecánica cuántica de suponer

que el espacio de configuraciones no es eucĺıdeo, sino esférico. Este cambio, en compara-

ción con el espacio eucĺıdeo, tiene efectos en mecánica cuántica debido a la curvatura y a

la topoloǵıa del espacio esférico. Consideraremos la circunferencia S1 (esfera unidimen-

sional), la esfera bidimensional S2 y la esfera tridimensional S3 (el triespacio esférico).

El procedimiento de construcción de los observables básicos para una part́ıcula libre

en estos espacios, el cual es nuestro objetivo principal, se realiza de manera geométri-

ca (esto es, independiente de coordenadas). En este caso, como en el eucĺıdeo (el cual

discutimos brevemente), los observables se obtienen de propiedades fundamentales de

la geometŕıa. El modelo de espacio esférico, para S1, S2 y S3, es el de una superficie

esférica en R2, R3 y R4, respectivamente. Se considerarán, por completitud y para che-

quear resultados previos, el péndulo cuántico en S1 y el átomo de hidrógeno en S3.

Dr. Abraham Lozada

Tutor
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Caṕıtulo 1

Introducción

Como es bien conocido, la llegada de la relatividad general cambió nuestra noción

del espacio-tiempo. En la formulación usual de la mecánica cuántica, el tiempo es un

parámetro y el espacio es eucĺıdeo. En ese caso, estamos despreciando los efectos gra-

vitacionales sobre el espacio-tiempo, en particular su curvatura. Uno de los problemas

que mas ha captado la atención de la investigación en f́ısica es el estudio de la mecánica

cuántica en conjunción con la relatividad general. Esto se expresa, particularmente, con

el problema de la cuantización del campo gravitatorio. (ver [1], [2] y [3]).

Este trabajo trata con esta probleḿatica desde un punto de vista mas simple. En

efecto, aśı como en la gran mayoŕıa de las aplicaciones de la mecánica cuántica la inter-

acción electromagnética es estimada como un campo clásico, una primera aproximación

de los efectos de la gravedad seria considerar el campo gravitatorio como clásico (en el

sentido de que debe obedecer las ecuaciones de Einstein). Más aun, dicho tratamiento

se justifica en mayor medida en el caso gravitatorio que en el electromagnético (donde

funciona excelentemente) ya que la interacción gravitatoria es mas débil en varios or-

denes de magnitud que la electromagnética. Por esta razón uno esperaŕıa primero ver

los efectos cuánticos debido al campo clásico (que es la aproximación que tomaremos)

que los efectos del campo gravitacional cuántico.

De estas afirmaciones puede considerarse el problema de como conjugar la gravedad

con la teoŕıa cuántica, en un primer esbozo, como el de la formulación de la mecánica

cuántica en un espacio-tiempo curvo dado. El tiempo, como usualmente es tratado en

f́ısica, no se cuantiza (es un parámetro). Por lo tanto la curvatura del espacio-tiempo,
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al final, resulta en una curvatura del espacio.

En este trabajo se estudian las principales consecuencias sobre la mecánica cuántica

que resultan al suponer el espacio de configuraciones de una part́ıcula como esférico (a

diferencia de la consideración usual, la cual supone que es eucĺıdeo). Históricamente se

ha tratado con esta cuestión en la resolución del problema del átomo de hidrógeno. En

particular, el átomo de hidrógeno en espacio esférico (el cual es una representación de

una geometŕıa no euclideana) fue estudiado primeramente por Schrödinger y Steven-

son (ver [24] y [26]). También se ha considerado esta problemática en un espacio de

curvatura constante negativa (espacio hiperbólico) (ver [25]). En espacio esférico otros

trabajos que han tratado con esta cuestión son p.e [27], [28] y [21]. A diferencia de estos

tratamientos, nuestro objetivo es la construcción de manera geométrica (independien-

te de coordenadas) de los observables fundamentales asociados a la mecánica de una

part́ıcula en espacio esférico unidimensional, bidimensional y tridimensional. Lineamen-

tos similares a los nuestros fueron seguidos en la referencia [10] donde se consideró la

mecánica cuántica en espacio de Lobachevski H3 (espacio hiperbólico).

Es importante señalar que el espacio esférico, aparte de poseer curvatura positiva,

tiene una topoloǵıa que introduce importantes efectos en la formulación de la mecánica

cuántica en este espacio. En efecto, mientras que H3 y R3 (o H2 y R2) son homeomorfos

y difieren solo en su curvatura, vemos que no existe un homeomorfismo global entre

Sn y Rn con n = 1, 2, 3; por lo que que son espacios topológicamente inequivalentes.

Esto, como veremos, tiene importantes consecuencias en la mecánica cuántica, lo cual

acentúa mas la diferencia entre los espacios esférico y eucĺıdeo.

Procederemos ahora a describir la organización del trabajo. En el capitulo 2 se ana-

lizan las propiedades fundamentales del espacio esférico. Como dicho espacio es una

representación de una geometŕıa no euclidiana; expondremos algunos conceptos útiles

para el cálculo en este espacio, centrándonos ante todo en los que repercuten directamen-

te con las propiedades de simetŕıa del espacio esférico. En el capitulo 3, describiremos

los principales tópicos en la teoŕıa de la mecánica cuántica, haciendo énfasis esencial-

mente en lo que se refiere al discutido problema de la cuantización. Consideraremos

brevemente la mecánica clásica y la “analoǵıa” entre la teoŕıa clásica y la cuántica;

discutiremos el conocido método de cuantización denominado cuantización canónica,
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el cual se centra en esta supuesta analoǵıa y veremos sus fallas inherentes. Al final

propondremos otra forma de construir los observables fundamentales del sistema f́ısico,

que al aplicarla a una part́ıcula libre en espacio euclideo nos da los resultados usuales de

manera geométrica. En el capitulo 4, aplicaremos espećıficamente las ideas planteadas

en el capitulo 3 en los espacios esféricos S1, S2 y S3. También se considerará la cuestión

de como establecer la forma del observable posición es este espacio, problemática que

ha sido, en nuestra opinión, mal discutida en la literatura. En el capitulo 5, por com-

pletitud, estudiaremos el problema análogo al átomo de hidrógeno en espacio euclideo

pero en S3, se obtiene todo el espectro de enerǵıas de este sistema, y se encuentran las

correspondientes autofunciones que representan a los estados f́ısicos. En el capitulo 6,

se expone una manera para resolver el problema del péndulo cuántico en S1. En el ca-

pitulo 7, se discuten los principales resultados del trabajo y se elaboran las respectivas

conclusiones.
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Geometŕıa Esférica

Referirse a la historia de la geometŕıa esférica es remontarse al saber (no sólo ma-

temático) de civilizaciones tan antiguas como la Griega, la Egipcia ó las culturas del

Valle del Indo; ya que si bien no hay ningún indicio de que en la antigüedad existiese la

noción matemática de espacio esférico, las cavilaciones de celebres pensadores tomaban

en cuenta un objeto en particular: la esfera. Por ejemplo, la esfera era considerada por

Platón como el sólido más perfecto en la naturaleza. En el dialogo El Timeo afirma:

“Alĺı el Demiurgo (especie de principio motor del universo) hace al mundo esférico,

porque la esfera es aquella figura que contiene a todas las otras, la mas perfecta y

semejante a śı misma”. Antes que Platón, Parmenides teńıa similares opiniones. Es

interesante observar como las propiedades de la esfera han inquietado a los filósofos

(véase por ejemplo el ensayo de Jorge Luis Borges: La Esfera de Pascal).

La Geometŕıa de Euclides abrió nuevos horizontes ya que estableció las propiedades

fundamentales del espacio; y la esfera paso a ser parte de los objetos definidos en esta

Geometŕıa (como la recta, el plano, y el ćırculo). Arqúımedes hizo importantes contri-

buciones, entre ellas el cálculo del volumen de la esfera. El matemático y astrónomo

Menelaus de Alejandŕıa ya en el siglo primero trabajó de manera rigurosa (similar a

como lo hace Euclides en sus Elementos) los triángulos esféricos; incréıblemente algunas

nociones de trigonometŕıa esférica eran conocidas por los astrónomos hindúes muchos

siglos antes. Los árabes fueron herederos de la tradición griega y aparte de transmitir el

conocimiento a occidente hicieron aportes en trigonometŕıa esférica. En astronomı́a un

importante instrumento usado durante milenios como modelo para el movimiento de la

bóveda celeste era el astrolabio esférico, entre otras aplicaciones la cartograf́ıa conside-
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ra la posibilidad de representar porciones de la superficie terrestre a partir de mapas

bidimensionales. Genios matematicós modernos como Euler y Gauss hicieron descubri-

mientos que directa ó indirectamente recayeron en la esfera, por ejemplo la teoŕıa de

superficies de Gauss explica una multitud de propiedades de la superficie esférica. Un

mayor compendio de referencias históricas sobre la esfera esta por ejemplo en [4].

El geómetra Suizo Ludwig Schläfli fue el primero en dar la definición de espacio

esférico n-dimensional; sin embargo no es sino hasta la publicación del trabajo de Rie-

mann, On the Hypotheses which lie at the Foundation of Geometry, donde se considera

al espacio esférico n-dimensional independientemente del encajamiento en un espacio

Euclideo de mayor dimensión. La Geometŕıa Esférica ó eĺıptica plana fue establecida

por Cayley y Klein a partir de la identificación de los puntos antipodales de la esfera

y observando que tal modelo es equivalente al espacio bidimensional real proyectivo;

Tales modelos representan una Geometŕıa no Euclideana absolutamente consistente.

En este capitulo estudiaremos el Espacio Esférico n-dimensional, sus propiedades y

mencionaremos las condiciones que hacen de este espacio una representación de una

geometŕıa no eucĺıdea. Además tomaremos algunas definiciones de la teoŕıa de varieda-

des, importantes para el cálculo en este espacio.

2.1. Geometŕıa Eucĺıdea

Según los registros históricos (Véase [4]) el matemático Euclides de Alejandŕıa re-

dactó alrededor del año 300 A.C su famoso tratado, conformado por 13 libros, denomi-

nado Los Elementos. Aunque la identidad y vida de tal personaje está envuelta en un

casi absoluto misterio, no puede decirse lo mismo de su obra; y es que quizá es el com-

pendio en geometŕıa mas influyente jamas escrito en toda la historia de la matemática.

De hecho esta obra representa el punto álgido de todo el pensamiento matemático y lógi-

co legado por los griegos y concuerda con el despegue formal del quehacer matemático

que tenemos en nuestros d́ıas; ya que esencialmente su formulación encaja perfectamen-

te aún en el presente, siendo una obra de validez y valor imperecedero. El tratado se

centra principalmente en el desarrollo de la geometŕıa plana, aunque también abarca

la teoŕıa de números y las propiedades de los sólidos o geometŕıa tridimensional. Todo
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el cuerpo teórico es introducido en el libro I donde se dan 23 definiciones esenciales, 5

nociones comunes ó intuitivas, y las cinco verdades absolutas ó axiomas las cuales solo

son postuladas y son indemostrables. Estos axiomas son:

1. Por dos puntos diferentes pasa una sola ĺınea recta.

2. Dado un segmento rectiĺıneo puede ser extendido a una única ĺınea recta.

3. Existe una circunferencia para centro y radio arbitrarios.

4. Todos los ángulos rectos son iguales.

5. Si una recta corta a otras dos, de tal forma que hace de la suma de los ángulos

interiores a un lado de la recta original menores a dos ángulos rectos, entonces las

dos rectas al ser extendidas se encontrarán en ese lado.

Los cuatro primeros axiomas son validados por nuestra intuición, sin embargo del

quinto siempre se tuvo sospecha, en parte porque la mayoŕıa de las proposiciones hechas

en los elementos pueden ser demostradas sin recurrir al quinto axioma. Y aunque es

también intuitivo (lo enrevesado es quizás la forma en que esta escrito) a primera

vista no parece tan fundamental. En efecto, la figura formada por los tres segmentos

rectiĺıneos definidos por los puntos de corte de las rectas mencionadas es un triángulo

y Euclides trata la trigonometŕıa en toda su obra. Sin embargo todos los intentos

realizados en los siguientes 2000 años por demostrar el quinto axioma a partir de los

primeros cuatros fueron fallidos. Posteriormente se dio otra formulación del quinto

axioma la cual establece lo siguiente:

Dada una recta y un punto exterior, existe una y solo una recta paralela que

pasa por dicho punto exterior.

El gran matemático alemán Carl Frederich Gauss en el siglo IXX, no fue inmune ante

la tentativa de deducir el quinto axioma a partir de los otros cuatro y en gran parte de

su juventud se dedicó a buscar una solución a tal problema sin ningún éxito aparente.

Sin embargo, se tiene registro de que Gauss, algunos años despues, convencido de la

consistencia del quinto axioma no trato de invalidarlo sino supuso un espacio plano

donde el quinto axioma no se cumpĺıa. Estaba convencido de haber encontrado otra

geometŕıa totalmente coherente donde el quinto axioma es sustituido por otra afirma-

ción. Sin embargo Gauss no publica sus descubrimientos, quizá por temor a contradecir

los axiomas de euclides. No es sino hasta los trabajos de los matemáticos Lobachevski
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y Bolyai, que la nueva geometŕıa de Gauss es totalmente desarrollada. Por ejemplo en

esta nueva geometŕıa la suma de los ángulos interiores de un triángulo siempre es me-

nor a dos ángulos rectos (Dicha geometŕıa se conoce como Hiperbólica, Ver [5] y [6]).

Posteriormente surgió la inquietud de si existiŕıa otra geometŕıa donde no se satisface

el quinto axioma. La respuesta es śı e incluso fue trabajada muchos siglos antes: es la

conocida geometŕıa esférica (la cual estrictamente no es una geometŕıa) donde la suma

de los ángulos interiores a un triángulo es mayor que dos ángulos rectos. También existe

la geometŕıa eĺıptica (la cual si es una geometŕıa) que tampoco satisface el quinto axio-

ma eucĺıdeo. A continuación introducimos el espacio esférico y veremos en que sentido

se entiende como una geometŕıa.

2.2. El espacio Esférico n-dimensional

Sea el espacio vectorial Rn+1 el modelo estándar del espacio Eucĺıdeo de dimensión

n + 1 (existen otros modelos), se define al espacio Esférico n-dimensiomal Sn como el

subconjunto de todos los vectores de Rn+1 con norma igual a uno, es decir:

Sn = {X ∈ Rn+1 : ‖X‖ = 1}

Para el caso n = 2, S2 es el cascarón esférico centrado en el origen.

Los elementos de Sn serán sus puntos; vemos que dados dos puntos X y Y en Sn su

suma definida en Rn+1 es, en general, otro vector que no pertenece a Sn. Entonces no es

evidente asociar a primera vista una estructura vectorial a Sn. Sin embargo Sn hereda

las propiedades métricas de Rn+1. Recordemos la definición de espacio métrico:

Un espacio métrico es un conjunto S con una función (denominada métrica) d(x, y)

∀ x, y ∈ S a valores reales, tal que:

1) d(x, y) ≥ 0 (positiva)

2) d(x, y) = 0 si y sólo si x = y (no degenerada)

3) d(x, y) = d(y, x) (simétrica)

4) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) con z ∈ S (desigualdad triangular)
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Obviamente Rn+1 es un espacio métrico con la distancia entre puntos como la métri-

ca:

dE(X,Y) = ‖X−Y‖ (2.1)

Se observa que todos los puntos de Sn pertenecen a Rn+1 por lo tanto dE(X,Y) es

también una métrica en Sn, por lo que Sn es un espacio métrico. No obstante, conviene

definir una métrica intŕınseca a Sn la cual se denomina distancia esférica entre puntos:

dS(X,Y) = θ(X,Y) Donde X.Y = ‖X‖‖Y‖ cos θ(X,Y) (2.2)

Aqúı X.Y es el producto escalar usual en Rn+1 y θ(X,Y) es el ángulo entre los dos

vectores (la cual satisface todas las propiedades de una métrica); con 0 ≤ θ(X,Y) ≤ π.

Ya que X y Y pertenecen a Sn entonces ‖X‖ = 1, ‖Y‖ = 1 y es posible encontrar una

relación entre ambas métricas:

X.Y = cos θ(X,Y) = 1− 1

2
‖X−Y‖ (2.3)

Aunque no es claro de (2.2) que esta métrica no dependa del encajamiento, mas adelan-

te veremos que esto es cierto. En el ĺımite de pequeños desplazamientos ‖X−Y‖ → 0

ambas distancias coinciden dE(X,Y) ∼= dS(X,Y) además de esto la ecuación (2.3)

caracteriza las isometŕıas de Sn. De aqúı en adelante la métrica en Sn será la métrica

esférica.

2.2.1. El grupo de Isometŕıas de Sn

Dado un espacio métrico S una isometŕıa de S en si mismo es una función biyectiva

φ : S → S que preserva la métrica en S. En el caso de Sn esto significa que:

dS(φ(X), φ(Y)) = dS(X,Y) (2.4)

Toda isometŕıa de Sn (denominada isometŕıa esférica) será una isometŕıa restringi-

da de Rn+1, ver (2.3). De la definición de distancia esférica (2.2) se observa que toda

transformación biyectiva de Rn+1 en Rn+1 que preserve el producto escalar será una iso-

metŕıa esférica. Dichas transformaciones son las conocidas transformaciones ortogonales
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de Rn+1 las cuales forman un grupo que (dada una base ortonormal) es representado

por el grupo O(n+1) de matrices ortogonales (n+1)× (n+1). Puede demostrarse (Ver

[5]) que la correspondencia isometŕıa esférica con cada transformación ortogonal es una

biyección. Aśı el grupo O(n+1) es una representación del grupo de isometŕıas esféricas.

De la teoŕıa del álgebra lineal las matrices de O(n + 1) tienen DetA = ±1. El con-

junto de matrices de O(n + 1) con DetA = 1 forman el subgrupo propio SO(n + 1),

este subgrupo representa al grupo de rotaciones en el espacio eucĺıdeo. Las matrices de

O(n+1) con DetA = −1 representan un subconjunto desconectado con SO(n+1) entre

sus elementos está la inversión. En f́ısica, las teoŕıas normalmente suponen que el espa-

cio donde ocurren las interacciones de los entes f́ısicos es eucĺıdeo y de sus propiedades

(tales como homogeneidad e isotroṕıa) se deducen teoremas generales de conservación.

Aśı, si se pretende formular una teoŕıa f́ısica en un espacio no eucĺıdeo, es importante

conocer sus propiedades (en particular sus isometŕıas).

2.2.2. Geodésicas Esféricas

Sn como subconjunto de Rn+1 es un conjunto conexo. Esto implica que dados dos

puntos de Sn existe al menos una curva ϕ(t) con una parametrización dada

ϕ : [a, b]→ Sn

tal que ϕ(a) y ϕ(b) corresponden con los dos puntos de Sn inicialmente tomados. En

realidad entre dos puntos cualesquiera de Sn existe una infinidad de curvas que satisfa-

cen la afirmación anterior.

Una curva ϕ(t) en Sn también tiene su imagen en Rn+1 y por lo tanto se puede

calcular su longitud ‖ϕ‖E. Formalmente este número se obtiene tomando una partición

del intervalo [a, b] (tomamos a = t0 < t1 < · · · < tn = b) y la longitud de la curva viene

dada por el siguiente ĺımite:

‖ϕ‖E = ĺım
n→∞

n∑
i=1

dE(ϕ(ti−1),ϕ(ti))

Sin embargo en Sn al usar la distancia esférica puede demostrarse que el ĺımite anterior
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tiende al mismo número (para pequeños desplazamientos ambas métricas coinciden) lo

que significa que ‖ϕ‖E = ‖ϕ‖S = ‖ϕ‖ y por lo tanto de acuerdo al cálculo vectorial en

Rn+1 tendremos:

‖ϕ‖ =

∫ b

a

‖ϕ̇(t)‖ dt (2.5)

¿Existirá alguna curva entre dos puntos de Sn cuya longitud coincida con la distancia

esférica entre ambos puntos? si exigimos además que dicha curva venga parametrizada

por longitud de arco ‖ϕ̇(t)‖ = 1 para todo t, la respuesta es śı y se denomina Arco

geodésico esférico α(t) el cual puede escribirse de la siguiente forma:

α(t) = (cos(t− a))X + (sin(t− a))Y (2.6)

Con X = α(a) y Y = α′(a) “ortonormales”, esta elección de los vectores X y Y no es

única. Dicha curva puede ser extendida de tal manera que su imagen corresponda a un

ćırculo de radio unitario en Rn+1 con centro en el origen, el cual puede venir dado por

la siguiente expresión:

λ(t) = cos(t)X + sin(t)Y (2.7)

La curva tiene dominio toda la recta real R y longitud infinita; la imagen de λ(t) se

denomina Geodésica esférica. Para el caso de S2 sus geodésicas tienen la siguiente in-

terpretación geométrica: los dos vectores X y Y de λ(t) forman un plano en R3 que

pasa por el origen (subespacio vectorial bidimensional) y cuya intersección con S2 es

una geodésica denominada también ćırculo máximo.

2.2.3. Geometŕıa esférica y eĺıptica

Sn es un espacio totalmente geodésico o lo que es lo mismo, para cada par de puntos

hay una geodésica que los contiene. Es mas, si dichos puntos son no antipodales la

geodésica que los contiene es única. Ademas todo segmento geodésico (imagen de la

curva α(t) definida en (2.6)) se extiende a una única geodésica. En el caso de S2 estas

afirmaciones son equivalentes a los dos primeros axiomas de la geometŕıa plana de

Euclides (salvo los puntos antipodales) con sus puntos los puntos de S2 y sus rectas
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los ćırculos máximos. En particular, en S2 se consiguen resultados análogos a los de la

geometŕıa plana. Sin embargo, el quinto axioma, para el caso esférico, se modifica de la

siguiente forma:

Por un punto exterior a una recta (ćırculo máximo) no existe ninguna recta

paralela que contenga al punto.

En realidad para que el equivalente sea total hay que identificar los puntos antipoda-

les de S2. El nuevo espacio aśı formado es el denominado espacio eĺıptico bidimensional

P2 (la generalización a Pn se realiza de la misma manera). Por lo tanto a los puntos

{X,−X} ∈ S2 le corresponden un único punto en P2 el cual se denota como: {±X} ∈ P2.

La distancia ó la métrica en P2 se define como:

dP ({±X}, {±Y}) = min{dS(X,Y); dS(X,−Y)}

A la geometŕıa que este modelo representa se le conoce como geometŕıa eĺıptica y el

caso bidimensional es el análogo de la geometŕıa plana eucĺıdea (en el sentido de que

satisface los 4 primeros axiomas de Euclides y la correspondiente versión esférica del

quinto axioma; siendo las rectas los ćırculos máximos en su forma eĺıptica). Esta es una

posible geometŕıa no eucĺıdea, otra posibilidad es la conocida geometŕıa hiperbólica la

cual difiere de la eĺıptica en la formulación del quinto axioma para el caso bidimensional:

por un punto exterior a una recta pasa mas de una recta paralela (un tratamiento de

estas geometŕıas no eucĺıdeas se encuentra, por ejemplo, en [6], incluidas referencias

historicas).

Notemos que el tercer axioma de Euclides se satisface en nuestro modelo de la geo-

metŕıa esférica ya que las distancias posibles en este modelo estan acotadas y los radios

de los circulos pueden tomar cualquier valor dentro del rango permitido. Por lo tanto,

de los primeros 4 axiomas euclidianos, la geometŕıa esférica satisface todos menos el

primero. En realidad, se llama geometŕıa cuando se satisfacen los cuatro primeros axio-

mas de la geometŕıa euclidea. Entonces, el modelo eĺıptico y el hiperbólico representan

geometŕıas no asi el esférico. Por abuso del lenguaje seguiremos la costumbre de hablar

de la geometŕıa esférica.

Luego, es posible formular teoŕıas f́ısicas y considerar que el espacio tenga la estruc-

tura de estas geometŕıas no eucĺıdeas. Esto último es claro ya que el quinto axioma

no se puede comprobar directamente y su verificación solo es local. Con la concepción

galileana de tiempo absoluto surge otro modelo de espacio-tiempo, donde en lugar del
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espacio euclideo tenemos uno no euclideo, sobre el cual los entes f́ısicos interactúan bajo

un principio de mı́nima acción (mecánica clásica) o bajo los postulados de la mecánica

cuántica.

2.3. Sn como variedad riemanniana

La métrica esférica de Sn “coincide” con la métrica eucĺıdea para pequeños despla-

zamientos. Esto sugiere que localmente Sn es “aproximadamente” un Rn (la tierra es

prácticamente plana en pequeñas porciones de su superficie como pensaban los contra-

rios a las ideas de Colón). Mas aún, se puede hacer esta afirmación independientemente

de las propiedades métricas de ambos espacios. En efecto, existen conjuntos abiertos A

de Sn que vienen dados por Homeomorfismos a algún abierto de Rn (existe una fun-

ción continua f : A → Rn la cual es uno a uno ó inyectiva; además la inversa de f es

continua). No se pretende introducir aqúı el lenguaje de la topoloǵıa, solo mencionare-

mos que Sn es un espacio topológico de Hausdorff, segundo contable (Ver [7]). Aśı, Sn

es lo que se denomina una variedad topológica. Si todos los abiertos de una variedad

topológica que son homeomorfos a un Rn, son tales que n es constante, entonces la

variedad es n-dimensional. Cabe destacar que todo el conjunto Sn no es homeomorfo a

Rn y por lo tanto no son espacios topológicamente equivalentes. Tenemos por ejemplo

que Sn (a diferencia de Rn), entre otra cosas, es compacto. Sin embargo, Sn es una

variedad topológica n-dimensional.

Además Sn es una variedad diferencial, esto es, existe un conjunto abiertos {Uα} en

Sn cuya unión cubre la variedad, es decir
⋃
α Uα = Sn; dicho conjunto de abiertos se

denomina atlas. Por cada abierto Uα existe un homeomorfismo Ψα : Uα → Rn tal que

para todo par de abiertos Uα y Uβ en el atlas, las funciones:

Ψα ◦Ψ−1
β : Rn ⊃ Ψβ(Uα ∩ Uβ)→ Ψα(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rn

y su inversa

Ψβ ◦Ψ−1
α : Rn ⊃ Ψα(Uα ∩ Uβ)→ Ψβ(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rn

son infinitamente diferenciables C∞ en los abiertos donde están definidas, en particular

son difeomorfismos. Esta propiedad permite hablar de diferenciabilidad de funciones
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entre variedades, v́ıa composición con los homeomorfismos Ψα. Suele denominarse al

par (Uα; Ψα) = (Uα;x1, x2, ..., xn) carta ó sistema de coordenadas en Sn con la función

xi ◦ Ψα : Sn → R la i-ésima componente de Ψα, cuando aparezca solamente xi se de-

nomina la i-ésima coordenada. Entre los sistemas coordenados de Sn se encuentra las

coordenadas esféricas y unas coordenadas “cartesianas” heredadas de las usuales de

Rn+1 que mas adelante introduciremos.

2.3.1. El espacio vectorial tangente

Como se dijo anteriormente no es trivial asociar una estructura vectorial a Sn, no

obstante, el hecho de que Sn sea una variedad diferenciable permite construir en cada

punto p de Sn un espacio vectorial isomorfo a Rn llamado espacio vectorial tangente

en p denotado como TpSn. En el cálculo vectorial de Rn la derivada direccional en un

punto define un único vector, de igual manera cada vector define una única derivada

direccional en un punto; puede demostrarse que esta relación es un isomorfismo entre

espacios vectoriales (el conjunto de derivadas direccionales en un punto es un espacio

vectorial) a su vez las derivadas direccionales son operadores lineales aplicados sobre

funciones vectoriales a valores reales; tomando todo esto en cuenta se define TpSn de la

siguiente manera:

Sea F el espacio de funciones f : Sn → R infinito diferenciables al menos en

un punto p (para cualquier carta que contenga a p esto equivale a afirmar que

f ◦ Ψ−1
α : Rn → R es C∞ en Ψα(p)) se define TpSn como el espacio vectorial

formado por las transformaciones lineales ~V : F → R que cumplen la regla

de Leibniz, es decir ∀ f, g ∈ F se cumple:

~V(fg) = f(p)~V(g) + g(p)~V(f)

La definición de TpSn es independiente de los sistemas de coordenadas que contienen a

p, sin embargo dada una carta (Uα;x1, x2..., xn) que contenga a p se puede demostrar

que la acción de ~V ∈ TpSn sobre f ∈ F vendrá dada por la siguiente expresión:

~V(f) =
n∑
µ=1

V µ ∂

∂xµ
(f ◦Ψ−1

α )

∣∣∣∣∣
Ψα(p)
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Donde las V µ = ~V(xi ◦ Ψα) son las componentes del vector ~V y son números reales.

Prescindiendo de la acción explicita sobre funciones y sobrentendiendo que la derivada

parcial se evalúa en Ψα(p), podemos expresar cualquier vector en TpSn como:

~V =
n∑
µ=1

V µ ∂

∂xµ
(2.8)

El conjunto de vectores { ∂
∂x1
, ∂
∂x2
, ..., ∂

∂xn
} en TpSn forma una base linealmente in-

dependiente, aśı el espacio TpSn tendrá dimensión n. Es importante señalar que la

estructura vectorial de TpSn no implica que este sea un espacio normado ó dotado con

un producto escalar, a menos que Sn sea un espacio métrico. De ser este el caso tienen

sentido expresiones como base ortonormal en TpSn.

Un campo vectorial es la asignación de un vector a cada punto p en Sn (en particular

en cada espacio tangente TpSn de Sn), dada una carta o sistema de coordenadas la

expresión para dicho campo en la carta será:

~V =
n∑
µ=1

V µ
(p)

∂

∂xµ
(2.9)

Donde las componentes V µ
(p) son ahora funciones V µ : Sn → R, si dichas funciones son

infinitamente diferenciables entonces el campo vectorial se denomina suave; se observa

que para cada p ∈ Sn la expresión (2.9) es realmente un vector en TpSn. Mas adelante

introduciremos el campo vectorial de Killing el cual está ı́ntimamente relacionado con

las isometŕıas en Sn.

2.3.2. El tensor métrico g de Sn

Sn es un conjunto de nivel para la función f : Rn+1 → R definida aśı:

f(x1, ..., xn+1) = ‖X‖2 − 1

tal función tiene gradiente no nulo en todos los puntos de Sn. Al satisfacer estas pro-

piedades Sn es una subvariedad regular de Rn+1 (ver [7]) y tales variedades heredan
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las propiedades métricas de Rn+1. En particular en Rn+1 el cálculo de longitudes de

curvas, áreas, volúmenes, integración de funciones etc; se llevan a cabo v́ıa el tensor

métrico. Entonces Sn tendrá su propio tensor métrico g, el cual es una transformación

multilineal g : TpSn ⊗ TpSn → R en cada punto p de Sn. Dicho tensor induce de forma

natural un producto interno en TpSn simétrico, no degenerado y positivo. Dada una

carta que contenga a p, la acción de g sobre los vectores de TpSn viene dada por una

matriz (representación del tensor g en la base coordenada) simétrica gµν con cada una

de sus componentes una función suave en la carta.

El cálculo de gµν se lleva acabo de la siguiente manera (ver [9]):

Dada la carta (Uα; Ψα) = (Uα;x1, x2, ..., xn) la función F = Ψ−1
α con dominio Ψα(Uα)

definida en F : Rn → Rn+1 sera infinitamente diferenciable en Ψα(Uα). Entonces las

componentes del tensor métrico en p vienen dadas por:

gµν =

〈
∂F

∂xµ
,
∂F

∂xν

〉∣∣∣∣∣
Ψα(p)

(2.10)

Donde 〈·, ·〉 denota el producto escalar usual en Rn+1. Aśı al igual que en Rn+1 podemos

usar el tensor métrico en Sn para calcular magnitudes importantes como longitudes de

curvas (2.5) con:

‖ϕ̇(t)‖ =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

gijẋiẋj

Aqúı ẋi es la componente i-esima del vector velocidad de la curva en t el cual vive en

TpSn.

Elementos diferenciales de volumen:

dV =
√
Det(gµν) dx

1dx2...dxn (2.11)

El cuadrado del elemento de longitud:

ds2 =
n∑
i=1

n∑
j=1

gijdx
idxj (2.12)

El conjunto de vectores ∂F
∂xi

∣∣∣
Ψ(p)
∈ Rn+1 genera un subespacio vectorial n-dimensional

isomorfo a TpSn y la correspondiente matriz jacobiana de F es la respectiva transfor-



CAPÍTULO 2. GEOMETRÍA ESFÉRICA 16

mación entre ambos espacios. Debido a este isomorfismo y a la métrica de Rn+1 es que

es posible definir el tensor métrico de Sn.

Naturalmente el tensor métrico en Sn esta definido independientemente del encaja-

miento en Rn+1 aunque Sn herede sus propiedades métricas. El tensor aśı definido es un

objeto geométrico que vive en Sn y permite el cálculo de longitudes de curvas en este

espacio de manera intŕınseca. Mediante el cálculo variacional es posible determinar cual

es la curva en Sn entre dos puntos cuya longitud sea un mı́nimo, dado el tensor métrico

en Sn. Si además exigimos que venga parametrizada por longitud de arco, dicha curva

resulta ser el arco geodésico definido en (2.6) y su longitud (la cual es independiente de

la parametrización) coincide exactamente con la métrica esférica entre ambos puntos

definida en (2.2). Aśı esta métrica puede ser definida intŕınsecamente dado el tensor

métrico como se afirmó en la sección 2.2.

2.3.3. Coordenadas esféricas y cartesianas

Coordenadas esféricas

Sea X ∈ Rn+1 con sus componentes cartesianas xn y xn+1 cualquier número real salvo

la restricción simultánea xn+1 = 0 y xn ≥ 0; se definen las coordenadas esféricas de X

en Rn+1 como el conjunto de números (ρ, θ1, θ2, ..., θn) donde ρ ∈ (0,∞); θµ ∈ (0, π) con

µ = 1, 2, ..., n− 1; θn ∈ (0, 2π) tal que:

1. ρ = ‖X‖

2. θi es el ángulo entre ei y la proyección de X en el subespacio vectorial generado

por (ei, ei+1, ..., en+1) con i = 1, 2, ..., n − 1; aqúı eµ es un elemento de la base

cartesiana usual en Rn+1 aśı:

θi = arc cos

(
〈ei, xiei + xi+1ei+1 + · · ·+ xn+1en+1〉√

x2
i + x2

i+1 + · · ·+ x2
n+1

)
(2.13)

3. θn es el conocido ángulo polar el cual viene dado por:

θn = arc cos

(
〈en, xnen + xn+1en+1〉√

x2
n + x2

n+1

)
(2.14)
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Estas coordenadas “cubren” a Rn+1 salvo el subconjunto:

A = {X ∈ Rn+1 | xn+1 = 0 y xn ≥ 0 }

la cual representa la mitad del hiperplano xn+1 = 0, se necesita de otra carta para

cubrir a todo Rn+1. Si restringimos a la coordenada ρ al valor ρ = 1 obtenemos una

carta que cubre a Sn salvo la intersección Sn ∩ A. De esta forma denotamos la carta o

sistema de coordenadas esféricas como:

({ Sn − Sn ∩ A }; ΨS) = ({Sn − Sn ∩ A }; θ1, θ2, ..., θn)

Si queremos obtener nuevamente las coordenadas de X ∈ Sn en Rn+1 a partir de

Ψ−1
S tendremos:

x1 = cos θ1 (2.15)

x2 = sen θ1 cos θ2 (2.16)

x3 = sen θ1 sen θ2 cos θ3 (2.17)

... (2.18)

xn = sen θ1 sen θ2 . . . sen θn−1 cos θn (2.19)

xn+1 = sen θ1 sen θ2 . . . sen θn−1 sen θn (2.20)

Consideremos los ejemplos de interés: S2 y S3. Para el caso de S2 tendremos, según

la notación usual: x1 = z; x2 = x; x3 = y, como las coordenadas usuales en R3, y las

coordenadas esféricas serán: θ1 = θ y θ2 = φ la cual pueden calcularse con:

θ = arc cos(z) = arc sen(
√
x2 + y2) (2.21)

φ = arc cos

(
x√

1− z2

)
= arctan

(y
x

)
(2.22)

Estas coordenadas cubren S2 salvo el semićırculo generado al interceptar S2 con el

semiplano y = 0; x ≥ 0. Calculemos las componentes del tensor métrico en estas

coordenadas. La función F será:

F (θ, φ) = sen θ cosφi + sen θ senφj + cos θk

Entonces según (2.10) tenemos:

gθθ =

〈
∂F

∂θ
,
∂F

∂θ

〉
= 1 (2.23)
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gφθ = gθφ =

〈
∂F

∂θ
,
∂F

∂φ

〉
= 0 (2.24)

gφφ =

〈
∂F

∂φ
,
∂F

∂φ

〉
= sen2 θ (2.25)

El cual se expresa en forma matricial como:

gµν =

(
1 0

0 sen2 θ

)

Aśı el elemento de volumen (área) de S2 en coordenadas esféricas será según (2.11):

dA = sen θ dθdφ (2.26)

Y el respectivo elemento cuadrado de longitud:

ds2 = dθ2 + sen2 θ dφ2 (2.27)

Vemos como las componentes del tensor métrico en coordenadas esféricas son funciones

suaves en S2. Para finalizar se calculará las mismas magnitudes en S3 usando coordena-

das esféricas (θ1, θ2, θ3). Para ver las expresiones explicitas de estas coordenadas véase

el conjunto de ecuaciones (2.13-2.20) con n = 3. La función F en este caso será:

F (θ1, θ2, θ3) = cos θ1e1 + sen θ1 cos θ2e2 + sen θ1 sen θ2 cos θ3e3 + sen θ1 sen θ2 sen θ3e4

Al calcular las componentes del tensor métrico en estas coordenadas usaremos la si-

guiente notación:

gij =

〈
∂F

∂θi
,
∂F

∂θj

〉
para i, j = 1, 2, 3. Las cuales en forma matricial se expresan como:1 0 0

0 sen2 θ1 0

0 0 sen2 θ1 sen2 θ2

 (2.28)

Por lo tanto el elemento de volumen de S3 en coordenadas esféricas será:

dV = sen2 θ1 sen θ2 dθ1dθ2dθ3 (2.29)
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Y el elemento cuadrado de longitud será:

ds2 = dθ2
1 + sen2 θ1 dθ

2
2 + sen2 θ1 sen2 θ2 dθ

2
3 (2.30)

El hecho de que en coordenadas esféricas la matriz del tensor métrico sea diagonal

implica que la base de vectores { ∂
∂θ1
, ∂
∂θ2
, ..., ∂

∂θn
} en TpSn es ortogonal para todo p. (Los

vectores en TpSn en coordenadas esféricas se pueden escribir en notación matricial y

efectuar el producto escalar como una multiplicación de matrices de igual forma como

se hace en Rn+1).

Coordenadas cartesianas

Sean (x1, x2, . . . , xn, xn+1) las coordenadas estándar en Rn+1, y sea PxiX la proyec-

ción de X ∈ Sn en el hiperplano xi = 0 con i = 1, 2, . . . , n, n + 1; si tomamos la

restricción

xi =
√

1− ‖PxiX‖2 (2.31)

con la componente xi de X cumpliendo:

xi > 0 (2.32)

entonces el conjunto de n coordenadas de Rn+1 a excepción de xi forman una carta

para los X ∈ Sn que cumplen (2.32). Si tomamos la restricción (2.31) como

xi = −
√

1− ‖PxiX‖2

con xi < 0 entonces el mismo conjunto de coordenadas forman otra carta para los

X ∈ Sn que cumplen xi < 0.

Repitiendo el proceso anterior para todas las coordenadas xi obtenemos un conjunto

de 2(n + 1) cartas que cubren completamente Sn. En particular dada una de estas

cartas, por ejemplo la correspondiente a xn+1 > 0, tenemos la función F y el conjunto

de coordenadas (x1, x2, . . . , xn) para las cuales las componentes del tensor métrico serán:

gij =


1+x2i−‖Pxn+1X‖

2

1−‖Pxn+1X‖2
si i = j

xixj
1−‖Pxn+1X‖2

si i 6= j
(2.33)
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A manera de ejemplo consideremos S2, sean (x, y, z) las coordenadas usuales en R3,

entonces considérese la carta correspondiente a z > 0 la cual impone la restricción:

z =
√

1− x2 − y2 donde PzX = xi + yj es la proyección de X en el plano z = 0, aśı pa-

ra este caso las coordenadas cartesianas (x, y) cubren la mitad superior del cascaron

esférico S2. La función F se escribe como:

F (x, y) = xi + yj +
√

1− x2 − y2k

Entonces el tensor métrico en estas coordenadas será:(
1−y2

1−x2−y2
xy

1−x2−y2
yx

1−x2−y2
1−x2

1−x2−y2

)

Véase como esta matriz no es diagonal, esto implica que el conjunto de vectores

{ ∂
∂x
, ∂
∂y
} es una base no ortogonal en TpSn(en los únicos puntos donde la base es orto-

gonal es en z = 1 y cuando x ó y se hagan cero).

Puede demostrarse que las componentes del tensor métrico transforman ante un

cambio de coordenadas como las componentes de un tensor. Aśı por ejemplo si consi-

deramos gij como las componentes de la métrica en coordenadas cartesianas, y gµν las

componentes en coordenadas esféricas, la respectiva transformación se escribe como:

gij =
n∑
µ=1

n∑
ν=1

∂θµ
∂xi

∂θν
∂xj

gµν (2.34)

2.3.4. Campo vectorial de killing

Como se vio anteriormente, un campo vectorial es la asignación de un vector en cada

espacio tangente TpSn de Sn, y dado un sistema de coordenadas

(Uα; Ψα) = (Uα;x1, x2, ..., xn)

la expresión del campo localmente será (puede suceder que la carta no cubra toda la

variedad y por tanto sólo describa localmente al campo):

~V =
n∑
µ=1

V µ
(p)

∂

∂xµ
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con las componentes V µ
(p) (con V µ : Sn → R) funciones suaves en Sn. Esto implica que

las funciones

V µ ◦Ψ−1
α : Rn → R

son C∞ y las denotaremos como V µ(x1, x2, ..., xn), es decir son las componentes del

campo expresadas en la carta. Puede pensarse las componentes del campo en la carta

como las componentes de un campo de velocidades en Rn y es usual calcular las curvas

de ese “flujo” mediante la resolución de las siguientes n ecuaciones (siempre y cuando

el campo vectorial, o lo que es lo mismo todas sus componentes, no se anulen en puntos

de Sn. En Sn siempre puede escogerse campos que satisfagan esta condición localmente.

Globalmente la situación es mas delicada , ver p.e [12]):

V µ(x1, x2, ..., xn) =
dxµ

dt
(2.35)

Con µ = 1, 2, . . . , n. En particular siempre se impone una condición inicial para que la

solución sea única, en nuestro caso:

dxµ

dt

∣∣∣∣
t=0

= V µ
(p)

La soluciónes xµ(t) de cada ecuación formarán una curva x(t) que vive en el abierto

Ψ(Uα) ⊂ Rn homeomorfo a Uα con x(0) = Ψα(p). Sin embargo podemos transformar

x(t) a la variedad, obteniendo aśı una curva φt(p) en Sn:

φt(p) = Ψ−1
α (x(t)) (2.36)

En particular para otro punto s de Sn por el cual pase φt(p) es posible repetir el pro-

ceso anterior, no obstante esto solo implica un cambio de parametrización. En cambio

si repetimos el procedimiento para puntos de Sn por los cuales no pasa φt(p) entonces

obtenemos una curva con imagen diferente. Aśı para cada p ∈ Sn obtenemos una fami-

lia de curvas asociadas al campo vectorial ~V, y podemos considerar p como parametro

variable de φt(p).

Si fijamos el parámetro t de φt(p) entonces esta transformación actuará como:

φt : Sn → Sn

Puede demostrarse que para cierto tipo de campos vectoriales suaves denominados

completos la transformación φt(p) con t fijo será un difeomorfismo. Para este caso si
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también dejamos libre el paramétro t la transformación:

φ : R⊗ Sn → Sn

se denomina grupo monoparamétrico de difeomorfismos y a ~V su campo vectorial ge-

nerador, puede verse que para t = 0 la transformación φt es la identidad. Para un

desarrollo completo de las ideas aqúı expuestas véase [12].

Los elementos del subgrupo de isometŕıas SO(n + 1) en Sn (Véase la sección 2.1.1)

son difeomorfismos (las isometŕıas preservan la estructura diferencial de Sn). Pode-

mos considerar subgrupos monoparamétricos del grupo SO(n + 1), de isometŕıas. (Por

ejemplo el grupo de rotaciones alrededor de un eje dado en Rn+1, el parámetro en tal

caso viene representado por el ángulo de rotación). Cada subgrupo monoparamétrico

tendrá su respectivo campo vectorial generador completo denominado campo vectorial

de killing. Daremos un método para el cálculo de este campo; téngase en cuenta que

las expresiones obtenidas serán locales y generan al grupo de isometŕıas solo localmen-

te; sin embargo esta condición es suficiente para nuestros intereses. El procedimiento

anterior no es valido en general para las isometŕıas que no pertenecen a SO(n + 1),

aunque estas también son difeomorfismos no se les puede asociar una familia de curvas

continuas como en el caso de las rotaciones ya que no están continuamente conectadas

entre si.

Derivada de lie

Sea φ : Sn → Sn un elemento cualquiera del subgrupo isometŕıas representadas

por SO(n+ 1), dicho elemento induce una transformación φ∗ : TpSn → Tφ(p)Sn llamada

diferencial de φ, dicha transformación incluso actúa sobre campos tensoriales (como por

ejemplo g) y dado un sistema de coordenadas, como por ejemplo el sistema esférico, la

matriz jacobiana de la transformación:

ΨS ◦ φ ◦Ψ−1
S : Rn → Rn

representará la acción de φ∗ sobre los elementos de TpSn, en particular si φ∗ actúa sobre

un tensor, debe hacerlo en cada entrada del mismo. Aśı en Sn tendremos:

ΨS ◦ φ ◦Ψ−1
S (θ1, θ2, . . . , θn) = (θ′1, θ

′
2, . . . , θ

′
n)
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y la correspondiente acción de φ∗ sobre el tensor métrico g en coordenadas esféricas

puede expresarse como:

(φ∗g)ij =
n∑
µ=1

n∑
ν=1

gµν
∂θ′µ
∂θi

∂θ′ν
∂θj

(2.37)

donde la relación anterior podŕıa haberse expresado como una multiplicación de matri-

ces. Si φ es una isometŕıa se tiene que:

(φ∗g)ij = gij (2.38)

Entonces, dada un subgrupo monoparamétrico de isometŕıas φt en Sn y su respectivo

campo vectorial de killing generador ~ξ se puede calcular la derivada de Lie del tensor

métrico g de Sn respecto de ~ξ en cualquier sistema de coordenadas usando la definición:

L~ξgab = ĺım
t→0

(φ∗−tg)ab − gab
t

sin embargo al usar (2.38) tenemos que:

L~ξgab = 0 (2.39)

No es el objetivo de este trabajo desarrollar la ecuación anterior (ver por ejemplo [8]),

sin embargo puede demostrarse que, en un sistema de coordenadas dado, ella implica

el siguiente grupo de relaciones:

∂ξν
∂xµ

+
∂ξµ
∂xν
− 2

n∑
λ=1

Γλµνξλ = 0 (2.40)

Donde {µ = 1, 2, . . . , n} y {ν = 1, 2, . . . , n} toman todas las posibles combinaciones,

ξa =
∑n

b=1 gabξ
b con ξb la b-esima componente del campo en la carta; y Γλµν los conocidos

śımbolos de Christoffel, los cuales se calculan mediante:

Γλµν =
1

2

n∑
σ=1

gλσ
{
∂gνσ
∂xµ

+
∂gµσ
∂xν

− ∂gµν
∂xσ

}
Donde gµν son las componentes del tensor g−1. Aśı dado el tensor métrico en la variedad

(y por lo tanto sus componentes en algún sistema de coordenadas) es posible encontrar

la solución al conjunto de n(n + 1)/2 ecuaciones (2.40) en dichas coordenadas (este

número se debe a que los śımbolos de christoffel satisfacen Γλµν = Γλνµ), dicha solución

da a lo sumo n(n+ 1)/2 campos de killing localmente independientes, si este es el caso

se dice que la variedad es maximalmente simétrica (Rn cumplen esta propiedad al igual
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que Sn).

Es importante remarcar que aunque todas estas definiciones y resultados estén ex-

presadas en algún sistema de coordenadas (las cuales pueden expresar solo localmente

al campo), los campos vectoriales viven en el espacio formado por la unión de todos los

espacios tangentes de Sn, la cual se denomina fibrado tangente y cada espacio tangente

es definido independientemente de coordenadas.

La parte conectada del grupo de matrices O(n + 1) (es decir aquellas matrices con

determinante igual a 1) que es una representación del subgrupo SO(n+1) de isometŕıas

en Sn (rotaciones en Rn+1), es un grupo de lie conectado con el cual siempre viene

asociada un álgebra de lie, en nuestro caso el álgebra de lie es el espacio vectorial

χ(Sn) generado por el conjunto de campos vectoriales suaves de killing linealmente

independientes que son soluciones de (2.40) en una carta. En esta álgebra la operación

de multiplicación (la cual debe ser bilineal, anticonmutativa, y satisfacer la identidad

de Jacobi) viene dada por el conmutador usual de campos vectoriales:

[~A, ~B] = ~A~B− ~B~A (2.41)

para el cual se cumple:

[~ξ1,~ξ2] ∈ χ(Sn) ∀ ~ξ1,~ξ2 ∈ χ(Sn)

Generalmente es útil conocer los conmutadores de los elementos de una base que genera

a χ(Sn) ya que de esta manera es posible determinar algunas sub-álgebras del álgebra

de lie principal. Además, si no se tienen todos los elementos de una base en χ(Sn) es

posible encontrarlos de esta forma. Mas adelante se verá como los campos vectoriales

de killing se relacionan con el proceso de cuantización de sistemas f́ısicos que constan

de una part́ıcula y alguna interacción en Sn.

El corchete de lie ó el conmutador es una operación que puede extenderse a cualquier

campo vectorial suave en Sn y también puede verificarse que el conjunto de todos los

campos vectoriales suaves es un álgebra de lie. En realidad el subconjunto χ(Sn) es

una sub-álgebra del álgebra de lie formada por todos los campos vectoriales suaves.

Los campos vectoriales suaves pueden verse también como transformaciones lineales

~V : F → F y que ademas cumplen con la regla de Leibniz al actuar sobre los elementos
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de F (Ver sección 2.3.1). El dominio de los elementos de χ(Sn) pueden extenderse a

otros dominios, por ejemplo a algún subconjunto del espacio de funciones complejas de

cuadrado integrable, con el elemento de volumen dado por (2.11) en Sn, este último es

un espacio de Hilbert H, ya que F es un subconjunto de H. Aśı el espacio χ(Sn), con

un dominio adecuado, es un subconjunto del espacio O(H) de operadores lineales en el

espacio de Hilbert.



Caṕıtulo 3

Cuantización

La mecánica cuántica es la teoŕıa de la dinámica de los sistemas f́ısicos, suele pensar-

se que su dominio es exclusivo del micromundo, pero esta afirmación esta impregnada

de la concepción clásica que generalmente se tiene del mundo. En realidad un rasgo ca-

racteŕıstico de la naturaleza es el “ser cuántica”, prácticamente no hay rama del saber

cient́ıfico, ya sea directa ó indirectamente, en mayor ó menor grado, cuya descripción no

esté dentro del dominio cuántico. Y la teoŕıa que podŕıa pensarse como su contraparte:

la mecánica clásica; es en realidad un caso ĺımite de la mecánica cuántica.

La mecánica cuántica no relativista (la cual es la teoŕıa que se considerará en este

trabajo) es un cuerpo teórico bien desarrollado y establecido de forma rigurosa: ha sido

una de las teoŕıas f́ısicas axiomatizadas matemáticamente. Y en su formulación usual,

es presentada mediante una serie de postulados, señalaremos los dos primeros:

1. Los sistemas f́ısicos son descritos en términos de elementos de un espacio de Hilbert

H complejo separable y cada estado puro del sistema al tiempo t es representado

por un vector normalizado de H.

2. Cada observable del sistema f́ısico (magnitud f́ısica del sistema que puede ser medi-

da) viene representado por su correspondiente operador autoadjunto el cual actúa

sobre el espacio H del sistema.

Los otros postulados son igualmente importantes y tratan sobre el proceso de me-

dición en mecánica cuántica y la dinamica temporal de los estados f́ısicos mediante el

operador de Hámilton, (ver p.e [13] y [14]) . La construcción de los operadores autoad-

juntos que representan los observables del sistema f́ısico no es de ningún modo trivial;
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sin embargo es común expresar al conjunto de estos operadores como funciones de un

conjunto básico de ciertos operadores irreducibles. Si todos estos observables tienen un

análogo clásico (es decir son cantidades que están presentes en mecánica clásica como

por ejemplo el momento angular, momento lineal, posición, etc) la representación irre-

ducible se lleva a cabo mediante los observables momento y posición suponiendo que el

espacio que subtiende al fenómeno es eucĺıdeo. Esto recuerda la formulación hamilto-

niana de la mecánica clásica en función de las variables canónicas.

Aśı dado un sistema clásico siempre es posible cuantizarlo (bien o mal) y el método

usado generalmente en f́ısica es la cuantización canónica. En este caṕıtulo analizaremos

este método y veremos que es dependiente del sistema de coordenadas, algo que no es

deseable (ya que si es que funciona para unas coordenadas no funcionará para otras).

3.1. Mecánica clásica

Dado un sistema f́ısico de n puntos materiales en el espacio Eucĺıdeo tridimensional

que pueden interactuar entre si (prácticamente todos los sistemas f́ısicos en mecánica

clásica son de este tipo, el cuerpo ŕıgido no es mas que una generalización de este con-

cepto con la condición de que todos sus puntos conserven entre si la misma distancia)

su dinámica en todo instante puede determinarse en principio conociendo sus posicio-

nes y velocidades en algún instante. En el formalismo lagrangiano esto se lleva a cabo

mediante el conocimiento de la función de Lagrange L(q1, q2, . . . , qs; q̇1, q̇2, . . . , q̇s; t) la

cual es una función a valores reales, donde las qi’s y las q̇i’s son las coordenadas y velo-

cidades generalizadas respectivamente, no necesariamente las coordenadas cartesianas

de las n part́ıculas con s ≤ 3n. Dicha función determina el estado del sistema f́ısico, y

su dinámica vendrá dada al exigir que la integral∫ t2

ti

L(q1, q2, . . . , qs; q̇1, q̇2, . . . , q̇s; t) dt

sea un extremal. Mediante el cálculo variacional se demuestra que esto es equivalente a

afirmar que se satisfacen las s ecuaciones de euler-lagrange:

d

dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
= 0 (3.1)
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Esta son ecuaciones de segundo grado, las cuales tienen soluciones únicas, conocidas las

posiciones y velocidades iniciales. En general lo dicho anteriormente vale en cualquier

sistema de coordenadas.

Si el sistema f́ısico no es aislado, es decir interacciona con otros entes que no forman

parte del sistema f́ısico, la función de lagrange debe contener esa interacción externa;

en general cuando el lagrangiano es explicitamente dependiente del tiempo resulta ser

el caso. En algunos problemas no es posible tomar estas interacciones expĺıcitamente

dentro del lagrangiano, con lo cual la ecuación (2.1) debe reescribirse aśı:

d

dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
= Qj

Las Qj representan esa interacción, la experiencia dice que ellas son de carácter fenome-

nológico, es decir se deben en realidad a que son algún tipo de interacción macroscópi-

ca, en algunos casos pueden ser incluso consideradas como una ecuaćıon tipo vinculo

y actúan simplemente como una restricción en (3.1). Sin embargo no son interaccio-

nes fundamentales, por ejemplo las fuerzas disipativas son de este tipo; y interacciones

como estas no suelen tener una contraparte cuántica. Como nuestro interés radica en

los sistemas clasicos “cuantizables” nos centraremos en ecuaciones tipo (3.1) con “in-

teracciones fundamentales” las cuales si están presentes en cuántica, generalmente los

sistemas de este tipo y que ademas son aislados se les puede asociar la siguiente función

lagrangiana:

L(q, q̇) = T (q, q̇)− U(q, q̇) (3.2)

Con T la enerǵıa cinética y U la enerǵıa potencial. En los problemas mas usuales, tales

como el problema de kepler ó el oscilador armónico, dado un sistema de referencia

adecuado (inercial), la función U solo depende de las coordenadas, aśı:

L(q, q̇) = T (q, q̇)− U(q) (3.3)

aqúı q = (q1, q2, . . . , qs) y q̇ = (q̇1, q̇2, . . . , q̇s). Entonces q(t) esta en principio determi-

nada (para mayores detalles sobre esta formulación véase [15]).

Existe otra formulación de la mecánica clasica aún mas general denominada formu-

lación hamiltoniana. Esta expresa la dinámica del sistema por medio de la función de

hámilton H la cual, en el caso de que el sistema sea descrito por un lagrangiano, se puede
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encontrar por medio de la función de lagrange v́ıa una transformación de legendre:

H(p,q, t) =
s∑
i=1

piqi − L (3.4)

Donde p = (p1, p2, . . . , ps) son los momentos generalizados y se definen según:

pi =
∂L

∂q̇i
(3.5)

Al conjunto de coordenadas p y q se les denomina variables canónicas las cuales son

un sistema de coordenadas o carta local en el espacio de fase, dicho espacio es una va-

riedad 2s dimensional y su estudio detallado revela las propiedades fundamentales del

sistema f́ısico en cuestión. Tal estudio comúnmente es el medio para tratar con proble-

mas complejos donde los métodos usuales son incompletos(ver [17]). Como los ejemplos

considerados en esta sección no son de este tipo, usaremos la formulación usual (ver

[15] y [16]).

Entonces dada la función de hámilton puede demostrarse que el problema se reduce a

resolver el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden denominadas

ecuaciones de hámilton:

q̇i =
∂H

∂pi
(3.6)

ṗi = −∂H
∂qi

(3.7)

donde i = 1, 2, . . . , s estas son un total de 2s ecuaciones.

Dado el espacio de funciones F a valores reales sobre el espacio de fase, las cuales

pueden expresarse en coordenadas canónicas como f(q,p) y que ademas son infinito

diferenciables respecto a estas coordenadas, (H es una función de este tipo y para

sistemas aislados no depende explicitamente del tiempo) la derivada total respecto al

tiempo de cualquier función f ∈ F será:

df

dt
=

s∑
j=1

(
∂f

∂qj
q̇j +

∂f

∂pj
ṗj

)
Sin embargo si tomamos las ecuaciones (3.6) y (3.7) obtenemos:

df

dt
= {f,H} =

s∑
j=1

(
∂f

∂qj

∂H

∂pj
− ∂f

∂pj

∂H

∂qj

)
(3.8)
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En realidad la operación {f, g} esta bien definida para toda f y g ∈ F y se denomina

corhetes de Poisson. Puede demostrarse que el espacio F forma un álgebra de lie con el

producto el corchete de Poisson.

Teniendo esto en cuenta podemos expresar las ecuaciones (3.6) y (3.7) de la siguiente

manera:

q̇i = {qi, H} (3.9)

ṗi = {pi, H} (3.10)

Toda constante de movimiento (a veces denominada también integral de movimiento)

debe cumplir con la condición de mantener el mismo valor durante todo la evolución

temporal del sistema, o lo que es lo mismo que su derivada total respecto al tiempo sea

cero en todo instante. Si dicha constante de movimiento es además una de las funciones

que pertenecen a F entonces esto se expresa como:

df

dt
= {f,H} = 0 (3.11)

O lo que es lo mismo el corchete de Poisson de la función f con H debe anularse. En

general para sistemas aislados puede demostrarse que en espacio eucĺıdeo las cantidades

f́ısicas como el momento lineal total y el momento angular total del sistema se conser-

van (es decir son constantes de movimiento y las funciones a evaluar en el corchete de

poisson son sus componentes), en realidad la conservación de esta dos cantidades se

deben a las propiedades fundamentales ó simetŕıas del espacio eucĺıdeo: homogeneidad

e isotroṕıa respectivamente (ver [16]). Para sistemas complicados (de muchas part́ıculas

que interaccionan, generalmente, estas son las únicas constantes o invariantes ya que

se derivan de las propiedades del espacio eucĺıdeo. Si se buscan otras, el estudio de las

simetŕıas debe realizarse en el espacio de configuraciones el cual es una subvariedad

contenida en un espacio R3n y en el espacio de fase. Estas constantes de movimiento

no dependen explicitamente del tiempo, y si se expresan en función de las variables

canónicas su corchete de Poisson {f,H} debe anularse.
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Expresemos el siguiente corchete de poisson {qj, pk} para todas las combinaciones

posibles entre j y k, usando (2.8) tendremos:

{qj, pk} = δjk (3.12)

Resaltemos que todas las ecuaciones anteriores son validas para cualquier sistema de

coordenadas en espacio de configuración y la descripción de la dinámica del sistema

f́ısico, será en todos los casos la misma.

3.2. El problema de la cuantización

En los inicios de la teoŕıa cuántica, los sistemas f́ısicos en consideración eran mo-

delados clásicamente salvo que se les restrinǵıa a satisfacer algunas reglas de cuanti-

zación, este fue el caso de el átomo de hidrogeno en el modelo de Bohr, el cual fue

considerado como un problema de kepler. Y los estados estacionarios de la radiación

electromagnética en equilibrio en una cavidad fueron considerados como si el sistema

fuera un oscilador clásico; a pesar del éxito en estos casos, no se pod́ıa establecer como

una teoŕıa general (Véase [18]). Con el advenimiento de la mecánica cuántica todo esto

cambió, aunque todav́ıa son usados los modelos clásicos para proponer algún tipo de

cuantización de los sistemas f́ısicos que tengan algún equivalente en mecánica clásica,

(claro está ateniéndose a los postulados de la mecánica cuántica), si la cuantización

tiene éxito entonces la dinámica de los valores medios de los observables en un cierto

ĺımite es idéntica a la dinámica clásica. Generalmente en f́ısica el método usual para

cuántizar estos sistema es la cuantización cánonica. Si el espacio es eucĺıdeo el méto-

do funciona, en general, en una amplia gama de problemas, sin embargo sólo si se

usan coordenadas cartesianas. En este sección analizaremos esta forma de cuantizar en

el espacio eucĺıdeo y se propondrá otro método el cual es independiente de coordenadas.

3.2.1. Cuantización canónica

Schroedinger escribió su famosa ecuación en un intento por encontrar la dinámica de

las “ondas de materia” propuesta por de Broglie en su trabajo, este fue el primer gran
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paso en el desarrollo de la mecánica cuántica, incluso en su formulación rigurosa esta

ecuación forma parte de sus postulados, y gobierna la dinámica de los sistemas f́ısicos:

−i~ d
dt
|Ψ(t)〉 = Ĥ|Ψ(t)〉 (3.13)

Donde |Ψ(t)〉 ∈ H es un vector normalizado para todo t, y Ĥ es el operador de Hámiltón

el cual es un observable del sistema f́ısico. En representación r, en la cual esta escrita

la ecuación de Schroendinger, (esta representación del espacio de Hilbert del sistema

considera a sus elementos las funciones a valores complejos y de cuadrado integrable de

dominio R3 ó algún subconjunto, depende del problema, ver por ejemplo [11]. Existen

otras representaciones de H todas isomorfas entre si) el operador de Hámilton que

determina la dinámica de una part́ıcula de masa m inmersa en un potencial que no

depende explicitamente de t se escribe generalmente como:

Ĥ = − ~2

2m
∇2 + V (r) (3.14)

Donde∇2 es el operador de Laplace en R3 y V (r) es generalmente un potencial derivado

de alguna fuerza conservativa, para el caso del átomo de hidrógeno por ejemplo V (r)

será el potencial Coulombiano de la electrostática. Aqúı el potencial V (r) es clásico, lo

que sugiere que para el átomo de hidrógeno la “naturaleza cuántica” del campo elec-

tromagnético es despreciable.

Determinar la autoadjunticidad del operador expresado en (3.14) es en general una

cuestión delicada (recuérdese que esta propiedad es vital para que el operador Ĥ re-

presente un observable) y debe precisarse para que dominio denso en H esto es cierto;

generalmente debe estudiarse el término cinetico y potencial simultaneamente, y en

muchos casos se consigue alguna restricción adicional sobre los elementos que perte-

necen al dominio de Ĥ. En la literatura f́ısica usual esto generalmente no se toma en

consideración.

Es común en la literatura expresar los operadores asociados a los observables del

sistema (como el caso de Ĥ) en función de un algebra irreducible de operadores que

corresponden con los observables momento y posición p̂i y q̂i con i = 1, 2, 3. Esto se

logra de la siguiente manera: se sustituye en la expresión clásica del observable cada

una de las variables canónicas (por ejemplo H(q,p)) por su correspondiente operador

simetrizado Ĥ(q̂, p̂) (véase [14]). Aśı el problema se reduce a encontrar expresiones pa-
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ra los observables momento y posición. La cuantización canónica propone la siguiente

regla:

En representación r el operador Posición actúa sobre los elementos de H como el

operador multiplicación:

q̂iΨ(q) = qiΨ(q) (3.15)

y el operador momento actúa sobre H como una derivación:

p̂iΨ(q) = −i~ ∂

∂qi
Ψ(q) (3.16)

Con i = 1, 2, 3 ; este método de cuantización se debe a Dirac, y su justificación según

sus propias palabras es la siguiente: “El problema de hallar las condiciones cuánticas se

reduce al problema de determinar los corchetes de Poisson en mecánica cuántica. La gran

analoǵıa entre los corchetes cuánticos de Poisson (esto es, 1/i~ veces el conmutador)

y los corchetes clásicos de Poisson nos lleva a pensar que los corchetes cuánticos de

Poisson, o al menos los mas importantes de ellos, tienen las mismas expresiones que los

corchetes clásicos de Poisson”. De hecho si calculamos el conmutador entre el operador

posición y el operador momento dados en (3.15) y (3.16) (recuérdese que el conmutador

es un operador que actúa sobre algún elemento de H) obtenemos:

[q̂i, p̂j] = i~δij (3.17)

La cual según la interpretación anterior seŕıa el análogo de (3.12), los otros análogos

de los que se habla tienen que ver con la ecuación (3.11) la cual expresa las cantidades

f́ısicas A(q,p) que son constantes de movimiento en la dinámica clásica, al cuántizar

generalmente estas cantidades son observables y además cumplen con la propiedad de

que conmutan con el operador de Hámilton:

[Â, Ĥ] = 0 (3.18)

aunque la interpretación es distinta, en mecánica cuántica los observables que conmuten

con Ĥ pueden ser simultáneamente medidos con la enerǵıa. Sin embargo, el proceso

de cuantización canónica solo da resultados consistentes en coordenadas cartesianas.

Intentemos cuantizar canónicamente el sistema mas simple de la mecánica clásica: la

part́ıcula libre en espacio eucĺıdeo, pero usando coordenadas ciĺındricas.
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Cuantización canónica de la part́ıcula libre

Partamos de la función langragiana del sistema, al no haber interacción el único

término es la enerǵıa cinética:

L =
1

2
mV.V

con V el vector velocidad de la part́ıcula. En coordenadas ciĺındricas L será:

L(ρ̇, φ̇, ż) =
1

2
m(ρ̇2 + ρ2φ̇2 + ż2) (3.19)

Efectuando la transformación de legendre y usando las ecuaciones (3.5) obtenemos la

función de Hámilton:

H(pρ, pφ, pz) =
1

2m

(
p2
ρ +

p2
φ

ρ2
+ p2

z

)
(3.20)

Entonces al cuantizar este sistema usando la cuantización canónica sustituimos en la

expresión (3.20) las variables pρ, pφ, pz por los operadores:

p̂ρ = −i~ ∂
∂ρ

p̂φ = −i~ ∂

∂φ
p̂z = −i~ ∂

∂z

obtenemos:

Ĥ = − ~2

2m

(
∂2

∂ρ2
+

1

ρ2

∂2

∂φ2
+

∂2

∂z2

)
(3.21)

Obviamente la ecuación (3.21) no es la expresión del hamiltoniano de la part́ıcula

libre el cual viene dado haciendo cero el término V (r) de la ecuación (3.14), tomando

el laplaciano en ciĺındricas la expresión correcta del hamiltoniano en estas coordenadas

será:

Ĥ = − ~2

2m

(
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2

∂φ2
+

∂2

∂z2

)
(3.22)

Entonces el método de cuántización canónica da resultados diferentes para distintas

coordenadas. Se podrá pensar que esto se resuelve cuantizando canónicamente en car-

tesianas. Sin embargo, esto privilegia las coordenadas cartesianas sin ninguna razón ya

que la clásica (la cual es un ĺımite de la cuantica) no las privilegia. Además, ¿cómo se

procede si se tiene un espacio curvo, un sistema con vinculos o un sistema con infinitos

grados de libertad que generalmente tiene vinculos? (en estos casos no es obvio quien

juega el papel de cooordenadas cartesianas). En la siguiente sección veremos, en espacio

euclideo, como cuantizar sin privilegiar sistemas de coordenadas.
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3.2.2. Cuantización geométrica de la part́ıcula libre en Rn

Dado el espacio de estados H de la part́ıcula libre en espacio eucĺıdeo (el cual es un

sistema f́ısico localizable, lo que significa que el operador posición esta determinado)

una isometŕıa G en el espacio eucĺıdeo (como por ejemplo una rotación ó una traslación)

induce una transformación en los elementos de H

|E〉 G−→ |EG〉 (3.23)

sin embargo las propiedades f́ısicas del sistema no deben cambiar (por ejemplo la pro-

babilidad de transición) en particular este hecho se debe a las propiedades del espacio:

homogeneidad e isotroṕıa. Aśı

|〈E|F 〉|2 = |〈EG|FG〉|2 (3.24)

Entonces las acción de la isometŕıa espacial en el espacio de estados H debe venir

expresada por operadores unitarios ó antiunutarios ÛG (Teorema de Wigner):

|EG〉 = ÛG|E〉 con ÛGÛ
†
G = 1 (3.25)

Donde Û †G es el adjunto de ÛG el cual coincide con su inversa. Estos operadores forman

una representación del grupo de isometŕıas la cual es un grupo de lie conectado (ya

que nos restringimos a la parte conectada) por ejemplo para el caso de rotaciones y

traslaciones en el espacio eucĺıdeo, su acción sobre el espacio de estados H vendrá re-

presentada respectivamente por los siguientes operadores unitarios (Por ejemplo ver

[19]):

Û(n,θ) = exp(−iθn.L̂/~) Û(a) = exp(−ia.p̂/~) (3.26)

aqúı θ es el ángulo de rotación alrededor del eje generado por el vector unitario n en

R3 y a es la traslación efectuada al sistema. Los operadores L̂ y p̂ son los generadores

infinitesimales de los operadores Û(n,θ) y Û(a) respectivamente.

Cada traslación del sistema puede descomponerse a lo sumo en tres traslaciones

independientes (por ejemplo en tres traslaciones en dirección a tres ejes mutuamente

ortogonales) de esta manera el operador traslación es:

Û(a) = exp(−ia1p̂1/~) exp(−ia2p̂2/~) exp(−ia3p̂3/~) (3.27)

En el caso de la rotaciones si tomamos por ejemplo cada rotación alrededor de los tres

ejes mutuamente ortogonales escogidos anteriormente obtenemos tres operadores que
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representan un conjunto de rotaciones independientes entre si:

Û(n1,θ1) = exp(−iθ1L̂1/~) Û(n2,θ2) = exp(−iθ2L̂2/~) Û(n3,θ3) = exp(−iθ3L̂3/~)

(3.28)

Donde p̂i = ni.p̂ y L̂i = ni.L̂ con i = 1, 2, 3. Cada una de las seis transformaciones

anteriores es una representación de un subgrupo monoparamétrico del grupo conectado

de isometŕıas en el espacio eucĺıdeo actuando en el espacio de Hilbert H de la part́ıcula,

y de hecho la relación entre cada una de estas isometŕıas y el correspondiente operador

unitario es uńıvoca. Aśı ambas transformaciones deben tener los mismos generadores

(claro esta, aunque ambas son distintas representaciones de una misma propiedad del

sistema). Recuérdese (sección 2.3.4) que los generadores del grupo de isometŕıas son

el conjunto de campos vectoriales de killing y que con cada subgrupo monoparáme-

trico de isometŕıas viene asociado un campo vectorial de killing independiente. Aśı el

conjunto de generadores (p̂i, L̂i) debe ser en representación r, salvo alguna constante

multiplicativa, un conjunto linealmente independientes de campos vectoriales de killing

(el dominio de los campos vectoriales puede extenderse de tal manera que actúe sobre

el espacio de Hilbert H en representación r).

Hagamos explicitamente el cálculo de los vectores de killing en espacio eucĺıdeo

tridimensional usando coordenadas ciĺındricas, el tensor métrico en estas coordenadas

viene dado por:

g =

1 0 0

0 ρ2 0

0 0 1

 (3.29)

calculando los śımbolos de Christoffel obtenemos de (2.40) un conjunto de seis ecuacio-

nes que deben satisfacer las componentes del campo:

∂ξρ

∂ρ
=
∂ξz

∂z
= 0 ρ

∂ξφ

∂φ
+ ξρ = 0

∂ξρ

∂z
+
∂ξz

∂ρ
= 0 ρ2∂ξ

φ

∂z
+
∂ξz

∂φ
= 0 (3.30)

∂ξρ

∂φ
+
∂(ρ2ξφ)

∂ρ
− 2ρξφ = 0

La solución mas general a este conjunto de ecuaciones puede expresarse de la siguiente
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manera:

ξρ = (Cz +D) cosφ− (Bz − E)senφ (3.31)

ξφ = A− (Bz − E)
cosφ

ρ
− (Cz +D)

senφ

ρ
(3.32)

ξz = F +Bρ senφ− Cρ cosφ (3.33)

Donde A,B,C,D,E, F son constantes cualesquiera, el hecho de que sean seis no es

casualidad, ellas pueden considerarse como el parámetro de cada subgrupo monopa-

ramétrico de isometŕıas. Asi agrupando cada término que tenga la misma constante

obtenemos cualquier campo vectorial de Killing en χ(R3) en función de seis campos

vectoriales linealmente independientes. Es decir a partir de:

~ξ = ξρ
∂

∂ρ
+ ξφ

∂

∂φ
+ ξz

∂

∂z
(3.34)

obtenemos:

~ξ = B

(
ρ senφ

∂

∂z
− z senφ

∂

∂ρ
− z cosφ

ρ

∂

∂φ

)
+ C

(
z cosφ

∂

∂ρ
− z senφ

ρ

∂

∂φ
− ρ cosφ

∂

∂z

)
+ A

(
∂

∂φ

)
+D

(
cosφ

∂

∂ρ
− senφ

ρ

∂

∂φ

)
+ E

(
senφ

∂

∂ρ
+

cosφ

ρ

∂

∂φ

)
+ F

(
∂

∂z

) (3.35)

Entonces estos campos de Killing linealmente independientes expresados en coor-

denadas cilindricas corresponden al conjunto de generadores de cada subgrupo de iso-

metŕıas en su representación unitaria al multiplicar por la unidad imaginaria (salvo por

una constante real). Denotemos la ecuación (3.35) por:

~ξ = A~ξ1 +B~ξ2 + C~ξ3 +D~ξ4 + E~ξ5 + F~ξ6 (3.36)

Si expresamos los vectores ~ξi en coordenadas cartesianas, obtenemos: i/~ veces los ope-

radores momento, y momento angular de una part́ıcula según el formato de la cuantiza-

ción canónica los cuales son observables del sistema (un estudio de la autoadjunticidad

de estas expresiones puede verse por ejemplo en [11]). Sin embargo, los campos vec-

toriales de killing son objetos geométricos independientes de coordenadas; aśı hemos
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obtenido un método de cuantización que no depende de esta elección.

Aśı simplemente obtendremos los observables momento angular, y momento de la

part́ıcula en cualquier sistema de coordenadas a partir de:

L̂i = −i~~ξi con i = 1, 2, 3 (3.37)

p̂i = −i~~ξi con i = 4, 5, 6 (3.38)

La cuestión de establecer los dominios de estos operadores como subconjuntos de

H es mas delicada; sin embargo puede demostrarse que existe un dominio denso en

H en el cual ellos son autoadjuntos, por lo que pueden representan observables, es es-

pacio eucĺıdeo resulta ser el caso. En este punto es bueno recordar que las isometŕıas

vienen representadas por operadores unitarios de manera natural en H ya que usa-

mos el elemento volumen (2.11) el cual esta directamente asociado a la métrica. Asi

que el método de cuantización geométrica nos proporciona, como debe ser, el espacio H.

Notemos que la afirmación de que cualquier observable del sistema f́ısico se puede

construir a partir de su expresión clásica (esto es,sustituir la expresión clásica en función

de las variables canónicas por sus correspondiente operadores momento y posición) es

en general sólo cierta en coordenadas cartesianas. Expresiones como L̂ρ ó p̂φ, las cuales

podŕıan interpretarse respectivamente como:

L̂ρ = −i~(ξρ1 + ξρ2 + ξρ3)
∂

∂ρ

y como

p̂φ = −i~(ξφ4 + ξφ5 + ξφ6 )
∂

∂φ

no tienen ningún sentido en mecánica cuántica ya que en general no son generadores

de algún subgrupo monoparamétrico de isometŕıas y tampoco representan a ningún ob-

servable (a diferencia de los operadores expresados en las ecuaciones (3.37) y (3.38) los

cuales si representan observables f́ısicos). De hecho si se intenta construir el operador

Ĥ a partir de la función de Hamilton en coordenadas ciĺındricas (3.20) obtenemos un

resultado erróneo.
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Para construir el operador de Hamilton Ĥ de una manera geométrica, debemos

tener en cuenta que toda constante de movimiento debe conmutar con el operador Ĥ

(ver (3.18)). En particular, este es el caso del conjunto de observables expresados en las

relaciones (3.37) y (3.38) (estos observables se derivan de las simetŕıas del espacio, y ellas

inducen clásicamente cantidades conservadas para la part́ıcula libre, que corresponden

con estos observables) los cuales, como se vio en el capitulo anterior, son una base para

el espacio vectorial χ(R3) el cual es un álgebra de lie. Todo operador que conmute con

todos los elementos del álgebra de lie (ó lo que es lo mismo con todos los elementos de la

base) se denomina operador de Casimir, por lo tanto Ĥ será un operador de este tipo.

En particular, al efectuar los conmutadores entre los operadores expresados en (3.37) y

(3.38) obtenemos las siguientes expresiones:

[p̂i, p̂j] = 0 (3.39)

[L̂i, L̂j] = i~εijkL̂k (3.40)

[L̂i, p̂j] = i~εijkp̂k (3.41)

Con εijk el simbolo de levi-civita. Generalmente dadas las expresiones anteriores carac-

teŕısticas del álgebra puede demostrarse que los operadores de Casimir (en general hay

mas de uno) serán expresiones cuadráticas de los elementos que generan el álgebra de

lie. En nuestro caso habrá dos posibles operadores de Casimir K̂1 y K̂2:

K̂1 =
3∑
i=1

p̂2
i (3.42)

K̂2 =
3∑
i=1

L̂ip̂i (3.43)

si se calcula K̂2 resulta ser que da cero, por lo que Ĥ debe corresponder con el primer

operador de Casimir, de hecho K̂1 coincide exactamente con −~2∇2 con∇2 el laplaciano

en R3. Por lo tanto:

Ĥ =
1

2m
K̂1 = − ~2

2m
∇2 (3.44)

Si trabajamos explićıtamente en coordenadas ciĺındricas por ejemplo, obtenemos la ex-

presión (3.22). Cuando el sistema f́ısico es del tipo mostrado en (3.14) (es decir con una

función potencial la cual expresa una “interacción clásica”) los operadores p̂i y L̂i no

cambian de forma y seguirán determinando a Ĥ, sin embargo dicha interacción puede

romper alguna de las simetŕıas, y en general Ĥ ya no será un operador de Casimir del
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álgebra de lie χ(R3) (o lo que es lo mismo los observables representados por los ele-

mentos del álgebra χ(R3) no podrán ser medidos simultáneamente con la enerǵıa). Sin

embargo puede resultar que siga siendo el operador de Casimir de alguna sub-álgebra

de χ(R3) y esto determina, en general, otros observables importantes del sistema f́ısico.

Aśı se ha obtenido una manera de cuantizar la part́ıcula libre en espacio euclideo

de una forma tal que es independiente de coordenadas. Este método de cuantización lo

usaremos a continuación en espacio esférico donde no hay un analogo de coordenadas

cartesianas intrinsecas.



Caṕıtulo 4

Cuantización en el espacio esférico

En el capitulo 2 se estudió el espacio esférico el cual representa localmente una

geometŕıa no eucĺıdea y que además es una variedad maximalmente simétrica; esto

implica que si se considera al espacio f́ısico dotado con la misma estructura del espacio

esférico entonces, al igual que en el caso eucĺıdeo, las simetŕıas determinan propiedades

fundamentales del sistema f́ısico. En este capitulo estudiaremos la part́ıcula libre en el

espacio esférico de la misma forma como se hizo en el espacio eucĺıdeo, con el fin de

establecer la forma de los observables asociados a los generadores del grupo de isometrias

en este espacio. Sin embargo, en espacio esférico esta cuestión es mas delicada ya que

la topoloǵıa introduce algunas particularidades, principalmente algunos de los campos

vectoriales obtenidos (los cuales son los generadores infinitesimales de las isometŕıas)

no están definidos globalmente;por lo que, deben imponerse condiciones explicitas sobre

los elementos del dominio de estos operadores para garantizar la autoadjunticidad de

los observables que de estos campos se derivan. Solo mencionamos esta problemática

y como generalmente hace el f́ısico haremos la vista gorda sobre el asunto, ya que no

afectará ninguno de nuestros resultados. Además estudiaremos una importante cuestión

que no se tomó en cuenta en los caṕıtulos anteriores: ¿Cómo determinar el operador

posición en el espacio esférico?. Mas adelante, los resultados obtenidos nos serán de

gran utilidad al cuantizar sistemas de una part́ıcula con alguna interacción dependiente

de la posición.
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4.1. Part́ıcula libre en el espacio esférico

4.1.1. Mecánica clásica

Estudiemos brevemente el sistema compuesto por una part́ıcula libre de masa m en

Sn, el lagrangiano en tal caso solo tendrá el término cinético (el formalismo desarrollado

en la sección (3.1) del capitulo 3 es en general válido en cualquier espacio métrico que

sea una variedad diferencial ya que el principio de mı́nima acción o lo que es lo mismo

el cálculo variacional puede desarrollarse naturalmente para sistemas f́ısicos en estos

espacios. Además, las propiedades homogeneidad e isotroṕıa son comunes al espacio

esférico y al euclideo por lo que la función lagrangiana de un sistema f́ısico aislado de-

be tener la forma (3.2) en este espacio). Al escoger cualquier sistema de coordenadas,

obtenemos las n ecuaciones de Euler-Lagrange, las cuales determinan la dinámica de

la part́ıcula. Este conjunto de n ecuaciones se encuentran acopladas (al menos para las

coordenadas cartesianas y esféricas en Sn) y su resolución aún en el caso de S2 no es de

ningún modo trivial.

Sin embargo para subvariedades regulares de Rn+1 (Sn es una espacio de este tipo)

existe un método mas simple. Usando el vinculo holonómico que restringe a la part́ıcula

a vivir en Sn (generalmente para cualquier subvariedad regular el vinculo será la ecua-

ción que la define; la cual en algún sistema de coordenadas, que en este caso siempre

existe, se obtiene al hacer una de las coordenadas constante. En Sn obviamente será la

coordenada radial de las coordenadas esféricas) se implementa este vinculo en la función

de lagrange como si fuera una función potencial. En nuestro caso esto es:

L(X, Ẋ) =
1

2
mẊ2 − λ(‖X‖2 − 1) (4.1)

con λ un multiplicador de lagrange. Aqúı se trata el problema como si el espacio fuera

Rn+1, vemos que la función que juega el papel del potencial puede interpretarse como

una función derivada de una fuerza restauradora en dirección radial la cual siempre

tenderá a mantener a la part́ıcula en la esfera. Si además en la solución que obtengamos

imponemos como condición inicial que la part́ıcula este en la esfera y que su velocidad

radial sea nula, obtendremos la dinámica de la part́ıcula libre en Sn. Las ecuaciones de

euler-lagrange serán entonces:

Ẍ +
2λ

m
X = 0 (4.2)
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y con las condiciones iniciales anteriormente especificadas obtenemos como solución las

curvas que describen el movimiento de la part́ıcula, cuya imagen denominada trayecto-

ria coincide con los ćırculos máximos en Sn ó sus geodésicas. Aśı al igual que en el caso

eucĺıdeo la part́ıcula se moverá en geodésicas a rapidez constante.

4.1.2. Cuantización de la part́ıcula libre en espacio esférico

Seguiremos el mismo procedimiento de cuantización efectuado en la sección (3.2.2)

pero aplicado al espacio esférico, ya que al igual que en espacio eucĺıdeo, los genera-

dores infinitesimales del grupo de isometŕıas determinarán la forma de los observables

fundamentales del sistema f́ısico.

En particular los postulados de la mecánica cuántica serán los mismos, y una repre-

sentación del espacio de Hilbert H del sistema sera el conjunto de funciones a valores

complejos sobre Sn y de cuadrado integrable denotado como L2(Sn) (ver [11]) es decir:

L2(Sn) =

{
ψ : Sn → C

∣∣∣ ∫
Sn
|ψ(q)|2 dnq <∞

}
(4.3)

Donde la función ψ(q) esta expresada en algún sistema de coordenadas de Sn y por lo

tanto dnq sera el elemento diferencial de volumen dado en (2.11).

Este espacio de funciones esta dotado de un producto escalar H⊗H → C el cual en

representación L2(Sn) es realizado por:

〈ψ|ϕ〉 =

∫
Sn
ψ(q)ϕ(q) dnq (4.4)

Con ψ(q) el complejo conjugado de la función ψ(q); los otros postulados se desarrollan

sin ningún inconveniente.

Aśı determinaremos el conjunto de observables fundamentales que actúan sobre el

espacio de Hilbert L2(Sn) del sistema. Espećıficamente estudiaremos los tres casos:

S1, S2, y S3. En estos tres casos usaremos coordenadas esféricas por simplicidad. Pero

téngase en cuenta que el método es válido para todos los sistemas de coordenadas que

cubren a estos espacios.
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Part́ıcula en S1

El tensor métrico en S1 en coordenadas esféricas es simplemente gφφ = 1 entonces la

única ecuación que determina las componentes del campo vectorial de Killing en estas

coordenadas será (véase (2.40)):

∂ξφ
∂φ

= 0 , 0 < φ < 2π (4.5)

cuya solución es simplemente:

ξφ = A con ~ξ = A
∂

∂φ
(4.6)

donde ξφ = ξφ, esta globalmente definido salvo su expresión en coordenadas, entonces

según el esquema de cuantización tendremos que el generador de importancia será:

L̂ = −i~ ∂

∂φ
(4.7)

Podŕıa pensarse que el esquema de la cuantización canónica funciona es este caso. Sin

embargo, como veremos mas adelante, surge un problema al determinar el observable

posición y es que de ninguna manera el ángulo φ puede representar un observable

posición. Puede demostrarse que la expresión del generador (4.7) es un observable al

exigir condiciones de borde periódicas en los extremos (esto es, que sus autofunciones

cumplan con esa condición de borde), véase [11].

ψ(0) = ψ(2π) (4.8)

dψ

dφ
(0) =

dψ

dφ
(2π) (4.9)

El operador de Hamilton, el cual es el único (salvo constantes) operador de casimir

será:

Ĥ = − ~2

2m

∂2

∂φ2
(4.10)

el cual también es autoadjunto y debe cumplir con condiciones de borde periódicas.

Particula en S2

El tensor métrico expresado en coordenadas esféricas de S2 es:

gµν =

(
1 0

0 sen2 θ

)
(4.11)
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Entonces el conjunto de ecuaciones (2.40) serán:

∂ξθ
∂θ

= 0

∂ξφ
∂φ

+ sen θ cos θξθ = 0

∂ξθ
∂φ

+
∂ξφ
∂θ
− 2

cos θ

sen θ
ξφ = 0

(4.12)

se puede ver que ξθ = ξθ y que ξφ = sen2 θξφ y la solución mas general del conjunto

de ecuaciones anteriores que son las componentes del campo vectorial de killing en

coordenadas esféricas será:

ξθ = A cosφ+B senφ

ξφ = − cot θ (A senφ−B cosφ) + C
(4.13)

Reagrupando cada término con la misma constante entonces la solución mas general

puede escribirse en función de tres campos vectoriales de killing linealmente indepen-

dientes:

~ξ = A

(
cosφ

∂

∂θ
− cot θ senφ

∂

∂φ

)
+B

(
senφ

∂

∂θ
+ cot θ cosφ

∂

∂φ

)
+ C

∂

∂φ

(4.14)

entonces siguiendo el formato de cuantización desarrollado en el capitulo anterior ten-

dremos que los observables derivados de las simetŕıas del espacio serán:

M̂1 = −i~
(

cosφ
∂

∂θ
− cot θ senφ

∂

∂φ

)
(4.15)

M̂2 = −i~
(

senφ
∂

∂θ
+ cot θ cosφ

∂

∂φ

)
(4.16)

M̂3 = −i~ ∂

∂φ
(4.17)

habŕıa que demostrar que estos operadores son autoadjuntos, en general para Sn puede

demostrarse que para todos los operadores derivados de las simetŕıas del espacio siem-

pre existe una única extensión de dominio perteneciente a L2(Sn) la cual hace de estos

operadores autoadjuntos debido a la medida de integración invariante y por lo tanto

ellos representan observables del sistema f́ısico (recuérdese que originalmente el dominio

de estos operadores era el conjunto de funciones C∞ sobre la variedad, las cuales no

son ni complejas, ni tienen que ser de cuadrado integrable).
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Como también se vió estos tres operadores son una base linealmente independien-

te del álgebra de lie χ(S2) correspondiente al grupo de lie conformado por el grupo

isometŕıas SO(3) y además puede verificarse que satisfacen:

[M̂i, M̂j] = i~εijkM̂k con los indices i; j; k = 1, 2, 3 (4.18)

La ecuación anterior es suficiente para determinar el operador de casimir del álgebra

χ(S2) el cual, por los mismos argumentos propuestos en el capitulo anterior, debe co-

rresponder con el hamiltoniano Ĥ de la part́ıcula libre. En este caso solo hay una

posibilidad:

K̂ =
3∑
i=1

M̂2
i (4.19)

efectuando el cálculo expĺıcitamente obtenemos al hamiltoniano:

1

2m
K̂ = Ĥ = − ~2

2m

[
1

sen θ

∂

∂θ

(
sen θ

∂

∂θ

)
+

1

sen2 θ

∂2

∂φ2

]
(4.20)

Notemos que en S2 no se puede definir globalmente un campo vectorial, en particular,

de killing. A diferencia de S1 donde hay uno (esto no tiene que ver con coordenadas y es

topológico). Sin embargo, basta, en este caso, con la independencia local para construir

los tres observables autoadjuntos asociados a las simetŕıas que generan los vectores de

Killing como hemos ya mencionado.

Part́ıcula en S3

Para finalizar obtendremos los observables derivados de las simetŕıas del espacio y el

operador de hamilton de la part́ıcula libre en S3 usando coordenadas esféricas (θ1, θ2, θ3).

El tensor métrico en este caso se expresa como:

gµν =

1 0 0

0 sen2 θ1 0

0 0 sen2 θ1 sen2 θ2

 (4.21)
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lo cual de (2.40) lleva al siguiente conjunto de seis ecuaciones que deben satisfacer las

componentes de cualquier elemento de χ(S3):

∂ξ1

∂θ1

= 0
∂ξ3

∂θ3

+ sen θ2 cos θ2ξ2 + sen2 θ2 sen θ1 cos θ1ξ1 = 0

∂ξ2

∂θ2

+ sen θ1 cos θ1ξ1 = 0
∂ξ1

∂θ2

+
∂ξ2

∂θ1

− 2 cot θ1ξ2 = 0

∂ξ1

∂θ3

+
∂ξ3

∂θ1

− 2 cot θ1ξ3 = 0
∂ξ2

∂θ3

+
∂ξ3

∂θ2

− 2 cot θ2ξ3 = 0

(4.22)

Aqúı la notación es diferente a la usada en los dos casos anteriores: ξi correspon-

de a la componente θi del campo vectorial de killing, donde ξ1 = ξ1; ξ2 = sen2 θ1ξ
2;

ξ3 = sen2 θ1 sen2 θ2ξ
3. La solución general para cada una de las componentes puede

escribirse de la siguiente forma:

ξ1 = C cos θ2 + sen θ2(−A cos θ3 +B sen θ3) (4.23)

ξ2 =
cos θ2

tan θ1

(−A cos θ3 +B sen θ3)− C sen θ2

tan θ1

+ (D cos θ3 + E sen θ3) (4.24)

ξ3 = cot θ2(E cos θ3 −D sen θ3) +
cot θ1

sen θ2

(B cos θ3 + A sen θ3) + F (4.25)

Agrupando cada término con la misma constante obtenemos, como en los casos

anteriores, la solución mas general al conjunto de ecuaciones (4.22) en función de seis

campos vectoriales de killing linealmente independientes. Multiplicando cada una de

estos campos por la constante compleja −i~ obtenemos un conjunto de observables que

actuán sobre algún subconjunto denso del espacio de hilbert L2(S3). Y escogiendo una

notación adecuada que de alguna forma caracterize y simplifique las expresiones de esta
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álgebra de lie, obtenemos:

N̂1 = −i~
(

sen θ2 sen θ3
∂

∂θ1

+ cot θ1 cos θ2 sen θ3
∂

∂θ2

+ cot θ1 csc θ2 cos θ3
∂

∂θ3

)
N̂2 = −i~

(
− sen θ2 cos θ3

∂

∂θ1

− cot θ1 cos θ2 cos θ3
∂

∂θ2

+ cot θ1 csc θ2 sen θ3
∂

∂θ3

)
N̂3 = −i~

(
cos θ2

∂

∂θ1

− cot θ1 sen θ2
∂

∂θ2

)
M̂1 = −i~

(
cos θ3

∂

∂θ2

− cot θ2 sen θ3
∂

∂θ3

)
M̂2 = −i~

(
sen θ3

∂

∂θ2

+ cot θ2 cos θ3
∂

∂θ3

)
M̂3 = −i~ ∂

∂θ3
(4.26)

Notemos que en S3 solo pueden ser definidos globalmente solo tres campos vectoriales

linealmente independientes. Sin embargo, como antes, es suficiente la independencia

local para construir los seis observables. Puede verificarse, directamente de (4.26), que

estas expresiones satisfacen:

[N̂i, N̂j] = i~εijkM̂k

[M̂i, M̂j] = i~εijkM̂k

[M̂i, N̂j] = i~εijkN̂k

(4.27)

Con los indices i; j; k = 1, 2, 3. Del conjunto de ecuaciones anteriores puede calcularse

los operadores de casimir del álgebra χ(Sn); los cuales tendrán las siguientes expresiones:

K̂1 =
3∑
i=1

(M̂2
i + N̂2

i ) (4.28)

K̂2 =
3∑
i=1

M̂iN̂i (4.29)

el segundo casimir si se calcula expĺıcitamente da cero, aśı el operador de hamilton de

la particula libre en S3 vendrá dado por:

Ĥ =
1

2m
K̂1 (4.30)

El cual si se calcula expĺıcitamente da:

Ĥ = − ~2

2m

1

sen2 θ1

{
∂

∂θ1

(
sen2 θ1

∂

∂θ1

)
+

1

sen θ2

∂

∂θ2

(
sen θ2

∂

∂θ2

)
+

1

sen2 θ2

∂2

∂θ2
3

}
(4.31)
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La expresión anterior coincide exactamente con:

Ĥ = − ~2

2m
∇2
LB (4.32)

Donde ∇2
LB es el conocido operador de Laplace-Beltrami, el cual es una generalización

del laplaciano para variedades riemanianas y pseudoriemanianas. De alguna manera la

descripción al hacer mecánica cuántica en espacio esférico es similar a la descripción

en espacio eucĺıdeo (al menos en la forma del hamiltoniano) y seŕıa tentador postular,

en vista de esta coincidencia, que para cualquier variedad riemaniana el hamiltoniano

de la part́ıcula libre coincide con (4.32); en realidad el problema de la part́ıcula libre

en espacio esférico inicialmente fue planteado de esta forma (ver [21]). Este coinciden-

cia se debe a que ambos espacios son representaciones de dos geometŕıas totalmente

consistentes, y al gran número de simetŕıas que presentan estos espacios. De hecho nues-

tra construcción esta basada en estas simetŕıas fundamentales. En general la ecuación

(4.32) puede generalizarse a cualquier variedad riemaniana pero la autoadjunticidad no

esta garantizada. La forma explicita del operador Laplace-Beltrami en una variedad

riemaniana ó pseudoriemaniana n dimensional en una carta (x1, x2, . . . , xn) viene dado

por:

∇2
LB =

1√
|g|

n∑
i=1

n∑
j=1

∂

∂xi

(√
|g|gij ∂

∂xj

)
(4.33)

Con gij las componentes de la inversa del tensor métrico y |g| el determinante de la

matriz que expresa al tensor métrico en la carta. Este problema ha sido formulado de

diferentes maneras: cabe mencionar por ejemplo la cuantización canónica para sistemas

con v́ınculos de segunda clase, donde se obtiene como solución del hamiltoniano de

la part́ıcula libre el operador Laplace-Beltrami mas una constante dependiente de la

curvatura del espacio. Pero del método de Dirac no se especifica como construir el

espacio de Hilbert. Además, la existencia de una constante debe descartarse por varias

consideraciones f́ısicas (ver [21]). Es bueno señalar que la aparición de dicha constante

aditiva se ha obtenido por varios métodos de cuantización y algunos autores (veáse [21],

[20] y [22]) han propuesto que su aparición es de carácter fundamental, propiamente

debido a la curvatura del espacio. Algunos incluso lo han comparado con el conocido

efecto Aharonov-Bohm. Esta cuestión no deja aun hoy de causar polémica. Nuestra

cuantización tiene la ventaja de tomar en cuenta las simetŕıas del espacio, y de ser

geométrica, es decir, vale para cualquier sistema de coordenadas.
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4.2. El Observable posición

Como vimos en el capitulo anterior, en espacio eucĺıdeo, el formato de la cuanti-

zación canónica propone como regla que el observable posición, en representación r,

actúe como el operador multiplicación, ver (3.15). Suponiendo el caso unidimensional,

la acción de X̂ sobre los elementos de H es la multipicación por la coordenada x (la

generalización al caso tridimensional es obvia). Para el caso de la part́ıcula libre en

una dimensión, los dos problemas usuales de interés son: La part́ıcula en una caja (la

coordenada x esta restringida al siguiente rango x ∈ (a, b) con a y b números reales)

y la part́ıcula libre en la recta real (x ∈ (−∞,∞)) en ambos problemas el operador

posición X̂ es autoadjunto y representa un observable (ver [11]).

Al considerar la part́ıcula libre en S1 el problema pareciera ser idéntico a la part́ıcula

en una caja (El observable momento coincide, ver (4.7), y la coordenada φ esta res-

tringida a un abierto de R, esto es φ ∈ (0, 2π)). Sin embargo φ no es una coordenada

global a diferencia de x y el problema esencialmente es distinto: la part́ıcula libre en la

caja no puede pasar continuamente de un extremo a otro, en cambio esto si ocurre de

forma natural en S1, además la coordenada φ es discontinua en los extremos y por lo

tanto no expresa esta importante propiedad (esto tiene que ver con la topoloǵıa de S1

que es distinta a la de R). Generalmente esto se resuelve proponiendo como observable

alguna función periódica en φ; este problema aún hoy en d́ıa es discutido ampliamente

en la literatura, ver por ejemplo [20], y esencialmente tiene que ver con la cuestión de

si es posible cuantizar coordenadas. Como hemos visto no debe ser el caso.

Para abordar este problema consideremos un observable Â el cual por simplicidad se

supondrá que posee solo espectro discreto Sp (este espectro será el conjunto de posibles

valores obtenidos al medir el observable Â). Además los estados posibles del sistema

serán estados puros; entonces uno de los postulados de la mecánica cuántica (ver [14])

establece que dado un estado |ψ〉, después de una medición del valor λn ∈ Sp, el estado

del sistema será:

|ψn〉 =
P̂n|ψ〉
〈ψ|P̂n|ψ〉

(4.34)

donde P̂n es el proyector en el subespacio vectorial m-dimensional M(n) correspon-

diente al valor λn ∈ Sp (ver [11]). En este subespacio vectorial se pueden escoger m
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vectores ortonormales |ψin〉 v́ıa el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt con

i = 1, 2, . . . ,m. Ademas se dice que estos vectores están degenerados y deben cumplir

con:

Â|ψin〉 = λn|ψin〉 (4.35)

Una vez obtenidos estos vectores, el proyector P̂n puede escribirse como:

P̂n =
m∑
i=1

|ψin〉〈ψin| (4.36)

Para ver las propiedades de los proyectores véase [11]. Uno de los rasgos mas distintivos

de estos proyectores es que una vez conocido cada proyector asociado a cada λn ∈ Sp
es posible expresar el operador Â de la siguiente manera:

Â =
∑
n

λnP̂n (4.37)

La ecuación (4.37) determina al operador Â, inclusive puede generalizarse al caso en

que el espectro del operador autoadjunto Â no sea discreto, ver [13]. Consideremos por

ejemplo el caso en que el espectro del operador Â sea solamente continuo (por ejemplo

Sc son los reales R) considerando los estados como no degenerados, la generalización de

(4.37) será:

Â =

∫ ∞
−∞

λ dÊλ (4.38)

Con dÊλ = dλ |λ〉〈λ| una generalización de (4.36) y las |λ〉 son las denominadas “au-

tofunciones”del continuo del operador Â. En particular dada una función real ϕ bien

comportada, y de dominio algún subconjunto tipo Borel de Sc, puede definirse el ope-

rador ϕ(Â) como:

ϕ(Â) =

∫ ∞
−∞

dλϕ(λ) |λ〉〈λ| (4.39)

Si la función es del tipo exigido el operador definido en (4.39) será autoadjunto (Ver

[13]). Se puede estar interesado, por ejemplo, en determinar la probabilidad de que el

resultado de una medición se encuentre en algún subconjunto de Borel de Sc, para ello

se usa la conocida función caracteŕıstica χA : Sc → R con el subconjunto A ⊂ Sc;

definida aśı:

χA(λ) =

{
1 si λ ∈ A
0 si λ ∈ Sc −A

(4.40)
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El operador asociado a la función caracteŕıstica χA el cual, puede demostrarse, es un

proyector y tiene la siguiente expresión (ver (4.39)):

ÊÂ(A) =

∫
λ∈Sc∩A

dλ |λ〉〈λ| (4.41)

Aśı por ejemplo dado el estado ψ la probabilidad de que la medición del observable Â

este en el conjunto A será:

PÂ,ψ(A) = ‖ÊÂ(A)ψ‖2 =

∫
λ∈Sc∩A

dλ |〈λ|ψ〉|2 (4.42)

Es importante remarcar que las expresiones anteriores son validas para cualquier ope-

rador autoadjunto, en particular, para el operador posición en Rn. Aśı en una variedad

riemanniana, al hacer mecánica cuántica, una de las preguntas fundamentales es si

el sistema es localizable. De ser este el caso se podrá determinar la probabilidad de

localizar al sistema en cualquier subconjunto abierto de la variedad. Y de esta forma

existirá un observable posición cuyo espectro se identifique con los puntos de la variedad.

En general, al no existir coordenadas globales, por razones topológicas, la localización

se hará con la familia de operadores dada por (4.41) con A un Borel en la variedad.

Es evidente que esta construcción del observable posición, cuando es posible, es inde-

pendiente del sistema de coordenadas elegido. Por ejemplo consideremos el caso de la

part́ıcula en el espacio unidimensional R; para este problema es conocido el observable

posición. Las autofunciones del continuo de X̂ serán en la representación usual:

|λ〉 → ψλ(x) = δ(x− λ) (4.43)

Con δ(x− λ) la delta de Dirac y punto singular en x = λ. Aśı efectuemos la operación

de X̂ con algún estado ψ(x) del sistema, usando (4.38) se obtiene:

X̂ψ(x) =

∫ ∞
−∞

dλ λδ(x− λ)

∫ ∞
−∞

δ(x′ − λ)ψ(x′) dx′ =

∫ ∞
−∞

dλ λψ(λ)δ(x− λ) (4.44)

Lo que finalmente (usando las propiedades de la delta) se reduce a:

X̂ψ(x) = xψ(x) (4.45)

Aśı, el espectro del operador posición debe poder caracterizar todos los puntos del

espacio ya que, en principio, la part́ıcula podrá ser localizada en cualquier punto de la
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variedad. Para el caso de la recta real, la coordenada x es global y caracteriza todos los

puntos de este espacio. Entonces es de esperar que esta coordenada determine todo el

espectro del operador. Para el caso de R3 las autofunciones del continuo del operador

posición serán generalizaciones de la delta de Dirac en tres dimensiones δ(R − λ); sin

embargo cualquier otro conjunto de coordenadas distintas de las cartesianas no serán

coordenadas globales y por lo tanto la expresión (4.38) no podrá ser desarrollada, ya

que siempre faltara algún punto del espectro (en este caso puntos de R3). Esta des-

cripción no es aplicable a cualquier variedad, ya que como hemos comentado, en una

variedad puede no existir coordenadas globales (tal es el caso del espacio esférico) y

por lo tanto tampoco una generalización de la ecuación (4.45). En tales casos convie-

ne usar como observable posición la familia de operadores expresada en (4.41) la cual

siempre estará definida para cualquier subconjunto del abierto en la cual se defina la

carta ó sistema de coordenadas.

Algunos autores (ver [20]) proponen como cuantización de la coordenada angular

φ no el operador multiplicación, sino el operador multiplicación por las funciones pe-

riódicas senφ y cosφ. En particular, salvo la coordenada radial, estas dos funciones

concuerdan con las coordenadas cartesianas x y y los cuales son coordenadas globales

de R2 , y determinan el espectro del operador posición en todo el plano (en particular

también en algún subconjunto donde la coordenada radial sea una constante). Luego,

esta solución no es deseable por que supone a S1 embebida en otro espacio (un artefac-

to) además de ser dependiente de coordenadas.

4.2.1. Reglas canónicas de conmutación en la esfera

Hemos visto que no es posible definir, de forma equivalente a como se hace en es-

pacio eucĺıdeo, un observable posición en la esfera, y aunque exista en este espacio

un “analogo.al observable momento, tampoco se define de la manera usual las reglas

canónicas de conmutación y mucho menos establecer un principio de incertidumbre

entre ambos observables. (incluso el equivalente de los “momentos” en la esfera no es

total, de las relaciones (4.27) vemos que los “momentos”N̂i ni siquiera conmutan entre

si. Algo que si ocurre de manera natural en espacio eucĺıdeo). Por supuesto, una noción

de localización existe sobre la esfera a través de (4.41) en lugar de operador posición.
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Consideremos el ejemplo mas simple: el espacio esférico unidimensional S1. Aqúı el

observable L̂ de la ecuación (4.7) representa el generador del conjunto de isometŕıas en

este espacio. Tomaremos como observable posición la familia de operadores definida en

la ecuación (4.41), la cual en este caso escribiremos como:

ÊQ̂(a, b) =

∫
λ∈(a,b)

dλ |λ〉〈λ| (4.46)

Donde (a, b) representa un conjunto abierto ó Borel de S1 y usando la parametrización

local usual del ćırculo tendremos que 0 < a < b < 2π. Aqúı λ corresponde a la loca-

lización en un abierto de S1. En representación posición, en estas coordenadas locales,

al igual que en (4.43) las “autofunciones” del continuo serán deltas de Dirac. Aqúı esta

noción de delta es local ya que λ ∈ (a, b) Aśı la acción de ÊQ̂(a.b) sobre un estado ψ(φ)

será:

ÊQ̂(a, b)ψ(φ) =

∫
λ∈(a,b)

dλ |λ〉〈λ|ψ〉 =

∫
λ∈(a,b)

dλψ(λ)δ(λ− φ) = ψ(φ)χ(a,b)(φ) (4.47)

con χ(a,b)(φ) la conocida función caracteŕıstica definida en (4.40); para evitar cuestiones

de dominio efectuemos el siguiente conmutador, el cual siempre estará definido para

cualquier elemento de H:

[Ûα, ÊQ̂(a, b)] =
{
χ(a,b)(φ− α)− χ(a,b)(φ)

}
Ûα (4.48)

Donde Ûα = exp(−iαL̂/~) es el operador unitario que representa a la isometŕıa actuan-

do en el espacio de Hilbert y χ(a,b)(φ − α) representa la acción de Ûα sobre χ(a,b) (la

cual, aunque este escrita en coordenadas esfericas, no depende de coordenadas de ma-

nera obvia y es un objeto globalmente definido). Si se desea obtener el conmutador con

L̂ se puede lograr considerando el limite de α → 0 y resolviendo la ecuación anterior,

pero teniendo en cuenta para que dominio se obtiene esto. Esta ecuación vendŕıa a ser el

equivalente de las relaciones de conmutación en el circulo, y expresa a grandes rasgos la

no simultaneidad en las medidas de localización y del “momento” generalizado de una

part́ıcula (no efectuaremos semejante análisis aqúı). Lo verdaderamente importante es

que de ninguna manera puede generalizarse la ecuación (3.17) a la hora de cuantizar un

sistema f́ısico en S1. Para ahondar mas a fondo sobre esta cuestión véase por ejemplo

[13]. Sin embargo, es bueno señalar que aun hoy en d́ıa existen publicaciones arbitradas

de reglas de conmutación indebidas, como por ejemplo, fase y momento en S1.
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El problema de Kepler en S3

A partir de aqúı consideraremos la resolución de sistemas f́ısicos compuestos de una

part́ıcula con alguna interacción dependiente solo de la posición y la cual, como los

problemas usuales en espacio eucĺıdeo, viene representada por una función potencial

V (r). Dicha interacción será considerada “clásica” en el sentido de que su expresión es

exactamente la misma que al formular la dinámica del sistema mediante la mecánica

clásica (recuérdese que hemos planteado el problema en representación r ó posición).

Muchos de los problemas usuales en mecánica cuántica en espacio eucĺıdeo son de este

tipo. Como dicha interacción no depende del tiempo t el problema se reduce (ver (3.14))

a resolver la siguiente ecuación diferencial en derivadas parciales:

− ~2

2mR2
∇2
LBψ(r) + V (r)ψ(r) = Eψ(r) (5.1)

Donde E es el espectro de enerǵıas del sistema el cual, debido a la topoloǵıa de S3,

será solamente discreto a diferencia de los espacios eucĺıdeos e hiperbólicos. Aqúı tam-

bién deseamos observar el efecto que tiene sobre el espectro la curvatura del espacio,

la cual es el inverso del radio R al cuadrado y es introducida de forma natural con las

coordenadas esféricas en R4 (entonces los elementos de S3 serán, según esta nueva consi-

deración, todos los vectores de R4 con norma R) El primer caso que se estudiará será el

problema de Kepler en S3 el cual es el análogo del átomo de hidrógeno en espacio

esférico. Se analizará someramente la versión clásica de este problema para justificar

el potencial V (r) que será usado. Entre los tratamientos de este problema citamos por

ejemplo [26], [23]. En las referencias [27] y [28] se cuantizan los observables fundamen-

tales partiendo de las simetŕıas dinámicas del sistema y se resuelve el problema de otra

forma.
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5.1. Mecánica clásica

Como vimos en el capitulo 4, las propiedades de homogeneidad e isotroṕıa del espacio

esférico garantizan que la función lagrangiana de un sistema f́ısico conformado por una

part́ıcula de masa m con alguna interacción sea del tipo (3.2). En algún conjunto de

coordenadas (q1, q2, q3) la expresión del lagrangiano, con una interacción que dependa

de la posición (tal como nuestro problema) se podrá escribir expĺıcitamente como:

L(q1, q2, q3) =
m

2

3∑
i,j=1

gij q̇
iq̇j − V (r(q1, q2, q3)) (5.2)

Con gij las componentes del tensor métrico de S3 en estas coordenadas. Aśı dado un

potencial el problema se reduce a resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange. Estamos

interesados en ver cual es el análogo en espacio esférico del potencial de Kepler. Para ello

(ver [27]) se usa la conocida transformación Gnómica la cual es biyectiva y transforma

el hiperplano tridimensional xi = 0 en el abierto xi > 0 de S3, con i = 1, 2, 3, 4 (véase

el apartado de las coordenadas cartesianas en la sección 2.3.3.). Dicha transformación

se denota como ν : R3 → S3 y se escribe como:

ν(~x) =
~x+Rêi
‖~x+Rêi‖

(5.3)

con ~x las coordenadas del hiperplano tridimensional. Lo importante aqúı además de

haber obtenido un nuevo conjunto de coordenadas locales, es que todo movimiento en

el abierto de S3 se proyecta en el hiperplano, por ejemplo las geodésicas de S3 son rectas

en el nuevo espacio, ver [27]. Puede demostrarse que un potencial tipo:

V (r) = −α‖~x‖−1 (5.4)

con α una constante, hará que una part́ıcula se mueva en órbitas cerradas en el hiper-

plano. Consideraremos entonces este problema como el análogo del potencial central

en espacio esférico. De la definición de transformación gnómica vemos que el vector

~x + Rêi ∈ R4 forma un ángulo θi respecto del eje generado por êi, dicho ángulo es el

mismo que el de las coordenadas esféricas. Vemos también que ~x y êi son ortogonales.

Tomando todo esto en consideración y eligiendo i = 1 tenemos que:

‖~x‖ = R tan θ1 (5.5)
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Por lo tanto el potencial V (r) que usaremos en la ecuación (5.1) será:

V (r) = −Kq
2

R
cot θ1 (5.6)

Este potencial es la escogencia usual (ver p.e. [27])

5.2. El átomo de hidrógeno en S3

Escribamos la ecuación (5.1) con el potencial (5.6) explicitamente. Vemos que es una

ecuación en derivadas parciales de segundo orden:

− ~2

2mR2

1

sen2 θ1

[
∂

∂θ1

(
sen2 θ1

∂ψ(r)

∂θ1

)
+

1

sen θ2

∂

∂θ2

(
sen θ2

∂ψ(r)

∂θ2

)
+

1

sen2 θ2

∂2ψ(r)

∂θ2
3

]
− Kq2

R
cot θ1ψ(r) = Eψ(r) (5.7)

efectuemos el procedimiento de resolución usual en estos casos: separación de varia-

bles. Como solución general propondremos:

ψ(θ1, θ2, θ3) = A(θ1)B(θ2)C(θ3) (5.8)

se puede ver que el procedimiento de separación para las variables θ2 y θ3 es idéntico que

en el caso del átomo de hidrógeno en espacio eucĺıdeo. De hecho se llega a las mismas

ecuaciones y las soluciones tendrán en tal caso la misma forma, siempre y cuando se

impongan condiciones de borde periódicas en los extremos de θ3:

B(θ2)C(θ3) = Y m
l (θ2, θ3) =

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ2)eimθ3 (5.9)

con −l ≤ m ≤ l. Los valores permitidos para l serán determinados luego, sin embargo la

soluciones anteriores tienen sentido solo para l natural incluido el cero. Aqúı Pm
l (cos θ2)

son las conocidos funciones asociadas de Legendre. La ecuación diferencial que debe

satisfacer la función A(θ1) es el equivalente a la ecuación radial presente en el átomo

de hidrogeno en espacio eucĺıdeo. Dicha ecuación tiene la siguiente forma:

− ~2

2mR2

1

sen2 θ1

{
d

dθ1

(
sen2 θ1

dA(θ1)

dθ1

)
− l(l + 1)A(θ1)

}
− Kq2

R
cot θ1A(θ1) = EA(θ1)

(5.10)
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multiplicando la ecuación anterior por −2mR2/~2 y redefiniendo obtenemos:

1

sen2 θ1

d

dθ1

(
sen2 θ1

dA(θ1)

dθ1

)
+

[
λ− l(l + 1)

sen2 θ1

+ β cot θ1

]
A(θ1) = 0 (5.11)

Donde:

λ =
2mR2E

~2
y β =

2Kq2Rm

~2

La expresión anterior es una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden. Para

obtener la solución general por los métodos usuales es necesario “complejificarla”. Sin

embargo conviene efectuar un cambio de variable adecuado. Sea ω = cot θ1; este cambio

de variable es ejemplar, debido a que la función cot θ1 es bien comportada y ademas

monótona decreciente en el intervalo 0 < θ1 < π, lo que hace que el cambio sea una

biyección. La nueva variable esta definida en el intervalo −∞ < ω < ∞. Si se procede

a efectuar el cambio de variable, la ecuación (5.11) es equivalente a:

d2Ψ(ω)

dω2
+

[
λ+ βω

(1 + ω2)2
− l(l + 1)

1 + ω2

]
Ψ(ω) = 0 (5.12)

La ecuación (5.12) es la que se procederá a “complejificar”. Tomando en consideración

que β es una constante real, que los únicos valores de λ que son de interés son reales (ya

que λ, salvo una constante real, coincide con el espectro de enerǵıas del sistema, el cual

necesariamente es real), y que la constante l(l + 1) es también real; se demuestra que

la ecuación anterior es una EDOL definida en todo el plano complejo con tres puntos

regulares singulares (ver p.e [11]) los cuales están ubicados en ω = +i,−i,∞. Este

tipo de ecuación siempre tiene solución y se denomina ecuación de Riemann-Papperitz

(Ver [29]). En particular, para conseguir las soluciones, se efectúa un cambio de variable

biyectivo que “arrastre” los puntos regulares singulares a las posiciones z = 0, 1,∞; esto

se hace con la finalidad de expresar las soluciones de la ecuación mediante relaciones

que involucren a la conocida función hipergeométrica. En nuestro caso escogemos el

cambio de variable (coincidiendo con [26]):

z = − 2i

ω − i
(5.13)

Dicho cambio es una transformación de möbius la cual, ademas de arrastrar las sin-

gularidades a los puntos deseados, tiene la ventaja de que facilita el estudio sobre el
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comportamiento de la solución. La ecuación (5.12) al efectuar este cambio de variable

queda como:

d2ϕ

dz2
+

2

z

dϕ

dz
−
[

1

4

(λ− iβ)

z − 1
+

1

4
(λ+ iβ)− l(l + 1)

z

]
ϕ

z(z − 1)
= 0 (5.14)

Vemos que la expresión anterior es idéntica a la ecuación Riemann-Papperitz el cual se

escribe (ver [29]):

d2ϕ

dz2
−
[
α + α′ − 1

z
+
µ+ µ′ − 1

z − 1

]
dϕ

dz

−
[
αα′

z
− µµ′

z − 1
+ ν(α + α′ + µ+ µ′ + ν − 1)

]
ϕ

z(z − 1)
= 0 (5.15)

y una de las soluciones se expresa como:

ϕ1(z) = Azα(z − 1)µF (α + µ+ ν, 1− ν − α′ − µ′, α− α′ + 1; z) (5.16)

al comparar las ecuaciones (5.14) y (5.15) obtenemos los coeficientes que determinan a

la solución (5.16) los cuales se escriben como:

a = α + µ+ ν = l + 1 +

√
(1 + λ)− iβ +

√
(1 + λ) + iβ

2
(5.17)

b = 1− ν − α′ − µ′ = l + 1 +

√
(1 + λ)− iβ −

√
(1 + λ) + iβ

2
(5.18)

c = α− α′ + 1 = 2l + 2 (5.19)

Donde:

α = l α′ = −1− l (5.20)

µ =
1 +

√
(1 + λ)− iβ

2
µ′ =

1−
√

(1 + λ)− iβ
2

(5.21)

ν =
1 +

√
(1 + λ) + iβ

2
(5.22)

Téngase en cuenta que la elección del conjunto de ecuaciones (5.16)-(5.22) no es única;

en realidad existe un total de 8 posibles combinaciones; nuestra escogencia no atiende

a ninguna consideración en particular. Como la constante 1 − c es un entero se tiene

que conseguir la segunda solución por medio de la formula de Liouville (ver [11]); sin
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embargo esta solución debe descartarse debido a que en ω →∞ (o lo que es lo mismo

en z → 0) se comporta de la siguiente manera:

ĺım
ω→∞

ϕ2(ω) = ĺım
ω→∞

ϕ1(ω)

∫ ω dω′

[ϕ1(ω′)]2
' ĺım

ω→∞
ωl+1 →∞ (5.23)

Donde hemos usado el hecho de que F (a, b, c; z) −−→
z→0

1. Una de las restricciones que

garantiza la autoadjunticidad del operador (5.7) es que los elementos de su dominio

cumplan con la condición de finitud en los extremos. Aśı en θ1 → 0 (ω →∞) la solución

ϕ2(ω) diverge y debe descartarse. Por lo tanto la primera solución es la solución general.

En términos de ω (5.16) queda como:

ϕ(ω) = A(ω − i)−α−µ(ω + i)µF

(
a, b, c;− 2i

ω − i

)
(5.24)

Dicha solución es siempre finita en los extremos; para el caso en que ω →∞ vemos que

ϕ(ω) ' ω−l → 0, la misma tendencia se presenta en ω → −∞. Queda por encontrar

el comportamiento de la solución general en todo el intervalo ω ∈ (−∞,∞). Esto se

reduce al estudio de la función hipergeométrica F (a, b, c; z) en la ecuación (5.16); su

desarrollo en serie para |z| < 1 generalmente es dado en la literatura. Aśı la solución

(5.24) esta totalmente determinada en la región:∣∣∣∣ 2i

ω − i

∣∣∣∣ < 1 (5.25)

que en el plano complejo, siendo ω la variable, corresponde a la región exterior del circulo

de radio igual a 2 y centro en i. Puede verse que la recta real (es decir los ω ∈ (−∞,∞),

la cual es la región de interés) corta al circulo en ω = ±
√

3 y de (5.25) es obvio que la

solución (5.24) es totalmente conocida en la región ω ∈ (−∞,−
√

3) ∪ (
√

3,∞). Queda

entonces por determinar el comportamiento en la región ω ∈ [−
√

3,
√

3]. Lo que equivale

a estudiar el comportamiento de la solución en el circulo
∣∣ 2i
ω−i

∣∣ = 1 y en la región interior.

La solución (5.24) es divergente en el circulo
∣∣ 2i
ω−i

∣∣ = 1 siempre que se cumpla con

la condición

Re(a+ b− c) ≥ 1 (5.26)

y a o b no sean enteros negativos o cero (ver [32]). Si este es el caso la solución (5.24)

no admite una continuación anaĺıtica en la región ω ∈ [−
√

3,
√

3] y por lo tanto debe

ser descartada. Estudiemos para que casos se obtiene la restricción Re(a + b− c) ≥ 1.
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De las ecuaciones (5.17)-(5.19) se obtiene que esto es equivalente a que se cumpla:

[Re(
√

(1 + λ)− iβ)]2 =
(1 + λ) +

√
(1 + λ)2 + β2

2
≥ 1 (5.27)

Usando los valores de λ y β en (5.11) y resolviendo obtenemos que la solución debe

descartarse cuando:

E ≥ −1

2

K2q4m

~2
= Eo (5.28)

El valor Eo corresponde a la enerǵıa del estado fundamental del átomo de hidrógeno en

espacio eucĺıdeo. Para espacios de curvatura negativa y constante (Ver [10]) vemos que

la enerǵıa del estado fundamental también coincide con Eo.

De este hecho vemos que la solución (5.24) debe descartarse para E ≥ Eo a menos

que a o b sean enteros no negativos o cero. Por lo tanto, E ≥ Eo solo es posible cuando

una de las constantes a o b, o ambas, es un entero negativo o cero. Puede verse que b

es complejo; por lo que esta condición debe recaer sobre la constante a; es decir:

a = l + µ+ ν = −n′ Con n′ = 0, 1, 2, 3 . . . (5.29)

Si definimos n = n′ + 1 + l donde n = 1, 2, 3 . . . pero cumpliendo con la restricción

n ≥ l + 1 (la cual garantiza que las funciones F sean polinomios) y usando (5.17)

obtenemos:

−n =

√
(1 + λ) +

√
(1 + λ)2 + β2

2
(5.30)

lo cual resolviendo se reduce a:

λ = n2 − 1− β2

4n2
(5.31)

Entonces el espectro de enerǵıas del átomo de hidrógeno en espacio esférico para E ≥ Eo

será:

En = (n2 − 1)
~2

2mR2
− 1

2

K2q4m

n2~2
(5.32)

Vemos como la enerǵıa del estado fundamental (n = 1) coincide con Eo por lo que se

cumple (5.28). Es fácil chequear que las soluciones (5.24) son de cuadrado integrable

para todo n. Si esta ecuación es transformada a la forma de Sturm-Liouville y calculando

su peso (ver [11]) esto se reduce a estudiar la convergencia de la siguiente integral:∫ ∞
a

|ϕ(ω)|2 1

(1 + ω2)2
dω (5.33)
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con a un numero real. También es necesario considerar (5.33) con limites de integración

(−∞, a) pero esto es equivalente a asegurar la convergencia de (5.33). Aśı usando el

comportamiento asintótico de la F en ω →∞ la integral se reduce a:∫ ∞
a

|(ω − i)−l−µ(ω + i)µ|2 1

(1 + ω2)2
dω =

∫ ∞
a

1

|ω|2l+4
dω < +∞ (5.34)

la misma tendencia ocurre en ω → −∞, este comportamiento es valido para todo λ

incluidos los valores obtenidos en (5.31); luego el conjunto de soluciones escritas en

función de la variable original θ1 son:

ϕn,l(θ1) = A senl θ1e
−βθ1

2n
+i(l+1−n)θ1F (l + 1− n, l + 1 +

iβ

2n
, 2l + 2; 1− e2iθ1) (5.35)

se corresponde con las autofunciones del problema de Sturm-Liouville para E ≥ Eo

planteado inicialmente . Aqúı A es una constante de normalización que debe ser cal-

culada. Este conjunto de ecuaciones junto con el conjunto (5.8) representan estados

del sistema. La degeneración ocurre de manera equivalente a como ocurre en espacio

eucĺıdeo, además los tres números cuánticos n, l,m cumplen con las restricciones:

n = 1, 2, 3, 4 . . . (5.36)

l = 0, 1, 2, 3, . . . , n− 1 (5.37)

−l ≤ m ≤ l Con m entero (5.38)

El caso E < Eo, no lo estudiaremos, según la referencia [26] no es posible. Estudie-

mos el espectro de enerǵıas, puede verse que la parte E < 0 del espectro es obtenida

aproximadamente hasta que el entero n (el cual debido a las constantes fundamentales

puede considerarse grande en comparación con 1) cumple con:

n ' q

~
√
kmR (5.39)

el cual nos dice que esta parte del espectro es finita (tiene finitos valores). Si R→∞ (el

cual corresponde con el limite en el espacio eucĺıdeo) vemos que n necesariamente debe

tender a infinito, o lo que es lo mismo, que la parte negativa del espectro tenga infinitos

valores menores que E = 0 (en concordancia con el espectro discreto del átomo de

hidrógeno en espacio euclideo) es mas si en la ecuación (5.32) tomamos n finito (incluso

tan grande como se quiera pero siempre finito) vemos que la enerǵıa del estado n-ésimo

corresponde con el estado n-ésimo en espacio eucĺıdeo es decir:

ĺım
R→∞

En → −
1

2

k2q4m

n2~2
Con n <∞ (5.40)
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El estudio del limite n → ∞ junto con el de R → ∞, cuando E > 0, es delicado y

no lo concideraremos en este trabajo (es decir, no analizaremos el ĺımite eucĺıdeo del

espectro para E > 0).



Caṕıtulo 6

El péndulo cuántico en S1

En este capitulo analizaremos otro problema f́ısico el cual es posible discutir tanto

clásica (tratado extensamente en la literatura ver p.e [15]) como cuánticamente. Es el

péndulo cuántico. Aunque la obtención de la ecuación de movimiento del péndulo es un

ejercicio sencillo, su solución exacta no es de ninguna manera obtenida con los métodos

de rutina. Y es que esta ecuación es no lineal. Sin embargo, cuánticamente, la ecuación

que rige la dinámica del sistema es lineal (recuérdese que uno de los rasgos distintivos de

la mecánica cuántica es el ser una teoŕıa lineal, y este hecho esta expresado de manera

fundamental en los operadores que representan a los observables del sistema). Una reso-

lución de este problema esta en [35]; en cambio en [36] se resuelve parcialmente usando

métodos aproximados y teoŕıa de perturbaciones. Nosotros revisaremos los resultados

obtenidos en [35] y haremos algunas precisiones.

6.1. El péndulo clásico

Procederemos a bosquejar rápidamente los principales resultados obtenidos en este

problema clásico: una part́ıcula restringida a vivir en S1 bajo la acción de la fuerza

gravitatoria, el cero de la enerǵıa potencial gravitatoria se escoge en el centro del circulo

y con φ medido respecto al eje y negativo. La función de lagrange del sistema viene

dada por:

L(φ, φ̇) =
1

2
mφ̇2l2 +mgl cosφ , φ ∈ R (6.1)

y la ecuación de euler-lagrange se reduce a:

φ̈+
g

l
senφ = 0 (6.2)
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La cual determina la dinámica del sistema, vemos como la ecuación (6.2) es no lineal,

sin embargo admite una solución exacta. Si efectuamos la respectiva transformación de

legendre y usando (3.5) la función de hamilton será:

H(φ, pφ) =
1

2ml2
p2
φ −mgl cosφ (6.3)

escribiendo esta ecuación en términos de la enerǵıa del sistema, queda como:

E =
1

2
mφ̇2l2 −mgl cosφ (6.4)

Aqúı es obvio que la enerǵıa es una constante de movimiento. Puesto que en algún

momento la part́ıcula alcanza φ = 0, en general, en ese instante si definimos para ese

ángulo la velocidad angular como w0, la enerǵıa adquiere el valor de:

E =
1

2
mω2

0l
2 −mgl (6.5)

sustituyendo (6.5) en (6.4) puede obtenerse la dinámica del sistema por medio de:

φ̇2 = ω2
0 − 4

g

l
sen2 φ

2
(6.6)

Dependiendo de la enerǵıa del sistema, se obtienen tres diferentes reǵımenes en los cuales

la part́ıcula efectúa un movimiento distinto. Para ver las soluciones exactas veáse [35].

Caso 1 E < mgl

En este caso la part́ıcula se mueve siempre periódicamente con un determinado

periodo T , y su movimiento está restringido en la región φ ∈ (−φ0, φ0) de S1 donde

0 < φ0 < π. En el limite de pequeñas oscilaciones (correspondeŕıa con energiás bajas)

se obtiene un movimiento armónico simple en la variable φ. El periodo viene dado por

la resolución de la siguiente integral eĺıptica:

T = 4

∫ φ0

0

dφ√
ω2

0 −
4g
l

sen2 φ
2

(6.7)

Este régimen se presenta cuando se suelta a la part́ıcula desde el reposo con un ángulo

φ0.

Caso 2 E > mgl

Este caso corresponde con el régimen no ligado del péndulo: la part́ıcula tiene la su-

ficiente enerǵıa como para recorrer el circulo una y otra vez en un perpetuo movimiento

circular no uniforme. Sin embargo el movimiento es periódico, ver [35].
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Caso 3 E = mgl

Este régimen representa un caso ĺımite entre los dos anteriores. Y corresponde con

una trayectoria circular en un tiempo infinito ya que en esencia la part́ıcula no tiene

la suficiente enerǵıa para repetir su trayectoria, pero si la adecuada para completarla.

Puede pensarse como un estado particular entre los casos uno y dos.

6.2. El péndulo cuántico

A la hora de plantear la situación cuánticamente se procede a resolver el problema

de encontrar los autovalores y autofunciones para el hamiltoniano Ĥ = T̂ + Û donde T̂

viene dado por (4.8) con las condiciones de borde periódicas. Al ser un problema uni-

dimensional, la cuestión se reduce a resolver una ecuación diferencial ordinaria. Aqúı el

potencial viene dado por U(φ) = −mgl cosφ el cual como los problemas usuales en

mecánica cuántica se considera del respectivo problema clásico. Entonces al usar (4.8)

obtenemos:

− ~2

2ml2
d2

dφ2
ψ(φ)−mgl cosφψ(φ) = Eψ(φ) , 0 < φ < 2π (6.8)

El termino potencial U(φ) = −mgl cosφ es un operador acotado (ver [11]) mientras que

el operador correspondiente a la “enerǵıa cinética” no lo es. Entonces puede demostrarse

que las condiciones de borde autoadjuntas del operador no acotado se imponen sobre el

operador suma. Como se dice en el capitulo 4 esto es que las autofunciones del operador

cumplan con condiciones de borde periódicas en los extremos. Es decir:

ψ(2π) = ψ(0) (6.9)

dψ

dφ
(2π) =

dψ

dφ
(0) (6.10)

La ecuación (6.8) corresponde con la conocida ecuación de Mathieu:

d2

dυ2
ψ(υ) + (p− 2q cos 2υ)ψ(υ) = 0 (6.11)

Donde:

φ = 2υ (6.12)

p =
8Eml2

~2
(6.13)

q = −4m2gl3

~2
(6.14)
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Las soluciones de esta ecuación son conocidas y se encuentran en la literatura (ver, p.e.,

[33]). Nos restringimos ademas solo a las soluciones que son periódicas en los extremos

y ademas que tengan periodo π en υ (periodo 2π en φ). Son una parte de las conocidas

funciones de mathieu de primer tipo:

ce2n(υ, q) (6.15)

se2n+2(υ, q) (6.16)

Las cuales son funciones pares e impares respectivamente. Ambas seŕıan el análogo

de las funciones cos y sen, de hecho en el limite q → 0 obtenemos estas funciones

explicitamente. Vemos que el coeficiente q es negativo por lo que las autofunciones

normalizadas correspondientes se reescriben de la siguiente forma (Ver [34]):

ψ
(e)
0 (φ, q) = (2π)−1/2ce0((π − φ)/2, |q|) (6.17)

ψ
(e)
2n (φ, q) = (π)1/2(−1)nce2n((π − φ)/2, |q|) (6.18)

ψ
(0)
2n (φ, q) = (π)1/2(−1)n+1se2n((π − φ)/2, |q|) (6.19)

con n = 1, 2, 3, . . . , las cuales forman un conjunto ortonormal en L2(0, 2π):∫ 2π

0

ψ
(e)
2n (φ, q)ψ

(0)
2n (φ, q) = 0 (6.20)

∫ 2π

0

ψ
(0)
2m(φ, q)ψ

(0)
2n (φ, q) =

∫ 2π

0

ψ
(e)
2m(φ, q)ψ

(e)
2n (φ, q) = δmn (6.21)

Puede demostrarse que el conjunto de soluciones (6.17)-(6.19) satisfacen (6.9) y (6.10).

Además cumplen con la condición de finitud en lo extremos y también son funciones

suaves en el intervalo (0, 2π). Todo esto garantiza que sean funciones de cuadrado

integrable, y el hecho de que la ecuación (6.11) sea un problema de Sturm-Liouville

regular asegura la completitud de las autofunciones. Faltaria ver que estas son todas

las autofumnciones. Un argumento sencillo nos hace ver que esto es aśı. En efecto si

tomamos el limite q → 0 obtenemos la base de Fourier (que es obviamente completa).

Ademas estas autofunciones son no degeneradas, por lo que cada una tiene asociada

una única enerǵıa o un p diferente. Notemos que q no es una variable (ver (6.14)) por

lo que las autofunciones son conocidas y en adelante se sobrentiende que ya hemos

escogido q. Queda por determinar el espectro. Para ello existen varios métodos en la

literatura, expondremos el usado en [35]. El conjunto de soluciones son periódicas, por lo
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que admiten un desarrollo en series de Fourier. Puede verse que para las autofunciones

pares {ψ(e)
2n }, incluido el caso n = 0 obtenemos:

ψ
(e)
2n =

∞∑
j=0

A
(2n)
2j cos(jφ) (6.22)

y las funciones impares se pueden escribir:

ψ
(0)
2n =

∞∑
j=0

B
(2n)
2j+2 sen[(j + 1)φ] (6.23)

Si introducimos (6.22) en (6.8) obtenemos:

∞∑
j=0

j2A
(2n)
2j cos(jφ) =

∞∑
j=0

(pn
4
− q

2
cosφ

)
A

(2n)
2j cos(jφ) (6.24)

y usando:

2 cosφ cos(jφ) = cos[φ(j + 1)] + cos[φ(j − 1)] (6.25)

obtenemos una ecuación que relaciona los coeficientes del desarrollo (6.22) la cual puede

escribirse como:
∞∑
j=0

A
(2n)
2j

pn − 4j2

q
cos(jφ)−

∞∑
j=0

A
(2n)
2j {cos[φ(j + 1)] + cos[φ(j − 1)]} = 0 (6.26)

Tomando en cuenta que cada cos(jφ) es linealmente independiente, Obtenemos las

siguientes relaciones de recurrencia para la autofunción n-ésima:

A
(2n)
2 =

pn
q
A

(2n)
0 (6.27)

A
(2n)
4 =

pn − 4

q
A

(2n)
2 − 2A

(2n)
0 (6.28)

A
(2n)
2j+2 =

pn − 4j2

q
A

(2n)
2j − A

(2n)
2j−2 para j ≥ 2 (6.29)

Sin embargo recordemos que pn es desconocido, Aśı que no se tiene todav́ıa la enerǵıa

asociada a la autofunción ψ
(e)
2n , para ello se reescribe la ecuación (6.28) de la siguiente

forma:

2
A

(2n)
0

A
(2n)
2

=
pn − 4

q
− A

(2n)
4

A
(2n)
2

(6.30)

para j = 2 (6.29) puede reescribirse de la siguiente forma:

A
(2n)
2

A
(2n)
4

=
pn − 16

q
− A

(2n)
6

A
(2n)
4

(6.31)
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el cual puede sustituirse en (6.30) y lleva a:

2
A

(2n)
0

A
(2n)
2

=
pn − 4

q
−

1

pn − 16

q
−
A

(2n)
6

A
(2n)
4

(6.32)

si se repite el procedimiento para (6.29) con j = 3 obtenemos:

2
A

(2n)
0

A
(2n)
2

=
pn − 4

q
−

1

pn − 16

q
−

1

pn − 36

q
−
A

(2n)
8

A
(2n)
6

(6.33)

Aśı repitiendo el procedimiento para todo j obtenemos una fracción continuada, la cual

en una notación mas compacta pasa a ser:

0 = −2
1

V n
0

+ V n
2 −

1

V n
4 −

1

V n
6 −

1

V n
8 −

. . .
1

V n
2j−

. . . (6.34)

Donde se tiene que

V n
2j =

pn − (2j)2

q
(6.35)

Como se dijo anteriormente cada autofunción ψ
(e)
2n tiene una única enerǵıa asociada, e

independientemente de la autofunción que se use, se obtiene que todo p asociado al

conjunto {ψ(e)
2n } cumple con la relación (6.34). Por lo tanto el problema de hallar el

espectro se reduce a determinar cuando f(pn) se anula con:

f(pn) = −2
1

V n
0

+ V n
2 −

1

V n
4 −

1

V n
6 −

1

V n
8 −

. . .
1

V n
2j−

. . . (6.36)

Dichas soluciones pueden ser halladas mediante métodos numéricos, aśı una vez co-

nocida la enerǵıa, se puede proceder a encontrar los coeficientes del desarrollo (6.22).

Para el caso del conjunto de autofunciones impares {ψ(0)
2m} se repite el procedimiento

anterior, las relaciones de recurrerencia para la autofunción m-ésima vienen dadas por:

B
(2m)
4

B
(2m)
2

=
pn − 4

q
(6.37)

B
(2m)
2j+2 = B

(2m)
2j

pn − 4j2

q
−B(2m)

2j−2 Para j ≥ 3 (6.38)
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Y se puede determinar que los autovalores correspondientes a estas autofunciones son

los ceros de g(pn) definida como:

g(pn) = V n
2 −

1

V n
4 −

1

V n
6 −

1

V n
8 −

. . .
1

V n
2j−

. . . (6.39)

Donde V n
2j viene dada por (6.35).



Caṕıtulo 7

Discusión

En este trabajo hemos afrontado la problemática de como formular la mecánica

cuántica de un sistema f́ısico compuesto por una part́ıcula sin espin en un espacio no

eucĺıdeo; en particular, en los espacios esféricos S1, S2 y S3. Tal sistema f́ısico siempre

es el pilar para tratar con otros sistemas f́ısicos mas complicados en esas geometŕıas.

La obtención de los observables fundamentales del sistema, que corresponde con lo

que se conoce como cuantización, se realiza de manera geométrica (independiente de

coordenadas). En este caso, como en el eucĺıdeo, la construcción de los observables se

realiza tomando en consideración las propiedades de simetŕıa del espacio esférico (en

particular, a partir de los generadores del grupo monoparamétrico de isometŕıas o vec-

tores de killing). Sin embargo, esta construcción en el espacio esférico, a diferencia de

los casos eucĺıdeo e hiperbólico, es mas delicada ya que el número de campos vectoriales

definidos en todo el espacio esférico es limitado. Puede verse que algunos de los campos

vectoriales de killing obtenidos en el capitulo 4 se anulan en algunos puntos de la región

en que están definidas las coordenadas esféricas y por lo tanto estos campos no pueden

ser extendidos a todo el espacio esférico. Esto no es un problema de coordenadas sino

una cuestión topológica bien conocida. Sin embargo, nuestro interés radica solo en la

construcción de los observables asociados a estos generadores, y la autoadjunticidad de

los operadores que representan dichos observables puede garantizarse al imponer algu-

nas condiciones especificas. Un trabajo mas riguroso podŕıa tomar esta problemática,

tomando en cuenta los dominio de los operadores, sin ningún cambio básico a nuestros

resultados.
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De los resultados obtenidos en esta tesis y en la referencia [10], uno concluye que se

puede evitar la cuantización canónica para sistemas de muchas part́ıculas (a través de

productos tensoriales) en esta geometŕıa. Luego la cuantización canónica debeŕıa evi-

tarse en otros sistemas mas complicados como en teoŕıa clásica de campos con v́ınculos

en espacio tiempo curvo o plano. La cuantización tiene que ser formulada en términos

geométricos (no debe depender de coordenadas).

La comparación de nuestro método de cuantización con el muy frecuentemente usa-

do método de cuantización de Dirac con v́ınculos es muy clara. Primero que nada el

procedimiento de Dirac nunca proporciona el espacio de Hilbert (y por lo tanto, no

hay cuantización realmente), mientras que en el nuestro es conocido debido a que las

isometŕıas vienen dadas unitariamente con la acción natural de ellas sobre la esfera. La

teoŕıa de Dirac solo construye el hamiltoniano, supuestamente, por que no especifica

el espacio de sobre el que actúa. En efecto, tanto la “posición” como el “momento”

no son observables f́ısicos en esta construcción, debido a que dependen del espacio de

“encajamiento” (ya que son construidos a partir de la cinemática clásica formulada en

un solo tipo de coordenadas no intŕınsecas al espacio esférico). Este “encajamiento” es

un artificio para la introducción de las reglas de conmutación euclidianas. En cambio,

nuestra construcción, además de ser intŕınseca, es geométrica (independiente de coor-

denadas). Mas aun, por lo discutido no es claro hablar de un operador posición en Sn de

la misma manera que no existe un sistema de coordenadas global sobre Sn. En el caso

de Sn, la cuantización de Dirac con vinculos ha sido discutida en [21]. En particular, no

se obtienen las relaciones (4.27).

Para el caso del problema del átomo de hidrogeno en S3, se siguieron los procedimien-

to usuales del problema por separación de variables. Es decir, reduciendo la solución a

tres problemas tipo Sturm-Liouville; verificando ciertos resultados establecidos en [26].

Sin embargo, la justificaćıon en [26] por la cual no se puede continuar analiticamente a

la región de interés es insatisfactoria. Por otro lado, para E ≥ Eo usamos un argumento

claro para asegurar la posibilidad de una continuación anaĺıtica de la función hiper-

geométrica en el circulo unitario y por lo tanto en toda la región de interés. Además, se

analizó el limite de la curvatura y su influencia en el espectro; obteniendo los estados

ligados del átomo de hidrógeno en espacio eucĺıdeo. Notemos que en el espacio esférico

todo el espectro es discreto, lo cual era de esperarse por la compacidad de S3. Es de
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hacerse notar que si la curvatura es muy pequeña (pero positiva) las correciones son

despreciables para ser medidas de manera directa. No obstante, podŕıa medirse algún

efecto indirecto y justificar entonces una geometŕıa esférica en lugar de la euclidea.

Por último, se estudió el péndulo cuántico. Nuestra exposición no difiere en esencia de

[35], salvo que las condiciones de borde periódicas en los extremos de las autofunciones

deben ser también satisfechas por su derivada. Sin embargo, se llegan a los mismos

resultados (por que esta condición implicitamente es usada) tanto en el espectro como

en las autofunciones.
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