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Introducciéon

Es bien sabido que el mundo de las matemaéticas goza de una enorme profundidad y un
sinfin de matices; esto gracias a la incesante labor de miles y miles de mentes entusiastas
que buscan respuestas a inquietudes, por muy mundanas - o complejas - que puedan parecer.
En este trabajo estudiaremos una pequenisima muestra de las estructuras posibles al aden-
trarnos en el mundo de los codigos. En especifico, nos centraremos en los llamados codigos
perfectos, desarrollados a mediados del siglo XX por un par de matematicos, Richard Ham-

ming (USA) y Marcel Golay (Suiza).

Alrededor de 1940 se estaba empezando a desarrollar la teoria de la informacién como
un campo en las ciencias aplicadas, cuando Hamming se percaté de la necesidad de corregir
errores de transmision. Si bien ya se estaba usando la idea del control de paridad, se debia
conseguir un método mas sofisticado de chequear la informacion. Asi surgen los cédigos de
Hamming. Por otra parte, Golay estaba trabajando en aplicaciones militares de la teoria
de informacién, por lo que se aseguré de desarrollar un cédigo méas complejo que los que se
venian usando. Asi, nacen los codigos de Golay. Estos dos son los integrantes insignia de la

familia de los codigos perfectos.

Ahora bien. jen qué consiste la teoria de cédigos? ;jqué hay detras de ella? Pues, a
través de estas paginas veremos que la materia abarca un lecho considerable; y es que, la
teoria de codigos, a pesar de ser una rama relativamente nueva, se ha abierto camino en
una gran variedad de campos, tedricos (teorfa combinatoria, probabilidades, geometria afin)
y préacticos (comunicaciones espaciales, procesamiento de audio). Encontraremos aplicacién
de resultados basicos de dlgebra lineal: veremos como los codigos ilustran perfectamente al-
gunas nociones elementales; también se tocaran temas de algebra abstracta: puntualmente,
estudiaremos disenos, estructuras algebraicas que nos permitiran ver ciertos codigos con un-

0s 0jos muy geométricos. Por supuesto, nada de esto debe sorprender, pues, como siempre
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en las matematicas, se busca trasladar los resultados a otros campos, para aprovechar las

riquezas conocidas de cada &area.

En este trabajo empezaremos definiendo algunos elementos bésicos que nos permitan
comprender la naturaleza y el origen de los codigos. Hablaremos del alfabeto y las palabras.
Definiremos algunos parametros elementales de los codigos, como la distancia y el peso.
Veremos cémo generar un codigo y qué se necesita para que este sea perfecto. También
mostraremos algunos resultados de algebra de polinomios y grafos, para més adelante em-

plearlos al definir ciertos tipos de codigos.

En el segundo capitulo nos enfocaremos en tres tipos de codigos: Los codigos de Hamming,
los codigos de Golay y los codigos ciclicos. Veremos de dénde surge cada uno, qué propiedades
tienen, cémo se estructuran y qué fortalezas poseen y carecen. Ya en el tercer capitulo es-
tudiaremos algunas estructuras de incidencia finita. Definiremos los disenos y estudiaremos
algunos de ellos; enfocandonos en los sistemas de steiner, para posteriormente mostrar que
los mismos poseen cualidades fascinantes que nos ayudaran a representar graficamente al-

gunos codigos.

Sin mas, jempecemos a codificar!



Capitulo 1

Definiciones Basicas Preliminares

1. Cédigos

Para empezar, supongamos que tenemos una fuente de informacién en el extremo A de
una larga habitacion y que el potencial receptor de dicha informacién esta en el extremo
B de la misma. Ahora bien, si se tratase de una habitacion completamente libre de ruido,
el mensaje puede viajar con cierta facilidad desde A hasta B. Sin embargo, si el espacio de
nuestro salén presenta alguna perturbacion, los datos podrian verse afectados en su camino,
o incluso, podrian no llegar hasta B.

Esto sucederia si nuestro mensaje es enviado sin ningun tipo de estructura que prevenga su
distorsion. La teoria de codigos surge de la necesidad de brindar una base que permita la
manipulacién y transmision de informacién desde un punto a otro, con la menor pérdida de
datos en el proceso, manteniendo, de esta forma, la fidelidad entre el mensaje enviado y el
recibido.

Estudiemos entonces algunas definiciones elementales que nos permitan adentrarnos en la

materia en cuestion.

1.1. Definiciones Basicas. En términos generales, se desea transmitir un mensaje a

través de un canal con ruido, como se ve en el diagrama:
Mensaje--+ Codificador--+ Transmisor~~ Receptor--+ Decodificador--+Mensaje decodificado

Donde la flecha ondulada representa un canal con ruido.
Se busca detectar y corregir posibles errores en la transmision.

El esquema que se plantea es el siguiente:

e Se utiliza el alfabeto binario Z,={0, 1}.

e Se codifica el mensaje original usando palabras binarias (Un error es una confusién
entre 0 y 1).

e Se transmite el mensaje, que se corrompe.

e Se corrige el mensaje, de ser posible.
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e El decodificador traduce el mensaje.

OBSERVACION 1. Hay 2" palabras binarias de longitud n € N.

Diremos que un cédigo binario C de longitud n es cualquier subconjunto de Z%.

El modelo sera simplificado suponiendo lo siguiente:

e Fl canal es binario: Los mensajes que se transmiten son cadenas de ceros y unos.

e El canal es simétrico: La probabilidad p de cambiar un 0 por un 1 en la transmisién
es la misma que la de cambiar un 1 por un 0.

e El canal no tiene memoria: La probabilidad p de cambiar un 0 por un 1 en la
transmision no depende de mensajes previamente enviados. La probabilidad p es
conocida como probabilidad de error del canal simétrico.

e No hay errores de sincronizacién: El niimero de simbolos recibidos es igual al niimero
de simbolos enviados.

e Enviamos informacion redundante: Para estar en la capacidad de detectar y corregir
errores se utiliza un cédigo de tipo (n,k), n>k, donde un mensaje formado por k
simbolos se transforma en una palabra de n simbolos, por lo tanto hay n-k simbolos

redundantes.

OBSERVACION 2. Un cddigo de tipo (n,k) es un subconjunto de Z3.

EjemprLo 1.1. El cédigo C' = {0000, 1000,0110,1011,1110,1101,0011,0101} es un sub-

conjunto de Zj.
EJEMPLO 1.2. El cédigo Cy = {001, 002,012,121, 212,222} es un subconjunto de Z3.

DEFINICION 1.1. Un alfabeto es un conjunto finito A = {ay, as, ..., a,}. A los elementos

de A se le llaman simbolos y al niimero ¢ se le llama raiz de A

DEFINICION 1.2. Una cadena o palabra de longitud n sobre A es una sucesién de n
elementos de A

Se denota por:
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e A" al conjunto de todas las n-cadenas de longitud n.

e A* al conjunto de todas las palabras sobre A.
Sea A = {ay,as,...,a,}. Definimos:

e Un cédigo g-ario sobre A es un subconjunto C'C A*.

e Los elementos de C se llaman palabras codigo.

e El nimero M=||C|| se llama tamano del cddigo.

e Si todas las palabras tienen longitud fija, n, diremos que C es un cédigo de bloque,
de pardmetros [n,M], o que C es un [n, M],-c6digo .

e Si C no es de bloque, diremos que es de longitud variable.

DEFINICION 1.3. Sea C un cédigo de bloque, z, y €C dos palabras cédigo. La distancia
de Hamming entre z, y, denotada por d(z,y) se define como el nimero de coordenadas en

que estas difieren.

d:A" —> [0,n] C N.

DEFINICION 1.4. Sea un c6digo C, la distancia de C, denotada por d(C) ¢ d,. se define:

d.= min {d(z,y)}.

z,yeCx#y
DEFINICION 1.5. Sea un cédigo C sobre Zy, el peso de C se define por
P(C)= min {d :
(€)=, i, {d(z,0)}

EJEMPLO 1.3. Sea C' = {0000,0101,0011,0110,1100,1110}. Veamos que la menor de las

distancias entre dos palabras cualesquiera de C' es 1:
dx,y) > 1 para xz#vy, =,y €C.

Como d(1100,1110) = 1, tenemos que dc = 1. Sin embargo, P(C) = 2.

OBSERVACION 3. Notamos que en el ejemplo anterior do # P(C), y con esto nos pre-
guntamos, jen algin caso se cumple que el peso es igual a la distancia del codigo? En la
siguiente seccion estudiaremos los cédigos lineales, y con ello encontraremos una condicién

suficiente para que se de la igualdad de estos dos parametros.
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1.2. Cddigos Lineales. Ahora bien, el siguiente paso seria dotar a nuestro alfabeto de
cierta estructura algebrdica. Para esto es comin considerar a A = F, como un cuerpo finito,
valiéndose, de esta forma, de la estructura de espacio vectorial que nos brinda el cuerpo
(recordemos que ¢ = p", para algin pirmo p y r € R, y si ¢ = p, tenemos que A = Z,, el
cuerpo de enteros médulo p). Asi, el conjunto de n-cadenas A™ es un espacio vectorial sobre

F, de dimensién n.

DEFINICION 1.6. Un cddigo lineal g-ario de longitud n y rango k es un subespacio de Fy

de dimensién k. Si d es la distancia de C, decimos que C es un [n,k,d/-cddigo con ¢* elementos.

EJEMPLO 1.4. El c6digo C1= {000,011,101,110} C Z3 es lineal.

EsempLO 1.5. El cédigo C2= {001,010, 012,021, 100, 101, 120, 221, 222} no es lineal, ya
que 010 + 012 = 022 & C2.

PROPOSICION 1.1. Sea C un cddigo lineal. Entonces,

d(C)=P(C) = min  {d(z,y)}

z,y€C,z#y

— i {P(r—y))

z,y€C,z#y

~ _min {P@)} = P(C)

EJEMPLO 1.6. El cédigo C1= {000,011,101,110} C Z3 es lineal, y por lo tanto,

d(C1)=P(C1)=2.

EJEMPLO 1.7. El cédigo C2= {011,022,100} C Z3 no es lineal. En este caso,

d(C2)=2 # P(C2)=1.
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DEFINICION 1.7. Sean C'y C’ c6digos lineales. Decimos que C'y C” son c6digos equiv-

alentes si uno se puede obtener del otro por combinacion de operaciones del tipo:

(1) Permutacién de posiciones.

(2) Permutacién de simbolos en una posicién fija.

EJEMPLO 1.8. Los cédigos

C={0000, 0101, 1010, 1111}

¢’={0000, 0011, 1100, 1111}

son equivalentes, ya que si permutamos las posiciones 2 y 3 en C, obtenemos C".

1.3. Matriz Generadora Y Matriz de Paridad. Una vez establecida la estructura
de espacio vectorial en nuestro conjunto de n-cadenas, A", lo mas natural es preguntarse
como se pueden aprovechar los conceptos elementales de dlgebra lineal en este campo. Es-
pecificamente, consideremos dos de los conceptos mas basicos: el de Base y el de Nucleo para

conseguir nuevas formas de generar y estudiar los cédigos lineales.

DEFINICION 1.8. Sea L un [n, k],-cédigo. Una matriz generadora de L es una matriz G

€ Mjn(F,) cuyas filas forman una base de L.

110
EJEMPLO 1.9. Sea G= € Ms3y2(Zs). G tiene rango 2 y genera un cédigo L
01 1
con parametros [3,2]. Ademds,
1 1 0
($1 l‘2) :(Ila Ty + T, 132)
011

con lo que las palabras codigo 00, 01, 10, 11 son transformadas en 000, 011, 110, 101
respectivamente. Luego, L= {000,011, 110, 101}.

OBSERVACION 4. Si G genera a L, entonces toda matriz equivalente, en la que se realizan
operaciones elementales por filas, es también una matriz generadora del mismo cédigo (Sélo

se estd cambiando la base de L).
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DEFINICION 1.9. Un [n,k]-cédigo g-ario es sistemadtico si existen k coordenadas iy . . . i
tal que al restringir las palabras cédigo a estas coordenadas se obtienen todas las ¢* palabras

de longitud &.
EjemMPLO 1.10. El codigo L anterior es sistematico en cualquier par de coordenadas.

DEFINICION 1.10. El proceso de agregar una o mds coordenadas a las palabras de un
c6digo se conoce como extension del codigo. La forma mas comin de hacerlo es agregando
un digito de chequeo de paridad total. Si C' es un (¢, M, d)-cédigo, el cddigo extendido C se

define como:

n+1
CZ{CICQ"'cncn+1:CICQ"'Cn eC vy chzo}.
k=1
Asf, C'es un (n, M, cZ)—cédigo con
h=n+1, M= M, d=déd+1.

OBSERVACION 5. Si bien el cédigo extendido no mejora las cualidades para corregir

errores, si mejora la capacidad para detectar errores.

EJjEMPLO 1.11. Sea C' = {00,01, 10, 11}. Extendiendo, obtenemos el cédigo
C = {000,011, 101, 110}.

Notese que d = 1, pero d = 2. Sin embargo, si extendemos nuevamente para obtener el

c6digo € = {0000, 0110, 1010, 1100}, tenemos que d = d = 2.

DEFINICION 1.11. El proceso opuesto a extender un cdédigo se denomina pinchado de
un codigo. Aqui, una o mas coordenadas son extraidas de las palabras cédigos. Si C' es un
(n, M, d)-cédigo, con d > 2, entonces 1 c¢ddigo pinchado C (6 C*), obtenido pinchado una de

las coordenadas de C, tiene parametros

n=n-—1, M=M, d=déd—1.

PROPOSICION 1.2. Todo [n,k]-cddigo lineal L es sistemdtico en k coordenadas.
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DEMOSTRACION. Es directo, pues basta con reducir la matriz generadora de L a una

matriz que sea de la forma (%), donde Idy es la matriz identidad k x ky A € M, _pxr 0O

DEFINICION 1.12. Sea G una matriz generadora del cédigo lineal L. Se dice que G esté en
forma estdndar si es de la forma G = (Idg|A), donde Idy es la matriz identidad k x k y A
€ Myxn—i-

OBSERVACION 6. Si G esté en forma estdndar, entonces L es sistemético en las primeras

k coordenadas.

PROPOSICION 1.3. Todo cddigo lineal L es equivalente a un cédigo L’ cuya matriz gene-

radora estda en forma estdndar.

DEMOSTRACION. Si G es la matriz generadora de L. Sabemos que existen matrices in-
vertibles, de operaciones elementales F y F|, tales que EGF = (I;|A), donde I es la matriz
identidad de orden k y A es una matriz de orden n — k x k. También sabemos que podemos
elegir F' como sélo permutacion de pivotes. Entonces FG genera el mismo cédigo C) y por

lo tanto CF' es una permutacion equivalente, con la forma que se busca. O

OBSERVACION 7. La matriz generadora, ademds, es una forma eficiente de almacenar
un cédigo. Puesto que de ella se pueden obtener todas las palabras del codigo, basta con
almacenar la matriz, sin necesidad de guardar las palabras una a una.

De lo anterior, tenemos que nuestro cédigo se puede ver como la imagen de una matriz,

G. Veremos mas adelante que el mismo codigo se puede ver como el kernel de otra matriz.

DEFINICION 1.13. El espacio vectorial [y tiene un producto interno dado por

rToy=u11+ ...+ ayn 2,y € FY.

DEFINICION 1.14. Si L es un [n,k],-c6digo, el cédigo dual de L es el conjunto

LL:{$€]FZL’33-C:0VC€L}.

EjEmpPLO 1.12. Consideremos el cédigo L del ejemplo 1.6. Calculemos su dual. Sea
x=(z12973) € Z3. Luego, para que x pertenezca a L', debe suceder que
011

(l’l To J]g) 1 01 :<OOO>

1 10
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De aqui obtenemos el sistema

£C1+LC220
Tr1 = —XT3

x1—|-x3:() — :>13:(111)
Ty = —T3

ZE2+CL’3:0

Por lo tanto, L+ = {111}.

TEOREMA 1.1. Sea L un [n, k|,-cddigo.
(1) Si G es una matriz generadora de L, entonces
L+ ={z e F}|G 'zt =0} = {z € F}[aG = 0}.
(2) L+ es un [n,n — k|,-cddigo.
(3) L+ =L.

DEMOSTRACION.
(1) Por definicién, x € L+ < z-c=0,Vc € L.
0=2-c=xct =2(Gu") = (¢G)u" para algin u € F}.
Si 2G=0, entonces x € L. Reciprocamente, si x € L' entonces (zG)ut = 0 para
todo u € IE"; . En particular, se cumple que para los vectores de la base canénica,
u=ep, e ... e 0= (Grat)er = (2GQ)'paral < i < k. Por lo tanto, xG=0.

(2) Es claro que L* es subespacio de . Por el item anterior, Lt ={z ¢ Fy - g = 0}.
Esto es, L* es el espacio solucién de k ecuaciones con n incégnitas. Luego, como G
tiene rango k, hay n-k variables libres. Por lo tanto dim L+ = n — k.

(3) Se tiene que

Lc(Lt)t={eeF):z-d =0}V e Lt
Pero
dim(LH)t =n—(n—k)=k=dimL,
Por lo tanto, L = (L*)*.
O

Hemos encontrado otra forma de generar nuestro codigo, o, al menos, de diferenciar
cudles palabras del alfabeto pertenecen al cédigo y cudles no, de una forma directa y (com-

putacionalmente) sencilla.
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DEFINICION 1.15. Sea L un [n,k],-c6digo. Una matriz H se dice matriz de paridad de L

si es una matriz generadora de L*.

OBSERVACION 8. Se cumple que,

(1) La matriz H siempre existe y H € M,_pxn(F,).
(2) HG = 0. En efecto, sean ¢ € L'y ¢’ € L*, entonces ¢ = Gut y ¢’=Hw" para ciertos
u e F’;, w € Ff;_k. Luego, ¢- ¢ = 0 si y s6lo si se cumple

0= Hw' - Gu*t = wHGu",

lo que a su vez sucede si y s6lo si HG=0, ya que ei(HG)ejL = (HG);;.
(3) Si H € M,_jxn(F,) y HG = 0, entonces H genera a L. Por lo tanto, H es matriz
de paridad de L.

(4) Si G es una matriz generadora de L, entonces G es una matriz de paridad de L*.

PROPOSICION 1.4. Sea H la matriz de paridad de un [n, k|q-cédigo L. Entonces,

L={z e F}|Hz" =0} = {x € F}|zH" = 0}.

DEMOSTRACION. Si ¢ € L entonces ¢ = Gat, donde x € IF’; y G es la matriz generadora
de L. Luego Het = HGz' = 0y por lo tanto L C Sy = {z € F} : Hz" = 0}, el espacio
soluciéon de un sistema de n-k ecuaciones con n incégnitas y rango n-k. Como dim Sy =

n—(n—k)=k=dimL, tenemos que L = {z € F} : Hz~ = 0}. O

OBSERVACION 9. Para obtener H a partir del cdigo L, se buscan las ecuaciones implicitas

del codigo. Una forma rapida es utilizar la matriz generadora G. Si G = (%) esta en forma

estdndar, entonces H = (—A|l,_x) es una matriz de paridad de L.

TEOREMA 1.2. Sea L un [n,k,d],-cédigo y H una matriz de paridad de L. Entonces H
tiene d columnas linealmente dependientes, pero cualquier conjunto de d-1 de conlumnas es

linealmente independiente.
DEMOSTRACION. Sean Hy,..., H, las columnas de H.

CELC]FZL@HCJ‘:O

& Hey+ -+ H'e, = 0.
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Pero si ¢ € L, c tiene peso 7 si y sélo si hay un conjunto de r columnas linealmente
dependiente en H. Como r > d no puede haber d — 1 columnas linealmente dependientes en

H. U

OBSERVACION 10. Este teorema se puede usar para construir cédigos lineales con dis-
tancia d prefijada.

Con esto complementamos la idea basica que veniamos desarrollando implicitamente: los
cédigos lineales se pueden ver a través de transformaciones lineales. Es decir, tener un cédigo

lineal g-ario de longitud n y rango k es equivalente a tener una sucesién de la forma

R
0 — Fk 26 o i ik g
donde GG y H son matrices k X n y n — k X n respectivamente.

1.4. Esferas y cédigos Perfectos. Hemos dotado a nuestro alfabeto de una estructura

algebrdica. Seguidamente, pasamos a generar nuestro cddigo a través de transformaciones
lineales. Entonces, jestos codigos que generamos a través de transformacioens lineales tienen
alguna estructura? ;cémo se comportan las palabras cédigo entre ellas?
La respuesta a esta pregunta no es trivial. Sin embargo, para solventar de alguna forma esta
inquietud, podemos enfocarnos en un tipo de cédigos en especifico: Los codigos perfectos.
Estos son un género muy especial de codigos, que aprovechan completamente el espacio en
el que viven. Existe una gran simetria en la distribuciéon de sus palabras, y poseen algunas
otras cualidades distintivas que desarrollaremos a lo largo de esta seccion.

Empecemos con algunas definiciones previas.

DEFINICION 1.16. Dado x € A™ con ||A|| = ¢ y r > 0, se define la esfera de radio r,
centrada en z como
Sq(z,r) ={y € A" 2 d(z,y) =r}
y la bola de radio r centrada en z como

By(z,r) ={y e A" : d(z,y) <r} = J 9,(z,7)

iC-

(2

DEFINICION 1.17. El volumen, V,(n, ) es el cardinal de cualquier bola de radio r en A".

Luego,
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Vo(n,r) = [By(z,r)| = ;)IS,;(I,T)I = ZO () (g — 1"
LEMA 1.1. Si C es un codigo con distancia minima de = 2t + 1 6 dc = 2t + 2, entonces
By(c,t) (N By(c,t) =0 Ve, d € Coe#£ .

DEMOSTRACION. Sea x € By(c,t) con ¢ € C. Entonces, © ¢ B,(c,t) para todo ¢ € C,

con ¢ # . De no ser asi, por desigualdad triangular, se tendria:
d(c,d) < d(c,x)+d(z,d) <t+t=2t <2t +1=d,
lo cual es absurdo. U

PROPOSICION 1.5. (Cota de Hamming). Si C es un (n, M,d),-cédigo con d =2t 6 d =
2t + 2, entonces:

M-;(?)(q—l)iéq”.

DEMOSTRACION. Como las bolas de radio t = [451] son disjuntas, y cada bola By(c,t),

con ¢ € C contiene V,(n,t) palabras de A", el resultado es directo. O

EJjemMpPLO 1.13. La cota de Hamming da una cota superior para el tamano M que un
c6digo de longitud n y distancia d puede tener. Por ejemplo, si C es un [6, k, 3]-cédigo
binario, entonces, como C' es lineal y t =1,

26 64
M=2F< & = — < 10.
L+(G) 7

Por lo tanto, k < 3.Es decir, no existen cédigos lineales con pardmetros [6,k,3] y 4 < k < 6.

DEFINICION 1.18. Un cddigo C' C A" se dice perfecto si existe un r tal que las bolas
de radio r centradas en las palabras codigos son todas disjuntas entre si y cubren todo el

espacio, es decir,

A" =] By(e.r).

ceC

Esta definicién formaliza el comentario hecho enel texto introductorio de esta seccidn.
Los cédigos perfectos abarcan todo el espacio que los contiene. Veamos la siguiente grafica

para ilustrar el principio:



1. CODIGOS 14

A la izquiera observamos la distribucion no homogénea de las palabras de un cédigo no-
perfecto, mientras que a la derecha observamos como las palabras de un codigo perfecto se

distribuyen de manera uniforme y las bolas que las contienen cubren todo el espacio.

TEOREMA 1.3. (Condicion de empaquetamiento) Sea C un (n, M,d),-codigo. Entonces

C' es perfecto si y solo sid=2t+ 1y

M‘ki_()(Z)(q—l)kzq"-

DEMOSTRACION. Supongamos que C' es perfecto. Si d = 2t+2 es par, las esferas de radio
r < t son disjuntas pero no cubren A". Por otra parte, las esferas de radio r =t + 1 cubren
A" pero no son disjuntas. Luego d = 2t + 1 es impar. Las esferas de radio t son disjuntas
y cubren A", luego se cumple la igualdad en la cota de Hamming y, por lo tanto, vale la
igualdad que se quiere probar. Reciprocamente, si vale la igualdad en la cota de Hamming
para un (n, M, 2t + 1)-c6digo, como las esferas de radio t son disjuntas y cubren todo A",
entonces C es perfecto.

O

OBSERVACION 11. El teorema dice que un cddigo es perfecto si y solo si la distancia es

impar y se alcanza la igualdad en la cota de Hamming.

OBSERVACION 12. La existencia de nimeros n, M y ¢ que satisfagan la igualdad no

implica la existencia de un c6digo perfecto con parametros (n, M, 2t + 1).

EJEMPLO 1.14. Aqui algunas familias de parametros que satisfacen la condicién de em-
paquetamiento:
e (n,q", 1) - Codigos A" tales que |A| = q.
e (n,1,2n+ 1) - Cédigos perfectos triviales.



1. CODIGOS 15

e 2m+1,2,2m+ 1) - Cédigos de repeticién Repy(2m + 1).

o (4

(

( _ ll,q” " 3) - Hamming - Golay pinchados.

e (23,21 7) - Hamming - Golay pinchados.
(

11,3%5) - Hamming - Golay pinchados.

OBSERVACION 13. Existen cddigos perfectos no lineales. Mds adelante se mostrard cémo

construir cédigos no-lineales con pardmetros de Hamming y, por lo tanto, perfectos.

OBSERVACION 14. Por el momento, los cdigos perfectos no estan clasificados.
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2. Algebra de Polinomios

DEFINICION 1.19. Sea F un cuerpo. Un dlgebra lineal sobre el cuerpo F es un espacio
vectorial A con una operacién adicional, llamada multiplicacién de vectores, que asocia a

cada par de vectores a, 5 € A un vector a8 € A llamado el producto de o y 3, de forma que:

(1) La multiplicacién es asociativa

a(By) = (aB)y,

(2) la multiplicacién es asociativa con respecto a la suma

alf+y)=af+ay y (a+ )y =ay+ b7,

(3) para cada escalar ¢ € F,

e(aB) = (ca)B = a(ch).

Si existe un elemento 1 € A, tal que la = al = « para cada a € A, decimos que A es
un algebra lineal con identidad sobre F. El dlgebra A es conmutativo si a8 = fa para todo
a, e A

Sea IF un cuerpo y S el conjuntode los enteros no negativos. Es facil ver que el conjunto
Fe={f|f:F— S}

es un espacio vectorial. Los vectores en F* son secuencias infinitas f = (fo, f1,...) de
escalares f; € F. Si g = (g0, 91,--.), gi € F, y a, b son escalares en F, af + bg es la secuencia

infinita dada por

af +bg = (afo+ bgo,afr + bgi,...).

Definimos el producto en F*> asociando a cada par de vectores f, g en > el vector fg

dado por

(fg)nzz.fzgn—m n:0,1,2,...
i=0
Por lo tanto,

fg = (fogo, fogr + f190, fogz + frg1 + fa90)



2. ALGEBRA DE POLINOMIOS 17

y, como se cumple que

(gf)n == Zglfnfz = Z fzgnfz = (fg)n7 para n = 07 17 27 v
=0 =0

tenemos que la multiplicacion es conmutativa.

Si h también pertenece a [F*° entonces,

n

[(fO)hln = D (fg)ihni

1=0

i=0 \j=0

= >N figimihni

i=0 j=0

n n—j

J
= Z fi Z Giln—i—j
j=0

-0

= Zfi(gh>n—j =1[f(gh)], paran=0,1,2,...
=0

Con esto se cumple (1) de la definicién anterior. Demostremos (2):
flg+h)]n = D filg+h)ni

i=0

= Z filGn—i + hns)
=0

= Z fign—i + filn—i
=0

= > fign-i+ > fihnoi = (f@)n+ (fh)n paran=0,1,2,...
i=0 =0

Con lo que obtenemos el resultado. Ahora, si ¢ es un escaalar en F, vemos que 3 se cumple.

En efecto,
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[c(fg)ln = ¢ Z(fzgn—z

n

- Zcfign—i = (cf)gn
=0

n

= Z JiCn—i

i=0
= f(eg) paran=0,1,2,...

Con esto, y considerando el vector 1 = (1,0,0,...) como el vector identidad en F>,
hemos probado que F*° con la multiplicacién definida anteriormente, es un dlgebra lineal

conmutativa con identidad sobre el cuerpo F.

DEFINICION 1.20. Sea F[z] el subespacio de F* generado por 1,z,x?,.... Un elemento

de Flz] es llamado polinomio sobre F.

DEFINICION 1.21. Sea f(z) € F[z]. Si f(x) = ap + a1z + agz? + -+ + a,2" y a, # 0

etonces decimos que el grado de f, denotado por deg f(z), es n.

LEMA 1.2. El conjunto de todos los polinomios sobre un cuerpo dado F es un dlgebra

lineal conmutativa con identidad sobre .

TEOREMA 1.4. Algoritmo de la Division: Sean f(x) = apx™+an,_ 12" 1 +. . +ag y g(x) =
D™ +by 1 2™+ 4Dy dos elementos de F[z], tales que deg f(z) = n ydegg(x) =m > 0.

Entonces, existen q(x),r(z) € Flz], unicos, tales que:
f(x) = g(x)q(x) + (),
donde degr(z) =0 ¢ degr(z) < degg(x).

DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto S = {f(z) — g(x)s(z) | s(x) € F[x]}. Si

0 € S, entonces existe un s(z) € F[x], tal que

f(@) —g(x)s(x) =0 = f(z) = g(x)s(z).
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Tomando ¢(x) = s(z) y r(z) = 0 obtenemos el resultado.

Si0 ¢S, sea r(z) un elemento de grado minimal en S. Entonces,
f(x) = g(x)q(x) + r(z)
para algin ¢(x) € Flx].
Debemos probar que degr(z) < m. Sea
r(z) = e’ + e 4+ 4 ¢, con ¢ £ 0,
y supongmos que t > m. Entonces,
Ct t-m Ct t-m
(L) @) = e)ite) = (£ glo) = rlo) - (20t ) ato),
donde el elemento a la derecha de la igualdad es de la forma

r(x) — (c;x' + elementos de grado menor ),

lo que constituye un polinémio de grado menor a ¢. Sin embargo, el polinomio de la ecuacién

1.1 se puede escribir de la forma

@) ale) fato) + 7],

m

por lo tanto, estd en S, lo que contradice que 7(z) sea de grado minimal en S.
Asi degr(z) < degg(x).

Para probar la unicidad, sea

f(@) = g(@)qu(z) +r(z) y f(2) = g(x)ga(x) + ra(z)
Restando,
9(0)lq () = q2(x)] = ra(w) — ()
Como degr(z) =0 6 degr(z) < degg(x), tenemos que la igualdad se alcanza sélo si ¢; (z) —
¢2(x) = 0, lo que implica que ¢;(z) = ¢2(x), y asi, debe pasar que () —ro(x) = 0, de donde

ri(z) = rox).

O
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3. Grafos

DEFINICION 1.22. Un Grafo H esun par H = (V(H), E(H)), donde V(H) es un conjunto
no vacio de puntos, llamado conjunto de vértices y E(H) C V(H) x V(H) es un conjunto

de pares de vértices distintos, llamados lados de H.

DEFINICION 1.23. Sea un grafo H = (V(H), E(H)), la cardinalidad de V(H) es llamada
orden de H y la denotaremos por |V (H)|. El nimero de lados es denotado por e(H).

DEFINICION 1.24. El ntimero de lados incidentes sobre un vértice, z € V(H) se denomina
grado de x 'y se denota por d(z). Un grafo se dice m-regular si todos sus vértices tienen

grado m.

DEFINICION 1.25. Sea H = (V(H), E(H)) un grafo con |V(H)| =nyseanz, y € V(H).

e Un camino de x a y es una secuencia alternada de vértices y lados que empieza en
x y termina en y, donde los vértices no se repiten; todo lado es incidente al vértice

que le precede, y al cértice que le sigue.

e Un ciclo es un camino que empieza y termina en x.

EJEmMPLO 1.15. Camino

EJEmMPLO 1.16. Ciclo
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DEFINICION 1.26. Un grafo H = (V(H), E(H)) se dice completo si cada par de vértices

esta conectado por un lado. El grafo completo con m vértices se denota por K,

EJEmMPLO 1.17. Completo

EjempPLO 1.18. No completo:

2
XX
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DEFINICION 1.27. Un matching es un grafo tal que sus lados no tienen vértices en comun.

Un matching es perfecto si contiene todos los lados del grafo.

EjEmpLO 1.19. Matching

DEFINICION 1.28. Se dice que un grafo H = (V(H), E(H)) es una estrella (o m-estrella)
si consta de m lados, y uno de sus vértices, x, se relaciona con los vértices restantes, sin que

estos se relacionen entre si.

EJEMPLO 1.20. Estrella

DEFINICION 1.29. un grafo H se dice que es un arbol si no tiene ciclos y conecta todos

los vértices. En un grafo con n vértces, un arbol tiene n — 1 lados.

EJEMPLO 1.21. Arbol



Capitulo 2

Cddigos Lineales

1. Cédigos de Hamming

Como hemos visto en el capitulo anterior, existen cdédigos especiales, que satisfacen
propiedades algebraicas interesantes, y ademas poseen ciertas cualidades geométricas que
benefician su empaquetamiento. Estos son los codigos perfectos. Dentro de esta categoria
encontramos algunos codigos clasicos, como lo son los Cddigos de Hamming y los C'ddigos de
Golay. Ambos, aunque definidos hace més de medio siglo, siguen siendo usados comunmente

al dia de hoy.

Los cédigos de Hamming fueron descubiertos independientemente por Marcel Golay
(1949) y por Richard Hamming (1950). Antes de definirlos, consideremos la matriz H, cuyas

columnas son las 2° — 1 = 7 palabras no nulas de F3:

0001111
H=10 1100 1 1 |€Matg(F,)
1010101

Ahora, pensemos H como la matriz de paridad de un cédigo lineal C' con pardmetros
[7,4,d]. Usando resultados conocidos, podemos calcular la distancia minima de C. Como
cualquier par de columnas de H son linealmente independientes, pero H tiene 3 columnas
liealmente dependientes, entonces C' tiene una distancia d = 3. Resolviendo las ecuaciones

de paridad determinadas por H conseguimos las 2% = 16 palabras cédigo de C:

23
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T4y +wxs +x6 +x7 =0
i) +£L‘3 +l’6 +.CE7 =

x1 +Is3 +Ts 4+x7; =0

Obtenemos una base de C' tomando a x3, 75, % y r7 como variables libres. Es decir,
¢y = 1110000, co = 1101100, c¢3 = 0101010 y ¢4 = 11010001. Luego, el codigo C' se obtiene
haciendo todas las sumas posibles entre estas cuatro palabras. Asi, hemos obtenido el cdigo
de Hamming binario de longitud 7, denotado por Hs(3).

Podemos hacer la construccion anterior para cualquier r > 2. Esto es, si dormamos la
matriz A cuyas columndas son las 2" — 1 palabras no nulas de Fj, tenemos una matriz
rxn, con n=2"—1, en donde cualquier par de columnas son linealmente independientes,
pero hay 3 columndas linealmente dependientes. Luego, H es la mariz de paridad e un cédigo
lineal denotado por Hs(r) con pardmetros n = 2" — 1, k =n —r, d = 3. Este es el llamado

codigo de Hamming binario de orden r.

EJEMPLO 2.1. Hy(4) tiene pardmetros [15,11, 3], luego codifica 2'' = 2048 mensajes y

corrige 1 error.

OBSERVACION 15. Utilizando el procedimiento anterior, los cédigos de Hamming bina-
rios pueden generalizarse a cualquier alfabeto F,.Para cada r, queremos construir una matriz
H,, € M,x,(F,), con el mayor nimero de columnas, de modo que cualquier par de colum-
nas sea linealmente independiente, pero que algiin conjunto de 3 columnas sea linealmente

dependiente.

Para cada r fijo, construimos la matriz H,, de la siguiente manera: Elegimos cualquier

columna no nula de ¢; € Vi = F}. Luego, elegimos cualquier columna no nula

o eVo=Vi\{ac:aeF,}
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Continuamos eligiendo columnas no nulas de esta forma y descartamos los multiplos
escalares de las columnas elegidas hasta agotar todas las columnas de Fy. Como cada columna

c € F tiene ¢—1 multiplos escalares no nulos ac, a € F,, tenemos que la matriz H, ., formada

(¢"=1)
(g—1)

Asi, definimos lo siguiente.

por las columnas c¢; tiene columnas.

DEFINICION 2.1. La matriz H,, € Mat,«,(F,), con n = ((q;:ll)), se llama matriz de Ham-

ming de orden r y es la matriz de paridad de un cédigo lineal g-ario con parametros
n=-——-— k=n—r, d=3

denotado por H,(r) y llamado Cddigo de Hamming g-ario de orden r.

OBSERVACION 16. Los cédigos de Hamming satisfacen la igualdad en la cota de Ham-

ming. En efecto,
nog
> (i)(q —1)' =¢"(1+n(g-1)=¢"=¢"
i=0

Por lo tanto, los cédigos de Hamming son codigos perfectos, y ademads, corrigen 1 error.

OBSERVACION 17. Una forma de construir una matriz H,, es tomar todos los vectores

de [ cuya primera coordenada no nula es 1. En efecto, hay ¢" — 1 vectores no nulos y el

primer elemento no nulo puede ser 1,2,...,q — 1. Luego, hay (((1;:11)) vectores cutya primer

coordenada no nula comienza con 1.

EJemMpPLO 2.2. El cédigo H3(3) tiene pardametros [13, 10, 3] con matriz de paridad



2. CODIGOS DE GOLAY 26

0001111111111
Hs3s=10111000111222
1012012012012

OBSERVACION 18. Notemos que la seleccién de las columnas no es tnica y por lo tanto
hay muchos cédigos de Hamming con los mismos pardmetros. Sin embargo, todos los cédigos
de Hamming de igual tamano son multiplo escalar equivalentes. Mas ain, todo cédigo lin-

eal con los parametros de Hamming es multiplo escalar equivalente a un cédigo de Hamming.

EJjeEMPLO 2.3. Consideremos una variacion de Hs(3), tomando las palabras no nulas con

la primera cordenada igual a 2.

0002222222222
His=| 0111000111222
1012012012012

Esta es la matriz de paridad de un [13, 10, 3]-c6digo de Hamming distinto, pero equivalente

al H3(3) visto anteriormente.

OBSERVACION 19. Hay cddigos no lineales con los pardmetros de Hamming. Luego, hay
cédigos perfectos no lineales.
2. Cébdigos de Golay

Los cédigos de Golay fueron introducidos por Marcel Golay en 1949. Los mismos son 4,

Gaa, Ga3, Gi2 y Gu1.

El codigo de Golay Gy es el codigo lineal binario definido por la matriz generadora

G = (Id12]A) € Migyo4(F2),

donde
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Notamos que A posee una estructura ciclica. Veremos que Gay tiene pardmetros [24, 12, 8]

y, por lo tanto, corrige 3 errores. Solo falta ver que d = 8.

TEOREMA 2.1. El ciodigo de Golay Gy tiene las siguientes propiedades

(1) Gay es autudual, es decir, Goy = Gay.

(2) Gay estd generado por la matriz G = (Alldys).
(3) Sic € Gy, entonces 4w(c).

(4) Gayg mo tiene palabras de peso 4.

(5)

5) Gas es un [24,12,8]-cddigo.

DEMOSTRACION. Sea G la matriz generados de Gy, mostrada anteriormente.

(1) Como las filas de G son ortogonales, todo par de palabras cédigo en Goy son or-
togonales. Luego, Goy C g2i4. Pero como dim Q2l4 = dim G4, entonces se cumple que
Gas = Gaa-

(2) Notemos que A = AL. Luego, por (1), se obtiene el resultado.
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(3) El peso de las filas de G es 8 012, por lo tanto disvisible por 4. Si z e y son filas de

G, entonces

w(z +vy) =w@)+w(y) —2w(xny).

Pero w(xNy) = z-y = 0 mod(2) y, por lo tanto, z+y tiene peso par. Por induccion,
el peso de la suma de cualquier niimero de filas de G es multiplo de 4.

(4) Usaremos las dos matrices generadoras Gy = (Idy2|A) y G2 = (A|ldi2) de Goy. Si
¢ € Gy, escribimos ¢ = cpcp donde cp,cr € Fi? son la parte izquierda y derecha
de ¢ respectivamente. Supongamos que w(c) = 4. Cualquier combinacién lineal de
las filas de G, tiene parte izquierda con peso mayor que 1. Usando G, la parte
derecha tiene peso mayor que 1. Entonces w(cy) > 1y, también, w(cg) > 1. Ahora,
si w(cr) = 1, entonces ¢ es una fila de Gy por lo tanto w(c) # 4. Luego, w(cr) > 2
y, analogamente, w(cg) > 2. porlo tanto, la inica posibilidad es w(cr) = w(cg) = 2.
Luego, ¢ es la suma de dos filas = e y de Gy. lo cual es absurdo, pues w(z + y) # 4
para todo par de filas z,y de G;. Luego, GGo4 no tiene palabras de peso 4.

(5) Por los dos items anteriores tenemos que wg,, > 8, y la fila 2 de G tiene peso 8,

luego dg,, = 8.

O

OBSERVACION 20. Pinchando el cédigo de Golay en la tltima coordenada se obtiene el
codigo de Golay pinchado Gog = G4, con parametros [23,12,7]. Por lo tanto, este codigo
es perfecto. Se puede ver que pinchando el codigo Goy en cualquier coordenada se obtienen
cédigos equivalentes. Extendiendo el cédigo Gos con un digito extra de paridad podemos

recuperar Goy.

El cddigo ternario de Golay Gyo es el cédigo definido por la matiz generadora

G = (Ids|B) € Mgx12(F3),

donde,
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011111

1012 21

11012 2
B =

12101 2

122101

112210

Notemos que B es de naturaleza ciclica.

OBSERVACION 21. Al igual que los cédigos binarios de Golay, pinchando el cédigo Gio
en cualquier coordenada se obtienen los codigos equivalentes, y agregando un digito extra de

paridad a cualquiera de estos se obtiene Gis.

3. Cdbdigos Ciclicos
Supongamos que n y ¢ son coprimos. En particular, si ¢ = 2, entonces n es impar.
DEFINICION 2.2. Un cédigo lineal C' C I} es ciclico si

CoC1***Cp—1 € C = Cn—1Co***Cph—2 € C.

Notemos que, por definicién, un cédigo lineal C es ciclico si es cerrado por el desplaza-
maento ciclico

CpC1 "+ Cp—1 7 Cp—1Cp " " * Cp—2.

En este caso, C es cerrado por todos los desplazamientos ciclicos
CoC1 " Cp—1 F7 Ck~ " Cp1Cp " Cpk—1-

Si €' C Fy es un c6digo lineal g-ario, a cada palabra cédigo podemos asignarle un poli-

nomio como sigue:

¢:C —=TFlx], cocr -+ cnarrcot+cm+ - +cpqz™

¢ es un isomorfimo de espacio vectorial de C' sobre ¢(C'). Luego, se puede simplemente,

pensar las palabras codigo como polinomios.



3. CODIGOS CICLICOS 30

El cociente
F, [x}
(zn —1)

es el algebra de polinomios de grado menor que n, con la suma usual de polinomios y el

R, =

producto de polinomios seguido de reduccién modulo z™ — 1.

OBSERVACION 22. Un cédigo C' es ciclico si y sélo si ¢(C') es un ideal en Fy[z]/{z" — 1).

En efecto, si cocq -+ - ¢,,—1 € C', entonces

z(cog+cir+ - F 12" = cr o+t ep2™ méd (2 — 1)

~1
= Cp1X+cCor+ -+ Cpox" .

TEOREMA 2.2. Sea C un ideal de R, es decir, un codigo ciclico de longitud n. Entonces:

(1) Existe un unico polinomio mdnico g(z) de grado minimo en C. Ademds, este poli-

nomio genera C, es decir C = (g(x)).

(2) g(x)|z" — 1.

(3) Sideg(g(x)) =r, entonces, C tiene dimension n —r. Mds ain,

C = (g(v)) = {r(x)g(z) : deg(g(x)) <n —r}.

(4) Sig(x) = go+gix+---+g.xr, entonces go # 0 y, ademds, C' tiene matiz generadora

G g1 Go g 0 0 - 0

0 g g1 Go -+ -+ g 0 - 0
G=10 0 g9 @ g - = G

0

0 0 -+ 0 g G Go - - g

donde cada fila de G es un desplazamiento ciclico de la fila previa.

DEMOSTRACION.

Supongamos que C' contiene 2 polinomios ménicos distintos, g;(z) y g2(x), de
grado minimo r. Entonces, g;(x) — g2(x) es un polinomio no nulo de grado menor

que r, lo cual es absurdo. Luego, existe un tinico polinomio moénico de grado minimo
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ren C. Como g(z) € C'y C es un ideal, tenemos que (g(x)) C C. Por otra parte,
supongamos que p(z) € C. Existen ¢(x), r(z)) tales que:

p(x) = q(x)g(x) + (), 0 < deg(r(x)) <

Luego, como r(x) = p(z) —q(z)g(z) € C, y tiene grado menor que r, necesariamente

r(z) = 0. Asi, p(x) = q(z)g(x) € (g(x)) yC C (g9(x)). Por lo tanto, (g(x)) = C.

Dividiendo 2™ — 1 por g(x) tenemos:
2" —1=q(z)g(x) + r(x), con 0 < deg(r(x)) <r.

Como en R, se tiene que 2" — 1 = 0 € C, vemos que r(z) € C y por lo tanto,
r(z) =0.

El ideal generado por g(z) es (g(z)) = {f(z)g(x) : f(x) € R,}. Queremos ver
que basta restringir f(x) a polinomios de grado menor que n — r. Sabemos que
"™ — 1 = h(z)g(x) para algin polinomio h(z) de grado n — r. Dividiendo, f(z) =
q(x)h(z) + r(z), con deg(r(z)) < n —r. Entonces,

f(@)g(z) = q(x)h(z)g(x) + r(z)g(x)) = q(z)(2" = 1) + r(z)g(z),

y asi, f(z)g(x) = r(x)g(x)enR,, que es lo que se queria ver. También queda de-

mostrado que el conjunto

{g9(x),zg(x),...,a" " g(x)}

genera a C, y como es linealmente independiente, forma una base de C. Luego,
dimC =n—r.

Si go = 0, entonces g(x) = xg1(x) con deg(gi(z)) < r. Pero entonces tenemos,
gi(@) = 1-gi(z) = a"gi(x) = 2" g(x) € C,

lo que es absurdo, pues g; # 0 tiene grado menor que g(x). Porl o tanto go = 0. Por
tltimo, G es la maatriz generadora de C, pues {g(z),zg(z),... 2" " g(z)} es una
base de C'.

U
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OBSERVACION 23. Un cddigo ciclico puede estar generado por otros polinomios ademés

del polinomio generador.

Hasta el momento, hemos estudiado tres codigos cléasicos: los de Hamming, lo de de Go-
lay y los ciclicos. Cada uno se genera de una forma distinta a los demés y cada uno tiene
parametros distintivos. Pero, ;podemos decir que alguno es mejor que los demas? ;acaso

alguno es mas completo que el resto?

Las respuestas a estas preguntas, tal como uno esperaria, no son cerradas. Cada cddi-

go tiene sus ventajas y deventajas, desde su generacion, hasta sus capacidades de codificacion.

En resumen, los cédigos de Hamming son lineales y perfectos, al igual que los de Golay.

Por otra parte, los cédigos ciclicos no son necesariamente perfectos.

Los cédigos de Golay son pocos (sélo se han definido 4), mientras que el conjunto de los
codigos ciclicos es extenso, al igual que el de los cédigos de Hamming (puesto que hemos

visto que todo codigo de Hamming es equivalente a otro con los mismos parametros).

Por una parte, los codigos ciclicos tienen su base en el algebra de polinomios, lo que
les brinda una estructura bastante flexible. Por otro lado, los c6digos de Hamming y Golay
estan netamente basados en el algebra lineal. Especificamente, los de Hamming se pueden
generar con matrices relativamente sencillas de construir, lo que facilita la rapida creacion
de uno de ellos; en cambio, para generar un cédigo de Golay, es necesaria la existencia de

matrices especificas, y con estructuras no tan intuitivas.

Todo lo anterior muestra la riqueza y amplitud (valga el uso coloquial de la palabra)

algebraica del mundo de los cédigos.
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Tabla Comparativa de Codigos

33

Cédigos de Hamming

Cddigos de Golay

Cadigos Ciclicos

+ Son lineales.

+ Son perfectos.

+ Codifica bastantes pal-
abras con matrices no tan

grandes.

+ La matriz H es facil de
construir.
+ Todos los cédigos de ham-

ing de igual tamano son

equivalentes.
- Existen codigos con
parametros de Hamming

que no son lineales.

- Corrigen un solo error.

+ Son lineales.

-+ Son Unicos.

+ Codifican mas palabras

que los de Hamming con

matrices no mucho maés
grandes.

_ L
+ g24 - g24

+ Se puede obtener un codi-
go perfecto a partir de uno
de Golay (Cédigo Pinchado
de Golay).

- Las matrices generadoras
son particulares y poco in-
tuitivas.

- Son pocos.

+ Son lineales.

+ Definicion més alge-
braica.

+ Tenemos una expresion

explicita para la matriz ge-

neradora.

+ Se generan de forma re-
cursiva.

+ La distancia minima
puede ser grande, lo que
permite detectar y corregir

mMas errores.

- No son perfectos.

- Son menos intuitivos.




Capitulo 3

Sistemas de Steiner

1. Estructuras de Incidencia Finita

Una Estructura de Incidencia Finita es una tripla S = (P, B,Z), donde P y B son con-
juntos, e Z C P x B. A los elementos de de B se les llama bloques. Si (p, B) € Z, decimos

que p es incidente con B, o que B contiene a p.

DEFINICION 3.1. Una estructura de incidencia D = (P,B,Z) es un t — (v, k, \) disefio,
con t,v,k, A € N, si
. [Pl =v,
e todo bloque contiene exactamente a k puntos,
e todo conjunto de ¢ puntos distintos es incidente con exactamente A\ bloques.
EJEMPLO 3.1. Sea P = X un conjunto cualquiera, B € P(X) y definimos la relacién de
incidencia por
(p,B) € I < peB.
Este par, (X,P(X)), resulta un t — (v, k, ) diseno si | X| =v,B € Pp(X) ={B C X :
|B| =k} vy, para todo T" C P, con |T| =t se tiene que #{B € B: T C B} = \.

2. Tipos de Disenos

Basicos Generales: e Un 1-deseno se suele llamar configuracién tactica. Notese
que en el caso especial t = A = 1, tenemos una particiéon de P en un subcon-
junto de cardinal k. Un 2-disefio con k < v se dice BIBD (balanced incomplete
block design).

e Si k=2 unt— (v,2,)) disefio es un grafo G = (V, F) (no dirigido, sin lazos),

donde P = V son los vértices y B = E son los lados. Sit > 1, el grafo es conexo

34
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y r-regular, donde r es el niimero de bloques incidentes con un punto p € P. Si
t = 2, entonces D es el grafo completo K,,.

Sistemas de Steiner: e Unt — (v,k, 1) diseno es un sistema de Steiner, deno-
tado por S(t,k,v). Es una coleccién de k-subconjuntos de un v-conjunto tal
que todo t-subconjunto estd en exactamente un bloque.

e Siv =2y k=3, tenemos un sistema triple de Steiner, S(2,3,v). Es decir,
una coleccion de triplas, tal que todo par de puntos estd en exactamente una
tripla.

Planos Proyectivos: e Un 2 — (v, k,1) disefio es un plano proyectivo finito.
Nétese que es tanto un BIBD con A = 1, como un sistema de Steiner S(2, k, v).
Los k-subconjuntos son las lineas y todo par de puntos esta en exactamente
una linea.

e Todo 2 — (v, k,1) disefio es un triple de Steiner S(2,n + 1,n* +n+1) y se lo
llama plano proyectivo de orden n.

e Existe un S(2,3,v)siysélosiv=1 6 3( mdd 6).

Acé ilustramos un plano de Fano (o diagrama de Fano), un césico ejemplo de sistema de

Steiner:

Es un 2 — (7,3,1) sistema, ya que consta de siete bloques, cada bloque (linea) cons-
ta de tres puntos y por cada dos puntos, el tercero esta definido por estos dos primeros.
Mas adelante veremos que este diagrama estd fuertemente relacionado con los codigos de

Hamming.

EJEMPLO 3.2. Sea K = (V, E) el grafo completo de 6 vértcices mostrado anteriormente.
Sea P el conjunto de los lados de Kg mas un lado adicional, que llamaremos oo, esto es,

P = EU{oo}. Los bloques que contienen a oo constan de oo y los 5 lados de las 5-estrellas
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Luego, hay 6 bloques que contienen a co. Los bloques que no contienen a oo son los subgrafos

e Kg que forman dos tridangulos disjuntos, como por ejemplo

De donde, fijando un vértive, hay (g) = 10 formas de elegir 2 vértices, de los 5 restantes,
para armar un tridngulo. Asi, hay 10 bloques que no contienen a co.

Notemos que dos lados cualesquiera de K estédn en exactamente dos bloques (la 5-estrella

y en los dos tridngulos disjuntos). Esto da un 2 — (16,6, 2) disefio.

EJEMPLO 3.3. Sea P = {(7,7) : 1 < i,5 < 4}. Para cada (i,j) € P definimos el bloque

Bi,; que contiene a los 6 puntos de la fila y columna que pasan por (i, j) distintos (4, j),

By = {(i.h) : k # 7Y U{(k,J) : |k # i}

Luego, |P| = |B = 16. Por ejemplo, By, = {(1,1),(2,1),(3,1), (4,2), (4,3), (4,4)}. Lo repre-

sentamos por

e 0 0 ©
® O O O
® O O O
O e o o
Todo par de puntos es incidente con exactamente 2 bloques. Los puntos(i,j) y (k,1)
pertenecen a By j y B;;. Luego, (P, B) es un 2 — (16, 6, 2) disefio. Ademads, es un 1 — (16,6, 6)

diseno.
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OBSERVACION 24. Noétese que una construccién similar a la del ejemplo anterior, pero

con una matriz n X n, con n # 4, sélo daria un 1-diseno, pero no un 2-diseno.

TEOREMA 3.1. Sea D = (P,B) unt — (v, k,\) disenio. Para cada s, con 0 < s <, A

esta dado por

(?:f:) :/\(U—s)(v—s—l)---(v—t—i-l)
(k_s) (k—s)(k—s—1)---(k—t+1)

t—s

As = A

En particular, D es un s — (v, k, As) diseno para todo 1 < s <.
DEMOSTRACION. Sea A un subconjunto de P, y supongamos que
s =#{B€B:AC B}.

Veamos que Ay, no depende de A. Contemos el nimero de pares (D, B), con D un t-
subconjunto de Py A C D C B, son B un bloque.

Hay (1’:;) formas de elegir D D A y hay X bloques B que contienen a D. Por otro lado,
hay A; bloques B D Ay (f:j) formas de elegir D.

(2= (20)

de donde se obtiene que A; no depende de s. Ademads, todo t — (v, k, \) diseno es un

Luego,

s — (v, k, \s) diseno para todo 0 < s < t.
]

COROLARIO 3.1. Sea D = (P,B) un t — (v, k,\) diserio y r el nimero de bloques que

contienen a un punto en P.

(1) Todo punto de P estd contenido en r bloques con
v—1
()
k—1
(i)

T:)\lz)\

(2) D tiene b blogues con
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(3) Para 0 < s <t—1, A se obtiene recursivamente de

_(v—ys)
>\s - (k _ S))\s-i-l

(4) Los pardmetros satisfacen
rv=>0k, yparat=21rk—1)=Av—1)

DEMOSTRACION. (1) y (2) se obtienen tomando s = 1y s = 0, respectivamente. Para

(3),

N = (i) .
(=) Goen)

de donde obtenemos que (k — s)A\s = (v — s)A\s41. Para (4), por la recursion,

v— 8 v— 8
A = )
k— st k—sr

Ahora bien, si s = 0, entonces bk = vr, y si s =1, t = 2, entonces b(k — 1) = (v — 1)A.
L]

b= X =

3. Cddigos Perfectos y Disenos
Dados x,y € Iy, el soporte de x es
sopr ={1 <i<n:z; #0}

y decimos que x cubre a y si sop y C sop x. Notemos que sop 0 C sop x C sop 1 para todo
x. Por ejemplo x = 011101 tiene soporte {2,3,4,6} y cubre a y = 010100, que tiene soporte
{2,4}.

Sea C un codigo binario de longitud n, S, es el conjunto de palabras de C de peso w, es
decir,

So={ceC :w(c) =w}, |S,]=As.

Decimos que S,, satisface un t — (n,w, \) diseno si el conjunto de soportes de palabras en

S
sopc:c €S,

es el conjunto B de bloques de un t — (n,w, \) diseno. Es decir, si para cada conjunto T C
{1,...,n}, con |T| =t existen exactamente A\ palabras cddigo de peso w con unos en todas

las coordenadas indexadas por T
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TEOREMA 3.2. Sea C un (n, M,d = 2t+1)-cdédigo binario perfecto. Entonces, el conjunto
de palabras de peso minimo Sy satisface un t + 1 — (n,d, 1) diseno, es decir, un sistema de
Steiner S(t + 1,d,n). En otras palabras, para todo T = {j1,...,ji+1} C {1,...,n} existe un

tnico ¢ € C conw(c) =d y T C sop c.

DEMOSTRACION. Como C es perfecto, las colas B(c,t), ¢ € C, son disjuntas y cubren
F3. Sea z € Fy con w(x) =t+ 1. Luego x ¢ C y = € B(c,t) para un unico ¢ € C. Luego,
d(z,c) <ty

w(c) <d(e,z) +d(z,0) <t+t+1=0
de donde, c € 9.
Como w(z) =t+1, w(c) =2t+ 1y d(x,c) <t, tenemos

2w(zNe) =w(c) +w(c) —d(z,c) > 2t + 2.

Luego, w(x Nc¢) > t+ 1 = w(x), entonces sopc D sopx Nc D sopx. El resultado se obtiene

tomando T = sop x. [l

COROLARIO 3.2. Sea C un (n, M,d = 2t + 1)-cddigo binario perfecto. Entonces,

(5
(:£4)

Ay = €.

DEMOSTRACION. Por corolario y teorema anterior, S; satisface un Sistema de Steiner

S(t+1,d,n), es decir, un t + 1 — (n,d, 1) disenio D. Luego,

(:4)

Ay = |S4| = nidmero de bloques de D =b =

COROLARIO 3.3. Sea C un (n, M,d = 2t + 1)-cddigo binario perfecto. Entonces,

(tZIis)

()

‘As = S Z:, 1 <s<t.

DEMOSTRACION. Basta sustituir los pardmetros del Sistema de Steiner que se muestran
=) 0
(tfs)

en el teorema anterior, en la expresion ya conocida, Ay = A
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TEOREMA 3.3. Sea C un cddigo binario perfecto de longitud n y distancia d = 2t + 1.
Sea C el codigo extendido de C. Entonces, las palabras codificadas de peso 2t +2 en C forman
un disenio S(t + 2,2t +2,n + 1).

DEMOSTRACION. Queremos probar que todo vector 4 € F3~! de peso t + 2 es cubierto
por una unica palabra codificada en C de peso 2t + 2. Supongamos ¢ y ¢ dos palabras
codificadas de peso 2t + 2 en C que cubren al vector @ € F5™ de peso ¢ + 2. Por propiedad

mostrada anteriormente, tenemos que:
d(c,u) =w(e) +w(u) —2w(ckxu) = (2t +2)+ (t+2) —2(t+2) =t.

Entonces @ esté contenida en la bola B(c, t). Analogamente, @ estard en B(c,t): como nuestro
c6digo es perfecto, con esto se consigue que ¢ = ¢ (i.e. la unicidad de la palabra codificada
de peso 2t + 2).

En vista de que C es un codigo extendido, supongamos que se obtuvo a partir de C,
agragando la (n 4+ 1)-ésima coordenada. Sea @ € F5™! un vector de peso ¢+ 2 con unos en las
posiciones iy, i, .. .,i49. Sea u’ el vector que se obtiene al suprimir la tltima coordenada.
Veamos que esta palabra existe en C:

Si 4,19 = n + 1, entonces u’ es de peso t + 1. Como C es perfecto,, y corrige ¢ errores, existe

una palabra ¢ € C tal que d(u/,¢) < t. Asi, se tiene que
t>d,c) =w(d)+w) — 2w *e) > we) + (t+1) — 2w(u * ¢),

por lo tanto,

2w(u' *¢) > w(c) +1>2t+ 2.

Luego, se cumplen ambas igualdades y ¢ cubre a u. Ademds, se obtiene que w(¢) = 2t + 2.
Entonces, la palabra extendida, |¢|1| estd en C, cubre a @ y es de peso 2t + 2.

Del mismo modo, si i;.9 < n + 1, podemos ver que alguna palabra ¢ € C, de peso 2t + 1
6 2t + 2, cubre a u'. Al agregarle el chqueo de paridad total (coordenada de extensién), se

obtiene el resultado.

0

COROLARIO 3.4. El numero de palabras codificadas de peso 4 en H, es
2" r— r r—
() 22 -nEe'-1

(5 3 |
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4. Interpretaciéon Geométrica

En la seccion anterior definimos los disenios, entre los que mencionamos al plano proyec-
tivo finito. Describamos una relacion fascinante entre los codigos perfectos y el Plano de
Fano.

Consideremos el siguiente codigo de Hamming y veamos de qué forma puede ayudarnos
el plano de Fano a decodificar e identificar palabras cddigo, corrigiendo hasta un error:

Empezamos con la siguiente matriz de paridad,

0001111
H=1l1110011]/,
1010101

que nos ayudard a obtener todas las palabras de nuestro codigo:

0000000 1111111 )
1110000 0001111
1001100 0110011
1000011 0111100
0101010 1010101
0100101 1011010
0011001 1100110
0010110 1101001

\ 7

7'[2(3) =

Le damos un nombre a cada punto de nuestro plano de fano,
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A cada palabra, ¢, le asignamos un conjunto de puntos, D(c), donde P; pertenece a D(c),
si y sélo si, ¢ tiene un 1 en la i-ésima coordenada.

Noétese que las palabras cddigo constituyen una linea (diremos que una linea es la unién
de tres puntos colineales) o el complemento de una linea. Esto contribuye grandiosamente al
proceso de correcion de errores, puesto que basta con observar la representacion geométrica
de la palabra obtenida para determinar si pertenece o no al cédigo, y en caso negativo, para
conseguir la palabra mas préxima.

Veamos qué sucede con cada una de las palabras, segtin su peso:

Peso cero: No es necesario ningtin anélisis.

Peso uno: Las palabras de peso uno van directamente a la palabra nula.

Peso dos: Para las palabras de peso dos adjuntamos el tercer punto colineal para
formar una linea.

Peso tres: Toda palabra de peso tres forma una linea, o un triangulo. En el caso del
triangulo, agregamos el cuarto punto necesario para formar un cuadrilétero.

Peso cuatro: Las palabras de peso cuatro forman un cuadrilatero (en cuyo caso, ya
son palbras c6digo) o son la unién de una linea con un punto aislado. En este caso
extraemos el punto aislado.

Peso cinco: El trato con las palabras de peso cinco es similar. Primero es necesario
notar que una palabra de peso cinco es la uniéon de dos lineas. Para obtener una
palbra codigo, es necesario quitar el elemento interseccion de ambas lineas.

Peso seis: Andlogo a las de peso uno, estas palabras van a la palabra con todas las
coordenadas iguales a 1.

Peso siete: No es necesario ningin analisis.

EJEMPLO 3.4. Si se recibe la palabra 1100010, se forma un tridngulo con los puntos
P, P, vy Ps. Completamos el cuadrilatero agregando el punto Ps, para conseguir lapalabra

coédigo 1100110.

Pl P2 P3
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EJEMPLO 3.5. Si recibimos la palabra 1111000, notamos que podemos trazar la linea
P, P; y unirla con P;. Anulamos P, y nuestra palabra viene dada por la linea P, P5. Con esto

obtenemos la palabra cdigo 110000.

EJEMPLO 3.6. Consideremos la palabra 0111011. Es la unién de las lineas PoPyFPs y
P3P, P;. Quitando el punto de interseccion, Py, obtenemos la palabra cédigo 0110011, repre-

sentada por el segmento P, P, unido con Py P;.

P7 P7

Nétese que el orden de los vectores que constituyen la matriz de paridad, H, determiné las
palabras de nuestro cédigo (ya hemos visto que existen multiples cédigos de Hamming equiv-
alentes). A su vez, las palabras de nuestro c6digo determinan el orden de los puntos de nuestro
diagrama de Fano. La idea, por supuesto, seria conseguir una forma general de plasmar nue-
stro codigo en el diagrama. De lograrse, podriamos trasladar nuestro diagrama a un K

(grafo completo de 7 vértices).

En los ejemplos dados podemos percibir rastros de grafos: en el primer ejemplo notamos
que la palabra que no pertece al codigo forma un camino de tres puntos, para luego, al ser
corregida, transformarse en un ciclo de cuatro puntos. En el segundo ejemplo notamos que
tenemos un camino de cuatro puntos, para luego convertirlo en uno de tres. En el ultimo,

obtenemos una estrella, para corregirla y convertirla en un matching.
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Queda claro, entonces, que la relacién con el grafo completo esta alli, presente, pero sin
ser aun genralizada. Este es un problema que se deja abierto, e intenta alentar al lector a

seguir la linea de este trabajo.



Conclusiones

La teoria de la informacién es un area de las matematicas que aporta cada vez mas y mas
al mundo en el que vivimos, debido al increible alcance de la tecnologia y las comunicaciones.
Sabemos que cada dia se transmite mas informacién, y por consiguiente, se requieren mejores

formas de empaquetar y analizar la data.

Nuestra aproximacion a la teoria de codigos nos deja un agradable sabor de boca, al ver
que no es un area que corresponde Unicamente a temas computacionales, sino que contiene
un amplio contenido algebréico. Nos vimos inmersos en diversas estructuras conocidas, como
lo son los espacios vectoriales. Notamos que los cddigos pueden vivir en espacios que creiamos
estaban alejados de la materia, y sin embargo, los albergan sin ningtin problema. Por otra
parte, también observamos que algunas etructuras algebraicas como los grafos y los sistemas

de steiner modelan exactamente un codigo perfecto.

Vale recalcar que lo estudiado en estas paginas abarca una pequena porcion de lo que es
la codificacion y la deteccion de errores. A la hora de decodificar se consediran muchos resul-
tados que escapan de este trabajo. Para abordar el tema de la decodificacién, se recomiendan

algunos trabajos, como [1], [4].

Hemos basado el estudio de los codigos en tres parametros béasicos d, M y n, que parecier-
an tener todos el mismo peso (valga el juego de palabras) a la hora de caracterizar al c6digo.
De hecho, la gran mayoria de las propiedades se las adjudicamos a alguna de estas tres vari-
ables. Asi pues, si estos prametros son tan vitales para definir y caracterizar un cédigo, cabe
entonces la pregunta: jhay directrices generales para crear y describir codigos cualesquiera,

dado(s) alguno(s) de estos parametros?
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La respuesta, como es de imaginarse, es negativa. Quedan muchos problemas abiertos en
el drea que involucran a nuestras tres letras clave. Veamos algunos que no tienen solucion

aun, excepto en casos especificos:

e Dados d y n mayores a 1. ;Cual es el menor k, mayor a 1, para el cual existe un
cédigo C) de longitud n, dimensién k y distancia minima d?
e Dados d y n mayores a 1. ;Cudl es el menor M, mayor a 1, para el cual existe un
cédigo C de tamano M y distancia minima d?
e Dados k y n mayores a 1. ;Cual es el mayor d , para el cual existe un codigo lineal
C, de longitud n, dimensién k y distancia minima d?
Como vemos, son problemas que surgen de preguntas naturales, sin alejarnos de los ele-
mentos basicos de los codigos, lo que ilsutra la complejidad y riqueza de la materia. Es por

esto que se alienta al lector a seguir el estudio de la misma.

iContinuemos codificando!
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