
universidad central de venezuela

facultad de ciencias

escuela de f́ısica
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RESUMEN

El estudio de los sólidos es un campo bastante amplio, un área muy intere-

sante surge cuando el sólido en estudio permite la adsorción de átomos, ya

que este suele cambiar su estructura electrónica. Para este tipo de fenóme-

nos, uno de los métodos mas usados para el estudio de sólidos y cristales es

la aproximación de Tight Binding, la cual toma en cuenta la interacción de

vecinos inmediatos. Este método nos facilita el estudio de la estructura del

sólido, ya que nos proporciona los autovalores del sistema. Con la adsorción

de átomos el nivel de dificultad para resolver anaĺıticamente el sistema se in-

crementa. En este trabajo se hizo estudio numérico, tanto de una cadena de

átomos, aśı como de la estructura del grafeno. En ambos casos se estudiaron

las propiedades electrónicas de estos dos sistemas, al ser modificados por áto-

mos adsorbidos con diferentes enerǵıas, utilizando la aproximación de Tight

Binding a través de densidades de estado, de sus siglas en ingles(DOS). De

los resultados mas importantes que pudimos obtener para el grafeno, podemos

mencionar, la aparición de la banda prohibida de enerǵıa o gap, en la zona del

mı́nimo de probabilidad del DOS, al ser adsorbido un conjunto de átomos con

un patrón periódico. Por otro lado, cuando la adsorción de átomos fue reali-

zada de forma aleatoria se observaron disminuciones en los puntos de maxima

probabilidad (singularidades de Van Hove), aśı como desplazamientos en la

zona mı́nima de probabilidad (Puntos de Dirac).
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0 = ( 0 ó −1 ). . . . . . 43

4.5. Resultados de la red de grafeno: (a) encontrada por Castro Neto y colabo-

radores [1], Das Sarma[2] y nuestros resultados usando (b) con N = 5000

y (c) 20000 sitios iguales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.6. Red de grafeno con 20000 sitios y 10000 átomos adsorbidos con: 1) enerǵıa
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Caṕıtulo 1

Introducción

El carbono es un elemento importante para la vida y la base de la qúımica orgánica

debido a la flexibilidad de sus enlaces. Los sistemas basados en carbono muestran un gran

número de diferentes estructuras con una amplia variedad de propiedades f́ısicas. Uno de

los sistemas que posee solo átomos de carbono, y que en la actualidad está siendo muy

estudiado es el grafeno. El grafeno es un material de dos dimensiones (2D) alótropo del

carbono (capacidad del elemento en formar diversas estructuras moleculares) y actual-

mente juega un papel importante, ya que determinar sus propiedades electrónicas es la

base para la comprensión de otros alótropos.

El grafeno ha sido estudiado desde hace mas de 50 años [3]. Aunque inicialmente solo

era conocida la estructura electrónica y el enlace qúımico de la monocapa de graf́ıto, no

fue sino hasta 2004, cuando el grafeno fue obtenido experimentalmente por Andre Geim

y a Konstantin Novoselov, los cuales en 2010 se hacen merecedores del Premio Nobel por

sus trabajos en grafeno [4, 5, 6, 7]. Desde entonces, se han realizado numerosos trabajos,

llegando a ser publicados mas de 5000 art́ıculos en el periodo 2004-2009 [2], donde po-

demos mencionar estudio de las propiedades electrónicas [1, 2], su estructura [8, 9] entre

otros .

Uno de los modelos matemáticos más usados para reprodućır caracteŕısticas impor-

tantes del grafeno (autovalores, autovectores, estructura electrónica) aśı como realizar

aproximaciones para las bandas ∗π y π [10], es el modelo de Tight-Binding (TB) [11], .

Este modelo TB es uno de los modelos mas usados para el estudio de sólidos debido a su

simplicidad (grafito, semiconductores y sistemas ionicos entre otros) [3, 12, 13].



2 Introducción

Las propiedades del grafeno pueden ser estudiadas conocido el operador Hamiltoniano

que lo caracteriza, realizando una diagonalización para encontrar los niveles de enerǵıa

permitidos en la red. Sin embargo cuando este sistema se ve afectado por un átomo,

cuando existe una adsorción de éste, se hace más complicado realizar dicha diagonaliza-

ción anaĺıtica, para finalmente encontrar los niveles de enerǵıa. En estos casos usamos un

método numérico para poder realizar la diadonalización exacta. Estos métodos suelen ser

utilizados en otros materiales, como por ejemplo [14, 15, 16, 17] aśı como en el grafeno [18].

La finalidad de este trabajo es desarrollar un software en lenguaje C, adaptando li-

brerias y sub-rutinas estandar como BLAS y LAPACK, que permı́tan reprodućır las pro-

piedades electrónicas del grafeno puro, aśı como con átomos adsorbidos. En cada caso

se espera obtener la densidad de estados del sistema, de esta manera poder simular el

comportamiento del material, lo cual es importante para segúır con el desarrollo e inves-

tigación de sus bondades, ya que su producción de calidad es limitada.

Este trabajo está conformado por cinco caṕıtulos, donde en el primero se hace una

breve introducción y finalidad del documento, en el segundo de ellos se presentan aspec-

tos importantes sobre la teoŕıa del grafeno, una breve explicación del modelo de Tight

Binding aplicado a diferentes sistemas que nos llevara finalmente al estudio del grafeno.

En el caṕıtulo 3 se explica la metodoloǵıa empleada para llevar a cabo el desarrollo del

software, cálculo de la densidad de estados, que nos permitan entender el comportamiento

de las propiedades electrónicas del grafeno. En el capitulo 4, los resultados obteńıdos aśı

como un análisis de ellos y finalmente, en el capitulo 5, se presentan las conclusiones más

relevantes de este trabajo.
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Marco Teórico

En la siguiente sección tocaremos algunos conceptos importantes para la mejor com-

prensión de los procesos y resultados de este trabajo, espećıficamente hablaremos del

grafeno, el Hamiltoniano de Tight Binding y sus aproximaciones en 1-D, 2-D, aśı como

de su diagonalización.

2.1. El Grafeno

El carbono es un elemento muy importante, ya que a partir de él se forma un gran

número de compuestos importantes para la vida, industria, desarrollo, investigación y mu-

chos otros aspectos. Este material alótropo, debido a su capacidad para formar diversas

estructuras y compuestos, es el responsable de la formación de grandes compuestos. Debi-

do a las propiedades que nos proporciona la unión de dichos átomos, aparecen sistemas a

base de carbono formando diferentes estructuras con una amplia variedad de propiedades

f́ısicas.

El carbono es fundamental en la qúımica orgánica ya que en ésta se estudia básicamen-

te, las propiedades y caracteŕısticas de compuestos asociados por los enlaces de carbono.

Se conocen much́ısimos compuestos a base de carbono, aumentando este número con el

pasar de los años. También se sabe que el carbono está presente en todas las forma de

vida en la tierra.

El grafeno es un compuesto formado por átomos de carbono, que están situados en

forma hexagonal (panal de abejas), en una hoja de un átomo de espesor. El grafeno se

puede obtener a partir del graf́ıto, el cual es un compuesto que se consigue fácilmente en

la naturaleza (ver figura 2.1). Aunque se sab́ıa de la existencia del grafeno desde 1930
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Figura 2.1: Estructúra del grafito

[19], fue en 2005 cuando se comienza a estudiar mas a fondo y en 2010 se otorgó el Premio

Nobel de F́ısica a Andre Geim y a Konstantin Novoselov, por sus trabajos acerca de este

material.

Figura 2.2: Diferentes estructúras de carbono

Muchas nanoestucturas, como los nanotubos de carbono y los fulerenos (Ver figura

2.2), están relacionadas con el grafeno, ya que por ejemplo, podŕıa explicarse la estructu-

ra de los nanotubos de carbono como una hoja de grafeno enrolladas sobre si mı́sma, y de

hecho las propiedades de los nanotubos de carbono se describen y entienden fácilmente

en términos de las del grafeno. Aśı mismo, el fulereno se puede entender como una hoja

de grafeno unido en forma esférica. Cabe aclarar que los fulerenos y nanotubos aparecen

naturalmente, no los podemos formar con grafeno, pero teóricamente pueden entenderse

en función de este último.
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2.1.1. Propiedades del Grafeno

Algunas de las propiedades más importantes del grafeno tenemos que posee una gran

conductividad térmica y eléctrica [6], desde el punto de vista qúımico, el grafeno puede

reaccionar con otras sustancias para formar compuestos con diferentes propiedades, esto

hace al grafeno un material de gran potencial de desarrollo industrial [19]. Es muy ligero

(una lámina de 1 metro cuadrado de grafeno pesa unos miligramos), además tan ligero

como la f́ıbra de carbono, pero mejorando la flexibilidad [19]. Tiene mayor resistencia

que el acero y a su vez más ligero [23], posee gran elasticidad [1], el grafeno tiene una

gran superficie, porque es directamente una única lámina, debido a esto muchos átomos

pueden quedar adsorb́ıdos y se pueden cambiar las caracteŕısticas ópticas y eléctricas con

adsorción de átomos y moléculas.

Situándonos en las propiedades electrónicas que constituyen el eje principal de este

trabajo, los electrones en el grafeno son cuasi-part́ıculas de Dirac, una consecuencia de

que esto suceda es que el fenómeno de tunelamiento cuántico en el grafeno es distinto al

tunelamiento en otro sólido. Aunque en nuestro trabajo no está contemplado el tunela-

miento de Klein nos parece un efecto interesante a destacar que ocurre en el grafeno, ya

que este tunelamiento cuántico perfecto en el grafeno podŕıa tener una probabilidad de

100 % de que ocurra [6].

Dadas sus grandes y variadas propiedades, el grafeno es muy útil a nivel tecnológico

e industrial, como por ejemplo en la fabricación de pantallas táctiles muy flexibles, pro-

cesadores de alta velocidad, bateŕıas de gran almacenamiento, mejor aprovechamiento de

la enerǵıa solar, entre muchas otras [24].

2.2. Hamiltoniano De Tight Binding (TB)

La estructura del grafeno, v́ısta como un sólido, se puede describir mediante una red

de Bravais bidimensional con la finalidad de obtener la Zona de Brillouin, para esto, pa-

samos al espacio de las frecuencias (Red Rećıproca), asi finalmente obtener una zona de

Brillouin de 2 átomos en 2-D, una vez iniciados en la estructura del grafeno, se pasa al

modelo matemático y la aplicación del modelo de aproximación del Hamiltoniano de Tight
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(a)

(b)

Figura 2.3: Red de (a) de Bravais y (b) Rećıproca en 1-D

Binding en la estructúra. Estos términos están definidos como:

Red de Bravais:

Una red de Bravais es una colección infińıta de puntos (átomos) que es invariante

bajo ciertas traslaciones y, en la mayoŕıa de los casos, también a rotaciones. De

manera tal que si se estudia una celda de la red de Bravais, se sabe que es el mismo

comportamiento en las celdas restantes del sistema (ver figura 2.3 (a)).

Red rećıproca:

Una red rećıproca no es más que aplicarle Transformada de Fourier a una red de

espacio real para llevarla a un espacio rećıproco (de frecuencias). Los nodos que se

obtienen en este espacio rećıproco, son consecuencia de la combinación lineal de los

vectores base en dicho espacio (ver figura 2.3 (b)).

Zona de Brillouin:

La zona de Brilloiun es la celda primit́ıva o unitaria en el espacio de frecuencias o

red rećıproca, usada para describir el comportamiento de un medio periódico. Es

decir, la zona más pequeña que podemos usar para repetir el sistema mediante tras-

laciones y/o rotaciones.
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2.2.1. Aproximación de tight Binding del Hamiltoniano

El Hamiltoniano de Tight Binding (también llamado enlace fuerte) es un modelo que

nos permite obtener y estudiar la estructura de bandas de un sólido usando una base

de funciones de onda y combinación lineal de ellas, tratando a este sólido como una

colección de átomos en el cual se toma en cuenta solo los átomos fuertemente ligados.

En la formulación matemática el modelo viene representado por el Hamiltoniano de un

átomo agregándole un potencial generado por la interacción de sus vecinos inmediatos.

H(r) = ΣHat(r −Rn) + ∆U. (2.1)

donde H(r) representa el Hamiltoniano del sistema, Hat es el Hamiltonano de un átomo

aislado, ∆U la corrección del potencial atomico y Rn es la posición del átomo en la red.

Este Hamiltoniano debe cumplir con el operador traslación, lo cual es esperado, ya

que en un sólido si un átomo pasa de su posición a la de su vecino inmediato, este sentirá

la misma interacción que cuando se trabaja con condiciones de frontera periódica que nos

hace simular una infinita colección de átomos.

2.2.2. Aproximación de TB en 1-D con un átomo en zona de

Brillouin

Comenzamos con el estudio de una estructura 1D como se muestra en la figura 2.3(a),

donde se observa una cadena de átomos, cuya celda unitaria se puede representar con un

átomo. Partiendo de la ecuación de autovalores y autovectores para esta cadena:

E(φ0) = [h(
−→
k )](φ0), (2.2)

dónde:

[h(
−→
k )] =

∑
m

[Hnm]ei
−→
k ·(dm−dn). (2.3)

E(φ0) es el autovalor enerǵıa y [h(
−→
k )] seŕıa nuestro Hamiltoniano

Por otro lado tenemos una estructura de N sitios (ver fig 2.4), para la cual tendŕıamos

que su matŕız Hamiltoniana seŕıa de la forma:
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Figura 2.4: Enerǵıas consideradas en la cadena de átomos

H =

| 1〉 | 2〉 | 3〉 · · · · · · | N − 1〉 | N〉
〈1 | E0 Ess 0 · · · · · · 0 Ess

〈2 | Ess E0 Ess · · · · · · 0 0

〈3 | 0 Ess E0 · · · · · · 0 0

〈4 | 0 0 Ess Ess 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

... 0 Ess 0

〈N − 1 | 0 0
...

... E0 Ess

〈N | Ess 0 0 · · · · · · Ess E0

(2.4)

dónde | N〉 es la posićıon de cada sitio, a partir del cual, podemos obtener que la

enerǵıa de interacción de un sitio (E0) y la enerǵıa de interacción con sus vecinos (Ess).

H | N〉 = E0 | N〉, (2.5)

Eα | N〉 = E0I + Ess(| N − 1〉+ | N + 1〉). (2.6)

Al desarrollar esta expresión obtenemos1:

Eα = E0I + 2Ess cos(ka) , donde kαa = α2π/N. (2.7)

1Desarrollo completo ver el apéndice A



2.2 Hamiltoniano De Tight Binding (TB) 9

Figura 2.5: Cadena 1-D de dos átomos iguales con dos diferentes tipos de separación.

Tomando en cuenta que para cada elemento de la matŕız, la enerǵıa seŕıa una función

del sitio en śı y la interacción con sus vecinos inmediatos de manera que:

Eψn = E0ψn + Essψn−1 + Essψn+1. (2.8)

obtenemos como resultado:

Eψ0e
ikna = E0ψ0e

ikna + Essψ0e
ikna(e−ika + eika), (2.9)

podemos reescrib́ır la expresión de la siguiente manera:

E = E0 + 2Ess cos(ka), (2.10)

siendo estos los autovalores ó enerǵıas permitidas por el sistema.

2.2.3. Aproximación de TB en 1D con dos átomos en zona de

Brillouin

Una vez analizado el sistema en 1-D con átomos idénticos, podemos asumir un nivel

de dificultad mayor, en el cual tomaremos una celda unitaria con 2 átomos, separadas por

una distancia “a”diferente a la distancia de separación entre las celdas “b”(ver figura 2.5).

La matŕız Hamiltoniana generada por esta configuración es:

H =

| 1A〉 | 1B〉 | 2A〉 | 2B〉 · · · · · · · · · · · ·
〈1A | E0 Ess 0 0 0 · · · · · ·
〈1B | Ess E0 E ′ss 0 0 · · · · · ·
〈2A | 0 E ′ss E0 Ess 0 · · · · · ·

〈2B | 0 0 Ess E0 0
...

〈3A | 0 0 0 E ′ss E0
...

〈3B | 0 0 0 0 Ess
...

...
...

...
...

...
...

...

(2.11)
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La cual se puede reescrib́ır esta matŕız en bloques:

H =

| 1〉 | 2〉 | 3〉 · · · | N − 1〉 | N〉
〈1 | H1,1 H1,2 0 · · · 0 0

〈2 | H2,1 H2,2 H2,3 · · · 0 0

〈3 | 0 H3,2 H3,3 · · · 0 0

〈4 | 0 0 H4,3 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...

〈N − 2 | ...
...

...
... Hn−2,n−1 0

〈N − 1 | 0 0
...

... Hn−1,n−1 Hn−1,n

〈N | 0 0 · · · · · · Hn,n−1 Hn,n

(2.12)

Matŕız que ya es similar a la matŕız (2.11) del ejemplo de un átomo, en la cual pode-

mos tomar la enerǵıa de la siguiente manera:

EΦn = Hn,nΦn +Hn,n−1Φn−1 +Hn,n+1Φn+1. (2.13)

Al simplificar la expresión nos queda:

EΦ0 = Hn,nΦ0 +Hn,n−1Φ0e
−ika +Hn,n+1Φ0e

ika. (2.14)

y retomando las definiciones de Hn,m, Hn,n+1, Hn,n−1
2, quedandonos de la siguiente forma:

EΦ0 =

(
E0 Ess

Ess E0

)
Φ0 +

(
0 0

E ′ss 0

)
eikaΦ0 +

(
0 E ′ss

0 0

)
e−ikaΦ0. (2.15)

EΦ0 =

(
E0 Ess + E ′sse

−ika

Ess + E ′sse
−ika E0

)
Φ0, (2.16)

dónde la matŕız (2.16) representa la matŕız de autovalores de la enerǵıa, autovalores que

obtenemos al colocar en la diagonal el término −λ y calculando el determinante de dicha

matŕız resultante igualada a 0.

2ver apendice B.2
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(a) (b)

Figura 2.6: (a) Estructura del Grafeno, (b) Zona de Brillouin del Grafeno 2-D.

det

(
E0 − λ Ess + E ′sse

−ika

Ess + E ′sse
ika E0 − λ

)
= 0, (2.17)

λ = E0 ±
√

(Ess)2 + (E ′ss)
2 + 2EssE ′sscos(ka), (2.18)

donde los λ, son los autovalores para una red de de 2 átomos separadas distancias “a 2

“b”de sus vecinos inmediatos.

2.2.4. Aproximación de TB en 2D con dos átomos en zona de

Brillouin

Finalmente después de haber estudiado el sistema de un átomo en 1-D, dos átomos

en 1-D, llegamos al grafeno, que es un sistema de dos átomos en 2-D, ver figura 2.6(a).

Luego al tomar la zona de Brillouin del grafeno (celda primitiva), podemos observar el

sistema figura 2.6(b). Dónde podemos obtener las coordenadas de cada una de los átomos

(ver figura 2.7 ):

X̂ : X1 = 0 , X2 = a y X3 = a.

Ŷ : Y1 = 0 , Y2 = b y Y3 = −b.

Esta zona de Brillouin del grafeno se tratará por coordenadas separadas, de manera tal

que tomaremos las coordenadas horizontales del sistema y luego las coordenadas verticales,
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Figura 2.7: Distancias entre los átomos de carbono en grafeno.

de manera que es el centro de masa en la horizontal.

Xcm =
0 + a+ a

3
=

2a

3
. (2.19)

Si llamamos Xcm = a0 nos quedará:

a =
3a0
2
. (2.20)

Ahora, cuando hallamos la distancia vertical figura 2.7.

podemos tomar las siguientes distancias: tan(300) =
b

a
.

a× tan(300) = b.

Al sustituir la ecuación (2.20)

⇒ b =
a0
√

3

2
.

Ahora −→a1 = ax̂+ bŷ ; −→a2 = ax̂− bŷ ; −→a3 = cẑ.

⇒
−→
A1 =

(π
a

)
x̂+

(π
b

)
ŷ. (2.21)
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obtenemos el mismo resultado al calcular
−→
A2:

⇒
−→
A2 =

(π
a

)
x̂−

(π
b

)
ŷ. (2.22)

Para aśı obtener el hamiltoniano del sistema con la siguiente expresión:

[
h
(
k̂
)]

=

(
0 −t
−t 0

)
+

(
0 −te(i

−→
k ·−→a1)

0 0

)

+

(
0 −te(i

−→
k ·−→a2)

0 0

)
+

(
0 0

−te(−i
−→
k ·−→a1) 0

)
+

(
0 0

−te(−i
−→
k ·−→a2) 0

)
. (2.23)

resultando:

[
h
(
k̂
)]

=

(
0 −t− tei

−→
k ·−→a1 − tei

−→
k ·−→a2

−t− te−i
−→
k ·−→a1 − te−i

−→
k ·−→a2 0

)
. (2.24)

Para tal matŕız se obtendrán los autovalores a partir de: det

(
−λ h0

h∗0 −λ

)
= 0.

⇒ E = ±|h0|. (2.25)

donde h0 = −t(1 + 2eikxacos(kyb)), de manera que finalmente los autovalores de enerǵıa

son:

E = ±t
√

[1 + 4cos(kyb)cos(kxa) + 4cos2(kyb). (2.26)

2.3. Diagonalización exácta ED

El método de diagonalización exácta (ED) es una técnica para calcular los autovalores

y autovectores de una matriz H, se plantea un problema de ED cuando la ecuación de

Schrodinger es independiente del tiempo y se puede resolver por medio de un conjunto

finito de bases del sistema. Con el conocimiento de la configuración f́ısica , simetŕıas,

puede ser implementado el método para simplificar los cálculos . El objetivo de la DE en

la f́ısica es por lo general el cálculo de un observable. Es uno de los métodos numéricos

mas usados ya que se puede aplicar a una gran variedad de modelos, redes y condiciones

de frontera. Dicho de otro modo, en este método se reescribe la matŕız Hamiltoniano

en una base de autovectores que conmutan con el operador Hamiltoniano. Dicha base al
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(a)

(b)

Figura 2.8: Red de átomos en 1D: (a) átomos iguales y (b) un átomo adsorbido.

ser aplicada al Hamiltoniano se reduce a una matŕız de bloques, donde cada bloque nos

representa un conjunto de números cuánticos de los operadores. La diagonalización se rea-

liza en cada uno de los bloques, por lo que esto nos genera menor dificultad en los cálculos.

¿ Por que utilizar diagonalización exácta?

Tomando en cuenta una red en 1-D, como ejemplo, la red inicialmente está constitúıda

de los mı́smos átomos tendremos fig 2.8 (a), permitiendo hacer, de manera sencilla, un

análisis numérico. Pero al obtener en la red un átomo adsorb́ıdo fig 2.8 (b), la configu-

ración cambia por lo cual encontrar los autovalores y autovectores del nuevo sistema no

se reaĺıza facilmente, lo cual nos lleva a usar métodos numéricos para estimar-encontrar

d́ıchos autovalores y autovectores, la diagnalizaćıon exacta nos ofrece autovalores y au-

tovectores del Hamiltoniano con lo cual se puede obtener las cantidades termodinámicas

que se deseen.

2.4. Densidad de estados

La densidad de estados es por definición la distribución de estados entre dos enerǵıas

donde la integral en esta región o intervalo da el número accesibles de estados del sistema

(ver ecuación (2.26)).

dN(E) = D(E)dE ⇒ N(E2)−N(E1) =

∫ E2

E1

D(E)dE. (2.27)
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siendo D(E) la densidad de estados y N(E) el número de estados con enerǵıa menor o

igual que E.

Si el número de estados viene etiquetado por Em, la anterior relación viene satisfecha

por la siguiente distribución:

D(E) =
∑
k

δ(Ek − E). (2.28)

siendo δ(x) la distribución delta de Dirac.

En un sistema cuántico finito (part́ıcula en un pozo) existe un número discreto de

estados posibles de enerǵıa, de modo que la densidad de estados será una distribución

discreta; en cambio en sistemas infinitos, las enerǵıas accesibles forman un continuo, de

modo que la densidad de estados formará también un continuo (ecuación 2.29). La densi-

dad de estados depende esencialmente del tipo de interacción del sistema (ya que es ésta

quien determina la cuantización de las enerǵıas y el comportamiento del sistema).

En un sólido se introduce un 2 a la expresión debido al sṕın.

D(E) = 2
∑
k

δ(E(k)− E). (2.29)

= 2

∫
B.Z.

V

(2π)3
δ(E(k)− E)dk, (2.30)

donde
−→
k es un vector del espacio rećıproco, B. Z. es la zona de Brillouin y dk el elemento

diferencial de superficie en el espacio rećıproco para una superficie de enerǵıa constante.

Los autovalores (Ek) obtenidos mediante la diagonalización, pueden ser sustituidos en

la ecuación (2.30) y aśı obtener la densidad de estados teórica para el sistema en estudio.
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Caṕıtulo 3

Metodoloǵıa

En este caṕıtulo presentamos las estrategias utilizadas para realizar el cálculo de au-

tovalores y seguidamente la densidad de estados de los sistemas 1D, 2D y Grafeno.

3.1. Herramienta numérica para la diagonalización

matricial exacta

Mediante la biblioteca de cálculo BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms), se pue-

den desarrollar códigos sencillos y eficientes, en lenguaje C, que permiten realizár opera-

ciones de la álgebra matricial, fundamentales para este trabajo. Por lo cual realizamos una

breve explicación de la biblioteca BLAS, aśı como una de sus rutinas más importantes en

esta área, la biblioteca LAPACK.

3.1.1. Biblioteca BLAS

BLAS es una biblioteca que establece un conjunto de rutinas de bajo nivel, que per-

miten realizar operaciones de álgebra lineal comunes como la suma de vectores, multipli-

cación escalar, producto punto, combinaciones lineales y las operación con matrices. Las

sub-rutinas de BLAS tienen enlaces tanto para C como para Fortran. Aunque la especifi-

cación BLAS es general, sus implementaciones suelen estar optimizadas para la velocidad

de una máquina en particular, por lo que su uso puede traer beneficios sustanciales de

rendimiento.

La mayoŕıa de las bibliotecas que ofrecen rutinas de álgebra lineal se ajustan a la

interfaz BLAS, permitiendo a los usuarios de la biblioteca, desarrollar programas que
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son independientes a la biblioteca BLAS [21], pero en cualquier momento pueden ser

adaptadas a ésta.

3.1.2. Biblioteca LAPACK

LAPACK (Linear Algebra Package) es una subrutina de software estándar para cálcu-

los de álgebra lineal numérica. Proporciona subrutinas para los sistemas de ecuaciones

lineales, mı́nimos cuadrados, problemas de autovalores; aśı como para la técnica de la

descomposición del valor singular. LAPACK también incluye rutinas para implementar

factorizaciones matriciales como LU, QR, y la descomposición de Cholesky y Schur. LA-

PACK fue originalmente escrito en FORTRAN 77, actualmente se encuentra en Fortran

90. Matrices con alto nivel de dificultad se pueden manejar, pero no se extiende a matri-

ces generales. En todas las áreas, se proporciona una funcionalidad similar para matrices

reales y complejos, tanto en precisión simple como en doble.

Existen otros paquetes como LINPACK y EISPACK que han sido diseñados para

ejecutarse en los computadores con memoria compartida. LAPACK, fue diseñado para

aprovechar eficázmente cachés en arquitecturas modernas basadas en memoria caché, y

por lo tanto se ejecutan órdenes de magnitud más rápido que LINPACK, en este tipo de

máquinas.

Las subrutinas de LAPACK se escriben de manera que se realizan llamadas a los sub-

programas de la biblioteca de álgebra lineal básica (BLAS)[20]. Para el uso de la subrutina

LAPACK, se desarrollará un código, para simular una matŕız que podrá ser reescrita en

un vector, el tamaño del vector dependerá de la cantidad de autovalores solicitados en

el programa, la declaración de variables y funciones para LAPACK, tomará los valores

del vector para diagonalizar y suministrar como resultado, los autovalores del sistema. El

llamado de la subrutina se hace mediante la ejecución de la función:

dsyev(&jobz,&uplo,&n, h,&n, e, work,&lwork,&info)

donde cada una de las funciones que lleva la función dsyev() las hemos especificado en la

tabla 3.1.
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Cuadro 3.1: Descripción de las funciones usadas en el módulo desyev(), de la subrutina

de LAPACK.

dsyev Esta función permite la obtención

de autovalores y opcionalmente los autovectores de la matŕız simétrica

Es un parámetro de entrada que se usa para indicar que el resultado

jobz de la ejecución del programa nos debe proporcionar

los autovectores (jobz = N) y/ó autovalores (jobz = V)

Es un parámetro de entrada que indica que la ejecución

del programa debe generar y almacenar la triangular

uplo de la matŕız pudiendo variar entre la superior (uplo = U)

ó inferior (uplo = L).

n Es un entero positivo (n ≥ 0),

representa el orden de la matŕız.

h Indica un arreglo simétrico de doble precisión

e Indica un arreglo de doble precisión de dimension “n”.

Genera los autovalores, colocandolos en orden ascendente.

Es un arreglo de doble presición

work Se usa para definir el tipo de arreglo,

entero (iwork), real (rwork) o lógico de tipo booleano (bwork)

Es un parámetro que funciona como la longitud del arreglo work

lwork ≥ max(1, 3 ∗N − 1)

lwork Para una eficacia óptima lwork =≥ (NB + 2) ∗N
Si lwork = -1, entonces se asume una consulta espacio de work

y la rutina solo calcula el tamaño óptimo de la matŕız work

Es un indicador, i = orden del argumento, de posibles fallos en la rutina

info Si info = 0 → salida exitosa.

Si info 〈0 → info = -i, el argumento es no válido.

Si info 〉0 → info = i, el algoritmo tiene fallos para converger,

elementos fuera de la diagonal de una tridiagonal intermedia

forma una no convergencia a cero

3.2. Modelos

En la siguiente sección se describen los modelos que hemos utilizado para entender

la f́ısica y aplicar adecuadamente las herramientas de cálculo. Estos modelos son desa-
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rrollados en C. Comenzamos por el modelo unidimensional, para luego realizar sucesivas

modificaciones hasta obtener el grafeno.

3.2.1. Modelo undimensional

Para este modelo desarrollamos un código en lenguaje C, que simula una cadena

de átomos, las caracteŕısticas utilizadas para este modelo se describen a continuación:

Condiciones de frontera periódica:

En este caso el N-ésimo sitio de la cadena es uno de los dos vecinos más próximos

(1,N) del el primer sitio (0). De igual forma los vecinos del sitio en la posición N, son

los sitios ubicados en la posición cero (0) y N-1, como se muestra en la figura 3.1. En el

software desarrollado se indica esta condición, colocando el valor de hopping (t) en los

términos (1, N) y (N, 1) como se muestra en la ec 2.4.

Figura 3.1: Modelo unidimensional de N átomos con condiciones de borde periódica.

Efectos de tamaño:

Hemos realizado un estudio de efectos de tamaño de la red, sobre el tiempo de

cómputo tc. Para esto hemos variado la cantidad de sitios según la relación 2x hasta

obtener 2048 sitios. Para cada uno de esos tamaños se determinó el tiempo real de cómputo
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a fin de encontrar la zona a partir de la cual se toma un valor aceptable y no exagerado,

entre el tamaño de la red y el tiempo de cómputo, como se muestra en la figura 3.2.

 0

 5

 10

 15

 20

 25

 30

 35

 500  1000  1500  2000

t (
se

g)

N

Figura 3.2: Tiempo de cómputo (tc) para diferentes números (N) de átomos iguales, en el

modelo unidimensional con condiciones de borde periódicas.

En esta figura se puede apreciar, que para N ≥ 100 la relación entre tamaño del

sistema y tiempo de cómputo va en aumento de manera no lineal, por lo que hemos

escogido N = 2048, en los tipos de modelos estudiados, ya que este valor nos ofrece un

tiempo de cómputo no tan elevado para comenzar con el análisis de este sistema.

Hamiltoniano de TB

El Hamiltoniano de TB que describe el sistema de la red lineal se puede escribir como:

H = t
∑
i 6=j

C†iCj. (3.1)

donde“trepresenta la probabilidad de que un electrón realice un salto hacia el sitio más

próximo (hopping), C†i y Cj son los operadores de creación y destrucción que representan

la proyección de la enerǵıa de el i-ésimo sitio sobre el j-ésimo sitio , y la suma va sobre

todos los sitios de la red, salvo los casos en que i 6= j.
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Casos analizados en el modelo 1D

A continuación describiremos los cuatro casos que hemos estudiado para el modelo

unidimensional, de acuerdo al tipo de adsorción que se realiza:

Modelo 1D con sitios iguales (sin adsorción):

En este caso estudiamos una cadena de sitios iguales, sin modificar, para la cual la

matŕız Hamiltoniana seŕıa:

〈H〉 =

| 1〉 | 2〉 | 3〉 · · · | N − 1〉 | N〉
〈 1 | 0 t 0 · · · 0 t

〈 2 | t 0 t · · · 0 0

〈 3 | 0 t 0 · · · 0 0

〈 4 | 0 0 t · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
...

〈N − 1 | 0 0 0 · · · 0 t

〈 N | t 0 0 · · · t 0

(3.2)

donde t representa la enerǵıa (ligada proporcionalmente a la probabilidad) que se

tiene para realizar un salto a la vecindad (hopping). Se ha colocado en el N-ésimo

término un valor diferente a cero e igual al hopping para simular condiciones de

frontera periódica, ya que estaŕıa en interacción con la posición 1.

Modelo 1D con un átomo adsorbido:

Para simular este modelo, perturbamos la cadena de átomos iguales en una posición

cualquiera “i”, donde esta perturbación viene dada por una enerǵıa E
′
0, donde E

′
0 =

Ea− t. Ea representa la enerǵıa del átomo adsorbido y E
′
0 vaŕıa de : {0,5; ±1; +4}.

Donde la diferencia con la matŕız (3.2) está en la aparición de dicha enerǵıa E
′
0 en

la posición (i,i) de la matŕız es decir, en el término de la diagonal correspondiente

al sitio, como ejemplo, si el átomo adsorbido está en la posicion 3 de la cadena con

un valor de Ea = 2,5 ; se verá reflejado dicho valor de enerǵıa en la posición (3,3)

de la diagonal principal de la matŕız (3.3).
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〈H〉 =

| 1〉 | 2〉 | 3〉 | 4〉 · · · | N − 2〉 | N − 1〉 | N〉
〈 1 | 0 t 0 0 · · · 0 0 t

〈 2 | t 0 t 0 · · · 0 0 0

〈 3 | 0 t E
′
0 t · · · 0 0 0

〈 4 | 0 0 t 0 · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

〈N − 2 | 0 0 0 0 · · · 0 t 0

〈N − 1 | 0 0 0 0 · · · t 0 t

〈 N | t 0 0 0 · · · 0 t 0

(3.3)

Modelo 1D con varios átomos adsorbidos:

La adsorción de varios átomos en la red, lo podemos clasificar en 2 categoŕıas; según

sea la distribución aleatoria o por un patrón de átomos adsorbidos.

• Adsorción de átomos con un patrón periódico:

En este caso, cambiamos la configuración del sistema, colocando adsorción de

átomos solo en: (a) sitios pares ó (b) sitios impares de la cadena. Para el caso

de los sitios pares, se obtiene una matŕız Hamiltoniana de la forma:

〈H〉 =

| 1〉 | 2〉 | 3〉 | 4〉 · · · | N − 2〉 | N − 1〉 | N〉
〈 1 | 0 t 0 0 · · · 0 0 t

〈 2 | t E
′
0 t 0 · · · 0 0 0

〈 3 | 0 t 0 t · · · 0 0 0

〈 4 | 0 0 t E
′
0 · · · 0 0 0

...
...

...
...

...
...

...
...

...

〈N − 2 | 0 0 0 0 · · · E
′
0 t 0

〈N − 1 | 0 0 0 0 · · · t 0 t

〈 N | t 0 0 0 · · · 0 t E ′0

(3.4)

donde E
′
0 representa la diferencia de enerǵıa del átomo adsorbido Ea y la enerǵıa

“t”(que está ligada fuertemente a la probabilidad) de un electrón para realizar

un salto hacia el sitio más próximo, (hopping). En el caso de estudiar la ad-

sorción de átomos en posiciones, impares la matŕız Hamiltoniana cambia en la

posición de la enerǵıa de la diagonal principal, desplazandose hacia los valores

impares de dicha diagonal, es decir posición (1,1), (3,3), (5,5), etc.
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• Adsorción de átomos con patrón aleatorio:

En este caso simulamos una cadena de átomos en la cual se produce una adsor-

ción de átomos de manera aleatoria. Para este tipo de adsorción, consideramos

que la diferencia de los átomos asdorbidos podrán tener enerǵıas: (a) valores

[-1 ó 1] ; (b) un rango de valores entre [0 y 1].

3.2.2. Modelo bidimensional

Sistema 2D sin átomos adsorbidos

En este modelo se usaron las siguientes condiciones:

Condiciones de frontera periódica

Tamaño de la red 50x50 átomos (2500 átomos)

El Hamiltoniano del sistema cumple también con la ecuación 3.1, y la matŕız Ha-

miltoniana para una red 3× 3 será de la forma:

〈H〉 =

| 0〉 | 1〉 | 2〉 | 3〉 | 4〉 | 5〉 | 6〉 | 7〉 | 8〉
〈0 | 0 t t t 0 0 t 0 0

〈1 | t 0 t 0 t 0 0 t 0

〈2 | t t 0 0 0 t 0 0 t

〈3 | t 0 0 0 t t t 0 0

〈4 | 0 t 0 t 0 t 0 t 0

〈5 | 0 0 t t t 0 0 0 t

〈6 | t 0 0 t 0 0 0 t t

〈7 | 0 t 0 0 t 0 t 0 t

〈8 | 0 0 t 0 0 t t t 0

(3.5)

el cual representa un Hamiltoniano para una configuración de 9 átomos, con condi-

ciones de frontera periódicas.

3.2.3. Grafeno

Al igual que para los modelos anteriores, para el grafeno se utilizaron las siguientes

condiciones:
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Condiciones de frontera periódicas.

Tamaño de la red es de 5000 y 20000 sitios.

El hamiltoniano del sistema está compuesto por dos subredes triangulares interca-

ladas entre si que forman un hexagono (ver figura 3.3).

Figura 3.3: Composición del grafeno a partir de la superposición de dos subredes trian-

gulares: subred ćırculos vaćıos y subred de ćırculos llenos.

Casos analizados para el grafeno:

Grafeno puro: Se reaĺıza el análisis del código desarrollado para generar la densidad

de estados experimental del grafeno y ser comparada la obtenida con la teórica.

Grafeno con átomos adsorbidos de patrón regular: Se analiza la estructura de

grafeno con átomos adsorbidos en un patrón definido de sitios en sub-redes distintas,

para enerǵıa de átomos adsorbidos E
′
0 = −2,0;−0,7; donde E

′
0 es la diferencia de

enerǵıa entre el átomo adsorbido y la enerǵıa propia del átomo de la red, en este

caso de carbono.

Grafeno con átomos adsorbidos de patrón aleatorio con distintos por-

centajes de adsorción: Se hace el análisis de la red de grafeno colocando átomos

adsorbidos de forma aleatoria en la red, variando el porcentaje de adsorción de

átomos (20 %, 40 %, 60 % y 80 %). Adicionalmente a la variación del porcentaje
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de átomos adsorbidos, las enerǵıas de los átomos las hicimos variar entre 2 valores

E
′
0 = +1,0 y E

′
0 = −1,0 de forma aleatoria.

3.3. Diagonalización del Hamiltoniano de TB

En esta sección explicaremos los pasos realizados para la diagonalización anaĺıtica y

numérica del Hamiltoniano TB en cada un de los modelos estudiados.

3.3.1. Diagonalización para el modelo unidimensional

Dada una matŕız del tipo (3.5), donde la matŕız representa una cadena de N átomos

con condiciones de borde periódicas sin adsorción de átomos:

〈H〉 =

| 1〉 | 2〉 | 3〉 | 4〉 · · · | N − 2〉 | N − 1〉 | N〉
〈 1 | 0 t 0 0 · · · 0 0 t

〈 2 | t 0 t 0 · · · 0 0 0

〈 3 | 0 t 0 t · · · 0 0 0

〈 4 | 0 0 t 0 · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

〈N − 2 | 0 0 0 0 · · · 0 t 0

〈N − 1 | 0 0 0 0 · · · t 0 t

〈 N | t 0 0 0 · · · 0 t 0

(3.6)

Diagonalizacón anaĺıtica:

Haciendo un desarrollo anaĺıtico 1 de la matŕız (3.6), hemos obtenido:

E = E0 + 2tcos(ka), (3.7)

donde E son los autovalores de la matŕız Hamiltoniana, E0 la enerǵıa propia del

sitio en la posición estudiada, t la enerǵıa que siente el sitio debido a sus vecinos

inmediatos, “a” la separación entre sitios, con k = 2nπ
N

, n = 1, 2, ....., N y N el

numero de sitios del sistema.

1El procedimiento en detalle se muestra en el apéndice A
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Estos autovalores obtenidos, al combinarlos con la ecuación de densidad de estados

(ecuaci on 2.30), obtenemos la expresión (3.8), que representaria la densidad de

estados de un cadena de átomos iguales.

D(E) =
4

|
√

4t2 − E2 |
. (3.8)

Diagonalización numérica:

Para representar el sistema 1D con interacción entre sus primeros vecinos, se uti-

liza una matŕız cuadrada y simétrica, en la cual cada elemento representa la enerǵıa

que siente un sitio en esa posición, debido a la interacción entre sus primeros veci-

nos. Se desarrolla un software representando la matŕız con las caracteŕısticas antes

mencionadas, similar a la matŕız (3.6).

Inicialmente se define el tamaño del sistema “n”, seguido a esto se

genera la matŕız Hamiltoniana del t́ıpo matŕız (3.2) cuando se tiene sistema puro,

matŕız (3.3) cuando hay 1 átomo adsorbido y matŕız (3.4) cuando hay adsorción con

periodicidad. En las matrices aparecen diagonales, con patrones similares, ya que la

matŕız Hamiltoniana del sistema debe ser simétrica.

Se desarrolla un código para usar LAPACK, a partir del cual se obtienen los

autovalores y autovectores de la matŕız Hamiltoniana del sistema. Ya que cada

columna de la matŕız es un vector diferente, para realizar la diagonalización, se debe

llevar la representación matricial del hamiltoniano a una representación vectorial,

dicho procedimiento se lleva a cabo con un cambio de ı́ndices de la forma ecuación

(3.8), de tal forma que el nuevo arreglo es tomado como el vector de tamaño nxn el

cual será diagonalizado mediante la subrutina LAPACK.

h = (n× i) + j. (3.9)

Finalmente, en el código desarrollado se toma la representación vectorial del

Hamiltoniano del sistema, y se hace el llamado de la subrutina que tendrá como re-

sultado un archivo con los autovalores y otro archivo donde se generan autovalores



28 Metodoloǵıa

y autovectores del sistema.

Por ejemplo, al tener un sistema 1D de 3 sitios, se genera una matŕız Hamilto-

niana TB (3x3) matŕız (3.7), siendo simulada en el programa mediante un arreglo

bidimensional.

〈H〉 =

| 1〉 | 2〉 | 3〉
〈1 | 0 t 0

〈2 | t 0 t

〈3 | 0 t 0

, (3.10)

donde, su base es n = 3, de manera que podŕıamos aplicar el cambio de la siguiente

forma:

(3× i) + j, (3.11)

y siguiendo dicho cambio al tomar la coordenada (0, 0) , (0, 1) y (0, 2):

(3× 0) + 0 = 0 −→ H0 = 0

(3× 0) + 1 = 1 −→ H1 = t

(3× 0) + 2 = 2 −→ H2 = 0
...

...
...

(3× 2) + 2 = 8 −→ H8 = 0,

Generando como resultado al completar todas las coordenadas un vector de la

forma:



0

t

0

t

0

t

0

t

0


, (3.12)
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Lo que nos lleva finalmente un vector de 9 términos ó coordenadas; luego de este

cambio de ı́ndices, se realiza el llamado de la función de LAPACK para diagonalizar.

El comando usado es: dsyev(&jobz,&uplo,&n, h,&n, e, work,&lwork,&info)

Finalmente el programa arrojara como resultado un arch́ıvo con los autovalores de

la matŕız colocados en orden ascendente (menor a mayor) y opcionalmente otro

arch́ıvo donde se arrojan los autovalores y autovectores ordenados.

3.3.2. Diagonalización para un modelo bidimensional

Diagonalización numérica:

Para la diagonalización numérica en 2D, en el software que hemos desarrollado, se

simula una configuración de sitios con dos coordenadas espaciales figura (3.4), cada

coordenada pude ser representada con un ı́ndice en un arreglo bidimensional. En el

código cada coordenada debe tener un ı́ndice diferente, podemos realizár el cambio

de 2 ı́ndices a 1, de esta manera llevar nuestra representación a un solo parámetro;

de esta manera se simplifica el sistema de dos coordenadas (espaciales) a una sola.

Figura 3.4: Modelo bidimensional para 3× 3 átomos idénticos

Tomando una red 3 × 3 (ver figura 3.4) podŕıamos implementar un cambio de

ı́ndices realizádo en el procedimiento 1D, de manera que podremos pasar de unas

coordenadas (i,j) → h, sabiendo que la red tiene base n=3.
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h = (n× j) + i (3.13)

En este caso obtendŕıamos:

(3× 0) + 0 = 0 −→ (0, 0) = 0

(3× 0) + 1 = 1 −→ (1, 0) = 1

...
...

...

(3× 2) + 2 = 8 −→ (2, 2) = 8

Llevando a una representación vectorial donde los nuevos ı́ndices de cada sitio

son de la forma:



0

1

2

3

4

5

6

7

8


(3.14)

Acotando que este vector representado es para indicar las posiciones nuevas. Una

vez cambiada la representación se realiza la matŕız TB, y ya que se tiene ahora un

vector de 9 sitios, recordando que tomamos condiciones de borde periódicas, esto

nos genera una matŕız TB 9× 9 de la forma:
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〈H〉 =

| 0〉 | 1〉 | 2〉 | 3〉 | 4〉 | 5〉 | 6〉 | 7〉 | 8〉
〈0 | 0 t t t 0 0 t 0 0

〈1 | t 0 t 0 t 0 0 t 0

〈2 | t t 0 0 0 t 0 0 t

〈3 | t 0 0 0 t t t 0 0

〈4 | 0 t 0 t 0 t 0 t 0

〈5 | 0 0 t t t 0 0 0 t

〈6 | t 0 0 t 0 0 0 t t

〈7 | 0 t 0 0 t 0 t 0 t

〈8 | 0 0 t 0 0 t t t 0

(3.15)

Para lograr la diagonalización en este caso notamos que en las diagonales existen

patrones definidos. Este comportamiento es el que debemos simular en el programa

para luego poder diagonalizar este nuevo sistema2.

Con un modelo bidimensional se puede realizar una variación, de manera de obtener

dos subredes dentro de la configuración, esto nos dá la representación al variar solo

los elementos de una de esas subredes, como si se cambiaran los elementos pares o

impares de la red original ver figura (3.5).

Figura 3.5: Red modificada bidimensional a 2 subredes, para simular posiciones pares e

impares.

2Estudio de una red 4x4 en el apendice D
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3.3.3. Diagonalización del Hamiltoniano de TB para el Grafeno

Diagonalización anaĺıtica:

Para la representación del grafeno, utilizamos una red tipo panal como se muestra

en la figura (2.6). A continuación presentamos los pasos intermedios para la obten-

ción de autovalores de este modelo; partiendo de las coordenadas en la horizontal y

vertical de cada una de los átomos (ver figura (3.6)):

(a) (b)

Figura 3.6: Reprentación de (a) la celda unitaria del grafeno y (b) su zona de Brilloiun.

X̂ : X1 = 0, X2 = a,X3 = a.

Ŷ : Y1 = 0, Y2 = b, Y3 = −b.

De manera que su centro de masa en la horizontal ”a0 ” y la altura ”b”vienen dadas

por:

Xcm = a0 =
0 + a+ a

3
=

2a

3
⇒ b =

a0
√

3

2
.

De forma tal que los vectores diretores
−→
A1 y

−→
A2 pertenecientes a la zona de Brillouin

están definidos por:

⇒
−→
A1 =

(π
a

)
x̂+

(π
b

)
ŷ. (3.16)
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⇒
−→
A2 =

(π
a

)
x̂−

(π
b

)
ŷ. (3.17)

De esta manera se puede obtener el Hamiltoniano del sistema:

[
h
(
k̂
)]

=

(
0 −t
−t 0

)
+

(
0 −te(i

−→
k ·−→a1)

0 0

)

+

(
0 −te(i

−→
k ·−→a2)

0 0

)
+

(
0 0

−te(−i
−→
k ·−→a1) 0

)
+

(
0 0

−te(−i
−→
k ·−→a2) 0

)
. (3.18)

Resultando:

[
h
(
k̂
)]

=

(
0 −t− tei

−→
k ·−→a1 − tei

−→
k ·−→a2

−t− te−i
−→
k ·−→a1 − te−i

−→
k ·−→a2 0

)
. (3.19)

donde al renombrar h0 = −t(1 + 2eikxacos(kyb)).

Se obtendrán los autovalores a partir de:

det

(
−λ h0

h∗0 −λ

)
= 0,

⇒ E = ±|h0|, (3.20)

de manera que finalmente los autovalores de enerǵıa se pueden escrib́ır como3:

E = ±t
√

[1 + 4cos(kyb)cos(kxa) + 4cos2(kyb). (3.21)

Diagonalización numérica:

Para la diagonalización numérica se toman dos subredes triangulares (figura 3.6)

intercaladas entre si, tal que forman un hexagono como se muestra en la figura( 3.3):

3Se puede observar el desarrollo completo en en apéndice C
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Para esto en el código consideramos la interacción entre los sitios de una subred con

interacciones cruzadas de la otra subred.

De manera similar a los casos anteriores se desarrolla este sistema con una configura-

ción de ı́ndices espaciales (como en el caso del arreglo bidimensional de dos ı́ndices),

a una representación simplificada de 1 solo ı́ndice para luego tomar las interacciones

con sus većınos de la otra subred.

Para generar una configuración periódica con átomos pares é impares, se lleva a

cabo dopando una de las subredes triangulares usadas para generar la estructura

tipo panal del grafeno (ver figura 3.7).

Figura 3.7: Red de grafeno compuesta por 2 subredes triangulares para simular sitios

pares (subred A = sitio rojo) e impares (subred B = sitio azul)

3.4. Cálculo de la Densidad de Estados ( DOS )

El cálculo de la densidad de estados (de sus siglas en inglés: Density Of States), se rea-

lizará, a partir de un histograma de autovalores del sistema, donde se graf́ıca la frecuencia

de aparición de enerǵıas categorizadas de acuerdo a intervalos de enerǵıa que denomina-

mos clase (ver figura 3.8). La cantidad de intervalos de enerǵıa o clases estań en el orden

de 40 a 80. Este procedimiento nos permite determinar la distribución de autovalores, aśı
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Figura 3.8: Frecuencia de aparición de los autovalores (E(t)/t), para un modelo unidi-

mensional con N = 2048 sitios con átomos iguales y condiciones de borde periódicas

como la tendencia del espectro de enerǵıa.

La densidad de estados, a parte del comportamiento del espectro, nos permite obtener

el grado de homogeneidad, o en contraposición, grado de variabilidad, aśı como la disper-

sión de todos los valores de enerǵıa del sistema. A veces es posible no encontrar tendencia

alguna en este histograma de frecuencia. El análisis de las tendencias de las variaciones

globales del histograma, es equivalente al comportamiento de la densidad de estados del

sistema (figura 3.9).
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Figura 3.9: Densidad de estados (de sus siglas en ingles: Density of States), para un modelo

unidimensional con N = 2048 sitios con átomos iguales, condiciones de borde periódicas.



Caṕıtulo 4

Resultados y Discusión

4.1. Modelo unidimensional

En esta sección mostraremos los resultados correspondientes a las diferentes pruebas

que se realizaron para una cadena de N = 2048 sitios que se especifican a continuación.

4.1.1. Cadena de átomos

Al diagonalizar la matŕız Hamiltoniana que representa la cadena de átomos, se obtuvo

una densidad de estados como se muestra en la figura 4.2(a), donde se observa que la

mayor densidad de estados se aloja en los valores extremos de la gráfica, lo que nos indica

que los estados mas accesibles del sistema son los asociados a las enerǵıas: E(t) = −2 y

E(t) = 2; la densidad de estados obtenida numéricamente para una cadena de N = 2048

sitios, se ajusta al valor teórico representado en la ecuación (3.8).

4.1.2. Cadena de átomos con átomos adsorbidos de diferente

enerǵıas

Cadena con un solo átomo adsorbido

En el caso en que la cadena solo adsorbe un átomo, (en este caso lo hemos ubicado

en el sitio 1024), con enerǵıa E
′
0 = −1 (ver figura 4.2 (b)), se genera un evidente des-

plazamiento de la densidad de estados hacia la izquierda obteniendose valores de enerǵıa

mas desplazados hacia los negativos. De igual forma ocurre cuando se coloca el átomo

adsorbido con enerǵıa +1 (figura 4.2 (c)), solo que en este caso ocurre el desplazamiento

de la densidad de estados hacia la derecha. Esto nos indica que la densidad de estados

esta fuertemente relacionada con el valor del átomo adsorbido.
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Figura 4.1: Densidad de estados (DOS), para modelo unidimensional con N = 2048

átomos iguales y condiciones de borde periódicas: Teórica (ĺınea punteada) y numérica

(ĺınea cont́ınua).

Cadena con átomos adsorbidos en posiciones pares o impares

Al adsorber en la red un conjunto de átomos de enerǵıas diferentes, cuya distribución

sobre la red es en posiciones pares ó impares se encontraron densidades de estados de

enerǵıa con patrones similares (ver figura 4.3 ). En estas figuras se observa una ”banda

prohibida de enerǵıa” o gap, donde el ancho de cada gap generado, es en promedio al

valor de la enerǵıa de un átomo adsorbido E
′
0 = 0,5.

Cadena de átomos adsorbidos en posiciones aleatorias

Cuando los átomos adsorbidos por la red forman un patrón aleatorio (con enerǵıa

entre E
′
0 = −1 ó E

′
0 = 1) obtenemos que la distribución de la densidad de enerǵıa cam-

bia totalmente (ver figura 4.4) respecto a las distribuciones observadas en los otros casos

(ver figura 4.2 y 4.3). Aśı mismo se observa que la densidad de estados es mı́nima para

valores de E
′
0 = 1 y −1. Para el caso en que las enerǵıas de los átomos adsorbidos, del

patrón aleatorio, fueron E
′
0 = 0 y E

′
0 = 1, la densidad de estados (figura 4.4 (b)) podŕıa

interpretarse como la superposición entre las densidades de estado de la cadena de un

átomo con un solo átomo adsorbido de E
′
0 = 0,5 con la cadena de un átomo adsorbido de

E
′
0 = −0,5 (figura 4.2 (b) y (c)). La curva en la zona intermedia de la figura no es suave,

debido probablemente a la cantidad de átomos adsorbidos que genera la irregularidad en

la densidad de estados.
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Figura 4.2: Densidad de estados para cadena de N = 2048 sitios y condiciones de borde

periódicas con: (a) átomos iguales , (b) con 1 átomo adsorbido de enerǵıa E
′
0 = −0,5 y

(c) E
′
0 = 0,5.
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Figura 4.3: Densidad de estados (DOS) para modelo unidimensional de N = 2.048 sitios

y condiciones de borde periódicas con 1024 átomos adsorbidos de enerǵıa E
′
0 = 0,5 en

posiciones: (a) impares, (b) pares.
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Figura 4.4: Densidad de estados para cadena con N = 2048 sitios, 40 % de átomos adsor-

bidos y con enerǵıas: (a) E
′
0 = 1 ó −1 y (b) E

′
0 = ( 0 ó −1 ).
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4.2. Grafeno

Al igual que el en caso unidimensional, para el grafeno, hacemos el estudio de la

densidad de estados para diferentes casos: grafeno puro, grafeno con adsorción de átomos

con patrón definido (adsorción en sitios pares o impares) y adsorción de átomos con patrón

aleatorio, dichos casos serán discutidos a continuación.

4.2.1. Grafeno puro

En este caso se hicieron pruebas con una estructura de 5000 y 20000 átomos. En la

figura 4.5 mostramos los resultados encontrandose que los resultados numéricos, coinciden

con los valores propuestos por Castro Neto [1] y Das Sarma[2]. Este resultado es muy

importante ya que nos permite validar favorablemente el software desarrollado.

4.2.2. Grafeno con átomos adsorbidos

Patrón de átomos adsorbidos en sitios pares o impares con E
′
0 = −2,0

Para modificar la red de grafeno y lograr colocar átomos en posiciones pares o impares,

la estrategia utilizada consistió en dopar una sola subred con átomos adsorbidos, y la otra

subred manteniendola sin dopar (ver fig 3.7) y , de esta manera, generar la forma alternada

de la adsorción de átomos. En estos casos se pudo observar la aparición de una banda no

permitida de enerǵıa (gap), cuyo un ancho es aproximado al del valor del átomo adsorbido

(ver fig 4.6). Se puede observar, que uno de los extremos del gap es equivalente al de la

enerǵıa central en la configuración de grafeno puro y el otro extremo del gap en el valor

del átomo adsorbido. Con lo que podemos evidenciar la forma en que este tipo de patrón

de adsorción, modifica la DOS.

Patrón de átomos adsorbidos en sub-redes diferentes con E
′
0 = −0,7

Al igual que la subsección anterior, se realizó el la modificación de una de las subredes

a la vez, pero a diferencia del caso anterior, en este caso el valor del átomo adsorbido

fue de E
′
0 = −0,7. En este caso también observamos la aparición de un gap de enerǵıa

con un ancho del valor de los átomos adsorbidos (E
′
0 = −0,7) manteniendose como an-

tes parte del comportamiento original de la densidad de estados del grafeno. Como en el

caso anterior, uno de los extremos del gap de enerǵıa aparece en el centro original de la

estructura (E
′
0 = −0,0) y el otro extremo de la barrera el valor de los átomos adsorbidos

(E
′
0 = −0,7), de igual forma dejando un desplazamiento de la gráfica en dirección de las
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Figura 4.5: Resultados de la red de grafeno: (a) encontrada por Castro Neto y colabora-

dores [1], Das Sarma[2] y nuestros resultados usando (b) con N = 5000 y (c) 20000 sitios

iguales.
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Figura 4.6: Red de grafeno con 20000 sitios y 10000 átomos adsorbidos con: 1) enerǵıa

E
′
0 = −0,7 en posiciones: (a) pares e (b) impares; y 2) enerǵıas E

′
0 = −2,0 en posiciones:

(c) pares e (d) impares

enerǵıas de los átomos adsorbidos.



4.2 Grafeno 45

4.2.3. Grafeno con diferentes porcentajes de átomos adsorbidos

Para esta sección se decidió trabajar por separado átomos adsorbidos aleatoriamente

de enerǵıa E
′
0 = 1 y de enerǵıas E

′
0 = {−1, 0,+1}.

Patrón aleatorio de 20000 sitios y átomos adsorbidos con E
′
0 = 1

En el caso en que la red de grafeno adsorbió átomos adsorbidos en diferentes posi-

ciones, de forma aleatoria, y con enerǵıa E
′
0 = 1, se observa en la densidad de estados

que la posición del mı́nimo de probabilidad (puntos de Dirac) se desplaza, mientras que

los máximos de probabilidad (singulariad de Van Hove) también se desplazan y su altura

cambia un poco. Cuando aumentamos el porcentaje de átomos adsorbidos (ver fig4.7) el

mı́nimo de probabilidad se desplaza hacia los valores positivos, debido al incremento de

enerǵıa que generan estos átomos adsorbidos.

Para algunos porcentajes de átomos adsorbidos pareciece estar disminuyendo las singula-

ridades de Van Hove (picos en la DOS), sin embargo, este resultado no es concluyente ya

que no se ve que se mantenga esa proporcionalidad. Pruebas posteriores, con un número

de sitios en la red de grafeno, nos podŕıan dar resultados mas concluyentes.
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Figura 4.7: Red de Grafeno de N = 20.000 sitios, considerando diferentes porcentajes de

átomos adsorbidos con E
′
0 = 1), distribuidos aleatoria y uniformemente sobre la red: 20 %

(ĺınea continua), 40 % (ĺınea punteada), 50 % (ĺınea con *) 60 % (ĺınea con +), 80 % (ĺınea

con ×)
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Patrón aleatorio con 20000 sitios y átomos adsorbidos con E
′
0 = {−1, 0,+1}

escogidos aleatoriamente

En este caso la densidad de estados del grafeno no se desplaza lateralmente lo cual

era de esperarse ya que las enerǵıas adsorbidas por el sistema son simétricas alrededor de

cero y producen cero desplazamiento en enerǵıas. Por otra parte, tenemos que a mayor

porcentaje de átomos adsorbidos, comienza a disminuir considerablemente la altura de los

máximos de probabilidad (singularidad de Van Hove). Lo cual representa una disminución

de probabilidad de encontrar el sistema en esos puntos de enerǵıa, a la vez que aumenta

la probabilidad de encontrar las configuraciones con E0 = 0 (puntos de Dirac).
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Figura 4.8: Red de Grafeno de N = 20000 sitios considerando diferentes porcentajes de

átomos adsorbidos, distribuidos aleatoria y uniformemente sobre la red: 20 % (ĺınea con-

tinua), 40 % (ĺınea punteada), 60 % (ĺınea con +), 80 % (ĺınea con ×). En este caso, los

valores de enerǵıa de los átomos adsorbidos son aleatorios entre E
′
0 = 1 y E

′
0 = −1
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Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado numéricamente la densidad de estados (DOS) de

una cadena de N = 2048 átomos, aśı como la estructura del grafeno de N = 20000 sitios

en la red, las conclusiones más importantes a las que se ha llegado son:

Se logró reproducir numéricamente la densidad de estados del grafeno, la cual coin-

cidió con la encontrada por Castro Neto y colaboradores [1], también usada por

Das Sarma y colaboradores [2]. Se evidenció que mientras mayor es la cantidad de

átomos en la red ó sitios la comparación con el valor teórico resulta mejor.

Se encontró que la existencia de átomos adsorbidos de forma periódica en sitios

pares ó impares, es equivalente, ya que genera la misma densidad de estados (DOS),

resultado que es esperado, ya que el Hamiltoiano del sistema debe cumplir con el

operador de traslación, y por lo tanto, se estaŕıa trasladando la posición de la subred

que tiene adsorción de átomos.

Pudimos comprobar que cuando ocurre adsorción de átomos de forma periódica en

la estructura del grafeno, aśı como en una cadena de átomos, se genera un gap de

enerǵıa, y el ancho de este gap depende del valor de las enerǵıas de los átomos

en adsorción. A pesar del gap generado la forma general de la DOS del grafeno

no vaŕıa, especificamente, se mantiene la forma de los máximos de probabilidad

(singularidades de Van Hove).

Encontramos que cuando la adsorción de átomos de igual enerǵıa se realiza de forma

aleatoria, el mı́nimo de probabilidad de la densidad de estados se ve desplazada

lateralmente, probablemente se deba al aumento de enerǵıa en el sistema, producido

por los átomos adsorbidos. Este valor de desplazamiento de la densidad de estados
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está ı́ntimamente relacionado con el valor y el porcentaje de átomos adsorbidos por

el grafeno.

Para los casos en que se tienen valores positivos y negativos de adsorción de átomos,

se observa una deformación (pérdida) de la forma de la DOS del grafeno, la cual es

más evidente a medida que se aumenta el número de átomos.

Un aumento en el número de iteraciones para mejorar la calidad del resultado y

el tiempo de cómputo no es lineal, por lo que la tasa de aumento en el tiempo de

cómputo aumenta exponencialmente con el aumento del número de iteraciones.

Como hecho interesante, este estudio fue realizado con los autovalores del sistema

obtenidos mediante la diagonalización exacta del Hamiltoniano, pero el software

desarrollado también puede ser modificado para que nos arroje como resultado los

autovectores, que es de gran importancia para encontrar varias cantidades termo-

dinámicas y describir el sistema, no solamente la densidad de estados, esto puede ser

base para mayor estudio a futuro de las propiedades electrónicas y termodinámicas

del grafeno.



Apéndice A

Aproximación de TB en 1D con un

átomo en zona de Brillouin

Comenzamos tomando una cadena infinita de átomos iguales separadas por una dis-

tancia “äıgual entre cada uno de los sitios figura A.1

Partiendo de la ecuación de autovalores y autovectores: E(φ0) = [h(
−→
k )](φ0)’

donde

[h(
−→
k )] =

∑
m

[Hnm]ei
−→
k ·(dm−dn), (A.1)

donde E(φ0) es el autovalor enerǵıa y [h(
−→
k )] seria nuestra matŕız Hamiltoniano del sis-

tema.

Para esta red, tenemos que su Hamiltoniano seria de la forma:

Figura A.1: Red 1-D de átomos identicos.
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〈H〉 =

| 1 > | 2 > | 3 > | 4 > · · · | N − 1〉 | N〉
〈1 | E0 Ess 0 0 · · · 0 Ess

〈2 | Ess E0 Ess 0 · · · 0 0

〈3 | 0 Ess E0 Ess · · · 0 0

〈4 | 0 0 Ess E0
... 0 0

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
... Ess 0

〈N − 1 | 0 0
...

...
... E0 Ess

〈N | Ess 0 0 · · · · · · Ess E0

(A.2)

Donde | N〉 es la posićıon de cada sitio.

La matŕız anterior también podŕıa ser reescrita como:

〈Hα〉 = E0I + Ess

| 1〉 | 2〉 | 3〉 | 4〉 · · · | N − 1〉 | N〉
〈1 | 0 1 0 0 · · · 0 1

〈2 | 1 0 1 0 · · · 0 0

〈3 | 0 1 0 1 · · · 0 0

〈4 | 0 0 1 0
... 0 0

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
... 1 0

〈N − 1 | 0 0
...

...
... 0 1

〈N | 1 0 0 · · · · · · 1 0

(A.3)

Aśı podremos observar claramente que la enerǵıa de interacción de un sitio será de la

forma:

Eα | N〉 = E0I + Ess(| N − 1〉+ | N + 1〉). (A.4)

Para desarrollar esta expresión tomamos en cuenta que:
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| k〉 =
1√
4

∑
n

e−ikan | n〉. (A.5)

aplicamos a Ess para simplificar las cuentas que es el término que se verá afectado por

alguna perturbación en su vecindad.

Ess | k〉 = Ess
1√
4

∑
n

e−ikan | n〉. (A.6)

Debido a que los únicos dos términos que aportan a Ess es los vecinos, esto será de la

forma:

Ess | k〉 = Ess
1√
4
e−ikan(| n− 1〉+ | n+ 1〉). (A.7)

Al aplicar el operador de rotación e−ikan a | n〉 resulta:

e−ikan | n− 1〉 = e−ika(n−1) | n〉. (A.8)

Usando el último término en la ecuación de Ess | k〉, nos queda de la forma:

Ess | k〉 =
1√
4

(e−ika(n−1) + e−ika(n+1)) | n〉. (A.9)

Al desarrollar obtenemos:

=
1√
4
e−ikan(eika + e−ika) | n〉. (A.10)

Al devolver el cambio:

Ess | k〉 = 2Cos(ka) | k〉. (A.11)
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Dejandonos:

Eα = E0I + 2EssCos(ka), (A.12)

donde kαa = α2π/N .

Ahora tomando en cuenta que para cada elemento de la matŕız,la enerǵıa seŕıa una

función del sitio en śı y la interacción con sus većınos inmediatos de manera que:

Eψn = E0ψn + Essψn−1 + Essψn+1, (A.13)

donde podremos plantear la siguiente solución ψn = ψ0e
ikna

Al aplicar la solución propuesta queda como resultado:

Eψ0e
ikna = E0ψ0e

ikna + Essψ0e
ika(n−1) + Essψ0e

ika(n+1).

= E0ψ0e
ikna + Essψ0(e

ika(n−1)eika(n+1)).

= E0ψ0e
ikna + Essψ0e

ikna(e−ika + eika). (A.14)

Y recordando la siguiente propiedad del Coseno:

cos(α) =
e−ika + eika

2
, (A.15)

podemos reescribir la expresión de la siguiente manera:

Eψ0 = E0 + 2Esscos(ka). (A.16)



Apéndice B

Aproximación de TB en 1D con dos

átomos en zona de Brillouin

La matŕız hamiltoniana generada por esta configuración es:

〈H〉 =

| 1A〉 | 1B〉 | 2A〉 | 2B〉 | 3A〉 | 3B〉 · · ·
〈1A | E0 Ess 0 0 0 0 · · ·
〈1B | Ess E0 E ′ss 0 0 0 · · ·
〈2A | 0 E ′ss E0 Ess 0 0 · · ·

〈2B | 0 0 Ess E0 E ′ss 0
...

〈3A | 0 0 0 E ′ss E0 Ess
...

〈3B | 0 0 0 0 Ess E0
...

...
...

...
...

...
... E ′ss Ess

...
...

...
...

...
...

...
...

(B.1)

Donde podemos llamar:

Hn,m =

(
E0 Ess

Ess E0

)
; Hn,n+1 =

(
0 0

E ′ss 0

)
; Hn,n−1 =

(
0 E ′ss

0 0

)
. (B.2)

Figura B.1: Estructura de dos particulas 1-D.
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De manera que nos queda la siguiente matŕız hamiltoniana en bloques:

〈H〉 =

| 1〉 | 2〉 | 3〉 · · · | N − 2〉 | N − 1〉 | N〉
〈1 | H1,1 H1,2 0 · · · 0 0 0

〈2 | H2,1 H2,2 H2,3 · · · 0 0 0

〈3 | 0 H3,2 H3,3 · · · 0 0 0

〈4 | 0 0 H4,3
... 0 0 0

...
...

...
...

...
...

...
...

〈N − 2 | ...
...

...
... Hn−2,n−2 Hn−2,n−1 0

〈N − 1 | 0 0 0
... Hn−1,n−2s Hn−1,n−1 Hn−1,n

〈N | 0 0 0 · · · 0 Hn,n−1 Hn,n

(B.3)

Matŕız que ya es similar a la tratada anteriormente en el ejemplo de un átomo en la

zona de Brillouin , para la cual podemos tomar la enerǵıa de la siguiente manera:

EΦn = Hn,nΦn +Hn,n−1Φn−1 +Hn,n+1Φn+1. (B.4)

De esta manera usaremos el antsatz:

Φn = Φ0e
ikna. (B.5)

Cuando desarrollamos podemos obtener:

EΦ0e
ikna = Hn,nΦ0e

ikna +Hn,n−1Φ0e
ika(n−1) +Hn,n+1Φ0e

ika(n+1).

= Hn,nΦ0e
ikna +Hn,n−1Φ0e

ikane−ika +Hn,n+1Φ0e
ikaneika.

EΦ0e
ikna = [Hn,nΦ0 +Hn,n−1Φ0e

−ika +Hn,n+1Φ0e
ika]eikan.

Al simplificar la expresión nos queda:
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EΦ0 = Hn,nΦ0 +Hn,n−1Φ0e
−ika +Hn,n+1Φ0e

ika. (B.6)

Y retomando las definiciones de B.2, quedandonos de la siguiente forma:

EΦ0 =

(
E0 Ess

Ess E0

)
Φ0 +

(
0 0

E ′ss 0

)
eikaΦ0 +

(
0 E ′ss

0 0

)
e−ikaΦ0.

EΦ0 =

(
E0 Ess + E ′sse

−ika

Ess + E ′sse
−ika E0

)
Φ0 (B.7)

.

donde esta representa la matŕız de autovalores de la enerǵıa, autovalores que obtendre-

mos al colocar en la diagonal el término −λ y calculando el determinante de dicha matŕız

resultante igualado a 0.

det

(
E0 − λ Ess + E ′sse

−ika

Ess + E ′sse
ika E0 − λ

)
= 0. (B.8)

Al calcular el determinante de la matŕız nos queda la siguiente expresión:

(E0 − λ)2 − (Ess + E ′sse
ika)(Ess + E ′sse

−ika) = 0.

(E0 − λ)2 = (Ess + E ′sse
ika)(Ess + E ′sse

−ika).

= (Ess)
2 + EssE

′
sse
−ika + E ′sse

ikaEss + (E ′ss)
2eikae−ika.

= (Ess)
2 + (E ′ss)

2 + EssE
′
sse
−ika + E ′sse

ikaEss.

Debido a que el operador de traslación e±ika conmuta con cualquier operador la ex-

presión anterior queda de la forma:

(E0 − λ)2 = (Ess)
2 + (E ′ss)

2 + EssE
′
sse
−ika + EssE

′
sse

ika

(E0 − λ)2 = (Ess)
2 + (E ′ss)

2 + EssE
′
ss(e

−ika + eika).
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= (Ess)
2 + (E ′ss)

2 + EssE
′
sscos(ka).

E0 − λ = ±
√

(Ess)2 + (E ′ss)
2 + EssE ′sscos(ka).

λ = E0 ±
√

(Ess)2 + (E ′ss)
2 + EssE ′sscos(ka). (B.9)

los cuales seŕıan los autovalores para una red de 2 átomos separadas distancia “a 2“b”de

sus većınos inmediatos.



Apéndice C

Aproximación de TB en 2D con dos

átomos en zona de Brillouin

Cuando estudiamos el grafeno que es un sistema de sitios con 2 átomos distintos en

2-D.

Al tomar la zona de Brillouin del grafeno, podemos observar el sistema figura C.1-b

Donde las coordenadas en la horizontal de cada una de los átomos serán las siguientes

(ver fig C.2):

X̂ : X1 = 0, X2 = a,X3 = a.

Ŷ : Y1 = 0, Y2 = b, Y3 = −b.

Este sistema se tratara por coordenadas separadas, de manera tal que tomaremos las

coordenadas en x del sistema y luego las coordenadas y. De manera q su centro de masa

en la horizontal sera: Xcm =
0 + a+ a

3
=

2a

3

Figura C.1: figura a: Estructura del Grafeno, figura b: Zona de Brillouin del Grafeno.
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Figura C.2: Distancias entre los átomos de carbono en grafeno.

Si llamamos Xcm = a0 nos quedara que

a =
3a0
2
, (C.1)

del cual podemos tomar las siguientes distancias: tan(30o) =
b

a

a.tg(30o) = b ⇒ 3a0
2

√
3

3
= b ⇒ b =

a0
√

3

2
.

Ahora
−→a1 = ax̂+ bŷ; −→a2 = ax̂− bŷ; −→a3 = cẑ. (C.2)

−→
A1 =

2π(−→a2 × cẑ)
−→a1 · (−→a2 × cẑ)

=
2π · [(ax̂− bŷ)× cẑ]

(ax̂+ bŷ) · [(ax̂− bŷ)× cẑ]
= 2π

[
bx̂+ aŷ

ab+ ba

]
= 2π

[
bx̂+ aŷ

2ab

]
.

⇒
−→
A1 =

(π
a

)
x̂+

(π
b

)
ŷ. (C.3)

De igual forma sucede cuando analizamos
−→
A2:

−→
A2 =

2π(ẑ ×−→a1)
−→a2 · (ẑ ×−→a1)

=
2π [ẑ × (ax̂+ bŷ)]
−→a2 · (ax̂+ bŷ)

=
2π (−aŷ + bx̂)

ab+ ba
=

2π (−aŷ + bx̂)

2ab
.

⇒
−→
A2 =

(π
a

)
x̂−

(π
b

)
ŷ. (C.4)
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De esta manera podemos obtener el Hamiltoniano del sistema con la siguiente expre-

sión:

[
h
(
k̂
)]

=

(
0 −t
−t 0

)
+

(
0 −te(i

−→
k ·−→a1)

0 0

)
+

(
0 −te(i

−→
k ·−→a2)

0 0

)

+

(
0 0

−te(−i
−→
k ·−→a1) 0

)
+

(
0 0

−te(−i
−→
k ·−→a2) 0

)
.

[
h
(
k̂
)]

=

(
0 −t− tei

−→
k ·−→a1 − tei

−→
k ·−→a2

−t− te−i
−→
k ·−→a1 − te−i

−→
k ·−→a2 0

)
. (C.5)

Ahora cuando desarrollamos el término −t− tei
−→
k ·−→a1 − tei

−→
k ·−→a2 .

−t− tei
−→
k ·−→a1 − tei

−→
k ·−→a1 = −t(1 + ei

−→
k ·−→a1 + ei

−→
k ·−→a2)

= −t(1 + ei(kxa+kyb) + ei(kxa−kyb)) = −t(1 + eikxa(ekyb+e
−kyb

)

−t− tei
−→
k ·−→a1 − tei

−→
k ·−→a1 = −t(1 + eikxa2cos(kyb)). (C.6)

Ahora definimos:

h0 = −t(1 + 2eikxacos(kyb)). (C.7)

De manera que: [
h
(
k̂
)]

=

(
0 h0

h∗0 0

)
. (C.8)

Para tal matŕız se obtendrá los autovalores a part́ır de: det

(
−λ h0

h∗0 −λ

)
= 0

⇒ λ2 − |h0|2 = 0 ⇒ λ2 = |h0|2 λ = ±|h0|.

⇒ E = ±|h0|. (C.9)

Si hemos defińıdo h0 = −t(1 + 2eikxacos(kyb)) quedaŕıa al devolver el cambio:

|h0| =
√
h0h∗0 =

√
t2[1 + 2eikxacos(kyb)][1 + 2e−ikxacos(kyb)]

.
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=
√
t2[1 + 2eikxacos(kyb) + 2e−ikxacos(kyb)] + 4cos2(kyb)

.

=
√
t2[1 + 2cos(kyb)(eikxa + e−ikxa) + 4cos2(kyb)

.

=
√
t2[1 + 4cos(kyb)cos(kxa) + 4cos2(kyb)

.

E = ±t
√

[1 + 4cos(kyb)cos(kxa) + 4cos2(kyb). (C.10)

Que serian los autovalores para nuestro sistema de 2 particulas en 2-D.
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