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RESUMEN

El estudio de los sélidos es un campo bastante amplio, un area muy intere-
sante surge cuando el sélido en estudio permite la adsorcion de atomos, ya
que este suele cambiar su estructura electrénica. Para este tipo de fenéme-
nos, uno de los métodos mas usados para el estudio de sdlidos y cristales es
la aproximacién de Tight Binding, la cual toma en cuenta la interacciéon de
vecinos inmediatos. Este método nos facilita el estudio de la estructura del
solido, ya que nos proporciona los autovalores del sistema. Con la adsorcion
de atomos el nivel de dificultad para resolver analiticamente el sistema se in-
crementa. En este trabajo se hizo estudio numérico, tanto de una cadena de
atomos, asi como de la estructura del grafeno. En ambos casos se estudiaron
las propiedades electronicas de estos dos sistemas, al ser modificados por ato-
mos adsorbidos con diferentes energias, utilizando la aproximaciéon de Tight
Binding a través de densidades de estado, de sus siglas en ingles(DOS). De
los resultados mas importantes que pudimos obtener para el grafeno, podemos
mencionar, la aparicion de la banda prohibida de energia o gap, en la zona del
minimo de probabilidad del DOS, al ser adsorbido un conjunto de atomos con
un patrén periédico. Por otro lado, cuando la adsorcion de atomos fue reali-
zada de forma aleatoria se observaron disminuciones en los puntos de maxima
probabilidad (singularidades de Van Hove), asi como desplazamientos en la

zona minima de probabilidad (Puntos de Dirac).
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Capitulo 1
Introduccion

El carbono es un elemento importante para la vida y la base de la quimica organica
debido a la flexibilidad de sus enlaces. Los sistemas basados en carbono muestran un gran
niumero de diferentes estructuras con una amplia variedad de propiedades fisicas. Uno de
los sistemas que posee solo atomos de carbono, y que en la actualidad esta siendo muy
estudiado es el grafeno. El grafeno es un material de dos dimensiones (2D) al6tropo del
carbono (capacidad del elemento en formar diversas estructuras moleculares) y actual-
mente juega un papel importante, ya que determinar sus propiedades electrénicas es la

base para la comprension de otros alétropos.

El grafeno ha sido estudiado desde hace mas de 50 anos [3]. Aunque inicialmente solo
era conocida la estructura electrénica y el enlace quimico de la monocapa de grafito, no
fue sino hasta 2004, cuando el grafeno fue obtenido experimentalmente por Andre Geim
y a Konstantin Novoselov, los cuales en 2010 se hacen merecedores del Premio Nobel por
sus trabajos en grafeno [4, 5, 6, 7]. Desde entonces, se han realizado numerosos trabajos,
llegando a ser publicados mas de 5000 articulos en el periodo 2004-2009 [2], donde po-
demos mencionar estudio de las propiedades electrénicas [1, 2], su estructura [8, 9] entre

otros .

Uno de los modelos matematicos mas usados para reproducir caracteristicas impor-
tantes del grafeno (autovalores, autovectores, estructura electrénica) asi como realizar
aproximaciones para las bandas %7 y 7 [10], es el modelo de Tight-Binding (TB) [11], .
Este modelo TB es uno de los modelos mas usados para el estudio de solidos debido a su

simplicidad (grafito, semiconductores y sistemas ionicos entre otros) [3, 12, 13].




2 Introduccién

Las propiedades del grafeno pueden ser estudiadas conocido el operador Hamiltoniano
que lo caracteriza, realizando una diagonalizacién para encontrar los niveles de energia
permitidos en la red. Sin embargo cuando este sistema se ve afectado por un atomo,
cuando existe una adsorcion de éste, se hace mas complicado realizar dicha diagonaliza-
cién analitica, para finalmente encontrar los niveles de energia. En estos casos usamos un
método numérico para poder realizar la diadonalizacién exacta. Estos métodos suelen ser

utilizados en otros materiales, como por ejemplo [14, 15, 16, 17] asi como en el grafeno [18].

La finalidad de este trabajo es desarrollar un software en lenguaje C, adaptando li-
brerias y sub-rutinas estandar como BLAS y LAPACK, que permitan reproducir las pro-
piedades electrénicas del grafeno puro, asi como con atomos adsorbidos. En cada caso
se espera obtener la densidad de estados del sistema, de esta manera poder simular el
comportamiento del material, lo cual es importante para seguir con el desarrollo e inves-

tigacién de sus bondades, ya que su producciéon de calidad es limitada.

Este trabajo esta conformado por cinco capitulos, donde en el primero se hace una
breve introduccién y finalidad del documento, en el segundo de ellos se presentan aspec-
tos importantes sobre la teoria del grafeno, una breve explicaciéon del modelo de Tight
Binding aplicado a diferentes sistemas que nos llevara finalmente al estudio del grafeno.
En el capitulo 3 se explica la metodologia empleada para llevar a cabo el desarrollo del
software, calculo de la densidad de estados, que nos permitan entender el comportamiento
de las propiedades electrénicas del grafeno. En el capitulo 4, los resultados obtenidos asi
como un analisis de ellos y finalmente, en el capitulo 5, se presentan las conclusiones més

relevantes de este trabajo.




Capitulo 2
Marco Teodrico

En la siguiente secciéon tocaremos algunos conceptos importantes para la mejor com-
prension de los procesos y resultados de este trabajo, especificamente hablaremos del
grafeno, el Hamiltoniano de Tight Binding y sus aproximaciones en 1-D, 2-D, asi como

de su diagonalizacién.

2.1. El Grafeno

El carbono es un elemento muy importante, ya que a partir de él se forma un gran
niumero de compuestos importantes para la vida, industria, desarrollo, investigacién y mu-
chos otros aspectos. Este material alétropo, debido a su capacidad para formar diversas
estructuras y compuestos, es el responsable de la formacion de grandes compuestos. Debi-
do a las propiedades que nos proporciona la unién de dichos atomos, aparecen sistemas a
base de carbono formando diferentes estructuras con una amplia variedad de propiedades

fisicas.

El carbono es fundamental en la quimica organica ya que en ésta se estudia basicamen-
te, las propiedades y caracteristicas de compuestos asociados por los enlaces de carbono.
Se conocen muchisimos compuestos a base de carbono, aumentando este ntimero con el
pasar de los anos. También se sabe que el carbono esta presente en todas las forma de

vida en la tierra.

El grafeno es un compuesto formado por atomos de carbono, que estan situados en
forma hexagonal (panal de abejas), en una hoja de un dtomo de espesor. El grafeno se
puede obtener a partir del grafito, el cual es un compuesto que se consigue facilmente en

la naturaleza (ver figura 2.1). Aunque se sabia de la existencia del grafeno desde 1930




4 Marco Teodrico

;
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§

Lamina de grafeno

C=0.67 nm

Figura 2.1: Estructira del grafito

[19], fue en 2005 cuando se comienza a estudiar mas a fondo y en 2010 se otorgé el Premio

Nobel de Fisica a Andre Geim y a Konstantin Novoselov, por sus trabajos acerca de este

material.

Figura 2.2: Diferentes estructuras de carbono

Muchas nanoestucturas, como los nanotubos de carbono y los fulerenos (Ver figura
2.2), estan relacionadas con el grafeno, ya que por ejemplo, podria explicarse la estructu-
ra de los nanotubos de carbono como una hoja de grafeno enrolladas sobre si misma, y de
hecho las propiedades de los nanotubos de carbono se describen y entienden facilmente
en términos de las del grafeno. Asi mismo, el fulereno se puede entender como una hoja
de grafeno unido en forma esférica. Cabe aclarar que los fulerenos y nanotubos aparecen
naturalmente, no los podemos formar con grafeno, pero teéricamente pueden entenderse

en funcion de este ultimo.
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2.1.1. Propiedades del Grafeno

Algunas de las propiedades mas importantes del grafeno tenemos que posee una gran
conductividad térmica y eléctrica [6], desde el punto de vista quimico, el grafeno puede
reaccionar con otras sustancias para formar compuestos con diferentes propiedades, esto
hace al grafeno un material de gran potencial de desarrollo industrial [19]. Es muy ligero
(una ldmina de 1 metro cuadrado de grafeno pesa unos miligramos), ademas tan ligero
como la fibra de carbono, pero mejorando la flexibilidad [19]. Tiene mayor resistencia
que el acero y a su vez mas ligero [23], posee gran elasticidad [1], el grafeno tiene una
gran superficie, porque es directamente una tunica lamina, debido a esto muchos dtomos
pueden quedar adsorbidos y se pueden cambiar las caracteristicas épticas y eléctricas con

adsorcién de atomos y moléculas.

Situandonos en las propiedades electronicas que constituyen el eje principal de este
trabajo, los electrones en el grafeno son cuasi-particulas de Dirac, una consecuencia de
que esto suceda es que el fenémeno de tunelamiento cuantico en el grafeno es distinto al
tunelamiento en otro sélido. Aunque en nuestro trabajo no esta contemplado el tunela-
miento de Klein nos parece un efecto interesante a destacar que ocurre en el grafeno, ya
que este tunelamiento cuantico perfecto en el grafeno podria tener una probabilidad de
100 % de que ocurra [6].

Dadas sus grandes y variadas propiedades, el grafeno es muy ttil a nivel tecnolégico
e industrial, como por ejemplo en la fabricacion de pantallas tactiles muy flexibles, pro-
cesadores de alta velocidad, baterias de gran almacenamiento, mejor aprovechamiento de

la energfa solar, entre muchas otras [24].

2.2. Hamiltoniano De Tight Binding (TB)

La estructura del grafeno, vista como un sélido, se puede describir mediante una red
de Bravais bidimensional con la finalidad de obtener la Zona de Brillouin, para esto, pa-
samos al espacio de las frecuencias (Red Reciproca), asi finalmente obtener una zona de
Brillouin de 2 atomos en 2-D, una vez iniciados en la estructura del grafeno, se pasa al

modelo matematico y la aplicacién del modelo de aproximacion del Hamiltoniano de Tight
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2m/a

(b)

Figura 2.3: Red de (a) de Bravais y (b) Reciproca en 1-D

Binding en la estructira. Estos términos estdn definidos como:

= Red de Bravais:
Una red de Bravais es una coleccién infinita de puntos (dtomos) que es invariante
bajo ciertas traslaciones y, en la mayoria de los casos, también a rotaciones. De
manera tal que si se estudia una celda de la red de Bravais, se sabe que es el mismo

comportamiento en las celdas restantes del sistema (ver figura 2.3 (a)).

= Red reciproca:
Una red reciproca no es mas que aplicarle Transformada de Fourier a una red de
espacio real para llevarla a un espacio reciproco (de frecuencias). Los nodos que se
obtienen en este espacio reciproco, son consecuencia de la combinacién lineal de los

vectores base en dicho espacio (ver figura 2.3 (b)).

= Zona de Brillouin:
La zona de Brilloiun es la celda primitiva o unitaria en el espacio de frecuencias o
red reciproca, usada para describir el comportamiento de un medio periédico. Es
decir, la zona mas pequena que podemos usar para repetir el sistema mediante tras-

laciones y/o rotaciones.
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2.2.1. Aproximacion de tight Binding del Hamiltoniano

El Hamiltoniano de Tight Binding (también llamado enlace fuerte) es un modelo que
nos permite obtener y estudiar la estructura de bandas de un sélido usando una base
de funciones de onda y combinacién lineal de ellas, tratando a este sélido como una
coleccion de atomos en el cual se toma en cuenta solo los dtomos fuertemente ligados.
En la formulacién matematica el modelo viene representado por el Hamiltoniano de un

atomo agregandole un potencial generado por la interaccién de sus vecinos inmediatos.

H(r) = SHay(r — Ry) + AU (2.1)

donde H(r) representa el Hamiltoniano del sistema, H,; es el Hamiltonano de un dtomo

aislado, AU la correccién del potencial atomico y R, es la posicién del dtomo en la red.

Este Hamiltoniano debe cumplir con el operador traslacién, lo cual es esperado, ya
que en un soélido si un atomo pasa de su posicién a la de su vecino inmediato, este sentira
la misma interaccién que cuando se trabaja con condiciones de frontera periddica que nos

hace simular una infinita coleccién de atomos.

2.2.2. Aproximacion de TB en 1-D con un atomo en zona de
Brillouin
Comenzamos con el estudio de una estructura 1D como se muestra en la figura 2.3(a),

donde se observa una cadena de dtomos, cuya celda unitaria se puede representar con un

atomo. Partiendo de la ecuacion de autovalores y autovectores para esta cadena:

B(¢0) = [b(F))(¢n). (22)
dénde:
B = D [Hyple 00 23)
E(¢o) es el autovalor energia y [h(?)] serfa nuestro Hamiltoniano

Por otro lado tenemos una estructura de N sitios (ver fig 2.4), para la cual tendriamos

que su matriz Hamiltoniana seria de la forma:
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Eys = Energia debido a su vecino inmediato

e,
O 0060 0 00O

E, = Energia propia de la particula

Figura 2.4: Energias consideradas en la cadena de atomos

[ [2) [3) - | N—1) |N)

(1| Ey, E, 0 -oenn. 0 E..

(2| E, Ey Eg ------ 0 0

(3| 0 E. FEy - 0 0

H= (4] 0 0 PEy B 0 (2.4)

0 Egs 0

(N—1| 0 0 : : Ey Fg

(N | Ess 0 0O ------ ESS Eo

dénde | N) es la posicion de cada sitio, a partir del cual, podemos obtener que la

energia de interaccién de un sitio (Ep) y la energia de interaccién con sus vecinos (Fyg).
H|N)=E | N), (2.5)
Eo | N) = E)l + Eg(| N = 1)+ | N +1)). (2.6)

Al desarrollar esta expresién obtenemos!:

E, = E)l +2E cos(ka) ,donde ky,a = a2m/N. (2.7)

IDesarrollo completo ver el apéndice A
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Figura 2.5: Cadena 1-D de dos atomos iguales con dos diferentes tipos de separacion.

Tomando en cuenta que para cada elemento de la matriz, la energia seria una funcién

del sitio en si y la interaccion con sus vecinos inmediatos de manera que:

Ewn = E0¢n + Esswn—l + Esswn-i-l- (28)

obtenemos como resultado:

E¢0€ikna — EO¢06ikna + Esswoeikna(e—ika + 6ik:a)’ (29>
podemos reescribir la expresion de la siguiente manera:
E = Ey+ 2FE, cos(ka), (2.10)

siendo estos los autovalores 6 energias permitidas por el sistema.

2.2.3. Aproximacion de TB en 1D con dos atomos en zona de

Brillouin

Una vez analizado el sistema en 1-D con atomos idénticos, podemos asumir un nivel
de dificultad mayor, en el cual tomaremos una celda unitaria con 2 atomos, separadas por

una distancia “a”diferente a la distancia de separacién entre las celdas “b” (ver figura 2.5).

La matriz Hamiltoniana generada por esta configuracion es:
| 1A) |1B) |2A4) |2B) -----r ...
1A| Ey Eg 0 0
I1B| Es Ey El 0
24 0 E,  Ey  E
0 0 E,, E
341 0 0 0 E! Ey
0

(2.11)

SS

0 0 0 Egs
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La cual se puede reescribir esta matriz en bloques:

[H 12 [3) - [N=1) [N)
(1] Hy, Hi, 0 - 0 0
(2] Hy; Hyp, Hyj 0
(3] 0 Hso Hzz --- 0
H= (4] 0 0 Hys 0 (2.12)
(N—-2] : : © Hy 9,1 0
(N-1] 0 0 i i Hyywo Heoin
(N | 0 0 cee e Hyna Hy, .,

Matriz que ya es similar a la matriz (2.11) del ejemplo de un atomo, en la cual pode-

mos tomar la energia de la siguiente manera:

E(I)n = Hn,nq)n + Hn,n—lq)n—l + Hn,n+1(1)n+1~ (213>

Al simplificar la expresion nos queda:

E®y = H, @ + Hy 1 ®oe™ ™ + H,, i Poe™. (2.14)

y retomando las definiciones de H,, ,,, Hp, 41, Hn,n,lz, quedandonos de la siguiente forma:

Ey FEg 0 0\ . 0 F! ,
Edy=| " N ehrdy + ) emtkag,, (2.15)
E,s Ey E., 0O 0 O
E Ess E’ —ika
Edy = o e Dy, (2.16)
Eys + E e7tka Ey

dénde la matriz (2.16) representa la matriz de autovalores de la energia, autovalores que
obtenemos al colocar en la diagonal el término —\ y calculando el determinante de dicha

matriz resultante igualada a 0.

2ver apendice B.2
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(er. =b)

Figura 2.6: (a) Estructura del Grafeno, (b) Zona de Brillouin del Grafeno 2-D.

Ey—X Byt Eleite
det 0 _ T He =0, (2.17)
Eoot Bt Ey—)

A= Ey+/(Ey)? + (E)? 4 2E,,FE' cos(ka), (2.18)

donde los A, son los autovalores para una red de de 2 a&tomos separadas distancias “az

“bh”de sus vecinos inmediatos.

2.2.4. Aproximacion de TB en 2D con dos atomos en zona de

Brillouin

Finalmente después de haber estudiado el sistema de un atomo en 1-D, dos atomos
en 1-D, llegamos al grafeno, que es un sistema de dos dtomos en 2-D, ver figura 2.6(a).
Luego al tomar la zona de Brillouin del grafeno (celda primitiva), podemos observar el
sistema figura 2.6(b). Dénde podemos obtener las coordenadas de cada una de los dtomos

(ver figura 2.7 ):

Y:iVi=0 , Yo=0b vy Yy =—b.

Esta zona de Brillouin del grafeno se tratara por coordenadas separadas, de manera tal

que tomaremos las coordenadas horizontales del sistema y luego las coordenadas verticales,
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Figura 2.7: Distancias entre los dtomos de carbono en grafeno.

de manera que es el centro de masa en la horizontal.

O+a+a 2a
Xem=—"7-—"7=—. 2.19
3 3 (2.19)
Si llamamos X, = ag nos quedara:
3
a= % (2.20)

Ahora, cuando hallamos la distancia vertical figura 2.7.
podemos tomar las siguientes distancias: tan(30°) = —

a x tan(30°) = b.

Al sustituir la ecuacién (2.20)

= b=
2
Ahora aj =aZ+by; as=aT—by; aj =z
_>
= A= (f)m(%) 7. (2.21)
a
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%
obtenemos el mismo resultado al calcular A,:

= A= (g) 7 (%) 7. (2.22)

Para asi obtener el hamiltoniano del sistema con la siguiente expresion:

0 —telik-ad) 0 0 0 0 -
o 0 T pe®an o) T\ peei®an o (2.23)

0= (s )

_t _ te_lk 1 _ te—ik‘ -as 0

resultando:

-\ h
Para tal matriz se obtendran los autovalores a partir de: det < 0) =0.

hy —A
= E = +|hy|. (2.25)
donde hy = —t(1 + 2¢*=2cos(k,b)), de manera que finalmente los autovalores de energia
son:
E = j:t\/[l + 4cos(kyb)cos(kya) + 4cos?(kyb). (2.26)

2.3. Diagonalizacién exacta ED

El método de diagonalizacién exacta (ED) es una técnica para calcular los autovalores
y autovectores de una matriz H, se plantea un problema de ED cuando la ecuacién de
Schrodinger es independiente del tiempo y se puede resolver por medio de un conjunto
finito de bases del sistema. Con el conocimiento de la configuracién fisica , simetrias,
puede ser implementado el método para simplificar los célculos . El objetivo de la DE en
la fisica es por lo general el cdlculo de un observable. Es uno de los métodos numéricos
mas usados ya que se puede aplicar a una gran variedad de modelos, redes y condiciones
de frontera. Dicho de otro modo, en este método se reescribe la matriz Hamiltoniano

en una base de autovectores que conmutan con el operador Hamiltoniano. Dicha base al
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Figura 2.8: Red de dtomos en 1D: (a) dtomos iguales y (b) un dtomo adsorbido.

ser aplicada al Hamiltoniano se reduce a una matriz de bloques, donde cada bloque nos
representa un conjunto de nimeros cuanticos de los operadores. La diagonalizacién se rea-

liza en cada uno de los bloques, por lo que esto nos genera menor dificultad en los calculos.

i, Por que utilizar diagonalizacion exacta?

Tomando en cuenta una red en 1-D, como ejemplo, la red inicialmente esta constituida
de los mismos atomos tendremos fig 2.8 (a), permitiendo hacer, de manera sencilla, un
andlisis numérico. Pero al obtener en la red un atomo adsorbido fig 2.8 (b), la configu-
racion cambia por lo cual encontrar los autovalores y autovectores del nuevo sistema no
se realiza facilmente, lo cual nos lleva a usar métodos numéricos para estimar-encontrar
dichos autovalores y autovectores, la diagnalizacion exacta nos ofrece autovalores y au-
tovectores del Hamiltoniano con lo cual se puede obtener las cantidades termodindmicas

que se deseen.

2.4. Densidad de estados

La densidad de estados es por definicién la distribucion de estados entre dos energias
donde la integral en esta regiéon o intervalo da el nimero accesibles de estados del sistema

(ver ecuacién (2.26)).

AN(E) = D(E)dE = N(E;))— N(E,) = EQD(E)dE. (2.27)

Eq
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siendo D(E) la densidad de estados y N(E) el nimero de estados con energia menor o

igual que F.

Si el nimero de estados viene etiquetado por E,,, la anterior relacion viene satisfecha

por la siguiente distribucién:

D(E) =) (B — E). (2.28)
siendo §(z) la distribucién delta de Dirac.

En un sistema cudntico finito (particula en un pozo) existe un numero discreto de
estados posibles de energia, de modo que la densidad de estados sera una distribucion
discreta; en cambio en sistemas infinitos, las energias accesibles forman un continuo, de
modo que la densidad de estados formard también un continuo (ecuacién 2.29). La densi-
dad de estados depende esencialmente del tipo de interaccién del sistema (ya que es ésta

quien determina la cuantizacién de las energias y el comportamiento del sistema).

En un sélido se introduce un 2 a la expresion debido al spin.

D(E)=2) §(E(k) - E). (2.29)
k
v
i /B 00 - By (2.30)

%
donde k es un vector del espacio reciproco, B. Z. es la zona de Brillouin y dk el elemento
diferencial de superficie en el espacio reciproco para una superficie de energia constante.
Los autovalores (E}) obtenidos mediante la diagonalizacién, pueden ser sustituidos en

la ecuacién (2.30) y asi obtener la densidad de estados tedrica para el sistema en estudio.
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Capitulo 3
Metodologia

En este capitulo presentamos las estrategias utilizadas para realizar el calculo de au-

tovalores y seguidamente la densidad de estados de los sistemas 1D, 2D y Grafeno.

3.1. Herramienta numérica para la diagonalizacién

matricial exacta

Mediante la biblioteca de cdlculo BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms), se pue-
den desarrollar cédigos sencillos y eficientes, en lenguaje C, que permiten realizar opera-
ciones de la algebra matricial, fundamentales para este trabajo. Por lo cual realizamos una
breve explicacion de la biblioteca BLAS, asi como una de sus rutinas mas importantes en
esta drea, la biblioteca LAPACK.

3.1.1. Biblioteca BLAS

BLAS es una biblioteca que establece un conjunto de rutinas de bajo nivel, que per-
miten realizar operaciones de dlgebra lineal comunes como la suma de vectores, multipli-
cacion escalar, producto punto, combinaciones lineales y las operacién con matrices. Las
sub-rutinas de BLAS tienen enlaces tanto para C como para Fortran. Aunque la especifi-
caciéon BLAS es general, sus implementaciones suelen estar optimizadas para la velocidad
de una maquina en particular, por lo que su uso puede traer beneficios sustanciales de

rendimiento.

La mayoria de las bibliotecas que ofrecen rutinas de &algebra lineal se ajustan a la

interfaz BLAS, permitiendo a los usuarios de la biblioteca, desarrollar programas que
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son independientes a la biblioteca BLAS [21], pero en cualquier momento pueden ser

adaptadas a ésta.

3.1.2. Biblioteca LAPACK

LAPACK (Linear Algebra Package) es una subrutina de software estdndar para célcu-
los de dlgebra lineal numérica. Proporciona subrutinas para los sistemas de ecuaciones
lineales, minimos cuadrados, problemas de autovalores; asi como para la técnica de la
descomposicion del valor singular. LAPACK también incluye rutinas para implementar
factorizaciones matriciales como LU, QR, y la descomposicién de Cholesky y Schur. LA-
PACK fue originalmente escrito en FORTRAN 77, actualmente se encuentra en Fortran
90. Matrices con alto nivel de dificultad se pueden manejar, pero no se extiende a matri-
ces generales. En todas las areas, se proporciona una funcionalidad similar para matrices

reales y complejos, tanto en precisién simple como en doble.

Existen otros paquetes como LINPACK y EISPACK que han sido disenados para
ejecutarse en los computadores con memoria compartida. LAPACK, fue disenado para
aprovechar eficazmente cachés en arquitecturas modernas basadas en memoria caché, y
por lo tanto se ejecutan érdenes de magnitud mas rapido que LINPACK; en este tipo de

maquinas.

Las subrutinas de LAPACK se escriben de manera que se realizan llamadas a los sub-
programas de la biblioteca de dlgebra lineal basica (BLAS)[20]. Para el uso de la subrutina
LAPACK, se desarrollarda un cédigo, para simular una matriz que podra ser reescrita en
un vector, el tamano del vector dependera de la cantidad de autovalores solicitados en
el programa, la declaracion de variables y funciones para LAPACK, tomara los valores
del vector para diagonalizar y suministrar como resultado, los autovalores del sistema. El

llamado de la subrutina se hace mediante la ejecucion de la funcién:

dsyev(&jobz, &uplo, &n, h, &n, e, work, &lwork, &info)

donde cada una de las funciones que lleva la funcién dsyev() las hemos especificado en la

tabla 3.1.
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Cuadro 3.1: Descripcién de las funciones usadas en el médulo desyev(), de la subrutina

de LAPACK.

dsyev

Esta funcién permite la obtencion

de autovalores y opcionalmente los autovectores de la matriz simétrica

jobz

Es un parametro de entrada que se usa para indicar que el resultado
de la ejecucion del programa nos debe proporcionar

los autovectores (jobz = N) y/6 autovalores (jobz = V)

uplo

Es un parametro de entrada que indica que la ejecucion
del programa debe generar y almacenar la triangular
de la matriz pudiendo variar entre la superior (uplo = U)

6 inferior (uplo = L).

Es un entero positivo (n > 0),

representa el orden de la matriz.

Indica un arreglo simétrico de doble precision

[l

Indica un arreglo de doble precisiéon de dimension “n”.

Genera los autovalores, colocandolos en orden ascendente.

work

Es un arreglo de doble presicion
Se usa para definir el tipo de arreglo,

entero (iwork), real (rwork) o légico de tipo booleano (bwork)

lwork

Es un parametro que funciona como la longitud del arreglo work
lwork > maz (1,3 N — 1)
Para una eficacia éptima lwork => (NB 4+ 2) x N
Si lwork = -1, entonces se asume una consulta espacio de work

y la rutina solo calcula el tamano 6ptimo de la matriz work

info

Es un indicador, ¢ = orden del argumento, de posibles fallos en la rutina
Si info = 0 — salida exitosa.
Si info (0 — info = -i, el argumento es no valido.
Si info )0 — info = i, el algoritmo tiene fallos para converger,

elementos fuera de la diagonal de una tridiagonal intermedia

forma una no Convergencia a cero

3.2. Modelos

En la siguiente seccion se describen los modelos que hemos utilizado para entender

la fisica y aplicar adecuadamente las herramientas de calculo. Estos modelos son desa-
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rrollados en C. Comenzamos por el modelo unidimensional, para luego realizar sucesivas

modificaciones hasta obtener el grafeno.

3.2.1. Modelo undimensional

Para este modelo desarrollamos un cédigo en lenguaje C, que simula una cadena

de atomos, las caracteristicas utilizadas para este modelo se describen a continuacién:

Condiciones de frontera periddica:

En este caso el N-ésimo sitio de la cadena es uno de los dos vecinos mas préximos
(1,N) del el primer sitio (0). De igual forma los vecinos del sitio en la posicién N, son
los sitios ubicados en la posicién cero (0) y N-1, como se muestra en la figura 3.1. En el
software desarrollado se indica esta condicién, colocando el valor de hopping (t) en los

términos (1, N) y (N, 1) como se muestra en la ec 2.4.
(N) 0)

~) @@ O
.r. .\
N2) o )
o ¢
® ©

\\\ ,f
... @

(6) )
Figura 3.1: Modelo unidimensional de N atomos con condiciones de borde periddica.

Efectos de tamano:

Hemos realizado un estudio de efectos de tamano de la red, sobre el tiempo de
computo t.. Para esto hemos variado la cantidad de sitios segin la relacién 2% hasta

obtener 2048 sitios. Para cada uno de esos tamanos se determiné el tiempo real de computo
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a fin de encontrar la zona a partir de la cual se toma un valor aceptable y no exagerado,

entre el tamano de la red y el tiempo de computo, como se muestra en la figura 3.2.

35

25 7

t (seg)

15 7

10 N

500 1000 1500 2000

Figura 3.2: Tiempo de computo (t.) para diferentes ntimeros (N) de dtomos iguales, en el

modelo unidimensional con condiciones de borde periddicas.

En esta figura se puede apreciar, que para N > 100 la relaciéon entre tamano del
sistema y tiempo de cémputo va en aumento de manera no lineal, por lo que hemos
escogido N = 2048, en los tipos de modelos estudiados, ya que este valor nos ofrece un

tiempo de cémputo no tan elevado para comenzar con el andlisis de este sistema.

Hamiltoniano de TB

El Hamiltoniano de TB que describe el sistema de la red lineal se puede escribir como:

H=t) clc;. (3.1)
i#]

donde “trepresenta la probabilidad de que un electrén realice un salto hacia el sitio mas
préximo (hopping), CJ y Cj son los operadores de creacién y destruccién que representan
la proyeccién de la energia de el i-ésimo sitio sobre el j-ésimo sitio , y la suma va sobre

todos los sitios de la red, salvo los casos en que i # 7.
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Casos analizados en el modelo 1D

A continuacién describiremos los cuatro casos que hemos estudiado para el modelo

unidimensional, de acuerdo al tipo de adsorcion que se realiza:

» Modelo 1D con sitios iguales (sin adsorcion):

En este caso estudiamos una cadena de sitios iguales, sin modificar, para la cual la

matriz Hamiltoniana seria:

1) [2) [3) -~ [N-1) |N)
(1] 0 ¢t 0 0 t
(2] ¢t 0 t 0 0
() = (3] 0 t 0 0 0 5.9
(41 0 0 ¢ 0 0 '
(N—1] 0 0 0 t
(N | ¢ 0

donde t representa la energia (ligada proporcionalmente a la probabilidad) que se
tiene para realizar un salto a la vecindad (hopping). Se ha colocado en el N-ésimo
término un valor diferente a cero e igual al hopping para simular condiciones de

frontera periddica, ya que estaria en interaccién con la posicién 1.

= Modelo 1D con un dtomo adsorbido:

Para simular este modelo, perturbamos la cadena de atomos iguales en una posicion

@
1

cualquiera “i”, donde esta perturbacion viene dada por una energia Eé, donde E[') =
E, —t. E, representa la energia del atomo adsorbido y E(/) varfa de : {0,5; £1; +4}.
Donde la diferencia con la matriz (3.2) est4 en la aparicién de dicha energia £, en
la posicién (i,i) de la matriz es decir, en el término de la diagonal correspondiente
al sitio, como ejemplo, si el &tomo adsorbido esta en la posicion 3 de la cadena con
un valor de £, = 2,5 ; se vera reflejado dicho valor de energia en la posicién (3,3)

de la diagonal principal de la matriz (3.3).
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[ 12 [3) [4 - [N=2) |[N=-1) |N)
(1] 0 t 0 0 0 0 t
(2] ¢t 0 t 0 0 0 0
(3] 0 t E, 0 0 0
(Hy= (4] 0 0 t 0 0 0 0 (3.3)
(N=2] 0 0 0 0 0 t 0
(N=1] 0 0 t 0
(N | t 0 0

s Modelo 1D con varios atomos adsorbidos:

La adsorcion de varios atomos en la red, lo podemos clasificar en 2 categorias; segiin

sea la distribucién aleatoria o por un patrén de atomos adsorbidos.

e Adsorcién de atomos con un patrén periddico:

En este caso, cambiamos la configuracion del sistema, colocando adsorciéon de
atomos solo en: (a) sitios pares 6 (b) sitios impares de la cadena. Para el caso

de los sitios pares, se obtiene una matriz Hamiltoniana de la forma:

(1) 2) [3) [4) -+ [N=2) [N-1) |N)
(1] 0 ¢t 0 0 0 0 t
(2| t E, t 0 0 0 0
(31 0 t 0 t 0 0 0

(Hy= (4] 0 0 t E 0 0 0 (34
(N-2] 0 0 £, t 0
(N—1] 0 t 0 t
(N | t 0 t B}

donde Ej, representa la diferencia de energfa del d&tomo adsorbido F, y la energia
“4” (que estd ligada fuertemente a la probabilidad) de un electrén para realizar
un salto hacia el sitio mas proximo, (hopping). En el caso de estudiar la ad-
sorcién de atomos en posiciones, impares la matriz Hamiltoniana cambia en la
posicion de la energia de la diagonal principal, desplazandose hacia los valores

impares de dicha diagonal, es decir posicién (1,1), (3,3), (5,5), etc.
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e Adsorcién de atomos con patrén aleatorio:

En este caso simulamos una cadena de atomos en la cual se produce una adsor-
cion de dtomos de manera aleatoria. Para este tipo de adsorcion, consideramos
que la diferencia de los atomos asdorbidos podrén tener energias: (a) valores

[-1 6 1] ; (b) un rango de valores entre [0 y 1].

3.2.2. Modelo bidimensional

Sistema 2D sin atomos adsorbidos
En este modelo se usaron las siguientes condiciones:
» Condiciones de frontera periddica
» Tamartio de la red 50250 atomos (2500 dtomos)

» El Hamiltoniano del sistema cumple también con la ecuacién 3.1, y la matriz Ha-

miltoniana para una red 3 x 3 serd de la forma:

10y [1) [2) [3) [4) |5 [6) [7) [8)
©f 0 ¢t t t 0 0 t 0 0
il ¢t 0 t 0 t 0 0 t 0
@ ¢t ¢t 0 0 0 t 0 0
3t 0 0 0 ¢t t ¢t 0 0
W) = 24 : O ¢ 0 t 0 t 0 ¢ 0 (3:5)
G/ 0 0 t t t 0 0 0 t
6| ¢t o o0 ¢t 0 0 0 t t
7/ 0 ¢t 0 0 t 0 t 0
® 0 0 t 0 0 t t t 0

el cual representa un Hamiltoniano para una configuracién de 9 atomos, con condi-

ciones de frontera periddicas.

3.2.3. Grafeno

Al igual que para los modelos anteriores, para el grafeno se utilizaron las siguientes

condiciones:
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= Condiciones de frontera periddicas.
= Tamano de la red es de 5000 y 20000 sitios.

= El hamiltoniano del sistema estd compuesto por dos subredes triangulares interca-

ladas entre si que forman un hexagono (ver figura 3.3).

Figura 3.3: Composicion del grafeno a partir de la superposicion de dos subredes trian-

gulares: subred circulos vacios y subred de circulos llenos.

Casos analizados para el grafeno:

= Grafeno puro: Se realiza el analisis del codigo desarrollado para generar la densidad

de estados experimental del grafeno y ser comparada la obtenida con la tedrica.

» Grafeno con dtomos adsorbidos de patrén regular: Se analiza la estructura de
grafeno con atomos adsorbidos en un patron definido de sitios en sub-redes distintas,
para energfa de dtomos adsorbidos Ej, = —2,0; —0,7; donde E(’) es la diferencia de
energia entre el dtomo adsorbido y la energia propia del atomo de la red, en este

caso de carbono.

» Grafeno con atomos adsorbidos de patron aleatorio con distintos por-
centajes de adsorcion: Se hace el andlisis de la red de grafeno colocando atomos
adsorbidos de forma aleatoria en la red, variando el porcentaje de adsorciéon de

atomos (20 %, 40%, 60% y 80%). Adicionalmente a la variacién del porcentaje
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de atomos adsorbidos, las energias de los atomos las hicimos variar entre 2 valores
E,=+1,0y E, = —1,0 de forma aleatoria.

3.3. Diagonalizacion del Hamiltoniano de TB

En esta seccion explicaremos los pasos realizados para la diagonalizacion analitica y

numérica del Hamiltoniano TB en cada un de los modelos estudiados.

3.3.1. Diagonalizacién para el modelo unidimensional

Dada una matriz del tipo (3.5), donde la matriz representa una cadena de N dtomos

con condiciones de borde periddicas sin adsorcion de atomos:

1) [2) [3) [4) - [N-2) |[N=1) |N)
(1 | 0 ¢t 0 0 0 0 t
(2 | t 0 t 0 0 0 0
(3 | 0 ¢t 0 ¢t 0 0 0
(Hy=(4 | 0 0 ¢t 0 0 0 0 (3.6)
(N—-2] 0 0 0 0 t 0
(N—1] 0 0 O 0 -- t 0
( N | t 0 0
= Diagonalizacén analitica:
Haciendo un desarrollo analitico ! de la matriz (3.6), hemos obtenido:
E = Ey + 2tcos(ka), (3.7)

donde E son los autovalores de la matriz Hamiltoniana, Fjy la energia propia del
sitio en la posicion estudiada, ¢ la energia que siente el sitio debido a sus vecinos
inmediatos, “a” la separacion entre sitios, con k = Q"T”, n=12..,NyNel
numero de sitios del sistema.

'El procedimiento en detalle se muestra en el apéndice A
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Estos autovalores obtenidos, al combinarlos con la ecuacién de densidad de estados
(ecuacion 2.30), obtenemos la expresién (3.8), que representaria la densidad de

estados de un cadena de atomos iguales.

4
D@»:Fzﬁf?ﬁu (3.8)

Diagonalizacion numérica:

Para representar el sistema 1D con interaccion entre sus primeros vecinos, se uti-
liza una matriz cuadrada y simétrica, en la cual cada elemento representa la energia
que siente un sitio en esa posicion, debido a la interaccion entre sus primeros veci-
nos. Se desarrolla un software representando la matriz con las caracteristicas antes

mencionadas, similar a la matriz (3.6).

[13)]

Inicialmente se define el tamano del sistema “n”, seguido a esto se
genera la matriz Hamiltoniana del tipo matriz (3.2) cuando se tiene sistema puro,
matriz (3.3) cuando hay 1 dtomo adsorbido y matriz (3.4) cuando hay adsorcién con
periodicidad. En las matrices aparecen diagonales, con patrones similares, ya que la

matriz Hamiltoniana del sistema debe ser simétrica.

Se desarrolla un cédigo para usar LAPACK, a partir del cual se obtienen los
autovalores y autovectores de la matriz Hamiltoniana del sistema. Ya que cada
columna de la matriz es un vector diferente, para realizar la diagonalizacion, se debe
llevar la representacién matricial del hamiltoniano a una representacién vectorial,
dicho procedimiento se lleva a cabo con un cambio de indices de la forma ecuaciéon
(3.8), de tal forma que el nuevo arreglo es tomado como el vector de tamafio nan el

cual sera diagonalizado mediante la subrutina LAPACK.

h=(nxi)+]. (3.9)

Finalmente, en el cédigo desarrollado se toma la representaciéon vectorial del
Hamiltoniano del sistema, y se hace el llamado de la subrutina que tendra como re-

sultado un archivo con los autovalores y otro archivo donde se generan autovalores
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y autovectores del sistema.

Por ejemplo, al tener un sistema 1D de 3 sitios, se genera una matriz Hamilto-
niana TB (3x3) matriz (3.7), siendo simulada en el programa mediante un arreglo

bidimensional.

) 0o t 0
2] t 0 ¢
3] 0 t 0

(H) = , (3.10)

donde, su base es n = 3, de manera que podriamos aplicar el cambio de la siguiente

forma:
(3 x 1)+ 7, (3.11)

y siguiendo dicho cambio al tomar la coordenada (0,0), (0,1)y (0, 2):

(3x0)+0=0 — Hy=0
(3x0)+1=1 — H =t
(3x0)+2=2 — Hy=0

(3x2)+2=8 — Hg=0,

Generando como resultado al completar todas las coordenadas un vector de la

forma:

(3.12)

S + O + O &+ O &+ O
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Lo que nos lleva finalmente un vector de 9 términos 6 coordenadas; luego de este

cambio de indices, se realiza el llamado de la funciéon de LAPACK para diagonalizar.

El comando usado es: dsyev&jobz, &uplo, &n, h, &n, e, work, &lwork, &in fo)

Finalmente el programa arrojara como resultado un archivo con los autovalores de
la matriz colocados en orden ascendente (menor a mayor) y opcionalmente otro

archivo donde se arrojan los autovalores y autovectores ordenados.

3.3.2. Diagonalizacién para un modelo bidimensional

= Diagonalizacién numérica:

Para la diagonalizacién numérica en 2D, en el software que hemos desarrollado, se
simula una configuracion de sitios con dos coordenadas espaciales figura (3.4), cada
coordenada pude ser representada con un indice en un arreglo bidimensional. En el
c6digo cada coordenada debe tener un indice diferente, podemos realizar el cambio
de 2 indices a 1, de esta manera llevar nuestra representacion a un solo parametro;

de esta manera se simplifica el sistema de dos coordenadas (espaciales) a una sola.

(i) 2.0

Figura 3.4: Modelo bidimensional para 3 x 3 dtomos idénticos

Tomando una red 3 x 3 (ver figura 3.4) podriamos implementar un cambio de
indices realizado en el procedimiento 1D, de manera que podremos pasar de unas

coordenadas (i,j) — h, sabiendo que la red tiene base n=3.
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h=(nxj)+i (3.13)

En este caso obtendriamos:

3x0)+0=0 — (0,00=0

Bx0)+1=1 — (1,00=1

(3x2)+2=8 — (2,2)=38

Llevando a una representacién vectorial donde los nuevos indices de cada sitio

son de la forma:

(3.14)

o J O Tt =~ W N = O

Acotando que este vector representado es para indicar las posiciones nuevas. Una
vez cambiada la representacién se realiza la matriz TB, y ya que se tiene ahora un
vector de 9 sitios, recordando que tomamos condiciones de borde periddicas, esto

nos genera una matriz TB 9 x 9 de la forma:
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10) [1) [2) |3) [4) |5) [6) [T) [8)
©f o ¢t ¢t t 0 0 t 0 0
] ¢t 0o ¢t 0 ¢t 0 0 t 0
2/ ¢t ¢t 0 0 0 t 0 0 ¢t

%:mt o 0 0 t t t 0 0 (315)
4] 0 ¢t 0 ¢t 0 t 0 t 0
G/ 0 0 t t t 0 0 0 ¢
6/ t 0 0 t 0 0 0 t ¢
7| 0 ¢t 0 0 t 0 t 0 ¢t
® 0 0 t 0 0 t t t 0

Para lograr la diagonalizacion en este caso notamos que en las diagonales existen
patrones definidos. Este comportamiento es el que debemos simular en el programa

para luego poder diagonalizar este nuevo sistema?.

Con un modelo bidimensional se puede realizar una variaciéon, de manera de obtener
dos subredes dentro de la configuracién, esto nos da la representacion al variar solo
los elementos de una de esas subredes, como si se cambiaran los elementos pares o

impares de la red original ver figura (3.5).

L JOX NOX XO©)
OX JOX JOX
| _JOX NOX JO©
o) JOX JOX
| JOX NOX JX©
O} JOX JOX

Figura 3.5: Red modificada bidimensional a 2 subredes, para simular posiciones pares e

impares.

2Estudio de una red 4z4 en el apendice D
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3.3.3. Diagonalizacién del Hamiltoniano de TB para el Grafeno

= Diagonalizacién analitica:

Para la representacion del grafeno, utilizamos una red tipo panal como se muestra
en la figura (2.6). A continuacién presentamos los pasos intermedios para la obten-

cién de autovalores de este modelo; partiendo de las coordenadas en la horizontal y
vertical de cada una de los dtomos (ver figura (3.6)):

(a) (b)

Figura 3.6: Reprentacién de (a) la celda unitaria del grafeno y (b) su zona de Brilloiun

~ <)

ZX1:O,X2:(Z,X3:CL.
}/Vl:OaYVQ:b7}/3:_b

De manera que su centro de masa en la horizontal "ay ” y la altura ”b”vienen dadas
por:

0 2 3
X, —ag = +§+a:§ :b:agg/_‘

— =
De forma tal que los vectores diretores A; y A, pertenecientes a la zona de Brillouin
estan definidos por:

) 7. (3.16)
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= A= (g) 7 (%) 7. (3.17)

De esta manera se puede obtener el Hamiltoniano del sistema:

(0 _teliF-a) ) 0 0, 0 0 3.18)
0 0 —tel=ikal) g —te7ika) g

T R S
N 0 —t J— tez k ‘al __ tel k ‘a2
[h <k)] - (_t _pe—iRa _ ik 0 > . (3.19)

donde al renombrar hy = —t(1 + 2e™=%cos(k,b)).

Se obtendran los autovalores a partir de:

det —A o =0,
hy —A

= E = +|hy|, (3.20)

de manera que finalmente los autovalores de energia se pueden escribir como?:

E = it\/[l + 4cos(kyb)cos(kya) + 4cos?(kyb). (3.21)

= Diagonalizacién numérica:

Para la diagonalizacién numérica se toman dos subredes triangulares (figura 3.6)

intercaladas entre si, tal que forman un hexagono como se muestra en la figura( 3.3):

3Se puede observar el desarrollo completo en en apéndice C
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Para esto en el cédigo consideramos la interaccién entre los sitios de una subred con

interacciones cruzadas de la otra subred.

De manera similar a los casos anteriores se desarrolla este sistema con una configura-
cién de indices espaciales (como en el caso del arreglo bidimensional de dos indices),
a una representacion simplificada de 1 solo indice para luego tomar las interacciones

con sus vecinos de la otra subred.

Para generar una configuracién periddica con atomos pares é impares, se lleva a
cabo dopando una de las subredes triangulares usadas para generar la estructura

tipo panal del grafeno (ver figura 3.7).

Figura 3.7: Red de grafeno compuesta por 2 subredes triangulares para simular sitios

pares (subred A = sitio rojo) e impares (subred B = sitio azul)

3.4. Calculo de la Densidad de Estados ( DOS )

El célculo de la densidad de estados (de sus siglas en inglés: Density Of States), se rea-
lizara, a partir de un histograma de autovalores del sistema, donde se grafica la frecuencia
de aparicion de energias categorizadas de acuerdo a intervalos de energia que denomina-
mos clase (ver figura 3.8). La cantidad de intervalos de energia o clases estan en el orden

de 40 a 80. Este procedimiento nos permite determinar la distribucién de autovalores, asi
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0.5

0.4

0.3

DOS

0.2

0.1

E(t)

Figura 3.8: Frecuencia de aparicién de los autovalores (E(t)/t), para un modelo unidi-

mensional con N = 2048 sitios con atomos iguales y condiciones de borde periédicas

como la tendencia del espectro de energia.

La densidad de estados, a parte del comportamiento del espectro, nos permite obtener
el grado de homogeneidad, o en contraposicion, grado de variabilidad, asi como la disper-
sion de todos los valores de energia del sistema. A veces es posible no encontrar tendencia
alguna en este histograma de frecuencia. El anélisis de las tendencias de las variaciones
globales del histograma, es equivalente al comportamiento de la densidad de estados del

sistema (figura 3.9).
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0.8

0.6 7|

DOS

0.4

0.2

Figura 3.9: Densidad de estados (de sus siglas en ingles: Density of States), para un modelo

unidimensional con N = 2048 sitios con atomos iguales, condiciones de borde periddicas.




Capitulo 4

Resultados y Discusion

4.1. Modelo unidimensional

En esta seccién mostraremos los resultados correspondientes a las diferentes pruebas

que se realizaron para una cadena de N = 2048 sitios que se especifican a continuacién.

4.1.1. Cadena de atomos

Al diagonalizar la matriz Hamiltoniana que representa la cadena de atomos, se obtuvo
una densidad de estados como se muestra en la figura 4.2(a), donde se observa que la
mayor densidad de estados se aloja en los valores extremos de la grafica, lo que nos indica
que los estados mas accesibles del sistema son los asociados a las energias: F(t) = -2y
E(t) = 2; la densidad de estados obtenida numéricamente para una cadena de N = 2048

sitios, se ajusta al valor tedrico representado en la ecuacion (3.8).

4.1.2. Cadena de atomos con atomos adsorbidos de diferente

energias
Cadena con un solo atomo adsorbido

En el caso en que la cadena solo adsorbe un atomo, (en este caso lo hemos ubicado
en el sitio 1024), con energia E, = —1 (ver figura 4.2 (b)), se genera un evidente des-
plazamiento de la densidad de estados hacia la izquierda obteniendose valores de energia
mas desplazados hacia los negativos. De igual forma ocurre cuando se coloca el atomo
adsorbido con energia +1 (figura 4.2 (c)), solo que en este caso ocurre el desplazamiento
de la densidad de estados hacia la derecha. Esto nos indica que la densidad de estados

esta fuertemente relacionada con el valor del 4tomo adsorbido.
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DOS numerica —
DOS teorica
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\ e
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DOS

Figura 4.1: Densidad de estados (DOS), para modelo unidimensional con N = 2048
atomos iguales y condiciones de borde periddicas: Teérica (linea punteada) y numérica

(linea continua).

Cadena con atomos adsorbidos en posiciones pares o impares

Al adsorber en la red un conjunto de atomos de energias diferentes, cuya distribucién
sobre la red es en posiciones pares 6 impares se encontraron densidades de estados de
energia con patrones similares (ver figura 4.3 ). En estas figuras se observa una ”banda
prohibida de energia” o gap, donde el ancho de cada gap generado, es en promedio al

valor de la energfa de un atomo adsorbido Ej = 0,5.

Cadena de atomos adsorbidos en posiciones aleatorias

Cuando los atomos adsorbidos por la red forman un patrén aleatorio (con energia
entre Fy = —1 6 E, = 1) obtenemos que la distribucién de la densidad de energfa cam-
bia totalmente (ver figura 4.4) respecto a las distribuciones observadas en los otros casos
(ver figura 4.2 y 4.3). Asi mismo se observa que la densidad de estados es minima para
valores de E('] = 1y —1. Para el caso en que las energias de los dtomos adsorbidos, del
patrén aleatorio, fueron Ey = 0y Ej = 1, la densidad de estados (figura 4.4 (b)) podria
interpretarse como la superposicion entre las densidades de estado de la cadena de un
dtomo con un solo d4tomo adsorbido de E, = 0,5 con la cadena de un atomo adsorbido de
Ey = —0,5 (figura 4.2 (b) y (c)). La curva en la zona intermedia de la figura no es suave,
debido probablemente a la cantidad de atomos adsorbidos que genera la irregularidad en

la densidad de estados.
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Figura 4.2: Densidad de estados para cadena de N = 2048 sitios y condiciones de borde
periédicas con: (a) dtomos iguales , (b) con 1 dtomo adsorbido de energfa E, = —0,5 y
(c) B, =0,5.
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Figura 4.3: Densidad de estados (DOS) para modelo unidimensional de N = 2.048 sitios
y condiciones de borde periddicas con 1024 dtomos adsorbidos de energia E(/) = 0,5 en

posiciones: (a) impares, (b) pares.
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Figura 4.4: Densidad de estados para cadena con N = 2048 sitios, 40 % de atomos adsor-
bidos y con energfas: (a) By =16 -1y (b) E;= (06 —1).
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4.2. Grafeno

Al igual que el en caso unidimensional, para el grafeno, hacemos el estudio de la
densidad de estados para diferentes casos: grafeno puro, grafeno con adsorciéon de dtomos
con patrén definido (adsorcion en sitios pares o impares) y adsorcion de dtomos con patrén

aleatorio, dichos casos seran discutidos a continuacion.

4.2.1. Grafeno puro

En este caso se hicieron pruebas con una estructura de 5000 y 20000 atomos. En la
figura 4.5 mostramos los resultados encontrandose que los resultados numéricos, coinciden
con los valores propuestos por Castro Neto [1] y Das Sarma[2]. Este resultado es muy

importante ya que nos permite validar favorablemente el software desarrollado.

4.2.2. Grafeno con atomos adsorbidos
Patrén de dtomos adsorbidos en sitios pares o impares con E, = —2,0

Para modificar la red de grafeno y lograr colocar atomos en posiciones pares o impares,
la estrategia utilizada consistié en dopar una sola subred con atomos adsorbidos, y la otra
subred manteniendola sin dopar (ver fig 3.7) y , de esta manera, generar la forma alternada
de la adsorcion de atomos. En estos casos se pudo observar la aparicion de una banda no
permitida de energia (gap), cuyo un ancho es aproximado al del valor del d&tomo adsorbido
(ver fig 4.6). Se puede observar, que uno de los extremos del gap es equivalente al de la
energia central en la configuracién de grafeno puro y el otro extremo del gap en el valor
del atomo adsorbido. Con lo que podemos evidenciar la forma en que este tipo de patron

de adsorcién, modifica la DOS.

Patrén de dtomos adsorbidos en sub-redes diferentes con E, = —0,7

Al igual que la subseccién anterior, se realizé el la modificacién de una de las subredes
a la vez, pero a diferencia del caso anterior, en este caso el valor del 4tomo adsorbido
fue de E, = —0,7. En este caso también observamos la aparicién de un gap de energfa
con un ancho del valor de los 4tomos adsorbidos (F, = —0,7) manteniendose como an-
tes parte del comportamiento original de la densidad de estados del grafeno. Como en el
caso anterior, uno de los extremos del gap de energia aparece en el centro original de la
estructura (E, = —0,0) y el otro extremo de la barrera el valor de los atomos adsorbidos

(E(/] = —0,7), de igual forma dejando un desplazamiento de la gréfica en direccién de las
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Figura 4.5: Resultados de la red de grafeno: (a) encontrada por Castro Neto y colabora-
dores [1], Das Sarma|2] y nuestros resultados usando (b) con N = 5000 y (c) 20000 sitios

iguales.
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Figura 4.6: Red de grafeno con 20000 sitios y 10000 &tomos adsorbidos con: 1) energia

/

(c) pares e (d) impares

energias de los atomos adsorbidos.

E, = —0,7 en posiciones: (a) pares e (b) impares; y 2)

’ /! . .
energias I, = —2,0 en posiciones:
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4.2.3. Grafeno con diferentes porcentajes de atomos adsorbidos

Para esta seccion se decidio trabajar por separado atomos adsorbidos aleatoriamente

de energia Ey = 1y de energias Fy, = {—1,0, +1}.

Patrén aleatorio de 20000 sitios y d&tomos adsorbidos con Ej = 1

En el caso en que la red de grafeno adsorbié atomos adsorbidos en diferentes posi-
ciones, de forma aleatoria, y con energia E(/) = 1, se observa en la densidad de estados
que la posicién del minimo de probabilidad (puntos de Dirac) se desplaza, mientras que
los méximos de probabilidad (singulariad de Van Hove) también se desplazan y su altura
cambia un poco. Cuando aumentamos el porcentaje de atomos adsorbidos (ver figd.7) el
minimo de probabilidad se desplaza hacia los valores positivos, debido al incremento de
energia que generan estos atomos adsorbidos.

Para algunos porcentajes de atomos adsorbidos pareciece estar disminuyendo las singula-
ridades de Van Hove (picos en la DOS), sin embargo, este resultado no es concluyente ya
que no se ve que se mantenga esa proporcionalidad. Pruebas posteriores, con un nimero

de sitios en la red de grafeno, nos podrian dar resultados mas concluyentes.

0.25 7
0.2 7

0.15 i

DOS

0.05

Figura 4.7: Red de Grafeno de N = 20.000 sitios, considerando diferentes porcentajes de
dtomos adsorbidos con E, = 1), distribuidos aleatoria y uniformemente sobre la red: 20 %
(linea continua), 40 % (linea punteada), 50 % (linea con *) 60 % (linea con +), 80 % (linea

con x)
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Patrén aleatorio con 20000 sitios y dtomos adsorbidos con E, = {—1,0,+1}

escogidos aleatoriamente

En este caso la densidad de estados del grafeno no se desplaza lateralmente lo cual
era de esperarse ya que las energias adsorbidas por el sistema son simétricas alrededor de
cero y producen cero desplazamiento en energias. Por otra parte, tenemos que a mayor
porcentaje de atomos adsorbidos, comienza a disminuir considerablemente la altura de los
maximos de probabilidad (singularidad de Van Hove). Lo cual representa una disminucién
de probabilidad de encontrar el sistema en esos puntos de energia, a la vez que aumenta

la probabilidad de encontrar las configuraciones con Fy = 0 (puntos de Dirac).

/ o,
0.25 | / \\ ;"&\ 4218;: ...........
\ / \

| [ e 60% ——
0.2 - A

0.15

DOS

0.05

Figura 4.8: Red de Grafeno de N = 20000 sitios considerando diferentes porcentajes de
atomos adsorbidos, distribuidos aleatoria y uniformemente sobre la red: 20 % (linea con-
tinua), 40 % (linea punteada), 60 % (linea con +), 80 % (linea con x). En este caso, los

valores de energia de los atomos adsorbidos son aleatorios entre Eé =1y E,=—1




Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado numéricamente la densidad de estados (DOS) de
una cadena de N = 2048 atomos, asi como la estructura del grafeno de N = 20000 sitios

en la red, las conclusiones mas importantes a las que se ha llegado son:

= Se logré reproducir numéricamente la densidad de estados del grafeno, la cual coin-
cidi6 con la encontrada por Castro Neto y colaboradores [1], también usada por
Das Sarma y colaboradores [2]. Se evidencié que mientras mayor es la cantidad de

atomos en la red 6 sitios la comparacion con el valor tedrico resulta mejor.

= Se encontré que la existencia de atomos adsorbidos de forma periddica en sitios
pares 6 impares, es equivalente, ya que genera la misma densidad de estados (DOS),
resultado que es esperado, ya que el Hamiltoiano del sistema debe cumplir con el
operador de traslacién, y por lo tanto, se estaria trasladando la posicion de la subred

que tiene adsorcion de atomos.

= Pudimos comprobar que cuando ocurre adsorcién de atomos de forma peridédica en
la estructura del grafeno, asi como en una cadena de atomos, se genera un gap de
energia, y el ancho de este gap depende del valor de las energias de los atomos
en adsorciéon. A pesar del gap generado la forma general de la DOS del grafeno
no varia, especificamente, se mantiene la forma de los maximos de probabilidad

(singularidades de Van Hove).

= Encontramos que cuando la adsorcion de atomos de igual energia se realiza de forma
aleatoria, el minimo de probabilidad de la densidad de estados se ve desplazada
lateralmente, probablemente se deba al aumento de energia en el sistema, producido

por los atomos adsorbidos. Este valor de desplazamiento de la densidad de estados
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Conclusiones

estd intimamente relacionado con el valor y el porcentaje de a&tomos adsorbidos por

el grafeno.

Para los casos en que se tienen valores positivos y negativos de adsorcién de atomos,
se observa una deformacién (pérdida) de la forma de la DOS del grafeno, la cual es

mas evidente a medida que se aumenta el niimero de atomos.

Un aumento en el nimero de iteraciones para mejorar la calidad del resultado y
el tiempo de cémputo no es lineal, por lo que la tasa de aumento en el tiempo de

coémputo aumenta exponencialmente con el aumento del niimero de iteraciones.

Como hecho interesante, este estudio fue realizado con los autovalores del sistema
obtenidos mediante la diagonalizacién exacta del Hamiltoniano, pero el software
desarrollado también puede ser modificado para que nos arroje como resultado los
autovectores, que es de gran importancia para encontrar varias cantidades termo-
dindmicas y describir el sistema, no solamente la densidad de estados, esto puede ser
base para mayor estudio a futuro de las propiedades electrénicas y termodinamicas

del grafeno.




Apéndice A

Aproximacion de TB en 1D con un

atomo en zona de Brillouin

Comenzamos tomando una cadena infinita de atomos iguales separadas por una dis-

tancia “algual entre cada uno de los sitios figura A.1

Partiendo de la ecuacién de autovalores y autovectores:  E(¢g) = [h(?)](gzﬁo)’

donde

()] = S [Hyp e ), (A1)

m

%
donde E(¢g) es el autovalor energia y [h( k)| seria nuestra matriz Hamiltoniano del sis-
tema.

Para esta red, tenemos que su Hamiltoniano seria de la forma:

Figura A.1: Red 1-D de atomos identicos.
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1> 2> |3> [4> -+ |N—-1) |N)
<1 | E(] Ess 0 0 0 Ess
(2] Es Ey Eg 0 0 0
(3] 0 E, Ey FEg 0 0
(Hy= (4| 0 0 Es E 0 0 (A.2)
Es 0
(N—-1] 0 0 : f : Ey Es
(N | E., 0 0 E., E,
Donde | N) es la posicion de cada sitio.
La matriz anterior también podria ser reescrita como:
5 12) 13) [4) | N=1) [N)
(1] o 1 0 O 0 1
(2] 10 1 0 0 0
(3] o 1 0 1 0 0
(Ho) = El+E,, (4| 0 0 1 0 0 0 (A.3)
1 0
(N—1] 0 0
(N | 1 0 1 0

Asi podremos observar claramente que la energia de interaccion de un sitio serd de la

forma:

Eo | NY = Bl + E(| N = )+ | N+ 1)). (A.4)

Para desarrollar esta expresiéon tomamos en cuenta que:
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1 ikan
| k) = 7i ;ez | n). (A.5)

aplicamos a FE,, para simplificar las cuentas que es el término que se vera afectado por

alguna perturbacién en su vecindad.

B | k) = E% Zn: e=than | ). (A6)

Debido a que los tnicos dos términos que aportan a F es los vecinos, esto sera de la

forma:

1 —tkan
B | B) = Ew—pe ™ (| n =1+ [ n 4 1) (A7)

—ikan

Al aplicar el operador de rotacion e a | n) resulta:

e—ikzm | n— 1> — e—ika(n—l) | 7L> (A8>

Usando el tltimo término en la ecuacién de Eg; | k), nos queda de la forma:

E.. | k?) _ (e—ika(n—l) + e—ika(n—i—l)) | n> (AQ)

N

Al desarrollar obtenemos:

6—ikan<eika + e—ika) | TL> (AlO)

5 -

Al devolver el cambio:

Es | k) = 2Cos(ka) | k). (A.11)
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Dejandonos:
E, = Ey)l 4+ 2E,,Cos(ka), (A.12)

donde k,a = a2mw/N.

Ahora tomando en cuenta que para cada elemento de la matriz,la energia seria una

funcién del sitio en si y la interacciéon con sus vecinos inmediatos de manera que:

E,@Z)n = Eol/)n + Essqujn—l + Esswn-i-la (A13>

donde podremos plantear la siguiente solucién v, = e’

Al aplicar la solucién propuesta queda como resultado:
Ewoeikna — EO¢0€ikna + Essdjoeika(nfl) + Ess¢0€ika(n+1)~

— Eol/Joeikna—|—Ess¢0(6ika(n_1)€ika(n+l)).

— E0¢06ikna + E55¢06ikna(6_ika + eika)' (A14>

Y recordando la siguiente propiedad del Coseno:

—ika ika
cos(a) = %, (A.15)

podemos reescribir la expresion de la siguiente manera:

Evy = Ey + 2E,cos(ka). (A.16)




Apéndice B

Aproximacion de TB en 1D con dos

atomos en zona de Brillouin

La matriz hamiltoniana generada por esta configuracion es:

| 1A) [1B) |24) |2B) |34) |3B)
1A| E, E, 0 0 0 0
\B| FE,, E, E, 0 0 0
24| 0 E., E, E, 0 0
0 0O E, E, E, 0
34| 0 0 0 E, E, E
0 0 0 0 E, FE

Donde podemos llamar:

Ey E, 0 O 0 E
Hn,m - 0 ; Hn n+l — ; Hn,n—l - .
E.. FE ’ E. 0 0 0

Figura B.1: Estructura de dos particulas 1-D.

(B.1)

(B.2)
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De manera que nos queda la siguiente matriz hamiltoniana en bloques:

D12 13 - [N=2) [N=1) [N)
(1|  Hyy Hia 0 - 0 0 0
2] Hy1 Hyp Hyj 0 0 0
(3] 0  Hsp Hzs - 0 0 0
(Hy= @[ 0 0 Hyz : 0 0 0 (B.3)
(N—2| © i i Hysns Hysna 0
<N —1 | 0 0 0 Hn—l,n—Qs Hn—l,n—l Hn—l,n
<N | 0 0 0 te 0 Hn,n—l Hn,n

Matriz que ya es similar a la tratada anteriormente en el ejemplo de un atomo en la

zona de Brillouin , para la cual podemos tomar la energia de la siguiente manera:

E(I)n = Hn,nq)n + Hn,nflq)nfl + Hn,n+1q)n+1- (B4>

De esta manera usaremos el antsatz:

®,, = Dyt (B.5)

Cuando desarrollamos podemos obtener:

E(I)Oeikna — Hnynq)oeikna + Hnm_lq)oeika(nfl) + Hn7n+1®0€ika(n+1).

= Hn’nq)oeikna + annilq)oeikane—ika + Hn7n+1q)0€ikaneika.

E(I)Oeikna — [Hnmq)o + Hn,nflq)oe_ika + Hn,n+1q)0€ika]€ik(m.

Al simplificar la expresion nos queda:
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E®y = Hpn® + Hyy 1 ®oe™ ™ + H,y i e (B.6)

Y retomando las definiciones de B.2, quedandonos de la siguiente forma:

Ey Es , E! ,
Eq)o _ 0 (I)o + 0 0 ezkaq)o T 0 £ €_Zkaq)0-
E. E, E. 0 0 0

E Ess El —ika
E®, = A B (B.7)
B+ El e Ey

donde esta representa la matriz de autovalores de la energia, autovalores que obtendre-
mos al colocar en la diagonal el término —\ y calculando el determinante de dicha matriz

resultante igualado a 0.

Ey— )\ B+ Eleit
det 0 , T B = 0. (B.8)
Byt ElLe*  Ey— A

Al calcular el determinante de la matriz nos queda la siguiente expresion:

(Ey — \)? — (Eys + E %) (B, + E! e~ha) = 0.
(Eo = A\)? = (B + B ™) (Eys + Ele™™).

_ (Ess>2 + EssEgse—ika + EgseikaESS + (Egs>2€ikae—ika.
= (Bo)® + (Ey,)* + Eg By e + Bl e .

+ika

Debido a que el operador de traslacion e conmuta con cualquier operador la ex-

presion anterior queda de la forma:

(Eo — /\)2 = (E58)2 + (Eés)Q + ESSE;se_ika + EssEéseika

(EO - /\)2 = (Ess)2 + (E';s)2 + ESSEQS<67ika + eika).
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= (Es)? + (E.,)?* + EsFE. cos(ka).

Ey—\= i\/(ESS)2 + (E',)? + EgFE’ cos(ka).

A= Ey+\/(Ey)? + (E)?+ EyE! cos(ka). (B.9)

los cuales serian los autovalores para una red de 2 atomos separadas distancia “az “b”de

sus vecinos inmediatos.




Apéndice C

Aproximacion de TB en 2D con dos

atomos en zona de Brillouin

Cuando estudiamos el grafeno que es un sistema de sitios con 2 atomos distintos en
2-D.

Al tomar la zona de Brillouin del grafeno, podemos observar el sistema figura C.1-b

Donde las coordenadas en la horizontal de cada una de los atomos seran las siguientes

(ver fig C.2):

~ )

:X1:O,X2:a,X3:a.
}/1207Y2:b7}/3:_b

Este sistema se tratara por coordenadas separadas, de manera tal que tomaremos las

coordenadas en x del sistema y luego las coordenadas y. De manera g su centro de masa
: O+a+a 2a
en la horizontal sera: X, = — =3

(0, 27/3b)

(a, b)

(er, =b)

Figura C.1: figura a: Estructura del Grafeno, figura b: Zona de Brillouin del Grafeno.
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Figura C.2: Distancias entre los atomos de carbono en grafeno.

Si llamamos X, = ag nos quedara que

a=—, (C.1)

del cual podemos tomar las siguientes distancias: tan(30°) = —

3ag \/§ ao\/§
: °)=1b — = = :
a.tg(30°) =3 3 b =10 5
Ahora
@ =aT+by ah=ar—by; @l =z (C.2)
—  2n(ad x 3) o - [(aZ — bY) X ¢Z] bT + alf bT + alf
Al - = = ~ — = = = P —= — 2T =27 .
ai - (az x cz)  (aZ 4+ by) - [(aZT — by) X cZ] ab + ba 2ab
= A= (g) 7+ (%) 7. (C.3)

. . -
De igual forma sucede cuando analizamos As:

T 2n(Zxar)  2r[Ex (aZ+0))) 27w (—ay+bT) 27 (—af + bT)
T @B-Gxa)  @-(az+by)  ab+ba 2ab '
= T\ . [T
~ A= (7)-(5)7 (C4)
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De esta manera podemos obtener el Hamiltoniano del sistema con la siguiente expre-

sion:
~ 0 —t 0 —teliFaD 0 _teli®a)
@) (% )+ ;
—t 0 0 0 0 0
0 0 0 0
et o) T T g
S s =
~ 0 —t — tetF - — gelkad
(0] Y Pt PR
T =
Ahora cuando desarrollamos el término —t — te?* @l — teik a2
—t— tei?CT{ _ tel?-éﬁ) — _t(l + ei? al + 6@? a_g))
=—t(1+ eilkzathyb) | gilkea—hyb)y — _4(1 4 eikxa<€kyb+€7kyb)
2o T o
—t —te' R et F T = (1 + e*2c0s(k,b)). (C.6)
Ahora definimos:
ho = —t(1 + 2e™**cos(k,b)). (C.7)

De manera que:
@) (3 %) cs

-\ h
Para tal matriz se obtendré los autovalores a partir de: det ( 0) =0

h —A
:>/\2—|h0|2:0 :>)\2:|h0|2 /\::t|h0|
= E = +|hgl. (C.9)
Si hemos definido hg = —t(1 + 2e*=2cos(k,b)) quedaria al devolver el cambio:

ol = /hohy = ([ 2[1 -+ 2ei=ocos(k,b)][1 + 2e~-acos(k,b)]
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= \/t2[1 + 2etkeacos(kyb) + 2e~*acos(k,b)] + 4cos?(kyb)

= \/t2[1 + 2cos(kyb) (k= 4 e=thea) 4 dcos?(kyb)

= \/t2[1 + 4cos(kyb)cos(kya) + 4cos?(k,b)

E = it\/[l + 4cos(kyb)cos(kya) + 4cos?(kyb). (C.10)

Que serian los autovalores para nuestro sistema de 2 particulas en 2-D.
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