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INTRODUCCION

Este Trabajo Especial de Grado, estd enmarcado en una de las lineas de investigacion
que concurren en el seminario permanente que se realiza en la Facultad de Ciencias de
la Universidad Central de Venezuela.

El trabajo es de caracter expositivo e intradisciplinar, ya que en él, participan
diferentes nociones y topicos matematicos tales como: convexidad, variacion acotada,
interpolacién de polinomios, cuadraturas, integracion numérica y otros. El objetivo prin-
cipal del Trabajo Especial de Grado es exponer resultados sobre la desigualdad de
Simpson para funciones convexas, cuasi-convexas y Lipschitz.

En anélisis numérico, la regla o método de Simpson, nombrada asi en honor
a Thomas Simpson (y a veces llamada regla de Kepler), es un método de integracién
numeérica para obtener el valor aproximado de integrales definidas; especificamente es la

aproximacion:

[ 1@~ w47 (5) 4 50)]

La férmula fué utilizada por primera vez por Evangelista Torricelli (1608-1647),
pero debe su nombre al matemdtico Thomas Simpson (1710-1761), corresponde a la
regla del tonel que el astrénomo y matematico Johannes Kepler (1571-1630), ya habia

formulado en 1615.
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Uno de los resultados mejor conocido en la integracién numérica es la desigualdad

de Simpson

[ st =252 [0+ a5 (57 4 5] | < gl et

donde la funcién f : [a,b] — R se asume cuatro veces continuamente diferenciable

sobre el intervalo (a,b) y la cuarta derivada acotada en (a,b), es decir

1/ Do == sup [FP] < oo,

z€(a,b)

En este trabajo (capitulo 2) la nocién de cuadratura juega un importante rol.
Se entiende por cuadratura el calculo de integrales definidas de funciones de una

variable, esto es, el calculo del valor

b
1) = [ fa)de
La idea bésica de la cuadratura numérica es aproximar el valor de I(f) por la

integral interpolante,

b
1)~ [ plos

a
bien sea este el polinomio interpolador de f asociado a ciertos nodos, bien un inter-
polante a trozos asociado a una particion A de [a, b]. En el primer caso, la aproximacion
da lugar a lo que se conoce como féormulas de cuadratura; e el segundo caso a las férmulas

de cuadratura compuesta.

La aproximacion numérica de la integral definida se conoce como la integracion
o cuadratura numérica. El segundo nombre procede de la antigiiedad, en relacién con el
calculo de las areas de las figuras curvas, cuyo ejemplo més notorio es el problema de la
cuadratura del circulo (encontrar el cuadrado de drea coincidente con la de un circulo
dado) [8]. En el capitulo 2 nos ocuparemos brevemente del célculo aproximado del érea

bajo la curva f(x), definida sobre un intervalo [a, b], de la recta real, es decir
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b
1) = [ fa)d.
a
La integracién numérica es una herramienta de gran utilidad para obtener va-
lores aproximados de integrales definidas, que no pueden calcularse analiticamente, ya
sea porque el integrando no tiene primitiva expresable analiticamente, o bien, porque
dicho integrando no se conoce en forma analitica, sino en forma discreta (tabulada).

Cuadratura es un término matematico historico que significa el determinio de una
area. El estudio de cuadratura ha servido como una de las principales fuentes de
problemas para el andlisis matematico.

Los matematicos de la antigua Grecia, de acuerdo con la doctrina pitagérica, en-
tendian la determinacién del area de una figura, como el proceso de construccién
geométrica de un cuadrado que tiene la misma drea (cuadratura). Asi este proceso ob-
tuvo el nombre de cuadratura. Los geémetras griegos no siempre tuvieron éxito, pero
continuaron realizando cuadraturas de algunas figuras cuyos lados no eran otra cosa que
los segmentos de linea; como por ejemplo, el Lune de Hipocrates y la cuadratura del seg-
mento parabdlico desarrollada por Arquimedes. Por tradicion griega, estas construcciones
tenian que llevarse a cabo utilizando solamente un compas y una regla.

Para una cuadratura de un rectangulo con los lados a y b es necesario construir un
cuadrado con el lado © = Vab (la media geométrica de a y b). Para este propésito, es
posible utilizar el siguiente hecho; si se dibuja el circulo con un diametro que resulta del
hecho de unir segmentos de linea de longitudes a y b, entonces la altura del segmento de
linea dibujada perpendicularmente al diametro, a partir de el punto de su conexién con
el punto donde cruza el circulo, es igual a la media geométrica de a y b. Una construccion
geométrica similar resuelve los problemas de cuadratura de un paralelograma y de un
triangulo. El area de un segmento de pardbola es % del area de un cierto tridngulo inscrito
en ella.

Los problemas de la cuadratura de figuras curvilineas son mucho mas dificiles que

los anteriores. La cuadratura del circulo con regla y compés se habia demostrado en el
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siglo XIX que es imposible. Sin embargo, para algunas cifras (por ejemplo un Lune de
Hipdcrates) se puede realizar una cuadratura. Las cuadraturas de la superficie de una
esfera y un segmento de parabola descubierta por Arquimedes se convirtié en el mas alto
logro de analisis en la antiguedad.

El area de la superficie de una esfera es igual a cuadruplicar el area del circulo formado
por un gran circulo de esta esfera.

El area de un segmento de una parabola determinada por una linea recta, es % del
area de un tridngulo inscrito en este segmento.

Para la prueba de estos resultados Arquimedes de Siracusa utilizé el método de ex-
hauscién [9] de Eudoxo.

Este Trabajo Especial de Grado estd organizado en dos capitulos, el capitulo 1
esta dedicado a la nocién de convexidad, y sus propiedades.

Se estudia la desigualdad de Hermite Hadamard y la desigualdad de Jensen.

En el capitulo 2 se introduce brevemente la regla de cuadratura de Simpson y nociones
de interpolacion. También se estudia la regla trapezoiodal.

Se exponen de manera detallada algunos resultados de Mahomad Alomari en [3] y
Sever Silvestru Dragomir en [13] sore la desigualdad de Simpson sobre funciones cuasi-
convexas y lipschitzianas respectivamente.

Se dara una generalizacion, de la Desigualdad de Simpson para funciones cuasi con-
vexas en términos, de la tercera derivada, asi como la estimacién del error para la férmula

de cuadratura de Simpson en funciones Lipschitzianas.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo se dara una breve introduccién de la nociéon de convexidad y sus
propiedades como continuidad, diferenciabilidad entre otras. Desigualdad de Holder y
Hermite-Hadamard asi como también se presentardn algunas definiciones, proposiciones,
teoremas y ejemplos, que ayudaran a comprender mejor este trabajo especial de grado.
En la vida diaria la nocién de convexidad estd presente de varias maneras, el ejemplo
mas sencillo; es nuestra posicion cuando nos mantenemos de pie, que se fija siempre en la
proyeccion vertical de nuestro centro de gravedad, y se encuentra dentro del arco de los
pies, el cual tiende a ser convexo. Ademas, la convexidad tiene un gran impacto en nuestra
vida cotidiana a través de numerosas aplicaciones en distintas areas del conocimiento
como Finanzas, Economia, Ingenieria, Computacién entre otros.

Los estudios realizados sobre teoria de convexidad tienen una larga historia; en el
famoso libro “Los Elementos de Euclides” (300 A.C.) aparecen varias contribuciones a
esa materia, relativas, principalmente, a propiedades de los poligonos y los poliedros. Sin
embargo, fué Arquimedes de Siracusa (278-212 A.C.) el primero en dar una definicién
precisa de lo que se entendia por una curva o una superficie convexa (en su libro “Sobre la
esfera y el cilindro”). Entre las propiedades obtenidas por Arquimedes, merecen especial

mencién los postulados y resultados referentes al centro de gravedad de conjuntos planos

12
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y su descripcién de los trece poliedros semi regulares, (entiéndase por un poliedro convexo
semi regular si sus caras son poligonos regulares de, al menos, dos tipos, y el grupo de
isometrias es transitivo sobre los vértices), también conocidos como sélidos arquimedianos
que fueron redescubiertos muy posteriormente por Johannes Kepler (1571-1630) en su
libro“Harmonices Mundi”(1619), quién demostré que efectivamente solo podian existir
trece.

Por lo que podemos saber, fué el matemaético griego Zenodorus (200 A.C.) el autor del
primer trabajo conocido sobre el famoso problema isoperimétrico, (el cual data del ano
810 A.C.). El demuestra que todos los n-agonos convexos de perimetro dado, y el n-agono
regular encierra la mayor area (suponiendo la existencia de tal n-dgono maximal).

A finales del siglo XIX y principios del siglo XX se trabaja en el tema de convex-
idad por varios matemadticos, entre ellos, el aleman Otto Holder [30]. El cual, en 1889
demostré la forma discreta de la llamada desigualdad de Jensen, bajo una hipdtesis con
un mayor grado de regularidad para la funcién f’, es decir, que la segunda derivada es
no negativa en su dominio, lo que quiere decir que, f”(z) > 0 para todo x € Domf.

Ademas de contribuciones, a finales del siglo XIX, aparecieron diversos resultados
de gran importancia en convexidad gracias a destacados matematicos como H. Brunn o
H. Minkowski, sin embargo; el interés real sobre la geometria convexa es relativamente
reciente, pues un primer estudio sistematico no lo encontramos hasta 1934, en el libro
de T. Bonnesen y W. Fenchel “Theorie der Konvex Korper”. A lo largo de los afios
40 y 50 se descubrieron numerosas aplicaciones importantes de los conjuntos convexos,
principalmente en el campo de la optimizacion geométrica, lo que acrecento el interés de
esta teoria.

Adicionalmente se obtuvieron varios resultados significativos en el Anélisis Funcional
Geométrico, la Economia Matematica y Analisis Convexo. El estudio de las funciones
convexas fué tomando auge al punto que aparecio el libro de G. H. Hardy, J. E. Littlewood
y G. Polya [28] titulado “Inequalities”.

Uno de los resultados méas importantes de las funciones convexas es la llamada de-
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sigualdad de Hermite-Hadamard que fué dada por Jaques Hadamard [27] en 1983, para
el caso de las funciones con derivadas creciente en un intervalo cerrado de la recta real.
En esa época la nocién de funcién convexa estaba en proceso de construccién. En 1883
la parte derecha de la desigualdad la demostré Charles Hermite por lo que hoy en dia se

llama desigualdad de Hermite-Hadamard, y viene dada de la siguiente manera

f(a—I—b)__/f ()+f()

Una forma mas generalizada del concepto de funcién convexa, la introdujo Edwin

Bekenbach [6] en 1937 en el trabajo ”Generalized Convex Functions”, reemplazando el
segmento por graficas de funciones continuas pertenecientes a una familia de funciones de
dos parametros. Las funciones generalizadas son obtenidas de muchas de las propiedades
conocidas para la funcion convexa clésica, como se puede ver en los trabajos de Edwin
Beckenbach, Mihaly Bessenyi y Kazimierz Nikodem [6], [7], [43], respectivamente, o el
libro titulado “Convex Functions”, de A. W. Roberts, D. E. Varberg [51].

Dada funciones f y ¢ definidas sobre un espacio vectorial a valores reales, uno de
los problemas de interés en la matematica es determinar condiciones necesarias y sufi-
cientes sobre f y g para que exista una funcién h que separe a fy g (f < h < g)
y que cumpla cierta condicion; por ejemplo, continuidad, convexidad, cuasi-convexidad,
cuasi-concavidad, monotonia, etc. K. Baron, J. Matkowski y K. Nikodem [5] muestran
resultados diferentes a esta clase de problemas. Zs. Pales, en [40], obtiene resultados

similares para funciones cuasi-convexas y cuasi-concavas.

1.1 Funciones Convexas

El concepto de funcién convexa es una nocién basica en la geometria, que también se
usa ampliamente en otras areas de las matematicas y las ciencias; como en la Teoria de
la Optimizacion y la Teoria de las desigualdades, del analisis funcional, la programacién
matematica y la Teoria de Juegos, la Teoria de ntimeros, el calculo variacional y otras

ramas de las matematicas aplicadas que utilizan este concepto de manera fundamental.
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su interrelacion con estas ramas que se muestra dia a dia mas profunda y fructifera.

En 1893 el francés Jaques Hadamard [31], [32] logré una desigualdad para aquellas
funciones que tienen derivada creciente en [a,b]. Johan Ludwig William Jensen utiliza la

siguiente desigualdad

T +y 1
F(552) < 50+ 1) (1)
para definir funciones convexas y dié el primero de una larga serie de resultados el cual
junto con la desigualdad (1.1) implica la continuidad de f.

A continuacién se enunciara la definicién de funciéon convexa, la cual constituye la

nocion fundamental de este trabajo

Definicién 1. Sean I C R un intervalo y f : I — R una funcion. Se dice que f es

convexa st Y solo Si
flte+ (1 —t)y) <tf(z) + (1 -1)f(y) (1.2)
para todo x,y € I yt € [0,1]. Si la desigualdad es estricta cuando x #y yt € (0,1), se

dice que f es estrictamente convezxa.

Luego, el matematico Johan Jensen uso la desigualdad que lleva su nombre para

enunciar la siguiente definicion de funcién convexa [36].

Definicién 2. Sean I C R un conjunto abierto y convexo. Una funcion f : I — R es

llamada conveza si y solo si satisface la desigualdad funcional de Jensen

f (aTva) < f(fﬁ);rf(y)

para todo a,b € I. Si la desigualdad es estricta para x # y, entonces la funcion f es

llamada estrictamente convexa.

Geométricamente, la definicion de una funcién convexa f significa que para cua-

lesquiera dos puntos (z, f(x)), (v, f(y)) € Graf(f) donde Graf(f) es el grafico de
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f, la cuerda que los une nunca esta por debajo de la grafica de la funcién; esta idea
la generaliza el matematico estadounidense E. Beckenbach [6] en 1937, reemplazando
los segmentos por el grifico de funciones continuas que pertenecen a una familia de

funciones F de dos parametros, como se muestra a continuacion en la Figura 1.1

S ) b
F)+A=f(p) f-mm-xmmmmmmmm e

VACIN S
Jx+(A=0p) |

v

x x+(-1)y y

Figura 1.1: Funcién convexa, I = [z, y]

Sean z,y € I,x < y y considérese la ecuacion de la recta que pasa por los puntos

(z, f(x)), (y, f(y)), es decir

fly) — f(z)
y—x

r(t) = (t—y)+fly), tekR

Si
z=tx+(1-1), te(0,1),
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entonces
@) =rtea+ -0y = Lo s a4 s0)
- O -+ s

= (@) — fW) + F()
= tf(2) ~ (1 0)f(y).

Por lo tanto r(z) = tf(z) + (1 —t) f(y); asi, el punto (z,7(z)) estd sobre el segmento
de recta que une los puntos (z, f(z)), (v, f(y))-

Ademas, como f es una funcién convexa, se verifica

)= [flta+ (1 -t)y) < tflx)+1-1)f(y)
= 7r(z2).

En consecuencia f(z) = r(z) para todo z € [z,y], de donde se concluye que el
segmento de recta que une los puntos (x, f(x)), (y, f(y)) nunca estd por debajo de la
grafica de la funcion.

Para ilustrar esta definicién tenemos la siguiente Figura 1.2.

o) |- -

tF(X)+(1-Df(y)|- - -
fly) -

ftx+(L-t)y}y - -F------

<L |[--=-=-=-===-=

.x tx+(i—t)y

Figura 1.2: Funcién convexa, I = [z, 1]
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Andlogamente, si se invierte la desigualdad (1.2), se dice que f es céncava. La funcién
es estrictamente céncava si la desigualdad es estricta cuando = # y y t € (0,1).

La interpretacion geométrica de una funcién concava establece que si f : [ — R es
una funcién céncava, entonces la cuerda que une los puntos (z, f(x)), (y, f(y)) € Graf(f)

nunca estd por arriba de la grafica de f, como lo ilustra la figura 1.3

ftx+(1-ty)r ---------=

foy)|---—-7/"------
t(X)+(1-t)f(y) - - LS - - - - - =~

f) T

|
|
|
|
|
|
|
4 |
|
|
|
|
|
|
Il

X tx+(1-t)y y

Figura 1.3: Funcién céncava, I = [z, y]

Ahora consideraremos algunos ejemplos de funciones convexas para ilustrar la

difinicién.

Ejemplo 1. f(z) = |z| sobre I = R.
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Veamos que f(z) = |z| es convexa.

fz+ (1 =t)y) = |tz+(1-1)yl

< fta] + (1= 1)yl
= tlef+ (1 =1yl

= tf(x)+ (1 =1)f(y)

asi f es convexa.

Ejemplo 2. g(z) = z? sobre [ = R.

Sea t € [0,1]; para comprobar que la funcién g(r) = z? es convexa se tiene que

verificar que
flte+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y)

es decir

0 < t(1—t)(x—y)?
= t(1—1t)(2® — 22y +¢°)
= t2*(1—t) +y*(1 —t) — 2t(1 — t)ay
= t2*(1—t) + 2 (1 —t)(1 — 1 +1¢) — 2t(1 — t)ay
= t*(1—t) + (1 —t)(1 — (1 — 1)) — 2t(1 — t)zy
= t? + (1 —t)y? —t?2% — (1 — t)%? — 2t(1 — t)wy
= to® + (1 —t)y?* — (2 + (1 — )% + 2t(1 — t)zy)

= t2? + (1 —t)y* — (tz + (1 —t)y)?

en efecto g(x) = % es convexa.
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1
Ejemplo 3. h(z) = — sobre I = (0, 00).
T

Demostremos que h es una funcién convexa. En efecto z,y € R y ¢ € [0, 1], entonces:

Demostremos, que h es convexa

; < tl + (1 — t)l
tr+ (1 —1t)y x Yy
vy < ty(tr+(1—t)y)+ (1 —t)z(tz+ (1 —1t)y)
vy < ty(tr+y—ty)+ (1 —t)z(te +y—ty)
vy < tray+ty? — 2y F e + oy — toy — tP2? — toy + oy
0 < tlay+ty® —t2y? + ta® + ay — tay — 22 — toy + 22y t>0
0 < 2tay+2®+y* — ta? — 2wy — ty?
0 < 2xy(t—1)+2*(1—t) +y*(1—1t)
0 < (t—1)(2zy+ 2>+
0 < (1—t)(z+y)? (1—1t)>0
0 < (z+y)?

lo cual es cierto; por lo tanto, h es convexa.

El lema que sigue se usara luego para la demostracion del Teorema 3.

Lema 1 (Ver [48]). Sean I C R un intervalo y f : I — R una funcion. Entonces, f es

convexa si Yy solo Si

F() = f@) _ f)~ f@) _ f) - f)

Z—x B Y—x B Yy—z

para todo x,y,z € I tal que x < z < y.

Demostracion: Para verificar la primera desigualdad, consideremos

z=x+ Ny —x), Ae (0,1),

z2—x .
con \ = ( . Dado que f es convexa, se verifica
y—x
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f(2) < () + A(f(y) = f(2),

de donde
f) = fla) £ == () = f(a)),
y en consecuencia
f) - 1) _ $(0) ~ @
z—x T y—x

en el cual se cumple el lado izquierdo de la desigualdad. Ahora sea z = A(z—y), entonces,
2y

= A€ (0,1) y de la convexidad de la funcién f se tiene

f(2) < fy) + A(f (@) = f(y),

de donde se obtiene inmediatamente

f2) =1y o fl@) - fy)
2=y z—y
donde z —y < 0, cumpliéndose asi el lado derecho de la desigualdad. Reciprocamente,

>

supéngase que f verifica las desigualdades del Lema 1 con x < z < y, y sea A € [0, 1] tal

z

que z =z + A(y — x). Obsérvese que A =

y:; . Por la primera desigualdad resulta que

F) - £@) _ $)— 1(a)
r—x —  y—x
Luego
1< )+ (322) (1) - £
Es decir

[+ My —x)) < fz) + Af(y) — f(2)),

para todo x,y € [ y A € [0,1]; as f es una funcién convexa.
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1.1.1 Continuidad y Diferenciabilidad

En esta seccion se estudiaran las propiedades de continuidad y diferenciabilidad de
las funciones convexas. Se iniciard con una proposicién que expresa que toda funciéon

convexa definida en un intervalo cerrado I = [a, b es acotada.
Proposicién 1 (Ver [51]). Si f : [a,b] — R es una funcion conveza, entonces es acotada.

Demostracién: Sea M = max{f(a), f(b)} v z € [a,b]. Entonces existe ¢t € [0, 1] tal

que z =ta+ (1 — t)b, y como f es una funcién convexa, se tiene

f(2)

f(ta+ (1 —1)b)
tfla) + (1 =1)f(b)
< tM4+(1—-t)M

VAN

M.

Es decir, f es acotada superiormente.

Para ver que f es acotada inferiormente se escogera t € R, de tal forma que los puntos

estdn en [a, b]. Entonces

3 - o

de donde

f(a—2|—b+t) > of (a;—b) _f(a;—b_t)

> 2f<a+b)—]\/[:m.

2
Como cualquier punto en [a,b] se puede escribir en la forma “TH’ + t, para algun t

debidamente seleccionado, se deduce que f es acotada inferiormente.
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En conclusién, para todo z € [a, b] se verfica que

m < f(z) < M,

a+b
2

donde M = méx{f(a), f(b)} y m =2f ( > — M y por lo tanto f es acotada. [

Observacion 1. Es indispensable que el intervalo en el que esta definida la funcion sea
cerrado y acotado ya que en caso contrario puede suceder que la funcion no sea acotada.
Como ejemplos de estos se tienen las funciones f : (0,1] — R definida por f(z) =z~ 'y

g:[0,00) — R dada por g(x) = x*, que son convezas pero no son acotadas superiormente.
A continuacién enunciaremos las definicén de funcién Lipschitz.

Definicién 3. Se dice que una funcion f : I — R satisface la condicion Lipschitz en el

intervalo I si para todo x,y € I existe una constante K > 0 tal que

|f(z) = f(y)] < K|z —yl.
La constante K se denomina constante de Lipschizidad.

En el siguiente teorema demostraremos que toda funcion f : I € R — R convexa,
donde I es un intervalo, satisface una condicién de Lipschitz en cualquier intervalo cerrado

contenido en I° (el interior de I).

Teorema 1 (Ver [51]). Sean I C R un intervalo, y f : I — R una funcion conveza.
Entonces f satisface una condicion de Lipschitz en cualquier intervalo cerrado [a,b] C I°

y, por lo tanto, f es continua en el interior de I.
Demostraciéon: Sea € > 0 tal que a — e y b+ € estén en I, y sean M y m las cotas

inferior y superior de f en el intervalo [a — €,b + €]|. Sean x,y € [a,b], con = # y.

Como

1
ez B
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resulta que

z=y+ (y—z)€la—eb+e,

€
ly —
luego,

ly — x| €x
e—i—|y—x|z e+ly —z|

y =
En consecuencia, si consideramos

ly — |

=2 "~ _<(0,1),
e+ |y — o 0.1

se tiene que

y=Az+ (1 - Nz,

y como f es convexa se cumple lo siguiente

fly) < M)+ (1 =N f(z)
= Af(z) = f@)] + f(=).

De ahi que
fly) = fl@) < MM —m)
< Bty — gy -
(M —m)
donde k = ————=. Por lo tanto para z,y € [a,b], © # y, se deduce que

|f(y) — f(@)] < kly — 2|

y as{ f es Lipschitz en cualquier intervalo [a,b] C I°. De cualesquiera sea el intervalo

[a, b], se concluye que f es continua en el interior de I. d

Observacion 2. El teorema que se acaba de demostrar establece que si f : I — R, es
convexa, entonces es continua en el interior del intervalo I. Pero no se aclara la situacion

en los puntos extremos del intervalo I. Con el fin de aclarar esto, considérese la funcion

g:[—1,1] = R definida por
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Esta funciéon es convexa, continua en x = —1 y discontinua en z = 1.
En lo que sigue de esta seccion se tratard la diferenciabilidad de funciones convexas

en términos de derivadas laterales.

icié Sea f T — una funcion, entonces las derivadas laterales se definen
Definicién 4. § I - R , ent las d das lateral d
para x € I en caso de existir tal como sigue

derivada por la izquierda
- Sfy) = f(=)
! — 1
fo(x) f—
y derivada por la derecha
+ - .

ylz Yy—
Demostraremos a continuacion que las derivadas laterales de una funcion convexa

existen, son monétonas y crecientes en 1Y (Interior de 7).

Teorema 2 (Ver [48]). Sea f : I — R una funcién convexa [estrictamente convezal
entonces en cada x € IV existen las derivadas laterales y las funciones f'(x) y fi(x) son

crecientes [estrictamente crecientes] en I°.

Demostracién: Considérese cuatro puntos w,z,y,z € I° talesque w < x <y < z y

P=(w, f(w), Q=(z,f(x), R=(y,f(¥)) v §=(2[f(2))

(Ver Figura 1.4);
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Figura 1.4: Relacion entre las pendientes.

Se considera la siguiente notacion para la pendiente de la recta que pasa por los

puntos A y B tal como sigue pendiente(AB) = pend(AB). Con esta notacion se obtiene
pend(PQ) < pend(PR) < pend(QR) < pend(QS) < pend(RS) (1.3)

con desigualdades estrictas si f es estrictamente convexa. Esto equivale a las siguientes

desigualdades
) = @) _ )= ) _ )= ) _ )= 1) _F0 5@y
w—r -~ w-y - -y -z @ y—=z '
de la segunda desigualdad de (1.4) se obtiene que
W es creciente en w (w < y) (1.5)
Y

de la desigualdad (1.4) y (1.5) se tiene

fw) = fly) _ fly) = f(2)
w—Y - Yy—z

Y
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es decir,

M estd acotado superiormente por
w—y y—=

para cualquier z > y.

De (1.5) y (1.6) resulta que,

existe y

wily w—1y w<y w—-1y
por lo tanto, si y € I°, existe la derivada lateral f’ (y).

De manera similar, se comprueba que existe derivada lateral f)(z), para todo x € I 0

Fia) = tim 1O ZT@) o J@) = /()

zlx r—z z>w r—z

ademés de las cuatro desigualdades de (1.4) se obtiene que

flz) < fiz) < f-(y) < f+(y)
y por lo tanto f’ (z) < f'(z) para todo x € I° y f, f} son funciones crecientes. O

Observacién 3. Considérese los tres puntos w,z,y € 1°, tales que w < x < y. Como la
funcion derivada lateral f es mondtona, existe el limite de f' (x) cuando x | w. Ademds

la desigualdad
i< 0560

y de la continuidad de [ se puede inferir que

o - fly) = fl@)  fly) = flw)
Eﬁlﬁ(w)ggﬁfl y—r  y—w

Si se hace y | w afirmaremos que

1mﬂ@gmi@iﬁﬂ

T|w ylw Yy w
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Esto implica que
lim f..(z) < £} (w) (L.7)

por otra parte, como w < x, la monotonia de f, implica que f (w) < fi(x) y por lo

tanto
Filw) < tim (o) (18)

de (1.7) y (1.8) se deduce que

lfm f1 (z) = f} (w).

rlw

Supéngase ahora que los tres puntos x,y,w € I° son tales que y < x < w. Dado que

la funcion f es mondtona creciente se verifica

fly) = f(z)

PR fi(x)

y de la continuidad de f se tiene

i 0= <t 1,0

st ahora se hace que y T w, se obtiene

lim w < lim f' (x),
es decir,
fL(w) < lim f(2) (19)

ademds, como & < w, la monotonia de las derivadas laterales implica que f' (x) < f(w)

Yy en consecuencia

lim f1 () < f. (w) (1.10)

wlw

de (1.9) y (1.10) se obtiene que

lm f (z) = " (w).

zTw

El préximo teorema presenta una forma de reconocer las funciones convexas como

integrales de funciones crecientes.
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Teorema 3 (Ver [51]). Una funcién f : (a,b) — R es conveza (estrictamente convezxa)
si y solo si existe una funcion creciente (estrictamente creciente) g : (a,b) — R y un

punto ¢ € (a,b), tales que para todo = € (a,b)

fla) = £0) = [ gty (1.11)
c
Demostracién: Supéngase que la relacién (1.11) es cierta con g creciente y sean «, 3,

numeros positivos tales que o + 3 = 1. Entonces, para todo z,y € (a,b) tales que z < y,

se tiene r < ax + By < y. Luego

af(z)+Bf(y) — flar + By) = af(x)+Bf(y) — (a+ B)flax + By)
= B(f(y) — flax + By)) — a(f(ax + By) — f(x))

Y azr+By
= 0 g(t)dt — a/ g(t)dt por (1.11)y g creciente
azx+Py T

y azx+Py
> 5" glar s A —a / glaz + Byt (A)

az+Py

= Bglar + By)(y — (ax + By)) — aglax + By)(ax + By — )

= glaz + By)(Bly — (az + By)) — alax + By — x))

= g(az + By)(By — Blax + By) — alax + By) + ax)

= glaz + py)(ax + By — (o + B)(ax + By))

= glax + By)(ax + By — (ax + By)) =0
esto implica que

af(z) +Bf(y) — flaz + By) = 0 (1.12)

para todo a, 5 € [0,1], a+8 =1y z,y € (a,b). Por lo tanto f es convexa. Ademas
como ¢ es una funcién creciente se verifican

r<t<ar+fy=g(t) <glar+ Py)

ar + By <t <y = glar + By) < g(t)

y si g es estrictamente creciente estas desigualdades son estrictas, y por lo tanto la
desigualdad (A) es estricta, donde la desigualdad (1.12) también es estricta y asi la

funcién f es estrictamente creciente.
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Reciprocamente, supéngase que f es una funcién convexa (estrictamente convexa)
por el Teorema 2 se sabe que la derivada lateral f’ existe y es creciente (estrictamente
creciente). Consideremos una particién [[ = {¢ =z < 21 < -+ < z,, = 2} del intervalo
lc,z]. Como xp_1 < xj para todo 1 < k < n, se tiene de acuerdo con el Lema 1y el

Teorema 2 que
fxy) = flop1)

LT — Th—1

filzra) <

de donde se obtiene

Fi(@p-)(@r — wp1) < fog) = flan-a) < fi (o) (@p — 2-1)

sumando sobre k, se tiene

3

D Fimea) (@ — apa) < flwn) = flwo) <D FLlwn) (mn — wra).

k=1

Las dos sumas de estas ultimas desigualdades son las sumas de Riemann de la funcién
f!. asociadas a la particién [] y verifican las desigualdades independientemente de la
particién del intervalo [c, x] que se considere. Como la funcién f’ es creciente, entonces
es Riemann-integrable y al considerar el supremo de la suma izquierda y el infimo de la

suma de la derecha sobre todas las particiones se obtiene por definicién de integral de

/ FL(b)dt < fa / 7L
fa) =50 = [ fi(o

y asi podemos asegurar que g(t) = f’ (¢). La funcién f” también se puede usar en lugar de

Riemann que

es decir

f+ ya que ambas funciones son crecientes (estrictamente crecientes) cuando f es convexa
(estrictamente convexa). O

El teorema anterior demuestra que para una funcién diferenciable, la convexidad
implica que la derivada es creciente. A continuacién se presenta otra manera de ver la

convexidad de una funcion.
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Teorema 4 (Ver [51]). Sea f : [a,b] — R una funcion diferenciable en (a,b). Entonces
[ es convezxa, (estrictamente conveza), si y solo si f' es una funcidn creciente (estricta-

mente creciente).

Demostracién: Supéngase que f’ es una funcién creciente (estrictamente creciente),

entonces el teorema fundamental del célculo asegura que

f@) - 1t0) = [ £ (1.13)

para cualquier ¢ € (a,b), en virtud del Teorema 4 se tiene que f es convexa. Reciproca-
mente, si la derivada f’ es creciente (estrictamente creciente) y existe en todos los puntos
del dominio de la funcién f, entonces de acuerdo con la relacién (1.13) y de la apli-
cacion del Teorema 3 con ¢(t) = f'(t) para todo t € (a,b), se concluye que f es convexa
(estrictamente convexa). O

Antes de demostrar el proximo teorema se dard la siguiente definicién.

Definicién 5. Sean I C R un intervalo y f : I — R una funcion. Se dice que f tiene
soporte lineal en xo € I si existe un nimero m € R tal que la funcion afin A(x) =
f(zo) + m(z — xo) wverifica que A(x) < f(z) para todo x € I. La funcion A se conoce

como la funcion (o recta) de soporte f en xg.

Como lo ilustra la Figura 1.5, cada punto del interior de su dominio tiene soporte.
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Figura 1.5: Recta de soporte de f en xg

El préximo teorema provee una demostracion de este hecho.

Teorema 5 (Ver [51]). Una funcion f : (a,b) — R es conveza, si y solo si existe al

menos una recta de soporte para cada xy € (a,b).

Demostracién: Supongamos que f es convexa, entonces para cada xy € (a,b) pode-
mos escoger m € [’ (xo), f\(x0)]. Si x € (a,b) es tal que zy < x, entonces
f(@) = f(zo)

T — Xo

de donde

Por otra parte, si z < xy se verifica

f@) = Flwo) _

vy = Hwo) <m < fi(wo)
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y como x — xg < 0 resulta
f(x) = f(xo) = m(x — o)

en cualquier caso se cumple que
f(z) = f(zo) + m(z — z0) = A(z)

y asi A es una recta de soporte de f en xy. Supongamos ahora que f tiene una recta de
soporte en cada punto de (a,b) y sean z,y € (a,b). Si g = tx + (1 — t)y,t € [0,1], y

A(x) = f(zo) + m(x — x¢) la recta de soporte f en xg, entonces

flte +(1=1)y) = flxo) = Alzo) = Altr + (1 = 1)y)
= tA(z) + (1 —t)A(y)
< (@) + (=0 f(y)

es decir
Stz 4+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y)

para todo z,y € (a,b) y t € [0,1]. Por lo tanto f es convexa. O

Definicién 6. Sea f una funcion definida en el intervalo I, f tiene el soporte en xg € I,
si existe una funcion afin A(z) = f(xo) + m(z — xo) que pasa por (xo, f(xo)), tal que

A(z) < f(z) para todo x € I. La funcion afin A es llamada recta soporte de f en xg.

1.1.2 Teorema de separacién para funciones Convexas (Teore-

ma del Sandwich)

Dadas dos funciones definidas en un intervalo I tal que f < g. Un problema de interés
es determinar si existe una funcion convexa h : I — R que separe a f y a g, es decir tal
que f < h < g. Existen situaciones donde este problema tiene respuesta negativa como

son los casos que se muestran a continuacién [49] y [19]
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Figura 1.6:

Figura 1.7:
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Una situacién como la mostrada en la Figura 1.7 ocurre cuando se considera f, g :
[—1,1] — R, definidas por f(z) =1 — |z| y g(x) = 2 — |z|. Si existiese h : [-1,1] = R

convexa tal que f < h < g, entonces

(VAN

>
N
DN | —

|

=

+
DO | —

[a—
~— v

1 1
< =h(-1 —h(1
< Sh(=1)+ Sh(

1 1
< Zg(=1)+ =g(1
< 9=+ 59(1)

1
< Z
- 2

|
|
=
+
N —
N~
+
N —
/|\
=
+
N —
N———

lo cual es una contradiccion; por lo tanto, no existe una funcién convexa que separe a
las funciones f y g. Por supuesto, también existen casos donde la funcién h existe, por

ejemplo si f y g son convexas o en una situacién como en la ilustrada en la Figura 1.8
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Ve
AN

Figura 1.8:

La respuesta del problema que se plantearon fué dada por Karol Baron, Janusz
Matkowski y Kazimierz Nikodem en el ano 1994 [5], quienes dieron una caracterizacion
de las funciones reales que pueden ser separadas por funciones convexas. Para detalles

de la demostracién se refiere al lector a [5].

1.1.3 Desigualdad de Jensen

A continuacién se presenta la desigualdad de Jensen, la cual es una generalizacion de

(1.1).

Teorema 6 (Desigualdad de Jensen, ver [31] y [32]). Sea I C R un intervaloy f : I — R

una funcion. Entonces f es convexa si y solo si

f (Z t:c) < Ztif(xi) (1.14)
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para todo x; € I,t; > 0,1 =1,...,n tales que t; + ... +t, = 1.

Demostracién:

Para n = 2 la relacién (1.14) es la desigualdad que define la convexidad clésica de f

en (1.2).
Supongamos que la desigualdad (1.14) para i = n — 1 por hipdtesis inductiva.

Demostraremos que se cumple para ¢ = n, por lo que sin pérdida de generalidad

supondremos que t, < 1, luego 1 — ¢, > 0 y entonces
f (Z tzxz> - f(tlxl + ... + tn—lxn—l + tnl‘n)
i=1

= (a (Bt )
— f <(1 — tn) (t—lxz + ...+ tn_l xnl) + tnxn)

1—-1, 1-1,

t t
< (1—tn)f(1_1t x1+...—|—1_; xn_1> + tnf ()

= (1—t,)f (Z ffftn) .

=1

Por convexidad

g t tn—1
f (;tzx) = f ((1 —tn) (1 — tnxi + ...+ - tnxn_l) + tnxn)

[\
—
|
~
2
~
VRS
=
A
+
+
~~
3
L
=
3
AN
~_
_|_
~
3
=
8
3
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por hipétesis inductiva

; (z t)  (—tyf (z ff”;n)

=1

n—1

(1= t) > 2 () + taf (a)

i=1 1=t

n—1

n—1

= Z tif (zi)

IN

por lo tanto

llegando a lo que se queria demostrar. O
A continuacién se enuncia y demuestra un teorema analogo al teorema de Jensen

relativo a la forma integral.

Teorema 7 (Ver [39]). Sean (X, X, 1) un espacio de medida de probabilidad, I un inter-

valo abierto y ¢ : X — I una funcion integrable Lebesque. Si f : I — R es una funcion

f (/XsO(w)dM> < /Xf(so(x»dﬂ-

Demostracién: Sea g : I — R una funcién de la forma g(z) = a(x — m) + f(m)

convexa, entonces

que soporta a f en m e integrando sobre X en ambos lados de la desigualdad f(p(z)) >

g((z)) para todo x € X

/X Flo(@)dn > / glp(x))dp
= [ alota) = mydu+ [ imds
= o [ (pla) = m)d+ 7lm) | du
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usando el hecho de que X es un espacio de probabilidad, entonces fx dp =1
[ rendn = o [ e@an [ )+ som
= a(m—m)+ f(m)
= f(m)

reescribiendo la ultima desigualdad y sustituyendo m = / o(z)dp
X

f </Xs&(:v)du> < /Xfw(:v))dﬂ-

1.1.4 Desigualdad de Tipo Hermite-Hadamard

En esta seccion se definirda uno de los resultados fundamentales que se deducen de la
nocion de funciones convexas, la desigualdad de Hermite-Hadamard.

Sean I C Ry f: I — R una funcién convexa, entonces la funciéon f satisface la
siguiente desigualdad

f<x-£y> gxiy/:f(s)dsgw (1.15)

para todo z,y € I,z < y.

El lado izquierdo de (1.15) fué demostrado por Jacques Hadamard en 1983 antes de
que las funciones convexas fuesen formalmente introducidas. Para funciones con derivadas
crecientes en un intervalo cerrado, es algunas veces llamado Desigualdad de Hadamard y
el lado derecho, la desigualdad de Jensen. En 1985, D. S. Mitrinovic y I. B. Lackovic en
[40] senalan que la desigualdad (1.15) es debido a Charles Hermite quien la obtiene en los
anos 1883, diez anos antes que Hadamard. Esta desigualdad clasica de Hermite-Hadamard
juega un rol importante en el andlisis de la convexidad y tienen una amplia literatura
que trata sus aplicaciones, generalizaciones y refinamientos ver [7][15][41]; También se
conoce que si f es continua, entonces la desigualdad de Hermite-Hadamard caracterizan

la convexidad de f.
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Teorema 8. (Ver [27]) Si una funcion f: 1 C R — R es conveza, entonces

f<a:+y>_x_ /f ) fy) (1.16)

para todo x,y € I,x < y. Inversamente, si f es continua y satisface el lado derecho o

izquierdo de (1.16) para todo x,y € I,x < y, entonces es conveza.

Demostracién: El lado derecho de la desigualdad (1.16) se obtiene de integrar la

desigualdad (1.2) en el intervalo [0, 1] con respecto a t, tal como sigue

/0 f(tr+ (1 ty)dt < / £ (x)dt + / (1— ) f(y)dt
£(x)

f(y)
= 9 Ty
f (@) + /()

2

haciendo un cambio de variable s = tx 4 (1 — t)y en la integral

/ftx+ (1 -1ty sy /f

se obtiene el lado derecho de la desigualdad (1.16)

— [ = (/f ds+/ (s )
= pr— (/Hyfsldsl—l—/ f52d52>

r+y—tx—y)
9

en la igualdad anterir, se obtiene:

%Al&<x+y—§w—w)+f<w+y+§w—w)]ﬁ’

ahora usando la convexidad de la funcién se llega a la desigualdad
+

D) (e - [
&

haciendo los siguientes cambios de variables s; =
_zty+tlz—y)
B 2

y

S2

o)

j
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se obtiene el lado izquierdo de la desigualdad (1.16)

((542) < 5 o

llegando a lo que se queria demostrar. O

A continuacién se daran varios ejemplos sobre la desigualdad de Hermite-Hadamard.

Ejemplo 4. Sea f(z) = €, con x € R. Sustituyendo f(z) en la desigualdad (1.16) se

obtiene

atb el — e el 4 e

ez < < para a #beR
b—a 2
45 e’
s :/ i
Z 7
-
] v
4 S A
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Figura 1.9: f(z) = ==

y si se hace un cambio de variable a = In(y) y b = In(z) queda de la siguiente manera,

rT—y Tty
VITY < In(2) — In(y) < para x # 1y € (0,00).
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1.2 Funciones Cuasi-Convexas

Esta seccién la dedicamos al estudio de las funciones cuasi-convexas, mediante

definiciones y algunos ejemplos.

Muchos teoremas que involucran funciones convexas han aparecido desde el trabajo
pionero de J. Jensen [31], recientemente se han obtenido algunos resultados para
una clase mas amplia de funciones, y estas son las cuasi convexas. Las funciones
cuasiconvexas aparecen en la literatura en 1949, por B. D. Finetti (ver [22]). Para
sentar una formulacion mas precisa del estudio de B. D. Finetti, seguimos los estudios
de W. Fenchel [20] y algunas de sus observaciones, acerca de los conjuntos de nivel,
para una funcién (no necesariamente convexa), estas funciones no toman su nombre
actual sino hasta 1953. La cuasiconvexidad es una propiedad mas débil que la con-

vexidad, de ahi que algunas propiedades de estas tltimas no se cumplen para las primeras.

Otros conceptos como el de funcién cuasi-convexa introducido en 1928 en un trabajo
sobre teoria de juegos, por el matematico Jhon Von Neumann, es de mucha utilidad en

los problemas de economia y optimizacion.

Definicién 7. Sean D y X conjuntos contenidos en los reales, una funcion f: D C X —

R en un subconjunto convero X es cuasi-convera Si

flte + (1= t)y) < méx{f(z), f(y)} (1.17)
y [ es cuasi-concava si f(tz + (1 —t)y) > max{f(z), f(y)} t e (0,1).
De la Definicién 7, se desprende la siguiente proposicién.
Proposicién 2. Una funcion f es cuasi-convezra si y solo si —f es cuasi-concava.

Demostracion: Sea f una funcion convexa, si la multiplicamos por —1 ambos lados

se obtiene

—fltz+ (1 —t)y) > —tf(x) — (1 —1t)f(y)
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es decir
(=f)tz + (L =t)y) = t(=f)(x)(=f)(y)

para todo x,y € I y t € [0, 1] esto permite deducir que f es convexa si y sélo si —f es

céncava. 0

Ejemplo 5. La siguiente grdfica es una funcion cuasi-convexa

f(x) |---

fitx+(1-t)y) |----

fiy) |---

X tx+(1-t)y y

Figura 1.10: Funcion cuasi-convexa

Ejemplo 6. La siguiente grdfica es igualmente una funcion cuasi-convexa
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Figura 1.11: f(z) = v/]z]

A continuacién se presenta una proposicion que se deriva de la definicion de

cuasi-convexidad.

Proposicion 3. Toda funcion f convexa o mondtona es cuasiconveza.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad, consideremos z,y € I tal que x < y con

I C R, supongamos que f es mondtona creciente para t € [0, 1] entonces
r<tr+(l-t)y<y
asi mismo
min{f(z), f(y)} = f(z) < f(te + (1 =t)y) < fly) = max{f(z), f(y)} (1.18)
luego por (1.18) se cumple que

[tz + (1= t)y) < méx{f(z), f(y)}
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por lo que en consecuencia f es cuasiconvexa.

Para el caso en que f es concava, la demostracion es analoga. 0

1.2.1 Teorema de Separaciéon para Funciones Cuasi-Convexas

(Teorema del Sandwich).

En el ano 1996, Wolfang Forg Rob, Kazimierz Nikodem y Zsolt Pales en [50]
generalizan el Teorema del Sandwich para funciones cuasi-convexas, caracterizando las
funciones reales definidas en un intervalo I C R. A continuacién demostraremos un

teorema de separacién para funciones cuasi convexas.

Teorema 9. (Ver [50]) Sean I C R un intervalo arbitrario y f,g : I — R funciones
dadas. Las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) Existe una funcion mondtona h: I — R tal que f < h <g.

(b) Existen funciones hy, hy : I — R, hi-cuasi concava, he-cuasi convera, tal que
f<hm<gyf<h <y

(¢) Existen funciones hy, hy : I — R, hi-cuasi céncava, he-cuasi convera, tal que
f<hi <hy <g.

(d) Para todo x,y € I yt € [0,1], las siguientes desigualdades se cumple

fltz+ (1 —=t)y) < mix{g(z),g(y)}

gltx + (1 —t)y) = min{f(z), f(y)} (1.19)

Demostracién:
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Resulta del hecho de que toda funcién mondtona es cuasi-céncava y cuasi-

convexa como se demostrd en proposicion(3).

(d) = ()

Consideremos las funciones hq, hy : I — R definidas por

hi(u) := sup{min{f(z), f(y)} -2 Su <y, =zyel} (1.20)

ho(u) := inf{méx{g(x),9(y)} e <u <y, z,y€l}. (1.21)

Por la desigualdad (1.19) hy(u), ho(u) estdn bien definidas y

f(u) < ha(u)
hi(u) < g(u) (1.22)

para todo u € I.

Por otra parte, f < hy; y hy < ¢. Demostraremos que hy < ho, hy es cuasi-
coéncava y ho es cuasi-convexa. Supongamos lo contrario, que existe w € I tal que

hy(w) > ha(w). Entonces existird z < w <y y u < w < v tal que

min{f(x), f(y)} > max{g(u), g(v)} (1.23)

Si x < u, entonces de (1.20) y (1.23) se deduce que

hi(u) = min{f(z), f(y)} > g(u)

lo que contradice a (1.22). Esas contradicciones muestran que h; < hy. Ahora
demostraremos que hy es cuasi-convexa (la demostracién de cuasi-concavidad de

hy es anéloga) supongamos que es falso.
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Entonces existe x < u < y tal que ho(u) > max{hs(x), ho(y)}. Por las defini-

ciones de hy conseguiremos a <z < fy v <y <0 tal que

ha(u) > méx{g(a), g(8), 9(7),9(5)} (1.24)

sin embargo a < u < 4, lo que implica que

ha(u) < méx{g(a),g(d)}

esto contradice (1.24) y demuestra que hy es cuasi-convexa.

(c) = (b)

Por hipétesis se tiene que f < hy < hy < g entonces f < hy < g y también
satisface para f < hy < g, es decir, que existen funciones hqy,hy : I — R,

hi-cuasi-concava y ho-cuasi-convexa, tal que f < hy < gy f < hy <g.

(b) = (a)
Asumamos primero que sup{f(z): z <z} < ooy inf{g(z) : 2 <z} > —o0 para

cada x € I. Definamos my,ms : I — R por

= sup{f(2) - = < 7}
my = inf{g(2) : 2 < z}.

Es evidente que f < mq, my < g, m; es no decreciente y my es no creciente.
Vamos a demostrar que al menos una de estas funciones separa a las funciones f y
g.

Asumamos lo contrario, entonces existen a,b € I tal que my(a) > g(a) y ma(b) <

f(b). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a < b. Sea

0<e< %min{ml(a) —g(a), f(b) — ma(b)}. (1.25)
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Por la definicion de my, mo, existen x1,25 € I, v1 < a, xo < b tal que

f(z1) >my(a) —€

g(xg) < ma(b) +e. (1.26)
Si x1 < x9, entonces x9, a € [z1,b] por hipdtesis (1.25) y (1.26) se tiene
hi(z2) < g(xe) < ma(b) + €

ha(a) < g(a) < g(a) +e

ho(z1) > f(x1) > my(a) — e > g(a) + ¢,

lo que contradice la cuasi-convexidad de hs sobre [z, al.

Asi en cualquier caso se llega a la contradiccién que demuestra que al menos una
de las funciones my, my separa a las funciones f y g.
Ahora vamos a tratar con la existencia de las funciones my, mo. Como f esta acotada
superiormente por hy y por lo tanto también estd acotado superiormente por el
méx{hy(a), ha(5)} en cada intervalo compacto [a.f] C I (y de manera similar g
por h; inferiormente), la tnica posibilidad para la inexistencia de m; (o ms) se
da si f (respectivamente g) es no acotado por el lado izquierdo de I. Debemos
considerar los siguientes tres casos
(i) Supongamos que

sup{f(2) : z <z} =00

inf{g(z): z <} =—00

para algin x € I. Entonces, por los argumentos antes mencionados, para cualquier

y < x se tiene que

sup{f(2) : 2 <y} = oo
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inf{g(2) : z <y} = —o0.

Por lo tanto hay un punto z; < z tal que f(z;) > 0. Ademas podemos conseguir
un punto z; < 27 tal que g(z3) < 0 y un punto z3 < 29 tal que f(z3) > 0. Como
f < hy < g, esto es una contradiccion para la cuasi convexidad de h;.

(#7) Supongamos que el sup{f(z) : z < x} = oo para algin x € I y my existe.
Fijamos zy € I y elegimos yy < z¢ tal que f(yo) > g(xo). Para cualquier y € I,
y < yo es posible restringir ms al intervalo [y, o0] N I y definir m; como lo hicimos
anteriormente en este intervalo, ya que yo < o v f(%0) > g(x¢), la funcién m4 no
puede separar a las funciones f y ¢, asi solamente la restriccién de msy funciona
como una separacién sobre [y, 00| N I. Luego esto es vélido para cualquier y € I,
y < 1o, concluyendo que ms separa a las funciones f y g sobre I.

(77i) El caso donde m; existe pero el inf{g(z) : z < z} = —oo para algin x € [

puede ser tratado como en (i1).

A continuacion mostraremos algunos contrajemplos de que una funcién cuasi-convexa

no necesariamente serd convexa.
Ejemplo 7. La funcion f definida de la siguiente manera
f:[-2,2] - R

lz] si —2<2<0
fx) =

x? si 0<x<2.

€S CUASI-CONVETQ Yy no es convexra ni mondtona.
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Figura 1.12: f es cuasi-convexa y no es convexa ni monotona

Ejemplo 8. La funcion f:[0,2] — R definida como

f:[0,2] = R

2 s 0<x<1
f(x) =

20 st 1<z <2

es monotona, cuasi-convera y no es convexa porque tiene una discontinuidad en el interior

de su dominio.
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\4

Figura 1.13: f es cuasi-convexa, mondétona y no es convexa.

En la siguiente proposicién se expone una caracterizacion de las funciones cuasi-

convexas en términos de los conjuntos de nivel.

Proposicién 4. Una funcion f : D C X — R es cuasi-convexa, si y solo si para todo

a € R el conjunto
fH(~o0,al ={z: f(z) <a} conacR
es un conjunto convezo.

Demostracién: Supongamos que f es cuasi-convexa, y sean « € Ry x,y € Lop) =

{z: f(z) < a}, entonces

flte+ (1 =t)y) <méx{f(z), fy)} <o, L€ (0,1),
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asf resulta que L,(y) es convexo.

Reciprocamente, asumamos que Lq(s) es convexo para todo o € R y consideremos

z,y € X entonces 2,y € L = Liaz{f(a),fy)}(f), luego tx + (1 —t)y € L, con t € (0,1).
De donde resulta que f es cuasi-convexa.

O
Para una funcién f : D C X — R, los conjuntos L,(f),a € R se denominan conjuntos
de nivel.

Ejemplo 9. Conjunto de nivel de la funcion f:[—3,3] — R dada por

fl@) = (a* = 4)(=* - 1)

Figura 1.14: La funcién Ly(f) no es convexa
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1.3 Operaciones con Funciones Convexas

En esta seccién se veran las formas de reconocer estas funciones convexas a partir
de operaciones que preservan la convexidad. Por ejemplo, sera posible reconocer que la
funcién f : (0,00) — R definida por f(t) = ¢t~! + 3 es convexa, porque es una suma
de funciones convexas y como se verificara la suma de funciones es una operacion que
preserva convexidad.

El siguiente teorema establece que la suma de funciones convexas, y el producto de

una constante no negativa por una funcion convexa son funciones convexas.

Teorema 10. (Ver[26]) Sea I C R un intervalo. Si f : I — R yg: 1 — R son funciones

convezas y o > 0, entonces [+ g y af son funcions convezxas sobre 1.

Demostracién: Sean z,y € [ y t € [0,1]. Entonces

(f+g)te+ (1 -ty = fltz+ (1 —1t)y) +g(tz+ (1 —1)y)
< tf(x)+ (1 =)f(y) +tg(x) + (1 —t)g(y)
= t(f(z) +9(x)) + A =)(f(y) + 9(v))
= t(f+9)(x)+ A —1)f+9(y)
es decir
(f+9tz+1—-t)y) < (f+9)(@)+ 1 =) +9)(y)

y por lo tanto f + g es convexa.

También se tiene

(af)te+ (1 —t)y) = af(tz+(1-1t)y)
< altf(z)+ 1 =1)f(y))
= taf(z) + (1 —t)af(y)
= t(af)(z)+ (1 —t)(af)(y)

y por consiguiente o f es convexa.
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Ejemplo 10. Si f : R — R y g : R — R son las funciones definidas por f(z) = |z| y
g(z) = 2% entonces (f + g)(x) = |z| + 2%, para todo x € R, es convexa, porque f y g son

converas.

Ejemplo 11. Como la funcién h : (0,00) — R definida por h(z) = z=' es conveza

tenemos que la funcién (3h)(x) = 3z~ definida sobre (0,00) también es convera.

Corolario 1. Sean I C R un intervalo y { f,}nen una sucesion de funciones f, : I — R
o0
convezas. St la serie Z fn(x) converge a f(x) para cada x € I, entonces [ es una funcidon

n=1
convexa sobre I.

Demostracién: Sea {g,}.en la sucesion de funciones g, : I — R definidas como

sigue:
fi(z) n=1, para todo z €[
In(7) = § fi(2) + fol) n=2, para todo z €[
filz) + folz) + ... + fr(2) n=m
Entonces
flz) = Z fo(z) = lim g,(x), paratodo z € I.
n=1

Luego, para todo t € [0,1] y x,y € I se verifica

fltz+ (1 =t)y) = lim gn(te+ (1 —1t)y)
<l (tga(2) + (1 = )ga(y))

= ¢ lim g,(z)+ (1 —¢) lim g,(y)

= tf(x)+ (1 =1)f(y)

o)

lo cual implica que f = E fn €s convexa. O
n=1
En el siguiente teorema se presentan las condiciones para que su composicién sea una

funcién convexa o céncava.
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Teorema 11. Sean [ C R un intervaloy f : I - R yg: f(I) — R funciones. Entonces:
1) Si f es convera y g es convexa y creciente, entonces go f es convexa.

2) Si f es concava y g es convera y decreciente, entonces go f es conveza.

3) Si f es concava y g es concava y creciente, entonces g o f es concava.

4) Si f es convera y g es concava y decreciente, entonces g o f es concava.

Demostracién: Sean x,y € [ y t € [0, 1]. Entonces

D(goe )tz + (1 —1t)y) = g(f(tz+ (1 -1)y))
< g(tf(z)+ (1 —1t)f(y)) f es convexay g creciente
< tg(f(x))+ (1 —1)g(f(y)) yaque g es convexa
= tlgo f)(@)+ (1 —1)(go f)y)

2)(go filtz + (1 =t)y) = g(ftz+ (1 —-1t)y))

< g(tf(x)+ (1 —1)f(y)) f esconcavay g decreciente
< tg(f(x)+ (1 —1)f(y)) vaque g es convexa
= tlgo f)(@)+ (1 —1t)(go f)y)

3)(go [tz + (1 —t)y) = g(flte+(1-1)y))
> g(tf(z)+ (1—t)f(y)) f es concavay g es creciente
> tg(f(z))+ (1 —1)g(f(y)) ya que g es céncava

t(go f)(x) + (1 =1)(go f)y)-

g(f(tz + (1 = t)y))
g(tf(x)+ (1 —1t)f(y)) [ convexay g decreciente

4)(go f)(tr + (1 —1t)y)

v

v

tg(f(2)) + (1—H)g(f(y)) porque g es concava
Hgo f)(@)+ (L —t)(go (). O
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Ejemplo 12. Si f : (0,00) — R y g : (0,00) — R son las funciones definidas por

3

f(x) =271 y g(x) = 2 entonces (go f)(x) = 273 es convera sobre (0,00) porque [ es

convezra Yy g es convera y creciente.

Ejemplo 13. Como las funciones f : (0,00) — R y g : (0,00) — R definidas por
f(z) = VvV y glx) = 27! son tales que f es céncava y g es convexa y decreciente se

concluye que la funcion (go f)(z) =272 es conveza sobre (0,00).

Ejemplo 14. Si f : (0,00) — R y g : (0,00) — R son las funciones definidas por
f(z) =z y g(x) = In(x) entonces (go f)(x) =In(y/x) es cdncava sobre (0,00) pues f

es concava y g es concava y creciente.

En el préximo teorema se exhiben las condiciones bajo las cuales el producto de

funciones convexas, es una funcién convexa.

Teorema 12. Sean I C R un intervalo y sean f : I — R y g : I — R funciones no
negativas, crecientes y convexas, entonces la funcion h = f - g es no negativa, creciente

Yy convera.

Demostracién Si f y g son crecientes y no negativas, se tiene que para cualesquiera

x,y € I tales que x < y se verifica

0< f(z) < g(z)

0<g(x) <g(y)
entonces

0 < h(x) = f(z)g(z) < f(y)g(y) = h(y)

y por lo tanto A es creciente y no negativa.

Para demostrar la convexidad se usa el echo de que si z < y se verifica

(f(x) = f(y)(g(y) —g(x)) <0
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es decir
f(@)g(y) + f(y)g(z) < f(x)g(x) + f(y)g(y).

Usando esta desigualdad se tiene que para todo t € [0,1] y x,y € I se cumple

hte + (1 =t)y) = [flte+ (1 —1)y)g(tz + (1 —t)y)

< (tf(@)+ 1@ =8)f()(tg(x) + (1 —t)g(y))
(1= 8)(f(2)g(y) + fy)g(x)) + (1 = 1)*f(y)g(y)
(L=0)(f(@)g(z) + f(¥)g(v) + [(W)g(y)

)
= t*f(x)g(z)
)g(x)
—2tf(y)g(y) + £ f(y)g(y)
)g(x)
)9(y) —

+t
< 2f(x)glz)+1
= f(x)g(x)tf(z)g(x) +tf(y)gly) — 2 f(x)g(x) —* f(y)g(y)
+f(W)g(y) = 2f(y)g(y) + f(y)g(y)
= tf(x)g(z) + f(y)aly) —tf(y)g(y)
= tf(@)g(z) + (1 =) f(y)g(y)
) )

= th(z)+ (1 —-t)h(y
Esto implica que
h(tz + (1 —t)y) < th(z) + (1 —t)h(y)

por lo que h = fog es convexa. U
El teorema que anunciaremos a continuacién establece bajo que condiciones el supre-

mo de una familia arbitraria de funciones convexas, es una funcién convexa.

Teorema 13. Sea {f.} una familia arbitraria de funciones convezas definidas sobre el
intervalo I, y sea f(x) =sup fo(z). Si J={x € 1: f(z) < 00} es un conjunto no vacio,

entonces J es un intervalo y f es una funcion convera sobre J.
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Demostracién: Sit € [0,1] y z,y € J es decir f(x) < 0oy f(y) < oo, entonces

ftz+ (1 —y)y) = sup foltr + (1 —1)y)
Sup(tfa(l‘> + (1 - t)fa(y))
tsup fa(z) + (1 —t) sup fo(y)

= tf(x) + (1 =) f(y) < oo

IN

IN

Esto demuestra que f es convexa sobre J y ademds que si z,y € J, entonces f(tx +
(1 —t)y) < oo, lo cual significa que tz 4 (1 —t)y € J y por lo tanto J es un intervalo.[]
En el teorema que sigue, se dan condiciones para que la inversa de una funcion sea

coéncava o convexa.

Teorema 14. Sean I C R un intervalo abierto y f : I — R una funcion estrictamente
mondtona. Sea f~1: f(I) — I la funcidn inversa de f. Entonces

1) Si f es convexa y creciente, entonces f~1 es céncava.

2) Si f es convexa y decreciente, entonces f~1 es conveza.

3) Si f es concava y creciente, entonces f~' es conveza.

4) Si f es concava y decreciente, entonces f~1 es concava.

Demostracién: Sean z,y € f(I) yt € [0,1]. Siu= f~'(z) y f~(y), entonces:

1) Como f es convexa se verifica

fu+ (1 —t) < tf(u)+ (1 —1)f(v)
= tx+(1—t)y,

y por ser f~! creciente, asi se tiene que
FHf(u+ (1 =t)) < f7H (tu+ (1 —t)v)

luego

tu+ (1 —t)o < f~H(tx 4 (1 = t)y)
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es decir
tf 7 (2) + (1= (y) < fHtr + (1 - t)y)
y en consecuencia f~! es concava.

2) De la convexidad de f
fltu+ (1 —t)w) <tx+ (1 —1t)y,
y como f~! es decreciente, se verifica

7 fu+ (1 =tw) > f(tz+ (1 - t)y)

luego

k(L= 0> e (-1

es decir
tf 7 @)+ (=) y) = [ (tr 4+ (1 —t)y)

por lo tanto f~! es convexa.

3) De la concavidad de f

tf(u) + (L =6)f(v) < fltu+ (1 —1t)v)

y por ser f~! creciente, se tiene que

FHEfw) + (=) f(v) < FH(ftu+ (1 = t)v))
luego
FHEf(w) + (1 =) fv) < tut (1=t
es decir
[+ (1 =t)y) <tfHz)+ (1 -1)f " (y)

por lo tanto f~! es convexa.

4) Como f es concava se cumple lo siguiente

tf(u) + (1 =) f(v) < fltu+ (1 =1)v)
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y como f~! es decreciente

) + (1 =1)f(v) = f(ftu+ (1= 1))

asi
[tz + (1 —=t)y) > tu+ (1 —t)
es decir
e+ (L= ty) > tf 7 (@) + (L= (y)
por lo tanto f~! es céncava. 0

Ejemplo 15. Sea f : R — R la funcion definida por f(z) = e* es convera y creciente,

su inversa f~': (0,00) — R definida por f~(z) = In(z) es céncava.

Ademds, por ser la funcion g : R — R definida por g(x) = e™* conveza y decreciente,

su inversa g1 : (0,00) — R definida por g~ (z) = —In(z) es convexa
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Figura 1.15: La funcién Ly(f) no es convexa

Otros resultados de interés de caracterizaciones de funciones cuasi-convexas diferen-
ciables, demostrado por el premio Nobel de economia del ano 1972, K. J. Arrow y A. C.

Enthoven se pueden verificar en [4].



CAPITULO 2

DESIGUALDAD DE SIMPSON

Un problema que se presenta con frecuencia en las ciencias experimentales y de
ingenierfa es tratar de construir una funcién (denominada “funcién interpolante”) de la
que se conoce una serie de datos (denominados “datos de interpolacién”). Estos datos
pueden ser fruto de las observaciones realizadas en un determinado experimento en el que
se relacionan dos o mas variables e involucran valores de una funcién o de sus derivadas.
Por su sencillez y operatividad los polinomios se usan frecuentemente como funciones

interpolantes.

2.1 Interpolaciéon

Supongamos que hay dos magnitudes x,y de los que se conocen n + 1 valores
relacionados {(zo,¥o0), (€1,41), - , (Tn, yn)}, por ejemplo, datos obtenidos en una expe-
rimentacién. Con la condicién z; # x;, si i # j.

Nos planteamos si existe una funcion p tal que

pla) =y k=0,---,n (2.1)

es decir, queremos una funcién cuya grafica “pase”por los puntos del plano dados. Si p

62
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verifica (2.1) diremos que p interpola los datos dados, p es una funcién de interpolacién
para los datos (xg,yx), k=0, -+ n.

Este tipo de problemas suele darse cuando tenemos datos obtenidos por experi-
mentacién y sabemos que hay una funcion f que rige el proceso pero que desconocemos
y queremos trabajar con una funcién alternativa p que represente bien a esos datos de la
muestra. Si f rige el proceso entonces f(zy) = yx luego exigiremos a la funcién p ese mis-
mo requisito, esto nos proporciona condiciones que imponer a p con las que trataremos
de obtenerla y una vez conseguido nos permitiria conocer o predecir que habra pasado
en otros x en los que no se ha experimentado.

Supongamos que existe la funcién f tal que f(xy) = yx, k = 0,--- ,m. Caben

varias preguntas:

1 La funcién p que interpola los datos dados ;de qué tipo ha de ser? ;polinémica,

trigonométrica, racional? La respuesta vendra dada por los datos yy.

1.1 Si se observa que los datos presentan periodicidad entonces buscaremos a p
dentro de las funciones trigonométricas.

1.2 Si los datos presentan asintotas entonces p deberia ser una funciéon racional.

1.3 Si los gy, presentan un comportamiento polinomial, entonces p se escogeria de

tipo polinémico.

2 Una vez escogido el tipo de funcién habra que responder dos cuestiones, ;Existe p

del tipo escogido que interpole los datos dados? Y si existe, jes tinica?

3 (Es la funcién polinémica escogida una buena aproximacion de la funcion original

f en los puntos x que no son de la muestra?

2.2 Integracion numérica y cuadratura

Uno de los problemas mas antiguos es el del célculo del area que encierra una curva.
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La integral resuelve el problema de calcular el area bajo la grafica de una funcién posi-
tiva definida sobre un intervalo cerrado. Como sabemos, la regla de Barrow resuelve el

problema de calcular la integral de una funcién en un intervalo [a, b], mediante la férmula

b
[ s = £ ) - Fa),
siendo F' una primitiva de la funcién f en el intervalo [a,b], es decir, F'(z) = f(x),

para todo x € [a,b]. Sin embargo, en muchos casos, esto no es posible, dado que

e Para ciertas funciones no es posible calcular dichas primitiva, a pesar de saber que

existe. Por ejemplo, para las funciones

fla) = e, fla) = 2L, fla) = VBT

no es posible encontrar una primitiva expresable en término de funciones elemen-

tales.

e En muchos problemas que se plantean, a la hora de integrar funciones, estan rela-
cionados con funciones definidas en forma de tabla de valores o graficas y no se

conoce una expresion analitica de f(x).

En ambos casos se precisa de férmulas de integracién numérica (también llamadas
férmulas de cuadratura), que nos van a permitir calcular un valor aproximado de

la integral de la forma

n

b
/ f(z)dx ~ Zaif(xi)y

i=0
donde los z;, con i =0, 1,--- ,n son puntos del intervalo [a, ] y los coeficientes a;,

con 7 =0,---,n, son nimeros reales elegidos convenientemente.
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2.3 Foérmulas de integracion de tipo interpolatorio

Para obtener formulas de integraciéon numérica seguiremos, “basicamente, el procedimien-
to basado en calcular el polinomio de interpolacién de la funcién f en algunos puntos del
intervalo [a, b] y aproximar el valor de la integral de la funcién por el valor de la integral

del polinomio de interpolacion. En concreto,

/abf(x)da: ~ /ab Py (x)da,

donde
Py(z) =) flw)Li(x), w € a,b]
i=0
es el polinomio de interpolacion de f en los n+ 1 puntos distintos, z; coni =0, --- , n,

del intervalo [a, b]. Integrando esta expresién en [a,b] obtenemos

n

/ab Py(x)dz = cif (),

i=0
siendo
b
Ci = / Ll(.fl')dl',
a
parai=0,1,---,n. Nétese que los coeficientes ¢;, con i = 0,1, --- ,n, son independi-

entes de f y, por tanto, una vez calculados, proporcionan una féormula que se puede que
se puede aplicar a cualquier funcién f : [a,b] — R.
Ademas sera necesario estudiar el error que se comete en este tipo de férmulas,

es decir, el valor de

Rn(f):/abf(w)dw—/aan(m)da::/abEn(w)dx,

con E,(x) = f(z) — P,(z), en [10], el estudio del error de interpolacién se prueba que

si f € C""([a,b]), se tiene que



Cap. 2 Desigualdades 66

fr(E)
(n+ 11

con I, (z) = (x — xo)(x — x1) -+ (x — x,) y donde &, es un punto intermedio entre

E.(x) = Pi,(x),

Xo,T1- - , Ty, r. Entonces, en este caso el error de integracion que se comete es

f (n+1)(

11, (x)dx.
n—l—l ()x

Ro(f) = / )di =

Para determinar una expresién expllclta del error de integracién R, (f), resulta de

utilidad el siguiente resultado conocido como teorema del valor medio generalizado:

Teorema 15. (Ver[10]) Sean h,g : [a,b] — R funciones continuas en [a,b] y supongamos

que g no cambia de signo en |a,b], entonces

donde & es un punto del intervalo (a,b).

Por otro lado, es obvio que si f es un polinomio de grado menor o igual que n,
entonces f coincidird con su polinomio de interpolacién. En consecuencia, las férmulas
de tipo interpolatorio sobre n + 1 puntos distintos son exactas para todos los polinomios

de grado menor o igual que n, en el sentido de que

R.(f)=0.

La préxima seccién (2.4) esta basada basicamente en las siguientes referencias [23],

134], [52].

2.4 Foérmulas basicas de integraciéon numérica

Formula del rectangulo

La férmula de integracion maés sencilla es aquella que utiliza el valor de la funciéon f en
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un solo punto zy € [a, b]. En este caso el polinomio de interpolacién de la funcién f es de

grado, es decir, Py(z) = f(x¢), por lo que

b b b
/ f(x)dx %/ Py(z)dx :/ fxo)dx = f(x0)(b—a).
Si xg = a se obtiene la férmula del rectangulo izquierdo dado por
b
/ f(z)dx =~ f(a)(b— a). (2.2)

Si la funcién f € C'([a,b]), el error cometido al usar la férmula (2.2) es

b b /
Rah) = [ e —atr =@ [ o -adr =0y

con ¢ € (a,b). Para deducir esta féormula del error hemos utilizado el Teorema 15

puesto que la funcién Iy(xz) = (z — a) no cambia de signo en [a, b].

Observacién 4. e Un resultado similar se obtiene si xqg = b, en este caso la formula

de integracion se denomina formula del rectdngulo derecho,

/ f(x)de ~ F(B)(b—a),

Ro(h) =L~ a2

e Geométricamente, si f(x) > 0 en [a,b], el valor de f:f(a:)dx se aproxima por el

drea del rectangulo de base (b — a) y altura f(a) o f(b).

En el caso de que xy = “T*b, se obtiene la formula del punto medio dada por

/abf(x)dx:f (‘“2”7) (b—a). (2.3)

Para obtener una expresion explicita del error de integracién que se comete usan-

do esta férmula, suponemos que la funcién f € C?([a,b]) y hacemos uso del siguiente

desarrollo de Taylor de la funciéon f en el punto “TH’,
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- (5 () -) S0 (23

Integrando ambos miembros y usando la férmula (2.3), se obtiene que

wolf) = [ sords =1 (45 00 = L0 -y,

con ¢ € (a,b). De nuevo para deducir esta férmula del error hemos utilizado el Teo-
rema 15 usando en esta ocasiéon que la funcién (x — %%)2 no cambia de signo en [a, b].

la férmula (2.3) es especialmente interesante, puesto que si observamos el término que
nos da el error, podemos comprobar que se trata de una férmula de integracién de orden
uno, debido a que f”(z) = 0, para todo = € (a,b), si f es un polinomio de grado menor
o igual que uno.

Foérmula del trapecio

Se trata de una férmula de integracién con dos puntos. en este caso el polinomio de
interpolacién de la funcion f es de grado uno. En concreto, si consideramos los puntos

xg, 1 € [a,b], el polinomio de interpolacién de la funcién f serd

f(ffl) — fxo

v (x — xp).

Py(x) = f(xo) flxo, 1](x — 20) = f(20) +

Podemos entonces obtener la siguiente féormula de integracién numérica

/abf(x)dx ~ /ab (f(xo) LA =) xo)) dz.

Para el caso particular g = a,x; = b se obtiene la férmula del trapecio que viene

dada por

[ tws = ) + ), (2.4

Ademds, si suponemos que f € C*([a,b]) y dado que la funcién II;(z)(z — a)(z —
b) no cambia de signo en el intervalo [a,b], entonces la aplicacién del Teorema 15 nos

proporciona



Cap. 2 Desigualdades 69

mn= [ T8 i -nar =9 [ we-nw=-LEp o

donde ¢ es un punto del intervalo (a,b).

Observacién 5. e La expresion del error asequra que la formula (2.4) es exacta para,

polinomios de grado no mayor que uno.

e Geométricamente, si f(x) > 0 en [a,b], la formula del trapecio aproxima el valor de

fab f(z)dx por el darea del trapecio resultante de unir los puntos (a,0), (b,0), (b, f(b))
y (a, f(a)).
Férmula de Simpson Se trata de una férmula para tres puntos, pero consigue

exactitud para los polinomios de grado menor o igual que tres, considerando los puntos

a+b

To = a,r1 = %7y ¥y = b. Por integracion del polinomio de interpolacion, se deduce

facilmente que

/abf(x)dx%bga(f(a)ﬂulf (a;b>+f(b)). (2.5)

La deduccién del error en la férmula (2.5) es un poco mas laboriosa. Para ello, hay
que suponer que f € C*([a, b]), integrar el desarrollo de Taylor de orden tres de la funcién

f en el punto x; y aplicar el Teorema 15, obteniéndose que

1) 5
R =——>(b—
2(f> 2880 ( a’) Y
con ¢ € (a,b).
Observacion 6. e La formula de Simpson es una de las formulas de integracion

numérica mas usadas en la practica.

e [in cuanto a la precision, la expresion del error Ry(f), en términos de la derivada
cuarta de f, confirma que la formula es exacta para los polinomios de grado menor
o 1qual que tres. Sin embargo, se obtiene a partir de la integracion de un polinomio

de grado dos. La formula (2.5) tiene pues un grado mds de exactitud.
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Definicién 8. (Férmula de cuadratura) Sean {zo < -+ < x,} C [a,b],n + 1 puntos
distintos y f € C%la,b]) una funcién dada. Una férmula de cuadratura I, con n + 1

nodos (puntos de cuadratura) es de la forma

L(f) = onf(zx) (2.6)

donde o, € R, son los pesos de cuadratura, y x € [a,b],k = 0,--- ,n son los nodos

de cuadratura.

Definicién 9. (Error) Llamaremos E(f) = I(f) — I.(f) el error en una féormula de

cuadratura.
Definicién 10. (Orden) Diremos que una formula de cuadratura es de orden m € N si

0 E(p) =0 para cada pe€P,lz]
p =
E(q) #0 para algun q € P, q]x].

Observacién 7. Debido a la linealidad de la integral (?7) y la linealidad de la suma
(2.6), se tiene que el error E[.] es un funcional lineal. Luego, podemos definir el orden de
una formula de cuadraturade forma equivalente como sigue: Una formula de cuadratura
es de orden m € N si
E(x*) =0 para k=0,---,m
E(z™) #£0.

Ejemplo 16. Formula de cuadratura de punto medio

b = b-as (457

es exactamente de orden 1. En efecto, aplicando la formula anterior se tiene

E(l)—0<:>1'(1)—[0(1)—0<:>/bdx—(b—a)—0;
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E(x):o@1(;1;)_10(3;):0@/;3;61:5—(17—@) (“'2”7) —0;

B(a?) = 0 I(2?) — Ip(a?) = 0 & /abx2dx— (b—a) (a‘z”’f £0.

Ejemplo 17. Formula de cuadratura de Simpson

L =50 (@ var (450) + o)

6 2

es exactamente de orden 3.

Algoritmo de Lagrange Fijados un soporte de n + 1 puntos distintos S =
{o,- -+ ,x,} vy unos valores reales (y;)"_, cualesquiera, el algoritmo de Lagrange de
construcciéon del polinomio de interpolacién consiste en buscar el polinomio de interpo-

lacién p,, € Pn[z| de la forma

Pa(2) = yoLo(x) + y1Li(2) + -+ + yaLa(2), (2.7)

donde L; € P,[z], L;(z;) = 1y L;x; = 0 para cada j # i, (es decir, L; es un polinomio
de interpolacién asociado a los valores canénicos {0,---,1,---,0}). Usando la unicidad

del polinomio de interpolacion, se puede comprobar que L; es de la forma

(x — o) - (=2 1) (0 — @4q1) -+ (¥ — Tp)

Li xTr) = s 2.8
(@) (i —wo) - (v — i1 )(Ti — @ign) -+ - (T — @) (28)
con con i =0,---,ny que (2.7) es el polinomio de interpolaciéon buscado.

El conjunto de polinomios {Lg, Ly --- , L,} se llama la base de Lagrange aso-

ciado a los puntos (z;)!",. Se trata de una base del espacio vectorial de polinomios de
interpolacién asociados a dicho soporte. Identificando el polinomio de interpolacion con
los valores (y;),, la base de Lagrange son los polinomios de interpolacién correspondi-

entes a la base canénica de R" 1.

Observacion 8. Una ventaja del algoritmo de Lagrange, es que para el mismo soporte

S = (z;), y distintos valores (y;),, basta calcular la base de Lagrange una sola vez
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(los L; solo dependen de S). Esto permitiria calcular varios polinomios de interpolacion
asociados al mismo soporte S y a distintos valores (y;)_,.

Ademds, si el soporte S es equidistante, haciendo el cambio de variable afin x €
la,b] < t € [0,n], los polinomios L; de la base de Lagrange se transforman en polinomio
l; que solo dependen del nimero de puntos de soporte (y no de la posicion de los puntos).

En efecto,

Li(x)=L(t)= [] t=J (_DH(D II ¢-i.i=0...n (2.9)

AL = n! e
J=0,5#1 J=0,j7#0

En caso de anadir un punto mds al soporte hay que volver a calcular toda la base de

Lagrange asociada.

Definicién 11. (Férmula de cuadratura de tipo interpolatorio (f.c.t.i.)) Sean f €
C%[a,b]),S = {zg < T4 < -+ < z,,} C [a,b] un soporte de puntos distintos y p,(z)
el polinomio de interpolacion asociado a f y a S. Diremos que una formula de cuadratu-

ra I, con n+ 1 nodos es de tipo interpolatorio si

L) = 100) = [ pala)da (2.10)

Los puntos de interpolacién xy, k = 0,--- ,n son los nodos de la f.c.t.i. Veamos cémo
se pueden calcular los pesos. Debido a (2.7), sabemos que el polinomio de interpolacién

Pn Se expresa respecto de la base de Lagrange como sigue:
pa(z) =Y flzn) Ly, (2.11)
k=0

donde los Ly vienen dados por (2.8). Luego, teniendo en cuenta a (2.11) en (2.10), de-

ducimos que

[ngﬂmLQML

en consecuencia, una f.c.t.i. es un caso particular de férmula de cuadratura asociada a

los nodos de interpolacién y a los pesos
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b
oy = / Ly(z)dz, k=0,--- ,n. (2.12)

Ejemplo 18. Sea n = 1,29 = a y x1 = b. Busquemos los pesos ag y oy para que la

formula de cuadratura I(f) = apf(a)+ay f(b) sea del tipo interpolatorio. Usando (2.12)

Y que

tenemos

b
T —a b—a
p— d f—
oy /a b—ax 5

de donde obtenemos la formula del trapecio

_b—a

="

a+b

2

(f(a) + f(b))-

Paran =22y =a,x1 = ,To = b haciendo cdlculos similares se obtiene la formula

de Simpson

L =50 (s (50 + 1)
Dado que una integral es el limite de una suma infinita, es natural que su aproxi-
macién consista en una suma finita de muestras, ponderadas con pesos w;, del integrando
f(z;). Dicha suma se denomina férmula de cuadratura.
Nota Histoérica En el ano 1615 Johanes Kepler establece la llamada regla
del tonel y sobre la historia de su surgimiento, Kepler la describe en la dedicatoria de

su publicaciéon (Nova Stereometria doliorum vinariorum). Después de que la primera

esposa de Kepler habia muerto en Praga en 1611, Kepler se casé nuevamente y para la
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boda compré algunos toneles de vino; con el vino en la bodega, el vendedor, con una
vara de medir, determiné el contenido de los barriles sin calcular, utilizando un método,
que consiste en introducir una vara de metal, y medir a través del barril, en diagonal
hacia los bordes del fondo de los barriles de vino, la marca en la vara arrojaba la
medida del volimen del contenido. Kepler se sorprendié de que una diagonal a través del
medio del barril pudiera dar una medida sobre el volimen y puso en duda la exactitud
de este método debido a que, por ejemplo, un barril muy bajo que tuviera una base

algo mas ancha y por eso un volimen mucho menor, podria tener el mismo radio a la vista.

A raiz de esto, Kepler formulé el escrito de un nuevo céalculo del contenido de barriles
en el que buscaba métodos verificables para la medicion de los toneles de vino. Para ello
la metodologia que empled fué la siguiente.

Considero en primer lugar el caso de los barriles cilindricos, considera A a la distancia
ND que hay entre el hoyo de llenado y el talon de los fondos, 2z a la altura AB del barril
y 2y al didmetro AD del barril.

Figura 2.1: Medidas del barril

Por el teorema de Pitdgoras, se tiene que 22 + 4y? = A\2. Por tanto, el volimen del

barril podria ser calculado, de la siguiente manera

1
V = nar’h = my*2r = §7r:v()\2 —z?).
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La obsevacién crucial hecha por Kepler fué entonces que todos los barriles austriacos
se fabricaban con la misma razén entre la altura y el didmetro.
En efecto, considerando la razén t = % y empleando las dos expresiones anteriores, se

tiene

V = 2mM\(d 4+ £2) 7.

De esta féormula se observa, que el volimen V' de un barril cilindrico depende de
Ay larazén t = % no se determina solamente conociendo el valor de A. Para que se
pueda utilizar el método de medicién de los toneles austriacos, los barriles tendrian que
fabricarse con una relacién t fija.

Debido a los estudios publicados por Kepler, Thomas Simpson (1710-1761) realiza
investigaciones posteriores y con el conocimiento de calculo diferencial realizado por el
matematico alemén Gottfried Leibniz (1646-1716) sobre la funcién, e integral y en 1743

encuentra una aproximaciéon para el calculo de area la cual se denominard Regla de

Simpson en el intervalo [a,b] y se denota de la siguiente forma

/f(@dmbga f(a)+4fa;b+f(b) .

Para efectos de la demostracién del método de Simpson, se asume cada sub area como
un pequeno arco de la pardbola de la forma f(z) ~ ax?® + bz + ¢ con limite inferior a y

limite superior b por ende la mitad del de la pequena sub &area es “TH’ (Ver Figura 2.2)
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f(x)
f(b) /
fla+b)2) |
gx) >
fla) [~~~ B

a  (a+b)2 b

Figura 2.2: Representacion geométrica de la Desigualdad de Simpson

La aproximacién de una funcién f(x) a ser integrada usanto la regla de Simpson

(calculo de valor cuadratico), g(x).

Esta ultima aproximacién se puede generalizar evaluando la funciéon en un intervalo
de tal forma que la funcién f(z) se evalua en los extremos a,b y un punto central “T*b
La ecuacién de la pardbola que pasa por los puntos (a, f(a)), (“TH’, f (“T“’)) , (b, f(D))

y viene dada por

resultando de la siguiente forma:

/ (oo ~ L= [f(a) 4 ( . b) ¥ f<b>}

La simple inspeccién visual de esta figura y la que describe el procedimiento de los

trapecios o los rectangulos, confirma que el método de Simpson debera ser mucho mas

exacto que los procedimientos mencionados.
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Ahora, se sabe que el area que se desea encontrar seria la sumatoria de todas las
sub areas que se calculen. Al igual que los métodos de la regla trapezoidal y de la regla
rectangular, entre mas sub areas tenga la integral a calcular, mas exacto serd el valor

encontrado.

En la siguiente seccion se estudiaran dos desigualdades de tipo Simpson para la funcién
cuasi-convexa, en términos de la tercera derivada, como también aplicaciones de la regla
de cuadratura numérica de Simpson.

Ademas se estudiard la desigualdad de Simpson para funciones Lipschitzianas y
se aplicard a medias especiales tales como media aritmética, media geométrica, media

armoénica y media logaritmica.

2.5 Desigualdad de Simpson

En los ultimos anos varios autores han considerado desigualdades, que dan de manera
explicita, cotas de errores para férmulas de cuadraturas ya conocidas y nuevas. Por
esjemplo la desigualdad de Simpson de una cota del error para la bien conocida, regla de
cuadratura de Simpson.

Como se estableci6 en la introduccion del trabajo, el siguiente teorema es bien cono-

cido [17].

Teorema 16. Supongase que f es una funcion cuatro veces continuamente diferenciable
sobre (a,b) y
1P lee = sup |f?(2)] < oo,

z€(a,b)

Entonces la siguiente desqualdad

se satisface, y en la literatura es conocido como la desigualdad de Simpson.
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En caso de que f no sea cuatro veces diferenciable ni su cuarta derivada es acota-

da en (a,b), entonces no podemos aplicar la férmula clasica de la desigualdad de Simpson.

La desigualdad (2.13) se define como la desigualdad de Simpson, donde f : [a,b] — R
se supone es cuatro veces continuamente diferenciable en el intervalo (a,b) y la cuarta

derivada es acotada sobre (a,b), es decir,

1/ loo == sup |FO(2)].

z€(a,b

Durante los ultimos anos, muchos autores han establecido varias generalizaciones de
la desigualdad de Simpson, (2.13) para las funciones de variacién acotada y funciones
Lipschitzianas, mondtonas y funciones absolutamente continuas. Para contrapartes, refi-
namientos y generalizaciones de la desigualda de Simpson verificar [1], [2], [13], [14], [16],
[17], [18], [21], [24] y [45], el cual es el resultado principal de este capitulo.

En el ano 2000 J. Pecaric y S. Varosanec en [45] desarrollé la desigualdad de Simpson
para funciones cuya enésima derivada con n € {0,1,2,3} es de variacién acotada. A

continuacion se dara el enunciado de la definicién de variacién acotada y dicho resultado.

Definicién 12. Sea u : [a,b] — R una funcion. Para cada particion m:a =ty < t; <

-+ < t, = b del intervalo [a,b], definimos

b

\/(f) = Sgpz u(ti) — u(ti-1)l,

a

donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones w del intervalo
b
la,b]. Si \/ < 00, decimos que f tiene variacion acotada. Se denota por B\/[a,b] ala

a
familia de todas las funciones de variacion acotada sobre [a, b].

Teorema 17. Sea n € {0,1,2,3} y f una funcién real sobre [a,b] tal que f™ es de

variacion acotada. Entonces

6 2

[ sran =252 [ (*5) « so] | < onto o \/ e
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donde,

1 1 1
;O = =0y

C = = — =
0 24 324’03 1152

Wl =

b
Y \/(f(")) es la variacion total de f™ sobre el intervalo |a, b).

Se puede notar que en la desigualdad (2.14) cuando n = 0, el resultado fué probado
en el ano 1999 por Dragomir en [14]. Ghizzeti en el ano 1970 en [24] probé6 que si f"” es
una funcién absolutamente continua con variacién total \/Z( f), entonces (2.14) se cumple
también para n = 3.

Uno de los resultados que demostré S. S. Dragomir en el ano 2002 en [18] es que si
existe una divisién del intervalo [a,b] y a;(i =0, ...,k + 1) sea k + 2 puntos de modo que
ap = a,q; € [Ti1,x], (i =1,..,k) y agr1 = b. I que si ademas f es de variacién acotada

entonces se cumple la siguiente desigualdad

/ f(x)dz — Z(Oﬁﬂ — o) f(w)
1

b
; T +x; .
< {Ey(h)_l_max{'a“_l_TH|7@:0,...,]€—1}:| \a/(f>

< v()\/(f)

donde v(h) = méx{h|i = 0,..k — 1}, h; = 21 — 24, (i = 0,....,k — 1) y V2 (f) es la
variacién total de f sobre el intervalo [a, b].

Otro resultado que podemos verificar en [53] que demostré E. Set en el ano 2012 es
el siguiente, el cual afirma que si tenemos una funcién diferenciable f sobre el interior de

I y ademas |f'| cuasi-convexa se obtiene el siguiente resultado
1 a+b
Hlr@ar (S50 0| -

Asi mismo se puede verificar en [1] que si f’ es una funcién absolutamente continua

5(b—a)

b
[ i < D maqir@ o

sobre el interior de [ y | f”|? es cuasi-convexa sobre [a, b] entonces la siguiente desigualdad
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se cumple

o [ e g+ 47 (452) + 50
S|l ) ol ol (52 ]

Otro resultado interesante sobre la desiguadad de Simpson, para funciones acotadas,

que se demostré en [17] y [45] el cual asegura que si f es una funcién de variacién acotada

se va a cumplir la siguiente desigualdad

/abf(a:)dx— = {f(a);f(b) y <+6)H < 30— a)\i/(f)

donde \/Z denota la variacién total de f sobre el intervalo [a,b]. La constante % es la

mejor posible.
Por otra parte I. Fedotov, y S. S. Dragomir en el ano 1999 argumenté en [21] que si f
es una funcién diferenciable en el interior de I y a,b € int(I) con a < b, y si f’ € Li[a, D]

y ademds v < f' < I' para todo = € [a, b] la siguiente desigualdad se cumple

/f par— 1 f()(x_aTer)|

< 4(b—a)(F 7)

para todo z € [a, b].
Ahora si asumimos que I, : a = g < 11 < -+ < x,_1 < T, = b es una particion del
intervalo [a,b] y f estd por encima, entonces tenemos la férmula clésica de la cuadratura

de Simpson la cual se define de la siguiente manera

b
/ f(@)de = A(f, 1) + Ru(f. T,) (2.15)

donde Ag(f, I,,) es la regla de Simpson

[aay

n—

n—1
As(f, In) =: [f(xl) + f xz-ﬁ-l hl + ; f (xz + lerl) hz (216)
1=0

| =

(2

I
o
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y el término residuo Rs(f, I,) que se define de la siguiente forma

|Rsn(fs 1n)| = 4,5, @ (2.17)
satisface el estimado )
1 —
L)< —— |1 F D) Y B2 2.1
donde h; = x; 41 — x; parai =0,...,n — 1.
Ahora cuando tenemos una particién equidistante de [a, b] dada por
h—
I,:z;:=a+ az’, 1=0,..,mn; (2.19)
n
entonces tenemos la formula
b
[ #a)is = An(5) + Rl (2.20)
donde
— a1 b—a
Agn(f 6 {f (a + ) f (a + (i + 1))} (2.21)
=0
1

+2(b— - s a+b—a2z+1
3n - n 2

i=

y el resto satisface la estimacion

1 (b—a)
A

(4) 2.22

Teorema 18. (Ver [56]) Sea f € C*([a,b],R), con h = (b;a) yXo=a,rv1 =20+ h, 20 =

b. Entonces existe x € (a,b) tal que

= /a fz)dx — g(f(xo) +4f(x1) + fxg)) = _S_Of(4)(x)

Notemos que en algunos sitios de la literatura, la acotacion es escrita en térmionos

de (b — a) como
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(b—a)’

E(f) = —Wf(4)($)

Demostracién

Definamos F(t) = f(x(t)). Entonces dz = hdt, y

/ f(a)de = h/ll F(r)dr

En términos de esta funcién el error de integraciéon se escribe como

/ab f(x)dx—g<f(a)+4f (a + b)+f(b)) —h (/1 F(r)dr — %(F(—l) +AF(0) + F(l))) |

2 .

Definimos

G(t) = / F(r)dr — %(F(—t) +AF(0) + F(1)

—t

parat € [—1,1]. En particular, h(G(1)) es el error de integracién que estamos tratando

de estimar. Consideremos la funcién

H(t) = G(t) — t°G(1).

Como H(0) = H(1) = 0 por el teorema de Rolle existe & € (0,1) tal que H'(§) =0,
Como H'(0) = 0, entonces existe & € (0, 1) tal que H® (&) = 0. Como H®(0) = H®) =
0, se puede aplicar el Teorema de Rolle repetidamente para encontrar que existe p € (0, 1)

tal que

H® () = 0.

Notemos que la tercera derivada de G es dada por G®(t) = —L(F®)(t) — F®)(—t)),

por lo que
HO (1) = =5(F® () = FO (=) = 601°G(1) = 0.

Reescribiendo esta escuacion como
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(3) _ @ _
e = e

Usando que p # 0, se puede dividir por ambos lados por % Y por el Teorema del

valor medio, existe z € (—u, p) tal que

90G(1) = —FW(¢),

de donde se otiene el error, despues de multiplicar por h,

hG(1) = —%F“)(&).

Ahora nétese que haciendo un cambio de variables x = x1 + th

d* d*

De aqui se desprende que la cota del error

zMﬂ—LU@m—uM<iﬁm,

— 90

donde M, es la cota superior sobre el valor absoluta de la cuarta derivada sobre el
intervalo [a, b].

A continuacion enunciaremos la siguiente definicion que nos ayudara a demostrar el
la desigualdad de Simpson para funciones cuasi-convexas, el cual es uno de los resultados

principales, y se encuentra en [3] de este Trabajo Especial de Grado.

Definicién 13. Una funcion F : [a,b] — R se llama absolutamente continua si para todo

e > 0 eziste un 6 > 0 tal que para toda familia {(a;,b;)} de intervalos disjuntos en [a,b]

tal que Z(bZ —a;) < 6 se cumple la desigualdad Z |F(bi — F(a;))| <€

k=i i=1
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2.5.1 Desigualdad de Simpson para Funciones Cuasi-Convexas

Lema 2. Sea f: I C R — R una funcién absolutamente continua en I° tal que f" €

Lla,b], donde a,b € I con a <b. Si |f"| es cuasi-convexa en [a,b] entonces

/abf(x)dx _ (bgcﬂ [f(a) +4f (a;—b) +f(b)} =(b—a)! /Olp(t)f”’(ta—l— (1—t)b)dt

donde

2 (t—13) si tel0,3];

p(t) = Le—1)2(t—1) si te(d 1)

Demostracion: Sean [,[; e I, definidas de la siguiente manera:

I = /1p(t)f”’(ta + (1= t)b)dt

— é/j t? <t — %) " (ta+ (1 —t)b)dt
4+ /1(15 —1)? (t — %) " (ta+ (1 —t)b)dt

1

I, = 5 [(t —1)? (t - %) " (ta + (1 —t)b)dt. (2.23)

2

para resolver I; por partes, consideremos el siguiente cambio de variables
1
u="1t"(t- =
(-2)

du = (3t* — t)dt

entonces
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dv = f"(ta + (1 — t)b)dt

luego
f'(ta+ (1 —1)b)
v =
a—>b

realicemos otro cambio de variables dado por

asi
du; = (a — b)dt

reescribiendo

dU1

=dt

a—>b

ademés
dvy = f"(ta+ (1 —t)b)

y

o = Lbf"(ta + (1= 1))

luego I, = ~ (t2 (t _ 1) f'ta+ (1 —t)b)|* [ﬁ / F(ta+ (1 —t)b) (32 — t)dt]) .

6 2 a—>b

Definamos I; de la siguiente manera

i - /z f"(ta + (1 — t)b)(3t> _t>dt
0

a—>

calculemos [] por partes haciendo un cambio de variable con
uy = 3t* —t
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dvs = f"(ta+ (1 — t)b)
 [(ta+ (1 —t)b)
T a—>b
B2t f (tat (1—1)b)|? (6t — 1) f'(ta + (1 — t)b)
e (a —b)? ’0_ /0 a—2b dt

a continuacion consideremos la siguiente notacion de I

. [7 (6t —1)f'(ta+ (1 —1)b)
[2—/0 a—>b dt

calculamos 1 por partes haciendo el cambio de variable
Uz = 6t —1

d’lL3 = 6dt

dvg = f'(ta + (1 — t)b)dt
~ f(ta+ (1 —1)b)
U8 = a—2>b

se obtiene que

o (Bt =1)f(ta+ (1= 1))

a_b/ flta+ (1 —t)b)dt.

2T a—>b
Luego
= [ P2 -]

| f(ta+ (1—1)b)|? o :(3t2—t>f'(m+(1—t)b)%
- é_t (t_§> a—b 0__a—b_ a—>b 0]”

1| [z (6t—1)f(ta+ (1—t)b)

. [ [ =Dt dt]

_ é [ ;) ( ta(—li—_(lb— t)b)|? 0 _ (a_b)2(3t2—t)f/(ta—l—(l—t)b) ;]

é[&_l){éti:)(l_t)b)_[a—b [ e 1—t)b)dt”
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multiplicando distributivamente por g

" 1-8b)]7 1 / 1—t)b)|?
I = étQ(t_%>f(ta:_(b t)b) 6<3t2_t)f(m(:—(b)2t))o
1\ f(ta+ (1 —1t)b) fta+ (1 —1t)b)
+(t—6> e 0

Ahora bien, calculando I5 de igual manera y resolviendo por partes se obtiene que

j é/l(t 1) (t - %) P (ta+ (1 — )b)dt

1
2

considerando el cambio de variable

:(t—l)z(t—%>

dr = (3t* — 5t + 2)dt

~ f(ta+ (1 —1)b)
N a—>b

ds = f"(ta + (1 —t)b)dt

se obtiene que

L :% [(t— 1)? (t 2) J'lta ;L_lb_t

denotemos por

dt

f"(ta+ (1 —t)b)(3t* — 5t + 2)
/ a—b

dt.

i - /1 f"(ta+ (1 —1)b)(3t% — 5t + 2)

1 a—>
2

calculando I} por partes, se considera el siguiente cambio de variables, sea
ry =3t — 5t + 2

f(ta+ (1 —1t)b)
a—>b

S1 =
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dsy = f"(ta+ (1 —t)b).

Consideremos la siguiente notacion I3 de la siguiente forma

- [N f"(ta+ (1= t)b)(3t* — Bt + 2)
I3 = /% p— dt
(3t — 5t + 2) f'(ta + (1 — )b f'(ta+ ( 1—t) )(6t —5)
) (a—bF / T
Sea

F(ta+ (1 —t)b)(6t — 5)
]4 / a—b) dt

Integrando I} por partes, consideremos el siguiente cambio de variable
o = 6t —5

d’/’g = 6dt

f(ta+ (1 —=1t)b)
a—b

dsy = f'(ta+ (1 — t)b)

SS9 =

ahora definiremos I, como sigue

) fta+ (1 — t)b)(6t — 5)

I, = (a— b7 dt
B flta+ (1 —1t)b fta+ (1 —1)b)
= (6t —5) a0y a0y dt
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luego
1 ) flta+1=tb)|" 1 fta+ (1 —t)p)|'
L = gt-1) <t—§) = % —Bt=2)(t-1) W,
(6t —5) f(ta+ (1 —t)b) 4 (' f(ta+1—1t)b
% (@ — b 6/,  app
1 ) 1\ f"(ta+(1—t)b)|" 1 flta+ 1 —t)p)|'
= —(t—1) (t—é) = % —sBt=2)(t-1) |,
5\ f(ta+(1—t)b)| L f(ta+ (1 —1t)b)
+<t_6 CR 5 s (a—b) at
Ly 2 [y 1 3 f(ta+ (1-—0b) .
~ 24(a—b)? é(a—b)3 6(a— b) (a —b)3
[ 1 f(a) gfﬂ) " ftat (-1 b,
24(a—b)?>  6(a—0b)3 6 1 (a—0b)? '

Haciendo el cambio de variables © = ta+ (1 —t)by dx = (a—b)dt, se tiene el siguiente

resultado

b _ 1
/ f(x)de — w [f(a) +af (“ ; b) v f(b)} — (b a)4/0 p()f"(ta + (1 — t)b)dt
el cual da la representacion deseada. O

Del resultado anterior podemos asegurar el siguiente teorema.

Teorema 19. Sea f : I C R — R una funcién absolutamente continua en I° tal que

" € Lla,b], donde a,b € I cona <b. Si|f"| es cuasi-convexa en [a,b], entonces

/abf(fv)dfc—(b;GQ){f(a)+4f<a;b>+f(b)H < Lo {177 (0| " (%b)m

C o (050 )]

1152
Demostracion: Por la definicion de cuasi-convexidad y el Lema 2 se obtiene que

Co w47 (“50) + 50| < 00t [ b -y
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si p(t) esté definido por

mw{qﬁ“t%) siote 03]

=12 (-1 si te (3,1

Se obtiene la siguiente

/ab f(x)dx — (b g a) [f(a) +4f (a + b) + f(b)} ‘ < (b—a) /01 () f" (ta + (1 — )b)|dt

2
_ @%ﬁfotQG—%)Mf%m+m1—wmut
(

(b—a)? /1

* 6 1

2

por propiedad del valor absoluto

<b—6a>4 /
+(b—6a)4 /;

(t—1)? t-%)“fﬂm+«1—wmut

t2 (t - %) ‘ |f" (ta + (1 — t)b)|dt

(t—1)? (t — %) ‘ |f" (ta + (1 — t)b)]|dt

(b_6a)4 /OétQ G - t) méX{|fm(b)|7 £ (a;b) ‘} dt
O [ (o D ma{ | (S50 )

2
5 /1
Il—/2t2<——t)dt
0 2

IN

[

Resolviendo la integral
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se obtiene el resultado

31 2 1 3 1 [3
/ —(t2—t3)dt:/ (—t3+—t2) dt = —/ t3dt+—/ t2dt
0 2 0 2 0 2 0

HE 1 ]2 |2
= ——| 4= —| =—| 4+ =2t
40 230 40 0
B 1 41+1 1\’1
N 2) 4 2\2/) 3
B 1 1+1 A 1+1
- 16)/4 2\8/3 64 48
1
192
Ahora se resuelve la integral
! 1
12:/(1—t)2(t——>dt
1 2
se obtiene
! 1 1 5 1
1—2t+)(t—=)dt = 22— 242 — = )dt
fi-zeen(ig)a = [ (-5 eang)
1 5 1 1 1 1
= /t3dt——/t2dt+2/ dt——/ dt
s 2Jy i 20
v T < i =2 L L SN b 1!
O S 9| = | 243 211 _
41, 23;24r 20, 4|, 6tl+”% ztl
2 2 2 2 2 2
1 N\N*1 [5/(1 1\%1 1N? 1
4 2/) 4 213 2/ 3 2 2
1 1\ 1 5 /1 1\ 1 1 1/1
= ——(=)==|=(==(=2)=)|+1=(=)—-1|2(=
4 16/ 4 |2\3 8/)3 4 2\ 2
11 5 1+1 +3 1
4 64 2 24 3 4 4
15 35 1
64 48 2
45— 140+ 96
N 192
1
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Entonces

02t [ (L) mas{ 1700
S (]

()|
(5 )Jf’”(a)\}dt

)

el (5 e
- S| (S50 S wec{ian | (5|}
S e () ()

llegando al resultado que se queria demostrar, completando la demostracion.

O

A continuacién demostraremos las desigualdades de Young y Holder que nos
ayudara a comprender mejor la demostracion del siguiente teorema, ademas de enunciar

un teorema de la desigualdad de Hadamard para aplicaciones cuasi-convexas.

Teorema 20. (ver[}2]) Sean ¢ una funcion continua y estrictamente creciente en el

intervalo [0, ¢c], con ¢ > 0, tal que ¢(0) = 0. Si 1) es la funcidn inversa de ¢, entonces
x y
s < [ olsas+ [ v
0 0
para todo x € [0,¢c] yy € [0,p(c)] la igualdad se cumple si y sélo si y = ¢(x).

Demostracién Comencemos por demostrar que para todo z € [0, c|

x #(s)
_/0 o(s)ds + 0 w(t)dt. (2.24)

Si x = 0 el caso es el trivial. Supongamos = > 0. A cada entero n > 1 se le puede

asociar la particion P, = {0,%,2%, .42 (i +1)%...,z} del intervalo [0,z] lo cual nos
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da n sub-intervalos [z%, (1 + 1)%] ,(i = 0,..,n — 1) cada uno de longitud =. A P, le

corresponde la suma inferior de Riemann de ¢

P =30 (i2) 2= 250 (i2).

Ademas, al mismo entero n se le puede corresponder la particiéon
x

P = {0 = ng(O),gb(E),gb(Q%),,Qﬁ(l%),gb((l—kl)%),,gb(x)} del intervalo

[0, ¢(x)], a la cual corresponde la suma superior de Riemann de la funcién ¢
s = S (o(6+05)) (o (6+02) -0 (1))
=0
- -o(2)

Por otra parte se tiene que para todo n

L(Po, ¢) +S(Py, ) = w6 () (2.25)
ya que
il ¢ (z%) I 7‘”1(@ +1) <¢(z’ + 1)%) —¢ (z%) = S(z’ +1)¢ <(z' + 1)%) _ i@'(b (Zg)

,_.

n—

=Zl( =) +no(a) = Yo (i) no(a).

=1

Por ser ¢ continua en [0,x] también lo es 1 en [0, (x)]. Por consiguiente exis-
ten las integrales / ’ o(s)ds, / ¢(x)1/1(t)dt. Ademas debido a la continuidad uniforme
de ¢ en [0, ], cuanodo n tiendg a infinito, la longitud de cada subintervalo de la for-
ma [gb (z%) ,o(i+ 1)%} ,(i =0,....,n — 1) tiende a cero, de modo que en virtud de la

definicién de la integral de Riemann se tiene

o()
lfim I(P / &(s) lfm S(P., 1) = b(t)dt

n—oo n—oo 0

de lo cual se deduce, utilizando (2.25), la féormula (2.24).
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De (2.24) resulta que para demostrar el teorema basta establecer que si y # ¢(x),

entonces
Yy
wy< [ (it > ay - o))
#(z)

de lo cual resulta que

vy = xo(x) +2(y — o(x))

/¢ Jds + Wq/; dt+/ (1)
_ /0 6(s)ds + /0 ot dt

vy < /0 " o(s)ds + /0 ")t

#()
Pt)dt < x(p(x) —y)

por lo que se concluye que

Siy < ¢(x), entonces

y por lo tanto

vy = axp(x) — 2(P(x) —y)
(z) #(x)
/¢ ds—l—/ et — [ vt

_ / o(s)ds + / bt
2y < /0 " 6(s)ds + /0 " t)dt

llegando asi a lo que se queria demostrar 0

en consecuencia

Teorema 21. (Desigualdad de Hélder) Sea (X, §, ) un espacio de medida,
frge M(X,§,C) yp,qg>1 tales que % + % = 1. Entonces

[ st ( [ rfvw)l/p (f rgrqdu)l/q. (2.26)
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Demostracion Denotemos por o y ( a los factores que estan al lado derecho de

(2.26) 1 1
o - ( / Ifl”du) T ( / Iglqdu) "

Si a = 0, entonces f = 0 en casi todas partes, y la desigualdad (2.26) se convierte
en la igualdad trivial 0 = 0. De manera similar se considera el caso cuando g = 0. Si
a>0,0>0y a=o000 = oo, entonces el lado derecho de (2.26) es oo, y (2.26) se

cumple de manera trivial.

Consideremos el caso principal cuando «, 5 € (0,00). Denotemos por u y v a las

funciones f y ¢g normalizadas de la siguiente manera

o
e

Entonces

1 1
ulPd :—/ Pdu =1, /qu :—/ dy = 1.
[ tudn = [ 1span [ Jolrd = [ gt

Para todo x € X aplicamos la desigualdad de Young a los nimeros |u(z)| y |v(z)]

u(@)[” | Jo()]
u@po(@)] < ==+ — =,

luego integramos ambos lados sobre X respecto a la medida p

1
luv|dp < — 4+ - =1,
X q
esto es,
[fgldn < ap
X
= | |fgldp

X

<(/ \f!”du)l/p (/ \g\%u)l/q

llegando al resultado deseado. 0
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Teorema 22. Sea f” : I C R — R una funcion absolutamente continua en I° tal que
f" € Lla,b], donde a < b. Si |f"]1, q = (p;l)’ es cuasi-convexa en |a,b|, para algin
p _—

p > 1, entonces la siguiente desigualdad se cumple:

(b—a) [f(a) +4f (a;b> +f(b)} ‘
3 1(p )t (F<p+ DL (2p + ”)UP [(ma’“{ " ()

- 48 [(3p+2)
A () el (5)

L)) 1/1
q,|f"'<a>|q})1/q]

Sacando factor comun se tiene que

271/P (b —a)! F(p+1 (2p+1
48 I'(3p+2)

)" [(m{rf () pisone})
(s {Jom (557 o))

|

o}

1/q
//l a+b> ’|f///(b)|q}>

2—1/P b—a)t
= M(B(pjtl 2p +1))1/P (max

48
+(méx{ f,,,<a;b) )]

Demostracion: Por el Lema 2 y la desigualdad de Holder, se tiene que

CLD @ +ar (2) 50| < 0o [ a1 - o

2

por propiedad de valor absoluto

' b a) [
(b—a)4/ () f" (ta + (1 — t)b)dt] < %/
0 0

+(b—6a)4 /;

2 (t _ %)‘ F(ta + (1 — £)b)|dt

(t—1)? <t _ %) ‘ 7 (ta + (1 — )b)|dt
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usando la desigualdad de Holder se tiene lo siguiente

s _60L>4 (/0% {t2 G - t)rdt> N </Oé " (ta + (1 — t)b)|‘1dt) "
+w (/: {(t — 1) (t - %)]pdt> " (/; | (ta+ (1 — t)b)|‘1dt)

como f es cuasi-convexa, y usando la desigualdad de Hermite-Hadamard, se tiene que

11! a + b
/ (T)
" a + b
d (T)

1

[T - ferGo)
- /:t% (% —t>pdt

como 0 <t < % entonces 0 < 2t < 1 consideremos el siguiente cambio de variable,

du

u = 2t entonces 2dt = du y dt = >

/1@)” Low\"du /lu_zpﬂ—u)”d_u
o \2 2 2) 2  J, 2 2 2

2 (t _ %) ‘ " (ta + (1 — £)b)|dt +

(t—1)? (t _ %)’ 7 (ta + (1 — £)b)|dt

IA

1/q

-

1

/

[ " (ta + (1 — £)b)|7 < max {

Calculando la integral

, |f”’(b)|q} ,

L]

|f" (ta+ (1 — t)b)|%dt < méx{

1 1
= u?(1 — u)Pdu
220202
sumando y restando 1 a los exponentes
L @GrrD)=L(] — )P+l gy, = ! B2p+1,p+1)
23p+1 0 u u u = 23p+1 p P

I T@2p+1I'(p+1)
2%+ T(3p+2)
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Calculando de nuevo la integral

oD e o)

2

como % <t <1 entonces 0 < 2t — 1 < 1, realizando el cambio de variable
du

2

/1 u+1 ) ? fu+1 1\ du B /1 u—1 2p<u>1’du

0 2 2 2) 2 2 2/ 2
1 1

- 22p2p2/0(u—1)2pupdu

1 ! 9
= — PP
23p1/0(u 1)PuPdu

sumando y restando 1 a los exponentes, como en el caso anterior, se obtiene

2t — 1 = u entonces 2dt = du luego dt =

9Bpt1 9(3p+1)
1 I'2p+1)I'(p+1)
2Bp+1) I'(3p+2)

1 ! 1
) / (u— 1)1t gy = —— _B2p+1,p+1)
0

luego por definicién de p(t), f”" € Lla,b] y la desigualdad de Holder

(b_ (l>4 : ///

-

—/’t—l (t— >‘|f”’ta+(1—t) )|dt

p 1/p 1 1/q

= — d " 1—1t)b)|%d

(/ { ( t)} t) (/0 |f"(ta+ (1 —1)b)] t)
p 1/p 1 1/q

( t— 1)? t — %)} dt) (/5 |f"(ta+ (1 — t)b)|th>

VAN
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resolviendo la integral se tiene lo siguiente

ot () (o)

4loa) ( [ e (e %)]dt) N ( / (1 t>b>rth) N
o (23;1)1/:9 <P(2pr?3;>i(§)+ : )w (/ Pt (1 =1)b >'th>

P () (e Dr e D) ( [ a-o >\th>
_ ooy (231132)“” (r<2pr?3;>£<§)+ )”p ( / £ (ta+ (1= )b >th>l/q

A () (R 0 ([ 1)

[N

1/q

1/q

1/q

— a4~ lr 1/p
_ (b 4)82 (F(2PF"L_3]19)5_<§)+1 ) (/ ’f/// ta + (1 —t) )’th>

—a)4o-l/p 1/p
+<b 4)82 (F(Qpri_g;)i(g)‘f’ 1 ) (/ |f/// ta + (1 —t) )|th>

1/q

como f es cuasi-convexa y por la desigualdad de Hermite-Hadamard se tiene

f/// a + b !
2

f//l a + b !
2

EC:

/2 |f" (ta+ (1 — t)b)|%dt < méx{
0

Eon

1
[ " (ta + (1 — t)b)|7dt < méx{
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entonces sacando factor comun

1/q
271/P(b—a)t (T(2p+1)(p+1)
/// 1 — q
15 ( TGp 1 2) ) /0 (ta+ (1 —t)b)|%dt

1/q
2-1r(h—a)* (T(2p+1 + 1
(b a) ( ( p ) p ( | o ta 1 t) )|q It)

48 I'(3p+2)

- z—l/pibs —a)* (F(2p§3;>£(§)+ 1)) 1 /0 s 1 )|th]
- 2—1@12 —a)' (F(2pJ3;>£(§)+ 1)) 1p (max { (a—2|—b> |f’”(b)|‘1})l/q

(o () r)) ]
2 )

llegando a lo que se queria demostrar. O

2.5.2 Desigualdad de Simpson para funciones Lipschitzianas

En esta seccién se presentara la definicién y propiedades de las funciones Lipchizianas,

para luego realizar un estudio de la cuadratura de Simpson para este tipo de funciones.

Las funciones Lipschitzianas se le conoce por ese nombre gracias al matematico
Rudolph Lipschitz, quien fué un matematico aleman, y profesor en las universidades de
Breslau y Bonn. Estudié las invariantes diferenciales, las propiedades de los subespacios

de Riemann, las series de Fourier, y la teoria de ntimeros.

Lipschitz también estaba muy interesado en las cuestiones fundamentales de la in-
vestigacion matematica y de la instruccién matemaética en las universidades. Reunio sus
estudios sobre estos temas en los dos volimenes de Andlisis de Grundtagen. Hasta en-
tonces un trabajo de este tipo nunca habia aparecido en aleméan, aunque existian tales
libros en francés. El trabajo comienza con la teoria de los niimeros enteros racionales y

pasa a las ecuaciones diferenciales y la teoria de funciones. La fundacion de matematicas
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también se considera en términos de sus aplicaciones. En el andlisis bésico, Lipschitz
descubrié una condicién que lleva su nombre, que es hoy dia tan importantes para prue-
bas de existencia y singularidad como la teoria de la aproximacion. Si f es una funcion
definida en el intervalo [a,b], entonces se dice que f satisface la condicién de Lipschitz
con el exponente « y el coeficiente M, si para cualquier par de valores x,y en [a,b], la
condicién |f(z) — f(y)| < L|z — y|*, con a > 0 se cumple, la cual es una generalizacién

de la siguiente definicion

Definicién 14. Se dice que una funcion f : I — R satisface la condicion de Lipschitz

en el intervalo I si para todo x,y € I existe una constante L > 0 tal que

[f(x) = f(y)l < Llz —yl.

La condicién se consideré por primera vez por Lipschitz en [38] en su estudio de la

convergencia de la serie de Fourier de una funcién periédica f.

Observacion 9. Cualquier funcion Lipschitz con L < 1 es, por definicion, L-contractiva.
es decir, es aquella que contrae las distancias con una razon de contraccion estrictamente

menor que la unidad.

A continuaciéon se daran varios ejemplos de funciones que son Lipschitzianas y otras

que no lo son.

Ejemplo 19. La funcion f: R — R, f(x) = |z|, es Lipschitz en toda la recta real. Para
demostrarlo basta observar que |f(xz) — f(y)| = ||z| — |y|| < 1|z — y| para todo x,y € R.

Ejemplo 20. La funcion f : R — R, f(z) = 22, no es Lipschitz en toda la recta real.
Lo demostraremos por reduccion al absurdo. Supongamos que es Lipschitz en R para
alguna constante L > 0. Entonces, |f(x) — f(y)| < L|z — y|, para todo z,y € R, como
la funcion es derivable en R, sabemos que lim M

y—z |7 —y

combinando la desigualdad de la condicion Lipschitz con la identidad anterior, obtenemos

= |f'(z)| para todo x,y € R
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que L > |f'(z)| para todo x € R lo cual es imposible, pues la derivada no estd acotada:

lim|f'(a)] =2 ]

im |z] = oo.
|z|—o00

|
Proposiciéon 5. Sea un I un intervalo y sea f : I — R wuna funcion continua en I,
derivable en el int(I) y tal que su derivada es acotada. Entonces f es Lipschitz continua

en I.

Proposicién 6. Sea f € C'([a,b]), esto es, [ es derivable en [a,b] y f' es continua en

la,b]. Entonces [ es Lipschitz continua en |a, b].

Definicién 15. (Integral de Riemann-Stieltjes) Dadas g, F : [a,b] — R, si existe
lim S(P,g,F) = I, diremos que la integral Riemann-Stieltjes de g respecto a F en

llpl|—0
el intervalo existe y vale 1.

b b
Notacién:/ ng—/ g(x)dF (x).

Observacion 10. En el caso particular en que F(x) = z, la definicion coincide con la

definicion de integral de Riemann en [a, b

Teorema 23. Sea f : [a,b] — R una funcidn L-Lipchiziana sobre [a,b]. Entonces

[/ rtoyte =25 [LOEI0) Ly (20| By

Demostracién Usando la féormula de integracion por partes de Riemann-Stieltjes se

R RS URe ) By

tiene

donde




Cap. 2 Desigualdades 103

En efecto

/abS(:v)df(x) -/ ; (=25 ) + / (- 52 o)

2

( (x a—|—51)> 1 /f
(a;Lb_E)af—sl—b)f(a;‘ >_(a_5a;b)f(a)] |
[(b‘az%) f(b)—(“gb—“f”’)f(“;b)} - [ s

Batb) — (ath), (a -QF b) _ (Wf(a))}

+{6b—(a+5b) ) ((a+b) (a+5b) (Hbﬂ /f
_ {3a+36—5a—bf<a+b> (6@—5a—b)f(a)}
(55 20)- (2 (2]
) L)
() (2203 o

b— +b +b
= “f(“ )+ a+6 (t)+° (“ ) /f
_ boafi 10
2
b—
i )
Ahora supongamos que A, 1 a =2j < 2} <--- < x)_; <z = b es una secuencia
de divisiones con V(A,) + 0 cuando n +— oo donde V(A,) := mix (zj, —})y

{i€0,...,n—1}
"€ [af — ). Sip:[a,b] — R es integrable Riemann sobre [a,b] y v : [a,b] — R es

7
Lipchiziana sobre [a, b], entonces

[ vt

) (ESLO Zp rih) — v(@y)]
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por definicion de valor absoluto
b n—1
[ p@i@)| = |t S pEloal) - o)
n—1
, v(ai,) — vz )‘
< lim pEN (@7 — 27) | = Z
A S pE et = o) | T =
como v es Lipschitziana entonces
S e - [P D) S e, — o)
im (x| — i im (x| — !
0(An)—0 = P/ = % at, — al T uAn)0 P/ T = %
b
= L/ \p(z)|dx (2.27)

realizando el cambio de variable p(z) = s(x), v(z) = f(x) se obtiene

/ (@) < L / @)l

calculando

a+b

b atb b
b
/’5(95)\0596 = /2 :1:—5a+ ‘dw—i—/ T
a a 6 st
5atﬁ-b a+b
_ 6 5a+b_x dr + 2 x_5a+b e
a 6 5a+b 6

6

a + 5b

‘dw

at

5 a-+5b b a+ 5b
+ —x | dx + T — dx
atb 6 a+5b 6

2 6

5a+b

definamos I I, I3 e I, de la siguiente forma
6
. /

(5a+b_x> i
6
ath
122/ (:L’—5a+b>d:1:
Satb 6

6

5b
[32/ ' (CH_ —x)daz
a+b 6
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b
5b
[4:/ (x—a+ )dm
(HéSb 6

procedemos a resolver [y

5a+b

6 Sa +b 6 S5a-+0b 6
/ ( 6+ —x)d:c = / ; dr — xdx
5a+b 5a+b
5a + b 6 x| s
= X _
6 a 2 a

Y () ()] [y )

B (5a+b)2_(5a2+ab) 1<5a—|—b>2+a2

6 6 2 6 2
250 +10ab+0b*  5a*+ab 1 (25a* 4+ 10ab + b° a?
- 36 T 6 2 ( 36 > T3
1 25a% + 10ab + b? 5a> +ab  a?
) < 36 ) 6 2
B 25a? + 10ab + b* — 60a? — 12ab + 364>
B 72
B a® — 2ab + b?
B 72
 (a— b)?
T2

ahora de igual forma
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por lo tanto

a+b

2
x —
5a+b
6

5a + b
6

) as

/ xdr — ot d
5a+b 50«;17 6
atb a+b
2|2 S5a+b |2
—_— — x
2 5a+b 6 5a+b
6

)]

e C2)

1(a+0)?* 15a—l—b o 1
{5 1 5 ] [ +5ab+ab+b)—%(5a+b)
1(a+b) —i (5a + b)? i5a +6ab+b2)—i(5a+b)
8 12 36
1( +b)? 1(5 +b)? 1(5 + 6ab + b?) + 1(5 +b)?
g 722" 2t T 36
1 1, ) (5a + b)* — (5a + b)?
8(a+b) 12(5a +6ab+b)+( =
1 1 ) (5a—|—b)2
9(a + b)? — 6(5a* + 6ab + b*) + (5a+b)2
72
9(a* + 2ab + b*) — 6(5a* + 6ab + b*) + (25a* + 10ab + b?)
72
9a® + 18ab + 9b* — 30a® — 36ab — 6b> + 25a® + 10ab + b>
72
4a® — Sab + 4b°
72
4(a? — 2ab + b?)
72
(a —b)?

18
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continuando con I3
a+5b a+5b a+5b
6 5b 6 5b 6
/ (a—i— —x)dx / @t dx—/6 zdx
afT‘i’b 6 GTH 6 a+b
a+5b a+5b
a+5b | ¢ x?| e

2
a+5b (a+5b _a+5b a-+b
6 6 6 2
1 (a+5b 2_1 a+b\’
2 6 2 2

1 1
= D)2 — — (g2 2
{36(“5) 5 (a* + ab+ 5ab+ 5b )}

_ [i(a 4 50)2 — %(a + b)?}

1 1 1
(a+ 5b)* — —(a* + 6ab + 5b*) — —(a + 5b)* + =(a + b)*

36 12 72 8
1 1 2(a + 5b)? — (a + 5b)?
- b e P b b2
8(a—|— ) 12((1 + 6ab + 5b%) + =
9(a + b)* — 6(a® + 6ab + 5b*) + (a + 5b)?
72
9(a® 4 2ab + b*) — 6(a* + 6ab + 5b*) + (a® + 10ab + 25b%)
72
9a® + 18ab + 9b* — 6a*® — 36ab — 30b* + a® + 10ab + 25b2
72
4a® — 8ab + 4b*
72
4(a® — 2ab + b?)
72
(a—b)

18
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Procediendo igualmente con I,

fou = (555)]

6

luego se tiene que

[ Istaas

x? a + 5b
— — T
Zlage O e
Lo 1 (a+5b I [[a+5b y_ (@5bY) (a+5b
27 2\ 6 6 6 6
b2 1 2 2 1 2
o1 1 1
5—5(a+5b)2—é(ab+562)+%(a+5b)2
o1 (a + 5b)?
— — ~(ab+5b%) + ———~
3 gl I+ T
360% — 12ab — 600> + a? 4 10ab + 250
72

a’? — 2ab + b?

72
(a —b)?
72

= h+hLh+L+1

(a—b)? (a—b)?* (a—b)?* (a—b)
72 + 18 * 18 + 72
2(a —b)*  2(a—b)?
72 + 18
(a—b)?*  (a—1b)
36 * 9
(a—0b)*+4(a—b)?
36
5(a — b)?
36

ahora usando la desigualdad (2.27)

/ (@) (@) < L / )\




Cap. 2 Desigualdades 109

y la identidad

/ab (2)df (x) = b;a[f(a)—gf(b)+2 <a+b>] /f

se deduce el resultado deseado

[f< >;f<>+2f<a+b)H§%L<b_a>z. m

Corolario 2. Supongamos que f : [a,b] — R es una funcion diferenciable cuya derivada

estd acotada en (a,b), es decir

1/l := sup [f'(z)] < o0

z€(a,b)
entonces se tiene

b—a f(a);f(b>+2f(a;b)ﬂ<—||f||oo(b—a) (2.28)

— 36
Demostracién: Por definicién [’ = hrr[1) Ll]:(b), por hipotesis, como la derivada
a— a —
— f(b
es acotada en (a,b) existe L € R finito tal que Lg() < L asf mismo
a _—

f(a)— f(b) < L|a—b| es decir, f es una funcién Lipschitz, como f’ es acotada, la misma

tiene supremo, por lo que f(a) — f(b) < L|a — b| < sup|f’||a — b| por lo tanto
Lla = b < [[f|lscla — 0] (2.29)

asi por (2. 29) y el teorema anterior, se tiene que

a [£la)+ ) oo (ath
A0 o (4

)H_?)(S”fHOO(b—a) .

Corolario 3. Sea f : [a,b] — R una funcion Lipchiziana sobre |a,b] e Iy, una particion de
la,b]. Entonces se tiene por la desigualdad de Simpson y la formula (2.15) que el término
resto Rs(f, I1,) satisface la estimacion:

n—1

R T < DSR2 (2.30)

=0
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Comentario 1. Si la funcion f : [a,b] — R no es cuatro veces diferenciable ni la cuarta
derivada es acotada en (a,b), entonces no podemos aplicar la estimacion clasica en la

formula de Simpson usando la cuarta derivada.

Se dan una clase de funciones que son Lipschitz y tienen cuarta derivada en el
intervalo dado. Sea f, : [a,b] — R, f, == (x — a)? donde p € (3,4). Entonces como f es

diferenciable podemos asequrar que

fr=ple—a)’", ze(ab)

es la constante de lipchizidad, procederemos a comprobarlo por definicion de funcion

Lipschitz se tiene que

[/p(0) = fpla)] = [—(b—a)"|
= (b—a)?
= (b—a)(b—a)!
< (b-a)b—a)p
= (b—a)L
! 1 2 3
PR Tt TR
Se puede notar que f, es Lipchiziana con la constante
L=pb—a) ! <o
pero

lim f,§4> = +-00.

r—a+
por lo tanto se demuestra que no se puede usar la desigualdad de Simpson, ya que la

funcién no esta acotada.
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2.6 Aplicaciones para Medias Especiales

En esta seccion se presentaran algunas aplicaciones para medias especiales; que po-
drian considerarse extensiones de la media aritmética, media geométrica, media armonica,

media logaritmicas y media logaritmica generalizadas para los niimeros reales positivos.

Definicién 16. Consideremos R, el conjunto de los numeros reales positivos. Una fun-

cion continua de dos variables, M : R? — R es una medida sobre R, si

min{x,y} SM(CL’,y) Sméx{x,y} xayeR—i—'

2.6.1 Media Aritmética

La media aritmética denotada por A (también llamada promedio o simplemente
media) de un conjunto finito de nimeros, es el valor caracteristico de una serie de datos
cuantitativos, objetos de estudio que parte del principio de la esperanza matemaética, y
se obtiene a partir de la suma de todos sus valores dividida entre el nimero de sumandos.

Expresada de forma mas intuitiva, podemos decir que la media aritmética es la can-
tidad total de la variable distribuida en partes iguales entre cada observacion.

Una de las limitaciones de la media aritmética es que es una medida muy sensible
a los valores extremos; valores muy grandes tienden a aumentarla, mientras que valores
muy pequenos tienden a reducirla, lo que implica que puede dejar de ser representativa
de la poblacion.

La media aritmética se calcula sumando todos los componentes y dividiendo el resul-
tado entre el nimero de componentes. El resultado es la media aritmética.

Dados los nimeros a,b > 0 la media aritmética viene dada por

b
A—A@m—“;.

Algunas de las propiedades de la media aritmética son las siguientes

Propiedades
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1. La suma de las desviaciones con respecto a la media aritmética es cero.

2. La media aritmética de los cuadrados de las desviaciones de los valores de la vari-
ables con respecto a una constante cualquiera se hace minima cuando dicha con-

stante coincide con la media aritmética.

3. Si a todos los valores de la variable se le suma una misma cantidad, la media

aritmética queda aumentada en dicha cantidad.

4. Si todos los valores de la variable se multiplican por una misma constante, la media

aritmética queda multiplicada por dicha constante.

5. La media aritmética de un conjunto de niimeros positivos siempre es igual o superior

a la media geométrica es decir

Vab < a;rb.

6. La media aritmética estd comprendida entre el valor maximo y el valor minimo del
conjunto de datos

b
min{a, b} < % < méx{a, b}.

2.6.2 Media Armonica

La media armoénica, denotada por H, de una cantidad finita de nimeros es igual al
reciproco, o inverso, de la media aritmética de los reciprocos de dichos valores.

Asi, dados niimeros a, b positivos la media arménica serd igual a

2

a b

La media armoénica es una de las tres medias de Pitdgoras. Para todos los conjuntos
de datos positivos que contienen al menos un par de valores distintos, la media armoénica
es siempre la menor de las tres medias, mientras que la media aritmética es siempre la

mayor de las tres y la media geométrica siempre esta en el medio de ellas dos.
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Algunas de las propiedades de la media armoénica son las siguientes

Propiedades

1. La inversa de la media armonica es la media aritmética de los inversos de los valores

de la variable.

2. Siempre se puede pasar de una media arménica a una media aritmética transfor-

mando adecuadamente los datos.

3. La media armonica siempre es menor o igual que la media aritmética, ya que para

cualesquiera numeros reales positivos a,b > 0

2 1 §a+b.
+3 2

Q=

2.6.3 Media Geométrica

La media geométrica denotada por G, de ciertos ntimeros positivos a, b, es la rais
cuadrada del producto de dichos numeros, es recomendado para datos de progresién
geométrica, para promediar razones, interés compuesto y nimeros indices, el cual viene

dado de la siguiente manera

G = Vab.

Relacion con la media aritmética de logaritmos

Se puede obtener el mismo resultado de la media geométrica, usando el método
que involucra logaritmos. Mediante el uso de identidades logaritmicas para transformar
la formula, las multiplicaciones se pueden expresar como una suma, y las potencias como

una multiplicacion.

n 1/n

Hai = exp %glnai

i=1
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Una de las aplicaciones de la media geométrica es el crecimiento proporcional, donde se
verifica que la media geométrica es més apropiada que la media aritmética para describir
el crecimiento proporcional y el crecimiento exponencial. En temas de negocios, la media
geométrica de crecimiento, es conocida como tasa de creciemiento anual compuesta.

Algunas propiedades de esta media son las siguientes:

Propiedades

1. El logaritmo de la media geométrica es igual a la media aritmética de los logaritmos

de los valores de la variable.

2. La media geométrica de un conjunto de niimeros positivos es siempre menor o igual

que la media aritmética

Vab < a;b.

2.6.4 Media Logaritmica

La media logaritmica denotada por L, de niimero positivos a, b, esta definido por

za —b
L(a,b) = ——— b.
(a,0) Ina—1Inb’ a7
L(a,a) = a.

De esta manera L es simétrica en a y by continua en a = b.

Recientemente ha sido motivo de intensas investigaciones ya que la media log-
arftmica tiene aplicaciones importantes en la fisica, economia e incluso la metereologia.
(Ver [33], [46], [47]). K&hlig y Matkowski estudia-ron una variante de la ecuacién fun-
cional de Jensen que implica la media logaritmica, el cual aparece en un problema de
conduccién del calor.

Propiedades
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1. La media logaritmica separa a la media geométrica y a la media aritmética.

G,y) < L(z,y) < A(z,y).  (Ver[l]).

2. Si x y y son numeros positivos, entonces

Lz,y) = [ em(=.v)

xQ—m + y2—m

5 (Ver [11])

donde ay,(z,y) =

3. La media logaritmica también puede ser representada mediante la integral de la

siguiente forma (Ver [44])
1
L(z,y) = / olyttde.
0

De igual manera la diferencia de temperatura de media logaritmica es usada
para determinar la fuerza que impulsa la transferencia de calor en el sistema de flujo,
particularmente en intercambio de calor.

Sabemos que L, es mondtona no decreciente con p € R definiendo a L_y := Ly

Ly := I. En particular, se tiene las siguientes desigualdades

H<G<L<I<A.

En lo que sigue, haciendo uso del Teorema 23 mostraremos nuevas desigualdades que

fueron mencionadas anteriormente:

1. Sea f:[a,b] =R (0<a<b),f(x)=aP, peR\{-1,0}; entonces

1 b
= | 1@ = L

F(*57) = i,
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F@) 0 g

2
donde
bt si > 1;
1F]loo = dp(a,b) =4 © P=
‘p|ap—17 sl peE (_007 1)\{_170}

Usando la desigualdad (2.28) se tiene

L¥(a,b) — %A(ap,bp) - gAp(a,b)' < %ép(a,b)(b —a).

2.5ea f:la,b) = R (0<a<d), f(z)= %; entonces

1 b
- a/ f(z)dr = L™ (a,b),

f (“ ; b) — A (a,b).

fla)+f) : 1
9 =H (a’b)7 ||f||00:¥
Usando la desigualdad (2.28) se obtiene
SHA— LA—20H| < > 2= %1
127 a?

3.8ea f:]a,b) = R (0<a<bd), f(r)=Inz, entonces

ﬁ/b f(z)dx =1nl(a,b),

f (a ;L b) =In A(a,b),

(GRS (URRATA T
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Usando la desigualdad (2.28) se tiene que

| I <5 b—a
1 G1/3A2/3 || = 36 a :

Observaciéon 11. Otras medias de gran importancia y utilidad son la media de Stolarsky

y la media de Ginni, la cual mencionaremos a continuacion (Ver [54],[55]):

a) Media Stolarsky

Consideremos r,s € R y sean a,b > 0. La media Stolarsky denotada por E, s(a,b) de

orden (r,s) de a,b con a # b se define como

(T bs_aS), rs(r—s) # 0;

s b —ar

1 arlna—brhﬂ))

e ——+ r=s%#0;
E,, = P r a” —br 7

1 (A
( —b a ), r#0,s=0;

r'Inb—1Ina

\\/@, r=s=0.

con E,¢(a,a) = a.
b) Media Ginni
Consideremos r,s € R y sean a,b > 0. La media Ginni denotada por G, s(a,b) de orden

(r,s) de a,b con a # b se define como

( s s\ 1/(s—7)
a®+b
(arw . r#s
Gla,b) = exp (a Ina+b lnb>, =540
a” + b
\/%, r=s=0.

\



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En este trabajo especial de grado se realizé un estudio sobre la nocién de funciones con-
vexas; basado en algunas de sus propiedades de regularidad y diferenciabilidad; ademas
de sus resultados tales como la desigualdad de Jensen (para el caso discreto y el caso

continuo), la desigualdad de Hermite-Hadamard y el Teorema del Sandwich.

Se estudiaron las funciones cuasi-convexas como un caso particular de las funciones
convexas, destacando algunas caracterizaciones y genera-lizaciones tales como que toda
funcion convexa es cuasi-convexa, pero el reciproco no siempre es cierto, también pudimos
verificar las distintas operaciones con funciones convexas, cuasi-convexas y Teorema del

Sandwich.

Luego como punto neurdlgico de este trabajo, se estudié la desigualdad de Simpson
y los distintos resultados, conocidos en la literatura para algunos espacios de funciones,
como lo es para funciones de variacién acotada con primera y segunda derivada el cual

lo demostré S. S. Dragomir en el ano 1999.

Se desarroll6 la Desigualdad de Simpson para funciones cuasi-convexas, con tercera

118
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derivada.

Finalmete se realizé un estudio de la estimacién del término residuo para la férmu-
la de cuadratura de Simpson sobre funciones Lipschitzianas. Ademas utilizando dichos

resultados se presentaron algunas aplicaciones para medias especiales.

En el desarrollo de las investigaciones de este Trabajo Especial de Grado han surgido
diversos problemas, posiblemente problemas abiertos; a conti-nuacion expondremos una
selecciéon de aquellos que resultan mas relevantes en el contexto de la tesis esperando que

determine futuras investigaciones:

1 Estudiar las posibilidad de conseguir estimaciones del error de la aproximaciéon de

la desigualdad de Simpson, donde la tercera derivada es una:

1.1 Funcién de variacion acotada generalizada en el sentido de Wiener, Riesz,

Young, Waterman, Koremblum, Schramm, etc.

1.2 Funciones fuertemente convexas o céoncavas con modulo ¢, fuertemente cuasi-
convexas o cuasi-concavas con moédulo ¢, y fuertemente céncava o convexa

conjunto valuada con médulo c.

2 Estudiar el comportamiento de las posibles estimaciones dadas en el punto anterior

para obtener aplicaciones en las distintas medias especiales vistas en el capitulo 2.



BIBLIOGRAFIA

1]

M. Alomari, M. Darus, On some inequalities Simpson-type via quasi-convez function

with applications, Tran. J. Math. Mech., 2 (2010), 15-24.

M. Alomari, M. Darus, U. S. Kirmaci, Refinements of Hadamard-type inequalities
for cuasi-convex functions with applications to trapezoidal formula and to special

means, Computers an Mathematics with applications, 59 (2010), 225-232.

M. Alomari, S. Hussain, Two inequalities of Simpson type for quasi-convex functions

and applications, Applied Mathematics E-Notes, 11 (2011), 110-117.

K. J. Arrow, K. J. Enthoven, Quasi-concave programming, Econometrica, 29 (1961)

779-800.

K. Baron, J. Matkowski, K. Nikodem, A sandwich with convezity, Math. Pannonica
5/1 (1994), 139-144.

E. F. Beckenbach, R. H. Bing, On generalized convex functions, Trans. Amer. Math.
Soc. 58 (1945), 220-230.

M. Besenyei, Zs Pales, Hadamard-type inequalities for generalized convex functions,

Math Inequal. Appl 6/3 (2003), 379-392.

120



Bibliografia 121

8]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

F. Bombal, La cuadratura del circulo: Historia de una obsesion, Rev. Real Acad.

Exact. Fis. Nat. (Esp). Vol. 105, N° 2, 241-258. (2012).

C. B. Boyer, A History of Mathematics, 2nd ed. rev. by Uta C. Merzbach, New York,
Wiley 1989.

R. L. Burden, J. Douglas Faires, Andalisis numérico, Thomson Learning, 2014.
B. C. Carlson, The logarithmic mean. Am Math monthly 79, 615-618 (1972).

D. Cruz-Uribe, C. J. Neugebauer, Sharp error bounds for the trapezoidal rule and
Sitmpson’s rule, Journal of inequalities in pure and applied mathematics, Vol. 3, Issue

4, Article 49, 2002.

S. S. Dragomir, On Simpson’s quadrature formula for lipchitzian mappings and ap-

plications, Soochow Journal of Mathematics, Vol. 25, No.2 (1999) 175-180.

S. S. Dragomir, On Simpson s quadrature formula for mappings of bounded variation

and applications, Tamkang J. Math., 30(1)(1999), 53-58.

S. S. Dragomir, C. E. M. Pearce, Selected Topics on Hermite-Hadamard In-
equalities and applications, RGMIA Monographs, Victoria University, 2002.(ON-
LINE:HTTP://rgmia.uv.edu..au/monographs/).

S. S. Dragomir, J. E. Pecaric, S. Wang, The unified treatment of trapezoid, Simp-
son and Ostrowski type inequalities for monotonic mappings and applications, J. of

Inequal. Appl., 31(2000), 61-70.

S. S. Dragomir, R. P. Agarwal, P. Cerone, On Simpson’s inequality and applications,

J. of Inequal. Appl., 5 (2000), 533-579.

S. S. Dragomir, Th. M. Rassias, (Eds) Ostrowski type inequalities and applications
in numerical integration, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, Boston, London,

2002.



Bibliografia 122

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

B. C. Escobar, Algunos Teoremas de Separacion de Funciones, Tesis de Grado, Uni-

versidad Nacional Abierta, Vicerectorado Académico, Caracas, 2001.

W. Fenchel, convex cones, sets and functions,(mimeographed lecture notes) Princeton

University Press, Princeton, New Jersey, 1953.

I. Fedotov, S. S. Dragomir, An inequality of Ostrowski type and its applicationn
for Simpson s rule and special means, Preprint, RGMIA Res. Rep. Coll., 2 (1999),
13-20. http://matilda, vu.edu.au/rgmia.

B. De Finetti, Sulle stratificazioni convesse, Annali di Matematica Pura ed Applicata,

[4]30 (1949), 173-183.

F. Garcia, A. Nevot, Métodos numeéricos, Universidad Pontificia de Comillas,

Madrid, 1997.

A. Ghizzetti, A. Ossicini, Quadrature formulae, International series of numerical

mathematics, Vol. 13, Birkhauser Verlag Basel-Stutgart, 1970.

H. J. Greenberg, W. P. Pierskalla, A Review of quasi-convex functions, Reprinted
from operations research, Vol. 19, No. 7, 1971.

J. Gonzalez, J. Ortega, Cdlculo V (Andlisis Numérico), Universidad Nacional Abier-

ta, Caracas, 1984.

J. Hadamard, Etude sur les propriétés des fonctions entiéres et en particulier d’une

fonction considérée par Riemann, J. Math. Pures Appl. 58 (1893), 171-215.

G. H. Hardy, J. E. Littlewood, G. Polya, Inequalities, Cambridge, Mathematical
Library, 2nd Edition, 1952, Reprinted 1988.

P. J. H. Herrera, La historia del problema isoperimétrico clasico con geometria ele-

mental, La Gaceta de la RSME, Vol. 15, (2012) 335-354.

O. Holder, Uber einen Mittelwertsatz, Nachr. Ges. Wiss. Goettingen,(1889), 38-47.



Bibliografia 123

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

J. L. Jensen, Om konvese Funktioner og Uligheder imellem Middlevaerdier, Nyt
Tidsskr. Math. 16B (1905), 49-69.

J. L. Jensen, Sur les fonctions convezes et les inégalités entre les valeurs moyennes.

Acta Math. 30 (1906), 175-193.

P. Kahlig, J. Matkowski, Functional Equations involving the logarithmic mean. 7.

Angew Math Mech 76(7), 385-390.

D. Kincaid, W, Cheney, Andlisis Numérico, Addison-Wesley Iberoamericana, Willm-
ington, 1994.

P. K. Kythe, M. R. Schéferkotter, Handbook of computational methods for integra-
tion, Chapman and Hall/CRC. 2005.

M. Kuczma, An Introduction to the Theory of Functional Equations and Inequalities.
Cauchy’s Equation and Jensen’s Inequality PWN-Uniwersytet Slaski, Warszawa-
Krakéw-Katowice, 1985.

G. F. Kuncir, Algorithm 103: Simpson’s Rule Integrator, Communications of the

ACM, Vol. 5, (1962) 347.

R. Lipschitz, De explicatione per series trigonometricas isttuenda functionum unius
variablis arbitrarium, et praecipue earum, quae per variablis spatium finitum valorum
maximorum et minimorum habent infinitum disquisitio, J. Reine Angew. Math, 63

(1864) 296-308.

N. Merentes, N. Nikodem, Remarks on strongly convex functions, Aequations Math-

ematicae, no.1-2, 80 (2010), 193-199.

D. S. Mitrivic, I. B. Lackovic, Hermite and convezity, Aequationes Math. 28 (1985),
229-232.



Bibliografia 124

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

C. P. Nicculescu, L. E. Person, Convex Functions and their Applications, A Contem-
porary Approach CMS Books in Mathematics vol. 23, Springer-Verlag, New York,
2006.

J. Nieto, Una demostracion sencilla y elemental de la desigualdad de Young, Revista

Colombiana de Matematicas, (1974) 177-182.

K. Nikodem, Zs. Péles, Generalized convexity and separation theorems, J. Conv.

Anal. 14/2 (2007), 239-247.

C. E. M. Pearce, J. Pecaric, V. Simic On Weighted generalized logarithmic means
University of Houston, vol. 24, No. 3 (1998).

J. Pecaric, S. Varosanec, A note of Simpsons inequality for functions of bounded

variation, Tamkang J. Math (2000), 239-242.

A. O. Pittenger, The logarithmic mean i n variables. Am math Monthly. 92(2),
99-104 (1985).

G. Pdlya, G. Szego, Isoperometric inequalities in mathematical physics. Princeton

University, Press. Princeton (1951).

H. R. Romero, Funciones Convezxas, Trabajo Especial de Grado, Universidad Na-

cional Abierta (1999).

G. Roa, Funciones Fuertemente Convexas y Fuertemente Midconvexas, Trabajo Es-

pecial de Grado Universidad Central De Venezuela (2011).

W. F. Rob, K. Nikodem, Z. Pales, Separation by monotonic functions Mathematica
Pannonica 7/2 (1996), 191-196.

A. W. Roberts, D. E. Varberg, Convex Functions, Academic Press, New York-
London, 1973.



Bibliografia 125

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

J. M. Quesada, C. Sanchez, J. Jédar, J. Martinez, Andlisis y métodos numéricos,

Publicaciones de la Universidad de Jaén, Jaén, 2004.

E. Set, M. E. Ozdemir, M. Z. Sarikaya, On New Inequalities of Simpson’s type for
cuasi-convex functions with applications, Tamkang Journal Of Mathematics, Vol. 43,

No. 3, (2012), 357-364.

K. B. Stolarsky, Generalizations of the logarithmic mean, Math. Mag. 48 (1975),
87-92.

K. B. Stolarsky, The power and generalized logarithmic means, Amer. Math. Month-
ly, 87 (1980), 545-548.

E. Siilly, D. Mayers, An Introduction to Numerical Analysis, University of Oxford,
2003.

W. H. Young, On classes of Summable Functions and their Fourier Series Preceed-

ings, Series B, No. 581, 1912.



