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RESUMEN

En la siguiente investigacién se estudian problemas elipticos en derivadas parciales con

condiciones iniciales segun la teoria de espacios asociados [8].

- 0
Sea D, = ZQieig el Operador de Cauchy-Riemann generalizado, donde los ¢; pue-
i=0 ‘

den ser funciones real valuadas o constantes reales o complejas. Se considera la ecuacién

diferencial
(0.1) Dyu = F(z,u),

en el Anélisis de Clifford. Mediante matrices de transicién se presentaran las condiciones
suficientes para que lados derechos de la ecuacién diferencial (0.1) sean g-antimonogénicos
generalizados. Ademas se garantizan las condiciones bajo las cuales el operador que define
al problema de valores iniciales sea asociado a ecuaciones diferenciales con lados derechos

g-antimonogénicos en A, (2, oj,7;5), n = 1,2.

Los resultados obtenidos en esta investigacion representan una generalizacion de los re-

sultados de los trabajos [1],[4].

Palabras Clave: Operador de Cauchy-Riemann en dimensiones superiores, algebras de
Clifford clasicas, algebras de Clifford dependiendo de parametros, matrices de transicion,

espacio asociado.
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INTRODUCCION

En 1878-1882, William K. Clifford creé y clasificé las algebras que hoy se conocen con
su nombre, Algebras de Clifford. Ellas representan una extencién natural del sistema de
numeros reales que incluye el concepto de direccion. Los ntimeros complejos y los cuaternio-

nes de Hamilton son ejemplos de algebras de Clifford de bajas dimensiones.

Considerando funciones con valores en un algebra de Clifford se puede pensar en una exten-
sion del andlisis complejo a dimensiones mayores, es asi como surge el anélisis de Clifford.
En los ultimos anos la teoria del analisis de Clifford se ha extendido a diversos campos de
la matematica y la fisica tedrica. Aplicaciones importantes de esta teoria se han llevado a
cabo en el contexto de las ecuaciones diferenciales parciales, el andlisis armdnico, el analisis

de ondiculas y la geometria diferencial, entre otros.

Las Algebras de Clifford clésicas A,, se pueden definir a través de clases de equivalencias

(5], [9].

X;+1~0 v X;Xp+XpX; ~0.

Considerando relaciones de equivalencia mas generales que las anteriores, se pueden obtener

algebras de Clifford méas generales [2]. Su definicién es como sigue:

Sobre el anillo de polinomios R[X7, ..., X,,]. Considere las relaciones:
(0.2) X9t aj(p)~0 y XX+ XpX; — 27;(p) ~ 0,

donde i, = 1,...,ny i # j. Aqui o;(p) v v(p) = 7;i(p) son funciones a valores reales

dependiendo posiblemente de un parametro p.

vii



INTRODUCCION viii

Usando estas relaciones de equivalencia, cada término de un polinomio en Xy, ..., X, puede

ser escrito de la forma

V1 Un
CXI .. Xn ,

donde c es una constante real y los exponentes v; no son més grandes que k; — 1, es decir,

0 S Vj S k’j — 1
El algebra de Clifford generada por las relaciones de equivalencia (0.2) se denotara por

An(plkj, a(p), i (p)) st n>2,
A (plk, a(p)) si n=1.

Por otro lado, si consideramos el operador de Cauchy-Riemann generalizado, es decir,

n

D = Z e;0,; donde los e; son elementos de la base del dlgebra de Clifford y se lo aplicamos
j=0

a una cierta u € A,, podemos introducir un nuevo conjunto de funciones a las que llama-

mos funciones monogénicas a la izquierda o a la derecha, Du = 0 6 uD = 0, respectivamente.

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann, la férmula integral de Cauchy, el teorema de convergen-
cia de Weierstrass y calculos de las soluciones fundamentales con sus respectivas representa-

ciones integrales son algunos de los resultados obtenidos con funciones monogénicas.

En vista de que las algebras de Clifford dependiendo de parametros son mas generales
que las algebras de Clifford clasicas, se pueden generalizar muchos resultados del anélisis
de Clifford clésico a este contexto. En el trabajo de Tutschke y Vanegas [5], aparecen por
primera vez las algebras de Clifford parametrizadas y algunos fundamentos del analisis de
Clifford correspondiente como por ejemplo a las representaciones integrales para funciones.
En particular resultan de mayor generalidad los problemas de valores iniciales ya que por
un lado se obtienen ecuaciones mas generales y por otro lado al escoger apropiadamente los
parametros, obtenemos el caso particular del correspondiente problema de valores iniciales

en el andlisis de Clifford clasico.
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Una manera de resolver el problema de valores iniciales:

(0.3) owu(t,z) = F(t,z,u,0;u), j=0,1,...,n,

(0.4) u(0,z) = ¢(z)
es determinando los puntos fijos de el operador integro-diferencial:
t
(0.5) Ult,z) =¢ +/ F(r,z,u(t,x),0u(r, x))dr
0

Para construir los puntos fijos de este operador, debemos estimar el operador integro-
diferencial del lado derecho de (0.5). Esto no es tan sencillo ya que la integral contiene
derivadas con respecto a la variable espacial x;. Pero la estimacién es posible en caso de que
utilicemos el método de espacios asociados. Buscamos un espacio de funciones asociadas

que cumplan con dos propiedades:

(1) El operador mande el espacio en si mismo. Lo que significa que utiliza el concepto
de pares asociados [3].

(2) Para elementos del espacio asociado, tenemos estimados interiores, esto es que
las normas de las derivadas con respecto a las variables espaciales de los elementos

del espacio asociado, pueden ser estimados por las normas de los elementos [6], [7].

En el trabajo de Tutschke [8], se resuelve el problema de valores iniciales (0.3)-(0.4) para
ecuaciones en derivadas parciales dadas por el operador de Cauchy-Riemann D mediante la
construccién de espacios asociados, considerando funciones en un algebra de Clifford clésica.

En este trabajo de investigacion, consideramos un operador més general que el operador
n

de Cauchy-Riemann generalizado D, dado por D, = qo(z)eody + qu (x)e;0;, donde los
j=1

q;, 7 =0,1,...,n son constantes reales. Mediante el método de espacios asociados logramos
construir el espacio asociado para el operador diferencial que define el problema de valores

iniciales, utilizando el operador D,, con funciones en el dlgebra de Clifford con parametros.

Para la exposicion de los resultados, consideramos 3 capitulos que forman el cuerpo de
este trabajo. En el primer capitulo se presentan los fundamentos de las dlgebras de Clifford.
En el capitulo 2 expondremos cémo se pueden resolver problemas de valores iniciales para

ecuaciones en derivadas parciales dadas por el Operador de Cauchy-Riemann D a través del
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método de espacios asocidos [11].

Resultados de gran importancia presentados en este trabajo, se pueden observar en el capitu-
lo 3. Utilizando el método de espacios asociados se abordé el problema de valores iniciales
(0.3)-(0.4) pero en este caso para ecuaciones en derivadas parciales dadas por el operador D,
en el contexto de las algebras de Clifford parametrizadas. Estos resultados abren las puertas
a la resolucién de otros problemas mas generales de problemas de valores iniciales, para la
ecuacion Dyu(x) = F(z,u(x)), al reducir los problemas de valores iniciales a problemas de

punto fijo que pueden ser resueltos por los teoremas de punto fijo usuales.

En concreto, podemos decir que en este tabajo de investigacion, los resultados de [1] y [3]

se generalizan usando el operador D, para el caso que g;, j = 0, 1,...,n son constantes reales.



Capitulo 1

PRELIMINARES

En este capitulo las Algebras de Clifford seran definidas como clases de equivalencia
de polinomios de n variables (n > 2). Diversos resultados del analisis de Clifford hoy en
dia juegan un papel importante en diferentes areas de la matematica y de la fisica como
ecuaciones en derivadas parciales, mecanica cudntica, electromagnetismo y otras. Parte de

la teorfa que se presenta en este capitulo puede ser revisada en [5].

1. Nimeros Complejos

1.1. Definicién usual de los niimeros complejos. Usualmente definimos los ntime-
ros complejos como pares (a,b) ordenados de nimeros reales a, b. Su suma y producto se

definen como:

(a,b) + (¢,d) = (a4 ¢,b+d)

(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + be).

Los elementos neutros con respecto a la suma y multiplicacién son (0,0) y (1,0), respectiva-

mente.

Observe que los nimeros reales de la forma especial (a,0) pueden ser identificados con los
numeros reales de la forma a pues la suma y multiplicacién de tales pares quedan en ese

subconjunto:

(CL,O) + (C, O) = (a+ ¢, 0)7

(a,0) - (c,0) = (ac,0).

Dichas operaciones coinciden con las correspondientes para niimeros reales.
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1.2. Otra construccién de niimeros complejos. Es conocido que los niimeros com-

plejos pueden ser escritos en la forma
a+bi = (a,b) =a(1,0)+5(0,1),

donde el vector (1,0) es identificado con el nimero real 1 y el vector (0,1) con el simbolo
1. Sin embargo, los niimeros complejos también pueden ser interpretados como polinomios
lineales

a-+bX,

donde ahora el vector (0,1) = 7 se identifica con la variable X. En este caso, la suma de
dos numeros complejos a + bX y ¢ 4+ dX también puede ser obtenida como la suma de los

correspondientes polinomios:
(a4+bX)+ (c+dX)=(a+c)+ (b+d)X.
Tomando en consideracion la relacion
X% =(0,1)* = (-1,0) = —1,

se puede aplicar el mismo argumento al producto:

(a+bX)-(c+dX) = ac+ (ad+bc)X + bdX?

= (ac—bd) + (ad + be) X.
Reemplazando X2 por —1, cada polinomio puede ser reducido a un polinomio lineal. Suponga
que P(X) tiene la forma
P(X)=--FcX" 4.
con k > 2, entonces esta reduccion lleva a
Q(X) — ... cXF2
y asi sucesivamente. Note que
P(X) = Q(X) = M(X)(X* + 1),

donde M(X) es otro polinomio en X de grado menor que el grado de P(X). En otras pala-

bras, la diferencia de los polinomios correspondientes contiene el factor (X2 + 1).
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Dos polinomios en X se dicen equivalentes si su diferencia es un polinomio que contiene al
factor (X2 + 1). Entonces los ntimeros complejos pueden ser definidos como clases de equi-

valencia de polinomios en X.

Por ejemplo,

a+bX +cX?+dX3 +eX?

significa el mismo nimero complejo que
a+bX +cX?+dX -X?*+eX?* X?=(a—c+e)+(b—d)X
debido a que la diferencia de los polinomios del lado izquierdo y del derecho es
c(X?P+ 1) +dX (X2 +1) +e(X—1) = (X?+ D[c+dX +e(X?—1)].

Como cada polinomio puede ser reducido a uno lineal, la multiplicaciéon de niimeros complejos

queda en el conjunto de los niimeros complejos.

2. El operador de Cauchy-Riemann en Dimensiones Superiores

En vista de que existe un producto bien definido en los nimeros complejos, se puede

aplicar el operador complejo de Cauchy-Riemann en el plano a funciones de valores complejos:

1 , .
osw = 5(&5 +10y)(u + 1)
1 7
= 5(8xu — Oyv) + 5(811) + 0yu),
donde w = u + iwv.
Ahora queremos generalizar el operador complejo de Cauchy-Riemann a dimensiones de

orden mayor. Primero reemplacemos la base 1, ¢ del plano complejo por la base ey = 1, ey,

..., e, del espacio euclidiano R"*!. Asi usando esta base definimos el operador

(1.1) D =Y e,
=0
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donde denotamos las variables de R"™ por xg, 21, ...,x, y 9; significa la diferenciacién con
respecto a las variables espaciales x;. Llamaremos a este operador el operador de Cauchy-

Riemann en R"1.

Con este operador consideramos la ecuacion de Cauchy-Riemann en R es decir

Aplicando este operador a funciones de valores reales y tomando en cuenta la independencia
lineal de los vectores e, 7 = 0,1, ...,n, se sigue que las soluciones de esta ecuaciéon Du = 0
s6lo pueden ser funciones constantes (observe que el mismo resultado es obtenido para la
ecuacion de Cauchy-Riemann en el plano, esto se puede ver en [5]). Es por esta razén que si
deseamos obtener soluciones no triviales debemos considerar el operador D sobre funciones
con valores vectoriales (en el caso del plano las funciones con valores vectoriales corresponden
a las funciones con valores complejos). Sin embargo para realizar esta aplicacién se necesita

definir un producto entre vectores de R***.

Para este fin interpretaremos (igual que en el caso del plano) los vectores de R™™! como
polinomios lineales en las variables X, ..., X, (donde X; se corresponde con el vector e;).
Definimos el producto de dos vectores a través del producto de los polinomios asociados.
Esta definicién ya fue dada en el caso del plano (ver Seccién 1). Sin embargo en ese caso se
ha reducido el producto a un polinomio lineal a través de la regla X2 = —1. Sin unas reglas
similares en el espacio R"*! podrfamos obtener una extensién de dimensién infinita de este

espacio. Como en el caso del plano, consideraremos clases de equivalencia de polinomios.

3. Algebras de Clifford Definidas por Clases de Equivalencias

Primero observemos que los puntos (ag, ai, ..., a,) de R"™! también pueden ser conside-

rados como vectores cuya suma estd definida por

(Go, Aty ..., an>+(b0, bl,..., bn) = (Cl0—|—b0, Cl1+b1,..., an—i—bn).
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Para definir un producto entre vectores de R"*!, interpretaremos otra vez estos vectores

como polinomios. Para este propdésito identificamos a el vector unitario

donde el niimero 1 estd en la (j + 1)-ésima posicion, se denota por X;. Usando ésto, los

vectores (ag, ay, ..., a,) en R™ pueden ser escritos como polinomios lineales

Qo + Z anj-
7=1

La suma de dos vectores corresponde a un polinomio el cual es la suma de los correspon-
dientes polinomios. En otras palabras, la interpretacion de vectores como polinomios lineales

preserva la estructura aditiva de R"*!,

Para definir un producto de vectores de R"™!, se pueden multiplicar los correspondientes
polinomios. En el caso del plano, la relacién X2 = —1 implica que el producto de dos po-
linomios lineales es siempre equivalente a un polinomio lineal, es decir, el producto de dos

vectores en el plano es también un vector en el plano.

Para obtener una construccién andloga para dimensiones de orden mayor (n > 2), debemos
encontrar relaciones de equivalencias que lleven a un producto de vectores a tener propieda-
des similares al producto de nimeros complejos. En cualquier caso, la siguiente propiedad

del plano complejo debe ser preservada:

Propiedad 1: Los cuadrados de los vectores unitarios e; = X; deben ser —1, es decir,
2 _ .
X;=—lparaj=1,..n.
Una segunda propiedad importante del producto de vectores, se sigue de la definicién

del operador de Cauchy-Riemann (1.1). En relacién a este operador definimos su operador
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conjugado por
E = 80 — Z Gjaj.
j=1

Entonces tenemos,

DD = ((90 — Z €jaj)(ao + Z ekak)
j=1 k=1

= R+ = ejendion
j=1

JF#k
(1.2) = App1 — Z(ejek + e€;)0;0k,
j<k
donde A, es el operador de Laplace en R"*! y donde hemos usado las relaciones e? =—1

(Propiedad 1).

Observando la formula (1.2) podemos concluir que para obtener
(1.3) DD = A, 4,

necesitamos la siguiente propiedad 2 para los vectores basicos:

Propiedad 2: e¢je;, + epe; = 0 para todo j # k.

Ahora vamos a mostrar como las propiedades 1 y 2 pueden obtenerse. Consideremos n

variables X7, ..., X,,. Sea R[1, ..., X,,] el anillo de todos los polinomios con coeficientes reales
en Xy, ..., X,,, donde el producto de dos polinomios
Xy X,

que difieren en el orden de los factores deben ser diferentes.

Decimos que dos polinomios P y () son equivalentes si su diferencia puede ser reescrita

como un polinomio para el cual cada sumando contiene al menos uno de los factores

2 o
X+l j=1..n,
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X Xe + XX, 7#k.
Si los polinomios P y () son equivalentes escribimos P ~ (). El conjunto de todas las clases

de equivalencia con respecto a la relacién ~ se llama el dlgebra de Clifford generada por X,

..., X, v se denota por A,.

Observemos que en particular es vélido

Xf—i—lNO y XiXp+XpX;~0 (§#K),
lo que significa en el lenguaje de las clases de equivalencia
(1.4) X24+1=0 y X;X0+XX;=0 (j#k),

o lo que es lo mismo
Xj2 =—1 vy X;Xp=-XpX; (J#Ek).
Las relaciones (1.4) se llaman las relaciones de estructura del algebra de Clifford.
OBSERVACION 1. Las propiedades algebraicas (tales como la asociatividad y la ley distri-

butiva) siguen de las propiedades correspondientes de los polinomios. Observe, sin embargo,

que la multiplicacién no es conmutativa porque X;X; = —X; X, para j # k.

La base canénica para el anillo A, es:

€y — 1,
€1 = X17
ez = erep = X1 Xy,
€12.n — €1€9...€6p = XlXQXn

De esta forma, si 3 representa la base de A,,, entonces:
(1.5) f={es| AeT},

donde I representa la familia de subidices: I' = {0, 1,2,...,12,13, ..., In, ..., 12...n}.
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OBSERVACION 2. Sea € un conjunto abierto de R"*!. Las funciones u definidas en  con

valores en el algebra A, estaran definidas como:
u(r) = ZUA(DC)SA, T = (Zgy ey Tp).
Ael

donde cada w4 es una funcién de valor real.

4. Funciones Monogénicas

Sean 2 un dominio (abierto y conexo) en R"" z = (g, z1,...,7,) € Q y u(z) una fun-
cién definida y continuamente diferenciable en €2, con valores en el Algebra de Clifford A,.
Decimos que u(z) es una funcidn monogénica a izquierda si satisface la ecuacién Du = 0.
Para el caso que u satisface la ecuacion uD = 0, la llamaremos funcion monogénica a la

derecha. En lo sucesivo monogénica significard monogénica a izquierda.

Como el dlgebra A, tiene 2" elementos de la base, una funcién con valores en A,, tiene 2"
componentes con valores reales. Por la misma razén, Du tiene 2" componentes reales. Por esto
la ecuacion Du = 0 la podemos descomponer en 2" ecuaciones reales. Estas ecuaciones forman
un sistema de 2" ecuaciones diferenciales lineales de primer orden para las 2" componentes

reales de u.

EjEmpPLO 3. Caso n = 2:
Sea u = ug + ure; + uses + ujae12 una funcién monogénica con valores en A,. Entonces las
componentes de valores reales g, uy, us v ui2 satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones:
8011,0 — 81u1 — 02U2 = O,
80114 + 61UQ + 82%12 = O,
aoug — 81u12 + 82U0 = 0,
801142 + BluQ — 82u1 = 0.

En efecto, los elementos de la base de A, son 1,eq, es ¥ e12. Realizando la multiplicacion

en la expresién del medio en

Du = ((90 + 6161 + 6282)(U0 + uiey + ugesy + U12612) =0
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y tomando en cuenta las relaciones

€161 = —1,

€1€12 = 61(6162) = —€y,
€2€1 = —€1€2,

€9€gy = —1,

€2€19 = 62(—6261) = €1,

obtenemos las ecuaciones escritas anteriormente como consecuencia de la independencia li-

neal de la base 1, e, es, e1s.

Ademas si la funcién u(z) = E ua(z)es es dos veces continuamente diferenciable y mo-
A

nogénica, entonces segun la ecuacién (1.3) tenemos:
(1.6) Apiru =0,

lo que significa que cada componente u, de u es una solucion de la ecuacion de Laplace.

Para un nimero de Clifford x = xg + Z?Zl xje; definimos su conjugado a través de

n
f:l'o — E Zj€j.
=1

Como una consecuencia de esto tenemos
aT = |z

LEMA 4.1. La funcion

1 zT—¢
Wt |x_£|n+1

E(x,€) =

definida para todo punto x # & de R"*L, donde & es un punto fijo de R y w,1 la medida

de la superficie de la bola unitaria en R"™, es una funcién monogénica a izquierda y a

derecha. Esta funcion es llamada el kernel de Cauchy del andalisis de Clifford y representa
11

una generalizacion del kernel del andlisis complejo clasico: E(z,§) = —rf

Ver prueba de este lema en [5].
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5. Operadores de Cauchy-Riemann Generalizados.

En esta seccién definiremos un operador de Cauchy-Riemann generalizado, el cual con-

duce a ecuaciones diferenciales mas generales, incluso en el Algebra de Clifford clésico.

Definamos el operador de Cauchy-Riemann generalizado por:
(1.7) Dy = g;(x)e;0;,
j=0

donde los ¢;(z) pueden se funciones real valuadas, constantes reales o complejas. Llamaremos

a este operador Operador de Cauchy-Riemann q-Generalizado.

OBSERVACION 5.1. El operador de Cauchy-Riemann cldsico se puede obtener a partir del

operador (1.7) considerando q;(z) =1 Vj=0,--- ,n.

Usando este operador (1.7), funciones monogénicas son definidas nuevamente por el siste-
ma de Cauchy-Riemann generalizado Dyu = 0, al cual llamaremos funciones g-monogénicas

generalizadas.

EJEMPLO 4. El operador de Cauchy-Riemann generalizado D, definido por (1.7) en A;

con los g; € C conduce al sistema de primer orden:
QO,OaOUO - 90,130U1 - Q1,131U0 - Q1,031U1 = 0,
90,1000 + qo,000u1 + q1,101ug — 1001 = 0,
donde qo = qo,0 +1q0,1, ¢1 = q1,0 + 111 Y U = egug + e1Uy.

El operador de Cauchy-Riemann clasico D en el algebra de Clifford clasica .4,, conduce a
la ecuacién de Laplace para cada componente de una funcién monogénica, ya que DD = A,
donde D es el operador conjugado de D. Con motivo de deducir una ecuacién diferencial de

segundo orden para soluciones de D,u = 0, introducimos el operador D, como:

(1.8) D, = qo(x)eody — Z%’(x)ejaj'
j=1

En caso de que los coeficientes g;(x) dependan de x la ecuacién D,D,u = 0 contiene

las derivadas de primer orden de u. Esto no ocurre en el caso en que los coeficientes ¢;(z)
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son constantes reales, adicionalmente en este caso tenemos que g;q; = ¢;q; y entonces, en
el algebra de Clifford clasica A, funciones monogénicas u son soluciones de la ecuacién de

segundo orden:

DyDyu =Y q}0%u; =0
=0

6. Algebras de Clifford Dependiendo de Pardmetros

Las algebras de Clifford clasicas A,, se pueden definir a través de clases de equivalencias
(1.9) X;4+1~0 y X;X.+XpX;~0 (j#k),

sobre el anillo de polinomios R[Xj, ..., X,,] (ver Seccién 3). Considerando relaciones de equi-
valencias mas generales que las anteriores (1.9), se pueden obtener algebras de Clifford més

generales. Considere las relaciones:
k;
(110) Xj +Oéj(p) ~ 0 y XZX]—FX]XZ—Q’}/Z](]?) NO,

donde i,7 = 1,...,n y i # j. Aqui a;(p) v 7i;(p) = v;i(p) son funciones de valores reales
dependiendo posiblemente de un pardmetro p y k; es un ntimero natural mayor o igual a 2.
Usando estas relaciones de equivalencia, cada término de un polinomio en Xj, ..., X,, puede

ser escrito en la forma:

V1 1%
XV X

donde ¢ es una constante real y los exponentes v; no son més grandes que k; — 1, es decir,

OSVjSkj—l.

El algebra de Clifford generado por las relaciones de equivalencia (1.10) se denotard por

(1.11) Au(p | K5 05(p),755(p) si n =2y Ai(p | k,a(p) sion=1.

En el caso que los coeficientes «;, 7;; no dependan del parametro p, escribiremos A, (k;, o, vi;)

y Ai(k, a) respectivamente.

Se denotard X; por e;, ejes por ejp y asi sucesivamente. Entonces A, (p | k;, o;(p), 7ij(p))

tiene la base

efleg? e, 0<v; <k;—1, j=1,...,n,

n
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Por ejemplo, para el dlgebra de Clifford A, (2, o;,7;;) tenemos las siguientes relaciones:

2 . .o . .
€Z~ = —Qy, 61'6]' + ejei = 2")/1']', 1,] = 1, ., n, 1 7é ]

Consideremos nuevamente el operador de Cauchy-Riemann usual:

D = i ejaj,
7=0

y su operador adjunto

E = 6080 - Z€jaj.

j=1
También ahora una solucién de la ecuacién Du = 0 es llamada monogénica (a la izquierda).
Un célculo andlogo al que conduce a la ecuacién (1.2) en la Seccién 3, muestra para cada

funciéon monogénica (dos veces continuamente diferenciable) lo siguiente:
(1.12) DDu=dju+ Y a;0fu—2 7;0:0u=0.
j=1 i<j
EJEMPLO 5. En el dlgebra de Clifford A3(2, oj,112) con a3 = +1, ap = —1y 112 =0, la
ecuacién (1.12) se convierte en la siguiente ecuacion hiperbdlica

Oy + Ofu — ju = 0.

Observe que una funcién monogénica en el sentido usual siempre satisface la ecuacion de
Laplace, (ver Seccién 4). En contraposicion, el Ejemplo 5 muestra que funciones monogéni-
cas en algebras de Clifford mas generales satisfacen ecuaciones diferentes a la ecuacién de

Laplace.

EJEMPLO 6. Sea u = ug + uie; + uses + ujze12 una funcién monogénica con valores en
As(z | 2, 05(x), vi5(x)). Entonces las componentes de valores reales g, uy, us y u12 satisfacen
el siguiente sistema de ecuaciones (Du = 0):

80u0 - al(:p)ﬁlul + 2’712(1’)82U1 - O{Q(.Z‘)@QUQ == 07
c%ul + 81U0 + ozg(x)ﬁguu = 0,
oty — () 01ur2 + Oatg + 2712(2)Dauga = 0,

80u12 + 81u2 — 82u1 =0.
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En efecto, los elementos de la base de Ax(z | 2, (), 7;;(z)) son eg = 1, ey, e2 y e12.

Realizando la multiplicacién en el lado izquierdo en
Du = (0y + €101 + €202)(up + ure; + uses + ujze12) = 0,

y tomando en cuenta las relaciones

erer = —ay (),

ererr = ej(erey) = —ay(w)es,

ezer = 2712(x) — erey,

ez = —az(),

exe19 = e3(2712(x) — eze1) = 2v12(x)es + an(x)e,

entonces obtenemos las ecuaciones escritas anteriormente como consecuencia de la indepen-

dencia lineal de la base 1, eq, €3, e1s.

7. Funciones Monogénicas Generalizadas con Lado Derecho g-Antimonogénico

Una funcién monogénica generalizada es una soluciéon u = u(x) Clifford valuada, de una

ecuacion diferencial del tipo:
(1.13) Du = F(z,u),

donde D es el operador de Cauchy-Riemann (1.1) del Andlisis de Clifford y el lado derecho
F(z,u) depende linealmente de la funcién deseada u. Esta ecuacion diferencial generaliza la
ecuacion diferencial para funciones analiticas generealizadas:

ow

(1.14) >

= f(z7 w)7
en el plano donde,

f(z,w) = a(z)w + b(2)w.
Diferenciando (1.14) respecto a z, se obtiene:

1 da ow b Ow
(1.15) Z—lAw—aw—l—anL&w—i—b%.

ow
Usando la ecuacién diferencial (1.14), se puede eliminar la derivada 5 o el lado de-
Z
recho. Entonces el lado derecho resulta ser una combinacion lineal de w y w si y sélo si
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of
ow

= 0. En otras palabras, el lado derecho f(z,w) es una funcién anti-holomorfa de w.

Generalizando esta suposicién al caso de una ecuacién diferencial mas general (1.13), defini-

mos:

DEFINICION 7.1. La ecuacidn diferencial (1.13) para funciones monogénicas generaliza-
das es llamada ecuacion diferencial con lado derecho anti-monogénico siy sélo si DDu es una
combinacion lineal de las componentes de u que no depende explicitamente de las derivadas

de primer orden de u, donde D denota el operador de Cauchy Riemann conjugado.

Ahora bien, considerando el operador de Cauchy-Riemann generalizado (1.7), las ecua-

ciones diferenciales con lado derecho g-antimonogénico se definen:

DEFINICION 7.2. La ecuacidn diferencial Dyu = F(x,u) para funciones monogénicas
generalizadas es llamada ecuacion diferencial con lado derecho g-antimonogénico si y solo si
Fquu es una combinacion lineal de las componentes de u que no depende explicitamente
de las deriwvadas de primer orden de u, donde ﬁq denota el operador de Cauchy Riemann

generalizado conjugado (1.8).

En el siguiente capitulo expondremos el método para resolver Problemas de Valores

Iniciales para este tipo de ecuaciones.



Capitulo 2

PROBLEMA DE VALORES INICIALES

En este capitulo estudiaremos el método de espacios asociados, para la solucion de

problemas de valores iniciales. Este método es construido por W. Tutschke en [11].

La solucién deseada del Problema de Valores Iniciales se conseguira a través de un punto
fijo de un operador relacionado. Esta prueba generaliza una construccién que originalmente
fue dada por W. Walter en [12] sobre la demostracién del cldsico Teorema de Cauchy-
Kovalevskaya.

1. Operador Integro-Diferencial.

Para introducir el método de espacios asociados, consideremos el Problema de Valor

Inicial:

(21) 8tU(t,:L‘) - ‘F(t7x7uvamiu)7

U(O,$) = ‘:0(:5)7
donde u es una funcién que depende del tiempo ¢, la variable espacial © = (z1,...,x,), ¢

es una funciéon o dato inicial y F es un operador diferencial que depende de ¢, x, u y las

derivadas de u con respecto a la variable espacial.

Integrando en [0, ], con respecto al tiempo, tenemos:

t t
(2.2) / O-u(T, x)dr = / F(7,x,u,0p,u)dr,
0 0

usando el segundo Teorema Fundamental del Célculo (TFC), se puede escribir:
t
(2.3) u(t,z) —u(0,x) = / F(1,2,u, 0y,u)dr.
0
Usando la condicién inicial tenemos, finalmente,

(2.4) u(t,z) = gp(x)+/o F(7,x,u, Op,u)dr.

15
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Esto indica que el Problema de Valor Inicial (2.1) es equivalente a la ecuacién integro di-
ferencial (2.4). Asi para encontrar las soluciones de Problema de Valores Iniciales (2.1), se

necesita determinar los puntos fijos del operador:

(2.5) Ult,x) = gp(x)+/0 F(1,z,u, Op,u)dT.

Asi pues, nos enfocamos en las condiciones sobre las cuales podemos garantizar la existencia

de tales puntos fijos, a través del Principio de Contraccién de Banach.

2. Principio de Contraccién de Banach

Para establecer y demostrar el Principio de Contraccién de Banach, introduciremos las
definiciones necesarias para hacer de esta exposicién lo més autocontenida posible. La teoria

de esta seccién puede ser encontrada en [13]

2.1. Espacios Normados y Espacios Métricos.

DEFINICION 2.1. Sean X un conjunto no vacio yd: X x X — R una funcién. Se dice
que d es una métrica o distancia sobre X si cumple con las siguientes condiciones:
(a) d(z,y) >0, Ve,y € X yd(z,y) =0&x=1y.
(b) d(z,y) = d(y,x),Vx,y € X.
(c) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y), Ve,y,z € X.

Al par (X, d) se le llama Espacio Métrico.

DEFINICION 2.2. Sean X un espacio vectorial real y ||-|] : X — R una funcion. Se dice
que ||-|| es una norma sobre X si cumple con las siguientes condiciones:
(i) ||lz]| >0, Ve e X y |jz|| =0 < 2 =0.
(i) || Az|| = M ||z]] ,YA eR y z € X.
(i) flz +yll < llzll + [lyll, Vo, y € X.

Al par (X, ||]]) se le llama espacio normado.

DEFINICION 2.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que una sucesion {z,},~, en
X es convergente a un elemento xo € X si dado € > 0 existe un numero natural N tal que

sin > N entonces d(x,,xy) < €.
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DEFINICION 2.4. La composicién f o ¢, de una sucesion f : N — X con una sucesién
estrictamente creciente ¢ : N — N serd llamada una subsucesion de f. Si denotamos a f
por {an},~, entonces fo ¢ es denotada por {xewm)} _,. Lo usual es denotarla por {xn, };<,

si p(k) = ng.

DEFINICION 2.5. Una sucesion {z,},,, en (X,d), es una sucesion de Cauchy si, para

cada € > 0 existe un nimero natural N tal que sin,m > N entonces d(x,, ) < €.
2.2. Contracciones y puntos fijos.

DEFINICION 2.6. Sea T : X — X una aplicacion de un conjunto en si mismo. Se dice

que x € X es un punto fijo de la aplicacion T si Tx = x.

DEFINICION 2.7. Sea (X,d) un espacio métrico y T : X — X una aplicacidn arbitraria.
Se dice que T es una contraccién de Banach si existe M € R, con 0 < M < 1 tal que

para todo x,y € X se tiene que d(Tx,Ty) < Md(z,y)

OBSERVACION 2.1. Geométricamente esto quiere decir que cualquier par de puntos x e

y tienen imadgenes, a través de T', que estan mds cerca que los puntos x e y.

DEFINICION 2.8. Sea {x,},>, una sucesion en un espacio métrico (X, d). Decimos que
{zn},>, €s una sucesién contraccion, si para algin 0 < a < 1, se tiene que d(xp41,2,) <

ad(zy, Tp_1), para cualquier indice natural n > 2.

PROPOSICION 2.1. Si {x,}n,>1 €s una sucesion contraccion, se cumplen las siguientes
propiedades:

(1) Comparando dos términos consecutivos con los dos primeros términos
d(Tpy1,20) < Q" Hd(xg, 21), ¥V > 2.

(2) Dos términos cualesquiera con los dos primeros términos

an—l
d(xpm, x,) < ] d(xe,21), para cadam > n.
-«
DEMOSTRACION 1. (1) Esta demostracion se realiza por induccion. Note que la re-

lacion es cierta para n = 2, es decir, se cumple,

d(xs3,19) < ad(za, x1).
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Supongamos que la relacion es cierta para n > 2, es decir, tenemos como hipotesis

inductiva lo siquiente:

d<xn+17 I’n) S O/L_ld('r27 Il)'

Por lo tanto, de la hipdtesis contractiva y de la hipotesis inductiva para n se cumple:

A(Tpso, Tn1) < ad(Tpyr, Ty) < a(a”_ld(xQ, x1)) = a"d(z9, x1).

(2) Para m > n, se tiene

d(:Em; xn) S d<xm7 xmfl) + d(xmfla :Eme) +-+ d<xn+17 xn)a

luego, usando (1) se tiene,

(T, x,) < (am_2 +am 344 oz”_l)d(xg, x1),

sacando factor comin o™ ! se tiene:

A(Tpm, ) < a”_l(l +a4a?+--+ Q™" N d(zg, 21),

1—a™m™™
luego, d(wm, wn) < a7 (————=)d(z3,11).
Note que 1 — ™™™ < 1. En efecto, a™,a™ > 0 pues 0 < a < 1. Entonces,

a —a™ < a” y por lo tanto,
a” —a™ a™
— <l =1-— <l <=1-a""<1L
a™ am
Ast, d(x,, 1,) < O{i_al d(xs,21), lo cual termina la demostracion.

LEMA 2.1. Toda sucesion que es contrdactil es una sucesion de Cauchy.

DEMOSTRACION 2. Si {2, }n,>1 €s una sucesidn contraccidn, entonces existe 0 < o < 1

que cumple, d(x,41,%,) < ad(xy,, x,—1), para n > 2.

Dado € > 0, debemos mostrar que existe N € N d(pm,xy) < € si nym > N. De la

proposicion (2.1) tenemos:

d(Zpm, T,
(x ac)<1

n—1
d(xq,x1), para cadam > n.
-«

anfl
7 l-«

., n—1 . . .
Como la sucesion S—d(xa, 1) — 0, existe un indice natural N que cumple d(ze, 1) <

g, para cada n > N.
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&:d(xg,xl) < e, es

Asi para cada par de indices p,q > N, si p < q se tiene d(zq,1,) < 5=

decir, la sucesion {x,} es de Cauchy.

Los teoremas de punto fijo garantizan, bajo ciertas condiciones, la existencia de algin
punto fijo de una funciéon que esta definida en un espacio métrico. Exiten distintos teoremas
de punto fijo, entre los que destaca el Principio de Contraccion de Banach. A continuacién

enunciamos y demostramos este principio.

TEOREMA 7. Principio de Contracciéon de Banach
Consideremos un espacio métrico (X, d) completo, con X # 0. Sea T : X — X una contrac-

cion de X en X, entonces T tiene un unico punto fijo.

DEMOSTRACION 3. Sea « la constante de contraccion de T. Escojamos xy € X y defi-

namos la sucesion xi,xs, ... de la manera siguiente:

Tpr1 = Txy,.

Se puede ver que {z,}, -, es una sucesion contrdctil. Por lo que el Lema 2.1 implica que la
sucesion {x,} -, es una sucesion de Cauchy y por tanto existe v € X tal que r, - v € X

cuando n — o0.

Como,
d(x,Ta) < d(@,2p) +d(wm, T2)
S d(x, zm) + d(T$m—17 T:B)
S d(l’, xm) + Oéd(mmfb 513),

se tiene que, al tomar limite cuando m — oo, d(x,Tx) = 0 y, por lo tanto, Tx = x. Esto es,
x es un punto fijo de T.
Por otro lado, para mostrar la unicidad supongamos que T posee otro punto fijo y # x, es

decir, Ty =y. Asi
d(z,y) = d(Tz,Ty) < ad(z,y),

entonces o > 1, lo que contradice el hecho de que T sea una contraccion. Asi pues, debe ser

x =y. Esto termina la demostracion.
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3. Estimados Interiores

Con el fin de aplicar un teorema de punto fijo (en particular, el principio de Contraccién
de Banach) al operador (2.5), el mismo debe ser estimado en un espacio de funciones ade-
cuado, cuyos elementos dependan de ¢ y . Sin embargo, esto no es tan sencillo ya que la
integral de (2.5) contiene derivadas con respecto a la variable espacial z;. Buscando superar
esta dificultad y obtener los estimados que necesitamos para el operador U, restringimos el
operador al espacio de funciones para las cuales las derivadas d,,u pueden ser estimadas por

la propia funcién u. Esto se logra por medio de los estimados interiores:

Un estimado interior se puede definir como un estimado sobre las derivadas (de primer or-
den) de una funcién, el cual es cierto en un subconjunto del dominio de la funcién que posee

una distancia positiva hasta la frontera de tal dominio.

Formalmente, tenemos la siguiente definicion:

DEFINICION 3.1. Sea Q un dominio acotado en el X-espacio y B(Q2) cualquier espacio
de Banach de funciones definidas en . Suponga que € es un subdominio de 2 tal que
dist(§Y,00) es positiva. Entonces una funcion u € B(S2) es llamada una funcién con un

estimado interior de primer orden si J,,u € B({Y) y

c
2.6 0, < — :
(2.6) 10z, ull 3oy < dz’st(ﬂ’,aQ)”uHB(m
donde la constante ¢ no depende de la eleccion de u ni de la eleccion del par €2, €Y.

Los estimados interiores de la forma (2.6) garantizan que el operador (2.5) sea una contrac-

cién en un espacio de Banach, ver [11].

4. Espacios Asociados

DEFINICION 4.1. Sea L un operador diferencial de primer orden que depende de t,z,u y
las derivadas de primer orden de u con respecto a la variable espacial y sea | es un operador
diferencial cuyos coeficientes no dependen del tiempo t. Se dice que L es asociado al si L
transforma soluciones de lu = 0 en soluciones de la misma ecuacion para t fijo, es decir, si
lu =0 implica que [(Lu) = 0. También se dice que el par de operadores diferenciales (L, 1)

son pares asociados.
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DEFINICION 4.2. Dado un operador diferencial F, el espacio de funciones X es llamado

un espacio asociado a F cuando F transforma X en si mismo, es decir, si para cada

f € X se tiene que F(f) € X.

El hecho de que ¢ pertenezca a un espacio asociado a F permite decir que el operador
contraccion (2.5) esta definido de un espacio de Banach en si mismo. El problema (2.1) es
estudiado, desde el punto de vista de espacios asociados, por W. Tutschke en [11] donde
muestra el siguiente teorema con una ligera modificacién de la idea dada por W. Walter en

12].

TEOREMA 8. Considere el problema de valor inicial (2.1). Suponga que la funcion inicial
@ pertenece a un espacio asociado de F. Entonces el problema de valor inicial es resoluble,
de manera unica, siempre que los elementos del espacio asociado satisfagan un estimado

intertor del tipo:

C
[0eyul| g, < Gist(V,00) [ullg -

Mas aiin, la solucion u(z,t) pertenece al espacio asociado para cada t. Siendo Q un dominio

acotado en R™ 4 QO un subdominio suyo.



Capitulo 3

SOLUCION DEL PROBLEMA DE VALORES INICIALES

En este Capitulo vamos a aplicar el método de espacios asociados que se presentd en el

Capitulo 2 para resolver el Problema de Valor Inicial dado por:

Owu(t,x) = L(t, z,u, Oy,u)

(3.1)
u(0,2) = p(z)

donde u es una funcién que depende del tiempo ¢, la variable espacial z = (z1,...,x,), ¢
es una funcion o dato inicial, L es un operador diferencial que depende de ¢, =, u y las
derivadas de u con respecto a la variable espacial, usando la teoria de Espacios Asociados.

Para ello se usara el operador de Cauchy-Riemann generalizado:
n
Dy =Y g;(z)e;0;,
j=0
donde las funciones ¢; son constantes reales.

En lo que sigue, construiremos lados derechos g-antimonogénicos generalizados usando ma-

trices de transicion.

Posteriormente daremos condiciones suficientes en los coeficientes del operador L bajo las

cuales L es asociado a ecuaciones con lados derechos g-antimonogénicos.

1. Matrices de Transicién

Una funcién monogénica generalizada es una solucién u = wu(z) Clifford édlgebra valua-
da de una ecuacién de tipo D,u = F(z,u), donde D, es el operador de Cauchy-Riemann
generalizado (1.7) y F(x,u) es lineal en los componentes de u. En lo que sigue, daremos
condiciones para que los lados derechos F'(x,u) sean g-antimonogénicos utilizando matrices

de transicién [4].

22
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DEFINICION 1.1. Una matriz de transicion transforma una columna arbitraria con ele-
mentos real valuados que dependen de la variable espacial x en un lado derecho q-antimonogéni-

co. Las entradas de una matriz de transicion son los elementos de la base del Algebm de

Clifford.

1.1. Notacién. Consideremos la base § (1.5) y denotemos las componentes real valua-

das de u(x) por us(z), es decir,
(3.2) u(x) = ZuA(x)eA,
A

donde A se mueve en el conjunto de subindices I' = {0, 1,2, ...,12,13, ..., 1n, ..., 12...n}. En-

tonces el lado derecho F(x,u) puede ser reescrito de la siguiente forma:
(3.3) F(z,u) =) Fa(z)ua,
A
donde Fy4(x) es Clifford dlgebra valuada, es decir,
(3.4 Fa(@) = Y fan(@)es,
B
con fa p(x) funcién real valuada y A, B € I.

1.2. El Caso A;(2,1). En este caso la base = {ep,e1} y el conjunto de subindices
I' = {0, 1}. Desarrollemos la expresién (3.3):

F(x,u) = ZZfA,BeBUA
A B

1

= Z (faoeoua + faierua)

0

= fooeouo + foaeiuo + fioeour + fiie1u,

luego aplicamos el operador de Cauchy-Riemman generalizado (1.7) a esta funcién (sélo

consideramos los términos que posean las derivadas de u) y obtenemos:

DyF(z,u) = (qoeody — qie101)(foeotto + foe1uo + froeour + fiie1ur)
= qofoeo00uo + qofo,1€100u0 + qof1,0€000u1 + Go f1,1€100u1
—q1 fo0e101u9 + qran fo1€001u — 1 f10e101u1 + qra fi1e001u;.
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Obteniendo asi el siguiente sistema:

(3.5) qofooeo + qofoner = 0,
(3.6) Qo100+ qof1ie1 = 0,
(3.7) —qifooe1 + qroafoneo = 0,
(3.8) —q1f10e1 + roafiieo = 0.

Notese que estas cuatro ecuaciones coinciden a pares, es decir, si multiplicamos toda la
expresién (3.6) por —e; obtenemos la ecuacion (3.8), andlogamente con las expresiones (3.5)
y (3.7). Entonces, consideramos unicamente (3.6) y (3.7) de las cuales obtenemos las siguentes

relaciones:

fl,o - Oélfo,l = 0,
Sir+ foo = 0.
Sustituyendo estas relaciones en (3.4) tenemos que:
Fo = fooeo+ fore1,
Fy = fioeo + fiier = a1 foieo — fooer.
El cual puede ser reescrito en forma matricial como:
Fy €0 €1 fo,o
Fy —€1 (1€ f0,1

donde, la matriz de transicién es:

(& e
(3.9) ‘ '

—€1 (1€

1.3. El Caso A3(2, o, 7). Debido a lo extenso de los cdlculos en este caso, para la
comprobacion de los resultados obtenidos, se realizé un algoritmo en el programa mathema-
tica (Véase: Apéndice 1). Los resultados que se presentan a continuacién fueron obtenidos

utilizando cédlculos anélogos al caso A;(2,aq).

En este caso la base 5 = {eq, €1, €2, €12} y el conjunto de subindices T' = {0, 1, 2, 12}.

Después de aplicar el operador ﬁq a la funcién F (3.3) se obtienen el siguiente sistema:
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—e2q2fo.0 — g2 (—e12 + 2e9712) foa + eoqaazfoo — qa (
—e2q2f10 — G2 (—e12 + 2e9m12) fi1 + eoqaaa fi2 — @2 (€102 + 2e2712) f1,12 = 0,
—eaqafa0 — G2 (—€12 + 2e0712) fo,1 + €0q202 fa2 — qa (€102 + 2€9712) fo12 =0,
—62(]2f12,0 — Q2 (—612 + 260’712) f12,1 + 60Q2042f12,2 — Q2 (610é2 + 262712) f12,12 =0,
—e1q1fo0 + €oqin foq — €12q1fo2 + €2qran fo12 = 0,
—€1Q1f1,0 + €0Q1Oé1f1,1 - 612(]1f1,2 + 62Q1041f1,12 =0,
—e1q1f20 + €0q11 f21 — €12q1 f22 + €2qiv1 fa12 = 0,
—€1C]1f12,o + 60Q1C¥1f12,1 - 612Q1f12,2 + 62611041f12,12 =0,
e0qofo,0 + €1q9o0fo,1 + €2qofo2 + €12qo fo12 = 0,
eoqofi,0 + €1qof1,1 + e2qofi2 + €12qofi12 = 0,
€0qof2,0 + €1G0f21 + €240 f22 + €120 f2,12 = 0,
€0q0.f12,0 + €190 12,1 + €2q0 f12,2 + €12q0 f12,12 = 0,

de donde se obtienen las siguentes relaciones:

Ji0
Jia
fi2
Ji12
f20
faq
fa2
Ja12
J12,0
Ji21
Ji2:2

f12,12

Asi, finalmente se obtiene la matriz de transicion para este caso:

Oé1fo,17

—foo;

a1 fo,12,

—Jfo2;

—2712fo1 + a2 fo2,
—Oézfo,:«’n

—fo.;

Jo.15

—a1as fo 3,
2712f0,1 — 202,
a1 fo1,

2v12f0.3 + foo-

e1 + 2e9712) foa2 = 0,
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Fo €o €1 €2 €12 fo,o
Fy . —€ Q1€p —€12 Q162 f0,1
F —€y Y1260t €12 Q€ —Q2€1 — Y1262 Jo,2 7
Fiy €12 2712€1 + area —pe;  —aaney + 27912612 fo,12

donde, la matriz de transicién es:

€0 €1 €2 €12

—€ 1€ —€12 Q169
(3.10)

—€2 Y1260 + €12 Qe —Qp€1] — Y1262

ez 27261 + ey —aner  —aaney + 2912612

OBSERVACION 1.1. Es importante senalar que en ambos casos, tanto A;(2,a1) como
A2(2, o, i), las matrices de transicion obtenidas utilizando el operador de Cauchy-Riemann
generalizado (1.7) con q; constantes reales, son las mismas que se obtienen aplicando el

operador de Cauchy-Riemann usual (1.1).

2. Espacio Asociado
En esta seccién consideramos la ecuacion diferencial parcial de primer orden de tipo:

o —

(3.11) T Dyu+ G := Lu,

donde u(t,z) es una funcién desconocida que toma valores en el dlgebra de Clifford, ¢ es
el tiempo y z un dominio de R"=!, D_q es el operador conjugado del operador de Cauchy-
Riemann generalizado (1.7) y G es lineal en los componentes de u. En lo que sigue, formula-
remos condiciones suficientes en los coeficientes del operador L bajo las cuales L es asociado
a ecuaciones con lados derechos g-antimonogénicos. Para el operadr L el problema de valores
iniciales (3.1) tiene solucién para una funcién inicial monogénica generalizada arbitraria ¢ y

la solucion es también monogénica generalizada para cada t.

DEFINICION 2.1. A un par de operadores diferenciales (L,l) se les dicen asociados si

lu =0 implica que I(Lu) = 0.
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Consideremos un par de operadores diferenciales como sigue:

(3.12) lu = Dgu— F(z,u),

Lu = Dyu+ G(z,u),
donde,
(3.13) F =) Fu,
i=0
es gq-antimonogénica generalizada y

(3.14) G=> > aieu,

j=0 =0

es una combinacién lineal de las componentes de u. También se puede escribir G como:

G = Z gjej,
7=0

donde,

(3.15) 9; = Zai,juy‘-
=0

Con la finalidad de encontrar las condiciones para operadores asociados, asumimos que los
coeficientes a; ; de G son diferenciables respecto a las variables espaciales y u es solucién de

la ecuacién [u = 0. Entonces tenemos que:

(3.16) I(Lu) = D,(Lu)— F(z, Lu)
= D, Dyu+G)— F(x, Lu)
= D,Dyu+ D,G — F(z, Lu)
= D,Dyu+ D,G — F(z, Lu)

= D,F+ D,G — F(x,u"),

donde v* = Lu = ﬁqu + .
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2.1. El Caso A,(2,a;). En este caso tenemos dos elementos en la base 8 = {eg, e1 }.

Consideremos la matriz de transicién (3.9). Entonces escribimos los componentes de F,

(Fy, F1) como sigue:

F e e S
(3.17) 0 _ 0 1 0 7

F1 —€1 (1€ S1

con sg, 51 € CH(,R), con Q un dominio conexo y cerrado. Asi F' = Fyuy + Fiu; es antimo-

nogénica. De (3.17) se tiene que:
F = foeq + fre1,

donde,

(3.18) fo = Souo+ a1siuq,

f1 = S1Ug — SoUi-

Ahora, para construir el sistema (3.16), tenemos que:

DyF = (qoeo0y — q1e101)(foeo + fier)

(3.19)
= eo(qo0ofo + 1101 f1) + e1(q00 fr — 101 fo).

Sustituyendo (3.18) en (3.19) tenemos:
(3.20)
D,F = ey (—quaquidiso + qroquedriss + qrogsioiug — qranso01uy + qotodoso
+ qo1u10p51 + GosoDouo + qo1510pU1)
+ e1 (—quodiso — qraqui0181 — q180d1up — qra18101u1 — Gou1GoSo + Gottodos

+q05100uo — goSo0oU1) -

por otro lado,

(3.21) DG = (qoeodo + q1€101)(goeo + gr€1)

= 60(Q03090 - 910413191) + 61(%3091 + Q13190)-
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entonces, usando (3.15)

D,G = ey (—q1a1001up — qronar 101 — qraquediar g — qraauydian
(3.22) +q0a0,090to + Goto,100t1 + qotoBoto o + Gourdiao,)
+ e (Qaop0iuo + qrao 01ur + qruodiage + qruadiao + qoas,e0otio

+qoa1,100u1 + qouo0oar o + Gou19oan 1) -
como u es solucion de la ecuacién lu = 0, se tiene que:
lu = Dyu— F(x,u)

= (go€o0o + q1€101)(uoeo + urer) — (foeo + fier)
= eo(qoOouo — ar1q1O1ur — fo) + e1(qoOour + q101ug — f1),

donde usando (3.18) tenemos que:

(3.23) qQoOoug = a1qidiur + Souop + 1 s1ua,
qoOour = —q101ug + S1up — SoUy.

Sustituyendo (3.23) en u* = Lu = D, + G obtenemos u* = ujey + ule;. Por lo tanto,

F(z,u*) = (souy+ arsiui)eg + (s1uf — soui)es
= foeo+ [T
de donde,
(
o = s0(q0ouo + a1 q101ur + ap oo + agur)
(3.24) < +0151(go0our — q101ug + aq0uo + a1,1U1)

i = s1(q0ouo + a1q101uy + agouo + aguq)

L —50(qo0our — q101ug + a1 09U + G1,1U1)

Finalmente utilizando (3.19), (3.22) y (3.24) y cambiando las derivadas con respecto a xg

por las relaciones (3.23) podemos desarrollar el sistema (3.16).
l(LU) = A[]@o + A1€17

donde,

1 1
Ai = Z Az(jl)alUj + Z AfU/k,
7=0 k=0
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obteniendo los coeficientes que acompanan a las derivadas de u,

( 01
Aé ) = —q10o,1 — G111 + 201¢1 51,
1
Aé ) = G101ag0 — q1 a1, — 2001150,
Grupo(A) = 1)
Aj = 00,0 — q1a1,1 — 2q150,
L Agll) = aiqiaio + q1ao,1 — 201¢1 81,

y los coeficientes que acompanan a la funcion wu:

(

0 _
Ay = s1a01 — 181010 + 110151 — i 01a0 + qo0oso + qoOoao o,
1 _
Ay = aisiagg — 250a01 — a151a11 — 1010150 — qrav0iar + oo dost + qo0oao i,
Grupo(B) = {
AV = — 2 — q10 0 19 19
1 = —S100,0 + 250010 + $101,1 — q10150 + q10100,0 + Go0oS1 + Go0oa1 o,
1
(| A} = —sia01 + 151010 — 110181 + 101601 — Go0oSo + qo0oan 1

Igualando a cero las ecuaciones del Grupo(A) y del Grupo (B) obtenemos condiciones sufi-
cientes para que ([, L) sean operadores asociados. Note que las cuatro ecuaciones del Gru-

po(A) coinciden a pares, entonces obtenemos las siguientes relaciones del Grupo(A):

arary = 20981 — ao,

(3.25)

ay1 = —280 + ap,0-

Sustituyendo las relaciones (3.25) en el Grupo(B) y luego sumar AJ y A} tenemos:

a = So+ ko,
(3.26) 00 o

apy = 181+ ki,

con kg,k; constantes reales.

De acuerdo con (3.26) y (3.25) se tiene que:

a1a = o151 — k
(3.27) 10410 151 1

a1 = —Sg+ ko

donde a, kg, k1 son constantes reales arbitrarias.

Sustituimos (3.26) en el Grupo(B) y obtenemos:

909080 + s1k1 = 0,
a1qo0pS1 — Sok1 = 0.
Denotando,
S0
5 =

S1
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1 0 —k

Entonces obtenemos el siguiente sistema:
(3.28) Oos(xg, x1) = Ks(xg, x1).

Fijando z; el sistema (3.28) puede ser considerado como un sistema de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias para s; con coeficientes constantes cuya solucién viene dada por:
(3.29) s(0, 11) = eK@=E)s(&ar),
Finalmente, con todos estos calculos, el suguiente teorema queda demostrado:

TEOREMA 9. Supongamos que los coeficientes a; ;,5; son continuamente diferenciables
en xo,r1 y diferenciables en el tiempo t. Si las condiciones (3.26) y (3.27) son satisfechas,

entonces el operador L es asociado al operador l.

2.2. El Caso A3(2,w;,7;;). En este caso tenemos cuatro elementos en la base § =
{eo, €1, €2, e12}. Consideremos los operadores diferenciales [ y L dados en (3.12) con n = 3

en (313) y (314) donde Uz = U2 Y F3 = F12

Considerando la matriz de transicion (3.10), escribimos los componentes de F, (Fy, Fy, Fy, F9)

como sigue:

Fy €o €1 €2 €12 S0

Fy —€1 1€ —€12 Q169 S1
(3.30) =

Fy —ey —27v12€0 + €12 € —pe; — 279126 S9

Fiy €12 27i2€1 + ey —pe;  —aaiey + 2912612 S12

con s; € C*(Q,R),j ={0,1,2,12}, donde © es un dominio conexo y cerrado.

Asi, F' = Fyug + Fiuy + Fous + Fiougs es g-antimonogénica. De (3.30) se tiene que:

F = foeo + fie1 + faea + fr2€12,



donde,
( fo
(3.31) h
Ja
[ f12
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SoUp + S1U10 + Salgtry — S12U 20 Oy — 281UgV12,
S1Up — SoU1 — S12U20l2 — SoUja0le + 251U127Y12,
SoUp — SoUz + S12U10 + S1U120 — 2812U2Y12,

S12Up — SaUy + S1Uz + SoUiz + 2512U12Y12-

Realizando calculos andlogos al caso A;(2, o) obtenemos:

donde,

[(Lu) = Z Ase,

=0



Entonces,
(3.32)

( Aém)
A(()H)
A(()m)

A(()?’l)

A(()m)

Aéu)
Aém)
A(()32)

-+
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2q10151 — q1Go,1 — 41011010,

—2q10150 + qrag0 — qriay 1,

—2¢101 0283 — @103 — q1 1A 2,

dgionvi281 — 218y + qronags — 1Ay 3,

—4go71281 + 2q200282 — @202 + 2¢2Y1201,0 — G20202 0,

4dga71250 + 2qa1 Q283 — 2¢2Y12a0,0 + @200,3 + 2q27Y12a1,1 — q2Q2a2 1,

—2q20280 + 22000 + 2G271201,2 — q2002a2 2,

2¢201 0281 — 8q2V1y81 + 4gaiay12S2 — qatiato 1 — 2q2Y1200.2 + 2GaY1201 3 — Gatiaaa 3,
S100,1 + 82002 + 83003 — Q15110 + 27Y1281G2,0 — (2S202 0 + Q1283030
2497120251 + 20120259 + 227120201 o — GaaOaao o + q1a101 51

qroioiarp + qo0oso + qodoao,o,

a181a9,0 — 25000,1 + 153002 — S200,3 — Q151A1,1 + 271251021 — Q2S2a21
Q10283031 + 2¢27120250 + qeo e 0a83 + 2¢ay1202a1,1 — Gaia02a9 1

G1010180 — qro01a1,1 + qooOos1 + qoOoao 1,

—27128100,0 + 282000 — (28301 — 250002 — 27V125300,2 + S1A03 — (15101 2
27125102, — (1282092 + 1 X253a3 2 — 20020250 + 2¢27Y1202a1 2 — q220202 2

G a0153 — qrag01a1.2 — 2qo7120051 + o020y S2 + qoOoa 2,

—Q (83000 + 27125100,1 — Q2S200,1 + 181002 + 27125300,3 — (151013
271251023 — (2S2G2 3 + Q1253033 + G201 00251 — 4Goy25 0081 + 2020027120282
2€I271202a1,3 - Q204232a2,3 + 2q1017120181 — 110152 — Q1CY131CL1,3

qoor1 020053 + qoOoa 3.

Los coeficientes Agj "y Agl), i = {1,2,3} tienen estructuras similares a A(()j "y A(()l) respec-

tivamente. Igualando todos los coeficientes Agjk) y Al@ a cero, obtenemos las condiciones

suficientes bajo las cuales (I, L) son operadores asociados.

En este caso tenemos 32 coeficientes de las derivadas de u, igualando estos coeficientes AZ(-j ¥

a cero, obtenemos un sistema que coincide a pares, por lo tanto, solo quedan 16 ecuaciones

las cuales denotaremos por Grupo(A). Resolviendo el Grupo(A), obtenemos las siguientes



relaciones:

(3.33)

ai1,0
11
12
a3
2.0
Q21
a2
2.3
aso
a3;1
as.2

as,3

2. ESPACIO ASOCIADO

_ —2a1s1ta0,1
ai )

—280 + aoyo,

_ 201a283+a0,3
[e%1 )

41251 — 200289 + ag 2,

_ —20n10524271200,1t2100,2

102
. —2a10283—a0,3
a9 )

2v12(2a1a283+0a0,3)

—280 + Cl(),o —

20081 — ap,1,
__a0;3
arlag’

_ 2Zy2a0a1tarao2
ajog !

ao,1

o

_ —a1a2a0,0+271200,3
ar1az ’

34

. [ .
Por otro lado, tenemos 16 coeficientes AE) de las componentes ug, w1, us, u12, igualando es-

tos coeficientes a cero, obtenemos un sistema que llamaremos Grupo(B). Sustituyendo las

relaciones (3.33) en el Grupo(B) obtenemos:

(3.34)

Q0,0
Qo,1
ap,2
ap,3

oS3

= ko + so,

= ki + s,

= kg — 271281 + 282,

= k3 — 10983,

= 0.
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De acuerdo con (3.33) y (3.34) se tiene que:

(3.35)

p

\

a0
ay 1
ai2
1.3
2,0
a2 1
a2 2
2,3
a3.0
as 1
az2

a3,3

- _k
- a1 _'_817

= ko — S0,

_ ks _
- a1 Q2 S3,

= ko 4 271251 — 289,
Koy +2k
_ __kear+2kimo + 59,

Q12

ks
—  as + 1S3,

= ko — S0+ 2712 <— = —33)7

a1

= —k + a5,

_ k3
— a1z +837

_ koo +2k1712
. a1z — So,

- k
- a1+517

= ko + S0+ 2712 <—alf22 + 83) :

Sustituyendo (3.34) en el Grupo(B), se obtiene que:

i

@080
0
(3.36) o1
Jos2
JoS3
\
Denotando,
y
1
K=—
do

(k2a1712+k1 (*ala2+2’y%g))51*042(162011+k1712)82

Obtenemos el siguiente sistema final:

(3.37)

Oos(xg, 1, 22) = Ks(xg, 1, 22).

0

kimiz
o1

(k2a1712+2k1’7fg)

Qa2

- oo 2 ’
_ ks(=mesitasss)tkias(sotyi2ss)
qooi 2 ’
_ 1
= ey (Thsaast + kaan (so + 71283) + 712 (kss2 + 2k (so + 71283)))
= 0.
S0
S1
S =
52
53
0 (k201712+k1(*0110¢2+2’7%2)) _ (k20a+k1712)
Q102 aq
ki _ k3yio ks
a1 (o5} aq
(k2a1+2k1712) _k k312
1092 a2 [e5eS)
0 0 0

0

35



2. ESPACIO ASOCIADO 36

Fijando x4,z el sistema (3.37) puede ser considerado como un sistema de ecuaciones dife-

renciales ordinarias para s; con coeficientes constantes, cuya solucién viene dada por:
(3.38) s(z0, 21, 29) = e(E(z08))s(xo,z1,22)
: ’ ) .

Finalmente, después de estos céculos, el siguiente teorema queda demostrado:

TEOREMA 10. Supongamos que los coeficientes a; j, s; son continuamente diferenciables
en xo, T1, e Y diferenciables en el tiempo t. Si las condiciones (3.38) y (3.35) son satisfechas,

entonces el operador L es asociado al operador [.



Capitulo 4

CONCLUSION

En este trabajo de investigacién, logramos construir espacios asociados para el operador
D, con los ¢;, i = 0,1, ...,n constantes reales, a través de lados derechos g-antimonogénicos
en el anillo A,,(2, a;,7;;), para los casos particulares n = 1,2. Usando estos espacios aso-
ciados, algunos estimados interiores provistos en [7] y aplicando un teorema de punto fijo,
se logra dar garantia de la existencia de la soluciéon para el problema de valores iniciales,

siguiendo el método de espacios asociados de Walter y Tutschke [12].

Para resolver problemas de valores iniciales con este método de espacios asociados, prime-
ro presentamos las condiciones para que los lados derechos F'(z,u) sean g-antimonogénicos
utilizando matrices de transicién. Luego, mostramos las condiciones suficientes sobre los
coeficientes de un operador lineal de primer orden en el andlisis de Clifford L para que sea
asociado a ecuaciones diferenciales con lados derechos g-antimonogénicos. Estos resultados
se comprobaron con algoritmos elaborados en el programa mathematica, lo cual hace los

resultados expuestos exactos y fiables.

Todos los resultados obtenidos en esta tesis son originales y nos permiten generalizar los

resultados de [1] y [3].

Como extensién natural a este trabajo se pueden considerar operadores mas generales,
por ejemplo:

(41) Dq7/\ = quezaz — )\,
=0

donde ¢;, i = 0,1, ...,n pueden ser funciones reales o constantes reales y A puede ser Clifford

valuada o una constante real. El caso ¢; = 1, Vi y A € R se puede ver en [10].

37



Apéndice

Apéndice 1: Algoritmo para el Célculo de la Matriz de Transicién A(2, o, ;).

El cédigo presentado acontinuacién se utilizo para comprobar las condiciones suficientes

para la construccién de un lado derecho anti-monogénico As(2, v, 7i5)-
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ClearAll ["d obal " %"1;

ExpandNCM[ (h: NonConmmrut ativeMultiply)[a___ , b Plus, c_ 1] :=
Distribute[h[a, b, c], Plus, h, Plus, ExpandNCM[h [##]] &]

ExpandNCM[ (h : NonConmut ativeMul tiply) [a , b_Times, c__11:=
Mbst [b] ExpandNCM[h[a, Last [b], c11]

ExpandNCM[a_] : = ExpandAl | [a]

"Ri ght hand side function";

"Cifford A2 Case";

"Prelimnaries";

BASE = {ep, €1, €2, €12};

Funci onesu = {Ug[Xo, X1, X21, U1[Xo, X1, X2], U2[Xo, X1, X2], U12[Xo, X1, X21};

3 3
DerivafunPl = ZZGXAUB[XO, X1, X21;
A=0 B=0

Ajust = {us® %9 [xo, x1, X2] = u12 ™ > [x0, X1, X21,

0,1,0 ) 0,1,0 0,01 ) 0,0,1
us ) [Xo, X1, X2] = Ugp ! ) [Xo, X1, X21, us! ) [Xo, X1, X2] = U1p ! ) [Xo, X1,

DerivafunPl| = DerivafunPl //. A ust;

Conj unt Der Fun = {DerivafunPl| [[1]], DerivafunPl| [[2]], DerivafunPll [[3]],
DerivafunPl | [[4]1], DerivafunPl | [[5]], DerivafunPll [[6]],
DerivafunPll [[7]1], DerivafunPl | [[8]], DerivafunPll [[9]],
DerivafunPl | [[10]], DerivafunPl | [[11]], DerivafunPl |l [[12]]};

Not aci onee = {€3 = €12, U3z > U1z };

"Order";
Ni coOrder = {ex_ **k Y_ %€y > E k¥ Y, € *xY_*€k By kx € % Y};

"Cifford Rules";
DOSPar Cl i f f or dRul es = {eo *% €y > €y, €5 *% €0 > €y,
€1 %% €1 > -1 €g, €1 %% €2 > €12, €1 *% €12 > —-QA1 €2,
€)% €1 > 2Y12€0-€12, €2 %% €2 > -2 €y, €2 *%x €12 > 2 Y12 €2 + Q2 el};

"Dirac operator construction";

3 3
U= ZZfA,B[XOy X1, X2] Ua[Xo, X1, X2] €g;
B=0 A0

Adiffu=U//. Notacionee;

UA = ExpandNCM[eg ** 0o 05, i ffU] //. Ni coOrder;
UB = ExpandNCM[e; #% Q1 8x, T i ffU] //. NicoOrder;
UC = ExpandNCM[e; #* g2 85, i ffU] //. NicoOrder;
AiffCROU=UA-UB-UC//. DOSPardiffordRul es;

x21};

Funucero = {Ug[Xo, X1, X2] = 0, U1[Xo, X1, X2] = 0, U2[Xo, X1, X2] = 0, U12[Xo, X1, X2] = 0};

"Sol ving the systent;

WRul esCROU=d i ffCROU //. Funucer o;

SFinal | = Col | ect [WRul esCRQU, Conj unt Der Funi];

"Construction Final System just T matrix.";

SFinalll = {SFinall [[1]], SFinall [[2]], SFinall [[3]],
SFinall [[4]1], SFinall [[5]], SFinall [[6]], SFinall [[7]], SFinall [[8]],
SFinall [[9]], SFinall [[10]], SFinall [[11]1], SFinall [[12]11};

Conj unt Der FunAl = {DerivafunPl | [[1]] =» 1, DerivafunPl | [[2]] = 1,
DerivafunPl | [[3]] = 1,
DerivafunPl | [[4]] =» 1, DerivafunPl| [[5]] :»1, DerivafunPl| [[6]] =» 1,
DerivafunPl | [[7]] =» 1, DerivafunPl| [[8]] :»1, DerivafunPl| [[9]] =» 1,
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Apéndice 2: Algoritmo para el Calculo del Espacio Asociado A;(2,ay).

El cédigo presentado acontinuacién se utilizo para comprobar las condiciones suficientes

para operadores diferenciales asociados para el caso A;(2, ).



"Necesary condition for Associate
space by Antonio Di Teodoro and Maria O ara Sapiain";
ClearAll ["d obal " %"1];
"Funci on para tener DI STRI BUTI VA";
ExpandNCM[ (h: NonConmrut ativeMultiply)[a__ , b_Plus, c_ 1] :=
Distribute[h[a, b, c], Plus, h, Plus, ExpandNCM[h [##]] &]
ExpandNCM[ (h : NonConmut ativeMul tiply) [a , b_Times, c___11:
Mbst [b] ExpandNCM[h[a, Last [b], c1]
ExpandNCM[a_] : = ExpandAl | [a]
"Ri ght hand side function";
" Conpl ex Case";
"Prelimnaries";
"Base, Functions and derivatives";
BASE = {eqg, e1};
Funci onesu = {ug[x0, x1], uy[x0, x11};
Funci oness = {so[x0, x1], s1[x0, x11};
Funci onesa = {ag®[x0, x1], ao'[x0, x1], a1°[x0, x11, a;*[x0, x11};
Deri vaFun = {ux_(o’l) [x0, x11, uyx ‘%0 [x0, xl]};
"Order";
Ni coOrder = {ex7 *kY_ %€y > xxCy kY, By *kY_ %€ By k% Cy * Y};
Ni coOrder Nul | = {ex7 *xA (B_+C_ ) > A(ex** B+eyx%xC) };
Ni coOr der Parente = {e& * % (Y_ * exf) ey k€ * Y, €y % (Y_ * ekf) > By k* B * Y};
Equi | i brat eFi nal e = {e& *x Y_ > €y Y};
spacel i kevar = {x0 = Xg, X1 = X1};
"Cifford Rules";
Cl assi cConpl exd i ffordRul es = {eo *k €y > By, €y *%k €0 6y, €1 k% €1 -eo};

Paranetri cConpl exC i ffordRul es = {eo *k €y 1 By, € *%€0 > By, €1 k% €1 P -1 * eo};
Noconst ant Par anet ri cConpl exd i ffordRul es =
{eo *%k €y > €y, B **x €0 > €y, €1 *x €1 > —ay [X0, X1] % eo};

"Function F*;

1
RF = ZFA ua[x0, x17;
A=0

"This is fromthe transition matrix of conplex case";
Tranmatrix = {Fo = Sso[x0, x1] +e151[x0, x1], F1 = a3 *S1[x0, x1] -e;1 So[x0, x11};
RRRF = RF //. Tranmatri x;

RRF = Si npl i fy [RRRF];

"Construction of Cauchy-R emann";

A = ExpandNCM[eg ** (o 9xo RRF1;

NullA=A//. NicoOderNull;

ParenteNul | A= Nul I A//. Ni coOrderParente;

RDA = ParenteNul | A //. Ni coOrder;

"o

B = ExpandNCM[e; ** q1 8x1 RRF];

NullB=B//. NicoOderNull;

ParenteNul | B=Nul Il B //. Ni coO der Parente;

RDB = ParenteNul | B //. Ni coOr der;

CRO = RDA - RDB;

VWRul esCRO = CRO //. Paranetri cConpl exd i ffordRul es;
Equi WRul esCRO = WWRul esCRO //. Equi | i br at eFi nal e;

Col Equi WRul esCRO = Col | ect [Equi WRul esCRO, BASE];

"Function G';
1 1
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1 1
RG = ZZanA[XO’ x1] egua[x0, x17;
A=0 B=0

GA = ExpandNCM[eg ** (o 9xo RG];

GB = ExpandNCM[e; ** g1 8x1 RG];

CROG= (GA+GB) //. N coOrder;

WRul esCROG = CROG //. Paranetri cConpl exCliffordRul es;
Syst enCROG = Col | ect [WRul esCROG, BASE];

"Function $u*=Du+G$";

1
U= ZuA[XO, X1] ea;
A=0
UA = ExpandNCM[eq ** (o dxo U];
UB = ExpandNCM[e1 ** Q1 81 U];
CRQU=UA-UB //. NicoOder;
VRul esCROU = CRQU //. Paranetri cConpl exd i ffordRul es;
Syst enCRQU = Col | ect [WRul esCROU, BASE];
SystenG = Col | ect [RG BASE];
U* = Col | ect [Syst emCROU + Syst enf5, BASE];

"F(x,u*) function, pua=u*";

1
StarF = ZFAuA;
A=0

Tranmatri x2 = {Fp = €9 Sg[X0, x1] +e151[x0, x1], F1 = a3 *x€gS1[X0, x1] -e1 So[x0, x11};
RStarF = StarF //. Trannatri x2;

aditionale = {ex_ - 1};

AU* = Extract [U*, {1}] //. aditionale;

BU* = Extract [U*, {2}] //. aditionale;

Rul ef or Fu* = {ug =» AU*, u; = BU*};

Fu* = RStarF //. Rul ef or Fu*;

Fi nal Fu* = Ful | Si npli fy[Fu*];

Col Fi nal Fu* = Col | ect [Fi nal Fu*, BASE];

"Construction of Du+FG+F(x, Fu*)";
Fi nal econBri o = Col Equi WRul esCRO+ Syst enCROG - Col Fi nal Fu*;
Col | ect [Fi nal econBri o, BASE];

"I'n order to desapier the derivatives rspect to x0";

Nul | derivative = {go *uo™® [x0, x1] = So[x0, X1] #Uo[x0, x1] +
ag *#S1[X0, X1] *#u;[X0, X1] + a1 * g1 *uy (O [x0, x17, qgo #ur 19 [x0, x17] =
-So[X0, x1] #u1[x0, x1] +s1[x0, X1] % Upg[x0, X1] - g1 *Uo‘® V) [x0, x11};

Fi nal econBri 02 = Fi nal econBrio //. Nul | derivati ve;

Fi nal eFi nal e = Col | ect [Fi nal econBri 02, BASE];

"Take to terns";

Mast er O Col | ect = {uo[x0, x11, u1[x0, x11, u1 @ [x0, x1], ug®™® [x0, x11 };
Final eT1l = (Final eFinale)[[1]] //. aditionale;

Fi nal eT2 = (Final eFinale)[[2]] //. aditional e;

"Real Part";

NI CO, = Col | ect [Final eT1l, MasterOf Col | ect ];

"Vectorial Part";

NI CO, = Col | ect [Fi nal eT2, Master Of Col | ect ];

"Goup A"



Uno = {ux_[x0, x11 » 1, u P [x0, x1] =» 1, ux @D [x0, x1] = 1};
BaseSd deriva = {az,0[x0, x1], a1, 1[x0, x11};

m=1;

Do[Do[An=NCQ[[j1] //. Uno; m=ms+1, {j, 2}], {i, 2}]

"G oup B";
m=1;
Do[Do[Bn=NCQ[[j]]//. UnO; m=m+1, {j, 3, 4}], {i, 2}]

BABELTOWNERL = Sol ve[A; == 0 & & A, == 0, BaseSOd derivaj;
BABELTOWERDEVO = 8,9 BABELTOWERL;
BABELTOWERDEV1 = 8,1 BABELTOWERL;

Do[G =B //. BABELTONERL, {i, 4}]

Do [Cdev0O; = G //. BABELTONERDEVO, {i, 4}]
Do[Cdevl; = CdevO; //. BABELTONERDEV1, {i, 4}]
Do[SustG = Full Sinplify[Cdevl;], {i, 4}]

M= Ful | Si nplify[SustC +SustCy];
M =M1, 1, 1, 11];
M =M1, 1, 1, 211;

BABELTOWER2 = DSol ve[M == 0, ag, 1[Xx0, x11, x11 //. {C[1] = ko};
BABELTOWER3 = DSol ve[M == 0, ag, o[X0, x11, x01 //. {C[1] = k1};
Sust Babel Der 0 = 849 BABELTONERZ;
Sust Babel Der 1 = d4; BABELTONERZ;
Sust Babel Der 03 = 849 BABELTONERS;
Sust Babel Der 13 = 81 BABELTONERS;

Finl = {SustC,, SustG} //. BABELTONER2;

Fin2 = Finl //. BABELTONERS;

Fin3 = Fin2 //. SustBabel Der0O;

Fin4 = Fin3 //. Sust Babel Der 1;

Fin5 = Fin4 //. Sust Babel Der 03;

FinFin = Fin5 //. Sust Babel Der 13;

"Final Solution";

Sol Fi nal e=SoIve[Fi nFin[pra, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 1, 1]1] =0 &

E.A.

Dq Alp (Mary).nb |3

FinFin[ri, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 111 =0, {so®?[x0, x1], s1? [x0, x11}];
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Apéndice 3: Algoritmo para el Célculo del Espacio Asociado As(2, a;,7ij).

El cédigo presentado acontinuacién se utilizo para comprobar las condiciones suficientes

para operadores diferenciales asociados para el caso Aa(2, o, 7vij)-



"Necesary condition for Associate
space by Antonio Di Teodoro and Maria O ara Sapiain";
ClearAll ["d obal " %"1];
"Definition of Distributive Function";
ExpandNCM[ (h: NonConmrut ativeMultiply)[a__ , b_Plus, c_ 1] :=
Distribute[h[a, b, c], Plus, h, Plus, ExpandNCM[h [##]] &]
ExpandNCM[ (h : NonConmut ativeMul tiply) [a , b_Times, c___11:
Mbst [b] ExpandNCM[h[a, Last [b], c1]
ExpandNCM[a_] : = ExpandAl | [a]
"Ri ght hand side function";
"Cifford A2 paranetric Case";
"Prelins";
Ni coOrder = {ex_ *xY_ %€y > B x*CxxY, € *xY_*x€ > By kkE * Y};
Ni coOrderNul | = {ex_ *xA (B_+C +D +E ) > A(ex**x Breg*xC+ey*xxD+ey xxE) };
Ni coOrder Parente = {ex_ *% (Y_ * ex_) DBy *x By x Y, €y *x (Y_ * ek_) > By *k B * Y};

EquilibrateFinal e = {ex_»»Y_: e, Y};
BASE = {€o0, €1, €2, €12},
Funci onesu = {up[x0, x1, x2], u;[x0, x1, x27], ux[x0, x1, X271, u;»[x0, x1, x21};
Deri vaFun = {uxf(l’o'o) [x0, x1, x2], ux @10 [x0, x1, x2], ux © %D [x0, x1, x21};
Funci oness = {sp[x0, x1, x2], s;1[x0, x1, x2], s»[x0, x1, x2], s3[x0, x1, x21};
"Parametric Cifford Rul es”;
DOSC assd i ffordRul es = {eo *k €y P By, €y *% €0 > Ey,

€1 %*% €1 > —-a1 €p, €1 ¥%x €2 > €12, €1 *% €12 » -1 €7,

€r k% €1 > 2 Y12 €0 - €12, €2 k% €2 > -0 €0, €2 %% €12 1 2 Y12 €2 + A el};

"Construction of Function F";

3
CiffRF = ZFAUA[XO, x1, x21:
A=0
"This is fromthe transition matrix of Cifford paranetric case";
Tranmatrix =
{Fo = ep So[x0, x1, x2] +e3 s1[x0, x1, x2] +e,S,[x0, x1, x2] +e12 S3[x0, x1, x2],
F1 = -e1S0[X0, X1, X2] +a3 €9 S1[X0, x1, x2] -e12S2[Xx0, x1, x2] +a; €2 S3[x0, x1, x2],
Fy = -e250[X0, X1, X2] -2 vy12€0S1[Xx0, x1, Xx2] +e32 S1[x0, x1, x2] +
ap €09 S2[X0, x1, X2] -az €1 S3[x0, x1, x2] -2 y12 €2 S3[x0, x1, x27,
F3 = €12 S0[X0, X1, X2] +2 y12€1S1[X0, X1, X2] +a; €2 S1[X0, x1, x2] -
ap €1 S [X0, X1, X2] -aj a2 €9 S3[X0, x1, X2] +2 yi12 €12 S3[x0, x1, x21};
AiffRRRF=CIiffRF /. Tranmatri x;
uuu = {uz[x0, x1, x2] = ui2[x0, x1, x2]};
tenmpd i ffRRRF = d i ff RRRF /. uuu;
CiffRRF = Expand[tenpd i f f RRRF];

"Construction of Cauchy-Ri emann";

A = ExpandNCM[eg ** Qo 8xo Ol i f f RRF];
NullA=A//. NicoOderNull;

ParenteNul | A= Null A//. NicoO derParente;
RDA = ParenteNul | A //. Ni coOrder;

B = ExpandNCM[e; ** q1 851 C i f f RRF];

Nul I B=B//. NicoOrderNull;

ParenteNul | B=Nul I B //. Ni coOrder Parent g;
RDB = ParenteNul | B //. Ni coOrder;

C2 = ExpandNCM[e;, »* g2 842 i ff RRF];
NullC2=C2//. NNcoOrderNull;
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ParenteNul | C2 = Nul I C2 //. Ni coOrder Parente;
RDC2 = ParenteNul | C2 //. Ni coOrder;

"t

diffCRO=RDA-RDB-RDC2;

WRul esCRO=d i ffCRO//. DOSC assd i ffordRul es;
Col Equi WRul esCRO = Col | ect [WWRul esCRO, BASE];

"Function G';

3 3
funct RG= ZZaB,A[xO, x1, x2] egua[x0, x1, x27;
A=0 B=0
Not aci onee = {e3 = €12, U3z[x0, X1, X27] = ui2[x0, x1, x21};
AiffRG=functRG//. Notaci onee;
GA = ExpandNCM[eq ** (o 8xo Cl i f f RG];
GB = ExpandNCM[e; %% q; 851 0 i f f RG];
GC = ExpandNCM[e; %% g, 852 0 i f f RG];
CiffCROG= (GA+ @ +GC) //. NicoOder;
VWRul esCROG=d i ff CROG//. DOSC assC i f f or dRul es;
Syst enCROG = Col | ect [WRul esCROG BASE];

"Function u*=Du+G';

3
U= ZUA[XO, X1, X2] €ea:
A=0
diffu=U//. Notacionee;
UA = ExpandNCM[eg »* (g dxo Cl i ff U];
UB = ExpandNCM[e; ** q1 851 Cl i ffU];
UC = ExpandNCM[e; ** g2 852 Cl i ffU];
diffCROU= (UA-UB-UC) //. N coOrder;
VWRul esCROU =d i ff CROU //. DOSC assC i ffordRul es;
Syst enCROU = Col | ect [WRul esCROU, BASE];
CiffSystenG=Collect [AiffRG BASE];
aiffU = Collect [SystenCROU+C i ffSysten BASE];

"F(x,u*) function, pa=u*";

3
StarF = ZFAuA;
A=0

RStarF = StarF //. Tranmatri x;

aditionale = {e, =»1};

AU* = Extract [CiffU*, {1}] //. aditionale;

BU* = Extract [CiffU*, {2}] //. aditionale;

CU* = Extract [AiffU*, {3}] //. aditionale;

DU* = Extract [AiffU*, {4}] //. aditionale;

Rul ef or Fu* = {ug = AU*, pp = BU*, up > CU*, ug =» DU},
Fu* = RStarF //. Rul ef or Fu*;

Fi nal Fu* = Ful | Si nplify[Fu*];

Col Fi nal Fu* = Col | ect [Fi nal Fu*, BASE];

"Construction of Du+FG+F(x, Fu*)";
Fi nal econBri o = Col Equi WRul esCRO+ Syst emCROG - Col Fi nal Fu*;
Col | ect [Fi nal econBri o, BASE];

"In order to desapier the derivatives respect to x0";
lul=UA+UB+UC//. Ni coOrder;
lu2 =1ul //. DOSCl assCl i ffordRul es;
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lu==Collect [FullSinplify[lu2-diffRRF], BASE];
BaseSd deriva =
{ug™ %9 x0, x1, x2], up %9 [x0, x1, x2], uz%9[x0, x1, x21, u»% 9 [x0, x1, x21};
Mal =lu[[1]] //. aditionale;
Ma2 =l u[[2]] //. aditionale;
Ma3 = lu[[3]] //. aditionale;
Mad =l u[[4]] //. aditionale;
lufinal e = Solve[Mal == 0 & & Ma2 == 0 & & Ma3 == 0 && Ma4 == 0, BaseSd deriva]j;
Fi nal econBri 02 = Fi nal econBrio //. | ufinale;
Fi nal eFi nal e = Col | ect [Fi nal econBri 02, BASE];

"Take to terns";

Mast er O Col | ect = {uo[xo, x1, x27], ui[x0, x1, x27], ux[x0, x1, x27], up2[x0, x1, x2],
up @19 [x0, x1, x21, up @19 [x0, x1, x2], u @19 [x0, x1, x2], up @9 [x0, x1, x21],
U@ %1 x0, x1, x21, up@ %1 [x0, x1, x21, up@®Y[x0, x1, x21, u @M [x0, x1, x21};

Do [Fi nal eT; = (FinaleFinale)[[1, i]] //. aditionale, {i, 4}]

Do[NICQ = Col |l ect [Ful | Sinplify[FinaleT;], MasterOfCollect], {i, 4}]

"Real Part";

NI CO, = Col | ect [Fi nal eT;, Master O Col | ect ;

"Vectorial Part";

NI CO, = Col | ect [Fi nal eT,, Master O Col | ect ;

“Mul tivectorial Part 1";

NI CO; = Col | ect [Fi nal eT3, Master O Col | ect ;

“Mul tivectorial Part 2";

NI CO; = Col | ect [Fi nal eT4, Master O Col | ect 1;

Uno =
{u_[x0, x1, x2] =1, uy,_@%D[x0, x1, x2] =1, u, @29 [x0, x1, x2] = 1};

BaseSA derival = {a;,0[x0, x1, x2], az 1[x0, x1, x2], az 2[x0, x1, x2],
ap, 3[x0, x1, x2], az o[x0, x1, x2], az 1[x0, x1, x2],
ap 2 [x0, x1, x2], ap 3[x0, x1, x2], as o[x0, x1, x2],
as, 1[x0, x1, x2], as 2[x0, x1, x2], as 3[x0, x1, x2]};

"Group A";

m=1;

Do[Do[An=NCQ[[j1] //. Uno; m=m+1, {j, 8}], {i, 4}]

M= Tabl e[A =0, {i, 32}1;

BABELTONERL = Sol ve[M BaseSd derivall;

Babel Tower 1DERO = 840 BABELTOVWERL;

Babel Tower 1DER1 = 84, BABELTOVWERL;

Babel Tower 1DER2 = 84, BABELTOWERL;

Cbhando = {y12 20, a; =» 1, ap > 1};

"Goup B";

m=1;

Do[Do[Bn=NCQ[[j]]//. Uno; m=m+1, {j, 9, 12}], {i, 4}]

Do[SusB; =B; //. BABELTONERL, {i, 16}]

Do [SusDEROB; = SusB; //. Babel Tower 1DERO, {i, 16}]

Do [SusDER1B; = SusDEROB; //. Babel Tower 1DER1, {i, 16}]

Do[Sust Bi = SusDERLB; //. Babel Tower 1DER2, {i, 16}]

"Fi nal Cal cul ations";

SA = Expand [Sust By + Sust Bg];
SB = Expand [Sust B4 - Sust Big];
SC = Expand [Sust Bz + Sust Bg];

DeSA = {-2qs a1 5119 [x0, x1, x2] +2q1 20,1 @1 P [x0, x1, x21],
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-2doso™® P [x0, x1, x2] +2qoap, o™ % ? [x0, x1, x21};
DeSB = {-3qo a1 53 %9 [x0, x1, x2] - qo az &z 53 P [x0, x1, x2] +
do @, 3% %9 [x0, x1, x2]

go a0,3 ™M P [x0, x1, x2] - Ik
az

DeSC= {2 q1 a1 a2 53 1P [x0, x1, x2] +24q1 0,3 %" [x0, x1, x2],
4901251 %P [x0, x1, x2] -2 qo az 52 [x0, x1, x2] +2qpag, 2> ? [x0, x1, x21};
I nt DeS00 = DSol ve [DeSA[[2]] =0, ag,0[Xx0, x1, x2], x01 //. {C[1] = ko};
I nt DeSO1 = DSol ve [DeSA[[1]1] =0, ap,1[x0, x1, x2], x11 //. {C[1] = k1};
I nt DeS02 = DSol ve[DeSC[[2]] = 0, ag,2[x0, x1, x2], x0] //. {C[1] = k2};
| nt DeS03 = DSol ve [DeSC[[1]] = 0, ag,3[x0, x1, x2], x1] //. {C[1] = k3};
DesSBcond = DeSB[[1]] //. 8xol nt DeS03;
I nt DeS3 = Sol ve [DesSBcond == 0, s3™ %% [x0, x1, x2]];
Sust Mary = {I nt DeSOO[[1, 1]], IntDeSO1[[1, 117,
I ntDeS02[[1, 111, IntDeSO3[[1, 11], IntDeS3[[1, 1]11};
Cocoa = {Sust Mary, 8o Sust Mary, 8xiSustMary, 8x,SustMary};
For mai j | ndepent = Ful | Si npl i f y [BABELTOWERL //. Cocoal;
Finaleij = Formaij | ndepent [[1]];
Cocoa2 = {Finaleij, 6xoFinaleij, o4x1Finaleij, 84x:Finaleij};

Do [Sust MaryB, = Full Sinplify[B; //. Cocoa[[1]]], {i, 4}1;

Do [Sust Mary1B, = Ful | Sinplify[SustMaryB, //. Cocoa[[2]11], {i, 4}1;
Do [Sust Mary2B, = Ful | Si nplify[SustMarylB, //. Cocoa[[31]], {i, 4}1;
Do [Sust Mary3B, = Ful | Si nplify[SustMary2B, //. Cocoa[[41]1], {i, 4}1;

Do [Sust MaryFB, = Ful | Si nplify[SustMary3B, //. Cocoa2[[11]1], {i, 4}1;
Do [Sust MaryF1B, = Ful | Sinplify[SustMaryFB, //. Cocoa2[[2]1]], {i, 4}1;
Do [Sust MaryF2B, = Ful | Si npli fy[Sust MaryF1B, //. Cocoa2[[3]11], {i, 4}1;
Do [Sust MaryF3B, = Ful | Si npli fy[Sust MaryF2B, //. Cocoa2[[4]1]1], {i, 4}1;

"Paper Conditions";
Final Art = Full Sinplify]
Sol ve[Sust MaryF3B, [[1, 1, 1, 1]] =0 && SustMaryF3B,[[1, 1, 1, 1]] =0 &&

Sust MaryF3B;[[1, 1, 1, 1]] = 0&& SustMaryF3B,[[1, 1, 1, 11] =0, {so™%? [xO0,
x1, x21, s1 %9 x0, x1, x2], s, %9 [x0, x1, x2], s3™ %9 [x0, x1, x21}]];
" Checki ng";

Cbhando = {y12 20, a; =» 1, az » 1};
Fi nal Art //. Cbando;



[1]
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