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RESUMEN

Se usa el modelo de oscilador anarmonico, basado en el modelo de Lorentz para
describir clasicamente la interaccién radiacion-materia en dieléctricos isotro-
pos a altas intensidades de campo eléctrico y se consigue la posicion en funcion
del tiempo de los electrones ligados al material con teoria de perturbaciones, se
hace uso de funciones de Green para escribir la solucién y obtener la relacion
causal entre campo y oscilaciones electrénicas. A partir de alli, se establece
la relacién entre dichas soluciones con el comportamiento macroscépico del
material en el cudl viaja la luz, obteniendo asi las polarizaciones y suscepti-
bilidades en funcién del tiempo y de la frecuencia. Se resuelve el problema
de propagacion en régimen lineal, obteniendo la distribuciéon transversal del
campo en la fibra y la ecuacién de autovalores. Se hacen una serie de consi-
deraciones fisicas para poder escribir una ecuacién de propagacion de pulsos
cortos en fibra optica monomodo que preserva la polarizacién. A modo de
prueba, se trata la polarizacion no lineal dentro de esta ecuacién de propaga-
cién de una manera distinta a la usual, que no llevara a la conocida ecuacién
de Schrodinger no lineal y permitira hallar soluciones del campo que se pro-
paga en la fibra considerando efectos de atenuacion, dispersion y no linealidad
simultdaneamente sin recurrir a métodos numéricos. Se discuten finalmente las
ventajas y desventajas de este enfoque.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. ()ptica lineal y no lineal

La 6ptica es una parte importante de la vida cotidiana. La luz parece fluir o propagarse
a través del espacio vacio, asi como a través de objetos materiales y nos provee informa-
cién visual acerca del mundo. Los efectos familiares de reflexion, refraccién, difraccion,
absorcién y dispersion explican una amplia variedad de experiencias visuales comunes a
nosotros, desde el enfoque de luz que puede causar una lente hasta los colores que se ven
en un arcoiris. Generalmente, aquellos pueden ser explicados asignando un pequeno con-
junto de parametros 6pticos a los materiales. Bajo las experiencias ordinarias de la vida
cotidiana, esos parametros son constantes, independientes de la intensidad de la luz que
permite la observacion del fenémeno 6ptico. Esta es la rama que llamamos éptica lineal.

Poco después de la invencion del primer laser en 1960, Peter Frankin y sus companeros
de trabajo, marcaron el inicio del estudio de la 6ptica a altas intensidades, llevando a nue-
vos fendmenos tal como la generacién de nuevos colores a partir de luz monocromatica en
un cristal transparente o el auto enfoque de un rayo 6ptico en un liquido homogéneo. A
las intensidades usadas para generar este tipo de efectos, los pardametros 6pticos usuales
de los materiales no pueden ser considerados constantes sino que se hacen funcién de la
intensidad de luz. La ciencia de la dptica en este régimen es llamada optica no lineal.

La teoria de la éptica no lineal se construye sobre la bien entendida optica lineal,
particularmente en base a la interaccion luz-materia. Ordinariamente la materia consiste
de una coleccién de niicleos cargados positivamente (de d&tomos o moléculas) rodeados de
electrones cargados negativamente. La luz interactia primeramente con la materia via los
electrones de valencia en la corteza de orbitales mas externa. El parametro fundamental en
esta teoria de interaccién luz-materia es la polarizacién electrénica del material inducida
por la luz. La extension de la definicién de este parametro al régimen no lineal permite la
descripcién de una rica variedad de fenémenos 6pticos a altas intensidades [1].
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1.2. Tipos de medios dieléctricos

La naturaleza de un medio dieléctrico se exhibe en la relacién entre la densidad de
polarizacién P y el campo eléctrico E, llamada ecuacion del medio. Es 1til pensar en la
relacion P-E como un sistema en el cual E es considerado como una entrada aplicada y
P como una salida o respuesta. Nétese que E = E(R,t) y P = P(R,t) son funciones de
la posicién y el tiempo. Algunas definiciones ttiles son [2]:

» Un medio dieléctrico, se dice ser lineal si el vector P (ﬁ, t) estd linealmente relacio-
nado con el vector E(R,t). El principio de superposicién aplica.

» El medio se dice ser no dispersivo si la respuesta es instantanea. Es decir, P en el
tiempo t esta determinado por E en el mismo tiempo ¢ y no por valores anteriores
de E. Ser no dispersivo es claramente una idealizacion, ya que cualquier sistema
fisico, sin importar cudn rapido sea, tiene un tiempo de respuesta finito.

= El medio se dice ser homogéneo si la relacion entre P y E es independiente de la
posicion R.

= El medio se llama isotrépico si la relacion entre los vectores P y E es independiente
de la direccién de E, de manera que el medio luce igual desde todas las direcciones.
Los vectores P y E deben ser paralelos.

= El medio se dice ser espacialmente no dispersivo si la relacion entre P y E es local,
es decir, P en cada punto estd influenciado solo por E en ese mismo punto

1.3. Fibra o6ptica

La fibra éptica es una guia de ondas usada para la transmisién de luz. Consiste de un
nicleo de material dieléctrico, usualmente vidrio, rodeado por un revestimiento de vidrio
o plastico caracterizado por tener un indice de refraccién menor que el del ntucleo. La
luz transmitida a través de fibra optica es atrapada en el nticleo debido al fenémeno de
reflexién total interna. La reflexion total interna ocurre en la interfaz nicleo-revestimiento
cuando la luz dentro del niicleo de la fibra es incidente a un angulo mayor que el angulo
critico y retorna al ntcleo sin pérdidas permitiendo la propagacion de luz a través de la
fibra [3].

Las fibras opticas pueden ser usadas para transmitir informacién en forma de luz a
largas distancias. Los sistemas basados en fibra, han ido remplazando los sistemas de
transmision de radio por la gran capacidad de transmision de datos. Actualmente se usan
en telefonia, trafico de internet, grandes redes de area local (LANs) de alta velocidad, tele-
vision por cable, y es ahora més comin en comunicaciones sobre distancias cortas dentro
de un edificio. En muchos casos, se usan las fibras de silicio, excepto para distancias muy
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cortas, donde las fibras épticas de plastico pueden ser ventajosas.

1.3.1. Ventajas y desventajas de su uso

Comparado con los sistemas basados en cables eléctricos, el uso de fibras épticas en

comunicaciones tiene ventajas, las mas importantes se listan a continuacién':

1.

La capacidad de las fibras en cuanto a transmision de datos es enorme: una tnica
fibra de silicio puede portar cientos de miles de canales telefénicos, utilizando solo
una pequena parte de su capacidad tedrica. La rata de flujo de datos es del orden
de los T'b/s, imposible mientras se usen medios basados en cobre. En los iltimos 30
anos, los progresos asociados a las capacidades de transmisién de enlaces de fibra
ha sido significativamente mas rédpido que (por hacer una comparacion) el progreso
en la capacidad de almacenamiento de las computadoras.

Las pérdidas asociadas con la transmisién de luz en fibras es sorprendentemente
pequena (=~ 0,2dB/Km) para fibras de silicio monomodo modernas, de manera que
varias decenas de kilometros se pueden enlazar sin la necesidad de amplificar la
senal.

Un gran numero de canales puede ser reamplificado en un tnico amplificador, en
caso de ser requerido al transmitir sobre distancias muy grandes.

Debido a la gran velocidad de transmisién alcanzable, el costo por bit transportado
puede ser extremadamente bajo.

Comparado con los cables eléctricos, los cables de fibra 6ptica son muy ligeros.

Los cables de fibra éptica en comparacion con los cables eléctricos no presentan
problemas por interferencia electromagnética.

No emiten campos electromagnéticos, ni ningin tipo de senal al exterior, de manera
que no son pinchables. Para poder robar una transmisiéon en un cable es necesario
interrumpir la transmisién cortando el cable para colocar alli el dispositivo que roba
la senal.

Sin embargo, existen también algunas desventajas

1.

2.

3.

Los costos de fabricacién son muy altos en comparacién con los medios basados en
cobre.

Se pueden producir dafios serios del material a altas potencias dpticas.

Mas dificil y costoso hacer empalmes o conexiones que en el caso de cables eléctricos.

!Disponible en https://www.rp-photonics.com
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Cubierta

Capa
Cubierta bptica

Revestimiento Base

Nucleo

Figura 1.1: Tipos de fibra segin su estructura: A.- cilindrica, B.- birrefringente, C.- planar, D.- de barra

1.3.2. Tipos de fibras opticas

Presentamos ahora distintos tipos de fibras 6pticas usadas en telecomunicaciones y
otras aplicaciones. Pueden ser divididas en varios tipos considerando (ver [3])

» Estructura: cilindrica, birrefringente, planar, de barra. Ver figura 1.1 (tomada y
modificada de [3])

= Nimero de modos: monomodo, multimodo.
= Perfil de indice de refraccion: salto de indice, indice gradual.
= Material: vidrio, plastico, semiconductor.

= Dispersion: fibra de dispersién natural, fibra de cambio de dispersién DSF, fibra de
dispersién ampliada DWF, dispersién reversa.

» Capacidad de procesamiento de seniales: pasivo (transmisién de datos), activo (am-
plificador).

» Polarizaciéon: clasica, polarizacién mantenida o preservada, polarizadora.

En cuanto a si es monomodo o multimodo, los modos son estructuras simétricas y
autosostenidas en el tiempo del campo eléctromagnético que se propaga en la fibra, de
manera que una fibra monomodo solo soporta un modo, que es el modo fundamental;
mientras que una fibra multimodo es capaz de soportar un nimero mayor de modos
simultdaneamente. Haciendo uso de la teoria de rayos, se puede concluir que en una fibra
monomodo, la luz viaja pararela al eje de la fibra sin rebotar por las paredes, mientras que
en la fibra multimodo viaja el modo fundamental paralela al eje y ademas otros modos
que van rebotando por las paredes de la fibra. El parametro que define si una fibra es
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T

~50um 125um 9um

Figura 1.2: Un ejemplo de dimensiones de una fibra multimodo (a la izquierda) y una monomodo (a la
derecha)

monomodo o multimodo es la llamada frecuencia normalizada, de la cudl se discutira en
el capitulo 5 y que para fibras cilindricas con perfil salto de indice se define como
2m

si la frecuencia normalizada tiene un valor menor a 2,405 la fibra es monomodo, de lo
contrario es multimodo. De esta forma, el ser monomodo o multimodo depende tanto del
radio del ntcleo de la fibra, como de la longitud de onda de trabajo, como de la diferencia
de indices de refraccién entre el ntcleo y el revestimiento. Para una misma longitud de
onda y una misma diferencia de indices, el ser monomodo o multimodo dependerd del
radio del nicleo de la fibra, ver figura 1.2.

El perfil del indice de refraccién en fibras puede ser, salto de indice, en donde el nicleo
y el revestimiento tienen valores de indices fijos en toda su extension, o de indice gradual,
donde el nicleo tiene un cambio gradual del indice pasando de un valor maximo en el
centro a valores mas bajos a medida que se acerca a los bordes del nicleo. Ver figura 1.3
(tomada y modificada de [3]).

1.3.3. Material, ventanas de transmisiéon, pérdidas y dispersion

Material

El material escogido para fibras épticas de bajas pérdidas es vidrio de silice de alta
pureza sintetizado por fusién de moléculas de SiO,. La diferencia de indices de refraccion
entre el ntcleo y el revestimiento se realiza mediante el uso selectivo de dopantes durante
el proceso de fabricacion. Dopantes tales como el didéxido de germanio y pentéxido de
difésforo (GeOsy y P2Oj respectivamente) incrementan el indice de refraccién del silice
puro y son adecuados para el nicleo, mientras que materiales tales como el boro y el
fluor (B y F) son usados para el revestimiento, ya que disminuyen el valor del indice de




22 Introduccién

A.- Salto de indice

B.- Indice gradual
1.54

: Ler
Distancia al eje 25um 62_5;1111

Figura 1.3: Un ejemplo de los perfiles de indice de refraccién: A.- salto de indice, B.- indice gradual.

refraccién del silice [4].

Ventanas de transmisién

Cada efecto que contribuye a la atenuacion y a la dispersién depende de la longitud de
onda. Las comunicaciones en fibra 6ptica tipicamente operan en una regién de longitudes

de onda correspondiente a una de las “ventanas”?

mostrada en la figura 1.4 (tomada y
modificada de [3]) donde se resaltan las curvas de atenuacién total en varias épocas. Esas
ventanas responden a la necesidad de tener la menor cantidad de efectos negativos para

la transmision en distintas aplicaciones.

Pérdidas

Existe un parametro que sirve para cuantificar las pérdidas totales durante la trans-
mision de senales épticas dentro de la fibra, generadas por cualquier agente, es la llamada
constante de atenuacién «. Existen diversos mecanismos que generan la atenuacion y se
pueden clasificar como sigue:

= Mecanismos Intrinsecos: son inevitables, dependen del material elegido. Entre ellos
estan la absorcion en el ultravioleta por transiciones electronicas de la banda de
valencia a la banda de conduccién, y en el infrarojo debida a vibraciones de las

’Disponible en https://www.rp-photonics.com
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Figura 1.4: Gréficas de atenuacion total en funciéon de la longitud de onda donde se resaltan las ventanas
de transmisién de telecomunicaciones.

unidades estructurales que componen el material. También entra la dispersion Ray-
leigh, la atenuacién por iones OH generados en la fabricacion de la fibra, la generada
por impurezas metalicas y por presencia de hidrégeno.

= Mecanismos extrinsecos: dependen de factores externos, son evitables. Entre ellos
estan las genereadas en la instalacion de los enlaces, tension, vibraciones mecanicas,
curvaturas que generan danos en la estructura interna del material.

Hoy en dia se pueden encontrar fibras con los siguientes valores de atenuacién en las
distintas bandas

a(1550nm) = 0,18dB/Km
a(1300nm) = 0,5dB/Km
a(850nm) = 3 — 5dB/Km

Dispersiéon

Cuando una onda electromagnética interactiia con los electrones ligados de un dieléctri-
co, la respuesta del medio, depende en general de la frecuencia w. Esta propiedad llamada
dispersion cromatica, se manifiesta a través de la dependencia en la frecuencia del indice
de refracciéon n(w) [4]. Sin embargo, el origen de la dispersiéon también esta asociado a la
estructura de guia de onda y surge la llamada dispersiéon de guia de onda. La dispersion en
la fibra, juega un rol critico en la propagacion de pulsos opticos cortos porque las diferen-
tes componentes espectrales del pulso viajan a diferentes velocidades. Matematicamente
los efectos de dispersién en fibra se estudian mediante la expansion en serie de Taylor de
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la constante de propagacion [ entorno a la frecuencia portadora wqy en la cudl el espectro
del pulso esta centrado

d 1 d?
B(W):B<WO)+ £MEW—W0)+§d—u§w§w—WQ>2+... (15)
donde [(wp) estd asociado al retardo de fase, %‘wo estd asociado al retardo del grupo

por unidad de longitud (retardo de las componentes espectrales), y los términos de orden
superior son términos dispersivos asociados con el retardo del grupo.

Ademas, la dispersion la hay usualmente en dos formas, dispersiéon normal y anémala,
y depende del signo de la derivada segunda de la constante de propagacién.

1.3.4. La fibra objeto de estudio

Este trabajo tendra como finalidad estudiar la propagacién de pulsos cortos en una
fibra optica que tiene las siguientes caracteristicas:

s Estructura cilindrica

Monomodo

Perfil de salto de indice

Ntcleo de silice fundido

Preserva la polarizacion

Diferencia muy corta entre los indices de refraccion entre la cubierta y el niicleo

Ademas, como medio dieléctrico tiene las siguientes propiedades:

= Es un medio no lineal a las intensidades épticas consideradas.

Es un medio dispersivo.

Es homogéneo.

Es isotropo.

Es espacialmente no dispersivo.

Por otro lado, se asumira que la fuente de los pulsos, los emite centrados en una longitud
de onda Ay = 1550nm (tercera ventana), que la fibra posee un coeficiente de atenuacién
a = 0,18dB/Km y dispersién anémala 3 = —20ps*/Km.
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Una de las razones para llevar a cabo esta investigacion es porque se quiere estudiar
la posibilidad de predecir el alcance de una senal transmitida en fibra 6ptica, que ha sido
encriptada por modulacién de su amplitud usando caos de alta dimensién. Seria muy
extenso el trabajo si se considera dicho estudio, por lo menos en la manera en la que se
lleva a cabo todo el desarrollo, pero al obtener una solucién para los pulsos que viajan
en la fibra, se discutird brevemente la posibilidad de llevar a cabo tal tarea en estudios
posteriores a este.
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Capitulo 2

Modelo de Oscilador
Anarmonico del electron

2.1. Modelo de Lorentz

A finales del s.XIX, Hendrick A. Lorentz desarroll6 un modelo sencillo para describir
las propiedades dispersivas de un medio dieléctrico [5], mas ain, da una idea general pu-
ramente cldsica sobre la interaccién entre un dtomo y un campo electromagnético. Dicho
modelo se hizo muy popular en 6ptica lineal y no lineal. Lorentz postulé que la fuerza
de ligadura entre el nicleo y el electréon puede ser descrita por la ley de Hooke. Si dicho
sistema se pone en contacto con un campo eléctrico, el electrén sera desplazado de su po-
sicion de equilibrio. Mas atn, el campo eléctrico oscilante de una onda electromagnética
hard que el electrén tenga un movimiento armonico simple. Puede ser incluso mas com-
plicado si se toma en cuenta el campo magnético oscilante de dicha onda, pero los efectos
del mismo pueden despreciarse frente a los generados por el campo eléctrico.

Considerando al electrén como una particula con masa mucho menor que la del nicleo
y que puede ser util anadir una fuerza de amortiguamiento, Lorentz planteo la siguiente
ecuacion de movimiento unidimensional de oscilador armonico para el electron:
2
%m(t) + QW%x(t) +wiz(t) = —mieE(t) (2.1)
Obtener el desplazamiento z(t) del electrén no representa mayores dificultades y el
mismo puede relacionarse inmediatamente con el momento dipolar generado por el cam-
po incidente y este a su vez con la polarizacion del medio dieléctrico que aparecera en las
ecuaciones de Maxwell. El indice de refraccién del medio material quedaria explicado en
términos de interacciones individuales entre radiacion y atomos. El modelo logra exitosa-
mente describir algunas propiedades 6pticas de medios lineales con bastante presicion en
ciertos casos, por ejemplo, en vapores atémicos y gases no metélicos [6].
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2.2. Extension del modelo de Lorentz

En un dieléctrico arbitrario, los electrones ligados a los atomos componentes, estan
sometidos a otras fuerzas a parte de la fuerza de ligadura a su ntcleo. Dichas fuerzas se
deben a interacciéon con nicleos vecinos e incluso con otros electrones ligados.

Cada electron en el material puede verse como sumergido en un potencial electrostati-
co originado por todas las particulas que constituyen el medio. Las caracteristicas de este
potencial dependen de la simetria del medio. En una red cristalina ideal, el potencial debe
ser periddico, y dicha periodicidad esté vinculada con los parametros de la red.

En algunos vidrios y en liquidos, las moléculas componentes no forman arreglos pe-
riédicos de gran alcance, las variaciones locales son aleatorias y el potencial electrostatico
tendra formas distintas en cada punto del espacio. Sin embargo, a nivel macroscopico,
estas variaciones locales pierden importancia y las direcciones preferenciales desaparecen
conforme nos alejamos del medio material (para la mayorfa de las aplicaciones esta su-
posicién es vélida), el medio se comporta como isétropo, luego, se puede asumir que el
potencial al que estan sometidos microscopicamente cada uno de los electrones es periddi-
co e igual en cada direccion en la que observamos. El diéxido de silicio fundido de alta
pureza es uno de esos materiales.

Antes de abordar en detalle al material componente de la fibra ptica que se pretende
modelar, es importante mencionar que el modelo de Lorentz, dado por la ecuacién (2.1)
es aplicable siempre y cuando:

1. Los efectos cuanticos no jueguen un papel importante en el fenémeno de estudio.

2. Exista isotropia en el material de manera que los electrones se moveran en la misma
direccién en la que oscila el campo, sea cual sea la misma.

3. Las ecuaciones de movimiento para electrones distintos no estén acopladas.

4. Pueda suponerse que el campo incidente no es tan grande como para descartar una
aproximaciéon parabdlica al potencial.

En cuanto al punto 1, una descripcion cuantica del medio material asegura una mayor
exactitud de los resultados, y es necesaria si la onda incidente o algiin arménico generado
en el material tiene frecuencias cercanas o iguales a las frecuencias de resonancia del me-
dio. Ademés, en el fenémeno que se pretende estudiar, se descartan con una descripcion
clasica, algunos efectos no lineales que aparecen en la fibra optica como lo son la disper-
sion Raman y la dispersion de Brillouin. Para un enfoque cuantico de la respuesta de un
medio material a estimulos 6pticos ver por ejemplo, [6, 7, 8, 9, 10]. El enfoque utilizado
en este trabajo es puramente clasico.
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Si el punto 2 no se cumple, se puede extender el modelo de Lorentz, considerando que
la fuerza restitutiva es de la forma

3
Fres = - Z Kljxj(t>€l = _KF(t)

4,j=1

donde {él} es una base ortonormal arbitraria y la constante eldstica es ahora una matriz.
Eventualmente se podréd escribir en algin sistema de referencia, de manera que K;; sea
diagonal, pudiéndose hablar entonces de frecuencias naturales de oscilacion en cada eje
coordenado, wo,, woy, wo.. En tal caso se describirfan materiales anisétropos y el indice
de refraccién del material variard segin la direccién [1].

El punto 3 implica que el medio material tiene respuesta local, es decir, las oscilacio-
nes de un determinado electron solo seran originadas por el campo en ese lugar donde
se encuentra dicho electron. Podria suceder, que haya contribuciones de campos que se
encuentren en una vecindad del electron en cuestion, en cuyo caso, la respuesta no es
local y se dice que el medio es espacialmente dispersivo, [2]. El modelo de Lorentz se
extiende ahora asumiendo que existen electrones ligados entre si por fuerzas elasticas que
cumplen la ley de Hooke, resultando en ecuaciones de oscilador arménico acopladas. Un
tratamiento de la respuesta no local en el medio puede verse en [5].

Cuando el punto 4 no se cumple, el potencial en el que estan embebidos los electro-
nes se desarrolla en serie y se toman términos mayores al segundo orden. La ecuacion
de movimiento resultante tendra, como se vera a continuacion, términos no lineales en el
desplazamiento, dando origen asi a la éptica no lineal.

2.3. Derivacion de la ecuacion de oscilador

anarmonico

Las fuentes 6pticas que se usan en la practica en comunicaciones opticas, emiten luz a
potencias relativamente altas y para el estudio que se realiza en este trabajo es necesario
considerar los efectos no lineales que derivan de ese hecho. Como ya se dijo, hay isotropia
en el material. Ademas, la respuesta se considera local.

Sea R un vector que va desde un sistema de referencia O en el medio material hasta
un ntucleo atéomico arbitrario del mismo, y sea 7 el vector que va desde el nicleo hasta
el electron s. Se asume ahora que cada dtomo tiene Z electrones ligados y que hay f
electrones con la frecuencia natural de oscilacion wyg, lo cual corresponde a un tipo de
ligadura. Las cantidades {f;} se denominan “strengths” del oscilador, [11].
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El vector 7, de posicién instantanea de los electrones depende del nicleo al cudl per-
tenezcan los mismos y del tiempo:

7, =7(R,1)

La energia potencial que ven los electrones es U(r, 6, ¢) en coordenadas esféricas, pero
asumiendo la isotropia del medio U = U(r), luego:

aUu 1 d*°U
U(?”) ~ Uy + —

T+ o 4
dr|,_, 2! dr?

1
3! dr3

L1
41 drt

r=0 r=0 r=0

y considerando que la derivada primera es cero y que la isotropia en una dimensién implica

que U(r) = U(-r),

1 d?U 1 d*U
Ur)y~Uy+ = ——| m+—-—| o
=Uot o | " T ar| !
con la derivada cuarta negativa se modela mejor la forma del potencial en la vecindad del
ntcleo. | RU i
Ur)~Uy+ = ——| 11— —|=—| r
T BT ey I

A este tipo de medio se le conoce como centrosimétrico (un potencial para un medio no
centrosimétrico tendria las potencias impares de r en el desarrollo). La fuerza restitutiva
sera: ) PU L i

Fres =-VU=—- — — | —
dr? 3| drt

que para el conjunto de electrones con indice s, se puede escribir:

7 (7 F)F
r=0

r=0

—

Fs = —mwgSF+ mé&(r - )T

Por otro lado, la fuerza debida al campo incidente es:

—

F,=—eFE

donde E es el campo eléctrico en cualquier instante de tiempo ¢ € (—o0,00). Llegamos
asi a la ecuacién de movimiento para cualquiera de los electrones con indice s:
0? 0 e -
— — 2 — — — —

PIEiE + Q%ETS + wies — & (Ts - Ts) Ts = _EE(R7 t) (2.2)
que es una ecuacién diferencial de oscilador armoénico con un término ctbico en 7. Se puede
emplear la teorfa de perturbaciones para conseguir una solucién aproximadal. Primero,
partimos de la idea de que & es muy pequeno. Pensemos ahora que la ecuacién (2.2) es
un caso particular de la siguiente ecuacién dependiente del pardmetro §

2

5.0) + 200 27(8) + WA (0) — PE R0) - RO RG) = —— B (23)

o2'" ot m,

'Hay varias maneras de llegar a la misma solucién usando este método, ver por ejemplo [6].
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donde ¢ € [0, 1] sirve para hacer una transicién entre el problema sin la perturbacién y la
ecuaciéon (2.2). Al ser la ecuacién dependiente de §, su solucién también debe depender
de dicho valor. Si existiera un término cuadratico en el desplazamiento?® 7, representaria
la perturbacién de primer orden con § en lugar de §%. Se propone ahora como solucién a
(2.3), la siguiente serie de potencias:

o0

Z 7D (R (2.4)

k=0

Antes de sustituir en la ecuacién diferencial, evaluemos el producto [7s(0) - 75()] 75 (0),

7 U+ (m+1) z+1)5l+m+z

S

[7s(8) - ()] 7(6) =

0o 00 00
=0

=0 m=0 ¢

haciendo los cambios,
l+m+1 = k
m—+1

|
.

se tendra
[ee] k ]
7(6) - ()] 7 (0) = 30 S0 SRt ) g
K=0 j7=0 i=0

sustituyendo ahora la solucién (2.4) en (2.3),

e’} o8] k J
Me
k=0 k=0 j=0 =0

siendo el conjunto {0*} linealmente independiente, esta tiltima igualdad se traduce en los
infinitos problemas de oscilador armoénico forzado siguientes

AR 27571(” + WSSFJ” = —(e/me) E (2.5)
PO 42,70 4 27O — g, (7O 7 O) 7O (2.7)

( ) 4 2,7, P 42 FW = og (FS(2) .Fs(l)) + &, (F(l) -F(l)) 7

0s7's

La exactitud de la solucién propuesta, dependera ahora del niimero de ecuaciones que

se resuelvan del sistema. Interesa en este trabajo, considerar efectos no lineales de hasta

(1) =(2) =3
tercer orden, luego se deben encontrar 7"5( ), 7“5( ), 7"5( ),

2Cuando se consideran materiales anisétropos, este término cuadrético aparece.
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2.4. Funcion de Green para el oscilador armonico
amortiguado y forzado

Las ecuaciones (2.5), (2.6) y (2.7), pueden resolverse por una vasta cantidad de méto-
dos, que van desde los métodos tradicionales para resolver EDOL, hasta métodos con
transformadas integrales como la de Fourier y de Laplace. En particular la solucién inte-
gral, siendo el kernel la funciéon de Green del sistema, permitira ver facilmente el retardo
en la respuesta del electron al campo incidente; mas adelante al relacionar las oscilaciones
individuales de los electrones con la polarizaciéon macroscépica, aparecerd gracias a este
método, la asi llamada funcion respuesta del sistema; ademas, por este método, importa
poco la forma funcional y el espectro en frecuencia (discreto o continuo) del campo inci-
dente, el cual se dejara expresado hasta que sea el momento adecuado.

Empecemos considerando la ecuacion (2.5)

0? 0 e ~
—F (R, t) +2 R.t)+wi,fV(R,t) = ——E(R,t
at28 ( )+ vsats ( )+w055 ( ) Me ( 7)
cont € I = (—00,00) con las condiciones de Cauchy?
" V(R,0)=0
7 D(R,0) =0
Para resolverla*, consideremos al operador £,
2
L= 24
a + Vs a7 ot +(JJOS
luego (2.5), se escribe como
7MW = - S E(R 1) (2.8)
Me

Notese que la solucién al problema homogéneo
LM =0

con las condiciones de Cauchy, define el ntcleo del operador L,

N(L,) =0
luego, existe la inversa de Ly, la cual llamamos £;! y la definimos de la manera siguiente
LI'F(Rt) = / G,(t,t)F(R,t)dt (2.9)

3Dichas condiciones las deben cumplir las soluciones a las ecuaciones (2.2) y (2.3), de manera que las
soluciones a (2.5), (2.6) y (2.7) también deben cumplirlas.
4Ver [12], para una construccién més rigurosa.
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siendo F' una forzadora arbitraria y donde se ha tomado al nicleo del operador como un
tensor de segundo rango, el cual es la funcién de Green. Aplicando a la ecuacién (2.8) se
obtiene una representacion integral de la solucion

S S

£tV =7 = - / G, (t,tE(R,t)dt (2.10)
Me J_o
aplicando ahora el operador L, a (2.10)

LW - & / LGtV E(R. )t — —— B(B.1)
Me J_o
luego
L.G(t,t") =10t —1t)

donde 1 es la matriz identidad. El caracter tensorial de la funciéon de Green, se ha incor-
porado, ya que en medios con falta de simetria las oscilaciones de los electrones no estan,
en general, alineados con el campo incidente. La matriz identidad surge como consecuncia
de la isotropia del sistema. Podemos proponer que  Gi(t,t') = 1G4(t,t') con G5 un
escalar, llegando entonces a

LG (t,t)=0(t—1) (2.11)

Es bien sabido que la delta de Dirac se convierte en un par de condiciones de frontera
que debe cumplir la funcién Gs. Empecemos considerando la integral de (2.11) entre 0 y
7>t

OG,(t, 1)
ot

9G,(t 1)
ot

+ 27, [Gs (T, 1) — G4(0,)] + wgs/ Gy(t,t)dt =1
t=0 0

t=T1

ahora integremos entre 7 =t — e y 7 =t/ 4+ ¢ y tomemos el limite € — 0

AG,(t, )

Gs(t' +e,t') — Gs(t' —e,t") — 2¢ T

lim
e—0

t'+e
+ 2 / Gy(r,t)dr+
t=0 t

I—e

t'+e

—47y,eG(0,t) —I—wgs/ / Gs(t,t')dth] =0
t'—e JO

t'+e
Las integrales de la forma f(7)dr en el limite € — 0 son nulas®. De aqui
t'—e

lm G4(t' +¢,t') = im G4(¢' — e, 1)
e—0

e—0

5Para verlo, consideremos el siguiente conjunto de desigualdades

/t/t/+€ f(r)dr < /t/t/+€ f(r)dr

—€ —€

t'+e t'+e
S/t/ |f(7')|d7'§/ méx |f(7)|dr= méax |f(7)|2e

_e t—e (t'—e,t'+e) (t'—e,t’'+e)
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que se suele escribir
G (' 1) = G (t', 1) (2.12)

se asegura entonces que la funcién de Green es continua en t = t. Integramos de nuevo
(2.11) entre t =t —e y t =t + ¢ y tomamos el limite ¢ — 0

/ /
. { 0G,(t, ) 0G,(1,1)

5 + 279, [Gs(t' + e, t") — Go(t' — e, t))] +

at t=t'—e
t'+e
+wp, / Gy(t,t)dt p =1
t/

e—0

t=t'+e

—&

-
t=t'—e

=1 (2.13)

Por los argumentos antes descritos

OG,(t, 1)
ot

OG,(t, 1)

ot

lim
e—0

t=t'+e
que se suele escribir como
G~ (t', 1) OG- (', 1)
ot ot

se ve entonces, como se manifiesta en esta ecuacién la discontinuidad de la derivada de
Gsent=1.
Resolviendo ahora (2.11) en los intervalos t < t' y t >t/

Go<(t, 1) = e = [C1(t') cos(Qt) + Co(t') sin(Qt)]
Gos(t,t) = e ' [Dy(t') cos(Qst) + Do(t') sin(Q4t)]

donde se ha tomado en cuenta que las oscilaciones son subamortiguadas. Ademés

QS = \/ h/g _wgs’

Se puede hallar un par de relaciones entre las constantes C4,Cy, Dy, Dy al imponer las
condiciones de frontera. Imponiendo la condicién (2.12),

(CL () — Dy ()] cos(Qut') + [Ca(t') — Da(t)] sin(Qut’) = 0

Imponiendo la condicién (2.13) y usando la (2.12)

st
[Dy(t") — Co(t')] cos(Qst") + [C1(t') — Dy ()] sin(Qut') = GQ
De aqui,
et
Do(t') = Co(t') + a cos(Qt")
G'YSSt/
Dl (t/) = Cl (t/) — Sln(QSt/)
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La funcién de Green a trozos queda entonces:
G (t, ') = e [CL(t) cos(Qst) + Co(t) sin(Qt)]
e_vs(t_t/)
Qs
Y se puede reescribir haciendo uso de la funcién salto de Heaviside, como

Go(t,t") =e 7 [C1(t') cos(Qst) + Co(t') sin(t)] +

s (1) (2.14)
eQ— sin(Qu(t — ')

Gos(t, ') = e 7 [CL(t) cos(Qst) + Co(t) sin(Qt)] + sin(Q(t — )

+ 0Ot —1t)

La solucién al oscilador arménico (2.5), debe cumplir las condiciones iniciales, de Cauchy.
Usando (2.10)

Me J oo
lo cual es cierto, si G4(0,t') = 0 derivando ahora respecto a t a (2.10) y evaluando la
condicién de Cauchy,

s oy~ 6 [ 9GsT)
# (7, 0) m/_ -

o0

9G,(t, 1)
ot

=0
condiciones de frontera de Cauchy. Al aplicarlas, se obtiene C}(t') = Cy(t') = 0, con lo

lo que implica que = 0. Es decir, la funcién de Green debe cumplir las

que desaparece la solucién al problema homogéneo. Finalmente, la funcién de Green del

sistema
—Vs (t_t/)

Q,

Teniendo ahora la funcién de Green para el operador L, se pueden resolver tantas ecua-

G (t,t) = Go (t— 1) = 6,0(t — 1) sin(Q,(t — 1)) (2.15)

ciones diferenciales del conjunto derivado de (2.3) como queramos, ya que todas consisten

. .z —(k ’ . .
del operador L, aplicado a una funcion 7*) con un término fuente que cambia con el

valor de k£ y ademas todas deben satisfacer las condiciones de Cauchy mencionadas. La
solucién a (2.5) escrita en componentes es

o 3
PR 1) = - / S G, (t — £)E, (R, )t (2.16)

La solucion a la ecuacién (2.6), basado en (2.9),es la trivial, ya que el término fuente
es cero (esta ecuacién corresponderia a efectos no lineales de segundo orden)

FA(Rt)=0 (2.17)

La solucién a la ecuacién (2.7), basado en (2.9), es

—

rO(R 1) =€, / > Gt 8) [RO(R ) - RO )] 1 O (R )t (2.18)
L
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de esta manera, la solucién a la ecuacion diferencial de orden k que se deriva de (2.3)
depende de las k — 1 soluciones de orden menor a k. En virtud de (2.16) y tras algunas
manipulaciones algebraicas

3 3 0o
rO(R,t) = —&, (mi> > 11 / At 00101 Gs (L, 11, T2, 13)

jkl m=0"—

x B, (R, 1) Ex(R, t2)E/(R, t5) (2.19)
donde se ha definido
Gyt 1, ta, t3) = Go(t, )G (', 1) G (Y, 12) Gt t5) (2.20)
y ademds, to = t’. Es ahora posible dar una solucién aproximada a (2.3)
7(R,t,0) ~ FV(R,t) + 67D (R, t) + 0*7P (R, 1) (2.21)

Por construccién, si al hacer el limite § — 1, (2.3) se convierte en (2.2), su solucién debe
tender a la solucién al problema que nos interesa. Es decir, (2.2) tiene como solucién
7 (R,t) = lim 7R, t,0) ~ 7 W(R,t) + 7P (R, t) + 7P (R, t) (2.22)
—
Noétese que, si se hace tender 6 — 0 la ecuacién diferencial de oscilador anarménico se
convierte en un oscilador arménico forzado y amortiguado tal como (2.5) y la solucién

debe ser
7 (R,t) = im 7, (R, t,0) = 7V (R, 1)

6—0

que es lo que se espera.




Capitulo 3

Conexion entre Cantidades
Mecanicas y Electrodinamicas

3.1. Multipolos eléctricos y polarizacion

Si se aplica un campo eléctrico a un medio hecho de un gran nimero de atomos o
moléculas, las cargas ligadas en cada molécula responderan al campo aplicado realizando
movimientos diversos. La densidad de carga molecular sera distorsionada. Los momentos
multipolares de cada molécula seran distintos al caso en que estuvieran en la ausencia
de dicho campo. En sustancias simples, cuando no hay campos aplicados los momentos
multipolares son todos cero, al menos cuando se promedie sobre muchas moléculas. El
multipolo molecular dominante con campos aplicados es el dipolo. Por lo tanto, se ha
producido en el medio una polarizacién eléctrica P (momento dipolar por unidad de vo-
lumen). Ver [13], donde se construye un modelo mas general que involucra los momentos
dipolares moleculares, aqui solo consideramos los atémicos.

La expansion multipolar del vector desplazamiento eléctrico es en general
D(R,t) = eoE(R,t) + P(R,t) — VQ(R,t) + - - -
y en la aproximacion de dipolo eléctrico
D(R,t) ~ coE(R,t) + P(R,1)

A su vez, se define P como
dp
PN (3.1)

donde dp es el momento dipolar del elemento de volumen dv, N es el nimero de dtomos
por unidad de volumen y (p) es la contribucién media de cada dtomo a la polarizacién en
la unidad de volumen [14]. Suponiendo que cada dtomo del material tiene f; electrones




38 Conexién entre Cantidades Mecanicas y Electrodinamicas

con la frecuencia de resonancia wys, el momento dipolar medio de cada atomo sera
<]§> = —¢€ E JsTs
S

quedando asi la polarizaciéon macroscopica

P(R,t) = —Nersrs (R, 1) (3.2)

donde 7(R,t) es la solucién (2.22) al oscilador anarmonico. Ahora se puede ver como
surgen polarizaciones de varios ordenes en el material

P(R,t)~—Ne) fiV(R t) = Ne) firP(R t)— Ned  fi(R 1)
~ PY(R,t)+ PP (R,t)+ PO (R, 1) (3.3)

13

Se ha colocado el simbolo “~” ya que la solucién (2.22) es una aproximacioén, pero en
general la polarizacion estd conformada por una suma infinita de términos, de orden
cada vez mayor y menor tamano. Los efectos no lineales de tercer orden ya son bastante
pequenos como se vera mas adelante, lo cual justifica truncar la serie alli.

3.2. Polarizacion y susceptibilidad eléctrica en el
dominio del tiempo

En vista de que
PWY(R,t) _—Ner; W(R, 1)

Comencemos escribiendo explicitamente la componente p-ésima el vector de polarizacién
de primer orden, usando la solucién (2.16)

PU(R,t) = /Z[ - mes (t —t')| Ey(R, t)dt

definimos el tensor de susceptibilidad eléctrica de primer orden, como sigue

~ / N€2 /
(= 1) = =0 3 f.Gilt = 1)

y usando la funcién de Green dada en (2.15)

Xt —t) = Ne2 5,00t —t' Zfs sm(Qs(t—t')) (3.4)

EoMe
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de manera que la polarizacion de primer orden se puede escribir como
PO(R, 1) = / e 3 R0t — B, )t (3.5)

Cabe destacar que la funcion de Heaviside dentro de la susceptibilidad, impone una res-
triccion sobre las contribuciones que hace el campo eléctrico sobre la polarizacién. La
integral en (3.5) se realiza solo hasta el tiempo ¢ debido a dicha funcién, tomando en
cuenta el campo en tiempos pasados, pero nunca futuros. Existe entonces un retardo en
la respuesta a primer orden del material ante un campo incidente y una relacién de cau-
salidad, ademds en general, el estimulo (campo incidente) y la respuesta (polarizacion)
no estan en fase.

En cuanto a la polarizacion de segundo orden, es nula, ya que 72 10 es
@) —
P (R, t)=0 (3.6)
Pasemos ahora a la polarizacion de tercer orden

PO(R 1) ——Ners

acudimos ahora, a la ecuacién (2.19) para sustituirla en la relacién anterior y separamos
la integral en ¢’ del resto de integrales, ordenando adecuadamente se llega a

Ne* &
IP’(3) Rt H/ dt,, [Wi’%zdijfsfs/ Gs(t, ' by, ta, t3)dt’
jkl € s -

x B, (R, t1)Ex(R, t2)E (R, t3)

Una de las propiedades que cumple esta expresién integral es el intercambio que pue-
de hacerse en las variables tq, t9, t3 simultaneo al cambio de indices j, k,! manteniendo
invariante a la expresion. Existen tres posibilidades que se listan a continuacion

j(—>k3 y 11 <1
jHl y 11 <13
k<1 y g >3

A esta propiedad se le conoce con el nombre de simetria intrinseca de permutacién, y como
se vera mas adelante, también se cumple en el dominio de la frecuencia. Considerando
estas tres posibilidades, puede construirse la polarizacion de tercer orden de manera que
tome en cuenta esta simetria, quedando asi

P(3) R t H / dt,, [ (5,ul53k + (5W<51k + 5%(5]1)

X Z ésfs / gS (ta tla tl? t27 t3)dt/ Ej(év tl)Ek<§7 tQ)El(év t3)
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definimos el tensor de susceptibilidad eléctrica de tercer orden, como sigue
4

3egm?

e

)NC,(EZ};{(L ti,ta, t3) = (0,0 + 0,01 + 0pu051) Z §sfs / Gs(t, ' 1y, ta, t3)dt’ (3.7)

de manera que la polarizacion de tercer orden se pueda escribir como

IP);(LS) (é’ t) = / / / €0 Z )szgk (t7 tl) t27 t3)
—o00 J -0 J -0 kL

X (R, t)Ep(R, to)Ey (R, ts)dt dtydts  (3.8)

De nuevo, la causalidad esté implicita en la susceptibilidad de tercer orden mediante la
funcion de Heaviside. La polarizacion de tercer orden es el resultado de la interaccion del
campo con la materia en tres instantes de tiempo, en general, distintos.

3.3. Polarizacion y susceptibilidad eléctrica en el
dominio de la frecuencia

Al tratar la ecuacién de ondas en la fibra 6ptica, es conveniente trabajar en el dominio

de Fourier. A continuacién construiremos los vectores 7, y 7® en el dominio de la

frecuencia, para lo cual definimos la transformada de Fourier ¢(w) de la funcién ¢(t)
asi como su inversa, de la manera siguiente:

B(w) = Flo(t)] = / " (et (3.9)

o) = F ) = 5= [ dwerar (3.10)

(R, w) = / r(D(R, t)e™ dt
sustituyendo rsl (R t) por (2.16)

~( iwt

V(R w) / / - Z G, (t — E (R, t')dt ™" dt (3.11)
Para hallar esta integral, se puede empezar sustituyendo a G, (t—1') por la transformada

inversa de G, (w), suponiendola como conocida. Se puede luego ir arreglando términos
de manera adecuada para simplificar la expresion

~()/ D _ N, —iw’ (t—t") 1 iwt
(R, w) / / mez[%/ G, (W)e dw ]E(Rt)dte dt

~ o q I B -
= — § / z w—w )t ‘ N , ,
/oo me j Gs” <w ) |:/oo 27T dt:| |:/oo EJ(R’ t )6 dt :| dw
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pudiéndose reconocer en el primer corchete a la delta de dirac d(w — w') y en el segundo
corchete, a la transformada de Fourier del campo E;(R,w’). Luego,

DR )= — 5 N6 R (B
Tsi (R7 w) Me ; GSU (W)E] (R7 w) (312>

La polarizaciéon de primer orden en el dominio de la frecuencia sera

]?’(1)( R, w) :—Ners ,w

_ % 33 G @E(Fw)

La polarizacién de primer orden en el dominio del tiempo (3.5) se escribe como la convo-

(3.13)

lucion de la susceptibilidad por el campo, luego, es de esperarse que al aplicar la trans-
formada de Fourier de dicha polarizacion, se tenga:

I@l R,w) —602)(#1 )Ei(R, w) (3.14)

al igualar con la ecuacién (3.13), se puede obtener la susceptibilidad eléctrica de primer
orden en el dominio de la frecuencia

2 ~
Xm' (w) = Z stsm- (W) (315)
donde ésm (w) se calcula a continuacién

~ o0 —YsT .
Gsui (CU) = / 6/.1,2@(7—) eT sin (QT)GZWTdT

o0

la funcién de Heaviside restringe el intervalo de integracion y la integral que queda se
puede calcular facilmente usando integracion por partes, resolviendo, se llega a la funcion
de Green en el dominio de la frecuencia

~ i :
G, (w) = Dslgw) con  Dy(w) = wi, — w? — 2iy.w (3.16)

y se puede sustituir en (3.15), de manera que la susceptibilidad en el dominio de la
frecuencia es, finalmente:

(1)( ) Z Ne*f; s (1)( )8 (3.17)
Xui - gomeDy(w) X K

Recordando que la suma se realiza sobre las frecuencias de resonancia del sistema. La

susceptibilidad eléctrica de primer orden esta relacionada con el indice de refraccion del

material como sigue:

n(w) =1+ xW(w) =1+ (3.18)
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dicha cantidad es una medida de la respuesta del medio ante la interaccion con una onda
electromagnética y la dependencia de esta respuesta con la frecuencia, se conoce como

dispersién cromatica. Esta ecuacién tiene la misma forma que la famosa ecuacién de
Sellmeier (ver [4])

o Biw?
2 3%j
w)=1 E —_ 3.19

donde w; es la frecuencia de resonancia y B; es la intensidad de la j—ésima resonan-
cia. La suma se extiende sobre todas las resonancias del material que contribuyen al
rango de frecuencias de interés. En el caso de fibras épticas, los pardmetros B; y w; se
obtienen experimentalmente ajustanto curvas de dispersién con la ecuacién (3.19) con
m = 3 y depende de los constituyentes del nticleo. Para silice fundida, estos parametros
son (ver [4]) By = 0,6961663, By = 0,4079426, By = 0,8974794, \; = 0,0684043um,
Ay = 0,1162414pm y A3 = 9,896161um, donde \; = 2mc/w; v ¢ es la velocidad de la luz
en el vacio. Nétese que una diferencia crucial entre (3.18) y (3.19) es la consideracién del
amortiguamiento dado por el factor v que se relacionard posteriormente con la atenuacion
de las senales en el medio. La atenuacion suele ser muy pequena en fibras de silice fundida
y la ecuacion de Sellmeier funciona bastante bien.

Pasamos ahora, al vector ) en el dominio de la frecuencia, el cudl puede encontrarse

1

mediante un proceso similar al usado para el vector 7, el célculo es bastante largo y

tedioso, por lo cuédl, se ha incluido en el apéndice A. Lo que se quiere ahora, es mostrar la
simetria intrinseca de permutacién que cumple el vector de polarizacién de tercer orden.
Partimos del resultado (A.1)

- () e () [ [ awnnu awnbw)

x Gy (W)Gy,, (w"')]El( "o(w =37, wp)dw'dw" dw"

la polarizacién de tercer orden en el dominio de la frecuencia sera

@(3)( 7w :_Nez.fs

Ne Nedofs / / / 5 (W EW) - G B (3.20)

3(9)2
m 27r
K

G (W )Gy, (W Ey (w "o(w =32, wp)dw'dw" dw™

aislemos los términos que contienen productos de funciones de Green y de campos, por
un momento:

Y G (@) Gy (W E(W")G (W EW) - Go(w") E(W")
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sabemos que G, = 1G, asi que escrito en componentes es proporcional a la delta de
Kronecker. Simplificamos atin méas escribiendo solo los objetos que quedarian con indices
espaciales

> b (") B() - B

Para resaltar el caracter de simetria de este objeto, conviene escribir el producto escalar
de la manera siguiente

Z 80t By (w Z E,( "6

sumando ahora en k y reordenando

> 80l (W) By () By (w™) (3.21)

jln
se puede ver ahora la simetria que cumple bajo intercambio de indices [, j, n simultaneo
al intercambio de w’, w”, w"” (simetria intrinseca de permutacién). Ahora se puede escribir
la contraccion asi

1 - . .
Z § (5ul(5jn + 5uj61n + 6,unéjl> Ej (w/)En(wH)El (w///)

jln

sustituyendo esta ultima relacion y la forma explicita de la funciéon de Green en el dominio
de la frecuencia (3.16) en (3.20),

Ipi?))(ﬁ,w) Ni:lfsfs/ / / Hla]n—i_(/sw(slntéuné]l?”
Xanger | S Z OB (o

Ej (W) B (") Ey ()6 (w — >, Wp)dw'dw" dw™

Y al escribir con el tensor de susceptibilidad de tercer orden, quedaria, como usualmente
se denota en la literatura, (Ver por ejemplo [15])

' n
 in (3.23)
X 0w — 3, wp)dw'dw" dw™

comparando (3.23) con (3.22) se puede encontrar el tensor de susceptibilidad de tercer

orden Ne*e, f (0,40 8,01 + 0,m0j1)
(3) m € Ssls lOjn =+ 040t + 0un0ji
_ 3.24
len(w W W) = Z 3eom2(2m)? Dg(w)Ds(w') Ds(w") Dg(w™) ( )
por comodidad se puede hacer
1
XLJ)ln(W Wi W) = 3X(3) (w, ', W, ") (0,udjn + 050 + Oundji) (3.25)
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Capitulo 4

Ecuacién de propagacién en fibra
Optica no lineal: Preliminares

4.1. Integrabilidad de las ecuaciones de Maxwell

La ecuacion de propagacion de ondas se deduce de las ecuaciones de Maxwell, estas
contienen informacion sobre el medio donde dichas ondas viajan, mediante las relaciones
constitutivas para D(E,B) y H(E,B) [13]. También incluye los efectos que puedan
surgir como consecuencia de tener fuentes de campo eléctrico o magnético. En cuanto a
las relaciones constitutivas, sabemos que en general, al hacer un promedio en un volumen
macroscopico

D=¢E+(P-VQ+--)
H = E — ( M+ - )
Ho
En el material de interés se pueden despreciar los términos de orden mayor al de polari-
zacion eléctrica y magnética y la forma explicita de las polarizaciones son conocidas. En
el caso de la eléctrica, vimos en el capitulo anterior que esta compuesta por un término
lineal y por uno no lineal en el campo eléctrico; mientras que la magnética es cero, debido
a que el dioxido de silicio no es un material magnético. Las relaciones constitutivas son
conocidas en este medio y son
D = ¢ E+PY(E)+ PYD(E)
B

I (4.1)
Ho

Similarmente, las fuentes de campo, es decir, las densidades de carga libre p y de corriente
libre J son promedios en un volumen macroscépico del medio. Dichas densidades se
conocen en todo tiempo t y valen cero. Por otro lado, la fibra éptica que tratamos tiene
geometria cilindrica y se propondran condiciones de frontera adecuadas. Teniendo asi,
las condiciones necesarias y suficientes para obtener una solucion matematica para los
campos Ey B
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4.2. Consideraciones para delimitar el problema

En vista de la complejidad matematica que implicaria el tratamiento del término no
lineal de la polarizaciéon en una ecuaciéon de ondas, se hacen de antemano una serie de
observaciones:

1. La no linealidad en E, ecuacién (3.23), sugiere que el campo que se proponga como
solucion a la ecuacion de ondas debe ser real. Ademas, el principio de superposicion
no es valido en optica no lineal.

2. Existen fuentes épticas en la practica, que pueden emitir luz con en un ancho de
banda en frecuencia muy corto y se observa que al propagarse esta luz en la fibra,
también tiene un ancho de banda corto. Luego, se puede asumir que el campo que
viaja en la fibra es quasi-monocromatico. Es 1til, separar el mismo, en una parte
que varia rapidamente con el tiempo y una parte envolvente que varia lentamente.

3. Entre los efectos no lineales de tercer orden, esta la generacion de terceros armoénicos,
y una vez generados, pueden interactuar con otros campos que viajen en la fibra
mediante el mismo mecanismo generando nuevas frecuencias.

Considerando estas observaciones y suponiendo que el espectro en frecuencia de la
luz del rayo laser al entrar en la fibra estd centrada en wy, el campo eléctrico en
algin instante de tiempo ¢, debe ser de la forma
— 1 — — . 1 — g .
E(R,t) = SE, (R, t)e™™" + ZE} (R, t)e™"
() = 3 (GEAR 00+ S Es e

Donde la suma se realiza sobre todas las frecuencias que pudieron generarse en el
recorrido de la luz a través de la fibra, que son, armoénicos impares de wy.

4. Experimentalmente se observa que el efecto preponderante en la propagacion de luz
en fibra optica monomodo es el efecto Kerr, los arménicos generados tienen una
amplitud muy pequena y pueden ser despreciados. Entonces, la suma en o se reduce
a la Unica frecuencia wy
E(R,t) = §E(R, t)e ot 4 5E*(R, t)e™ ot (4.2)
Se sustituye ahora este campo en la expresion para la polarizacion de tercer orden
(3.8), para lo cual se debe primero sustituir en el triple producto E; (R, t1)E,(R, t2)E/(R, t3),
se omitiran los paréntesis, y las dependencias temporales se toman como indices
numéricos, ademas, c.c. denota el complejo conjugado

1 4 1 . 1 ,
Elek2El3 = (5 jleizwotl + C.C.) (§Ek2€lwot2 + C.C.) <§E13€Zw0t3 + C.C.)

1 ) 1 )
:g lekQElse—zwo(t1+t2+t3) +cc + gEleszEk?)e—zwo(h-&-tz—ts) +c.e+

1 , 1 ,
+gEleZQElge_wo(tl_t2+t3) +c.c + gEleZ2E;‘3e_W°(“_t2_t3) + c.c.
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Al sustituir en (3.8), y usando la convencién de Einstein para indices repetidos

=t [ )
ST
+§/§:/£/£
ST

E'1EkQElgeiiwo(tl+t2+t3)dt1dt2dt3 + c.c.+

(3
X,Sj)kl<t> t1, 2, t3) Ej

~(3)

XM]kl t tl, tz, tg)ElekgE;3€71w0(tl+t2 ta) dtldtgdtg + c.c.+

X;(j;)kl (t tl, tg, f}3)EﬂEZzElgeiiwo(tl7t2+t3)dt1dt2dt3 4+ c.c.+

~(3)

XM]kl (t, tl, tz, t3>Ej1E;2El*3€7’M0(tl ta—ts) dtldtgdtg + c.c.

donde el tensor de susceptibilidad eléctrica de tercer orden es real. Por la simetria

intrinseca de permutacion, se pueden agrupar varios términos

TN
SN

X0t 1, o, t3) Ejy B Epge™ "0 249 dt dtodty + c.ot

kal t tl, tg, tg)ElekQElEeiMO(tlJrh ts) dtldthtg + c.c.

Se asume que el campo éptico mantiene su polarizacién a lo largo de la fibra, lo cual

no es cierto en general, a menos de que se use una fibra que mantenga la polarizacion.

De igual manera, en la practica es una buena aproximacion [4]

Recordando el cardcter tensorial de x® dado por las deltas de Kronecker, se requiere

que i = x. Asi, la polarizacién

TN
3€°///

v

(t,t1, Lo, t3) Byt Bug By 024 ) gt dtydts 4 c.o.+

o(3)

Xa:xwx

(t,t1, tg, ts) Epy By Elge” ™0 MH2=0) g dtodts + c.c.

El retardo implicito dado por las funciones de Green en la susceptibilidad de tercer

orden contiene informacién que es capaz de explicar otros fenémenos que ocurren

y que son importantes en otras escalas. Un camino que se puede tomar para sim-

plificar el problema, es suponer una forma distinta del tensor de susceptibilidad de

tercer orden, que implica

respuesta instantanea, es decir, no aparecen fenémenos de

dispersién no lineal y con cuya introduccién se desprecian ademés' las vibraciones

moleculares, que ocurren

en una escala de tiempo de 60 — 70fs en fibras de silicio,

por lo tanto, si la respuesta del medio es instantanea comparada a la duracién del
pulso (7/Ty < 1 donde Ty es el ancho del pulso y 7 es el tiempo de respuesta no

'En el caso en el que el tensor de susceptibilidad se hubiece derivado usando la mecénica cudntica
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lineal de el medio) para anchos de pulso mayores a 1ps la aproximacién es vélida,
ver por ejemplo [4, 15, 16, 17]
aunque pudieran considerarse otras formas de ;z;‘?m mas complicadas que si toman

en cuenta los efectos despreciados con la anterior y que también simplifican un poco
el problema.

Luego, se tiene:

~(3)

=y rTrITT =t —3i 3 ~ =4 —i
PO (R,t) = gOX A E.(R,t)e " + c.c. + 501X3(c?;2m|Ex]2Ex(R, t)e ™t + c.c.

El primer término se puede despreciar ya que requiere conjugacién de fase [4]. Fi-
nalmente, el vector de polarizacion de tercer orden, al igual que el campo eléctrico
que viaja en la fibra, se escribe bajo estas consideraciones, como

= 1 = . 1 — .
PO (R, t) = 5j.Dg,:(R, t)e ot 4 §P;‘(R, t)eiwot (4.4)
donde 5
PO(R,t) = ZéoxfﬁmlEx(ﬁ, t)*E,(R,t) (4.5)

que usando la forma (3.25) para la susceptibilidad,

PR 1) = et E(R )P Eo(F 1) (4.6)

4.3. Planteamiento de la ecuacion de propagacion

Planteamos ahora, las ecuaciones de Maxwell para el caso de interés, que implica que
no hay fuentes y que las ecuaciones constitutivas del medio material son las dadas por las
ecuaciones (4.1)

0B
oD
V.D =0 (4.9)
V.B =0 (4.10)

Aplicando el rotor a la ecuacién (4.7) y usando la relacién constitutiva para H (4.1)

V(V~E)—V2E:—u0%(V><H)
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usando ahora la ecuacién (4.8) y la relacién constitutiva para D (4.1)

10°E PP 2pD
2or  MTar T

En vista de la forma escalar que se consigui6 para el tensor de susceptibilidad de tercer

V(V-E)-V’E = —

(4.11)

orden bajo la aproximacién de campo linealmente polarizado (vélida en la préctica),
también la constante dieléctrica sera escalar; lo que se suele hacer al trabajar con fibra es
suponer que la variacion espacial que puede tener la constante dieléctrica, ya que depende
del modulo del campo al cuadrado, es muy pequena y se puede tratar como una constante;
ademas, se vio en el capitulo 3 que la susceptibilidad no varia en el espacio, lo que hay
implicito es la isotropia del diéxido de silicio. Luego

V.-D=V.(¢cE)~eV-E
V.-D
=
£

~V-E~0 (4.12)
la ecuacién (4.11) toma la forma

19°E 1 92pPW 1 92pWh
202 gg? Of2 goc?  Ot?

(4.13)
Notese que se puede recuperar la ecuacién de propagacion convencional, si se hace P —
0. Ahora se puede sustituir la forma de la polarizacién de primer orden conseguida en el
capitulo 3, dada por la ecuacién (3.5)

V2E = XVt = tE{dt + — ——— (4.14)

2o 2o ) goc?  Ot?

10°E 1 62 /°° 1 92pWND)

Como se mencioné en la seccion 4.2, se propone una soluciéon que debe ser real y que
estd compuesta por una parte de variacién rapida y otra de variacion lenta en el tiempo,
ecuacion (4.2),

— 1 - - .
E(R,t) = §E(R, t)e ™ + c.c.

Al sustituir esta forma de campo en (4.14), surgen las respectivas ecuaciones para el
campo considerado y su conjugado. Ademads, suponiendo campo linealmente polarizado
en la direccién z, también se puede sustituir la forma de la polarizacién no lineal, dada
en la ecuacion (4.5), entonces:

1

‘ . L[ ot
VIEeT ! = o (Be™™) + /_ XVt — ) E()e ™" dt'+

2 J_

+ g (JUEPES ) (w15)

Podemos ahora aplicar la transformada de Fourier para simplificar los calculos, tratemos
cada término separadamente, empecemos con el término del lado izquierdo en (4.15) y
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partamos del hecho que la transformada de Fourier es la definida por (3.9) y en particular
la del campo eléctrico es FIE(R,t)] = E(R,w)

—

]-"[V2E(ﬁ,t)e(‘i‘”°t)] — / V2E(R, 1) 0t dt = V2E(R, w — wp) (4.16)

El primer término del lado derecho de (4.15)

F {g; (B(F e —wot)} — / ) 5—; (B tes) et

integrando por partes dos veces, se llega a:
2 ~ o
F {;Q (E(R te W)} — W2 B(R,w —w) (4.17)

Tratemos ahora el segundo término del lado derecho, para lo cuél, podemos escribir prime-
ro al integrando en el dominio de la frecuencia usando la transformada inversa de Fourier
como sigue,

& — . ! o0 1 & : / — : /
/ XVt —tYB(R,te ™ dt’ = / (2_ / W (w)e )dw> E(R, e ™" dt’
—00 - T J -

o0

1 [~ OO /
=~ X" (/ E(R,t)e!temwolt dt) e “dw
271— —0o0 —0o0
1 [~ S .
= — YP(W)E(R,w — wo)e™ “dw
2m

—0o0

como se quiere su derivada segunda,

2 00 oo
% (/ X(l)(t — t) (R t’) —zwot’dt/> 217T/ wQX(l)( VE (R,w B w(])e—iwtdw

—0o0 [e.9]

= 7 [~V (@) B(R,w - w)

al aplicarle la transformada de Fourier a este tltima relacion, es trivial que

}“{g—; (/_Z;z“)(t—t')E(é,t’)eiwot’dt’)] —w V(W) E(R,w — wp) (4.18)

En la literatura usual, por ejemplo, [4, 18], se asume que en el tercer término de (4.15)
X;@xﬁE > es una constante pequena y la transformada de Fourier de dicho término es
trivial y serfa esa constante multiplicada por (4.17). Nosotros tomaremos otro camino.
Primero demostremos que asi como )Z(xgz)m no depende del tiempo, (en la aproximacién de
respuesta instanténea) X(z?;)m no depende de la frecuencia; al ser un calculo relativamente
largo, se realiza en el apéndice B. Apliquemos la transformada de Fourier al término no
lineal de (4.15)

F o (Geoipwrame )] = 7 [0 popame

w2

= —— PO (w —wp)
€o
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w" =] wr =9
/ \ F 0!) ———= / I\\ ) é(&) .
CLaE) - o
solap [ ' solap, [
0 \'\'\\\\\\ 0 l\'\&\
w =3 e
AV e B VAN
whj - o —w
/ \ solap . / \\\ solap

Figura 4.1: Paquetes gaussianos de campo eléctrico y solapamiento a distintas frecuencias w’. Al igual
que la interseccién (region rellena denotada por “solap”), la integral del producto de estos paquetes
disminuira fuertemente con el aumento de la separacién entre los mismos.

en base a los resultados del apéndice B (B.13), (B.11), se tendra:
——P( N(w — wp) = ——w X / / Q) E* (o — W) E(w — wy — w)dadw'  (4.19)

En la seccion 4.2, item 2, se ha supuesto que el ancho de banda de los pulsos enviados
por la fibra, es muy corto en comparacién con la frecuencia portadora de la senal. En
la expresion (4.19), el producto de los campos tiene un tamano importante para ser
considerado, cuando la frecuencia w’ es comparable con el ancho del pulso, ya que mas
alla de ese valor el producto E(a)E*(a—w') es muy pequefio. Por un momento podemos,
por simplicidad, asumir que los campos en (4.19) son reales, y consideramos una forma
de paquete tipo gaussiano (aunque podrian ser otras formas), la figura 4.1, ilustra esta
situaciéon para los dos primeros campos de la relacion (4.19). La integral en w’ puede
realizarse en un intervalo finito (—Awp, Awy), donde Awy es el ancho del pulso, y en vista
de que ese ancho es muy pequeno, se desarrolla el integrando en serie de McLaurin en la
variable w’ tomando hasta primer grado el polinomio.

/ Awo/ (@) E(w — wy)dadw' + / M/ )2 i — wydadet+

Awg Awg CL)

Aw,
0 ) = ~ 8E(w wo)
E(a)E* () ——— !
* /;Awo /;oo “ (a) a) o' dad
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las dos ultimas integrales son nulas, ya que el intervalo de integracién en w’ es simétrico.
Sustituyendo en (4.19):

2 3 _ co

_ Y pe (W—wp) = —ngx(?’)ZAon(w — wo)/ |E()|?da (4.20)
€0 —00

Sustituyendo ahora las transformadas de Fourier (4.16), (4.17), (4.18), (4.20) en la ecua-

cién (4.15), se tiene la ecuacién de propagacion en el dominio de la frecuencia

- 2 3
V2E<R,W—W0)+i—2 (1 +xW(w) + ZX(3)2AWO/

—00

o0

\Em)\?da) E(R,w—wy) =0 (4.21)

Los cambios no lineales en el indice de refraccién son menores a 107% en la practica.
Experimentdlmente se observa que a 1550nm la atenuacién es minima y el valor de ape/2w
es 107 veces més pequeiio que el indice de refraccién usual ng. Luego, tanto los efectos no
lineales como la atenuacion, se pueden tratar como perturbaciones al indice de refraccion
ng. Escribamos nuevamente la ecuacién (4.21), definiendo algunos pardmetros:

~ = 2 ~ =
V2E(R,w — wy) + C;)—2172(0\J)E(R,cu —wp) =0 (4.22)

donde n(w) serd el indice de refracciéon complejo, ya que las susceptibilidades son en
general complejas

o0

@) =1+ xw) + O @ede [ 1E@)Pda

—00
o0

3 .
=14 Re[xW] + Ziﬁe[x(?’)pAwg/ |E(a)*da+ (4.23)

—0oQ0
o

3
+1 (Jm[x(l)] + —Jm[X(B)]2AwO/

— 00

W

Bla)da )

Si asumimos ahora que:

ng =1+ Re[xV] es el indice de refraccién usual (4.24)
ap = %ij[X(l)] es la constante de atenuacién usual (4.25)
Ny = %WAWOSRQ[X(?)) ] es el indice de refraccién no lineal (4.26)
g = ;wﬁ;:o” x?] es la constante de atenuacion no lineal (4.27)
y ademas
n=ng+ ny /OO |E()|*da (4.28)
& =ap+ a /OO |E(a)*do (4.29)
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Entonces el indice de refraccién, se puede escribir de la manera siguiente

2
~ .ac
"(w)=(n+i— (4.30)
2w
Siempre y cuando se tenga en cuenta, que experimentalmente nq, o, aa SON MUY pequenos
) Y 9
y cualquier término cuadrético en ellos es despreciable?, incluso as es tan pequefio que
suele ignorarse en problemas de propagacion (este sera el caso, ya que ademas lo habiamos
asumido en la seccién 4.2, item 4). Con estas consideraciones:

o] 2
P (w) = (ng—l—n2/ ]E(oz)\Zdosziiao)

= (ng + An)®
~ nd + 2noAn (4.31)
en donde
An = ng/ |E(a)|?da + i (4.32)
oo 2k

La ecuacién de Helmholtz estd lista ahora para ser resuelta al sustituir (4.31) en (4.22)

~ —

V?E(R,w — wy) + kg (ng + 2noAn) E(R,w—wy) =0 (4.33)

El término con An se considera como la perturbacion a la ecuacion de Helmholtz.

Un tratamiento similar al anterior se puede llevar a cabo para encontrar la ecuacion
para el vector H. Suponiendo un campo de la forma

—

H(R,t) = =H (R, t)e ™" + c.c.

N | —

la ecuacién de onda sera:

~ —

V2H (R,w — wo) + ki (n + 2noAn) H(R,w — wy) =0 (4.34)

La resolucién de estas ecuaciones sera el tema principal de los dos siguientes capitulos.
En el capitulo 5, se resolverd el caso lineal, en donde ademaés se considera el caracter vec-
torial general de los campos para poder estudiar los modos de propagacion. No sera sino
hasta el capitulo 6, que se retomen las ecuaciones (4.33) y (4.34) con todas las consi-
deraciones que hemos hecho para conseguir findlmente una solucién para la propagacion
dentro de una fibra éptica monomodo.

2Ver apéndice C, donde se hace el célculo detalladamente
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Capitulo 5

Ecuacién de propagacién en fibra
Optica no lineal: Modos

En el capitulo anterior se dedujo la ecuacién de movimiento para el campo eléctrico y
el magnético dentro de la fibra optica en el dominio de las frecuencias para pulsos cortos.
Obtener una solucién a aquellas ecuaciones, es posible aplicando teoria de perturbaciones,
donde An, ecuacién (4.32), representa la perturbacién a la ecuacién diferencial. Pero
ademas, para que dicha solucién sea tnica, se deben imponer condiciones de frontera, las
ecuaciones de Maxwell acoplan y vinculan a los campos E y H ., sobre ambos, deben
estar impuestas aquellas condiciones de borde. Este capitulo estara dedicado a tratar
el problema lineal (no perturbado) para hallar una solucién con la imposicién de las
condiciones antes mencionadas y encontrar los autovalores que corresponden a los modos
soportados por la fibra 6ptica.

5.1. Solucion a las ecuaciones de Maxwell en fibra

optica lineal

Por ahora olvidaremos que la fibra 6ptica con la que se trabajard es monomodo y que
los campos, como supusimos en el capitulo anterior, solo tienen componentes transversales
a la direccién de propagacion. Lo que se hizo en el capitulo anterior fué una muestra de lo
que es el problema. Ademas, suponemos que la susceptibilidad eléctrica de primer orden
es real, de manera que el indice de refraccién sea ny. Las ecuaciones para los campos, en
el dominio de la frecuencia seran las siguientes

V2E(R,w) + kE2nE(R,w) =0 (5.1)

V2H(R,w) + k2n2H(R,w) = 0 (5.2)

Se tienen dos campos vectoriales, cada uno con sus respectivas ecuaciones de movi-
miento, lo cual implica que existen seis incégnitas, correspondientes a las tres componentes
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espaciales de cada campo vectorial. Existen cuatro ecuaciones de Maxwell que los vincu-
lan y por lo tanto, solo dos componentes de los campos son independientes. Se tomara ese
conjunto a ser H, y E,. Entonces, se empezara por resolver las ecuaciones (5.1) y (5.2)
solo para la componente z. Si ¥ es cualquiera, H, o E., se tendra:

V2U(R,w) + k2n2(w)¥(R,w) =0 (5.3)
Por separacion de variables, se propone la siguiente solucion

V(R w) = N(w)R(p)®($)Z(2) = ¥(p, ¢, 2,w) (5.4)

lo cual lleva al sustituir y reordenar a:

p d dR p*d*Z 9,2 2 1d2<I>_ 9
de(pdp>+Zd22+p oM = g "
de lo cual se sigue que
d*® 5
dTéZ—Fm(I):O

Con la condicién de frontera de funcién univaluada ®(0) = ®(27), la solucién serd

d(p) =™ con meZ (5.5)

Ahora al separar la parte de la ecuacién dependiente de z de la parte dependiente de p,
aparece una constante, la cual se definird como ~2,

1 d [ dR m>  1dZ
PN S . 5.6
2R dp (p dp)+ Y (56)

donde v en general es complejo, se puede definir como v = o’ 4+ 95 y como se espera que
la solucion a la ecuacién sea una onda oscilante, el parametro 8 debe representar una
constante de fase, llamada constante de propagacién. Mientras que o’ es proporcional al
factor de atenuacion a y no se incluird por el momento, ya que la misma, como ya se

menciond, se tratard como una perturbacién. Por ahora 72 = —/32.
d*R  1dR m?
—_—+ —— kin2 —p>—— | R=0 5.7
d02+pdp+(0n° ’ p? (5:1)

Suponiendo que el radio del ntcleo de la fibra es a, se asume que el comportamiento
en la coordenada p, de la onda que se propaga dentro de la fibra debe ser oscilatorio si
p < a, mientras que si p > a debe decaer exponencialmente. Esto sugiere que, la ecuacion
anterior se convierta en una ecuacién de Bessel si p < a y se convierta en una ecuacién
de Bessel modificada si p > a. Como el indice de refraccion del ntcleo es distinto al del
revestimiento, lo ya mencionado, se puede cumplir.

kin2 —B8°>0 sip<a non: Indice del niicleo
kin2. —pB*<0 sip>a  ng: indice del revestimiento
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Se debe insistir, en que este hecho se ha impuesto para que la propagacién de la onda sea
la que se espera. Y se puede comprobar que es consistente con la condiciéon fundamental
para que pueda haber reflexién total interna dentro de la fibra, la cual es: n3. < i—g <nd,
(el indice de refraccién en el nicleo debe ser mayor al indice en el revestimiento). Se define
ahora, el parametro h, de manera que:

h* =h} =king, — 3% sip<a
h?=hi=kn2 - sip>a
a su vez se define hy
ho = ihs (5.10)

Se tiene entonces, que si p < a:

d?R 1dR m?
Cr it (T Y Rr=0
d,02+pdp+(l )

es una ecuaciéon de Bessel, cuya solucion es

que debe ser una solucién finita en el origen, condicién necesaria y suficiente para que
C = 0. Luego,

R(p) = AJp(hip) conp<a (5.11)
Y sip>a
d*R  1dR m?
b Rt () 7 —
iz pdp (2+pQ>R !

es una ecuacién de Bessel modificada, cuya solucion es
R(p) = BKy(hap) + DIy (hap)

que debe hacerse cero en el infinito, condicién necesaria y suficiente para que D = 0.

Luego,
R(p) = BK,,(hap) con p>a (5.12)
En cuanto a la parte en z, se tiene,
d*Z 9
—_— Z =0
dz? +5

cuya solucién es inmediata,
Z(z) = CheP* 4 Che™ P>

el signo en las exponenciales complejas estd asociado con una direccion de propagacion
en el eje z. Entonces escogemos Cs = 0 y dejamos que la constante C sea absorbida por
la constante de la parte en p. La solucién es entonces,

Z(2) = e (5.13)
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Hasta ahora, se puede concluir que la solucién a las componentes z de los campos eléctrico
y magnético son las siguientes:

sip<a:
E.(R,w) = AN(w)Jp(hip)e™?e'? 5.14)
H.(R,w) = AN(w)Jm(hip)e™ e (5.15)
sip>a:
E.(R,w) = BN(w)Jy(hip)e™¢e (5.16)
H.(R,w) = BN(w)Jy,(hyp)e™?ef? (5.17)

Con las ecuaciones (5.14)-(5.17), se pueden hallar ahora las restantes componentes de
los campos. Para ello, se usan la ley de Faraday y la ley de Ampere-Maxwell, que en el
dominio de la frecuencia se escriben como:

—

V x E(R,w) = iwpoH (R, w) (5.18)
V x H(R,w) = iwegn? E(R,w) (5.19)

ademas, los campos tienen tres componentes y en coordenadas cilindricas se escriben como

E(R,w)

—

H(R,w)

E,p + Egp + E.2
H,p + Hyp + H, 2

las ecuaciones vectoriales anteriores llevan a las siguientes ecuaciones escalares:

%%% - % = ppiwH, (5.20)

% _ a@% _ ioicH, (5.21)

%0;% — % = —iweoniE, (5.23)

= a;a; — —iwegnlE, (5.24)

/_1) (a%(pH(b) _ %) = —iweon2E, (5.25)

El procedimiento comienza entonces, despejando E, de la ecuacion (5.24), se deriva res-
pecto a z y se sustituye en (5.20), obteniendo

10E. i O°H, O°H.
022  0z20p

_ = uniwH 5.26
e ) = i, (5.26)
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por simplicidad se retomard la notacién v = i3, asi como h? = kn? — 3%. Ademds se
supondra que la dependencia en z de H, es igual a la de H., lo cual implica,

0°H, 2
922 7 H,

al sustituir esta expresién en (5.26), se puede despejar H,,

H

1 ( OH, igown? aEz) (5.27)

¢~ 2\ ap p 09

Ahora se realiza un procedimiento andlogo, pero esta vez se despeja H, de la ecuacién
(5.21), se deriva respecto a z y se sustituye en (5.23). Como en el caso anterior se asume
la dependencia en z de E, igual a la de [E,, consiguiendo esta vez,

1 [ip,w OH, OE,
= — 5.28
Se puede hallar ahora sin problema las componentes restantes Hy y E4, por sustitucion
directa,
1 (yOH, . ,OE,
1 OH, ~OE,
Ey=—|[— — 5.30
o= i (Cimaw e + 157 (5.30)

5.2. Condiciones de frontera y ecuacion
de autovalores

A cualquier frecuencia w la fibra 6ptica, puede soportar un nimero finito de modos
guiados cuya distribucién espacial E(R,w) es una solucién de la ecuacién de ondas y
satisface todas las condiciones de contorno apropiadas. Adicionalmente, la fibra soporta

un continuo de modos de radiacion no guiados.

Se empezo calculando la componente z de los campos, componente que esta en la
misma direccién de propagacién de la onda'. La onda que se propaga en la fibra, puede
poseer cualquier polarizacion, la cual puede ser descrita por superposicién de ondas que
tienen sus vectores en dos planos mutuamente perpendiculares (denotados como polari-
zacion s y p, ver figura 5.1). Las ondas transversales magnéticas (TM), las cuales tienen
el vector de campo eléctrico con polarizacion p, estan caracterizadas por tener intensidad
de campo electrico E, distinto de cero, mientras que la componente de campo magnético
H., es cero. Por el contrario, en el caso de ondas transversales eléctricas (TE), el vector de
campo eléctrico posee polarizacion s, la intensidad de campo [E, es cero, mientras que la
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Muestra

Polarizacion-s

Polarizacién-p \
Plano de incidencia o
plano de dispersion

Figura 5.1: En esta convencioén, la polarizacion p esté definida por el plano de incidencia, formado por la
direccién de propagacién y un vector normal a la superficie de reflexién; mientras que la polarizacién s
estd definida por un vector normal al plano de incidencia.

Figura 5.2: Modos TM y TE tocando la interfaz entre los medios de indices de refraccion ny y ns.

intensidad H, es distinta de cero, ver figura 5.2. Existen también modos con ambas inten-
sidades [E, y H, distintas de cero, a tales modos se les denomina hibridos HE y EH. En el
caso de interés, los tinicos rayos con modos (TE) o (TM) que viajan por la fibra, son los
meridionales. Asi, en general, se tendran modos EH y HE viajando por la misma. Dicho
esto, se sobreentiende ahora, que los campos tendran sus componentes z distintas de cero
y ahora se procedera a hallar la forma explicita de los mismos, para lo cual, es suficiente
tomar las ecuaciones (5.28), (5.30), (5.27) y (5.29) y sustituir en ellas los campos que ya
se habian encontrado en z, tanto para el nicleo como para el revestimiento de la fibra.
Al hacer esto, quedan las siguientes expresiones para todas las componentes del campo
electromagnético:

sip<a

LEl hecho de que haya componente de los campos en la misma direccién del eje de la fibra, no implica
que la onda deje de ser transversal.




5.2 Condiciones de frontera y ecuacion de autovalores 61

H, = AJ,(hip)e™?e’ (5.31)
E, = AJy,(hip)e™er* (5.32)
H, = hi% (%fum(hlp) + wsongnAJ;n(hlp)) emee: (5.33)
Es = hif (%AJm(hlp) — wuoﬁﬂn(hlp)) Mo e (5.34)
H, = hi% (fyflJ;l(hlp) + m“"EO"%”AJm(hlp)) Mo (5.35)
E, = hi% <7AJ,’n(h1p) = m%fijm(hlp)) ¢imd e (5.36)
sip>a
H, = BK,,(hyp)e™?e7 (5.37)
E. = BK,,(hop)e™?e* (5.38)
H, = Bi% (%BKm(hgp) + weongTBK;n(th)> Mo (5.39)
Eg = Bi% (%BKm(hw) - WHOBK;L(%P)) G (5.40)
H, = }%% (VBK;n(hgp) + mwa)ngr BKm(hgp)> eimoer (5.41)
E, = %% (VBK;n(th) — m%BKm(th)) Mo (5.42)

En donde la constante N(w), por comodidad ha sido absorbida por las demés constantes.
La condicién de frontera de que las componentes tangenciales de E' y H sean continuas a
través de la interfaz nicleo-revestimiento, requiere que E., H., E4 y Hy, sean las mismas
cuando p se aproxima desde adentro o desde afuera a p = a. La igualdad de aquellas
componentes en p = a lleva a la siguiente ecuaciéon de autovalores, también conocida
como relacion de dispersion, cuyas soluciones determinan las constantes de propacion
para los modos de la fibra

Ju(lma) K (hsa) J! (hia) +ngr Kl (hoa) T (2mBkonenA\? (5.43)
h3Jp(hia)  h3Ku(hoa) | [ A3 Jm(hia) — n2, h3K,,(hea)| ah3h3 '

donde la prima denota, derivacion respecto de p, también se ha hecho uso de las impor-

tantes relaciones:

(ng — n% )
A= _ 5.45
2ngn ( )
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Se puede definir un parametro respecto al cudl se estudie la variacion de la constante de
propagacién 3, este parametro es la frecuencia normalizada V

V = \/(ah1)? + (ahy)? = kear/ (nd, — n2,) = koang,V2A (5.46)

El procedimiento suele consistir en fijar un valor de m, sustituir en la ecuacién de au-
tovalores ho en términos de la frecuencia normalizada y h;, sustituir en la ecuacion de
autovalores a [ en términos de h;, de manera que se pueda obtener hi, luego a hy y
finalmente a 3. Como la fibra éptica circular esta acotada en un plano transversal a la
misma, se necesitan dos indices para especificar los modos; a las diferentes soluciones a
(5.43) se les asigna un segundo indice entero [. Existen cuatro tipos de modos, y se mues-
tran en el cuadro 5.1.

El niimero de modos soportado por una fibra especifica en una longitud de onda dada,

Tipo Nombre Caracteristicas
HE E : :
Hibridos m | B 705 H. 705 |H:| > ||
EHml Ez%OaHz%Ov |Ez|>|Hz|
TE E,=0;H,#0
Transversales TM(ZZ B. 20 . i 0

Cuadro 5.1: Generalidades sobre los tipos de modos que se propagan en fibras 6pticas, incluso es vélida
la clasificacién para otras guias de ondas

depende de sus parametros de diseno, es decir, el radio del nicleo a y la diferencia entre
los indices de refraccion entre el niicleo y el revestimiento. Un importante pardmetro para
cada modo, es su frecuencia de corte. Esta determina a partir de que valor de la frecuencia
normalizada el modo es soportado por la fibra; por debajo de dicho valor, el modo no se
propaga. Esta frecuencia estd determinada por la condicién hy = 0. El valor de h; cuando
ha = 0 para un modo dado, determina la frecuencia de corte hy.; de la ecuacién (5.46), es
util definir V. mediante la relacién:

V. = hiea = koan/ (nd,, — nd,) (5.47)

En la figura 5.3, se muestran graficamente las soluciones numéricas a la ecuacion de
autovalores (5.43). A continuacién, una lista de las caracteristicas mds importantes del
grafico:

» En el eje de las ordenadas (del lado izquierdo), se tienen los valores de (3, acotados
entre la constante de propagacion del revestimiento kgnsy (ny equivale al indice nyg,.)
y la constante de propagacién del nicleo kyny (n; equivale al indice ng,). Es decir,
el comportamiento del modo que se este estudiando es un intermedio entre el que
tendria si el material fuera infinito con indice de refraccion ng, v el que tendria si el
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1V =2405
1
T 1
fn Regi6n 1 Region Multimodo
Monomodo : i
. .
]
1
1
A
B
kn,

o

-0 :l Z/v 3V

Frecuencia de corte mas baja distinta de cero

Figura 5.3: Curvas de soluciones exactas de la ecuacién de autovalores (5.43). Se distinguen 2 regiones
separadas por V ~ 2,405, la regiéon monomodo a la izquierda y la regién multimodo a la derecha.

material fuera infinito con indice de refraccién ng,. En vista de eso, cuando el valor
de B para determinado modo se acerca al limite inferior, el modo se comporta como
si solo viera material de la cubierta, se puede demostrar que una parte significativa
de la energia de ese modo viaja en la cubierta y se dice que el modo estd débilmente
ligado. Por el contrario, si el valor de (8 se acerca al limite superior, el modo se com-
porta como si solo viera material del niicleo y se puede demostrar que practicamente
toda su energia viaja en el nicleo y se dice que el modo esta fuertemente ligado.

» Para cada modo como dijimos anteriormente hay una frecuencia de corte. A medida
que la curva se acerca al limite inferior el modo va cada vez menos confinado,
entregando su energia a la cubierta, hasta que llega el punto donde deja de ser un
modo guiado. El modo HE;; es el iinico con frecuencia de corte igual a 0, este modo
siempre se propaga y por esta razén es llamado modo fundamental.

= Por debajo de V' =~ 2,405 el tinico modo que se propaga es el HE{; y por lo tanto
la fibra es monomodo. Por encima de este valor la fibra serd multimodo y puede a
su vez ser de pocos modos o de muchos modos cuando V' > 2,405. En la practica,
las fibras estan disenadas para que V sea cercano a V., ya que, un valor de V muy
bajo implica pérdidas innecesarias.
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Figura 5.4: Curvas solucién de la ecuacién de autovalores con la aproximacién de guiado debil. Cada
curva tiene un par de indices correspondiente a cada modo LP

5.3. Aproximacion de guiado debil. Modos LP

En la préactica suele suceder que los indice de refraccion del nicleo y el revestimiento
son muy parecidos. El valor de A, definido en la ecuacién (5.45), esta en el rango 0,1 % <
A < 1% y aplica la llamada aproximacién de guiado debil

Non = TNor
A ~ Non — Nor
Non
Lo que sucede en este caso es que varios modos exactos tienen los mismos autovalores,
es decir, estan degenerados. Luego, lo que se propaga son combinaciones lineales de esos
modos degenerados y una de las consecuencias es que no se conservan muchas de sus com-
ponentes vectoriales. Solo son relevantes una componente de E y una de H mutuamente
ortogonales. Se puede hallar la forma de la ecuacién de autovalores usando la aproxima-
cién de A pequeno en la ecuacién (5.43) y usando algunas propiedades de las funciones
de Bessel. Obteniéndose constantes de propagacion muy parecidas mostradas en la figura
5.4. Asi como en el caso de la ecuacion exacta de autovalores, usando la aproximacion
de guiado debil surge un segundo indice para la designacién de los modos a parte del
indice azimutal (m), los modos se designan LP,,, y los modos exactos que lo conforman
se muestran en el cuadro 5.2. En dicho cuadro se muestra el factor de degenraciéon de cada
modo. Cuando m = 0 la degeneracién ocurre por las formas de polarizacién de campo
eléctrico que puede tener el modo, siendo x o y. Cuando m # 0 el factor de degeneracion
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Figura 5.5: Distribucién de intensidades para algunos modos LP.

cambia por los dos posibles valores que a su vez puede tener m, ya que: m = £|m|. En la

Designacion | Modos que lo componen | Factor de Degeneracion
LPgy; HE; x 2 2
LPy; TEq ; TMg; ; HE9; x 2 4
LPy; EHy; x 2 ; HE3; x 2 4
LPg HE5 x 2 2
LP3; EHy x 2 ; HE4; x 2 4
LPqs TEg2 ; TMgs ; HEgs x 2 4

Cuadro 5.2: Modos linealmente polarizados y sus equivalentes modos exactos

figura 5.5 se muestran las distribuciones de intensidades para algunos de los modos LP.
Los modos con m # 0 tienen una degeneracion 2 que se manifiesta como una rotacién del
patréon de intensidades.

5.4. Caracteristicas del modo fundamental

La distribucién de campo E (ﬁ, t) correspondiente al modo HE4; tiene tres componen-
tes distintas de cero E,, E4 y E, o en coordenadas cartesianas E,, E, y E.. Entre ellas,
E. o E, domina, por lo tanto, en un buen grado de aproximacién, el modo fundamental
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de la fibra estd linealmente polarizado en la direccién = o y, dependiendo de si E, o E,
domina. Sin embargo, incluso una fibra monomodo no es estrictamente monomodo ya que
es capaz de soportar dos modos de polarizaciones ortogonales, las cuales son soluciones
aproximadas de la ecuacién (5.1). El modo fundamental HE;; corresponde al LPg; en esta
notacion. Los dos modos polarizados ortogonalmente de una fibra monomodo estan dege-
nerados, bajo condiciones ideales. En la practica, irregularidades tales como variaciones
aleatorias en la forma y tamano del ntcleo a lo largo de la fibra, rompe bruscamente esta
degeneracion. Las fibras que preservan su polarizacién, pueden mantener la polarizacion
lineal si la luz es inyectada con esta condicion inicial a lo largo de uno de los ejes princi-
pales de la fibra.

Asumiendo que la luz incidente esta polarizada a lo largo de un eje principal de la
fibra (escogido de manera que coincida con el eje z), el campo eléctrico para el modo
fundamental de la fibra H E; estda dado aproximadamente por:

E(R,w) = #A(w)R(p)e -
donde A(w) es una constante de normalizacién. La distribucién tranversal en el nicleo es,

R(p) = Jo(hu1p) (5.48)

donde p = (22 + y?)'/? es la distancia radial. Con freuencia, suele aproximarse la funcién
de Bessel Jy(p) mediante una gaussiana (ver [4]), de manera que

R(p) ~ e~/ (5.49)

donde w es un parametro para fijar la curva a la real. Fuera del nicleo, el campo decae
exponencialmente como:

a

1/2
Rl = (2) byt
p
donde a K,,(hop) se le aproximé con el término lider de su expansién asintética y un
factor constante fué anadido para asegurar la igualdad de F(p) en p = a. La constante de
propagacion B(w) se obtiene al resolver la ecuacién de autovalores (5.43). Su dependencia
en la frecuencia resulta, no solo de la dependencia con la frecuencia de ng, y ng, sino
también de la dependencia en la frecuencia de hy. La primera, se refiere a la dispersion del
material, mientras que la iltima es llamada dispersiéon de guia de ondas. Generalmente, la
dispersion del material domina a menos que la longitud de onda esté cercana a la longitud
de onda de dispersion cero.




Capitulo 6

Ecuacién de propagacién en fibra
Optica no lineal: Solucion

6.1. Perturbando la ecuacion de Helmholtz

Recordando el capitulo 4, buscamos soluciones a las ecuaciones no lineales en el campo
eléctrico y en el campo magnético (4.33) y (4.34). Se aplicard la teoria de perturbaciones
donde el término con An representa dicha perturbacion. Se plantea el problema de la
siguiente forma, para el campo eléctrico

~ = 2 ~ -
V2E(R,w — wy) + % (ng + 2noAn) E(R,w — wp) =0 (6.1)

si se quiere obtener una solucion por separacién de variables, se puede proponer la si-
guiente,
E(R,w — wy) = Ey(w — wo) R(p)P(¢)Z(2) (6.2)

al sustituir en la ecuacion diferencial y recordando la forma del indice de refraccién obte-
nida en el capitulo 4

1 d [/ dR\ 1 &b 1dZ o* [, I o
— == — = 2 Eo(a)?|RI*|®*| Z|*da +i— ) =0
i (P gt g (8 2 [ | PIRPIOF|ZPda + iy

(6.3)
de esta manera, solo serd separable la ecuacién si se hace |®> =1y |Z|> = 1, que no es

algo descabellado ya que en el caso lineal esto se cumple. Bajo esa premisa

1 d { dR\ 1 & 1427 o[, S a0

— | p— — — 2 2 E 2d — | =

Rpdp (”dp)U?@ R e (”” ol 1B O‘“zko) ’
(6.4)

la ecuacién es separable, llevando a las soluciones en ¢ y z

B(p) = €™ (6.5)
Z(z) = (6.6)
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la ecuacién en p queda

1d (p@) i (kgng WngAn — - 22) R0

pdp \" dp p?
Esta ecuacién debe escribirse tanto en el niicleo de la fibra, como en la cubierta. Las expre-
siones solo se diferenciaran en el indice de refraccion y en un signo. Bajo la aproximacion
de guiado debil, valida en la practica, se hace ng, =~ ng,. Pero para tener un poco mas de
exactitud, se suele trabajar con el indice de refraccion efectivo de la fibra; que no es més
que el valor que tendria el indice de refraccién si el material fuera infinito y homogéneo

Nef(w) = %

Puede plantearse entonces el problema de la luz viajando en ese medio equivalente, con

(6.7)

condiciones de frontera de finitud en el origen y nulidad en el infinito. La ecuacién corres-
pondiente sera

1d dR ~ m?

—— | p— )+ [ K2n?, +2k*n.An— 52— — ) R=0

pdp (pdp) (0 e T 2homes&n = =7
la cudl puede escribirse de la manera siguiente

d d m’ 2 52 2 2

£) =] - (-t
Nétese que si se olvida de la perturbaciéon An por un momento, la ecuaciéon anterior queda
escrita como un problema de Sturm-Liouville. El procedimiento usual en la literatura de

6ptica no lineal (por ejemplo en [4]) es el de aplicar la teorfa de perturbaciones, para ello

consideramos
. d d m?
B=— ( ) — — — espectro no degenerado
p

dp \"dp
W = 2k2n. tAnp
A= 3% — kinZ,
Se puede escribir de manera simplificada
BR+WR = AR (6.8)

Uno esta tentado a decir que la funcién solucion R es una autofuncion del problema, pero
esto no puede ser un problema de autovalores y autofunciones por la dependencia no lineal
de W con el campo. Escribamos por comodidad!

An = n213<p)|2/ |Bo(a)2da + 22
i oo

o)

= ny|R(p)[*So + i2k0

YAqui Sy se escoge arbitrariamente para simplificar la notacién, pero no pretende ser el médulo del
vector de Poynting, porque no lo es.
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ahora la perturbacién
W = g(B)|R(p)*p + iBaop (6.9)

en donde se ha hecho g(3) = 2k3n.;n2Sy. La ecuacién (6.8) queda entonces
BR + g(B)|R*pR + ifaopR = MR (6.10)

El procedimiento usual al aplicar la teoria de perturbaciones, es el de anadir un parametro
0 que sirve para hacer una transicion enre el problema no perturbado y el que si lo esta.
Para ello

0<6<1

ahora suponemos que la ecuacién (6.10) es un caso particular de la siguiente
BR(8) + 6g(B)|R(8)*pR(8) + i6SaopR(8) = M6)pR(0) (6.11)

se puede expandir en serie de potencias tanto a A como a R,
R(5) =) _ RY§
=0
A(8) =D Ag
i=0

por argumentos de independencia lineal, habrd una ecuacién para cada potencia de ¢ al
sustituir en (6.11), cada una involucra términos de orden cada vez mayor que mejoran
la exactitud de la soluciéon. Aqui bastara con encontrar las correcciones de hasta primer
orden y sus ecuaciones son:

BRO = \OpR©® (6.12)
BRY + g(3)|RO PR p+iBagpR® = XV pRM 4 XV pR©® (6.13)

la primera de ellas correspondiente al problema no perturbado y siendo un problema de
Sturm-Liouville, tiene asociado el problema de autovalores y autofunciones siguiente?

BR” = "R (6.14)
como las autofunciones generan todo el espacio, R™") puede escribirse en términos de ellas

RY =" bRy
k

. 0 ( o
2Ya que, se proponne como solucién a (6.12), RO) = ok ckR,(€ ), que no es mas que una combinacién
lineal de autofunciones.
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se puede sustituir en (6.13), luego multiplicar por R,(S)* e integrar en todo el espacio, para
asi conseguir los valores de A(V

/\(1) _ ijl

m

+iBayg (6.15)

o [ 1R Loy
0

el indice m indica que existe una correccion distinta para cada autovalor )\52) pero de
ninguna manera indica que AY sea un autovalor. Por otro lado, no se consigue a primer
orden alguna correccién para R, [4]. Para la propagacion monomodo, y con la aproxi-
macién de guiado debil, sabemos que solo el modo LPgy; se propagard en la fibra y que
se puede aproximar por una gaussiana (5.49). La suma en (6.15) se hace entonces para el
unico modo propagado y por comodidad se hacen las constantes ¢ iguales a 1.

) [ IR e

AV = Jo +ifayg (6.16)
| 1R Pode
0

Concluido este paso, pasemos a ver la modificacion en 3, partiendo de la definicion de A

No =07 — k22 =AY + oA
= B2 — k3nZ; + 6AY
= -5 = (5+8) (5-8) = oA
la diferencia 8 — 3 debe estar dada por AS y es pequeiia, luego
(28 + AB) AB ~2BA8
as 5)\81)
SA
2
o3) [ 1R odp
0

25 [ 1R Fpds
0

Haciendo tender 6 — 1 se recupera el tamano original de la perturbacién, ademés se

= Af ~

AB =6 +i—

sustituye a g¢(/) para simplificar y asi obtenemos la modificacién de la constante de
propagacién [

konaSo / RS |" pdp N
AB = 0 i (6.17)

| IR Pod
0
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6.2. Solucién al problema no lineal

Sabemos que al propagarse el modo fundamental linealmente polarizado, no hay va-
riacién azimutal. La solucién (6.2) es

E(R,w — wy) = Eo(w — wo) RV e (6.18)

Como vimos en la seccién anterior, 3 = 8+ AS y en vista del caracter complejo de AJ3
dado por iag/2, no se cumple que |Z|* = 1, condicién que, como vimos, debe cumplirse.
Consideramos 2 maneras de arreglar el problema, la trivial seria trabajar sin atenuacién,
pudiéndose incluir igualmente si se modela numéricamente el sistema. La segunda manera,
es asumir |Z|? ~ 1 lo cual implica que la solucién es valida mientras z no sea demasiado
grande. Supongamos que el valor més bajo que puede tener |Z|? es 0,9 y que la atenuacién
agp = 0,18dB/Km, que se puede transformar a Km™! usando agp = 4, 343ay, [4]. Se
tiene entonces que oy = 0,0414Km™", luego

|Z|2 - |ei(5+Al3nz+iao/2)Z|2 — 7% > (.9
= 2z < 2,545Km (6.19)

Es decir, mientras las distancias de propagacién sean menores a 2, 545K m la ecuacion
(6.1) con el término de atenuacién distinto de cero, se considera separable y su solucion
estd dada por (6.18). La misma solucién y el desarrollo que se muestra en las péginas
siguientes es valido si se ignoran las pérdidas, es decir, haciendo ay = 0.

Por otro lado, pueden desarrollarse en serie de Taylor tanto a 5 como Af entorno a
la frecuencia portadora wy

2
B(w) = Blwo) + dflfj) wgw —wo) + % dﬂ;‘” wgw — w2+ ...

= fo+ Bule — ) + 5B2(w — wo)? + .. (6.20)

Aﬁ(w) = ABO + Aﬂl(w — (.U()) + %Aﬁg(w — (,(.)0)2 + ... (621)

donde se ha hecho 3, = dii](:) y AB, = % . Asumiendo la aproximacién de

campo quasi-monocromatico el ancho del pulso Aw < wy vy se pueden considerar efectos
dispersivos solo hasta de segundo orden?

Bw) = bt + 5 o0’ (6.22)
AB(w) = Apy (6.23)

3En el caso en que o = 0, que se logra a una determinada longitud de onda, se suele considerar el
término de dispersién de tercer orden.
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luego
= 1
8= 0o+ fAw+ 552Aw2 +ABy (6.24)

y ahora la solucion (6.18) se escribird astutamente como

E(ﬁ,w—wo) = Eo(td—wo) i(B1 (w—wo)+ 3 B2 (w—w)? zR ( ) i(Bo+ABo)z

haciendo el cambio v = w — wy, sustituyendo Ay haciendo uso de (6.17) y reacomodando
términos se llega a la solucién para el campo elétrico en el dominio de la frecuencia
E(é’ ,7) — E‘O(,wei[(ﬁl-l-2%71250)7-&-%5272]26—02/ e —1apz 1(50+20w0n250) (625)
Basta entonces conocer la forma del pulso en el dominio de la frecuencia en la entrada de la
fibra (z = 0) o si se quiere, la forma de los pulsos que emite la fuente de la que se disponga
para tener la descripcion completa de los mismos. Se debe recordar que Sy depende del
espectro del pulso, por lo tanto de la amplitud de la senal, es decir, para cada forma de

pulso hay un valor de Sy que debe ser calculado. Apliquemos ahora la transformada de
Fourier inversa para obtener el comportamiento en el dominio del tiempo

E1<RE)7 t) — 2]. </Oo E‘O(”y)ei[(/61+21Cn2$0)7+;ﬁ272]ziw&d’}/> efp2/w26,%aozei(ﬁo+iwongso)z
m _
(6.26)

o0

6.3. Pulsos gaussianos

La forma de pulso méas comiin en el campo de las comunicaciones 6pticas es el gaus-
siano. Es mds general y 1til en la practica anadirle una fase que se denomina “Chirp”.
Supongamos que la fuente emite dichos pulsos con un ancho Awy (este valor corresponde
al ancho que tendria el mismo pulso si se omite el Chirp) y centrados en la frecuencia wy,

Fo(y) = Aexp {— ! *;C (A%O)Q} (6.27)

para sustituir en (6.26) se debe resolver la integral

> 1+iC 2 naS,
]:/ Aexp{— —;Z (Alwg) (51 e O)vz+z Bary z—wt}dv

en donde se puede completar cuadrados para obtener otra gaussiana, facilmente integrable,

_ 27T(Aw0)2 ox B (Aw0)2 [(ﬁl + %) Y ﬂz
I= A\/1 +i(C — Ba(Bu)?2) { 2[1+i(C — Bo(Aw2z)] } (6.28)

es decir,

se puede usar la notacion exponencial para los complejos en los denominadores,

141 (C — Bz(Awo)Qz) = [1 + (C - ﬁg(AWO)22)2:| i exp {z’tg’l (C’ - ﬂQ(Aw0)2z)}
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por otro lado, ya se puede calcular Sy

oo /2 A2
So = / |E(a)Pda = Y25 (6.29)
o Ty
y ademas, definir los siguientes parametros
Ty = L (6.30)
0 AWO )
Ip=— (6.31)
7 |Bal(Awp)? '
2\ 2
T(z) =Toy/ 1+ (C’ - sgn(ﬂg)L—> (6.32)
D
20T
Vit — (6.33)

- 2CT051 + NagV 2m A2

El primero de ellos es el ancho del pulso sin chirp en el dominio del tiempo. En cuanto
al segundo, es una longitud referencia donde los efectos dispersivos se hacen importantes.
El tercero sera el nuevo ancho del pulso que ahora es dependiente de z, el chirp que se le
ha impuesto al pulso gaussiano permite controlar como cambia el ancho del pulso en su
recorrido por la fibra. Se pueden distinguir varios casos que se discutirdn mas adelante.
El dltimo parametro es la velocidad de grupo no lineal, que depende de la amplitud del
pulso. Con amplitudes mayores el pulso viaja mas lentamente a través de la fibra. El
maximo valor de la velocidad de grupo se obtiene cuando ny = 0, es decir, en el caso
lineal, retoméndose la velocidad V, = 1/4;.

Con estas consideraciones la integral (6.28) queda

I= To;ﬂ(z)Aexp {_%} exp { - %tg_l(o — sgn(B2)2/Lp)+

(2/ Vo — t)°

+ i T2 (C— sgn(ﬁg)z/LD)} (6.34)

Recordando ahora las ecuaciones (6.26) y (4.2) el campo eléctrico en la fibra éptica bajo
todas las consideraciones hechas es finalmente

E(B.1) - \/%T(z)exp {—%} exp {—%aoz} exp {—Z—Z} «

(6.35)
(50 n w0n2\/ﬁA2> ot } e

exp {2¢1(2) +iga(z,t) +i 2c1y
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en donde se ha hecho

61() = —3 187(C = sgn()z/Lo) (6:36)
Go(z,t) = % (C — sgn(Bs)z/Lp) (6.37)

En cuanto a la funcién 7'(z), primero, en z = 0 el pulso tiene un ancho 7(0) = Tyv/1 + C?
asi que el parametro de chirp no puede ser escogido tan grande puesto que la aproximacion
de pulsos cortos que hemos hecho no seria valida. Segundo, esta representa la desviacion
estandar del pulso y su dependencia con z es tal que el pulso se ird ensanchando a medida
que el mismo se propaga debido a la dispersion de segundo orden gobernada por fs, sin
embargo, con la escogencia adecuada del parametro de chirp C' se puede compensar la
dispersién durante un tramo de la fibra. Es bien sabido que la dispersién de segundo orden
existe en dos variedades* las cuales se denominan dispersién normal, cuando 35 > 0, y
dispersién anémala cuando B < 0. Ambas formas de dispersién pueden ocurrir en la
banda C de la segunda ventana de transmisién y esto depende de los constituyentes de la
fibra, asi como de los pardametros geométricos. Asi que a A\ = 1550nm se pueden considerar
cinco casos (que incluyen la escogencia del pardmetro de chirp):

1. Dispersién normal y pardmetro de chirp negativo (8 > 0y C < 0)

2. Dispersién andémala y parametro de chirp positivo (s < 0y C > 0)
Para estos dos primeros casos, se tiene:

T(2) = Ton/14 (|C| + 2/Lp)? (6.38)

se vé que el pulso siempre serd més ancho que en la entrada de la fibra T'(z) > T'(0)
debido a la dispersion.

3. Dispersién normal y parametro de chirp positivo (8 >0y C > 0)

4. Dispersion anémala y parametro de chirp negativo (5 <0y C < 0)
Para estos dos ultimos casos se tendra:

T(z) = Tov/1+ (IC] = 2/Lp)? (6.39)

para este caso se vé que puede ocurrir que el ancho del pulso durante un tramo sea
menor al de la entrada 7'(z) < 7'(0). Este fenémeno es conocido como compresion de
pulsos, lo que ocurre es que el chirp retarda el ensanchamiento del pulso y jugando
con los parametros (5, Ty y C se puede controlar hasta donde se comprimira el
pulso. El valor de z para el cual se obtiene el minimo del ancho del pulso es:

T
2

4Puede suceder que en la longitud de onda de trabajo la dispersién sea cero, pero no consideramos

ese caso en vista de que haria falta considerar efectos de tercer orden en la dispersién.
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y el valor minimo que toma el ancho T'(z) es

y el parametro de chirp establece la diferencia entre el valor del ancho del pulso a
la entrada y el valor minimo.

5. Dispersién normal o anémala y pardmetro de chirp nulo (C' = 0)
T(z) =To\/1+ (z/Lp)? (6.42)
el ensanchamiento respecto a los casos 1 y 2 es menor pero sigue sucediendo.

Otro aspecto que se puede estudiar es el corrimiento en frecuencia a lo largo del pulso
propagado. Para ello, consideramos

¢ = ¢1(2) + da(2,1) (6.43)

basado en [4], calculamos ahora la derivada temporal de dicha fase, la cuél es una medida
de la frecuencia de un punto determinado del pulso.

0p  0¢
ow = T (9_252 = T;éz) (C — sgn(ﬁg)L—ZD> (6.44)

donde se hizo el cambio de variable 7 =t — z/V,,,; que equivale a montarse en el pulso y

viajar con el. Si 7 = 0 estamos justo en la cima del pulso, si 7 > 0 estamos delante de
la cima y si 7 < 0 estamos detras de la misma. Se pueden distinguir nuevamente cinco
casos:

1. Dispersién normal y pardmetro de chirp negativo (S > 0y C < 0)

S — — T |C|+i >0 si T'<0
O T2(2) Lp <0 si T>0

es decir, las componentes de luz roja viaja mas rapido que las de componente azul
y viajan delante, mientras que las de azul van atras.

2. Dispersién anémala y parametro de chirp positivo (82 < 0y C > 0)

S — T |C|+i >0 si T>0
- T2(2) Lp <0 si T<0

caso contrario al anterior, son las componentes de luz azul las que van adelante mas
rapido.
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3. Dispersién normal y parametro de chirp positivo (S > 0y C' > 0)

T z >0 si T>0y 2<2Znin
dw=——|1[C|—— _
T2(2) Lp <0 si T>0y 2> 2zZnn

es decir, las componentes azules iran en la parte delantera del pulso antes de la
maxima compresion del pulso y justo al pasar por z,,;, las componentes rojas em-
piezan a ir delante de las azules. Asi, el mecanismo de compresion de pulsos usando
el parametro de chirp consiste en enviar delante las componentes azules del espectro
y luego las rojas, de manera que, al haber dispersion normal, las rojas se acerquen
poco a poco a las azules comprimiendo el intervalo en z en donde viajan.

4. Dispersién anémala y parametro de chirp negativo (8 < 0y C < 0)

Sw — T |C—i >0 si T>0 y 2> Znin
O T2(2) Lp <0 si T>0 y 2< Znin

en este caso, sucede lo contrario al caso anterior, ya que se estda en régimen de
dispersién anémala.

5. Dispersién normal o anémala y pardmetro de chirp nulo (C' = 0) es un caso similar
al 1 o 2.

En cuanto a los efectos no lineales, ya se habia mencionado como se modifica la ve-
locidad de propagacion del pulso al modificar la amplitud de la senal. Por otro lado se
manifiesta el efecto Kerr en la fase

Y = <5o + M) z = ko(wp)z (Tlef + ng mAQ) (6.45)

2 CTO 2T0

que se traduce en un fenémeno de auto modulacién de fase, en vista de la dependencia
de la fase con la amplitud inicial del pulso, sin embargo no se ve una diferencia de fases
dentro del mismo pulso, hecho caracteristico de la auto modulacién de fase. Algo curioso
es que también depende del ancho del pulso, el efecto no lineal en la fase se incrementa
cuanto méas cortos sean los pulsos. Se puede calcular la velocidad de dicha fase

V. — 20T0
v 2T07’Lef + NoV 2mA?

que depende de la amplitud inicial del pulso al igual que la velocidad de grupo. Pueden

(6.46)

compararse ambas velocidades y se concluye que V, > V,,;. Esta no es la velocidad de fase
total, la cual se calcula haciendo —% / % donde ¢ es la fase total que aparece en (6.35).
Montado en la cima del pulso (7 =t — z/V,; = 0), se puede demostrar que la velocidad
de fase es

2woT?(2)

Vy(r =0) = e (nef n nQ\/ﬂz‘P/QTo) T%(z) + TZsgn(B2)/Lp

(6.47)




Capitulo 7

Conclusiones y Recomendaciones

La obtencion de la respuesta de un material dieléctrico en presencia de campos elec-
tromagnéticos intensos puede ser mas general de lo que en esta investigacién ha sido.
Se ha partido de un modelo cléasico de oscilador anarmoénico del electrén, y fué de gran
utilidad para obtener principdalmente la forma en la que las polarizaciones se relacionan
con los campos eléctricos, sin embargo, para obtener una forma mas exacta de las suscep-
tibilidades es necesario el uso de la mecanica cuantica y posteriormente de la mecanica
estadistica. La relacion causal entre campo eléctrico y polarizacién se visualiza muy bien
gracias a la construccion, en el capitulo 2, de las soluciones a las ecuaciones diferenciales
en forma integral haciendo uso de la funcién de Green, y aparecen las susceptibilidades
naturalmente como esa conexion entre causa y efecto, muchos textos en el area lo hacen
de la misma manera.

Por otro lado, es importante recordar que se ha conseguido una ecuacion de propa-
gacion para el campo eléctrico bajo una serie de consideraciones, las mas importantes
listadas en el capitulo 4, entre ellas, quizas el unico aporte de esta investigacion, es el
tratamiento que se le da a la derivada segunda de la polarizacién de tercer orden, que
trae algunas diferencias con los resultados encontrados en la literatura usual. El indice
de refraccién que aparece en la ecuacién de propagacién de pulsos en las referencias es
dependiente del moédulo del campo eléctrico instantaneo al cuadrado

i = ng + no| E(R, t)|? (7.1)

que se puede demostrar, coincide con el indice de refracciéon que se tendria en caso de
tener campo monocromatico propagandose en la fibra y su uso se justifica al analizar el
orden de magnitud de los términos que aparecen al derivar, quedédndose con el término
de orden cero. Mientras que, con las aproximaciones hechas en este trabajo se llega a la
ecuacion (4.28)
oo
ﬁ:no—l—nQ/ |E(R, o) |*da

o0

calculando la transformada de Fourier y considerando el pequeno ancho espectral de
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la senal enviada. Se consideré hasta primer orden de aproximacion, los cuales dieron
cero. Una de las caracteristicas de esta forma es que no se llega a la ecuaciéon no lineal
de Schrodinger al desarrollar la ecuaciéon de propagacion. Usualmente se propone una
aproximacion en el desarrollo de la ecuacién no lineal de propagacion de campo eléctrico,
es la llamada aproximacion de envolvente que varia suavemente en el espacio, que consiste
en hacer

Eo(w — wo)Z(2) = A(z,w — wp)e®*

y despreciar su derivada segunda en z. Con dicha aproximacion y con el indice de refrac-
cién (7.1) se llega a la ecuacién no lineal de Schrédinger que admite soluciones gaussianas
asi como solitones (una generalizacién de pulsos de tipo secante hiperbdlico), entre otros.
Pero las soluciones analiticas son posibles solo bajo ciertos regimenes, en los cuales se
desprecian términos de la ecuacién, por ejemplo, se desprecia la no linealidad, o la dis-
persion o la atenuaciéon. En el desarrollo que hemos hecho no se desprecia ningtino de
estos factores por lo menos para distancias cortas de propagacion y otra caracteristica
interesante es que podemos dar a la entrada la forma de pulso que queramos y en princi-
pio puede hallarse la evolucién del mismo con la solucién (6.35). Se sugiere para futuros
estudios relacionados, evaluar la estabilidad de pulsos de tipo secante hiperbdlico y solito-
nes mediante esta ecuacion y contrastarlos con las predicciones hechas por la ecuacién no
lineal de Schrodinger, en principio en el primer caso es posible hacerlo de manera analitica.

En cuanto a la forma en la que se comportan pulsos gaussianos dentro de la fibra, son
los mismos que predice la ecuacién no lineal de Schrodinger, excepto por la dependencia
con el campo instantaneo que se presenta en el fenémeno de auto modulacién de fase,
que impone una fase distinta a cada punto del pulso en términos de su amplitud, [4, 19].
Mientras que aqui, se obtiene una dependencia con la amplitud de la senal a la entrada.
El comportamiento de la fase obtenido parece mas bien asociado a la portadora de la
senal wy, y se ve como una caracteristica global del pulso, mientras que en la practica el
comportamiento de la fase es local, cambiando en cada punto del pulso. Por otro lado,
se ha puesto de manifiesto el fenémeno de ensanchamiento de los pulsos por efectos dis-
persivos de segundo orden y como puede ser contrarestrado agregando un chirp adecuado.

En cuanto a la posibilidad de hacer una descripcion del comportamiento de un tren
de pulsos (bits), todos centrados en la misma frecuencia wy, modulados en amplitud por
una senal cadtica, se puede decir, que conociendo como se comportan individualmente
los paquetes a una amplitud arbitraria A, dado por la solucién (6.35) se podria saber
el comportamiento del tren completo simplemente haciendo una superposicion de pulsos
entrantes de la manera siguiente

Ep(0,t) = Ay exp {—%} (7.2)

se calcularfa su transformada de Fourier y se usaria la ecuacién (6.26) para obtener la
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evolucion del tren de pulsos. El parametro A, estara dado por la modulacion que le dé el
caos en ese instante. El parametro t; es la separacion temporal entre pulsos y esta aso-
ciado con la velocidad de la informacién. Pero como en principio no se puede conocer el
valor de A, para cada pulso o cuando se repita el experimento seran distintos valores,
se recurriria a estudiar los casos limites de amplitud para que el sistema admita como
un “encendido”. Por lo visto en el capitulo 6 basicamente el fenémeno no lineal relevante
en este caso es la diferencia de velocidades a causa de la amplitud, luego, se estudiaria
la distancia que pueden recorrer de manera que en la llegada no surja un error en la
interpretacion en esos casos limites, (por ejemplo, dos pulsos consecutivos que tengan los
valores maximo y minimo de amplitud viajaran con la mayor diferencia de velocidades
posible y no deben superponerse en ningiin momento durante su trayecto). Esto debe ha-
cerse maximizando la velocidad de informacién para optimizar las capacidades de la fibra.
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Apéndice A
(3)

Vector 7y’ en el dominio de la
frecuencia

Partimos de la definicién de la transformada de Fourier (3.9) aplicada a la v—ésima
componente del vector desplazamiento de tercer orden, ademas, se omitira por el momento
la dependencia con el vector de posicion R por cuestiones de espacio

"o (w) = / r® (t)etdt
y usando la solucién (2.18)
/ / Z Gsuk; (t — t/) |:,’:‘£1) (t/) . fgl) (t,):| Tgi) (t/)dt/eiwtdt

donde aparezca 7Y se usa la relacién (2.16)

() e[ [ 6ue-n
X [ /_ Z G,(t' —t)E(t,)dt, - /_ : G,(t' — tQ)E(tg)dtQ} /_ Z Z G, (U —t3)E(t3)dtsdt ™" dt

ahora, se sustituyen todas las funciones de Green en el dominio del tiempo por la trans-
formada inversa de Fourier de las correspondientes en el dominio de la frecuencia

— -\ —tw(t—t") 3~
(me) fs/ /OO 3 [%/ G (@)e dw} y
0 1 > = s (4]
|:/ ( / G —zw (t'—t1 dW> E(tl)dtl / (_/ Gs(w//)e—zw (t —tQ)dw//) E(tg)dt2:|
27 oo \ 27 )
X/ (271-/ GSkl<w///)€ iw!™ (¢ — tg)dw///> El<t3)dt3




82 Vector 773(3) en el dominio de la frecuencia

se puede observar que en cada una de las integrales de variable ¢;, con ¢ = 1,2, 3 lo tinico
que depende de t; es el campo y una parte de la exponencial que acompana a la funciéon
de Green, esto forma la transformada de Fourier del campo de variable ¢;. Ademas, no
hay nada que dependa de la variable t’ excepto algunas exponenciales, pudiendo entonces
integrarse; lo mismo pasa con la variable ¢. Luego:

(S LSS S e cioms

x G, (@)Gs, (w”')El( "No(w —w' — " = w")o(w — W)dodw dw" dw™

integrando ahora en @, se llega a la forma con la que se trabaja en el capitulo 3

o () S (@) [ ewmaimen |

x G ()Gskl(w”’)El(w’” O(w =32, wp)dw'dw" dw"




Apéndice B

Susceptibilidad X(3> (w,w, ", ") bajo

la aproximacion de respuesta
instantanea

Supongamos, como en el capitulo 4, que el campo que debe propagarse dentro de la

fibra, tiene la forma
1 . 1 .
E=E{t)z =1z (§E(t)e_w°t + §E*(t)e“*’0t) (B.1)
y su transformada de Fourier por lo tanto sera

~ 1 © ) 1 00 '
Ew) =5 / E(t)e“mdt + - / E*(t)e'wreoltqy

—00

= %E(M — wo) + %E*(—w - wo) (B2>

Recordando ahora la polarizacién de tercer orden dada por la ecuacién (3.23), y consi-
derando que asi como el campo eléctrico esta polarizado en z, la polarizaciéon también lo
esta, ademas obviamos la dependencia espacial, tenemos

]13(3) (w) _ / / / 5OX(3) (w7 w’,w",cu"’)]E(w')]E(w")]E(w”')

X 0w — 3, wy)dw'dw" dw"™

debemos entonces sustituir el producto de los campos que puede hacerse facilmente usando
(B.2),

(B.3)

E(WI)E(WH)]E(W”/)

esfl

(W' — wo) E(W" — wo) E(W" — wo) + c.c.

1
8
1- _ 8
+ éE*(—w’ —wo)E(w" — wo) E(W" — wp) + c.c.
B.4)
1~ ~ _ (
- gE(w’ — wo) E* (=" — wp) B(W" — wp) + c.c.
1- 8 .
+ gE(w’ —wo)E(W" — wo) E* (—w" — wy) + c.c.
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que al sustituir en (B.3) y considerar la simetria intrinseca de permutacién junto al hecho
de que el término asociado al tercer armoénico requiere conjugacién de fase y es muy
pequeno,

PO (w / / / cox®(w,w’,w”, W™ E(w' — wo)E*(—w" — wo) E(w" — wp)
X 0w =, wy)dw'dw’dw” + c.c. (B.5)

el vector de polarizaciéon puede escribirse, al igual que el campo, de la manera siguiente

. 1= 1~
PO (w) = §P(3) (w—wp) + EP(S)*(—w — wp) (B.6)

de esta manera,

X 0(w — Zp w,)dw'dw" dw"  (B.T)

por otro lado, se habia encontrado la polarizacién correspondiente al efecto Kerr en el
dominio del tiempo en el capitulo 4, bajo la aproximacion de respuesta instantdanea

PR, 1) = 22| B(R, 1) PE(R 1 (B.8)

obviando la dependencia espacial y calculando su transformada de Fourier, se obtendra otra
forma de escribir la ecuacién (B.7)

PO(w—wy) =F [P(?’)(ﬁ, t)e_i“’ot] =F P

TtV IEO P |

donde ¥® no depende del tiempo y puede salir de la transformada,

oo

~ 3 ) .
P(3) (w _ WO) — 4_160)2(3) / E(t)E* (t)E(t)e_wotewtdt

3 <11 [ , Lo
= —505((3)/ —/ H(wp)e ™“dw, | E(t)e” ™0t dt
4 oo |2 )

3 a1 [ .
= Zgox® — / H(w)E(w — wy — wy)dw; (B.9)
4 2 J_

en cuanto a la funcién H (w;)

(t Zwltdt

E(t
1 o . .
{ E(ws)e™ ™2t dwy | E*(t)e™ dt

E(w)E* (wy — wy)dw, (B.10)

—00

I
S’l**\gg\g
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sustituyendo ahora (B.10) en (B.9)

PO (w — wp) = 50X / / —w1)E(w — wy — w)dwydw,  (B.11)

haciendo en esta expresion los cambios de variable

wy = w —uwy
W = W+

se llega a la siguiente

pP® (w _ WO) 5OX(3) / / w — W E*( W' — WO)E(W oy — W — w’)dw'dw"

podemos ahora por comodidad agregar una integral de una delta de dirac en una variable

"
w

PO (w—wy) = EOX / / / (W — wo) E*(—w" — wo) E(w" — wp)
X 0w — >, wy)dw'dw"dw™  (B.12)

comparando ahora (B.12) con (B.7), se puede finalmente encontrar la forma de la suscep-
tibilidad eléctrica de tercer orden en el dominio de la frecuencia bajo la aproximacién de
respuesta instantanea

®
42

de donde se puede concluir que no depende de la frecuencia, lo cudal desprecia los efectos

X(3) (W, w/’ w//7 w///) _

(B.13)

de dispersion no lineal como ya se habia dicho
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Apéndice C
Indice de refraccién complejo

Se dijo en el capitulo 4, que el indice de refraccién complejo puede escribirse como
(4.30)

Oy
[
S 3
o O
+ +
S
%‘%
88
2
o
QL
o}

{

desarrollando los términos de segundo grado en (C.1) separadamente,

00 S 2
A2 = n2 + Qnong/ |E () Pda + n (/ IE(a)IQda)

o] oo 2
a?=al+ 2a0a2/ |E(a)Pda+ o (/ \E(Oz)\zda>
_OOOO ) —oooo ) . )
na = nooyg + Oéon2/ |E(a)Pda + nOO@/ |E () Pder + naag (/ |E(a)|2da>

si se toma en cuenta que experimentalmente se consigue que ag, (g, Ny SON MUY pequenos
y que por lo tanto cualquier término cuadratico en ellos es despreciable, se tendra

o0

n? o~ ng + 2n0n2/ |E(a)da

—00

~92 0

Q
12

o0

Ra ~ ngag + noag/ |E(a)Pdo

—00
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sustituyendo del lado derecho de (C.1)

n*(w) ~ng + 2n0n2/ |E(a)|?da + i? <a0 + 042/ |E(oz)|2doz) (C.2)

— 50 o

y simultdneamente debe ser igual a lo que se definié inicialmente como n?(w), (4.23)

o0

@) = L+ R + el 2000 [ [(B)@)Pdat

—0o0

i (am®]+ Samiy 2 [ Ble)da)

—00

asi, comparando términos se llega a

g = —Jm[x(l)]
Cny
3
= " AwRe[x®
T2 ng woRe[x*]
3wA
CVQ__W woj [(3)]
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