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Resumen

En el presente trabajo se estudian soluciones clasicas a las ecuaciones de movimiento
de Yang Mills en D = 1+ 1 en los casos siguientes: sin fuentes, en presencia de cargas
puntuales estaticas y finalmente para una fuente general. Se revisa la obtencién de las
ecuaciones de Wong mediante un principio variacional partiendo de una accién propuesta
por Balachandran. Se particulariza la solucion clésica exacta y general de Yang-Mills
para el caso en que las fuentes sean corrientes cromoeléctricas puntuales dependientes del
tiempo y finalmente se escoge una carga cromoeléctrica tal que el resultado del campo
sea analogo al caso de Maxwell en D =1 + 1.
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Capitulo 1

Introduccion

Las cuatro interacciones fundamentales presentes en el universo pueden ser descritas
con asombrosa precision mediante Teorias de Calibre, que a su vez subyacen en todas las
interacciones entre las particulas elementales que conforman la materia [1]. En particu-
lar el Modelo Estandar, que unifica tres de las cuatro fuerzas fundamentales se asocia a
una Teoria de Calibre no abeliana. Esta formado por la Teoria Electrodébil y la Cromo-
dindmica Cudntica con grupos de calibre asociados SU(2)xU (1) y SU(3) respectivamente,
clasifica todas las particulas subatémicas conocidas y describe la interaccion entre ellas
mediante los bosones de calibre que hacen el papel de particulas mediadoras.

Los campos de Yang Mills [2], estén relacionados con estas teorfas de calibre no abelia-
nas, y la dinamica de éstos esta representada por unas ecuaciones de movimiento obtenidas
a partir de una acciéon mediante un principio variacional.

El objetivo principal de este trabajo es calcular la solucién clasica exacta de las ecua-
ciones de Yang-Mills en D = 1+ 1 con fuentes generales, para luego estudiar la posible
aplicacion al caso en que la fuente corresponde a particulas con carga cromoeléctrica,
tales como particulas de Wong [3][4], 0 a otro tipo de fuentes que puedan asociarse con
particulas puntuales en interaccién con el campo de Yang-Mills. Para cumplir este objetivo
satisfactoriamente es conveniente repasar ciertos temas especificos y obtener determina-
dos resultados que sirvan como preambulo al calculo antes mencionado.

Para ello, en el segundo capitulo estudiaremos algunos aspectos de las Teorias de Cam-
pos como la Formulaciéon Lagrangeana y Hamiltoniana [5], ademds el Método de Dirac
para la formulacién Hamiltoniana de Lagrangeanos singulares [6] [2], como es el caso de la
Teoria de Yang-Mills. En el tercer capitulo repasaremos las Teorias de Calibre Abelianas
y no-Abelianas promoviendo simetrias globales a locales, definiremos las derivadas cova-
riantes y estableceremos las ecuaciones de movimiento para luego, en el cuarto capitulo
determinar las soluciones de la ecuacion de onda inhomogéneaen D =1+1y D=3+1
[7] en términos de las funciones de Green Adelantada y Retardada, ademas de la solucion
de la ecuacion homogénea.

Posteriormente en el quinto capitulo obtendremos las ecuaciones de movimiento de
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Wong [3][4], que describen la dindmica de una particula con carga cromoeléctrica, apli-
cando un principio variacional al Lagrangeano propuesto por Balachandran [8]. En el
sexto capitulo determinaremos las soluciones clasicas de las ecuaciones de Yang-Mills, sin
fuentes, con fuentes puntuales estéticas [9], y luego con fuentes generales, todo ello en
dimensién (1+1), lo que nos permitird obtener una solucién exacta. Finalmente particu-
larizaremos la solucién exacta de Yang Mills en D = 1+ 1 con fuentes generales, al caso
en el que las fuentes son n particulas cargadas cromoeléctricamente.




Capitulo

Algunos elementos de Teorias de
Campos y Formulacién de Dirac.

En éste capitulo se estudian los fundamentos de la formulacién Hamiltoniana de la
Teoria Cléasica de Campos, asi como el método de cuantizacion a la Dirac para Sistemas
con Lagrangeanos Singulares [6][2].

2.1. Accién y principio variacional.

La cantidad fundamental de la mecéanica clasica es la accién S = / Ldt, donde L es

el Lagrangeano del sistema, que en una teoria de campos local, lo podemos escribir como

L(¢i(), 0,¢:(x))d*z, por lo tanto

5= [Lit= [ L), 0,000 (2.1)

dondei =1,..., N, representa el niimero de campos presentes en la teoria y L es la Densi-
dad Lagrangeana. Los indices griegos son espacio-temporales y emplearemos la convencion
g = diag(1,—1,—1, —1) para la métrica en el espacio de Minkowsky cuadridimensional.

Las ecuaciones de movimiento que describen el sistema fisico se derivan de un méto-
do variacional. Este método, conocido como Principio de Minima Accién de Hamilton,
establece que cuando un sistema evoluciona de una configuracion dada a otra en cierto
intervalo de tiempo, lo hace a lo largo del camino en el espacio de configuraciones para el
cual S tiene un valor estacionario, es decir

5= [ (55~ (Gmamy))  =° 22

donde hemos integrado por partes e impusimos que los campos se anulen en el infinito,
entonces obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange para campos

oL oL
o) (a@mx))) =0 (23)
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que son las ecuaciones de movimiento de la teoria y donde reside la dindmica de la misma.

Sin embargo, para poder cuantizar la teoria es de gran utilidad una descripcién Ha-
miltoniana a partir de la cual se pueda construir un espacio de Hilbert donde a cada
observable se le asigne un operador cuantico autoadjunto.

2.2. Formulacion Hamiltoniana.

Se pueden ver a los campos como una coleccién de variables mecanicas (), con
(n=1,...,N) para N grados de libertad, en el limite cuando N tiende a infinito [5].

Definimos el momento canénico de los campos ¢; como

oL
() = ———, 2.4
) A(i(x)) 24

y obtenemos el Hamiltoniano mediante una transformaciéon de Legendre
H = /d?’:mrigﬁi - L= /dgﬂfH(¢(flf),7T({lf)), (2.5)
donde H(¢p(x), m(x)) es la densidad Hamiltoniana.

Podemos definir la derivada funcional como

OF] _ 1o EF W) + ed(@ = y)] — FIf]

=1 2.
5f(x) o e ’ (26)
y entonces llegar a las ecuaciones de Hamilton
. 0H
(r) = —/—— 2.
bila) = 5oy 27)
oH
mi(r) = ——, 2.8
(@) = =5 (@) (2.8)

que son equivalentes a las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.3).

Definimos los corchetes de Poisson entre dos funcionales F'(¢;, m;) y G(¢i, ™) como
IF  6G IF oG
F.Gy= [ & — 2.
(6} = [ 2o (55 5m ~ i) 2

esta formulacion tiene la misma forma en todas las coordenadas candnicas y resultara es-
pecialmente 1til para cuantizar la teoria.

La evolucion de cada uno de los funcionales vendra dada por

F(6(a), (o), 1) = (F.HY + (2.10)
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en caso de que dependa explicitamente del tiempo.

Una vez que el sistema estd descrito por el formalismo Hamiltoniano se puede pasar a
su cuantizacion canoénica. La idea bésica consiste en reemplazar el dlgebra clasica obtenida
con el corchete de Poisson entre las variables, por un algebra cuantica, donde los corchetes
seran sustituidos por conmutadores y los observables cldsicos pasaran a ser operadores
cuanticos, es decir

Teoria Clasica — Teoria Cuéantica,
A.B,C (Observables) — A,B,C' (Operadores autoadjuntos),
{AB} =C — [A,B] = -iC.

Notamos que no existen restricciones en el espacio de Hilbert donde actian los operadores
cuanticos debido a que en el formalismo Hamiltoniano todos los puntos del espacio de fase
son accesibles.

2.3. Formulacion de Dirac para Lagrangeanos Singu-
lares.

En el formalismo Hamiltoniano estandar es necesario que las coordenadas ¢, y p, sean
independientes, es decir que a partir de la definicion de momento candnico conjugado se
pueda despejar las velocidades en funcién de las coordenadas y los momentos conjugados

Gn = Gn(q, ), (2.11)

2L
esto ocurre en sistemas cuyo Lagrangeano es Regular (det ( EYRCE ) =+ 0).
qn0q
0*L
aQnGQZ
todas las velocidades en funcién de las coordenadas y los momentos conjugados, por lo
tanto tenemos

Si el Lagrangeano del sistema es Singular (det ( ) = O) , no se pueden despejar

in = fu(a,p), (2.12)

donden=1,..., Ry R < N representa el nimero de coordenadas independientes.

Debido a esto la definicién de momento canénico conjugado generaria relaciones de
dependencia, vinculos entre variables del espacio de fase, de tipo

©m(Gn,Pn) = 0, (2.13)

conom=1,.... N-R=M.

Estas relaciones entre las variables canénicas ¢, y p,, nos indican que no todas son
independientes, y a partir de ahora las llamaremos ligaduras primarias. Debido a estas
ligaduras tenemos una reduccion de los grados de libertad reales de la teoria.
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Por lo tanto es necesario el uso de un método alternativo a la Formulacion Hamiltonia-
na Estandar para Lagrangeanos Regulares, que tome en cuenta las ligaduras primarias.
Dirac propone un método Hamiltoniano que toma en cuenta estas relaciones sin alejarse
del formalismo canénico.

Usando el método de los multiplicadores de Lagrange, planteamos el siguiente funcional

L = L(4ipi) = Amm (@i, i), (2.14)

donde los A, son los multiplicadores de Lagrange, mediante un principio variacional ob-
tenemos las siguientes ecuaciones para cada una de las variables

oL d <af)

— = |=—]=0, ¢ = C{qns P> A} 2.15

G~ @t \oc, { } (2.15)
podemos definir mediante una Transformacién de Legendre un nuevo Hamiltoniano
H*(qn,pn) = H(qn, Pn) + Am@m(qn, pn) v obtener las ecuaciones dindmicas de cada una de
las variables

8H(qn,pn) a‘P(Qnapn)
=0  — I — 2.1
OH (¢, pn) 09 (Gn, Pn)
=——F——+Ap—f 2.1
oL d [ 0L
o, (@) =0. (2.18)

Por lo tanto, renombrando términos y reescribiendo las ecuaciones de movimiento en
términos de los corchetes de Poisson

aH* ny Un *
pn:_% {pn7H (Q’rhpn)}a (219)
OH* ns Mn *
qnzg#p) = {g H" (g0 70} (2.20)
Pn
90m<Qn7pn) = 0. (221>

Es importante resaltar que no se deben sustituir las ligaduras en los corchetes pues éstas
generan parte de la dindmica, para ello utilizamos la siguiente notacion

©m(qns pn) = 0, (2.22)

donde "a"se lee como débilmente cero e indica que no todas las ligaduras tienen corchete
de Poisson nulo con las variables candnicas.

Ahora, para verificar la consistencia de la dindmica descrita por las ecuaciones, se
procede a preservar las ligaduras en el tiempo

m = {pm, H'} = {om, H} + An{pm, on} = 0. (2.23)

La preservacién de las ligaduras puede generar 4 situaciones:
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1. Una inconsistencia (1 = 0), indicando que el Lagrangeano genera ecuaciones de

movimiento inconsistentes, en dado caso se abandona el problema.

2. Una igualdad (0 = 0).

3. Se pueden encontrar relaciones entre las variables canénicas independientes de las
ligaduras primarias. ox(q,p) =0 con k=1,..., K = Ligaduras Secundarias.

4. Se pueden encontrar relaciones que determinen a los multiplicadores de Lagrange.

El proceso se termina cuando se obtienen los casos 2 y 4, puesto que en el caso 3 se debe
preservar nuevamente la ligadura secundaria en el tiempo y asi, volver a obtener una de

éstas cuatro posibilidades.

Entonces las Ligaduras Primarias, obtenidas a partir de la definiciéon de momento
canonico conjugado, y las Ligaduras Secundarias, obtenidas mediante la preservacién de

ligaduras, se podrian englobar de la siguiente manera
Aj(g,p) =0,
donde j =1,,,M + K = J., siendo J la suma de todas las ligaduras.

Diremos que un objeto €2 es de primera clase si

{Q7AJ<Q7P)} ~ O Y vj?

y de segunda clase si
{0, A4(q.p)} #0,

para al menos un valor de j.
Si el objeto €2 es una ligadura, denotamos las de primera clase como
ﬁl(Q’n?pn) ~ 07
coni=1,...,1, ylas de segunda clase como

XZ<Qn7pn> %07
conl=1,...,N.

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Si todas las ligaduras son de primera clase, podemos continuar con la cuantizacién.

Los enunciados son

1. Los corchetes de Poisson pasan a ser conmutadores y los observables clasicos pasan

a ser operadores cuanticos en un espacio de Hilbert.
asi pues

Gi, D] = 104

(2.29)

(2.30)
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2. La ecuacién de Schrodinger de la teoria sera:
0wy = 1wy (2.31)
71— — . .
8t t t

3. Se implementan las ligaduras como operadores cuanticos, y los estados fisicos son
aquellos aniquilados por estos operadores

(0, p) |0) =0 V5, (2.32)

donde se puede destacar que en este caso el espacio de Hilbert se encuentra restrin-
gido por las ligaduras, tanto primarias como secundarias que ahora actian como
operadores.

Ahora, si tenemos ligaduras de segunda clase debemos realizar el corchete de Poisson
entre ellas, recordando que al menos uno debe ser distinto de cero por definicién, para
posteriormente construir la siguiente matriz

Crrr = {Xx, xo } = Antisimétrica, (2.33)
es decir
0 {xnxet asxst 0 {asxet
{x2:x1} 0 {x2xsb - et
Ch = : : . : . (2.34)
{xw,xat Ixwsxet {xwsxst -+ 0

Dirac enuncié y probé el siguiente teorema:

El determinante de la matriz Cy; no es igual a cero, ni siquiera débilmente. Esto quiere
decir que de la definicién de la matriz, al ser ésta antisimétrica, el nimero de ligaduras de
segunda clase debe ser par debido a que todo determinante de una matriz antisimétrica
es cero, si la dimension de ésta es impar. Esto garantiza la existencia de una inversa, la
cual denotaremos por C’k_kl/,, tal que

C];klllck”k/ = (Sk-k/. (235)

Definimos ahora los corchetes de Dirac que a diferencia de los de Poisson (2.9), si con-
sideran a las ligaduras de segunda clase.

{F,G}Y ={F,G} = {F. xs}(Cow) " {xw, G} (2.36)

y tenemos que
wi =0 —=¢; =0. (2.37)

Finalmente postulamos

1. Reemplazamos el algebra de Corchetes de Dirac por un algebra cuantica de conmu-
tadores y los observables pasan a ser operadores cuanticos autoadjuntos.
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Za]; ’ '

3. Implementamos las ligaduras de primera clase como operadores cuanticos, siendo
los estados fisicos del sistema los aniquilados por esos operadores.

(0, p) W) =0 V. (2.40)

En este caso la restriccion del espacio de Hilbert viene dada por la accién de los
operadores de primera clase.

En resumen

Formulacién Hamiltoniana Formulacién de Dirac
Estandar lera Clase 2da Clase
ler Postulado {Qva]} — —1 [(jz,ﬁj] {ql,p]} — —1 [(j“ﬁ]] {qz,p]}* — —1 [Cjz,ﬁj]
2do Postulado i2 |V,) = H|¥,) i |W,) = H*|¥,) | iZ|V,) =H" |V,
3er postulado |0, Vi(q,p) [¥y) =0V5 | V,(q,p)|¥:) = 0Vj

Podemos concluir que, independientemente de si el Lagrangeano es Regular o Singular,
las variables dinamicas de la teoria pasaran a ser operadores cuanticos autoadjuntos. Sin
embargo en las teorias sin ligaduras no hay restricciéon sobre los estados cuanticos de la
teoria.
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Capitulo 3

Teorias de Calibre.

En este capitulo, como introduccién a los campos de Yang-Mills, estudiaremos las
transformaciones de calibre globales y locales.

La importancia de las teorias de calibre no abelianas o teoria de campos de Yang-Mills
reside en el hecho de que las interacciones fuertes estan descritas por una teoria de calibre
no Abeliana con grupo de calibre SU(3), conocida como la Cromodindmica Cuéntica,;
ademas, el electromagnetismo y las interacciones débiles estan unificadas en una teoria de
calibre con grupo de calibre SU(2)xU(1), la teoria electrodébil. Juntas, la Cromodindmica
Cuantica y la Teorfa Electrodébil forman el Modelo Estandar, el cual reproduce todos los
resultados experimentales conocidos de la fisica de particulas, hasta energias del orden de
unos pocos cientos de Gev [1][2][9][10][11].

3.1. Teorias abelianas.

3.1.1. Transformaciones de Calibre globales.

Las teorias de calibre surgen al promover una simetria global a una local. Comencemos
estudiando la densidad Lagrangeana de Dirac para un fermion libre

L = 000 — mibo, (3.1)

donde ) = 9’7" es el spinor de Dirac y provee una representacion de U(1).

Consideremos una transformaciéon global de la forma
W = ey,
s 52
con  un parametro real. Al realizar la transformacién y simplificar se obtiene
L= W90 —mpy = iy 9,4 —miy = L,
L = L. (3.3)

Claramente la Densidad Lagrangiana de Dirac es invariante ante una transformacién
global.
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3.1.2. Transformaciones de Calibre locales

Consideremos ahora las transformaciones locales

1 ,—ib(x)
{5 tog a4
o infinitesimalmente:
{ 5 = i0(x)1). (3:5)

Para recordar que estamos trabajando infinitesimalmente y simplificar la notacion, haga-
mos 6(z) — € , donde € depende de z*.

Al realizar la transformacion, la variacion de la Densidad Lagrangeana viene dada por

SL = 00, + ipy*0,(5¢) — mdyp — mapsy,
L = Yy Ouer, (3.6)

donde hemos usado que

S = —iey, 3.7
oY = e, (3.8)
0,00 = —i(0ue + € ). 3.9

Notamos que la densidad Lagrangeana de Dirac no es invariante ante transformaciones
locales, debido a que la derivada parcial no transforma covariantemente. Solucionaremos
este problema introduciendo la derivada covariante que si transforma como los campos:

Db = (9, +ieA), (3.10)
o(Dyyy) = —ieDyb, (3.11)

donde A, es un campo vectorial que representa el campo de calibre y transforma como
1
0A, = —0e. (3.12)
e

Ahora podemos definir una nueva Densidad Lagrangeana

£ = i Db — mu, (3.13)

que es invariante ante las transformaciones locales de los campos (3.7)(3.8)(3.12), y descri-
be un fermién masivo interactuando con el campo de calibre. Sin embargo se puede notar
que no hay un término cinético para A,, por lo tanto es un campo no dindmico en ésta
teorfa. Para otorgarle dindmica al campo A, en el sentido canénico y para que la teoria
sea cerrada, notamos que como el campo transforma longitudinalmente, mediante un gra-
diente, el rotacional del campo no debe verse afectado por ese tipo de transformacion. De
esta manera se define el tensor electromagnético

Fo = 0,4, — 0,A,. (3.14)
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Investiguemos cémo transforma localmente F},,. Aplicando la variacién
1
0(Fuw) = 0u(0A,) — 0,(0A,) = —(0,0,€ — 0,0,€) = 0, (3.15)
e

debido a que el tensor electromagnético es invariante de calibre, podemos escribir la parte
dinamica de la Densidad Lagrangeana para el campo de calibre como:

1
Laavce = —ZFWFW = 0Lgavar = 0, (3.16)

donde la constante de proporcionalidad se define convenientemente para los calculos que
se van a realizar.

La teoria completa de una particula masiva invariante de calibre acoplada con campo

de calibre U(1) es
1 — —
Loep = —ZFWFW + 1y Dy — mapap, (3.17)

que es la densidad Lagrangeana de la Electrodindamica Cuantica.

Es posible generalizar estas ideas considerando otros grupos de simetria. En general
estos grupos seran no abelianos y son objeto importante de estudio pues se conoce que
las interacciones débiles y fuertes estéan descritas como teorias de calibre SU(2) y SU(3)
respectivamente.

3.2. Teorias no abelianas

3.2.1. Transformaciones de Calibre globales

Consideremos la teoria libre de Dirac, descrita por una Densidad Lagrangeana que
contiene multiples campos fermiénicos.

L= 2’%7"%% — by, (3.18)

donde k =1, ...,dimR es un indice de simetria interno y dimR denota la dimension de la
representacion.

Las transformaciones globales son

{ ¢1/<: = 6—1’9”T“¢k’ (319>

Wk = Ek et )

donde ahora #* es un parametro real y T son los generadores del algebra asociada al
Infinitesimalmente la variacién de los campos fermiénicos

0y, = —i0vT 3y,
Y = —10" 3.90
{ 50, = 00T (3.20)
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donde a es la dimensién del dlgebra asociada al grupo (nimero de generadores).

Bajo transformaciones globales de este tipo la Densidad Lagrangeana permanece in-
variante. Los generadores del grupo satisfacen un algebra de Lie

[T, T%) = i f*T*, (3.21)
y cumplen también la normalizacién

1
TT(TaTb) = 5(5(11,, (322)

con a,b,c=1,...,dimG.
Las constantes reales f%¢ se denominan constantes de estructura del grupo de simetria
y son completamente antisimétricas en los indices. Por ejemplo, para SU(2) (de matrices

unitarias 2x2 con determinante 1), se tiene que f%¢ = €% | donde ¢®¢ es el simbolo de
Levi Civita.

3.2.2. Transformaciones de Calibre Locales: Teoria de Yang-
Mills

Ahora trataremos de promover una simetria local, para ello consideramos las trans-
formaciones locales infinitesimales

0 = —ie* Ty,
— . - 3.23
{ Oy, = ie Tj. (3:23)

Nuevamente notamos que la derivada ordinaria actuando sobre los campos no transforma
covariantemente

8(0ur) = —i(0,€") Ty — i€ T 0,4, (3.24)

entonces podemos determinar como transforma la Densidad Lagrangeana

oL = i_(Wm,’j(?wk + i@k%’;(;(auﬁbk) - m((;%g@/}k + %5%),
0L = Yy 0Ty, (3.25)

donde realizamos un cambio de indices a conveniencia.

Podemos notar que £ no es invariante ante transformaciones locales, definimos enton-
ces la derivada covariante e introducimos un nuevo campo A,,.

Dyp = (9 +igA)y, (3.26)

ahora A, = T A, es un elemento del dlgebra y representa el campo de calibre. El nimero
de campos de calibre es el mismo que la dimension del algebra, entonces, en componentes

Dy = Oupr + 19T A, (3.27)
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nuevamente partiendo del requisito de covariancia podemos ver cémo transforman los
campos A,

1
SAT = ;(%6“ — e fe Al (3.28)

donde realizamos un cambio de indices a conveniencia y utilizamos las propiedades de
antisimetria de las constantes de estructura.

En resumen, la Densidad Lagrangeana (3.18) es invariante bajo las transformacio-
nes locales infinitesimales de los campos (3.23) y (3.28). Es necesario agregar dindmica
al campo A, encontrando el término cinético, para ello es més facil si pasamos a las
transformaciones finitas.

v — Uy,
f(/}/ — r(/}U_l, (329)
A, — UAU — L@,0)U,

con U = e 0" @T

Para darle dindmica al campo A, necesitamos construir el tensor F), como se hizo
en el caso abeliano. Veamos como transforma el tensor de Maxwell F /% bajo la nueva
transformacion de calibre del A, (3.29)

P = 9,4, - 0,4, =U(0,A, — 0,A)U " + 0,UA U +UA,0,U
1
-0,UA U —UAB,U" + E(aﬂUayU*1 - 9,U8,U™ 1), (3.30)
claramente no es invariante de calibre.

Estudiemos cémo transforma el término ig[A,, A,]

igA,, A)) = ig(ALA, — A AL),
= igU[A, AU + (0,0)A U — (9,U)A U
+UA U 0,0 U —UA U (0,0)U!

+%{(8MU)U1(8,,U)U1 _@UU@UY,  (331)

pero sabemos que UU ! = 1, por lo tanto d,(UU ") = 0, entonces (9,U)U ' = ~U(9,U"),
y podemos afirmar que

iglAl, A = igU[A, AU +9,UA U —0,UA U,
1
~UA0,U " +UAB, U + —{-0,U8,U" +98,Ud,U"}. (3.32)
ig

Comparando (3.30) y (3.32), podemos definir un nuevo tensor de campo para el caso
no abeliano

F/ux - 8H,Al/ - az/Ap, + Zg[Aua AV]? (333>
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que transforma como F I/W — UF,,U"'. En componentes
F = TFS, = T*(0,A% — 0,A%) — gf " T A5 A, (3.34)
donde realizamos un cambio de indices (a — ¢) en el tltimo término. Entonces tenemos

F = T, A% — ,A%) + Tg f Ac A
— T, A% — 8,A%) — Tg ™ AL AL, (3.35)

de donde podemos escribir en componentes
Fi, = 0,4, —0,A; — gf“bcAZAf, (3.36)

Finalmente, la Densidad Lagrangeana asociada a los fermiones en interaccién con el
campo de Yang-Mills seria

1 — _
Lyas = =7 P + " Dyt = mibai. (3.7)

Podemos decir que toda teoria de calibre surge al promover una simetria local a partir
de una global. Partiendo de la Densidad Lagrangeana de Dirac, que describe un fermion

1
cargado de masa m y espin 3 podemos obtener la Densidad Lagrangeana de la Elec-

trodindmica Cuantica, que es la teoria de este fermion y un campo electromagnético en
interaccién, y es invariante ante transformaciones de calibre locales. De igual manera ge-
neralizando para simetrias mas complejas obtuvimos la Densidad Lagrangeana de una
teoria que describe a un fermién y un campo de calibre no abeliano en interaccion, teorias
como éstas son la Teorfa Débil y la Cromodinamica Cuéntica.




Capitulo 4

Soluciones a la ecuacion de onda
inhomogénea.

En este capitulo se estudiaran las soluciones a las ecuaciones de Maxwell inhomogéneas
en dimensiéon D = 3+ 1y D = 1+ 1 que se reducen a resolver la ecuaciéon de onda
inhomogénea [7].

4.1. Caso D=3+1

El campo electromagnético debido a una fuente externa J(z), satisface las ecuaciones
de Maxwell inhomogéneas

4
0. F* = 7, (4.1)
C

donde Fo# = 9*A% — 9P A es el tensor electromagnético, entonces en términos de los
potenciales

O, FF = aa(aaA,B _ 8'8140‘) — A% — aﬁ(aaAa) — 4_7TJ57 (4.2)
c
donde el operador D’Alembertiano se define como [ = 9,0% = 0%8080 — 0,0 = c%@f - V2.

Si los potenciales satisfacen el calibre de Lorentz (9,A% = 0), entonces son solucién
de una ecuaciéon de onda inhomogénea

4
04f = 2L g8, (4.3)
c
cuya solucién vendra dada en términos de una funciéon de Green D(z,z’) que satisface
OD(x,2') = 6%z — 2') = 8(zq — )8 (Z — ). (4.4)

En la ausencia de superficies limites (fronteras), la funcién de Green puede depender solo
del cuadrivector z® = x® — 2/*. Por lo tanto

D(z,2') = D(z — 2') = D(z), (4.5)
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y la condicién que debe satisfacer la funcién de Green es
OD(z) = 6*(2). (4.6)

Ahora utilizamos la integral de Fourier para resolver esta ecuacién. La transformada
de Fourier en 4 dimensiones D(k) de la funcién de Green esté definida por

1 ~ )
D(z) = d*kD(k)e "= 4.
)= Gyt [ PED(R (4.7
- 1 .
con k- z = kozo — k- Z. Ademads sabiendo que §*(z) = 2m) /d%e‘”“'z, encontramos que
T
la funcién de Green en el k-espacio
- 1 1
D(k) = = 4.8
donde k = |k| y ademés hemos utilizado que % = %2—2% = caizo.Entonces la
funcion de Green es L
~1 eik
D(z) = d'k : 4.
(2) = Gy / k- k (49)

Como el integrando es singular cuando k - k = 0, debemos interpretar esta integral
mediante el estudio de las singularidades, para ello consideremos primero la integracion
en ko

D(2) — —1 s ikz [ e "oz
(Z) = (271')4 d’ke dkoﬂ (410)

— 00

Resolveremos primero

] oo dkj e—ikoZO o9} dk e—ikoZO 4 11
_/OO Okg—kf/oo * (ko + k) (ko — k)’ (4.11)

donde se puede ver que el integrando tiene dos polos simples ky = +k.

Figura 4.1: Polos en 1 dimensién

Podemos darle sentido la integral (4.11) mediante el Teorema del Residuo de Cauchy,
para ello desplazaremos los polos del eje real y utilizaremos un contorno que puede cerrarse
en el infinito mediante una semicircunferencia en la mitad inferior o superior del plano,
dependiendo del signo de zy, y luego tomaremos el limite cuando los polos vuelven a la
recta real. Supongamos

w = ko + ik; = |w|(cos§ + isin ) = pe’, (4.12)




41 Caso D=3+1 35

Figura 4.2: Contornos de integracion.

con (p = |wl), Re(w) = ko e Im(w) = k;.

Si zp > 0, tenemos que

—iwzo —i(pcosO+ipsinf)zo _

e —e —ikozo

e tpcos 0zo ePsin 0z0 _ e

ePsinbzo (4.13)

ahora si _
{ psinf >0 ePsinbz0 5 oo,

psinf <0 ersinfz (4.14)

en este caso cerramos la semicircunferencia en la mitad inferior del plano para que el
integrando sea finito en la region de integracion.

Por otro lado, si zp < 0

Wz 61(pcos€+zps1n0)zo _ ezkozoe—psm@zo’ (415>

entonces si

(4.16)

psinf >0 e rsinf ()
psinf < 0 e rsindzo 5 o0

en este otro caso debemos cerrarlo en la mitad superior del plano por un anélisis analogo
al anterior.

Ahora las singularidades podrian ser desplazadas hacia el eje imaginario (Im (w)) posi-
tivo o negativo (ver Figura 4.2). Desplazamos primero las singularidades levemente hacia
el negativo (ver Figura 4.3). Entonces, si zp > 0 tendremos un contorno de integracion
que llamaremos r que encierra ambas singularidades y tenemos que

e—iwzo 00 e—ikozo e—iwzo
_ £ 4.1
fid“%w " wn)(w —w) | ozt /cdwm o w40
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donde la integral en C se anula pues para zy > 0, e"®* — 0 en nuestro contorno de
integracién. Entonces la integral que nos interesa resolver es

; /oo dk efikozo f*d efiwzo (4 18)
—= — T = w . .
LR T M e e (w—w)

o0

Luego, como la funciéon a integrar es analitica dentro de la regién de definida por la

ki

Figura 4.3: Contorno 7.

curva C, excepto en ambas singularidades mediante el Teorema del Residuo de Cauchy y
el Teorema del Residuo de un Polo Simple podemos afirmar que

Faw— e~ ori(Res(f(w), wy) + Res(f(w), )
o w =)
2m —€20
= -3¢ sin kz. (4.19)

Una vez resuelta la integral, tomamos el limite cuando los polos vuelven al eje real

) 00 e—z‘kozo ) e—iwzo o )

I = lim._, /_Oo dkow = lim._,o j{dw (w =) —w) =~ sin kzo, (4.20)
notemos que si zp < 0, debemos integrar en una region que no encierra a las singularidades,
entonces seguin el teorema del Residuo: 7{ dw ¢ = 0. Por lo tanto la

ro (w—wi)(w—w-)

funcién de Green para el contorno r es

©)

(20) zsinkz
D,(z) = (%;3 dPke™ TO (4.21)

para todo valor de zy, donde

. 1 si 2o > 0,
Oz0) = { 0 si z<0. (4.22)
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Ahora resolviendo la integral en el espacio, como d*k = k? sin Odkdfd¢, podemos decir
que

D,(z) = 27552 / dk(eik(zO_R) — eik(zOJrR)), (4.23)

— 00

donde hicimos que el eje z de nuestro sistema coincida con z'= T — x/, pues este vector
permanece invariante en el espacio, debido a ello k-2 = kR cosf con R = |#—z'|. Entonces
tenemos que

@(ZO

D,(z) = 47TR) d(z0 — R), (4.24)

con zy vy R positivos, devolviendo el cambio

O(zg — xy)
D.(x —2') = TROé(IO — x5 — R), (4.25)
a esta funcion de Green la llamamos Funcién de Green retardada porque el punto tem-

poral donde se encuentra la fuente (z{) es siempre menor que el punto de observacién (zg).

A continuaciéon desplazaremos las singularidades levemente hacia arriba del eje real.
Si 29 > 0 debemos integrar en una regiéon donde no se encuentran las singularidades,

Figura 4.4: Contorno a.

—twz
e 0

= 0. Mientras que si

por lo tanto segin el teorema del Residuo: ]{ dw
o (wowi)(w—w_)

29 < 0 tendremos un contorno de integracién que encierra ambas singularidades, entonces
se cumple que

d eiwzo o] dk eikozo d eiwzo A 26
e e Rl BT K s B
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donde la integral en C se anula pues para z; < 0, e¢* — 0 en nuestro contorno de
integracién, por lo tanto

o] gk eikoz() 4 6iwzo
/ TR -k 7{ Ul —w)(w —w)’

= 2mi(Res(f(w), wy) + Res(f(w),w_)) = 2%6_620 sin kzg, (4.27)

y ahora tomamos el limite cuando los polos vuelven al eje real

) [ee] eikozo ) PUCEN 1T )
I = ]1m6_>0/ dky——— e = lim_,q fgdw(w TS =, sin kzp. (4.28)
Entonces la funcién de Green para el contorno a es:
—O(—2) 3. izsinkzy
Dy(z) = —————= | d’ke™” , 4.29
=y | . (4.29)
para todo valor de z.
Finalmente integrando en el espacio obtenemos
O(—20)
D,(z) = ) R), 4.30
(:) = Z iz + R) (430)
y devolviendo el cambio
Dy(z —a') :wé(m — x5+ R) (4.31)
“ 4R 0 0 ’ '

a esta funcién de Green la llamaremos adelantada porque el punto temporal de observa-
cion es siempre menor al punto temporal del la fuente.

Podemos escribir las Funciones de Green Retardada (4.25) y Adelantada (4.31) en
forma covariante
1

%@(:cg —20)6{(x — 2")?}, (4.32)

Dz — ) = %@(g;g — w0)6{(z — o)}, (4.33)

D.(z—2') =

Ahora la solucién de la ecuacion de onda inhomogénea puede ser escrita en términos de
la funcién de Green como

Az) = A% (z) 4 O / 443/ Dy (z — )T (&), (4.34)

— A% (@) + i [ Dy - ), (4.35)

donde los términos A% (x) y A2, (z) corresponden a la solucién de la ecuacién de ondas
homogénea.

El empleo de la solucién en términos de la funciéon de Green Retardada (4.34) o
Adelantada (4.35) es materia de conveniencia. Segin sean las condiciones de borde del
problema puede convenir el uso de una u otra, o aiin de combinaciones lineales apropiadas
de ambas.
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4.2. Caso D=1+1

Al igual que en D = 3 + 1, las ecuaciones de Maxwell en D = 1 4 1 pueden escribirse
como

4
0P = T j8, (4.36)
c
donde F*? = 9°AP% — 9°A® y a, 3 = 0,1. Notemos que para D = 1 + 1 no hay campo
magnético pues los elementos del tensor F*? distintos de cero son FO' = —F10 = —Li —
E
Si los potenciales satisfacen el calibre de Lorentz (0,A% = 0) son solucién de una
ecuacion de onda inhomogénea
4
04 = 2L j8, (4.37)
c
donde O = 9,0 = 50,0° — 9,0" = 9} — 0,0*. Podemos encontrar la solucién a

esta ecuacion encontrando una funcién de Green que, en ausencia de superficies limites,

satisfaga
OD(z) = §*(2), (4.38)

donde z¢ = % — 1'%,

La transformada de Fourier en 2 dimensiones ﬁ(k‘) de la funcion de Green esta definida
por

1 ~ )
D(z) = /ko:D(k;)e_’k'z, con k-z=kozo— k121, (4.39)
(27)?
1 .
sabiendo que 0%(z) = ) / d*ke”** podemos encontrar la funcién de Green en el
s
k-espacio
~ -1 -1
D(k) = = (4.40)

RIS

y entonces la funcién de Green es

D(z) = (2;1)2 / dzkek_f k (4.41)

Debemos resolver mediante el estudio de las singularidades

D) = = [T ke [T g, (4.42)
IRCLRN AN e RE—RE '

entonces resolveremos primero

O R e 4.43
_/_Oo Okg—k%_/_oo (ko + k1) (ko — k1)’ (4.43)

donde se puede ver que el integrando tiene dos polos simples kg = +k;.
Podemos darle sentido a esta integral mediante el Teorema del Residuo de Cauchy, para
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ello desplazamos primero las singularidades levemente hacia abajo del eje real.

Si zg > 0 tendremos un contorno de integracion que llamaremos r que encierra ambas
singularidades en la mitad inferior del plano, entonces tenemos que

e—i’LUZO [ee] e—ikoza e—ilUZo
d = dky—— d 4.44
f”(w—wn(w—w_) /oo Oka—kﬁ/c Vo —ww—w

La integral en C se anula pues para z, > 0, e7"%?0 — 0 en nuestro contorno de integracién,
entonces, mediante el teorema del Residuo y Teorema del Residuo de un Polo Simple
obtenemos que

0 —ikoz —i
I= /OO dkgkegfokof = fdw(w — wi)(?: — ) = —i—?egzo sin kq zg. (4.45)
Una vez resuelta la integral, tomamos el limite cuando los polos vuelven al eje real.
T = lim_ /_ i dkol:g%%:% = lim, o ?{ g~ j;):;; 5= _% sinkizo,  (4.46)
notemos que si zp < 0, debemos integrar en una region donde no se encuentran las singu-
laridades, entonces segin el teorema del Residuo: j{ dw ¢ = 0.
r (w—w)(w—w-)

Entonces la funcién de Green para el contorno r es

O(20) /°° e*121 gin ky 2
D.(z) = dkj——, 4.47
(Z) (27_[_) . 1 kl ( )
para todo valor de zy, donde
)1 st oz >0,

Oz0) = { 0 si 2 <O0. (4.48)

Podemos reescribir esta funcion de la siguiente manera

O(z

D.(z) = (40) (sgn(z1 + 2z9) — sgn(z1 — 20)), (4.49)

donde utilizamos propiedades trigonométricas y argumentos de paridad, ademéas sgn(y)
es la funcion signo que tiene la representacion integral

[e's) sin k 1 S Yy > 0
/ dk ? y_ msgn(y), con sgn(y) = -1 s1 y<0 (4.50)
0 sty =0,

—00
Ahora, si desplazamos las singularidades levemente hacia el eje imaginario positivo y
procedemos de manera analoga al contorno r la funcién de Green para el contorno a es
O(—2)
4

D.(z) = (sgn(z1 + z0) —sgn(z — 20)). (4.51)
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Entonces en dimension 1+1 tenemos que las Funciones de Green Retardada y Ade-
lantada son

D,(z) = 6(420) (sgn(z1 + 2z9) — sgn(z1 — 20)), (4.52)
D,(z) = G(ZZO) (sgn(z1 + 2z0) —sgn(z1 — 20)), (4.53)

D,(z) = @(220) (O(21 + 20) — O(21 — 20)), (4.54)
Da(2) = @(;ZO) (O(21 + 20) — O(z1 — 20)). (4.55)

Devolviendo el cambio (2* = z® — 2'*) podemos obtener una expresién para los po-
tenciales, en términos de las funciones de Green que ademas es solucion de la ecuacion de
onda inhomogénea.

Es oportuno senalar que el caso 1+ 1 dimensional, donde no existe campo magnético,
y el campo eléctrico tiene una sola componente, el resolver las ecuaciones de Maxwell
con fuentes empleando el uso de potenciales retardados o adelantados no representa una

simplificacién en relacién a la integracién directa de las ecuaciones de Maxwell (ver el
Apéndice A).
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Capitulo 5

Particulas de Wong.

5.1. Obtencion de las ecuaciones de Wong.

En este capitulo obtendremos las ecuaciones de Wong, propuestas para describir la
dindamica clasica de una particula con carga cromoeléctrica interactuando con el campo
de Yang-Mills, aplicando el principio variacional a la acciéon propuesta por Balachandran.
A estas particulas con carga no abeliana las denominaremos particulas de Wong [3][4][8].

La accién en cuestion es

Sp-w = Sy-m + Sparr + Sint, (5.1)
_ ! 4 pv — M ())2 — 3 / g1 ,
_ 2/d:z:Tr(F Fo) m/dm/(zi mF =23 arTr (K ()D-0(7)).

donde F),, = 0,A, — 0, A, +ig[A,, A = F 1y 1 representa el campo tensorial de Yang-
Mills, las matrices g;(7) pertenecen a SU(N) y representan grados de libertad adicionales
asociados con las n particulas. Asf mismo, se definen las matrices, I;(7) = ig(g:(7) K;g; (7)) =
18T y K; = KT que son elementos del algebra. Finalmente, z;(7) denota la linea de
mundo de la particula ¢-ésima.

El primer término de la accion, Sy _j;, corresponde a la accion de Yang Mills libre, el
segundo, Sparr, al de la particula libre y el tercero, Syt es el término de interaccion.

Las transformaciones de calibre son

_ L.
Ay = AT =Q 1A“Q+EQ 19,0, (5.2)
K, - K!=K;, (5.3)
g — g=Q"g, (5.4

donde 2 ¢ SU(N).

Como demostramos en el capitulo 3, la accién de Yang-Mills libre es invariante ante este
tipo de transformaciones. Sabiendo que la derivada covariante D, ¢;(7) = 0,g;+ A;i(7)gi(T),
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con A;(1) = igA,(z(7))2 (), transforma como las matrices g;(7) podemos verificar la

invariancia de calibre del término de interaccién
L%y = —QZTT (D;g;)%) = —2 ZTT(KingQ*I(DTgi))

= —QZTT(KiQi_l(Drgi))- (5.5)

Por lo tanto la accién de Balachandran-Wong es invariante ante estas transformaciones
de calibre.

5.1.1. Ecuaciones de Movimiento

Debido a que las variables dindmicas son A, (x), 2/'(1) y ¢:(7), nos conviene reescribir
el término de interaccién Syyr haciendo explicito el campo A, (z)

Sint = —22 / A Tr(Kig; (1)Drgi(7)
- 2% / ar{Tr(Kigy ' (1)i(7) + igTr(Kigy (1) Au(a(n) 2 (1)ai(7))}
_ —az/dTTrKg, (T —2zgz/dm AT (g (7) Aul () ga(7))
_ _2;/% dTTr(Kigi_l(T)gi(T))—2/d4xTT(j“(x)AM(x)), (5.6)

con j* Z / dr ' (7)I;(1)6*(x — 2(7)) la densidad de corriente de Wong.

Para determmar las ecuaciones de movimiento de la teoria utilizamos las ecuaciones
de Fuler-Lagrange
oL oL
iy ap<—_ )=o. (5.7)
=4 0(0,22)
donde = representa cualquiera de las variables dindmicas de la teoria. Entonces respecto
a Ay(z)

0AdL  ~ DAd

_ 1
a»CY M 0 < . ZFWQFS,,> — gF#gafbdaAf” (58)

donde hicimos un cambio de indices a conveniencia. El término de interaccion también
contribuye en la ecuacién dindmica pues

6£ 8 - La a og
S = (@A) = = (5.9)

Finalmente

oL  OLy n OLiNT
0Ad — 9Ad 0Ad

= gfrlFr A — (5.10)




5.1 Obtencion de las ecuaciones de Wong. 45

También necesitamos saber que

oL OLy

= = —[Frod 5.11
90,4~ 9(0,A1) ’ o4y
por lo tanto, la ecuacion de Euler Lagrange queda
oL oL
— 0 < ) _ bdaFuaaAb _ sod ) Fpad =0, 5.12
oAz~ \50,41) =97 R (5.12)
de donde podemos reescribir
aprUd + gfbdaFuJaAZ — jad
0,F7 +ig[A,, F*?] = j°
D, F* = j°, (5.13)

y notamos que corresponden a las ecuaciones de movimento de Yang Mills con fuentes.

Las matrices g;(7) representan grados de libertad adicionales asociados a las particulas
y pertenecen al grupo de simetria SU(N), entonces asumimos que los elementos del grupo
son parametrizados por un conjuntos de N —1 variables independientes & = (&1, &, ..., &),
9:(&) = exp{—i&!T*}. Ademds por ser una representacién de un grupo de Lie, omitiendo
el indice ¢ por brevedad

9(e)g(§) = gla(e,§)), (5.14)

desarrollando a(e, §) hasta primer orden tenemos que
a(e, &) = a+be+ € + O(€%, &%), (5.15)

luego, usando que a(0,&) =€ y a(e,0) = € tenemos que a = 0y b= ¢ = 1, por lo tanto

ale,§) = e+ &+ 0(%,&%). (5.16)
Entonces podemos ver que
Oale,
9(00)9(6) = gla(6e.6)) = g(a(0,6) + PUGE - 5er)
€ e=0
B Oa B dg Oa° b
— g(£+ 9| Oe ) =g(&) + 5ec 9 | _, oe’, (5.17)
donde expandimos ¢ en torno a &. Por otro lado
N a a a Ci
9(30)g(€) = (1 =B T)g(€) = 9(€) + 5NV, (5.18)
oeb | _,
Entonces tenemos que
—iT*g(§) = @N“, (5.19)
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donde la matriz N“* es invertible como se muestra a continuacion. De no serlo, existirian
N? — 1 pardmetros x¢, al menos uno distinto de cero, tal que N®z® = 0, por lo tanto

—izTg(€) = gg Neaga — (5.20)

de donde concluimos que zT* = 0. Pero esto contradice la independencia lineal de los
generadores del grupo, entonces por reduccién al absurdo la matriz N es invertible y
tenemos que

a N — ac a
g@ = —i(N"HeTeg(g). (5.21)
23
Ademads, como sabemos que g = ggga % 8;(5) = —g (&) gg‘i g~ 1(€), podemos determinar

las ecuaciones de movimiento

OLinT OLinT
—d, =0, 5.22
o8} ( ¢t ) (5.22)
con
Lint = =2 Tr(Kig; (1) D.gi(r)) = =2 Z Tr(Kig; ' (7)(0rgi(7) + Ai(7)gi(7)))(5.23)
Entonces el primer término de la ecuacién de movimiento es
OLinT 1009 :
—oTr( — K. A
9e r( i9 (5)aga9 ()95 + Aj95)
Jg
Kjg "+ Kig'A 5.24
+ i9j agaagbf Jaga)’ ( )
y el otro término de la ecuaciéon de movimiento es
OLnt 1 9y
k = =2Tr| K9, 5 5.25
s (%9 5z (5.25)
por lo tanto
0 (OLinT .1 99 ~109;
— - = =2Tr(K;q; K
aT< oés ) r( 195 pea 59 ag;)
g
- —2Tr< - K;9;'9;9; 1651 + K97 lagaa§b§b> (5.26)
Las ecuaciones dindmicas de £ son
OLinT OLinT\ 1 . 1)
s or( o ) =Tr( TG, A g ) =0, (527

donde hemos hecho uso del teorema de Trazas y el hecho que (N~1)©@N = §°¢. Recor-
dando que I;(7) = igg; K;g; * es facil ver que

Li(7) = [99; . Ii(7)], (5.28)
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con lo que finalmente las ecuaciones de Euler-Lagrange se escriben
L;(T) + [Ay(7), Li(1)] = 0. (5.29)

Ahora, para determinar las ecuaciones de movimiento respecto a z!'(7)

OLp_w OLp-w\
027 _87< 07 )‘O’ (5.30)
con
OLp_w . DA, (z;)
— (D Tr(I: A 31
57 () Tr(1;(7) 921 ), (5.31)
y
OLp_w _ aLPART+aLINT
82'3’ 82;-’ 82}’
g
- —mzf—(ﬂaga,j—zagaijmfi(T)Au(zi(r))). (5.32)
#(r)?

El otro término de la ecuacién es entonces

aT(aLBW)z 8(mLT)Q)—2Tr(ji(T)A(,(zi)+1i(7)aA”’H), (5.33)

57 T or » R
! z7(7) !

podemos reescribir uno de estos términos en funcién de las ecuaciones dindmicas de las
matrices g;(7). Observando (5.29) tenemos que

i(r) = —[Ai(r), (7)), (5.34)
por lo tanto
Tr(1i(m) Ao (2:)) = 2 (1) Tr(ighi(7)[Au(z), As(2)]), (5.35)

ahora las ecuaciones de movimiento son

OLp_w OLp-wY\
920 aT( 07 > =90, (5.36)
de donde
0 F) N o
P (m—) = —2Z(T)Tr (]i(T)FW). (5.37)

que constituyen una generalizacién de la fuerza de Lorentz al caso no Abeliano.
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Finalmente las ecuaciones de movimiento respecto a las variables dindmicas son

D F?? = j°,
) = A L)
%(m%) = =2z(7)Tr (Ii(T)FW),

Obtuvimos las ecuaciones dinamicas que describen la interaccion de n particulas de
Wong con carga no abeliana, con el campo de Yang Mills. Por otra parte, puede verse que
la ecuacién para la carga cromoeléctrica (5.29) surge como una condicién de consistencia
de las ecuaciones de Yang Mills. En efecto, si se toma la cuadridivergencia covariante de la
ecuacién (5.13), el miembro izquierdo es idénticamente nulo en virtud de las identidades
de Bianchi. Por tanto el miembro derecho debe anularse, y esto, en ultima instancia

equivale a la ecuacién del transporte paralelo de la carga cromoeléctrica de cada particula
de Wong.




Capitulo 6

Soluciones Clasicas del campo de
Yang-Millsen D =1+1

A continuacion estudiaremos las soluciones clésicas de las ecuaciones de movimiento
de Yang-Mills sin fuentes en D = 141, también para el caso en que la fuente es puntual y
estatica, y luego la solucién exacta para una fuente general [1][2][9]. Finalmente particu-
larizaremos esta solucion al caso en que las fuentes dependan del tiempo explicitamente.

6.1. Yang-Mills sin fuentes

La accién para la teoria de los campos de calibre de Yang-Mills libres es

1 a va 1 v
Syn = - / dPrFy, Y = -5 / d*xTr(F,, F*™), (6.1)
con F, = F;T" = 0,A, —0,A, + iglA, Ay A, = AT elementos del dlgebra de Lie.
Mediante un Principio Variacional podemos obtener las ecuaciones de movimiento de la
teoria, como se vié en el capitulo anterior

D, F"™ = 8, F" +ig[A,, F*™] = 0, (6.2)

donde D, es la derivada covariante y asumimos que los campos tienden a cero en el
infinito. Si expandimos (6.2) tenemos que

{ DoF% = 9yFO(t, z') +ig[Ao(t, 1), FO'(t, ")) = 0,
=0.

DiFY = 0, FY(t, 21) + ig[Ay(t, 2'), FO(t, 2")] (6.3)

Fijando el calibre temporal (4y = 0) obtenemos que: F% = 9°A! y F10 = —3°A! vy las
ecuaciones de movimiento se pueden escribir como

Al =0, (6.4)
La solucién de (6.4) viene dada por

Al(t, 2') = C(aMt + K (2h), (6.6)
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donde C(z') = Co(2")T* y K(2') = K,(x')T* son elementos del dlgebra de Lie, y por lo
tanto matrices. Entonces insertando en (6.5) obtenemos que
oC(z) : :
X)), O] = igK (O — igC)K (), (6.7

dado que la matriz C'(z) conmuta consigo misma. Esta es una ecuacién diferencial de
primer orden en derivadas parciales cuya solucion general vendra dada por

C(z') = QN (M C(=00)Q(zh), (6.8)

2l

con Q(a') = Pexp{ —ig / di'K (:L’/)} la exponencial camino-ordenada del elemento del

—0o0
algebra K (x) (que no guarda relacién alguna con la “K”que aparece en las ecuaciones
de Wong). Adoptamos como convencién el ordenamiento ascendente de los caminos. Por
ultimo la matriz constante C'(—oo) depende de las condiciones iniciales.

Para probar que (6.8) es solucién de la ecuacién diferencial (6.7), consideremos
C'(z') = Q2" C(—00)Q(z) + QF (1) O (—00) Y (21). (6.9)
Tomemos la derivada de la exponencial camino-ordenada

Qz! +€) — Q(z!)

(a') = lim . , (6.10)
Qz' +¢) = Q(xl)exp{ —igK (2! + e)e}, (6.11)
entonces
(2" = —igQ(a")K (), (6.12)
QM (') = igK (2")Q (a1), (6.13)

puesto que K (2') = K,(2")T% y T°" = T°, entonces K(z') = K(2'). Finalmente, para
probar que C(z') es solucién

C'(a') = igK(2")C(a") —igC(a") K (') = ig[K (z"), C ("), (6.14)
demostramos asf que C'(z') es solucién de la ecuacién diferencial (6.7), por lo tanto

Al(t,zY) = Q") C(—o0)Q(2")t + K (), (6.15)
E(z') = —Qa")C(—00)Q(ah), (6.16)
representan el campo de calibre y el campo eléctrico para una teoria de Yang Mills sin

fuentes en D = 1+ 1, donde E(z') = F'© = —A! . Podemos notar que el campo eléctrico
sera constante salvo una transformacion de calibre independiente del tiempo.
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6.2. Yang-Mills con fuentes. Cargas puntuales estati-
cas.

La accién para la teoria de los campos de calibre de Yang-Mills con fuentes es
1
S = /de{—§T7“(FWFW) —2Tr(j* AL}, (6.17)

notamos que a la acciéon de Yang-Mills libre le agregamos un término que corresponde a la
interaccién y acopla las corrientes j# con el campo de calibre A,. Nuevamente mediante
un Principio Variacional obtenemos

O P +iglA,, F'"] — j» = 0 = D, F" = j*, (6.18)

y entonces las ecuaciones de movimiento son

{ DoF™ = 0gFO(t,a") + ig[A(t, «*), FO(t,)] = (6.19)

DlFlo = alFlo(t7x1> + Zg[Al(tv xl)a Flo(tuxl)] = jo =P

Fijando el calibre temporal (A = 0) obtenemos que F' = 9°A! y las ecuaciones de
movimiento pasan a ser

Al = gt (6.20)
O (—AY) +ig[A, —AD] = p. (6.21)
Si consideramos fuentes tipo delta de Dirac.
i = (p,0), (6.22)
plxt) = o(at —x,)I, T, (6.23)

donde [,, que es un vector constante en el espacio interno , representa la carga que porta
una particula estdtica en el punto x' = z,. Es importante destacar que la corriente j*
debe obedecer una ecuacién de consistencia (en este caso es la ecuacién de continuidad)
que en este caso se cumple de manera trivial; volveremos sobre este punto en la préxima
seccion. Las ecuaciones de movimiento quedarian de la siguiente manera

Al =0, (6.24)
O (=AY +ig[A, —AY = 6zt — x,),T° (6.25)

Como la densidad de corriente es igual a cero, andlogamente al caso sin fuentes, la
solucién de (6.24) viene dada por

Al(t, 2') = C(aMt + K (a1, (6.26)

donde C'(z') y K(z') son elementos del dlgebra de Lie. Luego, insertando en (6.25) obte-
nemos

C'(a') —ig[K(2"), C(a")] = —p(ah), (6.27)
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1\
donde C(2') = Cromocenea + CrarricuLAR-

Para encontrar una solucién de (6.27 vamos a inspirarnos en la siguiente ecuacién
)
diferencial “no matricial”

C'(a') —igK(2")C(a') = —p(a'), (6.28)

cuya solucién viene dada por

1 Il ’

—ig [ K(z')da' ig [ K(y)dy'
Clt)=e = - / p(@)e = da! 4+ O(—o00)). (6.29)

Partiendo de este resultado proponemos que la solucién de (6.27) es

C(z') = Qf(zH A(x")Q(2"), (6.30)

zl

con A(x!) = — / Q2 )p(2) QN (2')dx' + C(—00).

—00

Para comprobar que es solucién, calculemos

C'(x') = Q@Y AN Q) + QF (H) A (21 Q(2h) + QT () A (2" (2, (6.31)

donde
A(xh) = —igQ(x")K(ah), (6.32)
Q) = igK(xhHQ ("), (6.33)
A(a') = —Q(a')p(a!)Q (2", (6.34)

entonces, insertando en (6.31) tenemos que
C'(a') = ig[K (2"), C(z")] = p(ah). (6.35)

Por lo tanto (6.30) si es solucién de la ecuacién diferencial (6.27). Ademas notamos que
contiene dos términos, el primero asociado a la fuente y que es la solucién particular; el
segundo término corresponde a la soluciéon homogénea.

Una vez obtenido el C(z), podemos escribir el potencial de calibre y el campo eléctrico

2l

Alt,ah) = {Q1ah)- / Qa")p(a")Q (2')da' + C(—00)|a" )}t + K ("), (6.36)

—00

Bz = QT(xl)[/Q(x’)p(x’)QT(x')dx’—C(—oo)]Q(xl). (6.37)
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Si p(at) = 6(zt — x,)[,T* = 6(2* — x,,)I, tenemos que

1 1

/ Q2" p(a)Q (2 )da' = / Q(2)8(z' — ) IQN (') do' = (2 — 1)) IQ(2,)(6.38)

considerando entonces todos los valores posibles de z!. Utilizando la p(z') podemos rees-
cribir el campo eléctrico como

E(x') = 0(z' — 2,)Q1 (2" Q(2,) L,T*Q (2,)Q(z") — QF (21)C(—00)Q(z"). (6.39)

Ahora, haciendo una transformacién de calibre independiente del tiempo

EY = 0(x' — 2,)0(2,) ,T°Q (2,) — C(—00), (6.40)
e imponiendo que E(c0) = —E%(—00) obtenemos
1
C(—o0) = §Q(xp)IQT(xp). (6.41)
Entonces el campo cromoeléctrico es
Q.1 1 1 t
B = {60! - a,) - 5 }0@,) 10 (3,) (6.42)
1
= {06 —2,) - O, —2") }Ar,) 191 (a,). (6.43)

de donde se puede notar que para una particula puntual y estatica, ubicada en el punto

1
T,, el campo eléctrico E%(x!) a la derecha del punto es uniforme y vale EQ(a:p)I Qf(z,),

mientras que a la izquierda del punto cambia de signo.

6.3. Solucién exacta de Yang Mills con fuentes gene-
ralesen D =1+1

Consideremos ahora el caso en el que las fuentes son generales. Las ecuaciones de
movimiento de Yang-Mills son

Al = 7. (6.44)
o(—A") +igla, AN = p, (6.45)

donde la densidad de corriente j y la densidad de carga p, atin siendo generales, deben
estar vinculadas por la ecuacion de continuidad no abeliana. En efecto, se cumple que

D,D,F" = D,j" (6.46)

pero puede verse que

1 .
D,j* = ~3[Dp DF™ =~ Fu ] =0, (6.47
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de aqui obtenemos la ecuacion de continuidad o la ecuacién de la conservacién covariante
de la carga

Dyj* = Dop+Dij = dopla,t) + Ouj(w, 1) + iglAr, (. 0] = 0. (6.48)

Es facil comprobar que esta relacion se verifica para el caso de la seccién anterior.

Tenemos hasta ahora las siguientes ecuaciones

A = (),
O (—A") +iglAr, —A") = p(x, 1), (6.49)
Integrando en el tiempo (6.44) en el intervalo comprendido entre ¢y y ¢ tenemos

Al(2,1) = / i )dt + Cla o), (6.50)

to

con C(x,to) = Al(x,t,). En consecuencia de (6.50) obtenemos el campo de calibe

Al(a:,t)://j(x,t”)dt”dt’—i—C(x,to)t—i—D(x,to), (6.51)

to to

con D(z,ty) = K(z,ty) — C(z,to)to y K(x,tg) = A(z,ty).

Insertando ahora (6.50) y (6.51) en (6.45) tenemos

p(z,t) = ] "z, 8)dt' — C'(, to) +zg{ // (x, t")dt"dt, /(x,t')dt'}

to to
t

/ / e A" dY O, 1) + [ — Ol to)t, ~ / eyt |

to to to
t

+[— C(%to)t,—o(%to)} + [— D(%to)a—/j(%t,)dt/}

to

+[— D(a,to), C(:c,to)} } (6.52)

Podemos reescribir ciertos términos observando que

t ot
t t
/j(x,t’)t'dt’ = t/ j(x,t’)dt’—//j(:c,t”)dt”dt’, (6.53)
to to

to to
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y por lo tanto, la segunda linea de (6.52) se reescribe de la siguiente manera

t

// z,t")dt"dt', —C (x, to)} [_O($7t0)t,—/j(x,t’)dt’] _

to to to

[ to) / ) d] (6.54)

to

Con estos cambios, p(x,t) viene dada por

plz,t) = —/ (2, 8)dt' — C'(z, to) +zg{ // (a, ¢")dt" dt’ / (m)dt}

to to to

+[0(x,t0),/t(j(x,t)t)dt] n [D(x,to),/j(x,t)dt]

to
to

+ [D(x, to), C(x, to)} } (6.55)

Es posible encontrar otra expresién para p(z,t) integrando en el tiempo la ecuacién
de continuidad (6.48), esto es

t / t//
plz,t) = —/] (2, t")dt' — {/ dt // x, t")dt"dt", j(x, t)]
to to to

t

+/t dt/[_ C(x,to)aj(:c,t’)tl} + [_ D(x’tO)’/j(x’t/)dtl}}

to
to

+p(z, to). (6.56)
Sabiendo que

// x, t")dt"dt’ / (z,t dt // x, t")dt"dt', j(z, t)] (6.57)

to to to to

entonces integrando en el tiempo

o
t

// (z, ") dt"dt’ / (xt)dt] - /dt’[//j(az,t”’)dt”’dt”,j(x,t’)}
to

to to to to

t/ t/l

t
_ / [ - / / e, £t #)]6.58)
to

to to
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Ahora podemos comparar ambas expresiones (6.55) y (6.56) y obtener
C%xﬁo)—ig<K(@t@,00mt@]::—p@;m) (6.59)

Proponemos la siguiente solucién notando que esta ecuacion diferencial se parece a la
ecuacion correspondiente al caso de fuentes estaticas puntuales (6.27)

C(x,t0) = QN (2)A(2)Q(z), (6.60)
Alr) = — /I Q) p(2, 1) () da’ + C(—00, ty), (6.61)
Qz) = Pemp{ —ig /w dm'K(x,tO)}, (6.62)

donde €(z) es la exponencial camino-ordenada del elemento del dlgebra K (z,t).

Para comprobar que (6.60) es solucién de (6.59) hacemos

C'(z,t0) = Q' (2)A(2)Qz) + QF (2) A" (2)Qx) + Q) A(z) Y (2), (6.63)

donde
V(z) = —igQx)K(x,ty), (6.64)
QM) = igK(x,t)Q (), (6.65)

A(z) = —Q)p(x, ) (2), (6.66)

)
insertando estas expresiones en (6.63) obtenemos nuevamente la ecuacién diferencial
(6.59), probando asi que (6.60) es solucion.

Por lo tanto, recordando que E(z,t) = —A'(z,t) y utilizando (6.60) podemos decir
que

E(z,t) = —/j(x,t’)dt'—C(x,to)

to

t
_ i/ﬂgﬁ#
to

xT

+m@(/ Q! )pla 1) (o) da! — O—00,10) ) x). (6.6

—0oQ
Esta expresion representa el campo eléctrico para la teoria de Yang-Mills con fuentes gene-
rales en D = 1+ 1. Podemos notar de (6.56) que, si j(z,t) = 0, entonces p(z,ty) = p(z,t),
recuperando asi la solucién para fuentes estaticas puntuales. Si ademads se impone que
p(x,t) = 0, recuperamos el campo eléctrico constante, salvo una transformacién de cali-
bre, para el caso sin fuentes.

Finalmente, nétese que en virtud de la ecuacién de continuidad, p y j no pueden
especificarse de manera independiente. Esto se refleja en la solucion del siguiente modo:
7 puede darse para todo t y todo z, pero una vez hecho esto, p sélo puede darse para un
to arbitrario y para todo x.
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6.4. Una solucion a las ecuaciones de Yang-Mills en
D =141 con densidad de corriente dependiente
del tiempo.

Una vez determinada la solucion general de Yang Mills en D = 1+ 1 con fuentes ge-
nerales (6.67), podemos particularizar esta solucién a algunos casos especiales. Para ello
es necesario conocer la densidad de corriente para cualquier posicién y tiempo j(z,t), y
la densidad de carga en un tiempo fijo tq para cualquier posicién p(x,ty).

En el caso en que las fuentes sean n particulas de Wong, tenemos que
0 =3 [ AR - ) = ol 0.5 0), (669

donde zF(t) = (t, z(t)) v 2H(t) corresponden con la linea de mundo y la cuadrivelocidad
de la particula i-ésima respectivamente, I;(t) es la carga cromoeléctrica, solucién de la
ecuacién de transporte paralelo de Wong (5.29) y a la J#(z,t) la denominamos densidad
de corriente de Wong. Por lo tanto

p(z,t) = Z[ (z — z(t)), (6.69)
i@, t) = Zzi(t)fi(t)cs(x—zi(t))- (6.70)

)

Cabe destacar que como I;(t) es solucién de la ecuacién de transporte paralelo, es nece-
sario conocer el campo de calibre para todo = y t, es decir A'(z,t) que viene dado por
la expresién (6.51), que a su vez contiene la densidad de carga en un tiempo fijo p(x, o),
por lo tanto no podemos utilizar la solucién general (6.67) para particularizarla al caso
de n particulas de Wong.

En lugar de eso proponemos entonces las siguientes fuentes
plx,to) = Y L(to)d(z — zi(t)), (6.71)
jet) = 3O - x (1)) (6.72)

i

donde I'(t) no necesariamente satisface la ecuacién del transporte paralelo de Wong (5.29)
y debe pensarse como una carga cromoeléctrica dada. La ecuacién de continuidad se ga-
rantiza desde el momento que p(z,t) no estd dada sino que debe calcularse en funcién de
j(x,t) y de p(z,ty) precisamente a través de la ecuacién de continuidad. En este sentido,
esta propuesta para las fuentes no corresponde a la de Wong, aunque es reminiscente de
la misma, puesto que se toma una densidad de corriente con soporte en la linea de mundo
de particulas puntuales.
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El campo cromoeléctrico para las densidades de carga y corriente cromoeléctricas
puntuales, dadas por (6.71) y (6.72), queda definido entonces como

E(x,t) = =) /t LYo (x — () dt!

— O(—c0, to)}Q(a:). (6.73)
Si ahora I'(t) es solucion de la siguiente ecuacién diferencial matricial
I'i(t) + [Ai(zi(t), 1), Ii(1)] = 0, (6.74)
donde A;(z(t),to) = igA;(2i(t), to)Z(t), entonces la solucién es I!(t) = U, * (to, t)I/(to)Us(to, t)
con U;(tg,t) =T exp{ /t t A (z(t), tg)dt’} la exponencial tiempo-ordenada del potencial

A;(x,tg) evaluado en x = z;(t). El campo cromoeléctrico es entonces
— —Z/ Yto, t) I (to)Ui(to, t')o(z — 2 (1)) dt’
+ Qi Z / (2 — ) (O (t)3(2 — 2:(to)) 2 () da’

. C(—oo,to)}Q(x). (6.75)

Haciendo una transformacién de calibre E(z,t) = QT (z) E®(x,t)Q(z) independiente de ¢
tenemos

E%x,t) = Z/ (U g, t )[{(to)Ui(to,t’)(S(w—zi(t’))dt’}QT(x)

- Z O — 2i(t0))2zi(to)) 11 (t0) 2 (2:(to)) — C(—o00, t)

= —Z/ Q2 (EN)UT (to, )LL) Ui (to, 1) (2 (1) 6(x — z(')) dt’

+3 - 0(x — 2i(t0))Qzi(t0)) Li(t0)Q (2:(t)) — C(—00, 1), (6.76)
pero como K(x) = A'(x,t,), podemos decir que

Uit 021 ((1) = Texp /t tAi(zi(t’),to)dt’}<Pexp{—ig /_ Z(t) K()dr'})!

zi(t)

= Pexp{z’g /Zz(:)) A (zi(t), to) dzi(t')}(Pexp{ — g /_OO Al(;c’,zfo)clyzi’})T
= QN (zi(t)), (6.77)
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por lo tanto
Qz(t)U; to, 1) = Q2(t0)). (6.78)

Entonces el campo eléctrico salvo una transformacién de calibre viene dado por
B0 = =3 [ A0 L0 )it — =)
7 Jto
+ Z Oz — 2(t0))Q(=z:(t0)) L} (1) (2:(to)) — C(—00,t0).  (6.79)
Si decimos que I’;(to) = Q(zi(to)) I} (to)(2:(to)), entonces

EYx,t) = Z I'i(t0)O(x — z(t)) — C(—o0, ty). (6.80)

Comparando con el Apéndice A, notamos que esta expresion, salvo una transformacion
de calibre, es analoga a la que se obtiene para el campo eléctrico producido por n particulas
cargadas en movimiento, en el caso abeliano en D =1 + 1.




60 Soluciones Clasicas del campo de Yang-Mills en D =1+1




Capitulo 7

Conclusiones

Con la finalidad de obtener las soluciones clasicas del campo de Yang-Mills sin fuentes,
con fuentes puntuales estaticas y con fuentes generales, todo ello en D = 1+ 1, se resolvie-
ron las ecuaciones de movimiento en cada caso. Siempre la solucién se logré expresar en
términos de exponenciales camino-ordenadas cuyos argumentos son elementos del dlgebra
de Lie.

En el primer caso se obtuvo un campo cromoeléctrico constante salvo una transfor-
macién de calibre dependiente de la coordenada espacial. Al considerar como fuente una
carga puntual y estatica, el campo eléctrico quedd expresado en términos de una Theta
de Heavyside mds una constante y, al imponer como condicién que E(co) = —FE(00), se
obtuvo que el campo tiene la misma magnitud en todo el espacio, pero a la derecha del
punto donde se ubica la particula es positivo y a la izquierda es negativo. Si suponemos
que no hay cargas, obtenemos el resultado obtenido anteriormente. Si consideramos fuen-
tes generales, se tiene que p(z,t) vy j(z,t) deben estar vinculadas mediante la ecuacién de
conservaciéon covariante de la carga. En este caso, la solucién depende de la densidad de
corriente para todo x,t y de la densidad de carga para todo z y un tiempo fijo, y contiene
un término constante que esté relacionado con las condiciones de frontera y condiciones
iniciales. Como era de esperarse, este caso engloba a los dos anteriores y efectivamente
podemos simplificar la solucién general exacta al caso sin fuentes y con fuentes puntuales
estaticas.

Luego particularizamos este resultado al caso en que las fuentes sean n cargas cro-
moeléctricas puntuales y finalmente redujimos esta tltima expresion a un caso especifico,
cuando la carga cromoeléctrica sea solucion de la ecuacion diferencial (6.74) en lugar de
la ecuacion de transporte paralelo de Wong (5.35), y encontramos que el campo cromo-
eléctrico, salvo una transformacion de calibre independiente del tiempo, es analogo al
campo eléctrico producido por n particulas cargadas en movimiento, en el caso abeliano.

Seria interesante tratar de aprovechar la experiencia de este trabajo para explorar
el estudio de soluciones cuanticas correspondientes a corrientes externas generales en
D =1+ 1, asi como para intentar hallar soluciones clasicas en dimensiones superiores.
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Apéndice A

Solucion general de Maxwell en
D =1+ 1 y particularizacién para el
caso de n particulas cargadas

La accién para el campo electromagnético con fuentes generales en D =1+ 1 es
2 | -
S = /dx (— §F’“‘ F —j"Au>, (A.1)
con Fy,, = 0,A, —0,A, el tensor electromagnético.
Mediante un principio variacional, podemos obtener las ecuaciones de movimiento de

la teoria
O F" = 3", (A.2)

expandiendo indices y utilizando el calibre temporal (Ay = 0) obtenemos

Lo, (A3)
Integrando la segunda ecuacién de movimiento (A.3) tenemos
Al t) = — / "ol 1) da’ + AV (zo, 1), (A4)
o
insertando ahora (A.4) en la primera ecuacion de movimiento
Al(z,t) = —ao( / "o 1) da;’) v Az, 1) = j(x,1), (A.5)
o

integrando en el tiempo (A.5)

. t T T .
Al(xo,t):/ J(z,t) dt+/ p(a',t) dx’—/ p(a' to) da’ + A (z0, o), (A.6)

to o o
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entonces podemos reescribir (A.4) como
. t z .
A, 1) = / ity dt — / o' o) de’ + Al (o, to), (A7)
to xo

y finalmente, el campo eléctricoen D =1+ 1 es

t T
Bot) = — / i t) dt+ / o' 1) da’ + Bz, 1) (AS)

to xo

Notamos que en esta expresion para el campo eléctrico, es necesario conocer la den-
sidad de corriente para cualquier tiempo y posicion ((j(z,t))), la densidad de carga en
el tiempo inicial para cualquier posicién (p(z,tg)), y el campo eléctrico en la frontera
en un tiempo inicial. Podemos obtener una expresién andloga a (A.8) si utilizamos las
ecuaciones de movimiento en orden inverso, en este caso necesitaremos j(x,ty) y p(x,t)

Ahora si las fuentes dependientes del tiempo son n particulas cargadas, entonces

pla,t) = 32 ai(w — z(t),
{ J(@,t) =32, Z(t)@d(x — z(t)), (A.9)

y tenemos que el campo eléctrico queda definido como
E(z,t) =Y q:0(z — 2(t)) + E(zo, to) (A.10)

En ausencia de cargas el campo seria una constante que depende de las condiciones
iniciales y de frontera.
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