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menez, entre otros.

Para finalizar agradezco a la Fundación Cultural Congo Nya Venezuela, y al EABIC
(Congreso Negro Internacional Et́ıope Africano por sus siglas en inglés), por acompañarme
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Resumen

En el presente trabajo se estudian soluciones clásicas a las ecuaciones de movimiento
de Yang Mills en D = 1 + 1 en los casos siguientes: sin fuentes, en presencia de cargas
puntuales estáticas y finalmente para una fuente general. Se revisa la obtención de las
ecuaciones de Wong mediante un principio variacional partiendo de una acción propuesta
por Balachandran. Se particulariza la solución clásica exacta y general de Yang-Mills
para el caso en que las fuentes sean corrientes cromoeléctricas puntuales dependientes del
tiempo y finalmente se escoge una carga cromoeléctrica tal que el resultado del campo
sea análogo al caso de Maxwell en D = 1 + 1.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Las cuatro interacciones fundamentales presentes en el universo pueden ser descritas
con asombrosa precisión mediante Teoŕıas de Calibre, que a su vez subyacen en todas las
interacciones entre las part́ıculas elementales que conforman la materia [1]. En particu-
lar el Modelo Estándar, que unifica tres de las cuatro fuerzas fundamentales se asocia a
una Teoŕıa de Calibre no abeliana. Está formado por la Teoŕıa Electrodébil y la Cromo-
dinámica Cuántica con grupos de calibre asociados SU(2)xU(1) y SU(3) respectivamente,
clasifica todas las part́ıculas subatómicas conocidas y describe la interacción entre ellas
mediante los bosones de calibre que hacen el papel de part́ıculas mediadoras.

Los campos de Yang Mills [2], están relacionados con estas teoŕıas de calibre no abelia-
nas, y la dinámica de éstos está representada por unas ecuaciones de movimiento obtenidas
a partir de una acción mediante un principio variacional.

El objetivo principal de este trabajo es calcular la solución clásica exacta de las ecua-
ciones de Yang-Mills en D = 1 + 1 con fuentes generales, para luego estudiar la posible
aplicación al caso en que la fuente corresponde a part́ıculas con carga cromoeléctrica,
tales como part́ıculas de Wong [3][4], o a otro tipo de fuentes que puedan asociarse con
part́ıculas puntuales en interacción con el campo de Yang-Mills. Para cumplir este objetivo
satisfactoriamente es conveniente repasar ciertos temas espećıficos y obtener determina-
dos resultados que sirvan como preámbulo al cálculo antes mencionado.

Para ello, en el segundo caṕıtulo estudiaremos algunos aspectos de las Teoŕıas de Cam-
pos como la Formulación Lagrangeana y Hamiltoniana [5], además el Método de Dirac
para la formulación Hamiltoniana de Lagrangeanos singulares [6] [2], como es el caso de la
Teoŕıa de Yang-Mills. En el tercer caṕıtulo repasaremos las Teoŕıas de Calibre Abelianas
y no-Abelianas promoviendo simetŕıas globales a locales, definiremos las derivadas cova-
riantes y estableceremos las ecuaciones de movimiento para luego, en el cuarto caṕıtulo
determinar las soluciones de la ecuación de onda inhomogénea en D = 1 + 1 y D = 3 + 1
[7] en términos de las funciones de Green Adelantada y Retardada, además de la solución
de la ecuación homogénea.

Posteriormente en el quinto caṕıtulo obtendremos las ecuaciones de movimiento de



18 Introducción

Wong [3][4], que describen la dinámica de una part́ıcula con carga cromoeléctrica, apli-
cando un principio variacional al Lagrangeano propuesto por Balachandran [8]. En el
sexto caṕıtulo determinaremos las soluciones clásicas de las ecuaciones de Yang-Mills, sin
fuentes, con fuentes puntuales estáticas [9], y luego con fuentes generales, todo ello en
dimensión (1+1), lo que nos permitirá obtener una solución exacta. Finalmente particu-
larizaremos la solución exacta de Yang Mills en D = 1 + 1 con fuentes generales, al caso
en el que las fuentes son n part́ıculas cargadas cromoeléctricamente.



Caṕıtulo 2

Algunos elementos de Teoŕıas de
Campos y Formulación de Dirac.

En éste caṕıtulo se estudian los fundamentos de la formulación Hamiltoniana de la
Teoŕıa Clásica de Campos, aśı como el método de cuantización a la Dirac para Sistemas
con Lagrangeanos Singulares [6][2].

2.1. Acción y principio variacional.

La cantidad fundamental de la mecánica clásica es la acción S =

∫
Ldt, donde L es

el Lagrangeano del sistema, que en una teoŕıa de campos local, lo podemos escribir como

L =

∫
L(φi(x), ∂µφi(x))d3x, por lo tanto

S =

∫
Ldt =

∫
L(φi(x), ∂µφi(x))d4x, (2.1)

donde i = 1, . . . , N , representa el número de campos presentes en la teoŕıa y L es la Densi-
dad Lagrangeana. Los ı́ndices griegos son espacio-temporales y emplearemos la convención
gµν = diag(1,−1,−1,−1) para la métrica en el espacio de Minkowsky cuadridimensional.

Las ecuaciones de movimiento que describen el sistema f́ısico se derivan de un méto-
do variacional. Este método, conocido como Principio de Mı́nima Acción de Hamilton,
establece que cuando un sistema evoluciona de una configuración dada a otra en cierto
intervalo de tiempo, lo hace a lo largo del camino en el espacio de configuraciones para el
cual S tiene un valor estacionario, es decir

δS =

∫
d4x

(
∂L

∂φi(x)
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφi(x))

))
δφi = 0, (2.2)

donde hemos integrado por partes e impusimos que los campos se anulen en el infinito,
entonces obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange para campos

∂L
∂φi(x)

− ∂µ
(

∂L
∂(∂µφi(x))

)
= 0, (2.3)
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que son las ecuaciones de movimiento de la teoŕıa y donde reside la dinámica de la misma.

Sin embargo, para poder cuantizar la teoŕıa es de gran utilidad una descripción Ha-
miltoniana a partir de la cual se pueda construir un espacio de Hilbert donde a cada
observable se le asigne un operador cuántico autoadjunto.

2.2. Formulación Hamiltoniana.

Se pueden ver a los campos como una colección de variables mecánicas Qn con
(n = 1, . . . , N) para N grados de libertad, en el ĺımite cuando N tiende a infinito [5].

Definimos el momento canónico de los campos φi como

πi(x) ≡ ∂L
∂(φ̇i(x))

, (2.4)

y obtenemos el Hamiltoniano mediante una transformación de Legendre

H =

∫
d3xπiφ̇i − L =

∫
d3xH(φ(x), π(x)), (2.5)

donde H(φ(x), π(x)) es la densidad Hamiltoniana.

Podemos definir la derivada funcional como

δF [f ]

δf(x)
≡ ĺım

ε→0

F [f(y) + εδ(x− y)]− F [f ]

ε
, (2.6)

y entonces llegar a las ecuaciones de Hamilton

φ̇i(x) =
δH

δπi(x)
, (2.7)

π̇i(x) = − δH

δφi(x)
, (2.8)

que son equivalentes a las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.3).

Definimos los corchetes de Poisson entre dos funcionales F (φi, πi) y G(φi, πi) como

{F,G} =

∫
d3x

(
δF

δφi(x)

δG

δπi(x)
− δF

δπi(x)

δG

δφi(x)

)
, (2.9)

esta formulación tiene la misma forma en todas las coordenadas canónicas y resultará es-
pecialmente útil para cuantizar la teoŕıa.

La evolución de cada uno de los funcionales vendrá dada por

Ḟ (φi(x), πi(x), t) = {F,H}+
∂F

∂t
, (2.10)
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en caso de que dependa expĺıcitamente del tiempo.

Una vez que el sistema está descrito por el formalismo Hamiltoniano se puede pasar a
su cuantización canónica. La idea básica consiste en reemplazar el álgebra clásica obtenida
con el corchete de Poisson entre las variables, por un álgebra cuántica, donde los corchetes
serán sustituidos por conmutadores y los observables clásicos pasarán a ser operadores
cuánticos, es decir

Teoŕıa Clásica −→ Teoŕıa Cuántica,

A,B,C (Observables) −→ Â,B̂,Ĉ (Operadores autoadjuntos),

{A,B} = C −→ [Â,B̂] = -iĈ.

Notamos que no existen restricciones en el espacio de Hilbert donde actúan los operadores
cuánticos debido a que en el formalismo Hamiltoniano todos los puntos del espacio de fase
son accesibles.

2.3. Formulación de Dirac para Lagrangeanos Singu-

lares.

En el formalismo Hamiltoniano estándar es necesario que las coordenadas qn y pn sean
independientes, es decir que a partir de la definición de momento canónico conjugado se
pueda despejar las velocidades en función de las coordenadas y los momentos conjugados

q̇n = q̇n(q, p), (2.11)

esto ocurre en sistemas cuyo Lagrangeano es Regular
(

det

(
∂2L

∂q̇n∂q̇l

)
6= 0
)

.

Si el Lagrangeano del sistema es Singular
(

det

(
∂2L

∂q̇n∂q̇l

)
= 0
)

, no se pueden despejar

todas las velocidades en función de las coordenadas y los momentos conjugados, por lo
tanto tenemos

q̇n = fn(q, p), (2.12)

donde n = 1, . . . , R y R < N representa el número de coordenadas independientes.

Debido a esto la definición de momento canónico conjugado generaŕıa relaciones de
dependencia, v́ınculos entre variables del espacio de fase, de tipo

ϕm(qn, pn) = 0, (2.13)

con m = 1, . . . , N −R = M .

Estas relaciones entre las variables canónicas qn y pn, nos indican que no todas son
independientes, y a partir de ahora las llamaremos ligaduras primarias. Debido a estas
ligaduras tenemos una reducción de los grados de libertad reales de la teoŕıa.
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Por lo tanto es necesario el uso de un método alternativo a la Formulación Hamiltonia-
na Estándar para Lagrangeanos Regulares, que tome en cuenta las ligaduras primarias.
Dirac propone un método Hamiltoniano que toma en cuenta estas relaciones sin alejarse
del formalismo canónico.

Usando el método de los multiplicadores de Lagrange, planteamos el siguiente funcional

L = L(qi, pi)− λmϕm(qi, pi), (2.14)

donde los λm son los multiplicadores de Lagrange, mediante un principio variacional ob-
tenemos las siguientes ecuaciones para cada una de las variables

∂L

∂ζn
− d

dt

(
∂L

∂ζ̇n

)
= 0 , ζ = ζ{qn, pn, λm}, (2.15)

podemos definir mediante una Transformación de Legendre un nuevo Hamiltoniano
H∗(qn, pn) = H(qn, pn) +λmϕm(qn, pn) y obtener las ecuaciones dinámicas de cada una de
las variables

ṗn = −∂H(qn, pn)

∂qn
− λm

∂ϕ(qn, pn)

∂qn
, (2.16)

q̇n =
∂H(qn, pn)

∂pn
+ λm

∂ϕ(qn, pn)

∂pn
, (2.17)

∂L

∂λm
− d

dt

(
∂L

∂λ̇m

)
= 0. (2.18)

Por lo tanto, renombrando términos y reescribiendo las ecuaciones de movimiento en
términos de los corchetes de Poisson

ṗn = −∂H
∗(qn, pn)

∂qn
= {pn, H∗(qn, pn)}, (2.19)

q̇n =
∂H∗(qn, pn)

∂pn
= {qi, H∗(qn, pn)}, (2.20)

ϕm(qn, pn) = 0. (2.21)

Es importante resaltar que no se deben sustituir las ligaduras en los corchetes pues éstas
generan parte de la dinámica, para ello utilizamos la siguiente notación

ϕm(qn, pn) ≈ 0, (2.22)

donde ”≈”se lee como débilmente cero e indica que no todas las ligaduras tienen corchete
de Poisson nulo con las variables canónicas.

Ahora, para verificar la consistencia de la dinámica descrita por las ecuaciones, se
procede a preservar las ligaduras en el tiempo

ϕ̇m = {ϕm, H∗} = {ϕm, H}+ λm{ϕm, ϕn} ≈ 0. (2.23)

La preservación de las ligaduras puede generar 4 situaciones:
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1. Una inconsistencia (1 = 0), indicando que el Lagrangeano genera ecuaciones de
movimiento inconsistentes, en dado caso se abandona el problema.

2. Una igualdad (0 = 0).

3. Se pueden encontrar relaciones entre las variables canónicas independientes de las
ligaduras primarias. σk(q, p) = 0 con k = 1, . . . , K ⇒ Ligaduras Secundarias.

4. Se pueden encontrar relaciones que determinen a los multiplicadores de Lagrange.
λm = λm(q, p).

El proceso se termina cuando se obtienen los casos 2 y 4, puesto que en el caso 3 se debe
preservar nuevamente la ligadura secundaria en el tiempo y aśı, volver a obtener una de
éstas cuatro posibilidades.

Entonces las Ligaduras Primarias, obtenidas a partir de la definición de momento
canónico conjugado, y las Ligaduras Secundarias, obtenidas mediante la preservación de
ligaduras, se podŕıan englobar de la siguiente manera

Λj(q, p) ≈ 0, (2.24)

donde j = 1, , ,M +K = J., siendo J la suma de todas las ligaduras.

Diremos que un objeto Ω es de primera clase si

{Ω,Λj(q, p)} ≈ 0 , ∀j, (2.25)

y de segunda clase si
{Ω,Λj(q, p)} 6≈ 0, (2.26)

para al menos un valor de j.

Si el objeto Ω es una ligadura, denotamos las de primera clase como

ϑi(qn, pn) ≈ 0, (2.27)

con i = 1, . . . , I, y las de segunda clase como

χl(qn, pn) ≈ 0, (2.28)

con l = 1, . . . , N .

Si todas las ligaduras son de primera clase, podemos continuar con la cuantización.
Los enunciados son

1. Los corchetes de Poisson pasan a ser conmutadores y los observables clásicos pasan
a ser operadores cuánticos en un espacio de Hilbert.

{qi, pj} → −i [q̂i, p̂j] , (2.29)

aśı pues

[q̂i, p̂j] = iδij. (2.30)
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2. La ecuación de Schrodinger de la teoŕıa será:

i
∂

∂t
|Ψt〉 = H∗ |Ψt〉 . (2.31)

3. Se implementan las ligaduras como operadores cuánticos, y los estados f́ısicos son
aquellos aniquilados por estos operadores

ϑ̂j(q, p) |Ψt〉 = 0 ∀j, (2.32)

donde se puede destacar que en este caso el espacio de Hilbert se encuentra restrin-
gido por las ligaduras, tanto primarias como secundarias que ahora actúan como
operadores.

Ahora, si tenemos ligaduras de segunda clase debemos realizar el corchete de Poisson
entre ellas, recordando que al menos uno debe ser distinto de cero por definición, para
posteriormente construir la siguiente matriz

Ckk′ = {χk, χk′} ⇒ Antisimétrica, (2.33)

es decir

Ckk′ =


0 {χ1, χ2} {χ1, χ3} · · · {χ1, χk}

{χ2, χ1} 0 {χ2, χ3} · · · {χ2, χk}
...

... · · · ...
...

...
... · · · ...

...
{χk′ , χ1} {χk′ , χ2} {χk′ , χ3} · · · 0

 . (2.34)

Dirac enunció y probó el siguiente teorema:
El determinante de la matriz Ckk′ no es igual a cero, ni siquiera débilmente. Esto quiere
decir que de la definición de la matriz, al ser ésta antisimétrica, el número de ligaduras de
segunda clase debe ser par debido a que todo determinante de una matriz antisimétrica
es cero, si la dimensión de ésta es impar. Esto garantiza la existencia de una inversa, la
cual denotaremos por C−1

kk′′ , tal que

C−1
kk′′Ck′′k′ = δkk′ . (2.35)

Definimos ahora los corchetes de Dirac que a diferencia de los de Poisson (2.9), śı con-
sideran a las ligaduras de segunda clase.

{F,G}∗ = {F,G} − {F, χk}(Ckk′)−1{χk′ , G}, (2.36)

y tenemos que
ϕi ≈ 0→ ϕi = 0. (2.37)

Finalmente postulamos

1. Reemplazamos el álgebra de Corchetes de Dirac por un álgebra cuántica de conmu-
tadores y los observables pasan a ser operadores cuánticos autoadjuntos.

{qi, pj}∗ → −i [q̂i, p̂j] , (2.38)
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2. La dinámica vendrá dada por:

i
∂

∂t
|Ψt〉 = H∗ |Ψt〉 , (2.39)

3. Implementamos las ligaduras de primera clase como operadores cuánticos, siendo
los estados f́ısicos del sistema los aniquilados por esos operadores.

ϑ̂j(q, p) |Ψt〉 = 0 ∀j. (2.40)

En este caso la restricción del espacio de Hilbert viene dada por la acción de los
operadores de primera clase.

En resumen

Formulación Hamiltoniana Formulación de Dirac
Estándar 1era Clase 2da Clase

1er Postulado {qi, pj} → −i [q̂i, p̂j] {qi, pj} → −i [q̂i, p̂j] {qi, pj}∗ → −i [q̂i, p̂j]

2do Postulado i ∂
∂t
|Ψt〉 = H |Ψt〉 i ∂

∂t
|Ψt〉 = H∗ |Ψt〉 i ∂

∂t
|Ψt〉 = H∗ |Ψt〉

3er postulado |Ψt〉 ϑ̂j(q, p) |Ψt〉 = 0∀j ϑ̂j(q, p) |Ψt〉 = 0∀j

Podemos concluir que, independientemente de si el Lagrangeano es Regular o Singular,
las variables dinámicas de la teoŕıa pasarán a ser operadores cuánticos autoadjuntos. Sin
embargo en las teoŕıas sin ligaduras no hay restricción sobre los estados cuánticos de la
teoŕıa.
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Caṕıtulo 3

Teoŕıas de Calibre.

En este caṕıtulo, como introducción a los campos de Yang-Mills, estudiaremos las
transformaciones de calibre globales y locales.

La importancia de las teoŕıas de calibre no abelianas o teoŕıa de campos de Yang-Mills
reside en el hecho de que las interacciones fuertes están descritas por una teoŕıa de calibre
no Abeliana con grupo de calibre SU(3), conocida como la Cromodinámica Cuántica;
además, el electromagnetismo y las interacciones débiles están unificadas en una teoŕıa de
calibre con grupo de calibre SU(2)xU(1), la teoŕıa electrodébil. Juntas, la Cromodinámica
Cuántica y la Teoŕıa Electrodébil forman el Modelo Estándar, el cual reproduce todos los
resultados experimentales conocidos de la f́ısica de part́ıculas, hasta enerǵıas del orden de
unos pocos cientos de Gev [1][2][9][10][11].

3.1. Teoŕıas abelianas.

3.1.1. Transformaciones de Calibre globales.

Las teoŕıas de calibre surgen al promover una simetŕıa global a una local. Comencemos
estudiando la densidad Lagrangeana de Dirac para un fermión libre

L = iψγµ∂µψ −mψψ, (3.1)

donde ψ = ψ†γ0 es el spinor de Dirac y provee una representación de U(1).

Consideremos una transformación global de la forma{
ψ′ = e−iθψ,

ψ′ = eiθψ,
(3.2)

con θ un parámetro real. Al realizar la transformación y simplificar se obtiene

L′ = iψ′γµ∂µψ
′ −mψ′ψ′ = iψγµ∂µψ −mψψ = L,

L′ = L. (3.3)

Claramente la Densidad Lagrangiana de Dirac es invariante ante una transformación
global.
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3.1.2. Transformaciones de Calibre locales

Consideremos ahora las transformaciones locales{
ψ′ = e−iθ(x)ψ,

ψ′ = eiθ(x)ψ,
(3.4)

o infinitesimalmente: {
δψ = −iθ(x)ψ,

δψ = iθ(x)ψ.
(3.5)

Para recordar que estamos trabajando infinitesimalmente y simplificar la notación, haga-
mos θ(x)→ ε , donde ε depende de xµ.

Al realizar la transformación, la variación de la Densidad Lagrangeana viene dada por

δL = iδψγµ∂µψ + iψγµ∂µ(δψ)−mδψψ −mψδψ,
δL = ψγµ∂µεψ, (3.6)

donde hemos usado que

δψ = −iεψ, (3.7)

δψ = iεψ, (3.8)

∂µδψ = −i(∂µεψ + ε∂µψ). (3.9)

Notamos que la densidad Lagrangeana de Dirac no es invariante ante transformaciones
locales, debido a que la derivada parcial no transforma covariantemente. Solucionaremos
este problema introduciendo la derivada covariante que śı transforma como los campos:

Dµψ = (∂µ + ieAµ)ψ, (3.10)

δ(Dµψ) = −iεDµψ, (3.11)

donde Aµ es un campo vectorial que representa el campo de calibre y transforma como

δAµ =
1

e
∂µε. (3.12)

Ahora podemos definir una nueva Densidad Lagrangeana

L = iψγµDµψ −mψψ, (3.13)

que es invariante ante las transformaciones locales de los campos (3.7)(3.8)(3.12), y descri-
be un fermión masivo interactuando con el campo de calibre. Sin embargo se puede notar
que no hay un término cinético para Aµ, por lo tanto es un campo no dinámico en ésta
teoŕıa. Para otorgarle dinámica al campo Aµ en el sentido canónico y para que la teoŕıa
sea cerrada, notamos que como el campo transforma longitudinalmente, mediante un gra-
diente, el rotacional del campo no debe verse afectado por ese tipo de transformación. De
esta manera se define el tensor electromagnético

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (3.14)
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Investiguemos cómo transforma localmente Fµν . Aplicando la variación

δ(Fµν) = ∂µ(δAν)− ∂ν(δAµ) =
1

e
(∂µ∂νε− ∂ν∂µε) = 0, (3.15)

debido a que el tensor electromagnético es invariante de calibre, podemos escribir la parte
dinámica de la Densidad Lagrangeana para el campo de calibre como:

LGAUGE = −1

4
FµνF

µν =⇒ δLGAUGE = 0, (3.16)

donde la constante de proporcionalidad se define convenientemente para los cálculos que
se van a realizar.

La teoŕıa completa de una part́ıcula masiva invariante de calibre acoplada con campo
de calibre U(1) es

LQED = −1

4
FµνF

µν + iψγµDµψ −mψψ, (3.17)

que es la densidad Lagrangeana de la Electrodinámica Cuántica.

Es posible generalizar estas ideas considerando otros grupos de simetŕıa. En general
estos grupos serán no abelianos y son objeto importante de estudio pues se conoce que
las interacciones débiles y fuertes están descritas como teoŕıas de calibre SU(2) y SU(3)
respectivamente.

3.2. Teoŕıas no abelianas

3.2.1. Transformaciones de Calibre globales

Consideremos la teoŕıa libre de Dirac, descrita por una Densidad Lagrangeana que
contiene múltiples campos fermiónicos.

L = iψkγ
µ∂µψk −mψkψk, (3.18)

donde k = 1, ..., dimR es un ı́ndice de simetŕıa interno y dimR denota la dimensión de la
representación.

Las transformaciones globales son{
ψ′k = e−iθ

aTa
ψk,

ψ′k = ψke
iθaTa

,
(3.19)

donde ahora θa es un parámetro real y T a son los generadores del álgebra asociada al
Infinitesimalmente la variación de los campos fermiónicos{

δψk = −iθaT aklψl,
δψk = iθaψlT

a
lk,

(3.20)
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donde a es la dimensión del álgebra asociada al grupo (número de generadores).

Bajo transformaciones globales de este tipo la Densidad Lagrangeana permanece in-
variante. Los generadores del grupo satisfacen un álgebra de Lie

[T a, T b] = ifabcT c, (3.21)

y cumplen también la normalización

Tr(TaTb) =
1

2
δab, (3.22)

con a, b, c = 1, ..., dimG.

Las constantes reales fabc se denominan constantes de estructura del grupo de simetŕıa
y son completamente antisimétricas en los ı́ndices. Por ejemplo, para SU(2) (de matrices
unitarias 2x2 con determinante 1), se tiene que fabc = εabc , donde εabc es el śımbolo de
Levi Civita.

3.2.2. Transformaciones de Calibre Locales: Teoŕıa de Yang-
Mills

Ahora trataremos de promover una simetŕıa local, para ello consideramos las trans-
formaciones locales infinitesimales{

δψk = −iεaT aklψl,
δψk = iεaψlT

a
lk.

(3.23)

Nuevamente notamos que la derivada ordinaria actuando sobre los campos no transforma
covariantemente

δ(∂µψk) = −i(∂µεa)T aklψl − iεaT akl∂µψl, (3.24)

entonces podemos determinar cómo transforma la Densidad Lagrangeana

δL = i(δψk)γ
µ
k∂µψk + iψkγ

µ
k δ(∂µψk)−m(δψkψk + ψkδψk),

δL = ψkγ
µ∂µε

aT aklψl, (3.25)

donde realizamos un cambio de ı́ndices a conveniencia.

Podemos notar que L no es invariante ante transformaciones locales, definimos enton-
ces la derivada covariante e introducimos un nuevo campo Aµ.

Dµψ = (∂µ + igAµ)ψ, (3.26)

ahora Aµ = T aAaµ es un elemento del álgebra y representa el campo de calibre. El número
de campos de calibre es el mismo que la dimensión del álgebra, entonces, en componentes

Dµψk = ∂µψk + igT aklA
a
µψl, (3.27)



3.2 Teoŕıas no abelianas 31

nuevamente partiendo del requisito de covariancia podemos ver cómo transforman los
campos Aµ

δAaµ =
1

g
∂µε

a − εcfabcAbµ, (3.28)

donde realizamos un cambio de ı́ndices a conveniencia y utilizamos las propiedades de
antisimetŕıa de las constantes de estructura.

En resumen, la Densidad Lagrangeana (3.18) es invariante bajo las transformacio-
nes locales infinitesimales de los campos (3.23) y (3.28). Es necesario agregar dinámica
al campo Aµ encontrando el término cinético, para ello es más fácil si pasamos a las
transformaciones finitas.

ψ′ −→ Uψ,

ψ′ −→ ψU−1,
A′µ −→ UAµU

−1 − 1
ig

(∂µU)U−1,
(3.29)

con U = e−iθ
a(x)Ta

.

Para darle dinámica al campo Aµ necesitamos construir el tensor Fµν como se hizo
en el caso abeliano. Veamos cómo transforma el tensor de Maxwell FM

µν bajo la nueva
transformación de calibre del Aµ (3.29)

FM
µν
′ = ∂µA

′
ν − ∂νA′µ = U(∂µAν − ∂νAµ)U−1 + ∂µUAνU

−1 + UAν∂µU
−1

−∂νUAµU−1 − UAµ∂νU−1 +
1

ig
(∂µU∂νU

−1 − ∂νU∂µU−1), (3.30)

claramente no es invariante de calibre.

Estudiemos cómo transforma el término ig[Aµ, Aν ]

ig[A′µ, A
′
ν ] = ig(A′µA

′
ν − A′νA′µ),

= igU [Aµ, Aν ]U
−1 + (∂νU)AµU

−1 − (∂µU)AνU
−1

+UAνU
−1(∂µU)U−1 − UAµU−1(∂νU)U−1

+
1

ig
{(∂µU)U−1(∂νU)U−1 − (∂νU)U−1(∂µU)U−1}, (3.31)

pero sabemos que UU−1 = 1, por lo tanto ∂µ(UU−1) = 0, entonces (∂µU)U−1 = −U(∂µU
−1),

y podemos afirmar que

ig[A′µ, A
′
ν ] = igU [Aµ, Aν ]U

−1 + ∂νUAµU
−1 − ∂µUAνU−1,

−UAν∂µU−1 + UAµ∂νU
−1 +

1

ig
{−∂µU∂νU−1 + ∂νU∂µU

−1}. (3.32)

Comparando (3.30) y (3.32), podemos definir un nuevo tensor de campo para el caso
no abeliano

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + ig[Aµ, Aν ], (3.33)
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que transforma como F ′µν −→ UFµνU
−1. En componentes

Fµν = T aF a
µν = T a(∂µA

a
ν − ∂νAaµ)− gf cbaT aAcµAbν , (3.34)

donde realizamos un cambio de ı́ndices (a→ c) en el último término. Entonces tenemos

Fµν = T a(∂µA
a
ν − ∂νAaµ) + T agfabcAcµA

b
ν

= T a(∂µA
a
ν − ∂νAaµ)− T agfabcAbµAcν , (3.35)

de donde podemos escribir en componentes

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAaµ − gfabcAbµAcν (3.36)

Finalmente, la Densidad Lagrangeana asociada a los fermiones en interacción con el
campo de Yang-Mills seŕıa

LYM = −1

4
F a
µνF

µνa + iψkγ
µDµψk −mψkψk. (3.37)

Podemos decir que toda teoŕıa de calibre surge al promover una simetŕıa local a partir
de una global. Partiendo de la Densidad Lagrangeana de Dirac, que describe un fermión

cargado de masa m y esṕın
1

2
, podemos obtener la Densidad Lagrangeana de la Elec-

trodinámica Cuántica, que es la teoŕıa de este fermión y un campo electromagnético en
interacción, y es invariante ante transformaciones de calibre locales. De igual manera ge-
neralizando para simetŕıas más complejas obtuvimos la Densidad Lagrangeana de una
teoŕıa que describe a un fermión y un campo de calibre no abeliano en interacción, teoŕıas
como éstas son la Teoŕıa Débil y la Cromodinámica Cuántica.



Caṕıtulo 4

Soluciones a la ecuación de onda
inhomogénea.

En este caṕıtulo se estudiarán las soluciones a las ecuaciones de Maxwell inhomogéneas
en dimensión D = 3 + 1 y D = 1 + 1 que se reducen a resolver la ecuación de onda
inhomogénea [7].

4.1. Caso D = 3 + 1

El campo electromagnético debido a una fuente externa Jα(x), satisface las ecuaciones
de Maxwell inhomogéneas

∂αF
αβ =

4π

c
Jβ, (4.1)

donde Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα es el tensor electromagnético, entonces en términos de los
potenciales

∂αF
αβ = ∂α(∂αAβ − ∂βAα) = �Aβ − ∂β(∂αA

α) =
4π

c
Jβ, (4.2)

donde el operador D’Alembertiano se define como � = ∂α∂
α = 1

c2
∂0∂

0−∂i∂i = 1
c2
∂2
t −∇2.

Si los potenciales satisfacen el calibre de Lorentz (∂αA
α = 0), entonces son solución

de una ecuación de onda inhomogénea

�Aβ =
4π

c
Jβ, (4.3)

cuya solución vendrá dada en términos de una función de Green D(x, x′) que satisface

�D(x, x′) = δ4(x− x′) = δ(x0 − x′0)δ3(~x− ~x′). (4.4)

En la ausencia de superficies ĺımites (fronteras), la función de Green puede depender solo
del cuadrivector zα = xα − x′α. Por lo tanto

D(x, x′) = D(x− x′) = D(z), (4.5)
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y la condición que debe satisfacer la función de Green es

�D(z) = δ4(z). (4.6)

Ahora utilizamos la integral de Fourier para resolver esta ecuación. La transformada
de Fourier en 4 dimensiones D̃(k) de la función de Green está definida por

D(z) =
1

(2π)4

∫
d4kD̃(k)e−ik·z, (4.7)

con k · z = k0z0−~k · ~z. Además sabiendo que δ4(z) =
1

(2π)4

∫
d4ke−ik.z, encontramos que

la función de Green en el k-espacio

D̃(k) =
−1

(k2
0 − k2)

=
−1

k · k
, (4.8)

donde k = |~k| y además hemos utilizado que
∂

∂t
=

∂

∂z0

∂z0

∂x0

∂x0

∂t
= c

∂

∂z0

.Entonces la

función de Green es

D(z) =
−1

(2π)4

∫
d4k

e−ik·z

k · k
. (4.9)

Como el integrando es singular cuando k · k = 0, debemos interpretar esta integral
mediante el estudio de las singularidades, para ello consideremos primero la integración
en k0

D(z) =
−1

(2π)4

∫
d3kei

~k·~z
∫ ∞
−∞

dk0
e−ik0z0

k2
0 − k2

. (4.10)

Resolveremos primero

I =

∫ ∞
−∞

dk0
e−ik0z0

k2
0 − k2

=

∫ ∞
−∞

dk0
e−ik0z0

(k0 + k)(k0 − k)
, (4.11)

donde se puede ver que el integrando tiene dos polos simples k0 = ±k.

Figura 4.1: Polos en 1 dimensión

Podemos darle sentido la integral (4.11) mediante el Teorema del Residuo de Cauchy,
para ello desplazaremos los polos del eje real y utilizaremos un contorno que puede cerrarse
en el infinito mediante una semicircunferencia en la mitad inferior o superior del plano,
dependiendo del signo de z0, y luego tomaremos el ĺımite cuando los polos vuelven a la
recta real. Supongamos

w = k0 + iki = |w|(cos θ + i sin θ) = ρeiθ, (4.12)
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Figura 4.2: Contornos de integración.

con (ρ = |w|), Re(w) = k0 e Im(w) = ki.

Si z0 > 0, tenemos que

e−iwz0 = e−i(ρ cos θ+iρ sin θ)z0 = e−iρ cos θz0eρ sin θz0 = e−ik0z0eρ sin θz0 , (4.13)

ahora si {
ρ sin θ > 0 eρ sin θz0 →∞,
ρ sin θ < 0 eρ sin θz0 → 0,

(4.14)

en este caso cerramos la semicircunferencia en la mitad inferior del plano para que el
integrando sea finito en la región de integración.

Por otro lado, si z0 < 0

eiwz0 = ei(ρ cos θ+iρ sin θ)z0 = eik0z0e−ρ sin θz0 , (4.15)

entonces si {
ρ sin θ > 0 e−ρ sin θz0 → 0,
ρ sin θ < 0 e−ρ sin θz0 →∞, (4.16)

en este otro caso debemos cerrarlo en la mitad superior del plano por un análisis análogo
al anterior.

Ahora las singularidades podŕıan ser desplazadas hacia el eje imaginario (Im (w)) posi-
tivo o negativo (ver Figura 4.2). Desplazamos primero las singularidades levemente hacia
el negativo (ver Figura 4.3). Entonces, si z0 > 0 tendremos un contorno de integración
que llamaremos r que encierra ambas singularidades y tenemos que∮

r

dw
e−iwz0

(w − w+)(w − w−)
=

∫ ∞
∞

dk0
e−ik0z0

k2
0 − k2

+

∫
c

dw
e−iwz0

(w − w+)(w − w−)
, (4.17)
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donde la integral en C se anula pues para z0 > 0, e−iwz0 → 0 en nuestro contorno de
integración. Entonces la integral que nos interesa resolver es

I =

∫ ∞
−∞

dk0
e−ik0z0

k2
0 − k2

=

∮
r

dw
e−iwz0

(w − w+)(w − w−)
. (4.18)

Luego, como la función a integrar es anaĺıtica dentro de la región de definida por la

Figura 4.3: Contorno r.

curva C, excepto en ambas singularidades mediante el Teorema del Residuo de Cauchy y
el Teorema del Residuo de un Polo Simple podemos afirmar que∮

r

dw
e−iwz0

(w − w+)(w − w−)
= −2πi(Res(f(w), w+) +Res(f(w), w−))

= −2π

k
e−εz0 sin kz0. (4.19)

Una vez resuelta la integral, tomamos el ĺımite cuando los polos vuelven al eje real

I = limε→0

∫ ∞
−∞

dk0
e−ik0z0

k2
0 − k2

= limε→0

∮
r

dw
e−iwz0

(w − w+)(w − w−)
= −2π

k
sin kz0, (4.20)

notemos que si z0 < 0, debemos integrar en una región que no encierra a las singularidades,

entonces según el teorema del Residuo:

∮
r

dw
e−iwz0

(w − w+)(w − w−)
= 0. Por lo tanto la

función de Green para el contorno r es

Dr(z) =
Θ(z0)

(2π)3

∫
d3kei

~k·~z sin kz0

k
, (4.21)

para todo valor de z0, donde

Θ(z0) =

{
1 si z0 > 0,
0 si z0 ≤ 0.

(4.22)
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Ahora resolviendo la integral en el espacio, como d3k = k2 sin θdkdθdφ, podemos decir
que

Dr(z) =
Θ(z0)

8π2R

∞∫
−∞

dk(eik(z0−R) − eik(z0+R)), (4.23)

donde hicimos que el eje z de nuestro sistema coincida con ~z = ~x − ~x′, pues este vector
permanece invariante en el espacio, debido a ello ~k ·~z = kR cos θ con R = |~x−~x′|. Entonces
tenemos que

Dr(z) =
Θ(z0)

4πR
δ(z0 −R), (4.24)

con z0 y R positivos, devolviendo el cambio

Dr(x− x′) =
Θ(x0 − x′0)

4πR
δ(x0 − x′0 −R), (4.25)

a esta función de Green la llamamos Función de Green retardada porque el punto tem-
poral donde se encuentra la fuente (x′0) es siempre menor que el punto de observación (x0).

A continuación desplazaremos las singularidades levemente hacia arriba del eje real.
Si z0 > 0 debemos integrar en una región donde no se encuentran las singularidades,

Figura 4.4: Contorno a.

por lo tanto según el teorema del Residuo:

∮
a

dw
e−iwz0

(w − w+)(w − w−)
= 0. Mientras que si

z0 < 0 tendremos un contorno de integración que encierra ambas singularidades, entonces
se cumple que∮

a

dw
eiwz0

(w − w+)(w − w−)
=

∫ ∞
−∞

dk0
eik0z0

k2
0 − k2

+

∫
c

dw
eiwz0

(w − w+)(w − w−)
, (4.26)
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donde la integral en C se anula pues para z0 < 0, eiwz0 → 0 en nuestro contorno de
integración, por lo tanto∫ ∞

−∞
dk0

eik0z0

k2
0 − k2

=

∮
r

dw
eiwz0

(w − w+)(w − w−)
,

= 2πi(Res(f(w), w+) +Res(f(w), w−)) =
2π

k
e−εz0 sin kz0,(4.27)

y ahora tomamos el ĺımite cuando los polos vuelven al eje real

I = limε→0

∫ ∞
−∞

dk0
eik0z0

k2
0 − k2

= limε→0

∮
r

dw
ei ~wz0

(w − w+)(w − w−)
=

2π

k
sin kz0. (4.28)

Entonces la función de Green para el contorno a es:

Da(z) =
−Θ(−z0)

(2π)3

∫
d3kei

~k·~z sin kz0

k
, (4.29)

para todo valor de z0.

Finalmente integrando en el espacio obtenemos

Da(z) =
Θ(−z0)

4πR
δ(z0 +R), (4.30)

y devolviendo el cambio

Da(x− x′) =
Θ(−x0 + x′0)

4πR
δ(x0 − x′0 +R), (4.31)

a esta función de Green la llamaremos adelantada porque el punto temporal de observa-
ción es siempre menor al punto temporal del la fuente.

Podemos escribir las Funciones de Green Retardada (4.25) y Adelantada (4.31) en
forma covariante

Dr(x− x′) =
1

2π
Θ(x0 − x′0)δ{(x− x′)2}, (4.32)

Da(x− x′) =
1

2π
Θ(x′0 − x0)δ{(x− x′)2}. (4.33)

Ahora la solución de la ecuación de onda inhomogénea puede ser escrita en términos de
la función de Green como

Aα(x) = Aαin(x) +
4π

c

∫
d4x′Dr(x− x′)Jα(x′), (4.34)

= Aαout(x) +
4π

c

∫
d4x′Da(x− x′)Jα(x′), (4.35)

donde los términos Aαin(x) y Aαout(x) corresponden a la solución de la ecuación de ondas
homogénea.

El empleo de la solución en términos de la función de Green Retardada (4.34) o
Adelantada (4.35) es materia de conveniencia. Según sean las condiciones de borde del
problema puede convenir el uso de una u otra, o aún de combinaciones lineales apropiadas
de ambas.
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4.2. Caso D = 1 + 1

Al igual que en D = 3 + 1, las ecuaciones de Maxwell en D = 1 + 1 pueden escribirse
como

∂αF
αβ =

4π

c
Jβ, (4.36)

donde Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα y α, β = 0, 1. Notemos que para D = 1 + 1 no hay campo
magnético pues los elementos del tensor Fαβ distintos de cero son F 01 = −F 10 = −Ei

c
=

Ei

c
.

Si los potenciales satisfacen el calibre de Lorentz (∂αA
α = 0) son solución de una

ecuación de onda inhomogénea

�Aβ =
4π

c
Jβ, (4.37)

donde � = ∂α∂
α = 1

c2
∂0∂

0 − ∂1∂
1 = 1

c2
∂2
t − ∂1∂

1. Podemos encontrar la solución a
esta ecuación encontrando una función de Green que, en ausencia de superficies ĺımites,
satisfaga

�D(z) = δ2(z), (4.38)

donde zα = xα − x′α.

La transformada de Fourier en 2 dimensiones D̃(k) de la función de Green está definida
por

D(z) =
1

(2π)2

∫
d2kD̃(k)e−ik·z, con k · z = k0z0 − k1z1, (4.39)

sabiendo que δ2(z) =
1

(2π)2

∫
d2ke−ik.z, podemos encontrar la función de Green en el

k-espacio

D̃(k) =
−1

(k2
0 − k2

1)
=
−1

k · k
, (4.40)

y entonces la función de Green es

D(z) =
−1

(2π)2

∫
d2k

e−ik·z

k · k
. (4.41)

Debemos resolver mediante el estudio de las singularidades

D(z) =
−1

(2π)2

∫ ∞
−∞

dk1e
ik1z1

∫ ∞
−∞

dk0
e−ik0z0

k2
0 − k2

1

, (4.42)

entonces resolveremos primero

I =

∫ ∞
−∞

dk0
e−ik0z0

k2
0 − k2

1

=

∫ ∞
−∞

dk0
e−ik0z0

(k0 + k1)(k0 − k1)
, (4.43)

donde se puede ver que el integrando tiene dos polos simples k0 = ±k1.
Podemos darle sentido a esta integral mediante el Teorema del Residuo de Cauchy, para
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ello desplazamos primero las singularidades levemente hacia abajo del eje real.

Si z0 > 0 tendremos un contorno de integración que llamaremos r que encierra ambas
singularidades en la mitad inferior del plano, entonces tenemos que∮

r

dw
e−i ~wz0

(w − w+)(w − w−)
=

∫ ∞
−∞

dk0
e−ik0z0

k2
0 − k2

1

+

∫
c

dw
e−i ~wz0

(w − w+)(w − w−)
(4.44)

La integral en C se anula pues para z0 > 0, e−i ~wz0 → 0 en nuestro contorno de integración,
entonces, mediante el teorema del Residuo y Teorema del Residuo de un Polo Simple
obtenemos que

I =

∫ ∞
−∞

dk0
e−ik0z0

k2
0 − k2

1

=

∮
r

dw
e−i ~wz0

(w − w+)(w − w−)
= −2π

k1

eεz0 sin k1z0. (4.45)

Una vez resuelta la integral, tomamos el ĺımite cuando los polos vuelven al eje real.

I = limε→0

∫ ∞
−∞

dk0
e−ik0z0

k2
0 − k2

1

= limε→0

∮
r

dw
e−i ~wz0

(w − w+)(w − w−)
= −2π

k1

sin k1z0, (4.46)

notemos que si z0 < 0, debemos integrar en una región donde no se encuentran las singu-

laridades, entonces según el teorema del Residuo:

∮
r

dw
e−i ~wz0

(w − w+)(w − w−)
= 0.

Entonces la función de Green para el contorno r es

Dr(z) =
Θ(z0)

(2π)

∫ ∞
−∞

dk1
eik1z1 sin k1z0

k1

, (4.47)

para todo valor de z0, donde

Θ(z0) =

{
1 si z0 > 0,
0 si z0 ≤ 0.

(4.48)

Podemos reescribir esta función de la siguiente manera

Dr(z) =
Θ(z0)

4
(sgn(z1 + z0)− sgn(z1 − z0)), (4.49)

donde utilizamos propiedades trigonométricas y argumentos de paridad, además sgn(y)
es la función signo que tiene la representación integral

∞∫
−∞

dk
sin ky

k
= πsgn(y), con sgn(y) =


1 si y > 0
−1 si y < 0
0 si y = 0,

(4.50)

Ahora, si desplazamos las singularidades levemente hacia el eje imaginario positivo y
procedemos de manera análoga al contorno r la función de Green para el contorno a es

Da(z) =
Θ(−z0)

4
(sgn(z1 + z0)− sgn(z1 − z0)). (4.51)
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Entonces en dimensión 1+1 tenemos que las Funciones de Green Retardada y Ade-
lantada son

Dr(z) =
Θ(z0)

4
(sgn(z1 + z0)− sgn(z1 − z0)), (4.52)

Da(z) =
Θ(−z0)

4
(sgn(z1 + z0)− sgn(z1 − z0)), (4.53)

que también se pueden expresar mediante la Función de Heaviside

Dr(z) =
Θ(z0)

2
(Θ(z1 + z0)−Θ(z1 − z0)), (4.54)

Da(z) =
Θ(−z0)

4
(Θ(z1 + z0)−Θ(z1 − z0)). (4.55)

Devolviendo el cambio (zα = xα − x′α) podemos obtener una expresión para los po-
tenciales, en términos de las funciones de Green que además es solución de la ecuación de
onda inhomogénea.

Es oportuno señalar que el caso 1 + 1 dimensional, donde no existe campo magnético,
y el campo eléctrico tiene una sola componente, el resolver las ecuaciones de Maxwell
con fuentes empleando el uso de potenciales retardados o adelantados no representa una
simplificación en relación a la integración directa de las ecuaciones de Maxwell (ver el
Apéndice A).
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Caṕıtulo 5

Part́ıculas de Wong.

5.1. Obtención de las ecuaciones de Wong.

En este caṕıtulo obtendremos las ecuaciones de Wong, propuestas para describir la
dinámica clásica de una part́ıcula con carga cromoeléctrica interactuando con el campo
de Yang-Mills, aplicando el principio variacional a la acción propuesta por Balachandran.
A estas part́ıculas con carga no abeliana las denominaremos part́ıculas de Wong [3][4][8].

La acción en cuestión es

SB−W = SY−M + SPART + SINT , (5.1)

= −1

2

∫
d4xTr(F µνFµν)−m

∫
dτ
√

(żµi (τ))2 − 2
n∑
i=1

∫
γi

dτ Tr
(
Kig

−1
i (τ)Dτgi(τ)

)
,

donde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + ig[Aµ, Aν ] = F a
µνT

a representa el campo tensorial de Yang-
Mills, las matrices gi(τ) pertenecen a SU(N) y representan grados de libertad adicionales
asociados con las n part́ıculas. Aśı mismo, se definen las matrices, Ii(τ) = ig(gi(τ)Kig

−1
i (τ)) =

Iai T
a y Ki = Ka

i T
a que son elementos del álgebra. Finalmente, zi(τ) denota la linea de

mundo de la part́ıcula i-ésima.

El primer término de la acción, SY−M , corresponde a la accion de Yang Mills libre, el
segundo, SPART , al de la part́ıcula libre y el tercero, SINT es el término de interacción.

Las transformaciones de calibre son

Aµ → AΩ
µ = Ω−1AµΩ +

1

ig
Ω−1∂µΩ, (5.2)

Ki → KΩ
i = Ki, (5.3)

gi → gΩ
i = Ω−1gi, (5.4)

donde Ω ε SU(N).

Como demostramos en el caṕıtulo 3, la acción de Yang-Mills libre es invariante ante este
tipo de transformaciones. Sabiendo que la derivada covariante Dτgi(τ) = ∂τgi+Ai(τ)gi(τ),
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con Ai(τ) = igAµ(zi(τ))żµi (τ), transforma como las matrices gi(τ) podemos verificar la
invariancia de calibre del término de interacción

LΩ
INT = −2

∑
i

Tr(KΩ
i g
−1Ω
i (Dτgi)

Ω) = −2
∑
i

Tr(Kig
−1
i ΩΩ−1(Dτgi))

= −2
∑
i

Tr(Kig
−1
i (Dτgi)). (5.5)

Por lo tanto la acción de Balachandran-Wong es invariante ante estas transformaciones
de calibre.

5.1.1. Ecuaciones de Movimiento

Debido a que las variables dinámicas son Aµ(x), zµi (τ) y gi(τ), nos conviene reescribir
el término de interacción SINT haciendo expĺıcito el campo Aµ(x)

SINT = −2
∑
i

∫
γi

dτ Tr(Kig
−1
i (τ)Dτgi(τ))

= −2
∑
i

∫
γi

dτ
{
Tr(Kig

−1
i (τ)ġi(τ)) + igTr(Kig

−1
i (τ)Aµ(zi(τ))żµi (τ)gi(τ))

}
= −2

∑
i

∫
γi

dτ Tr(Kig
−1
i (τ)ġi(τ))− 2ig

∑
i

∫
γi

dτ żµi (τ)Tr(Kig
−1
i (τ)Aµ(zi(τ))gi(τ))

= −2
∑
i

∫
γi

dτ Tr(Kig
−1
i (τ)ġi(τ))− 2

∫
d4xTr(jµ(x)Aµ(x)), (5.6)

con jµ(x) =
∑
i

∫
γi

dτ żµi (τ)Ii(τ)δ4(x− zi(τ)) la densidad de corriente de Wong.

Para determinar las ecuaciones de movimiento de la teoŕıa utilizamos las ecuaciones
de Euler-Lagrange

∂L
∂Ξd

σ

− ∂ρ
( ∂L
∂(∂ρΞd

σ)

)
= 0, (5.7)

donde Ξ representa cualquiera de las variables dinámicas de la teoŕıa. Entonces respecto
a Aµ(x)

∂LY−M
∂Adσ

=
∂

∂Adσ

(
− 1

4
F µνaF a

µν

)
= gF µσaf bdaAbµ, (5.8)

donde hicimos un cambio de ı́ndices a conveniencia. El término de interacción también
contribuye en la ecuación dinámica pues

∂LINT
∂Adσ

=
∂

∂Adσ

(
− jµa(x)Aaµ(x)

)
= −jσd. (5.9)

Finalmente

∂L
∂Adσ

=
∂LY−M
∂Adσ

+
∂LINT
∂Adσ

= gf bdaF µσaAbµ − jσd. (5.10)
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También necesitamos saber que

∂L
∂(∂ρAdσ)

=
∂LY−M
∂(∂ρAdσ)

= −F ρσd, (5.11)

por lo tanto, la ecuación de Euler Lagrange queda

∂L
∂Adσ

− ∂ρ
( ∂L
∂(∂ρAdσ)

)
= gf bdaF µσaAbµ − jσd + ∂ρF

ρσd = 0, (5.12)

de donde podemos reescribir

∂ρF
ρσd + gf bdaF µσaAbµ = jσd

∂ρF
ρσ + ig[Aρ, F

ρσ] = jσ

DρF
ρσ = jσ, (5.13)

y notamos que corresponden a las ecuaciones de movimento de Yang Mills con fuentes.

Las matrices gi(τ) representan grados de libertad adicionales asociados a las part́ıculas
y pertenecen al grupo de simetŕıa SU(N), entonces asumimos que los elementos del grupo
son parametrizados por un conjuntos de N2−1 variables independientes ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn),
gi(ξ) = exp{−iξai T a}. Además por ser una representación de un grupo de Lie, omitiendo
el ı́ndice i por brevedad

g(ε)g(ξ) = g(α(ε, ξ)), (5.14)

desarrollando α(ε, ξ) hasta primer orden tenemos que

α(ε, ξ) = a+ bε+ cξ + Θ(ε2, ξ2), (5.15)

luego, usando que α(0, ξ) = ξ y α(ε, 0) = ε tenemos que a = 0 y b = c = 1, por lo tanto

α(ε, ξ) = ε+ ξ + Θ(ε2, ξ2). (5.16)

Entonces podemos ver que

g(δε)g(ξ) = g(α(δε, ξ)) = g
(
α(0, ξ) +

∂α(ε, ξ)

∂εb

∣∣∣∣
ε=0

δεb
)

= g
(
ξ +

∂α

∂εb

∣∣∣∣
ε=0

δεb
)

= g(ξ) +
∂g

∂ξc
∂αc

∂εb

∣∣∣∣
ε=0

δεb, (5.17)

donde expandimos g en torno a ξ. Por otro lado

g(δε)g(ξ) = (1− iδεaT a)g(ξ) = g(ξ) +
∂g

∂ξc
N cbδεb, (5.18)

con N cb =
∂αc(ε, ξ)

∂εb

∣∣∣∣
ε=0

.

Entonces tenemos que

−iT ag(ξ) =
∂g

∂ξc
N ca, (5.19)
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donde la matriz N ca es invertible como se muestra a continuación. De no serlo, existiŕıan
N2 − 1 parámetros xa, al menos uno distinto de cero, tal que N caxa = 0, por lo tanto

−ixaT ag(ξ) =
∂g

∂ξa
N caxa = 0, (5.20)

de donde concluimos que xaT a = 0. Pero esto contradice la independencia lineal de los
generadores del grupo, entonces por reducción al absurdo la matriz N ca es invertible y
tenemos que

∂g(ξ)

∂ξc
= −i(N−1)acT ag(ξ). (5.21)

Además, como sabemos que ġ =
∂g

∂ξa
ξ̇a y ∂g−1(ξ)

∂ξa
= −g−1(ξ) ∂g

∂ξa
g−1(ξ), podemos determinar

las ecuaciones de movimiento

∂LINT
∂ξaj

− dτ
(∂LINT

∂ξaj

)
= 0, (5.22)

con

LINT = −2
∑
i

Tr(Kig
−1
i (τ)Dτgi(τ)) = −2

∑
i

Tr(Kig
−1
i (τ)(∂τgi(τ) + Ai(τ)gi(τ))).(5.23)

Entonces el primer término de la ecuación de movimiento es

∂LINT
∂ξaj

= −2Tr
(
−Kjg

−1(ξ)
∂g

∂ξaj
g−1(ξ)(ġj + Ajgj)

+Kjg
−1
j

∂2g

∂ξaj ∂ξ
b
j

ξ̇b +Kjg
−1
j Aj

∂gi
∂ξaj

)
, (5.24)

y el otro término de la ecuación de movimiento es

∂LINT

∂ξ̇aj
= −2Tr

(
Kig

−1
i

∂g

∂ξaj

)
, (5.25)

por lo tanto

∂

∂τ

(∂LINT
∂ξ̇aj

)
= −2Tr

(
Kj ġ

−1
j

∂g

∂ξaj
+Kjg

−1
j

∂ġj
∂ξaj

)
= −2Tr

(
−Kjg

−1
j ġjg

−1
j

∂gj
∂ξaj

+Kjg
−1
j

∂2gj
∂ξaj ∂ξ

b
j

ξ̇b
)
. (5.26)

Las ecuaciones dinámicas de ξai son

∂LINT
∂ξai

− ∂τ
(∂LINT

∂ξ̇aj

)
= Tr

(1

g
T c[Ii(τ), Ai(τ) + ġig

−1
i ]
)

= 0, (5.27)

donde hemos hecho uso del teorema de Trazas y el hecho que (N−1)caNad = δcd. Recor-
dando que Ii(τ) = iggiKig

−1
i es fácil ver que

İi(τ) = [ġg−1
i , Ii(τ)], (5.28)
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con lo que finalmente las ecuaciones de Euler-Lagrange se escriben

İi(τ) + [Ai(τ), Ii(τ)] = 0. (5.29)

Ahora, para determinar las ecuaciones de movimiento respecto a zµi (τ)

∂LB−W
∂zσj

− ∂τ
(∂LB−W

∂żσj

)
= 0, (5.30)

con

∂LB−W
∂zσj

= −2żµj (τ)Tr(Ij(τ)
∂Aµ(zj)

∂zσj
), (5.31)

y

∂LB−W
∂żσj

=
∂LPART
∂żσj

+
∂LINT
∂zσj

= −m żµi (τ)√
żµi (τ)2

δσµδij − 2δσµδijTr(Ii(τ)Aµ(zi(τ))). (5.32)

El otro término de la ecuación es entonces

∂τ

(∂LB−W
∂żσi

)
= − ∂

∂τ

(
m

żσi (τ)√
żσi (τ)2

)
− 2Tr

(
İi(τ)Aσ(zi) + Ii(τ)

∂Aσ
∂zµi

żµi

)
, (5.33)

podemos reescribir uno de estos términos en función de las ecuaciones dinámicas de las
matrices gi(τ). Observando (5.29) tenemos que

İi(τ) = −[Ai(τ), Ii(τ)], (5.34)

por lo tanto

Tr(İi(τ)Aσ(zi)) = żµi (τ)Tr(igIi(τ)[Aµ(zi), Aσ(zi)]), (5.35)

ahora las ecuaciones de movimiento son

∂LB−W
∂zσj

− ∂τ
(∂LB−W

∂żσj

)
= 0, (5.36)

de donde

∂

∂τ

(
m

żσi (τ)√
żσi (τ)2

)
= −2żµi (τ)Tr

(
Ii(τ)Fµσ

)
. (5.37)

que constituyen una generalización de la fuerza de Lorentz al caso no Abeliano.
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Finalmente las ecuaciones de movimiento respecto a las variables dinámicas son

DρF
ρσ = jσ,

İi(τ) = −[Ai(τ), Ii(τ)],

∂

∂τ

(
m

żσi (τ)√
żσi (τ)2

)
= −2żµi (τ)Tr

(
Ii(τ)Fµσ

)
.

Obtuvimos las ecuaciones dinámicas que describen la interacción de n part́ıculas de
Wong con carga no abeliana, con el campo de Yang Mills. Por otra parte, puede verse que
la ecuación para la carga cromoeléctrica (5.29) surge como una condición de consistencia
de las ecuaciones de Yang Mills. En efecto, si se toma la cuadridivergencia covariante de la
ecuación (5.13), el miembro izquierdo es idénticamente nulo en virtud de las identidades
de Bianchi. Por tanto el miembro derecho debe anularse, y esto, en última instancia
equivale a la ecuación del transporte paralelo de la carga cromoeléctrica de cada part́ıcula
de Wong.



Caṕıtulo 6

Soluciones Clásicas del campo de
Yang-Mills en D = 1 + 1

A continuación estudiaremos las soluciones clásicas de las ecuaciones de movimiento
de Yang-Mills sin fuentes en D = 1+1, también para el caso en que la fuente es puntual y
estática, y luego la solución exacta para una fuente general [1][2][9]. Finalmente particu-
larizaremos esta solución al caso en que las fuentes dependan del tiempo expĺıcitamente.

6.1. Yang-Mills sin fuentes

La acción para la teoŕıa de los campos de calibre de Yang-Mills libres es

SYM = −1

4

∫
d2xF a

µνF
µνa = −1

2

∫
d2xTr(FµνF

µν), (6.1)

con Fµν = F a
µνT

a = ∂µAν − ∂νAµ + ig[Aµ, Aν ] y Aµ = AaµT
a elementos del álgebra de Lie.

Mediante un Principio Variacional podemos obtener las ecuaciones de movimiento de la
teoŕıa, como se vió en el caṕıtulo anterior

DµF
µν = ∂µF

µν + ig[Aµ, F
µν ] = 0, (6.2)

donde Dµ es la derivada covariante y asumimos que los campos tienden a cero en el
infinito. Si expandimos (6.2) tenemos que{

D0F
01 = ∂0F

01(t, x1) + ig[A0(t, x1), F 01(t, x1)] = 0,
D1F

10 = ∂1F
10(t, x1) + ig[A1(t, x1), F 10(t, x1)] = 0.

(6.3)

Fijando el calibre temporal (A0 = 0) obtenemos que: F 01 = ∂0A1 y F 10 = −∂0A1, y las
ecuaciones de movimiento se pueden escribir como

Ä1 = 0, (6.4)

∂1(−Ȧ1) + ig[A1,−Ȧ1] = 0. (6.5)

La solución de (6.4) viene dada por

A1(t, x1) = C(x1)t+K(x1), (6.6)
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donde C(x1) = Ca(x
1)T a y K(x1) = Ka(x

1)T a son elementos del álgebra de Lie, y por lo
tanto matrices. Entonces insertando en (6.5) obtenemos que

∂C(x1)

∂x1
= ig[K(x1), C(x1)] = igK(x1)C(x1)− igC(x1)K(x1), (6.7)

dado que la matriz C(x) conmuta consigo misma. Esta es una ecuación diferencial de
primer orden en derivadas parciales cuya solución general vendrá dada por

C(x1) = Ω†(x1)C(−∞)Ω(x1), (6.8)

con Ω(x1) = Pexp
{
− ig

x1∫
−∞

dx′K(x′)
}

la exponencial camino-ordenada del elemento del

álgebra K(x) (que no guarda relación alguna con la “K”que aparece en las ecuaciones
de Wong). Adoptamos como convención el ordenamiento ascendente de los caminos. Por
último la matriz constante C(−∞) depende de las condiciones iniciales.

Para probar que (6.8) es solución de la ecuación diferencial (6.7), consideremos

C ′(x1) = Ω′†(x1)C(−∞)Ω(x1) + Ω†(x1)C(−∞)Ω′(x1). (6.9)

Tomemos la derivada de la exponencial camino-ordenada

Ω′(x1) = ĺım
ε→0

Ω(x1 + ε)− Ω(x1)

ε
, (6.10)

con

Ω(x1 + ε) = Ω(x1)exp
{
− igK(x1 + ε)ε

}
, (6.11)

entonces

Ω′(x1) = −igΩ(x1)K(x1), (6.12)

Ω′†(x1) = igK(x1)Ω†(x1), (6.13)

puesto que K(x1) = Ka(x
1)T a y T a† = T a, entonces K†(x1) = K(x1). Finalmente, para

probar que C(x1) es solución

C ′(x1) = igK(x1)C(x1)− igC(x1)K(x1) = ig[K(x1), C(x1)], (6.14)

demostramos aśı que C(x1) es solución de la ecuación diferencial (6.7), por lo tanto

A1(t, x1) = Ω(x1)†C(−∞)Ω(x1)t+K(x1), (6.15)

E(x1) = −Ω(x1)†C(−∞)Ω(x1), (6.16)

representan el campo de calibre y el campo eléctrico para una teoŕıa de Yang Mills sin
fuentes en D = 1 + 1, donde E(x1) = F 10 = −Ȧ1 . Podemos notar que el campo eléctrico
será constante salvo una transformación de calibre independiente del tiempo.
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6.2. Yang-Mills con fuentes. Cargas puntuales estáti-

cas.

La acción para la teoŕıa de los campos de calibre de Yang-Mills con fuentes es

S =

∫
d2x{−1

2
Tr(FµνF

µν)− 2Tr(jµAµ)}, (6.17)

notamos que a la acción de Yang-Mills libre le agregamos un término que corresponde a la
interacción y acopla las corrientes jµ con el campo de calibre Aµ. Nuevamente mediante
un Principio Variacional obtenemos

∂µF
µν + ig[Aµ, F

µν ]− jν = 0 =⇒ DµF
µν = jν , (6.18)

y entonces las ecuaciones de movimiento son{
D0F

01 = ∂0F
01(t, x1) + ig[A0(t, x1), F 01(t, x1)] = j1,

D1F
10 = ∂1F

10(t, x1) + ig[A1(t, x1), F 10(t, x1)] = j0 = ρ.
(6.19)

Fijando el calibre temporal (A0 = 0) obtenemos que F 01 = ∂0A1, y las ecuaciones de
movimiento pasan a ser

Ä1 = j1, (6.20)

∂1(−Ȧ1) + ig[A1,−Ȧ
1
)] = ρ. (6.21)

Si consideramos fuentes tipo delta de Dirac.

jµ = (ρ, 0), (6.22)

ρ(x1) = δ(x1 − xp)IaT a, (6.23)

donde Ia, que es un vector constante en el espacio interno , representa la carga que porta
una part́ıcula estática en el punto x1 = xp. Es importante destacar que la corriente jµ

debe obedecer una ecuación de consistencia (en este caso es la ecuación de continuidad)
que en este caso se cumple de manera trivial; volveremos sobre este punto en la próxima
sección. Las ecuaciones de movimiento quedaŕıan de la siguiente manera

Ä1 = 0, (6.24)

∂1(−Ȧ1) + ig[A1,−Ȧ1] = δ(x1 − xp)IaT a. (6.25)

Como la densidad de corriente es igual a cero, análogamente al caso sin fuentes, la
solución de (6.24) viene dada por

A1(t, x1) = C(x1)t+K(x1), (6.26)

donde C(x1) y K(x1) son elementos del álgebra de Lie. Luego, insertando en (6.25) obte-
nemos

C ′(x1)− ig[K(x1), C(x1)] = −ρ(x1), (6.27)



52 Soluciones Clásicas del campo de Yang-Mills en D = 1 + 1

donde C(x1) = CHOMOGENEA + CPARTICULAR.

Para encontrar una solución de (6.27), vamos a inspirarnos en la siguiente ecuación
diferencial “no matricial”

C ′(x1)− igK(x1)C(x1) = −ρ(x1), (6.28)

cuya solución viene dada por

C(x1) = e
−ig

x1∫
−∞

K(x′)dx′

[−
x1∫
−∞

ρ(x′)e
ig

x′∫
−∞

K(y′)dy′

dx′ + C(−∞)]. (6.29)

Partiendo de este resultado proponemos que la solución de (6.27) es

C(x1) = Ω†(x1)∆(x1)Ω(x1), (6.30)

con ∆(x1) = −
x1∫
−∞

Ω(x′)ρ(x′)Ω†(x′)dx′ + C(−∞).

Para comprobar que es solución, calculemos

C ′(x1) = Ω′†(x1)∆(x1)Ω(x1) + Ω†(x1)∆′(x1)Ω(x1) + Ω†(x1)∆(x1)Ω′(x1), (6.31)

donde

Ω′(x1) = −igΩ(x1)K(x1), (6.32)

Ω′†(x1) = igK(x1)Ω†(x1), (6.33)

∆′(x1) = −Ω(x1)ρ(x1)Ω†(x1), (6.34)

entonces, insertando en (6.31) tenemos que

C ′(x1) = ig[K(x1), C(x1)]− ρ(x1). (6.35)

Por lo tanto (6.30) śı es solución de la ecuación diferencial (6.27). Además notamos que
contiene dos términos, el primero asociado a la fuente y que es la solución particular; el
segundo término corresponde a la solución homogénea.

Una vez obtenido el C(x), podemos escribir el potencial de calibre y el campo eléctrico

A1(t, x1) = {Ω†(x1)[−
x1∫
−∞

Ω(x′)ρ(x′)Ω†(x′)dx′ + C(−∞)]Ω(x1)}t+K(x1), (6.36)

E(x1) = Ω†(x1)[

x1∫
−∞

Ω(x′)ρ(x′)Ω†(x′)dx′ − C(−∞)]Ω(x1). (6.37)
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Si ρ(x1) = δ(x1 − xp)IaT a = δ(x1 − xp)I, tenemos que

x1∫
−∞

Ω(x′)ρ(x′)Ω†(x′)dx′ =

x1∫
−∞

Ω(x′)δ(x′ − xp)IΩ†(x′)dx′ = Θ(x1 − xp)Ω(xp)IΩ†(xp),(6.38)

considerando entonces todos los valores posibles de x1. Utilizando la ρ(x1) podemos rees-
cribir el campo eléctrico como

E(x1) = Θ(x1 − xp)Ω†(x1)Ω(xp)IaT
aΩ†(xp)Ω(x1)− Ω†(x1)C(−∞)Ω(x1). (6.39)

Ahora, haciendo una transformación de calibre independiente del tiempo

EΩ = Θ(x1 − xp)Ω(xp)IaT
aΩ†(xp)− C(−∞), (6.40)

e imponiendo que EΩ(∞) = −EΩ(−∞) obtenemos

C(−∞) =
1

2
Ω(xp)IΩ†(xp). (6.41)

Entonces el campo cromoeléctrico es

EΩ(x1) =
{

Θ(x1 − xp)−
1

2

}
Ω(xp)IΩ†(xp) (6.42)

=
1

2

{
Θ(x1 − xp)−Θ(xp − x1)

}
Ω(xp)IΩ†(xp), (6.43)

de donde se puede notar que para una part́ıcula puntual y estática, ubicada en el punto

xp, el campo eléctrico EΩ(x1) a la derecha del punto es uniforme y vale
1

2
Ω(xp)IΩ†(xp),

mientras que a la izquierda del punto cambia de signo.

6.3. Solución exacta de Yang Mills con fuentes gene-

rales en D = 1 + 1

Consideremos ahora el caso en el que las fuentes son generales. Las ecuaciones de
movimiento de Yang-Mills son

Ä1 = j, (6.44)

∂1(−Ȧ
1
) + ig[A1,−Ȧ

1
)] = ρ, (6.45)

donde la densidad de corriente j y la densidad de carga ρ, aún siendo generales, deben
estar vinculadas por la ecuación de continuidad no abeliana. En efecto, se cumple que

DνDµF
µν = Dνj

ν , (6.46)

pero puede verse que

Dνj
ν = −1

2
[Dµ, Dν ]F

µν = −ig
2

[Fµν , F
µν ] = 0, (6.47)
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de aqúı obtenemos la ecuación de continuidad o la ecuación de la conservación covariante
de la carga

Dνj
ν = D0ρ+D1j = ∂0ρ(x, t) + ∂1j(x, t) + ig[A1, j(x, t)] = 0. (6.48)

Es fácil comprobar que esta relación se verifica para el caso de la sección anterior.

Tenemos hasta ahora las siguientes ecuaciones
Ä

1
= j(x, t),

∂1(−Ȧ
1
) + ig[A1,−Ȧ

1
)] = ρ(x, t),

∂0ρ(x, t) + ∂1j(x, t) + ig[A1, j(x, t)] = 0.

(6.49)

Integrando en el tiempo (6.44) en el intervalo comprendido entre t0 y t tenemos

Ȧ1(x, t) =

t∫
t0

j(x, t′)dt′ + C(x, t0), (6.50)

con C(x, t0) = Ȧ1(x, t0). En consecuencia de (6.50) obtenemos el campo de calibe

A1(x, t) =

t∫
t0

t′∫
t0

j(x, t′′)dt′′dt′ + C(x, t0)t+D(x, t0), (6.51)

con D(x, t0) = K(x, t0)− C(x, t0)t0 y K(x, t0) = A1(x, t0).

Insertando ahora (6.50) y (6.51) en (6.45) tenemos

ρ(x, t) = −
t∫

t0

j′(x, t′)dt′ − C ′(x, t0) + ig

{[
−

t∫
t0

t′∫
t0

j(x, t′′)dt′′dt′,−
t∫

t0

j(x, t′)dt′
]

+
[
−

t∫
t0

t′∫
t0

j(x, t′′)dt′′dt′,−C(x, t0)
]

+
[
− C(x, t0)t,−

t∫
t0

j(x, t′)dt′
]

+
[
− C(x, t0)t,−C(x, t0)

]
+
[
−D(x, t0),−

t∫
t0

j(x, t′)dt′
]

+
[
−D(x, t0), C(x, t0)

]}
. (6.52)

Podemos reescribir ciertos términos observando que

∫ t

t0

j(x, t′)t′ dt′ = t

∫ t

t0

j(x, t′) dt′ −
t∫

t0

t′∫
t0

j(x, t′′)dt′′dt′, (6.53)
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y por lo tanto, la segunda ĺınea de (6.52) se reescribe de la siguiente manera

[
−

t∫
t0

t′∫
t0

j(x, t′′)dt′′dt′,−C(x, t0)
]

+
[
− C(x, t0)t,−

t∫
t0

j(x, t′)dt′
]

=

[
C(x, t0),

∫ t

t0

j(x, t′)t′ dt′
]
. (6.54)

Con estos cambios, ρ(x, t) viene dada por

ρ(x, t) = −
t∫

t0

j′(x, t′)dt′ − C ′(x, t0) + ig

{[ t∫
t0

t′∫
t0

j(x, t′′)dt′′dt′,

t∫
t0

j(x, t′)dt′
]

+
[
C(x, t0),

∫ t

t0

(j(x, t′)t′) dt′
]

+
[
D(x, t0),

t∫
t0

j(x, t′)dt′
]

+
[
D(x, t0), C(x, t0)

]}
. (6.55)

Es posible encontrar otra expresión para ρ(x, t) integrando en el tiempo la ecuación
de continuidad (6.48), esto es

ρ(x, t) = −
t∫

t0

j′(x, t′)dt′ − ig
{∫ t

t0

dt′
[
−

t′∫
t0

t′′∫
t0

j(x, t′′′)dt′′′dt′′, j(x, t′)
]

+

∫ t

t0

dt′
[
− C(x, t0), j(x, t′)t′

]
+
[
−D(x, t0),

t∫
t0

j(x, t′)dt′
]}

+ρ(x, t0). (6.56)

Sabiendo que

∂0

[ t∫
t0

t′∫
t0

j(x, t′′)dt′′dt′,

t∫
t0

j(x, t′)dt′
]

=
[ t∫
t0

t′∫
t0

j(x, t′′)dt′′dt′, j(x, t)
]
, (6.57)

entonces integrando en el tiempo

[ t∫
t0

t′∫
t0

j(x, t′′)dt′′dt′,

t∫
t0

j(x, t′)dt′
]

=

∫ t

t0

dt′
[ t′∫
t0

t′′∫
t0

j(x, t′′′)dt′′′dt′′, j(x, t′)
]

= −
∫ t

t0

dt′
[
−

t′∫
t0

t′′∫
t0

j(x, t′′′)dt′′′dt′′, j(x, t′)
]
.(6.58)
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Ahora podemos comparar ambas expresiones (6.55) y (6.56) y obtener

C ′(x, t0)− ig
[
K(x, t0), C(x, t0)

]
= −ρ(x, t0). (6.59)

Proponemos la siguiente solución notando que esta ecuación diferencial se parece a la
ecuación correspondiente al caso de fuentes estáticas puntuales (6.27)

C(x, t0) = Ω†(x)∆(x)Ω(x), (6.60)

con

∆(x) = −
∫ x

−∞
Ω(x′)ρ(x′, t0)Ω†(x′) dx′ + C(−∞, t0), (6.61)

Ω(x) = Pexp
{
− ig

∫ x

−∞
dx′K(x, t0)

}
, (6.62)

donde Ω(x) es la exponencial camino-ordenada del elemento del álgebra K(x, t0).

Para comprobar que (6.60) es solución de (6.59) hacemos

C ′(x, t0) = Ω†′(x)∆(x)Ω(x) + Ω†(x)∆′(x)Ω(x) + Ω(x)†∆(x)Ω′(x), (6.63)

donde

Ω′(x) = −igΩ(x)K(x, t0), (6.64)

Ω′†(x) = igK(x, t0)Ω†(x), (6.65)

∆′(x) = −Ω(x)ρ(x, t0)Ω†(x), (6.66)

insertando estas expresiones en (6.63) obtenemos nuevamente la ecuación diferencial
(6.59), probando aśı que (6.60) es solución.

Por lo tanto, recordando que E(x, t) = −Ȧ1(x, t) y utilizando (6.60) podemos decir
que

E(x, t) = −
∫ t

t0

j(x, t′) dt′ − C(x, t0)

= −
∫ t

t0

j(x, t′) dt′

+ Ω†(x)
(∫ x

−∞
Ω(x′)ρ(x′, t0)Ω†(x′) dx′ − C(−∞, t0)

)
Ω(x). (6.67)

Esta expresión representa el campo eléctrico para la teoŕıa de Yang-Mills con fuentes gene-
rales en D = 1+1. Podemos notar de (6.56) que, si j(x, t) = 0, entonces ρ(x, t0) = ρ(x, t),
recuperando aśı la solución para fuentes estáticas puntuales. Si además se impone que
ρ(x, t) = 0, recuperamos el campo eléctrico constante, salvo una transformación de cali-
bre, para el caso sin fuentes.

Finalmente, nótese que en virtud de la ecuación de continuidad, ρ y j no pueden
especificarse de manera independiente. Esto se refleja en la solución del siguiente modo:
j puede darse para todo t y todo x, pero una vez hecho esto, ρ sólo puede darse para un
t0 arbitrario y para todo x.
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6.4. Una solución a las ecuaciones de Yang-Mills en

D = 1 + 1 con densidad de corriente dependiente

del tiempo.

Una vez determinada la solución general de Yang Mills en D = 1 + 1 con fuentes ge-
nerales (6.67), podemos particularizar esta solución a algunos casos especiales. Para ello
es necesario conocer la densidad de corriente para cualquier posición y tiempo j(x, t), y
la densidad de carga en un tiempo fijo t0 para cualquier posición ρ(x, t0).

En el caso en que las fuentes sean n part́ıculas de Wong, tenemos que

Jµ(x, t) =
∑
i

∫
γi

dτ żµi (τ)Ii(τ)δ2(xµ − zµi (τ)) = (ρ(x, t), j(x, t)), (6.68)

donde zµi (t) = (t, zi(t)) y żµi (t) corresponden con la ĺınea de mundo y la cuadrivelocidad
de la part́ıcula i-ésima respectivamente, Ii(t) es la carga cromoeléctrica, solución de la
ecuación de transporte paralelo de Wong (5.29) y a la Jµ(x, t) la denominamos densidad
de corriente de Wong. Por lo tanto

ρ(x, t) =
∑
i

Ii(t)δ(x− zi(t)), (6.69)

j(x, t) =
∑
i

żi(t)Ii(t)δ(x− zi(t)). (6.70)

Cabe destacar que como Ii(t) es solución de la ecuación de transporte paralelo, es nece-
sario conocer el campo de calibre para todo x y t, es decir A1(x, t) que viene dado por
la expresión (6.51), que a su vez contiene la densidad de carga en un tiempo fijo ρ(x, t0),
por lo tanto no podemos utilizar la solución general (6.67) para particularizarla al caso
de n part́ıculas de Wong.

En lugar de eso proponemos entonces las siguientes fuentes

ρ(x, t0) =
∑
i

I ′i(t0)δ(x− zi(t0)), (6.71)

j(x, t) =
∑
i

żi(t)I
′
i(t)δ(x− zi(t)), (6.72)

donde I ′(t) no necesariamente satisface la ecuación del transporte paralelo de Wong (5.29)
y debe pensarse como una carga cromoeléctrica dada. La ecuación de continuidad se ga-
rantiza desde el momento que ρ(x, t) no está dada sino que debe calcularse en función de
j(x, t) y de ρ(x, t0) precisamente a través de la ecuación de continuidad. En este sentido,
esta propuesta para las fuentes no corresponde a la de Wong, aunque es reminiscente de
la misma, puesto que se toma una densidad de corriente con soporte en la ĺınea de mundo
de part́ıculas puntuales.
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El campo cromoeléctrico para las densidades de carga y corriente cromoeléctricas
puntuales, dadas por (6.71) y (6.72), queda definido entonces como

E(x, t) = −
∑
i

∫ t

t0

żi(t
′)I ′i(t

′)δ(x− zi(t′)) dt′

+ Ω†(x)
{∑

i

∫ ∞
−∞

Θ(x− x′)Ω(x′)I ′i(t0)δ(x′ − zi(t0))Ω†(x′) dx′

− C(−∞, t0)
}

Ω(x). (6.73)

Si ahora I ′(t) es solución de la siguiente ecuación diferencial matricial

İ ′i(t) + [Ai(zi(t), t0), I ′i(t)] = 0, (6.74)

dondeAi(zi(t), t0) = igA1(zi(t), t0)żi(t), entonces la solución es I ′i(t) = U−1
i (t0, t)I

′
i(t0)Ui(t0, t)

con Ui(t0, t) = Texp
{∫ t

t0

Ai(zi(t), t0)dt′
}

la exponencial tiempo-ordenada del potencial

Ai(x, t0) evaluado en x = zi(t). El campo cromoeléctrico es entonces

E(x, t) = −
∑
i

∫ t

t0

żi(t
′)U−1

i (t0, t
′)I ′i(t0)Ui(t0, t

′)δ(x− zi(t′)) dt′

+ Ω†(x)
{∑

i

∫ ∞
−∞

Θ(x− x′)Ω(x′(t))I ′i(t0)δ(x′ − zi(t0))Ω†(x′) dx′

− C(−∞, t0)
}

Ω(x). (6.75)

Haciendo una transformación de calibre E(x, t) = Ω†(x)EΩ(x, t)Ω(x) independiente de t
tenemos

EΩ(x, t) = Ω(x)
{
−
∑
i

∫ t

t0

żi(t
′)U−1

i (t0, t
′)I ′i(t0)Ui(t0, t

′)δ(x− zi(t′)) dt′
}

Ω†(x)

+
∑
i

Θ(x− zi(t0))Ω(zi(t0))I ′i(t0)Ω†(zi(t0))− C(−∞, t0)

= −
∑
i

∫ t

t0

żi(t
′)Ω(zi(t

′))U−1
i (t0, t

′)Ii(t0)Ui(t0, t
′)Ω†(zi(t

′))δ(x− zi(t′)) dt′

+
∑
i

Θ(x− zi(t0))Ω(zi(t0))Ii(t0)Ω†(zi(t0))− C(−∞, t0), (6.76)

pero como K(x) = A1(x, t0), podemos decir que

Ui(t0, t)Ω
†(zi(t)) = T exp

{∫ t

t0

Ai(zi(t
′), t0) dt′

}(
Pexp

{
− ig

∫ zi(t)

−∞
K(x′)dx′

})†
= Pexp

{
ig

∫ zi(t)

zi(t0)

A1(zi(t
′), t0) dzi(t

′)
}(
Pexp

{
− ig

∫ zi(t)

−∞
A1(x′, t0)dx′

})†
= Ω†(zi(t0)), (6.77)
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por lo tanto
Ω(zi(t))U

−1
i (t0, t) = Ω(zi(t0)). (6.78)

Entonces el campo eléctrico salvo una transformación de calibre viene dado por

EΩ(x, t) = −
∑
i

∫ t

t0

żi(t
′)Ω(zi(t0))I ′i(t0)Ω†(zi(t0))δ(x− zi(t′)) dt′

+
∑
i

Θ(x− zi(t0))Ω(zi(t0))I ′i(t0)Ω†(zi(t0))− C(−∞, t0). (6.79)

Si decimos que Ī ′i(t0) = Ω(zi(t0))I ′i(t0)Ω†(zi(t0)), entonces

EΩ(x, t) =
∑
i

Ī ′i(t0)Θ(x− zi(t))− C(−∞, t0). (6.80)

Comparando con el Apéndice A, notamos que esta expresión, salvo una transformación
de calibre, es análoga a la que se obtiene para el campo eléctrico producido por n part́ıculas
cargadas en movimiento, en el caso abeliano en D = 1 + 1.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

Con la finalidad de obtener las soluciones clásicas del campo de Yang-Mills sin fuentes,
con fuentes puntuales estáticas y con fuentes generales, todo ello en D = 1+1, se resolvie-
ron las ecuaciones de movimiento en cada caso. Siempre la solución se logró expresar en
términos de exponenciales camino-ordenadas cuyos argumentos son elementos del álgebra
de Lie.

En el primer caso se obtuvo un campo cromoeléctrico constante salvo una transfor-
mación de calibre dependiente de la coordenada espacial. Al considerar como fuente una
carga puntual y estática, el campo eléctrico quedó expresado en términos de una Theta
de Heavyside más una constante y, al imponer como condición que E(∞) = −E(∞), se
obtuvo que el campo tiene la misma magnitud en todo el espacio, pero a la derecha del
punto donde se ubica la part́ıcula es positivo y a la izquierda es negativo. Si suponemos
que no hay cargas, obtenemos el resultado obtenido anteriormente. Si consideramos fuen-
tes generales, se tiene que ρ(x, t) y j(x, t) deben estar vinculadas mediante la ecuación de
conservación covariante de la carga. En este caso, la solución depende de la densidad de
corriente para todo x,t y de la densidad de carga para todo x y un tiempo fijo, y contiene
un término constante que está relacionado con las condiciones de frontera y condiciones
iniciales. Como era de esperarse, este caso engloba a los dos anteriores y efectivamente
podemos simplificar la solución general exacta al caso sin fuentes y con fuentes puntuales
estáticas.

Luego particularizamos este resultado al caso en que las fuentes sean n cargas cro-
moeléctricas puntuales y finalmente redujimos esta última expresión a un caso espećıfico,
cuando la carga cromoeléctrica sea solución de la ecuación diferencial (6.74) en lugar de
la ecuación de transporte paralelo de Wong (5.35), y encontramos que el campo cromo-
eléctrico, salvo una transformación de calibre independiente del tiempo, es análogo al
campo eléctrico producido por n part́ıculas cargadas en movimiento, en el caso abeliano.

Seŕıa interesante tratar de aprovechar la experiencia de este trabajo para explorar
el estudio de soluciones cuánticas correspondientes a corrientes externas generales en
D = 1 + 1, aśı como para intentar hallar soluciones clásicas en dimensiones superiores.
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Apéndice A

Solución general de Maxwell en
D = 1 + 1 y particularización para el
caso de n part́ıculas cargadas

La acción para el campo electromagnético con fuentes generales en D = 1 + 1 es

S =

∫
dx2
(
− 1

2
F µνFµν − jµAµ

)
, (A.1)

con Fµν = ∂µAν − ∂νAµ el tensor electromagnético.

Mediante un principio variacional, podemos obtener las ecuaciones de movimiento de
la teoŕıa

∂µF
µν = jν , (A.2)

expandiendo indices y utilizando el calibre temporal (A0 = 0) obtenemos{
∂0F

01 = Ä1 = j,

∂1F
10 = −∂1Ȧ1 = ρ,

(A.3)

Integrando la segunda ecuación de movimiento (A.3) tenemos

Ȧ1(x, t) = −
∫ x

x0

ρ(x′, t) dx′ + Ȧ1(x0, t), (A.4)

insertando ahora (A.4) en la primera ecuacion de movimiento

Ä1(x, t) = −∂0

(∫ x

x0

ρ(x′, t) dx′
)

+ Ä1(x0, t) = j(x, t), (A.5)

integrando en el tiempo (A.5)

Ȧ1(x0, t) =

∫ t

t0

j(x, t′) dt+

∫ x

x0

ρ(x′, t) dx′ −
∫ x

x0

ρ(x′, t0) dx′ + Ȧ1(x0, t0), (A.6)
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entonces podemos reescribir (A.4) como

Ȧ1(x, t) =

∫ t

t0

j(x, t′) dt−
∫ x

x0

ρ(x′, t0) dx′ + Ȧ1(x0, t0), (A.7)

y finalmente, el campo eléctrico en D = 1 + 1 es

E(x, t) = −
∫ t

t0

j(x, t′) dt+

∫ x

x0

ρ(x′, t0) dx′ + E(x0, t0) (A.8)

Notamos que en esta expresión para el campo eléctrico, es necesario conocer la den-
sidad de corriente para cualquier tiempo y posición ((j(x, t))), la densidad de carga en
el tiempo inicial para cualquier posición (ρ(x, t0)), y el campo eléctrico en la frontera
en un tiempo inicial. Podemos obtener una expresión análoga a (A.8) si utilizamos las
ecuaciones de movimiento en orden inverso, en este caso necesitaremos j(x, t0) y ρ(x, t)

Ahora si las fuentes dependientes del tiempo son n part́ıculas cargadas, entonces{
ρ(x, t) =

∑
i qiδ(x− zi(t)),

j(x, t) =
∑

i żi(t)qiδ(x− zi(t)),
(A.9)

y tenemos que el campo eléctrico queda definido como

E(x, t) =
∑

qiΘ(x− zi(t)) + E(x0, t0) (A.10)

En ausencia de cargas el campo seŕıa una constante que depende de las condiciones
iniciales y de frontera.
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