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1234567, titulado ESTUDIO DE LA ACCIÓN DE MAXWELL MÁS
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RESUMEN

En este trabajo se aborda el estudio de una teoŕıa en 5 dimensiones espacio-

temporales. Se hace el análisis canónico, siguiendo el método de Dirac. Acto

seguido pasamos al análisis cinemático de dicha teoŕıa para escribir las ecuacio-

nes cinemáticas de movimiento de forma concisa y compacta, a continuación

procedemos a deducir las cantidades conservadas, producto del Teorema de

Noether y posterior a ello, continuamos con el cálculo de la dimensionalidad

de los campos. Para realizar todo esto, se considera el Hamiltoniano de la

acción asociado al Lagrangiano de la acción S; al que se aplica el formalismo

matemático de los corchetes de Poisson. Se hace el estudio de las transfor-

maciones canónicas, aśı como de las cantidades conservadas, derivadas de la

consideración del Teorema de Noether, tal como se anunció hace un momento.

Realizado esto se procede a escribir la acción extendida de la teoŕıa abor-

dada. Como se recordará en otras ocaciones, el Hamiltoniano asociado a la

acción, nos vincula a la mecánica cuántica, através de las variables relevantes

del problema considerado en el estudio de dicha cinemática.
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Caṕıtulo 1

Introducción General al TEG

El presente trabajo es el fruto de la experiencia adquirida en los

cursos avanzados, aśı como en los cursos de las asignaturas electi-

vas, en las áreas de mecánica y teoŕıa de campo, que se imparten en

nuestra licenciatura. De hecho aplicamos ésos conocimientos para

el análisis de un modelo f́ısico.

Estudiamos la cinemática del modelo y le hicimos el análisis Ha-

miltoniano siguiendo el formalismo del método de Dirac.1˙

El modelo a estudiar corresponde a un Lagrangiano tipo Maxwell,

al cual le agregamos un término de carácter topológico en 4+1

dimensiones espacio-temporales. Este modelo tiene las mismas in-

variancias de calibre del modelo Maxwell y describe una excitacin

masa.

El término topológico es tal que si tratamos de acoplarlo a una

métrica externa; ésta no aparece en el Lagrangiano. De esta forma

al hallar el tensor de enerǵıa-momentum, haciendo variaciones en

1Dirac P.A.M., Lectures on Quantum Mechanics
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la métrica, el resultado será nulo De hecho en la acción propuesta

se observa que modificando el tensor de enerǵıa-momentum asocia-

do a la invariancia bajo traslaciones, se puede obtener otro tensor

simétrico, cuyas cargas conservadas son las mismas, y que se cono-

ce como tensor de Belifante.

Este tensor al ser evaluado sobre las ecuaciones de movimiento, es

igual al del término de Maxwell. En otras palabras la contribución

del término topológico desaparece. En este trabajo analizaremos el

modelo de Maxwell más un término topológico ya descrito. Hace-

mos un análisis cinemático donde obtendremos las ecuaciones de

movimiento, aśı como el espectro de part́ıculas descrito.

Veremos cuales son las corrientes conservadas asociadas a las in-

variancias bajo el grupo de Poincaré y en particular se obtiene el

tensor de Belifante, donde se pierde la apariencia del término to-

pológico.

Este modelo corresponde a un modelo de Lagrangiano singular

por lo q ue aplicaremos el formalismo de Dirac para el análisis Ha-

miltoniano. Se obtendran las transformaciones de calibre y luego

al final conextamos la acción extendida con la acción original. La

introducción al formalismo Hamiltoniano para sistemas regulares

y singulares se hace en el caṕıtulo 2, en los caṕıtulos 3 y 4 se hacen

los análisis descritos al modelo que se estudia. Finalmente se dan

las conclusiones en el caṕıtulo 5.



Caṕıtulo 2

Formalismo Hamiltoniano en

Sistemas Regulares y Singulares

2.1. Introducción

En este caṕıtulo abordaremos la descripción y el estudio bási-

co de la transición de un sistema, en el espacio de configuraciones

al espacio de fases. En la primera parte nos ocuparemos de desa-

rrollar la teoŕıa necesaria; con ayuda del lenguaje matemático que

se emplea. Haremos la descripción del formalismo canónico (Ha-

miltoniano) para sistemas regulares y singulares. Continuando con

nuestra explicación presentaremos a continuación la nomenclatura

que usaremos en cada caso.

En el caso de que estemos trabajando con un número finito de

grados de libertad, el ı́ndice i denota los ı́ndices discretos que toma

la variable dinámica, y cuando se suma, se hace bajo el simbolo de∑
, la variable generalizada o dinámica se denota en este caso como

qi(t). El Lagrangiano que describe el sistema f́ısico en questión es:

L(qi, q̇i, t), al pasar luego del espacio de configuración al espacio

de fase tenemos el Hamiltoniano H(qi, pi, t) y la acción viene de-
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finida como la integral en el tiempo del Lagrangiano. En el caso

de estar trabajando con un número infinitos grados de libertad, el

ı́ndice i pasa a ser suplido o reemplazado por un ı́ndice cont́ınuo

~x, el simbolo de
∑

, es reemplazado por la
∫
dD~x. Diremos que

la dimensión es D = d + 1, lo que significa d dimensiones espa-

ciales y 1 dimensión temporal. La variable dinámica es Qa(t, ~x),

la cual toma valores diferentes del ı́ndice cont́ınuo ~x en el espa-

cio, el sub-́ındice a es para indicar la posibilidad de que existan

varias Q(x, t). El Lagrangiano es una función de las Q(t, ~x). Un

funcional es una función cuyos argumentos son también funciones,

L(Qa, Q̇a, ∂iQa). Al pasar del espacio de configuarción al espacio

de fase tenemos el Hamiltoniano H(Qa, πa). La acción viene expre-

sada como la integral en el tiempo de la integral dimensional de la

Densidad Lagrangiana L o también se puede decir que la acción es

la integral temporo-espacial de la Densidad Lagrangiana; es decir:

S =

∫
dt

∫
ddxL (2.1)

S =

∫
dDxL (2.2)

donde: L = L(Qa, Q̇a, ∂iQa) El que se cumpla el principio de

Hailton de mı́nima acción, implica hacer algunos cálculos muy im-

portantes. Estos ajustes; es decir unas correciones, que se efectúan

sobre la acción, que da origen a nuestro estudio, la cual describe

una trayectoria entre dos puntos del espacio de fases. El camino a

seguir por S debe ser mı́nimo entre esos dos puntos de dicho es-

pacio. Los ajustes y correciones descansan sobre el hecho, de que,

al resolver las ecuaciones de Lagrange para el sistema planteado
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no es posible despejar todas la velocidades y aceleraciones, si esto

fuese posible; es decir despejar por ejemplo las velocidades, enton-

ces intregraŕıamos a éstas y obtendŕıamos resuelto la dinámica del

sistema. Al no poder despejar todas las velocidades, sino algunas,

entonces surjen unos v́ınculos que dependen de las variables prin-

cipales y dinámicas del objeto en estudio. En la segunda parte,

presentamos el instrumento o herramienta (Procedimiento de Di-

rac)1 que nos permitirá conocer la evolución en el tiempo de la

acción S; asi como algunos parámetros de importancia, que nos

ayudará a completar el estudio propuesto; es decir aprenderemos

a manejar, el lenguaje; en Teoŕıa de Campo Cuántica, que a su

vez tiene la ventaja de vincularnos a través de H, con la Mecánica

Cuántica ordinaria.

En la formulación de Dirac, la combinación interesante de la Mecáni-

ca Cuántica con la Teoŕıa de la Relatividad; en relación, con lo

que tiene que ver, la interacción de los campos u ondas generadas

por part́ıcula dotadas de alta enerǵıa, el empleo de identidades ma-

temáticas, conlleva a la resolución elemental, de nuestros objetivos,

dirigidos a lograr un resultado y por ende, acto seguido, conseguir

alcanzar las metas propuestas.

1Dirac P.A.M., Lectures on Quantum Mechanics
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2.2. Formulación Hamiltoniana de Sistemas Regula-

res

Partimos de un sistema mecánico descrito por un Lagrangiano:

L(qi, q̇i, t) y su acción:

S =

∫ t2

t1

L(qi, q̇i, t)dt. (2.3)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0, (2.4)

Si definimos:

pi≡
∂L

∂q̇i
(2.5)

podemos reescribir dichas ecuaciones como:

dpi
dt

=
∂L

∂qi
(2.6)

Si tenemos el lagrangiano

L′

tal que

L′ = L +
df (q̇i, t)

dt
(2.7)

resulta que ambos lagrangianos nos dan origen a las mismas ecua-

ciones de Euler-Lagrange. De hecho puede verse que

∂

∂q̇i
df

dt
=
∂f

∂q̇i
(2.8)
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aśı

d

dt
(
∂L′

∂q̇i
df

dt
)− ∂

∂q̇i
df

dt
= 0 (2.9)

entonces

d

dt

∂L′

∂q̇i
− ∂L′

∂qi
=
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
(2.10)

Dicha definición conlleva a una situación, que resulta importante

a la hora de emprender el formalismo Hamiltoniano. Esta resulta

ser, si de la definición del momento conjugado, pi nos permite ó no

despejar las velocidades q̇i como función de las pi, q
i, t. En este

sentido, veamos la función:

Fi ≡ Fi(q
i, q̇i, pi, t), (2.11)

Fi ≡ pi −
∂L(qi, q̇i, t)

∂q̇i
(2.12)

Mirando la definicion de pi, tenemos que Fi = 0 y queremos ver la

posibilidad de que podamos obtener:

q̇i = q̇i(qi, pi, t) (2.13)

para lo cual, segun el teorema de la función impĺıcita, debe suceder

que det(∂Fi
∂q̇j

) = det(− ∂2L
∂q̇iq̇j

) 6=0. Por esto diremos que, los sistemas

para los cuales la matriz Hessiana

Hij =
∂2L

∂q̇iq̇j
, (2.14)

es singular y corresponde a sistemas singulares; en caso contrario,

los denominamos regulares. Para los sistemas regulares es posible

obtener q̇i = q̇i(qi, pi, t), lo que significa que
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pi≡
∂L

∂q̇i
→ q̇i = q̇i(qi, pi, t). (2.15)

Puede verse que la cantidad

H = (piq̇
i − L)

∣∣∣
pi

=
∂L

∂Q̇i

(2.16)

no depende de las velocidades. De hecho, veamos la diferencial total

de H

dH = [dpiq̇
i + pidq̇

i − ∂L

∂qi
dqi − pidq̇i −

∂L

∂t
dt]
∣∣∣
pi=

∂l
∂q̇i

= dpiq̇
i − ∂L

∂qi
dqi − ∂L

∂t
dt (2.17)

asi

H = H(qi, pi, t), (2.18)

y además

∂qi
dt

= q̇i =
∂H

∂pi
(2.19)

∂L

dqi
= ṗi = −∂H

∂qi
(2.20)

∂L

∂t
= −∂H

∂t
(2.21)

Estas expresiones nos dicen como evolucionan las variables qi, y pi,

y relacionan las derivadas respecto a t de H y L. Además consti-

tuyen un sistema de ecuaciones de primer orden. A las ecuaciones

(2.19) y (2.20) se les conoce como las ecuaciones de Hamilton. H

corresponde a la transformación de Legendre del Lagrangiano L;

tomando a las q̇i como variables activas. En este sentido la función

F (qi, q̇i, pi, t) ≡ piq̇
i − L(qi, q̇i, t), (2.22)
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es maximizada cuando

pi =
∂L

∂q̇i
(2.23)

y la posibilidad de tener

H(qi, pi, t) = [piq̇
i − L(qi, q̇i, t)]

∣∣∣
pi=

∂L
∂q̇i

(2.24)

lo garantiza la condición sobre el determinante Hessiano

det(
∂2L

∂q̇j q̇i
) 6=0 (2.25)

La transformada de H respecto a pi nos llevaŕıa aL. Es importante

notar que las ecuaciones de Hamilton aparecen como producto de

aplicar el principio de mı́nima acción para (qi, pi) en la acción

escrita como

S =

∫ t2

t1

[(piq̇
i −H(qi, pi, t)dt)] (2.26)

Veamos

δS =

∫ t2

t1

dt(δpiq̇
i + piδq̇

i − ∂H

∂pi
δpi −

∂H

∂qi
δqi) (2.27)

=

∫ t2

t1

dt[δpi(q̇
i − ∂H

∂p i

) + δqi(−ṗi −
∂H

∂qi
)] + piδq

i
∣∣∣t2
t1

(2.28)

de donde

q̇i =
∂H

∂pi
,

ṗi = −∂H
∂qi

(2.29)
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Una consecuencia importante de las ecuaciones de Hamilton, es que

si L no depende expĺıcitamente de t, entonces H es una constante

de movimiento. De hecho

dH

dt
=

∂H

∂qi
q̇i +

∂H

∂pi
ṗi +

∂H

∂t
dH

dt
=

∂H

∂qi
∂H

∂pi
− ∂H

∂pi

∂H

∂qi
+
∂H

∂t
(2.30)

y sabemos que

dH

dt
= −∂L

∂t
,

asi cuando

∂L

∂t
= 0⇒dH

dt
= 0 (2.31)

Corchetes de Poisson

Para dos funciones F = F (pi, q
i, t); G = G(pi, q

i, t), definimos

la operación:

{F,G} = {F (qi, pi, t), G(qi, pi, t)}

≡ ∂F

∂qi
∂G

∂pi
− ∂F

∂pi

∂G

∂qi
(2.32)

que llamamos el corchete de Poissón entre F, y G; esta operación

satisface las siguientes propiedades

{F,G} = −{G,F}
{F1 + F2, G} = {F1, G} + {F2, G}

{F1F2, G} = F1{F2, G} + {F1, G}F2

{F, c} = 0, c = ctte
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{F{G,H}} + {G, {H,F}} + {H, {F,G}} = 0 (2.33)

A esta última propiedad se le conoce como identidad de Jacobi.

Los corchetes entre las variables fundamentales (qi, pi) serán

{qi, pj} = δij
{qi, qj} = 0

{pi, pj} = 0

 (2.34)

Una consecuencia importante de la definición de los corchetes de

Poisson2 es que para: F = F (qi, pj, t), sucede que

{F, qi} = −∂F
∂pi

; {F, pi} =
∂F

∂qi
. (2.35)

También puede verse que

dF

dt
= {F,H} +

∂F

∂t
(2.36)

donde H es el Hamiltoniano. Podemos escribir entonces, las ecua-

ciones de Hamilton como

q̇i = {qi, H}; ṗi = {pi, H}. (2.37)

En otra dirección para una constante de movimiento, sucede que:

{u,H} = −∂u
∂t , pues du

dt = 0. En particular para una constante

que no depende expĺıcitamente del tiempo, sucede que {u,H} =

0. De igual forma el corchete de dos constantes de movimiento, que
2Weinberg S., The Quantum Theory of Fields, Vol. I
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no dependan expĺıcitamente de t, también será una constante de

movimiento, como consecuencia de la identidad de Jacobi.

{H, {u, v}} = 0;
∂u

∂t
= 0, si

∂v

∂t
= 0 (2.38)

2.3. Transformaciones Canónicas

En el formalismo Lagrangiano, existe la posibilidad de hacer

cambios de coordenadas: qi→Qi(qi, t), para tener en muchos casos

una descripción conveniente de un sistema mecánico. Pensando

en el formalismo Hamiltoniano podemos pensar en cambios en el

espacio de fases (qi, pi)→(Qi, Pi), con

Qi = Qi(qi, pi, t), Pi = Pi(q
i, pi, t) (2.39)

y pedimos que este nuevo conjunto de variables, ademas de ser

invertible, sea canónico, en el sentido que exista una función K tal

que

Q̇i =
∂K

∂P i
(2.40)

Ṗi = −∂K
∂Qi

(2.41)

Estas ecuaciones deben surgir del principio de mı́nima acción3 apli-

cado a

S =

∫ t2

t1

(PiQ̇
i −K(Qi, Pi, t)dt) (2.42)

3Weinberg S., The Quantum Theory of Fields, Vol. I
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Al igual que surgen las ecuaciones de Hamilton a partir de la acción

S; Si queremos que ambas situaciones ocurran podemos relacionar

ambas acciones como

λ(piq̇
i −H) +

dF

dt
= PiQ̇

i −K (2.43)

El factor λ lo tomamos igual a 1. En el caso de que λ sea distinto de

1, diremos que la transformación canónica es extendida y cuando

λ es igual a 1, le llamaremos transformación canónica solamente.

A la función F se le conoce como función generatriz de la transfor-

mación canónica.

Miremos el caso de una transformación canónica donde F es fun-

ción de qi, Qi; es decir F = F (qi, Qi, t). Una inspección directa de

(2.43),nos lleva a

Pi =
∂F1

∂Qi
, pi = −∂F1

∂qi
, K = H − ∂F1

∂t
(2.44)

De pi = −∂F1
∂qi

, obtenemos Qi = Qi(qi, pi, t), que al sustituir en

P i = ∂F1
∂Qi

, llegamos a Pi = Pi(q
i, pi, t), esto junto con la inverti-

bilidad del cambio nos permite obtener Qi = Qi(qi, pi, t).Usando

P i = ∂F1
∂Qi

, podemos tomar a Qi,como variable activa y hacer una

transformación de Legendre en F1 definiendo

F2(qi, Pi, t) = (QiPi − F1)
∣∣∣
pı=

∂F1
∂Qi

(2.45)

Análogamente podŕıamos tomar qi como variable activa con

−pi =
∂F1

∂qi
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hacer una transformada de Legendre, obteniendo

F3(Qi, pi, t) = (−qipi − F1)
∣∣∣
−pı=

∂F1
∂qi

(2.46)

Finalmente podŕıamos hacer una doble transformación de Legendre

y obtener

F4(pi, Pi, t) = (QiPi − qipi − F1)
∣∣∣
pı=

∂F1
∂qi

∣∣∣
pı=

∂F1
∂qi

(2.47)

En cada situación, la relación (piq̇
i−H) + dF

dt = PiQ̇
i−K, queda

como:

q̇ipi −H −
dF2

dt
(qi, Pi, t) = −QiṖi −K (2.48)

−qiṗi −H −
dF3

dt
(Qi, pi, t) = Q̇iPi −K (2.49)

−qiṗi −H −
dF4

dt
(pi, P

i, t) = −QiṖi −K (2.50)

Por lo que en cada caso, hay un conjunto de ecuaciones equivalentes

a (2.44)

P i = ∂F1
∂Qi
, Qi = −∂F1

∂qi
, K = H − ∂F1

∂t

que permite obtener el cambio.

Pueden haber casos que se salen de este esquema; donde, podrá exis-

tir una función generatriz

F ′ = F ′(qi, Qi, Pi, Pi, t)
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El generador de transformaciones infinitesimales

Un caso que podemos resaltar, es la transformación identidad. La

función generatriz de esta transformación es de tipo F2, descrito

antes como

F2(qi, Pi) = qiPi

Las ecuaciones equivalentes a (2.44) son

pi =
∂F2

∂qi
, Qi =

∂F2

∂Pi
, K = H +

∂F2

∂t

de donde obtenemos

pi = Pi, Q
i = qi, y K = H.

Tomemos ahora una transformación cercana a la identidad con

función generatriz

G(qi, Pi) = qiPi + εF (qi, Pi) + 0(ε2)≈qiPi + εF (qi, pi)

Aśı a primer orden tenemos

pi = Pi + ε
∂F

∂qi

Qi = qi + ε
∂F

∂pi

por tanto

δqi ≡Qi − qi = ε
∂F

∂pi
= ε{qi, F}

δpi ≡Pi − pi = −ε∂F
∂qi

= ε{pi, F}
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y en general para una función f = f (qi, pi), el cambio infinitesimal

será

δf (qi, pi) = ε{f (qi, pi), F}

El cual decimos es generado por εF , en particular

δtq̇i(t) = qi(t + δt)− qi(t)

a primer orden, tambien

δtq̇i(t) = δt{qi, H}

aśı el Hamiltoniano genera los cambios en las qi, cuando nos tras-

ladamos en el tiempo.

2.4. Formulación Hamiltoniana para Sistemas Singu-

lares

Pasamos ahora al caso en que no es posible despejar todas las ve-

locidades en función de los momenta. Esto ocurre cuando la Matriz

Hessiana

Hij =
∂2L

∂q̇i∂q̇j
(2.51)

no tiene rango máximo, es decir: det(Hij) = 0, por lo tanto el rango

de dicha matriz es: r < N , donde N es el número de qi
′
s. Reorde-

namos las q̇i de forma que las primeras velocidades, sean las que

son posible despejar. De hecho la matriz Hessiana será equivalente

a una matriz con un menor rango, para el cual su determinante
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es distinto de cero. Aplicando el teorema de la función impĺıcita

tendremos

q̇I = gI(pi, q
i, q̇α), con I = 1, 2, .....r;

i = 1, 2, ....N

(α) = r + 1, r + 2, ..., N (2.52)

Si sustituimos la ecuación anterior en la definición de momenta

pi =
∂L

∂q̇i
, i = 1, 2, ....N (2.53)

obtendremos algunas identidades y las demás seran de forma tal

que la matriz

∂q̇j(pA − [
∂L

∂q̇A
]|q̇i=gi) (2.54)

será de rango cero, donde A corre sobre las definiciones que no

corresponde a identidades. De otra forma significará que podemos

despejar alguna otra velocidad. Esta posibilidad está descartada

dado que ya dijimos que el rango de Hij, es r. Nos quedan aśı m

relaciones entre los p′s y las q′s

φm(qi, pi) = 0 m = 1, 2, .....M (2.55)

de estas relaciones N − r son independientes, y (M −N) + r, son

consecuencias directas de éstos.
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En resumen del sistema pi = ∂L
∂q̇i

obtenemos

q̇I = gI(qi, pi, q̇
i) (2.56)

además de los v́ınculos:

φm(qi, pi) = 0, m = 1, 2, ....M ≥M ′ = N − r (2.57)

El conjunto de v́ınculos definen un sub-espacio en el espacio de fa-

ses, cuya dimensión es 2N − (N −r) = N +r. A esta superficie, le

denominamos hipersuperficie de los v́ınculos primarios: Γ1. Adicio-

nalmente supondremos que los v́ınculos φm satisfacen la llamada

condición de regularidad: localmente los N − r,v́ınculos linealmen-

te independientes son tales que la matriz: ∂2φm
∂qi∂pi

, tiene rango N−r,
esto nos permitirá hacer un cambio de coordenadas en el espacio

de fases donde N − r coordenadas son los φ′m. Asumiendo que en

los v́ınculos hay N − r linealmente independientes, consideremos

la cantidad

H0 = (piq̇i − L)
∣∣∣
pi=

∂l
∂q̇i

(2.58)

hacemos variaciones sobre esa cantidad:

δH0 = (δpiq̇
i + piδq̇

i − ∂L

∂qi
δqi − ∂L

∂q̇i
δq̇i)
∣∣∣
pi=

∂l
∂q̇i

= δpiq̇
i − ∂L

∂qi
δqi (2.59)
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donde observamos que H0 no depende expĺıcitamente de los q̇i.

Estas variaciones no son independientes. De hecho, deben preservar

la variedad sobre Γ1

δqi
∂φm
∂qi

+ δpi
∂φm
∂pi

= 0. (2.60)

Dado que el vector (∂φm
∂qi
, ∂φm∂pi ); es perpendicular a la la subvarie-

dad Γ1, esta última expresión muestra que el vector (δqi, δpi, ), es

tangente a la misma.

Si reescribimos (2.60) como (q̇i − ∂H
∂pi

)δpi + (− ∂L
∂qi
− ∂H

∂qi
)δqi = 0,

entonces teniendo en cuenta el tipo de variaciones, podemos de-

ducir que el vector (q̇i − ∂H
∂pi
,− ∂L

∂qi
− ∂H

∂qi
); corresponde a un vector

arbitrario normal a Γ1, por ejemplo: um(∂φm
∂qi
, ∂φm∂pi ); asi tenemos que

las ecuaciones seran

q̇i =
∂H

∂pi
+ um

∂φm
∂pi

−∂L
∂qi

= +
∂H

∂qi
+ um

∂φm
∂qi

φm(qi, pi) = 0 (2.61)
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2.5. Procedimiento de Dirac

Resumamos lo que tenemos hasta ahora. Partimos de un lagran-

giano singular

L = L(qi, q̇i), i = 1, 2, .....N (2.62)

con

det(Hi,j) = det(
∂2L

∂q̇i∂q̇j
) = 0 (2.63)

y el rango de Hi,j es r. Al usar las relaciones definitorias de los

momenta

pi =
∂L

∂q̇i
(2.64)

podemos despejar un cierto número de velocidades

q̇(I) = g(I)(qi, pj, q̇
α) donde : (I) = {i, .....ir} (2.65)

es una repartición de r ı́ndices de los i′s, α; es el complemento que

queda de: {1, .....N}; quedando:

MN − r vı́nculos (2.66)

φm(pi, q
i) = 0 m = 1, ......M (2.67)

donde exigimos que N − r de ellos sean linealmente independien-

tes y que cumplan la condición de regularidad. El Hamiltoniano

canónico:

H0 = piq̇i − L
∣∣∣
pi= ∂L

∂q̇i

(2.68)
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no depende de las q̇i, y las ecuaciones de Hamilton son ahora

q̇α =
∂H0

∂pα
+ um

∂φm
∂pα

ṗα = −∂H0

∂qα
+ um

∂φm
∂qα

φm(qα, pα) = 0 (2.69)

Pueden verse que éstas provienen al exigir que sea estacionaria la

acción4

S =

∫ t2

t1

(pi, q̇
i −H0 − umφm) (2.70)

con respecto a variaciones independientes en pi, qi, y u
m, con

δqα(t1) = δqα(t2) = 0 (2.71)

A la hipersuperficie φm = 0, se le llama la variedad Γ1 de los v́ıncu-

los primarios.

Corchetes de Poisson

Definimos los corchestes de Poisson como

{F (qi, pi), G(qi, pi)} =
∂F

∂qi
∂G

∂pi
− ∂F

∂pi

∂G

∂qi
(2.72)

y puede verse que

q̇i = {qα, H}
∣∣∣
Γ1

(2.73)

ṗi = {pα, H}
∣∣∣
Γ1

(2.74)

4Krasnov M.L., Makarenko G.I., Kiseliov A.I., Cálculo Variacional
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con

H = H0 + umφm (2.75)

donde hemos indicado que luego de calcular los corchetes, proyec-

tamos sobre la variedad de los v́ınculos primarios. En general para

un objeto que no dependa expĺıcitamente de t

d

dt
F (qα, pα) = {F,H}

∣∣∣
Γ1

(2.76)

= {F,H0}
∣∣∣
Γ1

+ um{F, φm}
∣∣∣
Γ1

+ {F, um}φm
∣∣∣
Γ1

(2.77)

= ({F,H0} + um{F, φm})
∣∣∣
Γ1

(2.78)

Observamos que el tercer término de (2.77), no contribuye, dado

que Γ1, es la hipersuperficie φm = 0. De esta forma, no tenemos

problema de consistencia con el cálculo del corchete de F con los

objetos desconocidos um. Dado las condiciones iniciales qi0, p0i y

que se satisfagan los v́ınculos (φm(qi0, p0i) = 0), esperemos que

dicha condición prevalezca sobre la trayectoria del sistema en co-

rrespondencia con las ecuaciones de movimiento (2.73) y (2.74)

Asi

φ̇m = {φm, H}
∣∣∣
Γ1=0

(2.79)

= ({φm, H0} + um{φm, φm′})
∣∣∣
Γ1=0

(2.80)

donde: m′ = 1, 2, .......M . Pueden suceder las siguientes situacio-

nes:
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1. {φm, φm′}

No tiene rango cero, por lo que permite despejar algunos

um
′s

2. {φm = 0}
⋂
{φm, H}

La hipersuperficie φm, (Γ1) no se intercepta con la hiper-

superficie {φm, H} = 0, asi habrá restricciones adicionales

a estos nuevos v́ınculos, se les denomina v́ınculos secunda-

rios.

3. Aparecen identidades, tipo 0 = 0

Se descarta que aparezcan inconsistencias. Si sucede la op-

ción 2, tendremos que ahora aparecen K nuevos v́ınculos

φκ(q
i, pi) = 0, con: κ = {M + 1, ......M + K}, las cuales

pedimos se mantengan sobre la trayectoria del sistema en

el espacio de fases. Asi exigimos: φ̇κ = {φκ, H}
∣∣∣
Γ1=0

Esta última expresión nos conduce a alguna de las situaciones,

sea: 1, 2, ó 3, si aparecen nuevos v́ınculos, los llamaremos v́ınculos

terciarios, exigiremos de nuevo que se preserven en el tiempo, esto

nos devuelve a las situaciones: 1, 2, ó 3, y repetiremos el proceso

hasta que no aparezcan nuevos v́ınculos. Al final del proceso nos

quedará, un conjunto de v́ınculos:

φa = {φ1, φ2, .......φA} (2.81)
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que incluyen los v́ınculos primarios y los vinculos secundarios, ter-

ciarios,... Llamamos Γ a la hipersuperficie, en el espacio de fases

donde todos los φa‘s se satisfacen:

Γ = Γ1

⋃
{φM = 0, ......φA = 0} (2.82)

Diremos que una cantidad que se anule en Γ(pero no en todo el

espacio de fases) es debilmente cero y lo denotamos como:

F≈0, si F
∣∣∣
Γ=0

. (2.83)

Si exigimos que los φa′s cumplan la condición de regularidad, ten-

dremos por tanto:

F≈0⇒F = λaφa (2.84)

Los v́ınculos satisfacen la relación de consistencia:

φ̇a≈0 = {φa, H0} + um{φa, φm} (2.85)

que pueden pensarse como un número (A) de ecuaciones lineales

inhomogéneas en las M(A), um
′s. La solución de este sistema es

la suma de una solución particular mas todas las soluciones de la

ecuación homogénea:

um = U(qi, pi) + Vm(qi, pi) (2.86)

con

Vm{φa, φm} = 0 (2.87)



2.5 Procedimiento de Dirac 41

Si el rango de la matriz es constante, podemos escribir:

Vm = vσVmσ (2.88)

donde: Vmσ son soluciones linealmente independientes (tantas como

la dimensión del núcleo de {φa, φm}). Asi la solución de (2.81)es

um≈Um + vσVmσ (2.89)

volviendo a la expresión de H, tendremos que

H = H0 + umφm (2.90)

= (H + Umφm) + vσ(Vmσ φm) (2.91)

H = H ′ + vσθσ (2.92)

con los Um determinados por la relación de consistencia y donde

hemos definido H ′ = H + Umφm, además de

θσ = Vmσ φm (2.93)

que corresponde a una combinación de los vinculos primarios, cuyos

multiplicadores no pudieron determinarse. Llamamos a

HT ≡ H ′ + vσθσ (2.94)

el Hamiltoniano Total. Las ecuaciones de movimiento, son enton-

ces:

Ḟ≈{F,HT} (2.95)

queda claro que

HT≈H ′≈H (2.96)
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Una vez encontrado el conjunto total de v́ınculos, puede ser que

hayan v́ınculos que ocurran como consecuencia de otros (por v́ıa de

una combinación lineal, por ejemplo). Decimos en este caso que el

conjunto de v́ınculos es reducible. Cuando todos los v́ınculos sean

linealmente independiente decimos que es irreducible.
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2.6. Cantidades de Primera y Segunda Clase

Decimos que una cantidad u objeto F (qi, pi), es de primera clase

si su corchete de Poisson con todos los v́ınculos: φa es débilmente

cero, en consecuencia se escribe:

{F, φa}≈0 (2.97)

en este caso

{F, φa} = dbaφb (2.98)

Cuando una cantidad no es de primera clase, decimos que es de se-

gunda clase. En este caso el corchete de F con al menos un v́ınculo

no se anula débilmente, las consecuencias son las siguientes

1. El conchete de dos cantidades de primera clase, es también de

primera clase.

Veamos R, S son tales que: {R, φa} = rbaφb; {S, φa} = Sbaφb

entonces:

{{R, S}, φa} = {{R, φa}, S} − {{S, φa}, R}

= rba{φb, S} − Sba{φb, R}

= φb{rba, S} − φb{Sba, R}



44 Formalismo Hamiltoniano en Sistemas Regulares y Singulares

= [(Sbar
c
b − Scbrba)− {Sca, R} + {rca, S}]φc = tcaφc

{{R, S}, φa}≈0

2. θσ en HT son de primera clase

θσ = vmσ φm asi

{θσ, φa} = vmσ {φm, φa} + {vmσ , φa}φm ≈ 0

{θσ, φa} = θbσφb ≈ 0

3. H ′ en HT es de primera clase. Como para todos los φ′s, φ̇a≈0,

entonces: φ̇a = f baφa

{H ′, φa} = {H0, φa} + um{φm, φa} + φm{um, φm}≈0

asi

{H ′, φa}≈0 = hbaφb
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2.7. Transformaciones de Calibre

Los θσgeneran transformaciones llamadas transformaciones de

calibre5Ḋada la expresión HT≡H ‘ + vσθσresulta que no podemos

conocer evolución de qi, pi dada la arbitrariedad de los vσ‘s Diga-

mos que qi, pi surgen de la evolución del sistema a partir de las

condiciones iniciales corresponden a un mismo estado f́ısico para

distintos valores de los vσ
′
s. Veamos la evolución de la cantidad

dinámica G(qi, pi) = G(t). Con t = t0, pi = p0i, q
i = qi0; asi un

tiempo posterior δt;

G(t0 + δt) = G(t0) + δtG(t), (2.99)

= G0 + δt{G,HT}, (2.100)

= G0 + δt[{G,H ‘} + vσ{G, θσ} + {G, vσ}θσ]

. (2.101)

tomemos dos valores de: vσ, vσ1 , v
σ
2 entonces

G2 −G1 = δt[(vσ2 − vσ1 ){G, θσ} + {G, vσ2 − vσ1}θσ](2.102)

= {G, εσθσ}≈εσ{G, θσ} (2.103)

con

εσ≡δt(vσ2 − vσ1 ) (2.104)

podemos cambiar todas las variables que intervienen en el Hamil-

toniano usando la última expresión y lo que postulamos es que el

Hamiltoniano asi obtenido debe describir al mismo sistema f́ısico.
5Weinberg S., The Quantum Theory of Fields, Vol. I
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La transformación asi descrita es una transformación canónica in-

finitesimal. A esta transformación se le denomina transformación

de calibre generada por los v́ınculos primarios. Puede verse que

el corchete del Hamiltoniano de primera clase con los v́ınculos de

primera clase, también generan transformaciones de calibre.
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Consecuencias y Comentarios

1. El corchete de dos v́ınculos primarios de primera clase, genera

transformaciones de calibre.

Demostración: Hagamos dos transformaciones sucesivas.

G 1−→G + {G, εσ1Gσ} 2−→G + {G, εσ2θσ} + {G, εσ1θσ, εσ2θσ}

si lo hacemos al revés

G 2−→ 1−→G + {G, εσ1 , θσ} + {{G, εσ2θσ}, εσ1θσ}

restando los cambios

∆G = {{G, εσ1 , θσ}, ε2σθσ} − {{G, εσ2 , θσ}, εσ1θσ}

por la identidad de Jacobi

∆G = −{G, {εσ1 , θσ, εσ2θσ}}≈ − εσ1εσ2{G, {θσ, θσ′}}

2. El corchete entre el Hamiltoniano de primera clase H’ y el

v̂ınculo de primera clase θσ, genera transformaciones de cali-

bre.
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Demostración: Hagamos dos psasos por caminos distintos y

comparemos la variable en: t + δt.

F (t + δt) = F (t) + δt{F,HT}

hagamos ahora una transformación de calibre

F(t+δt) tc−→F (t + δt) + {F (t), εσθσ} + δt{{F,HT}, εσθσ}︸ ︷︷ ︸
F12

hacemos el camino al revés

F (t) tc−→F (t)+{F, εσθσ}→F (t+δt)+{F, εσθσ}+δt{{F, εσθσ}, HT}︸ ︷︷ ︸
F21

asi F12 − F21 debe ser una transformación de calibre

∆F = δt[{{F,HT}, εσθσ} − {{F, εσθσ}, HT}]

por la identidad de Jacobi

= δt{{εσθσ, HT}, F}

≈δt[−εσ{F, {θσ, H ′}} − εσεσ
′
F{θσθσ′}]

3. Pueden haber v́ınculos secundarios de primera clase, que ge-

neran transformaciones de calibre.
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Cuando aplicamos las relaciones de consistencia aparecen términos

como {H ′, φm} y {φa, φm}. Vimos que {H ′, φσ} es de primera cla-

se, asi como {φσ, φσ′}, de modo que entre los v́ınculos secundarios

podŕıan, haber v́ınculos de primera clase. Estos pueden generar

transformaciones de calibre.

No es directo demostrar que los v́ınculos secundarios de prime-

ra clase generen transformaciones de calibre. Lo que se hace es que

se conviene que es aśı.

Si separamos todos los v́ınculos primarios de primera clase θσ, más

todos los v́ınculos secundarios de primera clase y tenemos en cuen-

ta que éstos últimos podŕıan generar transformaciones de calibre,

pudiésemos considerar la forma Hamiltoniana más general, a ello

temdŕıamos que adicionarle, es decir a HT los v́ınculos secunda-

rios de primera clase con coeficientes arbitrarios. Tenemos aśı, la

cantidad de primera clase más general

HE = H ′ + λaθa (2.105)

donde a corre por todos los v́ınculos de primera clase primarios y

secundarios. A HE se le llama Hamiltoniano Extendido6Ės claro

que

HE≈H ′≈HT≈H0 (2.106)

Estos Hamiltonianos difieren entre śı salvo por una constante, que

tiene que ver precisamente con los v́ınculos primarios, proyectados
6Dirac P.A.M., Lectures on Quantum Mechanics
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sobre la hipersuprficie Γ1. Por otro lado, cuando surgen vńculos

secundarios, aplicamos los corchetes de Dirac, que se definan

{F,G}∗ = {F,G} − {F, ψA}CAB{ψB, B} (2.107)

donde ψA, ψB forman parte de una matriz, definida como

CAB≡{ψA, ψB} (2.108)

esta matriz es no singular, cuya inversa es

(CAB)−1≡CAB

de modo que

CABCBC = CAB{ψB, ψC} = δAC (2.109)

La operación (2.107) entre F y G cumple

{F,G}∗ = −{G,F}∗ (antisimetriá) (2.110)

{F,G + H}∗ = {F,G}∗ + {F,H}∗ (bilinealidad) (2.111)

{FG,H}∗ = F{G,H}∗ + {F,H}∗G (2.112)

{F,G}∗, H}∗ + {{H,F}∗, G}∗ + {{G,H}∗, F}∗ = 0 (2.113)

la ecuación (2.113) se conoce como identidad de Jacobi.

Esta definición esta motivada en el hecho de que la cantidad

F ′≡F − {F, ψA}CABψB (2.114)
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tiene corchete debilmente cero, con los v́ınculos de segunda clase.

De hecho

{F ′, ψC} = {F, ψC} − {{F, ψA}CABψB, ψC}≈0 (2.115)

Vemos que F ′≈F . Si sustituimos todas las variables por su nueva

definición, al realizar los corchetes, observamos que

{F,G}∗≈{F ′, G′}≈{F ′, G}≈{F,G′} (2.116)

Unas consecuencias de la definición del corchete de Dirac son:

1. El corchete de Dirac con un v́ınculo de segunda clase es nulo

(no debilmente, fuertemente).

Demostración:

{F,ψA}∗ = {F, ψA} − {F, ψC}CCD{ψD, ψa}

= {F, ψA} − {F, ψC}CCDCDA = 0

Tenemos que los v́ınculos de segunda clase se convierten en

identidades y pueden sustituirse antes o después de realizar

cualquiera de los corchetes.

2. Si F es de primera clase y G es cualquier otra función:
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{F,G}∗≈{F,G}

Demostración:

{F,G}∗ = {F,G} − {F, ψA}CAB{ψB, G}

= {F,G} − dbAφbCAB{ψB, G}

≈{F,G}

Asi las transformaciones de calibre se definen idénticamente v́ıa

corchetes de Dirac o de Poissón.

Las ecuaciones de movimiento siguen inalteradas dado que el Ha-

miltoniano Extendido es de primera clase

Ḟ≈{F,HE}∗≈{F,HE} (2.117)

La teoŕıa queda como una teoŕıa con solo v́ınculos de primera clase.



Caṕıtulo 3

La Acción de Maxwell con un

término topológico en D=4+1

3.1. Introducción

En este caṕıtulo consideramos la acción Maxwell con un término

topológico en 4+1 dimensiones, aśı como aspectos de carácter ci-

nemático y dinámico. La acción a considerar es

S =

∫
d5x[− 1

4g2
FµνF

µν +
κ

12
εµνλρσAµFνλFρσ] (3.1)

donde

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (3.2)

Esta acción tiene dos términos; uno que corresponde al término

de Maxwell usual y el otro que tiene carácter topológico. Decimos

que es un término topológico, por que al acoplar con una métrica

este término no depende de ella. En este sentido el elemento de

volumen se escribirá como

d5(x)→
√
−gd5x (3.3)

donde

g = detgµν (3.4)
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en este contexto la densidad de Levi-Civita externa, se acopla como
1√
−gε

µνλρσ; por lo que

d5xεµνλρσ→
√
−gd5x

1√
−g

εµνλρσ = d5xεµνλρσ (3.5)

de esta forma la variación de este término, d5xεµνλρσAµF
νλFρσ,

respecto a la métrica, es nula. En otra dirección, la acción S, es

invariante salvo términos de borde, bajo las transformaciones de

calibre δAµ = ∂µλ y a su vez es expĺıcitamente covariante bajo

transformaciones del grupo Poincaré 1˙

Para ver las unidades de los campos y las constantes, que apa-

recen en la acción, podemos tomar dos posturas. En una de ellas

consideramos que el campo de calibre2 Aµ tiene unidades como las

derivadas, tal como sucede en 3+1 dimensiones.

En este caso [Aµ] = L−1(h̄ = 1, c = 1). Como [S] = [h̄] = L0, esta

L se refiere a longitud entonces

[L] = L−5

[g2]
−1

[F 2
µν] = L−5 (3.6)

y entonces si

[Aµ] = L−1⇒[g2] = L; [κ] = L0.

1Clases de Teoŕıa de Campo Clásica
2 ı́dem
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La otra postura corresponde a considerar que las ecuaciones de

Maxwell se escriben de igual forma en cualquier dimensión espacio-

tiempo. Aśı por ejemplo si tomamos una carga puntual en el es-

pacio de dimensión d (espacial), donde se cumple que la Ley de

Gauss ∂iE
i = ρ.; deducimos que [ρ] = [q]L−d y por tanto: [ ~E] =

[q]L−d+1. Si usamos la definición de ~E como la fuerza por unidad

de carga; ~F = q ~E, obtenemos

~F = L−2

= [q][ ~E]

= [q]2L−d+1⇒[q] = L
d−3

2

= [ ~E] = L−
d+1

2 (3.7)

Asi en un espacio-tiempo de dimensión d + 1, el potencial vector

Aµ tendrá unidades

[Aµ] = L[ ~E]

= L
1−d

2 (3.8)

En nuestro caso, como d = 4 nos dice que

[Aµ] = L−
3
2

[g]2 = L0; [κ] = L
3
2 (3.9)

Como [q] = L
1
2 , es interesante notar que: [qAµ] = L−1, lo cual

es cierto en cualquier dimension espacial. Aśı ambas posturas es-

taŕıan conectadas en una redefinición de escala en los campos. Para

obtener las ecuaciones de movimiento, tomamos variaciones3 in-
3Krasnov M.L., Makarenko G.I., Kiseliov A.I., Cálculo Variacional
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dependientes sobre el campo Aµ y pedimos que la acción S, sea

estacionaria, asi

δS =

∫
d5x[− 1

4g2
δ(FµνF

µν) + δ(εµνλρσ
κ

3
Aµ(∂νAλ∂ρAσ))](3.10)

escribiendo toda forma:

AB∂C = A∂(BC)− A(∂B)C (3.11)

δS =

∫
d5x[− 1

4g2
∂µδAνF

µν +
κ

3
εµνλρσ(δAµ∂νAλ∂ρAσ +

Aµ∂νδAλ∂ρAσ + Aµ∂νAλ∂ρδAσ)](3.12)

δS =

∫
d5x[− 1

g2
∂µ(δAνF

µν) +
1

g2
δAν∂µF

µν +
κ

3
εµνλρσ

(δAµ∂νAλ∂ρAσ + 2∂ν(AµδAλ∂ρAσ)− 2δAλ∂νAµ∂ρAσ)] (3.13)

δS =
1

g2

∫
d5xδAν∂µF

µν + κ

∫
d5xεµνλρσ δAµ∂νAλ∂ρAσ +

terminos de borde(3.14)

Los teḿinos de borde, se anulan, si los campos tienen las condi-

ciones de borde apropiadas. Aśı con las condiciones de borde en la

frontera, tenemos:

δS =

∫
d5x[δAµ(

1

g2
∂νF

µν + κεµνλρσ(∂νAλ∂ρAσ))] (3.15)

y por tanto
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δS

δAµ
= 0 ⇒ 1

g2
∂νF

νµ + κεµνλρσ∂νAλ∂ρAσ = 0 (3.16)

que constituyen las ecuaciones de movimiento de este modelo. Pue-

de verse rápidamente que las ecuaciones de movimiento son inva-

riantes de calibre, bajo la forma δAµ = ∂µλ.

Desarrollando las ecuaciones de movimiento

1

g2
(∂ν∂

νAµ − ∂µ(∂νA
ν)) + κεµνλρσ∂νAλ∂ρAσ ≡ Eµ (3.17)

que es claramente transversa (∂µE
µ = 0). Si escogemos el calibre

de Lorentz: ∂µA
µ = 0, tendremos

Aµ = AT
µ (3.18)

1

g2
AT
µ + κεµνλρσ∂νA

T
λ∂ρA

T
σ = 0 (3.19)

aśı observamos que la parte lineal en Aµ ”nos dice”que las ex-

citaciones son sin masa. Podemos seguir analizando el contenido

cinemático de la teoŕıa; por ejemplo, las ecuaciones de movimiento

para µ = 0 si lo sustituimos en el desarrollo de (3.19) obtenemos

1

g2
(4∂0∂0A

0 − ∂0∂0A
0 − ∂0∂iA

i) + κε0ijkl∂iAj∂kAl = 0(3.20)

si tomamos el calibre ∂iAi = 0, entonces podemos despejar A0

como:

A0 = κg2(−4)−1(εoijkl∂iAj∂kAl) (3.21)
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dejando como variable dinámica a Ai, con ∂iAi = 0.

Por un lado tenemos, 4 grados de libertad en Ai, menos un v́ınculo

en ∂iAi, lo que resulta en 3 grados de libertad; esto es consistente

con el hecho de tener una excitación sin masa en 5 dimensiones.

Podemos pasar ahora a obtener las cargas conservadas asociadas a

la invariancia, bajo el grupo de Poincaré. En este sentido el Teore-

ma de Noether nos dice, que hay cantidades conservadas asociadas

a esta invariancia.

3.2. Parámetros Importantes

Asociado a las traslaciones el tensor de Enerǵıa-Momentum canóni-

co de la teoŕıa: T µν, que satisface ∂µT
µν = 0, sobre las ecuaciones

de movimiento. De igual forma asociado a las rotaciones espacio-

temporales tenemos el tensor de Densidad de Momento Angular:

Mµνλ, el cual satisface ∂µM
µνλ = 0, sobre las ecuaciones de movi-

miento.

Se sabe que a partir de T µν, podemos construir el tensor simétrico

de Belifante: θµνB . Este tensor es conservado y sus cargas son las

mismas del T µν, ademas podemos construir un tensor de Densidad

de Momento Angular: Mµνλ
B , utilizando el tensor: θµνB , el cual es

conservado y sus cargas son las mismas que el de Mµνλ

Las cargas conservadas asociadas, al T µν y al θµνB , en el caso de
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traslaciones es

P µ =

∫
d4xT oµ =

∫
d4xθoµB

y en el caso de rotaciones, las cargas asociadas al Mµνλ y al Mµνλ
B

es

Jµν =

∫
d4xM oµν =

∫
d4xM oµν

B

El Tensor de Enerǵıa-Momentum, viene dado por la siguiente ex-

presión:

T µνc = ηµνL − ∂L
∂(∂µAα)

∂νAα (3.22)

haciendo uso de la ecuación (3.1) obteniendo directamente

T µνc =
1

g2
F µα∂νAα −

κ

3
εµαγβθAγFβθ∂

νAα

−ηµν 1

2g2
FαβF

αβ +
κ

12
ερσγβθAρFσγFβθη

µν (3.23)

A partir de T µν, construimos otro, tensor simétrico, adicionandole

la divergencia de un término, de la forma:

θµν = T µνc +
1

2
∂µX

λµν (3.24)

con Xλµν un tensor que satisface Xλµν = −Xµλν y de forma que

∂µ(∂λX
λµν) = 0 y por tanto

∂µθ
µν
B = 0 (3.25)

Estas expresiones aparecen; como consecuencias del efecto bajo

transformaciones de Lorentz infinitesimales sobre los campos Aµ,
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con Aν
µ = δνµ + ωνµ de donde por definición tenemos

∆Aσ = ωρσAσ

=
1

2
ωµν(δ

µ
ση

ρσ − δνσηρµ)Aρ

≡ 1

2
ωµν(S

µν)ρσAρ (3.26)

donde (Sµν)ρσAρ se conocen como las matrices de spin. A continua-

ción desarrollamos el tensor: Xλµν

Xλµν = −[
∂L

∂∂λAσ
(Sµν)ρσ −

∂L

∂∂µAσ
(Sλν)ρσ −

∂L

∂∂νAσ
(Sλµ)ρσ]Aρ(3.27)

donde para facilitar los cálculos hemos llamado

Xλµν = −[λµν−µλν−νλµ] (3.28)

de modo que

λµν =
1

g2
(F λνAµ − F λµAν) +

κ

3
(ελµγβθAν − ελνγβθAµ)AγFβθ

µλν =
1

g2
(F µλAν − F µνAλ)− κ

3
(εµλγβθAν − εµνγβθAλ)AγFβθ

−µλν =
1

g2
(F νλAµ − F νµAλ)− κ

3
(ενλγβθAµ − ενµγβθAλ)AγFβθ

en consecuencia nuestro tensor Xλµν queda expresado asi

Xλµν = − 2

g2
F µλAν +

2κ

3
εµλγβθAνAγFβθ (3.29)

y la divergencia del mismo, en el segundo término de (3.24) es

1

2
∂λX

λµν = −∂λ(
1

g2
F µλAν − κ

3
εµλγβθAνAγFβθ) (3.30)
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a esta cantidad le adicionamos el Tensor Enerǵıa-Momentum, ex-

presado en la ecuación (3.22), de modo que a esta suma, llamamos

Θµν
B , y se le conoce como Tensor de Belifante4

Θµν
B = Tµνc +

1

2
∂λX

λµν (3.31)

Haciendo uso de las ecuaciones de movimiento, llegamos al resul-

tado

Θµν
B = − 1

g2
F µαF ν

α −
1

4g2
FαβF

αβηµν (3.32)

Ahora podemos obtener el Tensor Momentum Angular Mµαβ
B en

función del Tensor Belifante aśı, despejando Tµνc de la ecuación

(3.31), tenemos

T µνc = Θµν
B −

1

2
∂λX

λµν (3.33)

a continuación escribimos Mµαβ como

Mµαβ = xαT µβ −XβT µα − ∂L

∂∂µAρ
(iSαβ)σρAσ (3.34)

Mµαβ = xα(Θµβ
B −

1

2
∂λX

λµβ)− ∂L

∂∂µAρ
(iSαβ)σρAσ

−xβ(Θµα
B −

1

2
∂λX

λµα) (3.35)

acto seguido hacemos uso de (3.28) y de su propiedad antisimétrica,

por tanto tenemos

Xλµν =µλν +νλµ−λµν

con
4Weinberg S., The Quantum Theory of Fields, Vol. I
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µλν = −µνλ

donde µλν, es el segundo elemento de la ecuación (3.35); es decir la

matriz de sṕın. Operando sobre dicha ecuación (3.35) y ordenando

términos alĺı; obtenemos

Mµαβ = xαΘµβ
B − x

βΘµα
B −

1

2
∂λ(xαXλµβ − xβXλµα)(3.36)

Mµαβ = xαΘµβ
B − x

βΘµα
B + ∂λR

λµαβ (3.37)

de donde tomamos entonces

Mµαβ = xαΘµβ
B − x

βΘµα
B (3.38)

Podemos demostrar, a partir de lo que hemos calculado, que la

expresión: ∂µT
µν = 0, esto podemos verlo en el apéndice II. No

obstante continuando con el Tensor de Momento Angular5 Mµνλ
B ;

tenemos que

Mµαβ = xαT µβ − xβT µα − ∂L

∂∂µAρ
(Sαβ)σρAσ (3.39)

Mµαβ = xαT µβ − xβT µα − ∂L

∂∂µAρ
(δαρ η

σβ − δβρησα)Aσ (3.40)

Mµαβ = xαT µβ − xβT µα − (
∂L

∂∂µAα
Aβ − ∂L

∂∂µAβ
Aα) (3.41)

∂µM
µαβ = T αβ − T βα − ∂µ(

∂L

∂∂µAα
)Aβ + ∂µ(

∂L

∂∂µAβ
)Aα

− ∂L

∂∂µAα
∂µA

β +
∂L

∂∂µAβ
∂µA

α (3.42)

Calculando aparte las derivadas parciales tenemos:
5Clases de Teorá Clásica de Campos
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∂µ
∂L

∂∂µAα
= ∂µ(− 1

g2
F µα +

κ

3
εµαρσθAρFσθ)

= − 1

g2
∂µF

µα − κ

6
εαµρσθFµρFσθ

↑↓ on shell

= +
κ

4
εαµρσθFµρFσθ −

κ

6
εαµρσθFµρFσθ

=
κ

12
εαµρσθFµρFσθ

T αβ = ηαβL− ∂L

∂∂αAµ
∂βAµ

T αβ − T βα =
∂L

∂∂βAµ
∂αAµ −

∂L

∂∂αAµ
∂βAµ

Sustituyendo las respectivas derivadas en

∂µM
µαβ =

κ

12
εµβρσθ(4AρF

α
µ − FµρAα)Fσθ − (β ↔ α) (3.43)

= (
κ

12
εβµρσθδ

λνγ
ρµαA

λF νγF σθ +
κ

12
εβµρσθA

αF µρF σθ)− (β ↔ α)

(3.44)

se puede demostrar que esta ecuación satisface el tensor Momento

Angular6(ver apéndice II).

En general el tensor canónico enerǵıa-momentum, no tiene simetŕıa,

lo cual nos dice que no se puede emplear como fuente de campo
6Clases de Teorá Clásica de Campos
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gravitatorio en las ecuaciones de Einstein. por esta razón como este

tensor no es único, construimos otro que śı es simétrico,; el cual es

el tensor de Belinfante.



Caṕıtulo 4

Procedimiento de Dirac

En esta sección de nuestro caṕıtulo, aplicaremos el formalismo

de Dirac, a la acción S. Partimos de la acción es

S =

∫
d5x[− 1

4g2
FµνF

µν +
κ

12
εµνλρσAµFνλFρσ] (4.1)

Haciendo la descomposición: 4 + 1

S =

∫
d5x[(− 1

4g2
)F0iF

0i +
1

4g2
FijF

ij +
κ

12
ε0ijkl(A0FijFkl − 4AiF0jFkl)]

S =

∫
d5x[(

1

2g2
)F0iF0i − (

1

4g2
)FijF

ij +
κ

3
ε0ijklFklAjȦi +

κ

6
ε0ijklFklA0∂jAi]

de aqui deducimos que nuestra densidad Lagrangiana es:

L = [(
1

2g2
)F0iF0i − (

1

4g2
)FijF

ij +
κ

3
ε0ijklFklAjȦi +

κ

6
ε0ijklFklA0∂jAi]
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ahora, procederemos a calcular, los momentos conjugados y ver

que velocidades se puedan despejar

π0 =
∂L
∂Ȧ0

= 0

πi =
∂L
∂Ȧi

=
1

g2
F0i +

κ

3
ε0ijklAjFkl

Ȧi = πig2 + ∂iA0 −
κg2

3
ε0ijklFklAj (4.2)

donde observamos que, solo podemos despejar las Ȧi, ademaś te-

nemos un v́ınculo primario, que denominamos

π0 = 0 ⇒ ϕ = 0 (4.3)

Calculamos ahora la densidad Hamiltoniana

H0 = [π0Ȧ0 + πiȦi − L]
∣∣
πµ= ∂L

∂Ȧµ

(4.4)

H0 =
πiπig2

2
− πiκg2

3
ε0ijklAjFkl + πi∂iA0 −

1

2
κ2g2Aj′Fk′l′Aj′Fk′l′ +

1

4g2
FikFij −

κ

2
εoijklFklA0∂iAj

(4.5)

por tanto el Hamiltoniano:

H = H0 + λϕ (4.6)

Postulamos ahora los siguientes corchetes de Poisson, entre las va-

riables dinámicas:
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{A0(x), π0(y)}
∣∣
x0=y0 = δ4(~x− ~y)

{Ai(x), πi(y)}
∣∣
x0=y0 = δ4(~x− ~y)δij

{Aµ(x), Aν(y)}|x0=y0 = 0

{πµ(x), πν(y)}|x0=y0 = 0 (4.7)

La evolución de las funciones, que dependen de las variables del

espacio de fases es

Ḟ (Aµ, π
ν) = {F (x),H}|ϕ=0 (4.8)

por tanto que

ϕ̇ =

∫
d4(y)[∂iπ

i − κ

2
εoijklFkl∂iAj]δ

4(~x− ~y) (4.9)

de modo que

ϕ̇ = ∂iπ
i − κ

2
εoijklFkl∂iAj (4.10)

que corresponde a un nuevo v́ınculo

ψ = ∂iπ
i − κ

2
εoijklFkl∂iAj (4.11)

Ahora preservamos este nuevo v́ınculo, haciendo uso de (2.79), apli-

cado a

ψ̇ = {ψ(x), H} (4.12)

con lo cual podemos demostrar que, de mantenerse constante a lo

largo de la trayectoria, entonces

ψ̇ = 0 (4.13)
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Dado que no aparecen nuevos v́ınculos, el proceso termina. En

la preservación no se pudo determinar el valor del multiplicador

asociado a ϕ, por lo que éste v́ınculo es de primera clase. El proce-

dimiento de Dirac, ”nos dice”1 que ϕ genera transformaciones de

calibre y tambien lo hace el corchete de ϕ con el Hamiltoniano; pue-

de verse que {H,ϕ} = ψ; asi que el generador de transformaciones

de calibre es

G =

∫
d5y(ξ(y)ϕ(y) + ξ̃(y)ψ(y)) (4.14)

su efecto sobre las variables dinámicas es

δA0 = ξ (4.15)

δAi = 0 (4.16)

δπ0 = 0 (4.17)

δπi = 0 (4.18)

Procedemos a calcular las transformaciones de calibre2 de los v́ıncu-

los y los campos; que dependen a su vez de las variables canónicas.

En general, la acción que describe un sistema f́ısico, puede presen-

tar ciertas simetŕıas, esto es que bajo ciertas transformaciones, la

acción S, permanece invariante.

1Clases de Teoŕıa Clásica de Campos
2Weinberg S., The Quantum Theory of Fields, Vol. I
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La transformación completa la genera

Ĝ =

∫
d4[ξ(y)ϕ + ξ̃(y)ψ] (4.19)

δ̂A0 =

∫
d4(y)[{A0, ϕ}ξ(y) + ξ̃(y){A0, ψ}]

δ̂A0 =

∫
d4(y)ξ(y)

δ̂A0 = ξ̃ (4.20)

δ̂Ai =

∫
d4(y)[{Ai, ϕ}ξ(y) + ξ̃(y){Ai, ψ}]

δ̂Ai =

∫
d4(y)∂iξ̂(y)δ2(x− y)

δ̂Ai = ∂iξ̂ (4.21)

δ̂π0 =

∫
d4(y)[{π0, ∂iπ

i − κ

2
ε0ijklFkl∂iAj}ξ̃(y) +

{π0, π0}ξ(y)]

δ̂π0 = 0 (4.22)

δ̂πi =
κ

6

∫
d4y∂yi {π

i, ε0ijklAi}Fklξ(y)

δ̂πi =
κ

3
ε0ijklFkl∂jξ (4.23)
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4.1. La Acción S Extendida

En esta sección, vamos a escribir la acción extendida o la más

generalizada, que contiene los v́ınculos, a la cual le pedimos que

sea estacionaria3 , en conformidad con el principio de Hamilton. A

esta acción, le introducimos la transformación de los parámetros

determinados anteriormente y con ello, tomaremos variaciones so-

bre los mismos, a fin de recuperar”la acción original del sistema

estudiado.

SE =

∫
d5X [Ȧ0π

0 + Ȧiπ
i − 1

2
g2Ri

kRki−
1

4g2
FijFij −

λ̂ψ − A0ψ − λπ0] (4.24)

donde

Ri
k = πi − κ

3
ε0ijklAjFkl (4.25)

Ahora invocamos el principio de Hamilton4 sobre SE; es decir

δSE = 0

δSE =

∫
d5x[(ξ̇ − δλ)π0 − (

˙̂
ξ − ξ − δξ̂)ψ + ∂j(

κ

3
ε0ijklFklξ̂Ai) +

d

dt
(
κ

12
ε0ijklFijFkl)]

(4.26)

3Krasnov M.L., Makarenko G.I., Kiseliov A.I., Cálculo Variacional
4 ı́dem
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con condiciones apropiadas de borde, tal que∫
d5x∂j(

κ

3
ε0ijklFklξ̂Ai) = 0,∫

d5x(
d

dt
(
κ

12
ε0ijklFijFkl)) = 0,

δSE =

∫
d5x[(ξ̇ − δλ)π0 − (

˙̂
ξ − ξ − δξ̂)ψ] (4.27)

asi

δξ̂ =
˙̂
ξ − ξ

δξ = ξ̇

δA0 = ξ

δAi = ∂iξ̂

δπ0 = 0

δπi = κ
3ε

oijklFkl∂j ξ̂



(4.28)

quedando SE :

SE =

∫
d5X [Ȧ0π

0 + Ȧiπ
i − 1

2
g2Ri

kR
i
k −

1

4g2
FijFij − (λ̂ + A0)ψ − λπ0]

(4.29)

con la transformacion del parametro ξ, se asume que ξ̂ = 0 enton-

ces

δξ̂ = 0, (4.30)
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para mantener la fijacion, δξ =
¨̂
ξ, en consecuencia

δAµ = ∂µξ̂ (4.31)

δπ0 = 0 (4.32)

δπi =
κ

3
εoijklFjk∂lξ̂ (4.33)

por tanto SE

SE =

∫
d5X [Ȧ0π

0 + Ȧiπ
i − 1

2
g2Ri

kR
i
k −

1

4g2
FijFij − A0ψ − λπ0]

(4.34)

tomando variaciones en λ, π0, πi

δSE
δλ

= 0→ π0 = 0 (4.35)

δSE
δπ0

= Ȧ0 − λ = 0 (4.36)

δSE
δπi

= Ȧi − g2Ri
k − ∂iA0

= F0i − g2(πi − κ

3
ε0ijklAjFkl) (4.37)

πi =
1

g2
F0i +

κ

3
ε0ijklAjFkl (4.38)

ψ = ∂iπ
i − κ

2
εoijklFkl∂iAj

⇒ ψ =
1

g2
∂iF0i −

κ

4
εoijklFklFij (4.39)

Sustituyendo todo en SE

SE =

∫
d5X [

1

2g2
F0iF0i +

κ

3
ε0ijklȦiAjFkl −

1

4g2
FijFij +

κ

4
ε0ijklA0FijFkl]

(4.40)
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quedando SE

SE =

∫
d5X [− 1

4g2
FµνF

µν +
κ

12
εµνλρσAµFνλFρσ] (4.41)
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Caṕıtulo 5

Conclusiones Generales del T.E.G

Se analizó cinemáticamente el modelo de Maxwell con un término

topológico en 4+1 dimensiones espacio-temporales. Se observó que

el espectro corresponde a una excitación sin masa. Se obtuvieron

las corrientes correspondientes según se prevé el Teorema de Noet-

her.

El tensor de enerǵıa-momentun se modificó para obtener el llamado

tensor de Belifante, el cual tiene las mismas cargas conservadas que

el canónico. Se observó que la contribución del término topológico

desaparece, lo cual podŕıa preverse dado que no es posible acoplar-

lo con una métrica externa. Se obtuvieron las corrientes derivadas

con el tensor de Belifante.

El modelo estudiado es singular, por lo que se realizó el análisis

Hamiltoniano siguiendo el procedimiento de Dirac. Se obtuvieron

las transformaciones de calibre, las cuales modifican funcionalmen-

te a los campos involucrados, aunque el sistema mecánico se mueva
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en una trayectoria canónicamente equivalente. Con esto queremos

referirnos a que dicho sistema, en sus variables descritas (q,p); to-

ma valores distintos en el camino más corto entre dos puntos del

espacio de fases. Finalmente se construye la acción extendida y se

conecta con la acción original.



Apéndice A

apéndice I

Convención Métrica

Uno de los más engorrosos problemas, encontrados durante la es-

critura acerca de la F́ısica Relativista es la seleción de la con-

vención métrica. Nosotros hemo adoptado el uso de la métrica:

I = g11 = g22 = g33 = −g00 en el texto principal, porque la tran-

sición entre las momentas canónico no-relativista y las momentas

canónica relativista parece más directo. Esta convención también

coincide con el resto de las corrientes literarias vinculadas a la Re-

latividad General. En absoluto apego a lo desarrollado en el texto

tenemos:

µ = 0, 1, 2, 3

gµν =


−I 0 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 I


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Pµ = (−P 0, P 1, P 2, P 3)

P µPµ = P.P− (P 0)2 = −M 2

P µ
op =

I

i

∂

∂xµ

ds = (−dxµdxµ)
1
2

F µν = ∂µAν − ∂νAµ ≡ Aν,µ − Aµ,ν

−πi = F 0i = Ei

1

2
εijkF jk = Bi



Apéndice B

apéndice II

La ecuación de movimiento es:

1
g2∂νF

νµ + κ
4ε

µνλρσFνλFρσ

T µν = ∂L
∂(∂µAα)∂

νAα − ηµνL
∂L
∂µAα

= − 1
g2F

µα + κ
3ε

µνλρσAρFσλ

 (B.1)

T µν = (− 1
g2 + κ

3ε
µνλρσAρFσλ)∂νAα+

−ηµν(− 1
4g2FρσF

ρσ + κ
12ε

ρσλαβAρFσλF
αβ)

∂µT
µν = (∂νFµα + ∂αF

ν
µ + ∂µF

ν
α )

( 1
2g2F

µα − κ
6ε

µαρσλAρFσλ) = 0


(B.2)

porque:

(∂νFµα + ∂αF
ν
µ + ∂µF

ν
α ) = ηνρ(∂ρFµα + ∂αFρµ + ∂µF

ρ
α) (B.3)

donde:

(∂ρFµα + ∂αFρµ + ∂µF
ρ
α), es la Identidad de Jacobi del Tensor
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de Maxwell, en consecuencia:

∂µT
µν = 0 (B.4)

Sobre el Tensor Momento Angular tenemos que

∂µM
µαβ =

κ

12
εµβρσθ(4AρF

α
µ − FµρAα)Fσθ − (β ↔ α) (B.5)

=
κ

12
δβαγλ ε

µγρσθ(4AρF
λ
µ − FµρAλ)Fσθ (B.6)

= − κ
12
εβαµρσ(AθFµρFσθ − AθFµρFθσ − 3AθFµρFρσ − AθFµρFσµ)

= − κ
12
εβαµρσAθFσθ(Fµρ + Fµρ − 3Fµρ + Fµρ) = 0 (B.7)
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