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RESUMEN

En este trabajo se aborda el estudio de una teoria en 5 dimensiones espacio-
temporales. Se hace el andlisis canénico, siguiendo el método de Dirac. Acto
seguido pasamos al andlisis cinematico de dicha teoria para escribir las ecuacio-
nes cinematicas de movimiento de forma concisa y compacta, a continuacion
procedemos a deducir las cantidades conservadas, producto del Teorema de
Noether y posterior a ello, continuamos con el célculo de la dimensionalidad
de los campos. Para realizar todo esto, se considera el Hamiltoniano de la
accion asociado al Lagrangiano de la accién S; al que se aplica el formalismo
matematico de los corchetes de Poisson. Se hace el estudio de las transfor-
maciones candnicas, asi como de las cantidades conservadas, derivadas de la
consideracion del Teorema de Noether, tal como se anuncié hace un momento.
Realizado esto se procede a escribir la accién extendida de la teoria abor-
dada. Como se recordara en otras ocaciones, el Hamiltoniano asociado a la
accién, nos vincula a la mecdnica cuantica, através de las variables relevantes
del problema considerado en el estudio de dicha cinematica.
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Capitulo 1

Introduccion General al TEG

El presente trabajo es el fruto de la experiencia adquirida en los
cursos avanzados, asi como en los cursos de las asignaturas electi-
vas, en las areas de mecanica y teoria de campo, que se imparten en
nuestra licenciatura. De hecho aplicamos ésos conocimientos para

el analisis de un modelo fisico.

Estudiamos la cinematica del modelo y le hicimos el analisis Ha-

miltoniano siguiendo el formalismo del método de Dirac.!”

El modelo a estudiar corresponde a un Lagrangiano tipo Maxwell,
al cual le agregamos un término de caracter topologico en 4+1
dimensiones espacio-temporales. Este modelo tiene las mismas in-
variancias de calibre del modelo Maxwell y describe una excitacin

masa.

El término topologico es tal que si tratamos de acoplarlo a una
métrica externa; ésta no aparece en el Lagrangiano. De esta forma

al hallar el tensor de energia-momentum, haciendo variaciones en

I'Dirac P.A.M., Lectures on Quantum Mechanics
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la métrica, el resultado sera nulo De hecho en la accién propuesta
se observa que modificando el tensor de energia-momentum asocia-
do a la invariancia bajo traslaciones, se puede obtener otro tensor
simétrico, cuyas cargas conservadas son las mismas, y que se cono-

ce como tensor de Belifante.

Este tensor al ser evaluado sobre las ecuaciones de movimiento, es
igual al del término de Maxwell. En otras palabras la contribucion
del término topoldgico desaparece. En este trabajo analizaremos el
modelo de Maxwell méas un término topoldgico ya descrito. Hace-
mos un analisis cinematico donde obtendremos las ecuaciones de

movimiento, asi como el espectro de particulas descrito.

Veremos cuales son las corrientes conservadas asociadas a las in-
variancias bajo el grupo de Poincaré y en particular se obtiene el
tensor de Belifante, donde se pierde la apariencia del término to-

pologico.

Este modelo corresponde a un modelo de Lagrangiano singular
por lo q ue aplicaremos el formalismo de Dirac para el analisis Ha-
miltoniano. Se obtendran las transformaciones de calibre y luego
al final conextamos la accién extendida con la accion original. La
introduccion al formalismo Hamiltoniano para sistemas regulares
y singulares se hace en el capitulo 2, en los capitulos 3 y 4 se hacen
los analisis descritos al modelo que se estudia. Finalmente se dan

las conclusiones en el capitulo 5.




Capitulo 2

Formalismo Hamiltoniano en
Sistemas Regulares y Singulares

2.1. Introducciéon

En este capitulo abordaremos la descripcion y el estudio basi-
co de la transicion de un sistema, en el espacio de configuraciones
al espacio de fases. En la primera parte nos ocuparemos de desa-
rrollar la teoria necesaria; con ayuda del lenguaje matematico que
se emplea. Haremos la descripcion del formalismo canénico (Ha-
miltoniano) para sistemas regulares y singulares. Continuando con
nuestra explicacion presentaremos a continuacion la nomenclatura

que usaremnos €n cada caso.

En el caso de que estemos trabajando con un numero finito de
grados de libertad, el indice ¢ denota los indices discretos que toma
la variable dindmica, y cuando se suma, se hace bajo el simbolo de
>, lavariable generalizada o dindmica se denota en este caso como
¢'(t). El Lagrangiano que describe el sistema fisico en questién es:
L(q', cf, t), al pasar luego del espacio de configuracion al espacio

de fase tenemos el Hamiltoniano H(q', p;,t) v la accién viene de-
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finida como la integral en el tiempo del Lagrangiano. En el caso
de estar trabajando con un nimero infinitos grados de libertad, el
indice ¢ pasa a ser suplido o reemplazado por un indice continuo
@, el simbolo de ), es reemplazado por la f dPZ. Diremos que
la dimension es D = d + 1, lo que significa d dimensiones espa-
ciales y 1 dimensién temporal. La variable dindamica es Q,(t, ¥),
la cual toma valores diferentes del indice continuo T en el espa-
cio, el sub-indice a es para indicar la posibilidad de que existan
varias Q(z,t). El Lagrangiano es una funcién de las Q(¢,Z). Un
funcional es una funcion cuyos argumentos son también funciones,
L(Qq, Qu. 0;,Q,). Al pasar del espacio de configuarcién al espacio
de fase tenemos el Hamiltoniano H(Q,, 7,). La accién viene expre-
sada como la integral en el tiempo de la integral dimensional de la
Densidad Lagrangiana L o también se puede decir que la accion es

la integral temporo-espacial de la Densidad Lagrangiana; es decir:

/ dt / dlxL (2.1)

/ dPxL (2.2)

donde: L = L(QG,QG,&-Q@) El que se cumpla el principio de
Hailton de minima accion, implica hacer algunos calculos muy im-
portantes. Estos ajustes; es decir unas correciones, que se efectiian
sobre la accion, que da origen a nuestro estudio, la cual describe
una trayectoria entre dos puntos del espacio de fases. El camino a
seguir por S debe ser minimo entre esos dos puntos de dicho es-
pacio. Los ajustes y correciones descansan sobre el hecho, de que,

al resolver las ecuaciones de Lagrange para el sistema planteado
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no es posible despejar todas la velocidades y aceleraciones, si esto
fuese posible; es decir despejar por ejemplo las velocidades, enton-
ces intregrariamos a éstas y obtendriamos resuelto la dinamica del
sistema. Al no poder despejar todas las velocidades, sino algunas,
entonces surjen unos vinculos que dependen de las variables prin-
cipales y dinamicas del objeto en estudio. En la segunda parte,
presentamos el instrumento o herramienta (Procedimiento de Di-
rac)! que nos permitird conocer la evolucién en el tiempo de la
accion S; asi como algunos parametros de importancia, que nos
ayudara a completar el estudio propuesto; es decir aprenderemos
a manejar, el lenguaje; en Teoria de Campo Cuantica, que a su
vez tiene la ventaja de vincularnos a través de H, con la Mecanica

Cuantica ordinaria.

En la formulacion de Dirac, la combinacién interesante de la Mecani-
ca Cuantica con la Teoria de la Relatividad; en relacion, con lo
que tiene que ver, la interaccion de los campos u ondas generadas
por particula dotadas de alta energia, el empleo de identidades ma-
tematicas, conlleva a la resoluciéon elemental, de nuestros objetivos,
dirigidos a lograr un resultado y por ende, acto seguido, conseguir

alcanzar las metas propuestas.

I'Dirac P.A.M., Lectures on Quantum Mechanics
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2.2. Formulacion Hamiltoniana de Sistemas Regula-

res

Partimos de un sistema mecanico descrito por un Lagrangiano:

L(q',q',t) y su accién:

S = / L(¢', ', t)dt.
t

1

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

d oL B OL _ 0
dtoq¢  Oq¢
Si definimos:
0L
Pfi:a—qi
podemos reescribir dichas ecuaciones como:
dp; 0L
dt  Oq'
Si tenemos el lagrangiano
I/
tal que
df (q',t
L'=L+ / <§t )

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

resulta que ambos lagrangianos nos dan origen a las mismas ecua-

ciones de Euler-Lagrange. De hecho puede verse que

o df 0Of
ogidt  9q

(2.8)
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asl
d oL df

2 0df _
dt O dt

)= geai =" (2.9)

entonces

40 oL doL L
dtoi O dtdg Og (2.10)

Dicha definiciéon conlleva a una situacion, que resulta importante

a la hora de emprender el formalismo Hamiltoniano. Esta resulta
ser, si de la definiciéon del momento conjugado, p; nos permite 6 no
despejar las velocidades ¢' como funcién de las p;, ¢',t. En este

sentido, veamos la funcion:

OL(q',¢',t)
F, = p— A 212

Mirando la definicion de p;, tenemos que F; = 0 y queremos ver la

posibilidad de que podamos obtener:
i

q'=4q'(q'pi,t) (2.13)

para lo cual, segun el teorema de la funcion implicita, debe suceder

que det(%) = det(— o L )#0. Por esto diremos que, los sistemas

Ry
para los cuales la matriz Hessiana
O0?L
aq'¢’

es singular y corresponde a sistemas singulares; en caso contrario,
los denominamos regulares. Para los sistemas regulares es posible

obtener ¢' = ¢'(q', p;, t), lo que significa que
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oL o
== — ¢ =4¢'(q",pi, ). 2.15
Pi=gn 7 4= (¢',pis t) (2.15)
Puede verse que la cantidad
: oL
i~ D), = 5o 2.16)

no depende de las velocidades. De hecho, veamos la diferencial total

de H

. . 0L . . 0L
dH = |dp;q' + p;dq’ — —dq' — p;dq" — —dt
dpid’ +pidd’ = 5 5dg" = pidd’ = ]pﬁa%-
. 0L . OL
= dp,q' — =—dq' — —dt 2.17
e il (2.17)
asl
y ademas
(96]@' . OH
=g, = 2.19
dt ¢ 8p2~ ( )
oL OH
== —— 2.20
il (2.20)
oL OH
o2 2.21
ot ot (2.21)

Estas expresiones nos dicen como evolucionan las variables ¢', v p;,
y relacionan las derivadas respecto a t de H y L. Ademas consti-
tuyen un sistema de ecuaciones de primer orden. A las ecuaciones
(2.19) y (2.20) se les conoce como las ecuaciones de Hamilton. H
corresponde a la transformacion de Legendre del Lagrangiano L;

tomando a las ¢' como variables activas. En este sentido la funcion
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es maximizada cuando

0L
P 2.23
Pi= 5 (2.23)
y la posibilidad de tener
H(q',pi,t) = [p:id" — L(q', 4", 1)) . (2.24)
pi:Tq-i
lo garantiza la condicion sobre el determinante Hessiano
0°L
det(——)#0 (2.25)
o q’

La transformada de H respecto a p; nos llevaria aL. Es importante
notar que las ecuaciones de Hamilton aparecen como producto de
aplicar el principio de minima acciéon para (q',p;) en la accion

escrita como

s~ [ v~ H o)) (226)
i1
Veamos
b2 . . OH OH
05 = / dt 5}%(}1 +pi5q” — —5]?2' — —6qi 2.27
, op " a0 2
t2 - OH , OH (2
= dt|op;(¢" — — )+ 0q¢' (—p; — —)| + p;0q’ 2.28
A [0pi(q %QQ(pawzwh()
de donde
, OH
OH
), = ——— 2.2
p 7 (2.29)




26 Formalismo Hamiltoniano en Sistemas Regulares y Singulares

Una consecuencia importante de las ecuaciones de Hamilton, es que
si L no depende explicitamente de t, entonces H es una constante

de movimiento. De hecho

aH _oH o on
at — ag? T apt T ot
dH OHOH OHOH O0H
— = : — - (2.30)
dt oq' Op;  Op; O¢* Ot
y sabemos que
aH _ oL
d ot
asi cuando
0L dH
e R 2.31
5 0= 7 0 (2.31)

Corchetes de Poisson

Para dos funciones F' = F(p;,¢',t); G = G(pi,q',t), definimos

la operacion:

{F,G} = {F(d',pi 1), G(d',pi 1)}

OF 0G O0F 0@
= , — : 2.32
Jq' Op;  Op; Oq' (2:32

que llamamos el corchete de Poisson entre F, y G; esta operacion

satisface las siguientes propiedades

{F.G} = —{G, F}
{F + B, G} = {F,G}+ {2, G}

{FlFQ,G} = Fl{FQ,G}—|—{F1,G}F2
{F,c} =0, c=ctte
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{F{G,H}}+{G,{H,F}}+{H,{F,G}} = 0 (2.33)

A esta ultima propiedad se le conoce como identidad de Jacobi.

Los corchetes entre las variables fundamentales (¢', p;) seran

{¢'.p;} =90;
{¢.¢} =0 (2.34)
{pz‘,pj} =0

Una consecuencia importante de la definicién de los corchetes de
Poisson? es que para: F' = F(¢', pj, t), sucede que

OF OF
(Fa} = 5= {Fp} =5 239
También puede verse que
dF OF
— ={FH} 4+ — 2.36
=R H) + 230

donde H es el Hamiltoniano. Podemos escribir entonces, las ecua-

ciones de Hamilton como

i ={q¢,H}; pi={pi,H} (2.37)

En otra direcciéon para una constante de movimiento, sucede que:
{u,H} = —a—;‘, pues ‘Cll—? = 0. En particular para una constante
que no depende explicitamente del tiempo, sucede que  {u, H} =

0. De igual forma el corchete de dos constantes de movimiento, que

2Weinberg S., The Quantum Theory of Fields, Vol. I
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no dependan explicitamente de t, también sera una constante de

movimiento, como consecuencia de la identidad de Jacobi.

ou Ov B

{H,{u,v}} =0; i 0, si 5 = 0 (2.38)

2.3. Transformaciones Canodnicas

En el formalismo Lagrangiano, existe la posibilidad de hacer
cambios de coordenadas: ¢'—Q'(q',t), para tener en muchos casos
una descripcién conveniente de un sistema mecanico. Pensando
en el formalismo Hamiltoniano podemos pensar en cambios en el

espacio de fases (¢', p;)—(Q", P;), con

y pedimos que este nuevo conjunto de variables, ademas de ser

invertible, sea canonico, en el sentido que exista una funcion K tal

que
.. 0K
Q=75 (2.40)
. OK
P=—-—— 241
t aQZ ( )

Estas ecuaciones deben surgir del principio de minima accién?® apli-

cado a

S/?B@—K@Xﬂﬁﬁ) (2.42)

1

3Weinberg S., The Quantum Theory of Fields, Vol. I




2.3 Transformaciones Candnicas 29

Aligual que surgen las ecuaciones de Hamilton a partir de la accion
S; Si queremos que ambas situaciones ocurran podemos relacionar

ambas acciones como

g dF L
Apiq' — H) + prie PQ — K (2.43)
El factor A lo tomamos igual a 1. En el caso de que A sea distinto de
1, diremos que la transformaciéon canonica es extendida y cuando
A es igual a 1, le llamaremos transformacion canodnica solamente.
A la funcién F se le conoce como funcién generatriz de la transfor-

macion canonica.

Miremos el caso de una transformacion canénica donde F es fun-
cién de ¢', Q; es decir F' = F(¢', @', t). Una inspeccién directa de
(2.43) nos lleva a

8F1 0F1 8F1
P =— = ——, K=H— — 2.44
oQ" T Tag T
De p' = —%Z; L obtenemos Q' = Q'(¢’, p;,t), que al sustituir en
P! = ggli, llegamos a P; = Pi(q', p;, t), esto junto con la inverti-
bilidad del cambio nos permite obtener Q' = Q'(¢’, p;, t).Usando
P = ggli, podemos tomar a ();,como variable activa y hacer una

transformacion de Legendre en Fi definiendo
Poq Put) = QP = F)| o, (2.45)
plzw

Analogamente podriamos tomar ¢' como variable activa con
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hacer una transformada de Legendre, obteniendo

Fy(Q',piyt) = (—=¢'pi — F1) (2.46)

Finalmente podriamos hacer una doble transformacion de Legendre

y obtener

Fy(pi, Pt) = (Q'P, — ¢'p; — FY)

(2.47)

_on
oq’

D

_oF

n= oq'

En cada situacién, la relacion (p;¢' — H) + ‘fi—i — PQ' — K, queda

COINO:
4 iF, N
i'pi—H - Pt) = —Q'P— K (2.48)
i dFs, N
~'pi— H = Q. pit) = QP — K (2.49)
. iF, -~
~q'pi— H = (i, P't) = —Q'P, — K (2.50)

Por lo que en cada caso, hay un conjunto de ecuaciones equivalentes
a (2.44)

i o i 0F _ 7 OR
P _aQia Q — aqia K_H Ot

que permite obtener el cambio.

Pueden haber casos que se salen de este esquema; donde, podra exis-

tir una funcion generatriz

F'=F(¢,Q",P,P,t)
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El generador de transformaciones infinitesimales

Un caso que podemos resaltar, es la transformacion identidad. La
funcion generatriz de esta transformacion es de tipo F5, descrito

antes como
K(¢,P)=qP

Las ecuaciones equivalentes a (2.44) son

oF, . OF . 0R
B “or MMt

de donde obtenemos
pi=P, Q=¢, y K=H.

Tomemos ahora una transformacion cercana a la identidad con

funcion generatriz
G(q', P) = ¢ P+ €F(q, P) + 0(e’)~q' P, + eF (¢, p)

Asi a primer orden tenemos

OF
i = Pi+e
D + ean
: : OF
L= gt
© 4 63]9@'
por tanto
. . . OF .
0" =Q' —¢' = Eapi =e{q', F}
OF
opi =P, —pi = —e— =¢€{p;, F}

0q
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y en general para una funcién f = f(q', p;), el cambio infinitesimal

sera

0f(q',pi) = e{f(d',pi), F}

El cual decimos es generado por €F', en particular

0tq'(t) = ¢'(t + ot) — ¢'(t)
a primer orden, tambien
otq'(t) = ot{q', H}

asi el Hamiltoniano genera los cambios en las ¢*, cuando nos tras-

ladamos en el tiempo.

2.4. Formulaciéon Hamiltoniana para Sistemas Singu-

lares

Pasamos ahora al caso en que no es posible despejar todas las ve-
locidades en funcion de los momenta. Esto ocurre cuando la Matriz
Hessiana
B 0L
0G0

H;j (2.51)
no tiene rango méaximo, es decir: det(H;;) = 0, por lo tanto el rango
de dicha matriz es: r < N, donde N es el nimero de qi/s. Reorde-
namos las ¢* de forma que las primeras velocidades, sean las que
son posible despejar. De hecho la matriz Hessiana sera equivalente

a una matriz con un menor rango, para el cual su determinante
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es distinto de cero. Aplicando el teorema de la funcion implicita

tendremos
¢ =9'(pinq'.q%), con I=1,2,. .1
1=1,2,....N
(@)=r+1Lr+2,..,N (2.52)

Si sustituimos la ecuacion anterior en la definicion de momenta

oL

PG (2.53)

obtendremos algunas identidades y las deméas seran de forma tal

que la matriz

oL
Og;(pa — [a—qA”qi:gi) (2.54)
sera de rango cero, donde A corre sobre las definiciones que no
corresponde a identidades. De otra forma significara que podemos
despejar alguna otra velocidad. Esta posibilidad esta descartada
dado que ya dijimos que el rango de H;;, es r. Nos quedan asi m

relaciones entre los p* v las ¢'*

Om(d,p) =0 m=1,2,...M (2.55)

de estas relaciones N — r son independientes, y (M — N) 4+ r, son

consecuencias directas de éstos.
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En resumen del sistema p; = g—qLi obtenemos

i' = g'(d',pi, q") (2.56)

ademas de los vinculos:

dm(q',pi) =0, m=1,2,.M>M =N—r (257

El conjunto de vinculos definen un sub-espacio en el espacio de fa-
ses, cuya dimension es 2N — (N —r) = N +7. A esta superficie, le
denominamos hipersuperficie de los vinculos primarios: I'y. Adicio-
nalmente supondremos que los vinculos ¢,, satisfacen la llamada

condicion de regularidad: localmente los N — r vinculos linealmen-
P,

9q'Op;’
esto nos permitira hacer un cambio de coordenadas en el espacio

te independientes son tales que la matriz: tiene rango N —r,
de fases donde N — r coordenadas son los ¢/ . Asumiendo que en
los vinculos hay N — r linealmente independientes, consideremos

la cantidad

Ho=(pa—1)| (2.58)

pi_a_ql
hacemos variaciones sobre esa cantidad:

a_L5 i_a_L 'Z)
A T P

g

6Hy = (0piq' + pidg' —

= 0pig' — —0¢’ 2.59
Pid = 504 (2.59)
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donde observamos que Hy no depende explicitamente de los ¢'.
Eistas variaciones no son independientes. De hecho, deben preservar

la variedad sobre I'y

0¢'—— + op'—— = 0. 2.60
"5 TP, (2.60)
Dado que el vector (880;7?7 a;%); es perpendicular a la la subvarie-

dad T'y, esta tltima expresién muestra que el vector (8¢, dp;, ), es

tangente a la misma.

Si reescribimos (2.60) como (¢* — 2—5_)5]92- + (=L 9sqt — ),

entonces teniendo en cuenta el tipo de variaciones, podemos de-

ducir que el vector (¢' — oo _ oL _ a—H); corresponde a un vector

dpi’  d¢ ¢
0dm  Odm

arbitrario normal a I'y, por ejemplo: v ( A oy, ); asi tenemos que
1

las ecuaciones seran

G OH N umﬁgbm
- Opi Opi
oL OH  , ddn

= "
0q 0q" 0q

dm(q',pi) =0 (2.61)
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2.5. Procedimiento de Dirac

Resumamos lo que tenemos hasta ahora. Partimos de un lagran-

giano singular

L=1L(, ), i=1,2,..N (2.62)
con
0L
det(H, ;) = det( 50 847') =0 (2.63)

y el rango de H;; es r. Al usar las relaciones definitorias de los

momenta
oL
i = 8_(12

podemos despejar un cierto niimero de velocidades

) — gm(qi,pj, ¢“) donde: (I)={i,....0,}  (2.65)

q
es una reparticion de r indices de los 7%, «i; es el complemento que
queda de: {1, .....N }; quedando:

(2.64)

MN —r vinculos (2.66)

dm(pi,d) =0 m=1,..M (2.67)
donde exigimos que N — r de ellos sean linealmente independien-
tes v que cumplan la condicién de regularidad. El Hamiltoniano
canonico:

Hy=plgi— L (2.68)

i OL
oq
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no depende de las ¢', y las ecuaciones de Hamilton son ahora
OH m
=y o9
Opa Opa
OH
dq” dq”
Om(q"spa) =0 (2.69)

Pueden verse que éstas provienen al exigir que sea estacionaria la
4

e

N8

p:

accion

to |
S = / (pi, ¢ — Hy — u" ) (2.70)

i1

con respecto a variaciones independientes en p', ¢;, y u”*, con

5qa(t1) = 5q0‘(t2) =0 (271)

A la hipersuperficie ¢, = 0, se le llama la variedad I'y de los vincu-

los primarios.

Corchetes de Poisson

Definimos los corchestes de Poisson como

: : OF0G O0F0G
F(q', pi), Lpi) = =— — : 2.72
{F(d', i), G(d', i)} 97 0p,  Op. 07 (2.72)
y puede verse que

' ={q", H} (2.73)

Iy
P = {pa, H}| (2.74)

1

4Krasnov M.L., Makarenko G.I., Kiseliov A.I., Célculo Variacional
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con
H=Hy+u"¢, (275)

donde hemos indicado que luego de calcular los corchetes, proyec-
tamos sobre la variedad de los vinculos primarios. En general para
un objeto que no dependa explicitamente de t

SE ) = (R e
= {F, Hy} N +u"{F, i} N + {F,u" }ép, N (2.77)
= ({F,Ho} +u"{F, o} N (2.78)

Observamos que el tercer término de (2.77), no contribuye, dado
que I'y, es la hipersuperficie ¢, = 0. De esta forma, no tenemos
problema de consistencia con el calculo del corchete de F con los
objetos desconocidos u™. Dado las condiciones iniciales g}, po; y
que se satisfagan los vinculos (¢, (qd, poi) = 0), esperemos que
dicha condicién prevalezca sobre la trayectoria del sistema en co-

rrespondencia con las ecuaciones de movimiento (2.73) y (2.74)

Asi

O = {dm, H} (2.79)
I'=0
— ({¢m7 HO} + um{¢ma ¢m’}) I =0 (280)
=
donde: m’ = 1,2, ....... M . Pueden suceder las siguientes situacio-

nes:
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L. {qua ¢m’}

No tiene rango cero, por lo que permite despejar algunos

m/s

u

2. {dm = 0} (W om H}

La hipersuperficie ¢, (I'1) no se intercepta con la hiper-
superficie {¢,,, H} = 0, asi habra restricciones adicionales
a estos nuevos vinculos, se les denomina vinculos secunda-

r10s.

3. Aparecen identidades, tipo 0 = 0

Se descarta que aparezcan inconsistencias. Si sucede la op-
cion 2, tendremos que ahora aparecen K nuevos vinculos
G.(q',p;) =0, con: k = {M +1,.....M + K}, las cuales
pedimos se mantengan sobre la trayectoria del sistema en

el espacio de fases. Asi exigimos: ¢, = {¢y, H}
I'=0

Esta ultima expresion nos conduce a alguna de las situaciones,
sea: 1,2, 0 3, si aparecen nuevos vinculos, los llamaremos vinculos
terciarios, exigiremos de nuevo que se preserven en el tiempo, esto
nos devuelve a las situaciones: 1,2, 6 3, y repetiremos el proceso
hasta que no aparezcan nuevos vinculos. Al final del proceso nos

quedara, un conjunto de vinculos:

Ga = {01, 02, ....... ba} (2.81)
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que incluyen los vinculos primarios y los vinculos secundarios, ter-
ciarios,... Llamamos I' a la hipersuperficie, en el espacio de fases

donde todos los ¢, se satisfacen:

=T J{on=0,....04=0} (2.82)

Diremos que una cantidad que se anule en I'(pero no en todo el

espacio de fases) es debilmente cero y lo denotamos como:
F~0, si F‘ . (2.83)
=0

Si exigimos que los ¢, cumplan la condicion de regularidad, ten-

dremos por tanto:

FrO0=F = Mg, (2.84)

Los vinculos satisfacen la relacion de consistencia:

éa%O — {¢&7 HO} + um{¢a> ¢m} (2'85)

que pueden pensarse como un numero (A) de ecuaciones lineales
. y ! ., .

inhomogéneas en las M(A), u™*. La solucién de este sistema es
la suma de una soluciéon particular mas todas las soluciones de la

ecuacion homogénea:

con

Vi {¢a, ot =0 (2.87)
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Si el rango de la matriz es constante, podemos escribir:

V" =7y (2.88)

donde: V' son soluciones linealmente independientes (tantas como
la dimension del nicleo de {¢q, ¢ }). Asi la solucion de (2.81)es

u"=U™ + 0V (2.89)

volviendo a la expresion de H, tendremos que

H = Hy+u"o¢,, (290)
= (H+U"dn) +07(V5'dp) (2.91)
H = H 1%, (2.92)

con los U™ determinados por la relacion de consistencia y donde
hemos definido H' = H + U™ ¢,,, ademas de

0y = V5 om (2.93)

que corresponde a una combinacion de los vinculos primarios, cuyos

multiplicadores no pudieron determinarse. Llamamos a
Hr = H +v70, (2.94)

el Hamiltoniano Total. Las ecuaciones de movimiento, son enton-

Ces:

F~{F, Hy} (2.95)
queda claro que

Hr~H'~H (2.96)




42 Formalismo Hamiltoniano en Sistemas Regulares y Singulares

Una vez encontrado el conjunto total de vinculos, puede ser que
hayan vinculos que ocurran como consecuencia de otros (por via de
una combinacion lineal, por ejemplo). Decimos en este caso que el
conjunto de vinculos es reducible. Cuando todos los vinculos sean

linealmente independiente decimos que es irreducible.
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2.6. Cantidades de Primera y Segunda Clase

Decimos que una cantidad u objeto F(q', p;), es de primera clase
si su corchete de Poisson con todos los vinculos: ¢, es débilmente

cero, en consecuencia se escribe:
[F, )0 (2.97)
en este caso

{F. ¢} = doty (2.98)

Cuando una cantidad no es de primera clase, decimos que es de se-
gunda clase. En este caso el corchete de F con al menos un vinculo

no se anula débilmente, las consecuencias son las siguientes

1. El conchete de dos cantidades de primera clase, es también de

primera clase.
Veamos R, S son tales que: {R, o} = riep; {9, da} = Sy
entonces:
{{R, S}, da} = {{R. ¢a}, S} — {{S, ¢u}, R}
= ro{dv, S} — Sa{dw, R}

— be{’rg, S} - ¢b{sga R}
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= [(Sary — Syra) — {55, R} + {r¢, S}eée = 36

{R, 5}, ¢a}=0

2. 0, en Hp son de primera clase

0, = vl'd,, asi
{007 Qba} - U?{gbm) gba} + {,Ugla ¢a}¢m ~
{90, ¢a} = 82¢b ~ 0
3. H' en Hp es de primera clase. Como para todos los ¢'s, éa%O,

entonces: ¢, = flo,

{H', 6.} = {Hp, o} + 0"{m, dat + dm{t™, ¢} =0

asl

{Hla ¢a}%0 - h2¢b
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2.7. Transformaciones de Calibre

Los f,generan transformaciones llamadas transformaciones de
calibre®Dada la expresién Hp=H* + v76,resulta que no podemos
conocer evolucién de ¢', p; dada la arbitrariedad de los v* Diga-
mos que ¢', p; surgen de la evolucién del sistema a partir de las
condiciones iniciales corresponden a un mismo estado fisico para
distintos valores de los v?'s. Veamos la evolucién de la cantidad
dindmica G(q',p;) = G(t). Con t = ty, p; = poi, ¢" = ¢)); asi un

tiempo posterior 0t;

G(to+ 0t) = G(ty) + 0tG(1), (2.99)
= Gy + 0t{G, Hr}, (2.100)

= Go+ 6t{G,H'} +v7{G,0,} + {G,v7 }6,]
(2.101)

tomemos dos valores de: v7,v{,vJ entonces

Gy — G = dt[(v§ —v]){G,0,} + {G,v] — o] }6,](2.102)
= {G,€e°0,}~e’{G,0,} (2.103)

con
e’=0t(vy — v7) (2.104)

podemos cambiar todas las variables que intervienen en el Hamil-
toniano usando la ultima expresion y lo que postulamos es que el

Hamiltoniano asi obtenido debe describir al mismo sistema fisico.
SWeinberg S., The Quantum Theory of Fields, Vol. I
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La transformacion asi descrita es una transformacion canonica in-
finitesimal. A esta transformacion se le denomina transformacion
de calibre generada por los vinculos primarios. Puede verse que
el corchete del Hamiltoniano de primera clase con los vinculos de

primera clase, también generan transformaciones de calibre.
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Consecuencias y Comentarios

1. El corchete de dos vinculos primarios de primera clase, genera

transformaciones de calibre.

Demostracion: Hagamos dos transformaciones sucesivas.
GLG+A{G,e7G,} 2G +{G, €30, } + {G, €705, €50, }
st lo hacemos al revés

G G+1{G,e7,0,} + {{G,€30,},€70,}

24
restando los cambios

AG = {{G.€],0:},€0,F — {{G, €5, 05}, €705}
por la identidad de Jacobi

AG = —{G,{€7,0,,€50,} }~ — €7e3{G,{0,,0,}}

2. El corchete entre el Hamiltoniano de primera clase H' y el

vinculo de primera clase 6,, genera transformaciones de cali-

bre.
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Demostracion: Hagamos dos psasos por caminos distintos y

comparemos la variable en: t + 0t.

F(t+ 6t) = F(t) + 6t{F, Hy}

hagamos ahora una transformacion de calibre

F(t+0t)tc F(t + ot) + {F (1), €"0s} + 0t{{ F, Hr}, "6, }
Fiy

hacemos el camino al revés

F(t) gF(t)Jr{F, "0y} F'(t+6t)+{F, €70, }+0t{{ F, "0, }, Hr}

WV
Fy

ast Fio — Fyy debe ser una transformacion de calibre
AF = 0t[{{F, Hr},€e?0,} — {{F,€"0,}, Hr}]

por la identidad de Jacobi

= 6t{{e?0,, Hr}, F'}

~Ot[—e"{F, {0,, H'}} — €°¢” [{6,0,/}]

. Pueden haber vinculos secundarios de primera clase, que ge-

neran transformaciones de calibre.
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Cuando aplicamos las relaciones de consistencia aparecen términos
como {H', ¢} v {Pa, ¢} Vimos que { H', ¢, } es de primera cla-
se, asi como { @y, ¢}, de modo que entre los vinculos secundarios
podrian, haber vinculos de primera clase. Estos pueden generar

transformaciones de calibre.

No es directo demostrar que los vinculos secundarios de prime-
ra clase generen transformaciones de calibre. Lo que se hace es que

se conviene que es asi.

Si separamos todos los vinculos primarios de primera clase 6, mas
todos los vinculos secundarios de primera clase y tenemos en cuen-
ta que éstos ultimos podrian generar transformaciones de calibre,
pudiésemos considerar la forma Hamiltoniana més general, a ello
temdriamos que adicionarle, es decir a Hp los vinculos secunda-
rios de primera clase con coeficientes arbitrarios. Tenemos asi, la

cantidad de primera clase mas general
Hp = H + )\, (2.105)

donde a corre por todos los vinculos de primera clase primarios y

secundarios. A Hg se le llama Hamiltoniano ExtendidoSEs claro

que
Hyp~H'~Hp~H, (2.106)

Estos Hamiltonianos difieren entre si salvo por una constante, que

tiene que ver precisamente con los vinculos primarios, proyectados

5Dirac P.A.M., Lectures on Quantum Mechanics
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sobre la hipersuprficie I';. Por otro lado, cuando surgen vnculos

secundarios, aplicamos los corchetes de Dirac, que se definan

{F,G} = {F,G} — {F,¢4}C*"{¢p, B} (2.107)
donde 14,9 forman parte de una matriz, definida como

CABE{¢A;¢B} (2108)

esta matriz es no singular, cuya inversa es

(CAB)_lECAB

de modo que
CAPCpe = C4P{wp, Y} = 02 (2.109)
La operacion (2.107) entre F y G cumple

{F,G}" = —{G,F}" (antisimetria) (2.110

{F,G+ H} ={F, G} +{F, H}" (bilinealidad) (2.111
(FG,HY = F{G, HY + {F, HY*G (2.112

(

)
)
)
{F,GY', HY + {{H,F}",G} + {{G, H}",F}* = 0(2.113)

la ecuacion (2.113) se conoce como identidad de Jacobi.

Esta definicion esta motivada en el hecho de que la cantidad

F'=F — {F,1,}C*By5 (2.114)
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tiene corchete debilmente cero, con los vinculos de segunda clase.
De hecho

{F' e}t = {F, e} — {F,0a}C g, im0 (2.115)

Vemos que F'a~F'. Si sustituimos todas las variables por su nueva

definicion, al realizar los corchetes, observamos que

{F,GY={F GYy={F' G}~{F G'} (2.116)

Unas consecuencias de la definicion del corchete de Dirac son:

1. El corchete de Dirac con un vinculo de segunda clase es nulo

(no debilmente, fuertemente).

Demostracion:

{FWA}* — {F7 ¢A} - {F7 wc}COD{TﬁD, 2pa}
- {F7 IDA} - {F7 QpC}CCDCDA =0

Tenemos que los vinculos de segunda clase se convierten en
identidades y pueden sustituirse antes o después de realizar

cualquiera de los corchetes.

2. 51 F es de primera clase y G es cualquier otra funcion:
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{F,G}'={F,G}

Demostracion:

{F.GY ={F,G} — {F,va}C" {5, G}
={F,G} — dyC"P {45, G}

~{F, G}

Asi las transformaciones de calibre se definen idénticamente via

corchetes de Dirac o de Poisson.

Las ecuaciones de movimiento siguen inalteradas dado que el Ha-
miltoniano Extendido es de primera clase

F~{F Hp}*~{F, Hg)} (2.117)

La teoria queda como una teoria con solo vinculos de primera clase.




Capitulo 3

La Accion de Maxwell con un
término topoldégico en D=4+1

3.1. Introducciéon

En este capitulo consideramos la accion Maxwell con un término
topologico en 4+1 dimensiones, asi como aspectos de caracter ci-

nematico y dindmico. La accion a considerar es

1 1% K'/ 14 g
S = /d5a:[—4—92FWF“ + Es“ AP AﬂF,,AFpU] (3.1)
donde
F,,=0,A,—0,A, (3.2)

Esta accion tiene dos términos; uno que corresponde al término
de Maxwell usual y el otro que tiene caracter topologico. Decimos
que es un término topologico, por que al acoplar con una métrica
este término no depende de ella. En este sentido el elemento de

volumen se escribird como
d(z)—/—gd’x (3.3)
donde
g = detg,, (3.4)
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en este contexto la densidad de Levi-Civita externa, se acopla como

1 _uvdpo.
£ or lo que
= ;P q

d5x5”mpg—>\/—7gd5xL€“Mp" = Pt (3.5)
V=9

de esta forma la variacién de este término, d’ze”” /\WAMF VAR 00
respecto a la métrica, es nula. En otra direccion, la accion S, es
invariante salvo términos de borde, bajo las transformaciones de
calibre 04, = 0,A vy a su vez es explicitamente covariante bajo

transformaciones del grupo Poincaré

Para ver las unidades de los campos y las constantes, que apa-
recen en la acciéon, podemos tomar dos posturas. En una de ellas
consideramos que el campo de calibre? A, tiene unidades como las

derivadas, tal como sucede en 341 dimensiones.

En este caso [A,] = L™ '(h =1,c¢=1). Como [S] = [h] = L, esta

L se refiere a longitud entonces

L] = L7
A ) = L7° (3.6)

y entonces sl

[A4,) = L= (%) = Li ] = L°.

IClases de Teorfa de Campo Clésica
2{dem
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La otra postura corresponde a considerar que las ecuaciones de
Maxwell se escriben de igual forma en cualquier dimension espacio-
tiempo. Asi por ejemplo si tomamos una carga puntual en el es-
pacio de dimensién d (espacial), donde se cumple que la Ley de
Gauss 8,E' = p.; deducimos que [p] = [¢]L~¢ vy por tanto: [E] =
[q] L%, Si usamos la definicién de E como la fuerza por unidad

de carga; F= QE , obtenemos

F = [2

El=L"7% (3.7)

Asi en un espacio-tiempo de dimension d + 1, el potencial vector

Au tendra unidades

Ayl = LIE]
1-d
= L7 (3.8)
En nuestro caso, como d = 4 nos dice que
[Au] = L~
g]? = L%kl =L

3
2

[\V[oY

(3.9)

1 . —
Como [q] = L2, es interesante notar que: [¢A4,] = L™, lo cual
es cierto en cualquier dimension espacial. Asi ambas posturas es-
tarian conectadas en una redefinicion de escala en los campos. Para

obtener las ecuaciones de movimiento, tomamos variaciones® in-

3Krasnov M.L., Makarenko G.I., Kiseliov A.I., Célculo Variacional
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dependientes sobre el campo A, y pedimos que la acciéon S, sea

estacionaria, asi

1
55 — / im0 (F ) + 675 4,(0, A0, A0)§B.10

escribiendo toda forma:

ABOC = AJ(BC) — A(DB)C (3.11)

1 14 K 174 o
58 = / d%[—ﬁi—gzaﬂmyw 58N (4,0,400,4, +
A,0,6400,A, + A,0,A,0,6A,)[3.12)

1 v 1 v K e
05 = /d5x[_?au(5AyFu ) + ?5AV8MF“ + ggu Ap
(04,0,A\D, A + 20,(A,0Ar0,A,) — 264,0,4,0,A,)] (3.13)

1
4S = 7 / d° x5 A, 0, F" + /ﬂ;/d‘r’xs“mm 0A,0,A,0,A, +
terminos de bord8.14)

Los teminos de borde, se anulan, si los campos tienen las condi-
ciones de borde apropiadas. Asi con las condiciones de borde en la

frontera, tenemos:

1 1% 1% g
55 = / PaBA O + re7(0,410,4,))] - (319

y por tanto
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0S5 1 v vApo
m =0 = ?8,/17 s + ret? P 5’VA)\8pAU =0 (316)
que constituyen las ecuaciones de movimiento de este modelo. Pue-

de verse rapidamente que las ecuaciones de movimiento son inva-

riantes de calibre, bajo la forma 04, = d,\.

Desarrollando las ecuaciones de movimiento

1
?(&/0”14“ — 0"(0,A")) + ke 70,A\0,A, = E*  (3.17)

que es claramente transversa (0,E" = 0). Si escogemos el calibre

de Lorentz: 0,A" = 0, tendremos

A, = A (3.18)

1
?AZJF%’WW@VA{@AZ = (3.19)

asi observamos que la parte lineal en A, "nos dice’que las ex-
citaciones son sin masa. Podemos seguir analizando el contenido
cinematico de la teoria; por ejemplo, las ecuaciones de movimiento

para p = 0 si lo sustituimos en el desarrollo de (3.19) obtenemos

1 . y
?(AaOaOAO — "0y A" — Y0, A7) + 1M, A8, A = 0(3.20)

si tomamos el calibre 9;4; = 0, entonces podemos despejar A°

CO1MNoO:

A" = kg* (= A) (MO, A0 A)) (3.21)
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dejando como variable dindamica a A;, con 0;A; = 0.

Por un lado tenemos, 4 grados de libertad en A;, menos un vinculo
en 0;A;, lo que resulta en 3 grados de libertad; esto es consistente

con el hecho de tener una excitacion sin masa en 5 dimensiones.

Podemos pasar ahora a obtener las cargas conservadas asociadas a
la invariancia, bajo el grupo de Poincaré. FEn este sentido el Teore-
ma de Noether nos dice, que hay cantidades conservadas asociadas

a esta invariancia.

3.2. Parametros Importantes

Asociado a las traslaciones el tensor de Energia-Momentum canoni-
co de la teorfa: T"”, que satisface 9, T"" = 0, sobre las ecuaciones
de movimiento. De igual forma asociado a las rotaciones espacio-
temporales tenemos el tensor de Densidad de Momento Angular:
MM el cual satisface o.M A — (), sobre las ecuaciones de movi-

miento.

Se sabe que a partir de T"", podemos construir el tensor simétrico
de Belifante: 05 . Este tensor es conservado y sus cargas son las
mismas del T"”, ademas podemos construir un tensor de Densidad
de Momento Angular: M“"* utilizando el tensor: 0%, el cual es

conservado v sus cargas son las mismas que el de M

Las cargas conservadas asociadas, al 7" v al 0%, en el caso de
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Pt = / d'ax T = / d'zo%

. ) A
y en el caso de rotaciones, las cargas asociadas al M** y al M [

traslaciones es

es

JH = / d'e Mo = / d'zM"

El Tensor de Energia-Momentum, viene dado por la siguiente ex-

presion:
T =n"L — %8“%@ (3.22)
haciendo uso de la ecuacién (3.1) obteniendo directamente
T = %F“O‘(?”Aa — gs“a7ﬂ9A7F598”Aa
—nwzng w0 + %epmﬁ@AﬂFmFMW (3.23)

A partir de T", construimos otro, tensor simétrico, adicionandole

la divergencia de un término, de la forma:

1
OH = TH + §8MXAW (3.24)

con XM un tensor que satisface X = — X"V v de forma que
9,(0, X M) = 0y por tanto

0,0 =0 (3.25)

Estas expresiones aparecen; como consecuencias del efecto bajo

transformaciones de Lorentz infinitesimales sobre los campos A,,
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con Ay =4, + w;, de donde por definicion tenemos

AA, = wlA,
1
— éww((gunm SUnPM A,

1
= SwulS")4, (3.26)

donde (S*)? A, se conocen como las matrices de spin. A continua-

cién desarrollamos el tensor: XM

oL oL 0L
X)\/w _ SHVNP S)‘V S)\M 27
[88)\140< )O‘ 8a,u140( )0 aa A ( ) ]‘/Q% )
donde para facilitar los calculos hemos llamado
X v v A (3.28)
de modo que
, 1 y N " v
A 92(FA AP — FMAYY) + §(6A’”5(’A — N AM) A Fag
, 1 y y K " v
W= A - FUAY) - (A — AN A Fy
B _ i(FVAA,u FVMAA) . g(gV)\WﬁQAM _ €V'LL759A)\>A7F@Q
g2

en consecuencia nuestro tensor X queda expresado asi

3 FHAAY
2

y la divergencia del mismo, en el segundo término de (3.24) es

| 1
SO = —@A(?F’”A” - geﬂAVBQA”A,yFBQ) (3.30)

2K

XA/W = — 3 €MA76€AVA F@g (329)
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a esta cantidad le adicionamos el Tensor Energia-Momentum, ex-
presado en la ecuacién (3.22), de modo que a esta suma, llamamos

©%’, v se le conoce como Tensor de Belifante?
1
O =T + §8AXW (3.31)

Haciendo uso de las ecuaciones de movimiento, llegamos al resul-
tado
O = _Lppopr L W Fn (3.32)
2 g2
Ahora podemos obtener el Tensor h4on1entu1n./\ngular_Afgaﬁ en
funcion del Tensor Belifante asi, despejando T#” de la ecuacion

(3.31), tenemos
1
T = ek — §anW (3.33)

a continuacion escribimos MH8 como

OL
MHeB — paprB _ xBpna _ abyo A 34
z ga, 45" s (334
1 8L
paB _ oo o g uf aB\o
M (0% Qan ) — 70,4, ——(15"7)7 A,

—zP (e — 5é’mw) (3.35)

acto seguido hacemos uso de (3.28) y de su propiedad antisimétrica,

por tanto tenemos

X/\,w/ —_pAV _|_1/)\p_/\,uy

con
4Weinberg S., The Quantum Theory of Fields, Vol. I
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PAV VA

donde #* es el segundo elemento de la ecuacion (3.35); es decir la
matriz de spin. Operando sobre dicha ecuacion (3.35) y ordenando

términos alli; obtenemos
1

MHeP — xo‘@%ﬁ — xﬁ@%a — iﬁA(xO‘XA“B — :UBXA“O‘)(B.SG)
MHB = el — Pl 4 g, RO (3.37)

de donde tomamos entonces
MHeB = goeht — gPehe (3.38)

Podemos demostrar, a partir de lo que hemos calculado, que la
expresion: 9,T"" = 0, esto podemos verlo en el apéndice II. No
obstante continuando con el Tensor de Momento Angular® M gm;

tenemos que

MHeb = gomud _ ghee agil (S*")7 A, (3.39)

MHD = gorb _ ghre agil (69777 — 60in"*) A, (3.40)

MPP = gomrd _ gfme _ (%Aﬁ -5 5; ZBAQ) (3.41)
oM = TP P aﬂ(aiila)Aﬁ + au(agilﬁ)m

oL oL 0,A” (3.42)

“90,4, 7 T g, 4,

Calculando aparte las derivadas parciales tenemos:

5Clases de Teora Clésica de Campos
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oL 1 K
Oymo—— = Oy(——=FH* 4 —ghwilA
MaaﬂAa M( 92 3 P )
1 K
= — 9, FHre — Zgonrolp B
g2 66 pptab
T on shell
K K
= +Zsaﬂp"6FﬂpF09 —~ ggfww@FWFUQ
K aupod
= Eé a FMpFJQ
oL
T = ¥ — O’ A
! 00, A,
oL oL
T — T = 0" A, — 9°A
0034, : 00, A, a
Sustituyendo las respectivas derivadas en
0, MH? = 1—25“5"’“9(4ApF/f‘ — F,,A%)Fy — (8 & a) (3.43)
K 1% 1% g Kk (6% g
= (Esﬁmedﬁu;{AAF L e EeﬁpaeA FrE? — (8 < a)

(3.44)

se puede demostrar que esta ecuacion satisface el tensor Momento
Angular®(ver apéndice II).

En general el tensor candnico energia-momentum, no tiene simetria,

lo cual nos dice que no se puede emplear como fuente de campo

6Clases de Teors Clasica de Campos
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gravitatorio en las ecuaciones de Finstein. por esta razén como este
tensor no es unico, construimos otro que si es simétrico,; el cual es

el tensor de Belinfante.




Capitulo 4

Procedimiento de Dirac

En esta seccion de nuestro capitulo, aplicaremos el formalismo

de Dirac, a la accion S. Partimos de la accion es

S = / d°x [—EF S 4 125“””"AHFMFW] (4.1)

Haciendo la descomposicion: 4 + 1

K
SZ/d5 [( 4g2)FOZFOZ+4—92F FZ]—l— B Ozjkl(A()Eijl—4A¢F0ijl)]
1 1

S = | &x[(—)Fy;Fy; — (—)F;;F" VM B A A
[ Eoll ) FuFo = () FsFY -+ 5 P, +

g€0ijleklA08in]
de aqui deducimos que nuestra densidad Lagrangiana es:

1 3
T FiE o+

L= [(7)170@17% - (492

gsOijleMAin n gsOijlekleain}
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ahora, procederemos a calcular, los momentos conjugados y ver

que velocidades se puedan despejar

= % =0
0A
: oL 1 K g
i —:_Fz —OUMA'F
™ 9 92 0i T 36 ey
. 9 /4;92 0iikl
AZ' = 7ng + aZAO - ?E K FklAJ (42)

donde observamos que, solo podemos despejar las A;, ademas te-

nemos un vinculo primario, que denominamos
=0 = ¢=0 (4.3)

Calculamos ahora la densidad Hamiltoniana

H() = [ﬂ'oAQ + 7TZAZ — L] Lﬁi:% (44)
DA,
m'r'g  T'Rg? 0ijkl i I
Ho = 5 - 3 £ Aijl + @Ao — 5/{ g Aj’Fk’l’Aj’Fk’l’ -+
1 K ..
4—92Fz‘szj - §5OZ]lekleaiAj
(4.5)
por tanto el Hamiltoniano:
H="Hy+ \p (4.6)

Postulamos ahora los siguientes corchetes de Poisson, entre las va-

riables dinamicas:
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(@), 7 (y) Hao—po = 0 (4.7)

La evolucion de las funciones, que dependen de las variables del

espacio de fases es

F(A, ) = {F(x), H}] - (4.8)

por tanto que
O = /d4(y) (O — ggOijlekgaiAj]54(f — ) (4.9)

de modo que
o= o — gg‘)@'jleklaiAj (4.10)

que corresponde a un nuevo vinculo
. K ..
Tﬂ = aﬂTz — 550’~7le;€18@-14]- (4.11)

Ahora preservamos este nuevo vinculo, haciendo uso de (2.79), apli-

cado a

= {y(x), H} (4.12)

con lo cual podemos demostrar que, de mantenerse constante a lo

largo de la trayectoria, entonces

Y =0 (4.13)
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Dado que no aparecen nuevos vinculos, el proceso termina. En
la preservacion no se pudo determinar el valor del multiplicador
asociado a ¢, por lo que éste vinculo es de primera clase. El proce-
dimiento de Dirac, "nos dice”! que ¢ genera transformaciones de
calibre y tambien lo hace el corchete de ¢ con el Hamiltoniano; pue-
de verse que {H, ¢} = 1; asi que el generador de transformaciones

de calibre es

G = / Pyley)ely) + E)y) (4.14)

su efecto sobre las variables dinamicas es

§Ay = ¢ (4.15)
6A; =0 (4.16)
o’ =0 (4.17)
on' =0 (4.18)

Procedemos a calcular las transformaciones de calibre? de los vincu-
los y los campos; que dependen a su vez de las variables candnicas.
En general, la accién que describe un sistema fisico, puede presen-
tar ciertas simetrias, esto es que bajo ciertas transformaciones, la

accion S, permanece invariante.

I Clases de Teoria Clésica de Campos
2Weinberg S., The Quantum Theory of Fields, Vol. I
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La transformacion completa la genera

G- / Y (y)e + E)Y)
54, = / 44 () [{ Ao, }E() + E(y) { Ao, ¥}

0Ay = / d'(y)&(y)
0Ag =€
5A, = / () An o }ely) + E) AL Y

0A; = / d' ()0 (y)6* (z — y)

0A; = 9;&

o7 = [ (", 0~ S0 AN ) +
{m", 7"} ()]

or’ =0

o = g/d‘ly@iy{ﬂi,€OijklAi}sz§(y)

omt = §€Oijleklaj§

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)
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4.1. La Accion S Extendida

En esta seccion, vamos a escribir la accion extendida o la maés
generalizada, que contiene los vinculos, a la cual le pedimos que

3 en conformidad con el principio de Hamilton. A

sea estacionaria
esta accion, le introducimos la transformacion de los parametros
determinados anteriormente y con ello, tomaremos variaciones so-
bre los mismos, a fin de recuperar’la accion original del sistema

estudiado.

1
4 QE]E]

M) — Agtp — Ar'] (4.24)

. A
Sp = /d5X[AO7TO + At — éngZ,Rki

donde
Ri — i Fovijky 495
p=m = e A (4.25)
Ahora invocamos el principio de Hamilton* sobre Sg; es decir

0S5 =0

555 = / Pal(E SN — (€~ € — 60+ 0, M FuéA,) +
d K 0231{:1

dt(12 FijF)

(4.26)

3Krasnov M.L., Makarenko G.I., Kiseliov A.I., Célculo Variacional
4{dem
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con condiciones apropiadas de borde, tal que
/d%a(EeOiWFklfAi) =
d kK
d OZ]k:lF F
[ R R =
5p = [ dallé—onn — (€~ -d6u) (120
asi
A~ N \
0§ =§—¢
0§ =¢
0Ay =¢
. > (4.28)
0A; = 0;&
o’ =0
o' = 0”’“%;85
J

quedando Sg :

. . 1
Sp = / X [Agr’ + A’ — 2RZ R — et

con la transformacion del parametro &, se asume que & = 0 enton-

ces

(4.30)

— (A4 A — 2]

(4.29)
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para mantener la fijacion, 0§ = £, en consecuencia

SA, = 0.
o’ = 0

i K _oijki A
om' = gg ijalg

por tanto Sg

. . 1 o 1
Sp = / d° X [Agn’ + A’ — 592}2;1%2 -~

tomando variaciones en \, 7%, 7

g O—>7T —O
E .
i

. K -
_ FO@' . 92(77_2 . gEOijlAij:l>

1
— — Ry + ="M AR,
g° 3

w = 8'7Ti — §€Oijle 814

= 1) = a -y — ngﬂ’le |Fj

Sustituyendo todo en S E
1
SE = /d5X[2 217()Z}7()Z + 3€Oljklz4 A Fk:l

42”

4 QE]E] +

(4.31)
(4.32)
(4.33)

Aow AT ]
(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

50ZJMAOE]FI€Z]
(4.40)

4




4.1 La Accién S Extendida 73
quedando Sg
S d5 1 1% K UV APT A
b= X[—4—92FWF +5E wEaFpe]  (4.41)
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Procedimiento de Dirac




Capitulo 5

Conclusiones Generales del T.E.G

Se analiz6 cinematicamente el modelo de Maxwell con un término
topologico en 4+1 dimensiones espacio-temporales. Se observé que
el espectro corresponde a una excitacién sin masa. Se obtuvieron

las corrientes correspondientes segin se prevé el Teorema de Noet-

her.

El tensor de energia-momentun se modifico para obtener el llamado
tensor de Belifante, el cual tiene las mismas cargas conservadas que
el candnico. Se observo que la contribucion del término topologico
desaparece, lo cual podria preverse dado que no es posible acoplar-
lo con una métrica externa. Se obtuvieron las corrientes derivadas

con el tensor de Belifante.

El modelo estudiado es singular, por lo que se realizo el analisis
Hamiltoniano siguiendo el procedimiento de Dirac. Se obtuvieron
las transformaciones de calibre, las cuales modifican funcionalmen-

te a los campos involucrados, aunque el sistema mecanico se mueva
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en una trayectoria canénicamente equivalente. Con esto queremos
referirnos a que dicho sistema, en sus variables descritas (q,p); to-
ma valores distintos en el camino mas corto entre dos puntos del
espacio de fases. Finalmente se construye la accién extendida y se

conecta con la accion original.




Apéndice A

apéndice 1

Convencion Métrica

Uno de los méas engorrosos problemas, encontrados durante la es-
critura acerca de la Fisica Relativista es la selecion de la con-
vencion métrica. Nosotros hemo adoptado el uso de la métrica:
I =g'' = g% = ¢% = —¢" en el texto principal, porque la tran-
sicion entre las momentas canonico no-relativista y las momentas
canonica relativista parece mas directo. Esta convencion también
coincide con el resto de las corrientes literarias vinculadas a la Re-
latividad General. En absoluto apego a lo desarrollado en el texto

tenemos:

0=0,1,2,3

—1000
0700
00710
0001

g =
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apéndice 1

P, = (=P" P! P? P

P'P,=P.P — (P")? = -M?

10

pro— L
i Ox,,

op

DO —

ds = (—dz"dx,)

FIv — gAY — GV A = AV — ARV

—7Ti _ FOi _ EZ




Apéndice B

apéndice 11

La ecuacion de movimiento es:

1 A
L0, F1 + 5N B\ F,

vo__ oL v v
T = 50,0  Aa =1L

oL 1 pua | K- puvApo

/

)

TH = (= + 507 A, F,3)0" Ao+
—n (=L Fpo PP + 56 P A, F,p Fo)
0, = (8" + u FY + 0,FY)
(a1 — £eh PPN A Fpy) = 0

porque:

((9’/Fm + (%FZ - 8MF5) = n”p(ﬁpFW + On by, +
donde:

(B.1)

9,Fy) (B3

(0,F 0 + 0uF,, + 0,FF), es la Identidad de Jacobi del Tensor
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de Maxwell, en consecuencia:

0,T" =0 (B.4)

Sobre el Tensor Momento Angular tenemos que

QM = Zgnrb(y A B ANy — (B ¢ @) (B5)

12
K « [
_ iiaggww>%4Aij-—fgw4ﬂfﬁe (B.6)
K
B _Egﬂaﬂpa(AQFupFae - AGFM,FQU - 3A9F#,0F00 o AQFMPFUM)

12
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