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Introduccion

Una teoria de campos clésica, describe mateméticamente el comportamiento de una
particula en el espacio, asocidndole estructuras algebrdicas y geométricas y un conjunto de
aplicaciones entre ellas que permitan conocer la posicién de la particula en un determinado
momento. El problema de estas teorfas es que no se cumplen a nivel cuantico, por lo que
existen diferentes métodos de cuantizacion, los cuales nos permiten obtener una teoria de

campos cudnticos, la cual describa el fenémeno fisico pero ahora a este nivel.

Una teorfa de campos cudnticos consta basicamente de un G-fibrado y una accién
funcional, S, que acttia sobre los campos del fibrado, donde G es un grupo de Lie y
el espacio base es una variedad Riemmaniana, ademds existe una nocién de vacio y
asociado a estos datos los observables de la teoria. En general, los campos y los observables
dependen dela métrica, cuando esto no es asi decimos que la teoria es una teoria topolégica

de campos cuanticos.

En este trabajo estudiaremos la nocién de ambiente cudntico que introducen J. Park,
J. Terilla y T. Tradler, en su articulo “Quantum backgrounds and QFT”, el cual se define
como una estructura algebrdica que satisface ciertas propiedades, pero que es definida
independientemente de una teoria de campos cuantizada. También se define una categoria
cuyos objetos son ambientes cudnticos y sus aplicaciones, ciertos morfismos entre ellos.
Todo esto para construir un funtor al que denominan el funtor QFT, el cual satisface, entre
otras propiedades, que es un funtor de deformacién en el sentido de M. Schlessinger en
su articulo “Functors of Artin rings”. Por tltimo se muestra que es posible asociarle un
ambiente cuantico a cualquier dlgebra de Batalin-Vilkovisky, la cual es relevante debido
a que mediante el método de cuantizacién BRST, la teoria cuantizada tiene estructura de
algebra de BV, lo que nos permite entonces decir que todas las teorias de campos cuanticas

obtenidas mediante el método BRST, estdn en la categoria de ambientes cuadnticos.



INTRODUCCION 2

Por otra parte, en el articulo “Topological quantum field theory”, M. Atiyah introduce
los axiomas que debe cumplir una teoria topolégica de campos cudnticos, definida como
un funtor Z de la categoria de variedades ./ de dimensi6n d a la categoria de espacios
vectoriales 7.... E.Castilloy R. Diaz en su articulo “Homological Quantum Field Theory”,
construyen el funtor HLQFT, el cual va de la categoria de d-cobordismos enriquecidos
sobre M (CobY') a la categoria de espacios vectoriales. En este trabajo se vera la relacién

entre las teorias homolégicas de campos cudnticos y los ambientes cudnticos.

Este trabajo est4 dividido en cuatro capitulos. En el primero, se definiran los conceptos
bésicos de categorias y funtores, junto con algunas propiedades y ejemplos. En el segundo,
se definen los conceptos bésicos relacionados con la teorfa de deformacién y los funtores
de deformacién, por lo que se estudian las categorias sobre los cuales estan definidos y
algunos ejemplos comunes. El capitulo tres, tiene un enfoque mds geométrico, ya que
se definen todas las estructuras geométricas necesarias para tener una teoria de campos.
En el dltimo capitulo, se define un ambiente cudntico y el funtor QFT, se construye el
ambiente cudntico relacionado a una algebra de BV y plantea un esquema que permita
ver la posible relacion entre las teorias homolégicas de campos cudnticos y un ambiente

cuantico homolégico.



Capitulo 1

Teoria de Categorias

En este capitulo seguiremos las definiciones y ejemplos de [1] y [2] para establecer
los términos y notaciones que se usaran a lo largo del trabajo. El capitulo estd dividido
en dos secciones, la primera de conceptos bdsicos y ejemplos, y la segunda enfocada

principalmente en funtores y las propiedades de categorias vistas a través de estos.

1. Conceptos Basicos

DeriniciON 1.1. Una categoria C consiste en una clase de objetos, denotada por Ob(C),
para cada par de objetos x, y € Ob(C) un conjunto de aplicaciones, denotado por C(x, y),
y una ley de composicién, denotada por o, tal que para cada x,y,z € Ob(C), a € C(x,y) y

B € C(y, z) se tiene que 5 o a € C(x, z). Estos datos satisfacen los siguientes axiomas:

(1) Identidad:
Para cada x € Ob(C) existe una aplicacion Id, € C(x, x) tal que para todo y € Ob(C)
y @ € C(x,y), se tienequeaold, =a =1d, o .

(2) Asociatividad:
Parax,y,z,w € Ob(C), a € C(x,y), p € C(y,z) y y € C(z,w) se tiene que y o (o) =
(yop)oa.

La generalidad de la definicién de una categoria, nos permite construir y trabajar
con casi cualquier clase de objetos. A continuacién veremos algunas categorias que son

ampliamente conocidas y mas adelante propiedades y relaciones entre ellas.
EjemrLos 1.2.

(1) La categoria de conjuntos, usualmente denotada como %, donde los objetos son
todos los conjuntos, las aplicaciones son funciones de conjuntos y la composicién

la composicién usual de funciones.
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(2) La categoria de los espacios topoldgicos .7, donde los objetos son los espacios
topoldgicos, las aplicaciones las funciones continuas entre ellos y la composicién
la composicién usual.

(3) Dada una categoria C, la categoria opuesta denotada por C” es aquella donde
Ob(C*) = Ob(C) y para todo x,y € Ob(C”) la clase de aplicaciones C¥(x,y) =
C(y, x).

(4) La categoria de R-mo6dulos, denotada por R-mod, donde los objetos son los R-
modulos a izquierda, las aplicaciones son los homomorfismos entre médulos y la

composicion la usual.

DErinIcION 1.3. Sean C y C’ dos categorias, decimos que C’ es una subcategoria de C,
si:
e Ob(C’) C Ob(C).
e Para todos x,y € Ob(C’), C'(x, y) C C(x, y).

DErINICION 1.4. Sean C una categoria y C’ una subcategoria de C. Se dice que C’ es una

subcategoria full si para todos x, y € Ob(C’),
C'(x,y) =C(x, ).

Nota: En la siguiente seccion, redefineremos los conceptos de subcategoria y subcategoria

full pero usando funtores entre categorias.

EjEmprLos 1.5.

(1) Un grupo algebrdico G es una categoria, siendo Ob(G) = G y para todos x,y €
G, G(x,y) = m(x,y) donde m es la multiplicacién del grupo. Luego, G es una
subcategoria de .5 pero no es full.

(2) La categoria ~#. de espacios topolégicos Hausdorff, es una subcategoria full de
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DEFINICION 1.6. Sean C una categoria y x, y € Ob(C), decimos que S es la suma directa
de x y y si existen aplicaciones x —» Sy y — S tales que para todo z € Ob(C) y todo par
de aplicaciones de x — zy y — z, existe una tinica aplicacién S — z tal que el siguiente

diagrama conmuta:

DeriNICION 1.7. Sea C una categoria, un objeto cero es un objeto con s6lo una aplicacién
hacia y desde todos los objetos. El objeto cero de una categoria lo denotaremos como 0.
Si una categoria C tiene objeto cero y x,y € C, definimos la aplicacién cero de x N Y,
como la aplicacion tnica

x—0—>uy.

DErinICcION 1.8. Sea C una categoria, decimos que C es una categoria aditiva si tiene
objeto cero y si para cada par de objetos x, v € Ob(C), el conjunto C(x, y) tiene estructura

de grupo abeliano y la suma directa de x y y pertenece a Ob(C).

Ejemrro 1.9.

La categoria de los grupos libres abelianos, es una categoria aditiva.

DeriniciON 1.10. Sean C una categoria aditiva, x, y € Ob(C) y @ € C(x, y), el kernel de
denotado por ker(a), es un objeto en C, tal que para todas las aplicaciones k, € C(ker(a), x)
se tiene que a ok, es igual a la aplicacion cero de ker(a) a y. Andlogamente, decimos que el
cokernel de a, denotado por coker(c), es un objeto en C, tal que para todas las aplicaciones

cok, € C(y, coker(a)) tal que cok, o a es igual a la aplicacién cero de coker(a) a y.

DeriniciON 1.11. Una categoria C es una categoria abeliana, si C es aditiva y todas las

aplicaciones tienen kernel y cokernel.
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EjemrLos 1.12.

(1) La categoria de R-mddulos R-mod es abeliana.
(2) La categoria de grupos abelianos, denotada por Ab, donde los objetos son grupos

abelianos y las aplicaciones los homomorfismos de grupos.

DeriNIcION 1.13. Sean C una categoria, x, y,z € Ob(C), a € C(x, y) y p € C(y, z). Decimos

que la extension

a B
0 X y z 0

es una extensién exacta corta si « es inyectiva y f§ es sobreyectiva.

DeriNICION 1.14. Sean C una categoria, A, B,C € Ob(C), a € C(A,C) y B € C(B,C), se

define el producto fibrado de A en B sobre C, como el objeto:

AXcB=1{(a,b) e AXB:a()=pD)

2. Funtores y Equivalencias de funtores

Sean C y C’ dos categorias, lo natural ahora es definir una aplicacién que nos permita ir
de una a otra, por lo que introduciremos el concepto de funtor, veremos algunos ejemplos

y unas propiedades de ellos, con las cuales caracterizaremos a las categorias.

DeriniciON 1.15. Dadas dos categorias C; y C,, un funtor covariante F : C; — C; es
un par F = (Fy, F1), donde F : Ob(C;) — Ob(C») es una aplicacién entre las clases de
objetos y para todos x, y € Ob(C1), F1 : Ci(x, y) — Ca(Fo(x), Fo(y)) es una aplicaciéon entre
los conjuntos de aplicaciones, tal que:

e Para todo x € Ob(C»), se tiene que F(Idy) = Idr, ).
e Para todos x,y,z € Ob(Cy), @ € Ci(x,y) y B € Ci(y,z), tenemos que F1(f o a) =
F1(B) o Fi(a).
Dadas dos categorias C; y Cy, un funtor contravariante F : C; — C; es un funtor

covariante definido F : C; — C9*.
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NOTA: En lo que sigue, a menos que se indique lo contrario, nos referiremos al funtor

F = (Fy, F,) simplemente como F y asumiremos que es covariante.

Ejemprros 1.16.

(1) El funtor P : .%%— .%; tal que a cada conjunto A lo manda a partes de A, P(A),
y a cada aplicaciéon a € .7 (A, B) la manda a .% (P(A), P(B)).

(2) Dada una categoria C y x € Ob(C) definimos el funtor F, : C — .7 dado en
objetos por: Yy € Ob(C), Fx(y) = C(x,y), y en aplicaciones por: Va € C(y, z),

Fla): Fd(y) — Fu2)
Clx,y) — C(x,2)
p = aof

OBsERVACION 1.17. De la definicién (1.15) podemos ver que si C1 y C, dos categorias, F :

C1 — Cy y ademds Ob(C1) C Ob(C,) entonces Cy es una subcategoria de Cs.

DeriniciON 1.18. Sean C, C’ dos categorias y F = (Fy, F;) : C’ — C, decimos que F es
un funtor fiel si Fy y F; son inyectivas, y decimos que es un funtor full si ademds F; es

sobreyectiva.

La inyectividad de Fy nos permite relacionar de manera tinica los objetos de C’ con
objetos en C, permitiendo ver a los objetos de C’ como una subclase de objetos en C. La
inyectividad de F; nos relaciona de manera tnica las aplicaciones en C’ con aplicaciones
en C, y la biyectividad nos dice que todas las aplicaciones en C para objetos provenientes

de C’, provienen de aplicaciones en C’.

DeriNICION 1.19. Sean C y C’ dos categorias y F : C' — C, decimos que C’ es una

subcategoria full y fiel de C, si F es un funtor full y fiel.

Ejemprros 1.20.

(1) La categoria ~#. es una subcategoria full y fiel de .7z
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(2) La categoria .97 de grupos abelianos, es una subcategoria fiel pero no full de .7«

Teorema 1.21 (Freyd-Mitchell). Toda categoria abeliana es una subcategoria full y fiel de la

categoria R-mod, para algiin anillo R.

Demostracion

Ver [2] pp.150. [ |

La importancia de las categorias abelianas, estd en que sobre ellas es que se estudia el
algebra homoldgica, es decir, una teoria de homologia sélo tiene sentido en una categoria
abeliana y por el teorema de Freyd- Mitchell, basta estudiar dlgebra homolégica sobre R-

moddulos.

DEerINICION 1.22. Sean C, C’ dos categorfas y F, G dos funtores contravariantes de
C a C'. Una transformacién natural para cada x € C es una familia de aplicaciones
a, € C'(F(x), G(x)), tal que para todo y € Cy € C(x, y) permite que el siguiente diagrama

conmute:

F(x) —> G(x)

E(B) J{ i G(p)

E(y) T G(y)

DErinIcION 1.23. Sean C, C’ dos categorias y F, G dos funtores contravariantes de C
a C’, decimos que F y G son equivalentes si para todo x € C las aplicaciones a, de la

transformacién natural son biyectivas.

DerINICION 1.24. Sean C y C’ dos categorias, decimos que C y C’ son categorias

equivalentes si existen F : C — C' y G : C’ — C, tales que

FoG~Ide yGoF ~Idg.
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Teorema 1.25 (Lema de Yoneda). Sea C una categoria, F : C —> .Zz un funtor arbitrario,
x € Ob(C)y Fy : C — . el funtor definido en (1.16. (2)), entonces para cada y € Ob(C) existe

una transformacion natural ®Y entre F y F,.

Demostracion

Ver [1] pp. 12. ]

DErINICION 1.26. Sean C y C’ dos categoriasy F : C — C’, decimos que F es un funtor
representable si la transformacién natural del lema de Yoneda es una equivalencia, y en

este caso se dice que x representa al funtor F.
Ejemprros 1.27.

(1) Sean R una K-algebra y F : R-mod — % , tal que M € R-mod +— Derg(R, M),
donde Derk(R, M) es el conjunto de las derivaciones R-lineales ! F es un funtor
representable.

(2) Sean C una categoria, x,y € CyF : C — C(x,y),dadopor F : z = C(z,x) XC(z, y),
F es un funtor representable y C € Ob(C) es el elemento que lo representa, donde

C es el producto fibrado de x y y.

Para mas detalles ver [4, pp.703]



Capitulo 2

Teoria de Deformacion

Una deformacién de una estructura, es la alteracion de la estructura de tal manera
que localmente sea igual trabajar en la estructura o en su deformacién, para lo que es
necesario utilizar una aplicacién por medio de la cual se pueda ir de una estructura a otra,

sin mayores restricciones.

Para trabajar con deformaciones a nivel categoérico se introduce el concepto de funtor
de deformacién, inicialmente definido en [5], por lo que en este capitulo revisaremos
los conceptos y ejemplos relacionados con la teoria de deformacién y construcciones de

funtores que sean funtores de deformacion.

1. Categoria de Artin

En esta secciéon veamos la categoria sobre la cudl se definen los funtores de deformacién

segun [5], cuales son sus objetos y algunos ejemplos.

DErINICION 2.1. Sea R una K-dlgebra conmutativa sobre un cuerpo K, decimos que R

es una K-dlgebra de Artin si toda cadena descendente
LoLD..DLk DIk D ...

de ideales en R, se vuelve estacionaria. Si R tiene un tnico ideal maximal se dice que R es
una K-dlgebra local de Artin.
Ademads, una K-élgebra de Artin R satisface entre otras propiedades las siguientes:
(1) R es noetheriana, i.e. satisface la condiciéon de cadena ascendenete.
(2) Todo ideal primo en R es un ideal maximal.
(3) R es isomorfo a un producto [].; R; donde cada R; es una K-élgebra local de
Artin.

(4) Todo ideal maximal m de R es nilpotente, i.e. n* = 0 para algtn k € IN.

10



2. FUNTORES DE DEFORMACION 11

(5) Para todoi € IN, el cociente R/m', con m un ideal maximal, es de dimensién finita.
EjemrLo 2.2.

Las series formales con pardmetro t, denotadas por K][[]], son K-4dlgebras de Artin.

En lo que sigue, denotaremos Artk a la categoria de las IKK-dlgebras de Artin locales

sobre KK, siendo las aplicaciones entre objetos homomorfismos locales, donde, para todos
o A A" € Artx y

e m, y my sus ideales maximales,

f:A— A’eslocalsi f(my) C f(ma).

DeriNICION 2.3. Un funtor de Artin es un funtor covariante F : Artx — % tal que

F(K) =~ {0}, donde {0} denota al conjunto con un sélo punto.
EjemrLo 2.4.

Si V es un K-espacio vectorial, podemos ver a V como un funtor de Artin V : Artg —

T, V(A) = V ®g my, en particular si V' = 0 entonces tenemos el funtor trivial 0 : Artg —

2. Funtores de Deformacién

Recordemos que una estructura algebrdica sobre un cuerpo K, consiste en un K-
espacio vectorial A junto con una familia de operaciones, denotadas por ¢, sujetas a

ciertas relaciones.

DErINICION 2.5. Sean (A, ¢) una K-estructura algebrdica y R € Ob(Artk), una deforma-

cién de A sobre R es una R-estructura algebrdica (Ag, pr) tal que
Ar/mrAg = A,

y las operaciones ¢r se reducen a las operaciones ¢ bajo la proyeccién canénica.
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EjEmprLOS 2.6.

(1) Sea (A, m) una K-algebra asociativa y R € Ob(Artk) fijo, definimos Ax = A ®k R,
Ag es una deformacién de A denominada deformacién trivial.

(2) Sea (A’, m,d) una K-algebra diferencial graduada, i.e. m es asociativa, d> =0y my
d satisfacen la regla de Leibniz, si consideramos la deformacion trivial Ax = A®R

como dlgebra, veamos cémo se escribe el diferencial deformado, ya que:

AR/mRAREA(—)AR = A@mRAR
- Aemg(A®R)
= A®(mr®A).
y el diferencial,
dR : AR — AR

AD(mMr®A) — Ad(mr®A).

Debido a que dr se reduce a d bajo la proyeccién, entonces es de la forma

dR:d+(p

Luego como d% = 0, se tiene

dfz = (d+(p)2,
= d2+d(p+(pd+(p(p,

1
= d(p) + 5[@ ®]

De donde nos queda, d(¢p) + %[(p, @] = 0. Esta igualdad es conocida como la
ecuacion de Maurer-Cartan y nos da la condicién para deformar el diferencial.

En este caso no deformamos la estructura de algebra, sino sélo el diferencial.
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DErINICION 2.7. Sean R, R’ € Ob(Artx) y Ar y Ar deformaciones de una &lgebra

cualquiera A, tenemos el siguiente diagrama:

AR Ap

l |

AR/mRAR - A HZAR’/mR’AR’-

Decimos que Ag y Ar son deformaciones equivalentes de A si el isomorfismo entre

AR/mRAR y ARI/meAR, es la identidad.

DErINICION 2.8. Sea A una K-algebra, definimos el funtor de deformacién de A deno-
tado por Def, como:
Defs: Artx — Yz
R +— [Ag]
Siendo [Ag] las clases de equivalencias de las deformaciones de A, segtin la equivalencia

de la definicién (2.7).

DEerFINICION 2.9. Sea Arty la categoria de las K-algebras de Artiny F : Artx — .57,
decimos que F es un funtor de deformacién si satisface las siguientes condiciones:
(1) F(K) = {0} := el conjunto de un solo punto.
(2) Para cada extension pequefia0 — I - A — B — 0 en Artg, la aplicacién inducida
p : F(A) — F(B) es biyectiva.
(3) Para cada par de aplicaciones a : A — C, f : B = C en Artk, consideremos la
aplicacion:
n: F(A X¢ B) = F(A) Xpc) F(B).
Entonces:
e 1) es sobreyectiva cuando a es epimorfismo.

e 1) es biyectiva cuando a es epimorfismo y  es monomorfismo.

Nota: Estas condiciones se conocen como las condiciones de Schlessinger.

Prorosicion 2.10. Sea A una K-dlgebra, el funtor Def,, definido en (2.8), es un funtor de

deformacion.
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Demostracion
Veamos que se satisface la primera condicién de Schlessinger.

Por definicién Defs(K) = [Ak], ademads si Ak es una IK-deformacién de A se tiene que
Ak = Ag/miAk,

como myk = 0 entonces

Ak 2 Ax/miAk = A,
por lo tanto [Ak] = A, [[Ak]| = 1. Con lo que queda demostrada la primera condicién de
funtor de deformacién.

Las condiciones 2 y 3 se demuestran en [3]. [

DEerINICION 2.11. Sea L un élgebra diferencial de Lie, definimos el funtor de Maurer-
Cartan asociado a L, como:
MC; : Artg — S
MC(A) = {x € L@ myldx + 3[x,x] = 0}

ProrosiciON 2.12. Sea L un dlgebra diferencial de Lie, el funtor MCy, definido en (2.11), es

un funtor de deformacion.

Dada una élgebra de Lie L, definimos el funtor Def; analogamente a como se define
Def, en (2.8).

Prorosicion 2.13. El funtor Def; es equivalente al funtor MCy/ ~, donde MCr(A) ~
MC,(B), para Ay B € Artx, si MC.(A) = MC.(B).

Demostracion

Ver [3] pp-4.



Capitulo 3

Teoria de Campos

1. Fibrados, conexiones y curvatura

Recordemos que una variedad diferenciable es un par (M,A) donde M es un espacio
topolégico de Hausdorff, 2° numerable y localmente homeomorfo a R", y A es un conjunto

maximal de cartas locales.

DeriniciON 3.1. Un fibrado vectorial es una cuaterna (M, F, E, 7), donde M es una
variedad diferenciable de dimension m (espacio base), F es un espacio vectorial de dimen-
sion n (espacio fibra), E es una variedad diferenciable de dimensién m + n (espacio techo)
y m : E — M es una submersion sobreyectiva que satisface:

e Para cada x € M existe un abierto U tal que 7~'(U) y U X F son difeomorfos.
e Para todo x € M, " !(x) es un espacio vectorial isomorfo a F.

e [.os cambios de carta son lineales en las fibras.

Nota: En general, se denota al fibrado como 7 : E — M y se denomina fibrado vectorial

sobre M de fibra tipica F.

EjemrLos 3.2.

(1) Dada una variedad M y p € M, consideramos el espacio de vectores tangentes en

ese punto denotado T,M, y TM = |_| T,M. Este se denomina fibrado tangente de
peM
M con fibra tipica T,M.

(2) Dado un fibrado vectorial = : E — M con fibra tipica F, se tiene que E* es un

fibrado vectorial con fibra tipica F* (el espacio vectorial dual de F).

En general, se tiene la siguiente proposicion:

Prorosicion 3.3. Seamy : Ey = My my : E; — M con fibras tipicas F1 y F, respectivamente,

entonces E}, \ E1, E1 ® Ex y E1 ® E, son fibrados vectoriales.

15
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DEerINICION 3.4. Sea (M, F, E, ) un fibrado vectorial.

e Una seccién local o un campo local sobre un abierto U C M es una aplicacién
o : U — E tal que n(o(m)) = m, para todo m € U.
e Una secciéon global o un campo global es una aplicaciéon 0 : M — E tal que

ni(o(m)) = m, para todo m € M.

Al conjunto de todas las secciones globales sobre un fibrado lo denotaremos como

T(M,E).

EjEmprLos 3.5.

(1) Sea E = TM, entonces I'(M, E) = campos vectoriales sobre M.
(2) Sea E = T*M, entonces I'(M, E) = 1-formas.

Recordemos que T*M es el dual de TM, es decir, el fibrado cotangente de M.
(3) Sea E = ATM, entonces I'(M, E) = multicampos vectoriales sobre M.
(4) Sea E = AT*M, entonces I'(M, E) = formas diferenciables de M, también denotadas
Q(M).
(5) Sea E = TM é?/ve% ™ @ T"M (XIZ/V?E?X) T*M, entonces I'(M, E) son los tensores
sobre M de tipo (p, q).

DerinIcION 3.6. Dado un espacio topolégico de Hausdorff, G, y, en él, una operacién
interna, mg, que le confiere estructura de grupo, se dice que (G, mg) es un grupo de Lie si,
y s6lo si, G es una variedad diferenciable y la funcién L : G X G — G, tal que para todo

(x,y) € GX G, L(x,y) = (x,y!) es diferenciable.

EjEmprLOs 3.7.

(1) Los K-espacios vectoriales de dimension finita, con la suma como operacién, son
grupos de Lie.

(2) El grupo de las matrices unitarias n X n con determinante igual a 1, entradas
complejas y la operacion la multiplicacion usual de matrices, denotado por SU,

es un grupo de Lie.



1. FIBRADOS, CONEXIONES Y CURVATURA 17

DeriNicION 3.8. Diremos que un grupo de Lie G acta (por la izquierda), sobre una
variedad diferenciable M si existe una aplicacién diferenciable 0 : G x M — M, llamada

accion, la cual satisface las siguientes condiciones:

(1) Para el elemento neutro e € G y para cualquier x € M, O(e, x) = x.

(2) Para cualquierasa,b € Gy x € M, 6(a, O(b, x)) = O(ab, x).

Nota: Llamaremos G-variedad a una variedad en la que acttia un grupo de Lie G. Por

comodidad escribiremos gx en lugar de 0(g, x).

Dada una accién 0 : G — M, para cada g € G se tiene un difeomorfismo 60, : M — M,
O,(x) = gx. De igual forma, para cada x € M se tiene una aplicacién diferenciable O, :
G — M, 0,(g) = gx, de modo que podemos considerar G como un subgrupo de Dif f (M),
donde Dif f (M) denota al grupo de difeomorfismos de M en M.

EjemrLos 3.9.

(1) SeaneG,L,: G— G, g—agyR,: G— G, g gason acciones.

(2) El producto en un grupo de Lie, m : G X G — G, m(g, h) = gh, es una accién.

(3) Para F : G; = G, morfismo de grupos de Lie, 0 : G; X G, — G, O(x, y) = F(x)y, es
una accion.

(4) La accion natural de G = GI,(R) en R?, 0 : GI,(R) X R" — R", O(A, x) = Ax.

(5) La conjugacién en un grupo de Lie, 0 : GX G — G, 6(g,h) = ¢hg™, es una accion,

para la que 6, = Ly 0 Ry : G — G es isomorfismo de grupos de Lie.

DerinicION 3.10. Diremos que la accién es fiel o efectiva si dado g € G

gx=x,YxeM=g=e.

DErinICION 3.11. Sea G un grupo que acttia sobre una variedad M. Llamaremos 6rbita

de un punto x € M al subconjunto de M
Qx(G)ZGx:{gXISEG},

en general para A C M denotaremos GA = {gx: g € G, x € A}.
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DErINICION 3.12. Sea G un grupo que acttia sobre una variedad M. Llamaremos grupo

de isotropia de un punto x € M, a los elementos del grupo que lo dejan invariante
L ={geG:gx=x}=0"{x].

Diremos que G actdia libremente en M si el neutro es el tinico elemento que deja fijo un
punto, i.e. dados

geGyxeM,gx=x=>g=e.

Recordemos que una élgebra de Lie sobre un cuerpo K, es un K-espacio vectorial ¢

junto con una aplicacién, llamada corchete de Lie, [-,-] : 4 X ¢ — ¥ que satisface:

e Paratodog€¥,[g,g] =0.
e Paratodos x,y,z€ ¥, [x,[y,z]] + [z [x, y]] + [y, [z, x]] = 0. (Identidad de Jacobi)

DeriniciON 3.13. Todo grupo de Lie G, tiene una dlgebra de Lie asociada de manera

natural, denotada por ¢(G), dada por:
9(G)={XeI(GTG): Ly X = X,Va € G}
y el corchete es el corchete de campos vectoriales
[X, Y] =YX -XY.

Donde L, es la aplicacién inducida en campos vectoriales por L,.

Prorosicion 3.14. Sea G un grupo de Lie, la dlgebra de Lie asociada a G es isomorfa al fibrado

tangente de G en su elemento neutro, i.e.

4(G) ~ T.G.

DeriNiciON 3.15. Un fibrado principal es una cuaterna (M, G, P, 1), donde M es una
variedad diferenciable de dimensién m (espacio base), G es un grupo de Lie de dimensién
n (espacio fibra), que actta libremente a derecha sobre P, P es una variedad diferenciable

de dimensién m + n (espacio techo) y m : P — M es una submersion sobreyectiva tal que:
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{px ¢/g € G} = n”!(n(p)) para todo p € P, es decir,

que las 6rbitas de la accién coincidan con las fibra.

En general, se denota al fibrado como w : P — M y se denomina fibrado principal

sobre M de fibra tipica G o también G-fibrado principal.

EjemrLo 3.16.

Un fibrado vectorial, donde las fibras son espacios vectoriales de dimensién 7, es un

tibrado principal, donde el grupo de Lie que acttia es Gl,,.

DErINICION 3.17. Sea V un espacio vectorial sobre el cual un grupo G acttia a izquierda

por una representaciéon r : G — GL(V) tal que
1(8182) = 1(g1)r(g2), V81,82 € G,

rie)=1, r(g_l) = (r(g))_1 ,YoeV.

Entonces sobre el producto del espacio fibra P de un fibrado principal(M, G, P, ) y el

espacio vectorial V, definimos una accién a derecha de G como:
(x,0)g = (xg, (8" )v) , Y(x,0) e PX V.

El espacio de 6rbitas de esta accién, (P X V)/G lo denotaremos como P X; V' y es una
variedad. Para cada 6rbita z € P X V denotamos por p(z) = p(x, v), al punto en M que es
igual a 1t(x) para todo (x, v) € P XV, entonces la cuaterna (P, P X V, M, p) lo denominados

fibrado vectorial asociado al fibrado principal (M, G, P, nt).

DeriNicION 3.18. Una conexién o una conexion principal sobre un fibrado principal

(M, G, P, ) con una accién 6, es una 1- forma w con valores en ¢(G) que satisface:

(1) (Og).ow =adg1 0w paratodo g€ G,ie. Vg€ G,pePyv€T,1P

Wp((@)upg1 (V) = & wpe1(V)g,
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(2) w(A*) = A para todo A € 4(G), i.e. paratodo g€ Gyp e P,

wp(A*(p)) = A.

Nota: Denotamos A* al campo fundamental sobre P asociado a A € 4(G). !

DEeriniciON 3.19. Dada una conexién @ sobre un fibrado principal (M, G,P, n),
definimos la curvatura de la conexién, denotada por ), como paracadap € Py v,w € T,P
tenemos que

Qy(v, w) = d(w),(vw).

La curvatura es una 2- forma que satisface la ecuacioén de estructura:

Q=Dw=dw+ %[a),a)].

2. Teoria de Campos

DeriNIcION 3.20. Una teoria de campos, denotada por sus siglas en inglés como FT,

consiste en los siguientes datos:

(1) Una variedad Riemanniana X suave y orientada. Generalmente se consideran,
IR%, el espacio-tiempo R'?, la version Euclideana del espacio-tiempo (R*), la
compactificacion de uno de estos o una subvariedad de ellos. Decimos que las
particulas “viven“en X.

(2) Un espacio vectorial V de dimensién finita. Las particulas tienen funciones de
onda que toman valores en V, la elecciéon de V dependerd de la estrutura interna
de la particula, por lo que V se denomina el espacio interno.

(3) Una matriz de grupos de Lie G y una representaciéon p : G — GL(V) de G sobre

V que es ortogonal respecto al producto interno sobre V

(p(9)(@), p(g)(w)) = (v, w).

Estos grupos son generalmente U(1), SU o el producto de estos.

(4) Un G-fibrado principal sobre X.

Rl campo A* sobre un punto p € P se define por: A*(p) := %p - exp(tA)li=o, donde exp : 4(G) — G,

donde exp es la funcién exponencial. Para més detalle ver [6, pp.35].
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(5) Una conexién w sobre el fibrado con curvatura Q.
Sis: V — P es una seccién local, entonces A = s*w es su potencial de calibre
local y F = 5"Q) es su campo de fuerza local.

(6) Una seccion global del fibrado vectorial P X V asociadoa G < P — V para p.
Fisicamente, tal campo tiene una energia potencial la cual describimos como

(7) Una funcién real, no negativa y suave
Uu:v—o=R
que es invariante bajo la accién de G sobre V:
U(gv) = U(v).

(8) Una accién funcional A(w, @), los puntos estacionarios tales que el campo de
configuraciones (w, ¢) es significativo fisicamente. Por lo general, este funcional
es de la forma:

A@, ®) = ¢ [[IFJP + cilldIP + U 0 ¢,
X
Donde c es la constante de normalizacién, ¢; y ¢; son “constantes de empare-
jamiento”, F,, es una 2-forma sobre X, d”¢ es la derivaciéon exterior covariante
y la norma es la inducida por la métrica en X. Los espacios de configuracién
interesantes fisicamente son aquellos que minimizan (por lo menos localmente)
la evaluacién de la accién funcional y determinan las ecuaciones de movimiento

asociadas al funcional.

Ejempro 3.21. El campo electromagnético.

La variedad Riemanniana es el espacio-tiempo de Minkowski IR!? que es exactamente

R*. El grupo es U(1) asi que consideraremos el U(1)-fibrado principal
Ul)—>P—X,

y una conexién w sobre X. Luego como U(1) es abeliano, todos los corchetes de Lie

u(1) = Im(C) son cero, entonces la curvatura Q) de w viene dada por Q = dw.Sis: V — P
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es una seccién global, entonces escribimos el potencial de calibre local y el campo de

fuerza local como

A=5sw=-iA,
F=5Q=dA =—-idA —iF,

donde A y F son formas reales sobre V, y la accién funcional es la acciéon de Yang-Mills la

cual podemos escribir como
Y = L BdxOdx' dx*dx’
M(w) = I—ZFaﬁF X dx dx“dx
X
y las correspondientes ecuaciones de Yang-Mills son
dF=0,
de donde se tiene la Identidad de Bianchi *
dF=0.

Las ecuaciones de movimiento asociodas al funcional, vienen determinadas por:

d(YM(w)) B
Tlt:O = 0.

Dada una teorfa de campos clédsica, vemos que las ecuaciones de movimiento asociadas
a la accién funcional no se cumplen a nivel cudntico, por lo que se introduce la nocién de
cuantizar la teorfa de campos, para obtener una en la que si se cumplan las ecuaciones de

movimiento, esta nueva teoria es denominada teoria de campos cudnticos.

Existen varios métodos de cuantizacién, entre los que tenemos la cuantizacién de
Dirac, la de Feymann y la BRST o tambien llamado el formalismo de Batalin-Vilkovisky,
debido a que la cuantizacién nos da una teoria de campos que tiene estructura de una

algebra de Batalin-Vilkovisky.

2Para mas detalles ver [6, pp.76]
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DeriNiciON 3.22. Decimos que la cuaterna (V,d, A, A) es una dlgebra diferencial de
Batalin-Vilkovisky (BV), si V es un espacio vectorial graduado, d, A son diferenciales

sobre V' y se satisfacen las siguientes propiedades:

e (V,d, A) es una algebra graduada, conmutativa y asociativa; y
e (V[-1],d,(-,-)) esunadlgebra de Lie diferencial graduada, donde (-, - ) estd definido
como

(v, w) := (=1)"A( A w) — (~1)A@W) A w —v A Aw),

para v y w cualesquiera.

DeriNiciON 3.23. Una teoria de campos cudnticos, denotada QFT, es una teoria de

campos, que consiste en los siguientes datos:

(1) Una variedad Riemanniana X suave y orientada.

(2) Un espacio de Hilbert H de dimensién infinita, en vez de un espacio vectorial V
de dimension finita.

3) Una matriz de grupos de Lie G.

4) Un G-fibrado principal sobre X.

(
(
(5) Una conexién w sobre el fibrado con curvatura Q.
(6) Una seccion global del fibrado vectorial P X H.

(7) Una funcién real, no negativay suave U : H — R,y
(

8) Una accién funcional A que depende de w y Q.

La modificacion del espacio interno de la teoria, nos trae varias dificultades para definir
las conexiones y secciones de la teoria pero sobre todo la accién funcional, ya que como
estructuras matematicas se van modificando y volviendo mas complejas, pero lo mas

importante es que se conserve su significado fisico y la informacién que deben aportar.



Capitulo 4

Ambientes Cuanticos

En [8] y [9] se plantea la existencia de una teoria de campos cudnticos, sin que ésta
provenga de la cuantizacién de una teoria de campos clésica, por lo que introducen la

definicidon de ambiente cuéntico.

En este capitulo veremos esta definicién y la construccién de un funtor que nos per-
mite asociar un ambiente cudntico a una teoria de campos cudticos. Luego, veremos la
consistencia de este funtor mediante un ejemplo, tomando una teoria de campos cudnti-
cos y viendo cudl ambiente cudntico le corresponderia. Por dltimo, veremos cémo podria

construirse este funtor para teorias topolégicas de campos cuanticos.

1. El funtor QFT

Sea KK un cuerpo de caracteristica cero, de aqui en adelante, consideraremos A = K[[7]].

DerINICION 4.1. Decimos que una A-dlgebra unitaria y asociativa P tiene limite cldsico
si es libre como A-médulo y si K = P/liP es una K-algebra unitaria y asociativa.

Esto es, que si P tiene limite cldsico, entonces

P=KohP oHWP&- - y[PP]ChP.

DErINICION 4.2. Un ambiente cuantico B, es una cuaterna (P, N, m, ¢) donde:

e P es una A-dlgebra unitaria y asociativa con limite clésico.
e N es un P-médulo a izquierda, tal que es libre como A-médulo.
e m € P tal que m? = 0 (m es llamado estructura de B).

e ¢ € Ntal que m- ¢ =0 (p es llamado vacio de B).

24
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Un morfismo entre dos ambientes cudnticos B = (P,N,m, @) y B" = (P',N’,m’,¢’)
consiste en un morfismo de A-dlgebras ¢ : P — P’ y un morfismo de P-médulos 7 :

N — N’ tales que o(m) = m’" y () = ¢’.

La categoria de ambientes cuanticos la denotaremos B, donde los objetos son los

ambientes cuanticos y sus morfismos como el descrito anteriormente.

DerINICION 4.3. Sea B = (P, N, m, ¢) un ambiente cuantico, sea (A,d) € Ob(Arty) y mt €

P ® my4. Llamaremos a la ecuacién
(eFme™F —herd(e™"))p = 0

la ecuacion cudntica maestra, y denotaremos al conjunto de soluciones por QMg(A), i.e.

QM;(A) = {m € P@my : (enme™ i — hehd(e™))p = O}.

Notemos que mg = 0, entonces QMj3(K) = {0} y que todo morfismo 7 : A — B €

Artp(A, B) genera un mapeo
QM;(A) — QM;(B)

dado por

+— (1 ® 1)m.

Con esto definimos el funtor QM; € . Z..,, donde . Z.., es la categoria de los funtores

F:Arty — Y

DEFINICION 4.4. Sea B un ambiente cuantico.
(1) Definimos QFTj := QMj/ ~, (notemos que QFTy : Arty — ..
(2) La asignacion B — QFTj define un funtor QFT :  — Fun,.
(3) Definimos H(B) como el espacio vectorial H(B) := Tgr, y lo llamaremos la ho-
mologia de B. La composicién H := ToQFTj define un funtor H : & — 7«
Adicionalmente podemos definir el médulo de Dirac de B como el A-médulo

D(B) := Dg¥r,. La composicion D := DoQFTj define un funtor D : & — R,4.
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OBSERVACION 4.5. La relacion de equivalencia por la que se parte en (4.4.(1)) es la natural,
i.e. sean B un ambiente cudntico, A y A’ dos K-dlgebras de Artin, y QMpg(A) y QMp(A’) los
conjuntos de soluciones de la ecuacion maestra en B para A y A’ respectivamente, decimos que
OM;(A) ~ QMp(A) si
QM;;(A) = QM(A).

Prorosicion 4.6. El funtor QF Ty es un funtor de deformacion.

OBSERVACION 4.7. Por ser QFTy un funtor de deformacion, es posible tomar una subclase de

este funtor la cual esté definida Arty — 7oz

2. Aplicacién a una algebra de BV

En el capitulo anterior vimos que uno de los métodos para cuantizar una teoria de
campos cldsica, es a través del formalismo BRST, el cual nos da la teoria cuantizada con
estructura de 4lgebra de Batalin-Vilkovisky. Veamos ahora como es el ambiente cudnti-
co asociado a un dlgebra de Batalin-Vilkovisky cualquiera, con la idea de completar el

siguiente esquema:

BRST

FT QFT

A’T

B
Sea (V,d, A, A) una élgebra de BV, por conveniencia asumimos que ésta algebra es
simple, tomemos:
V' = 5U con U un espacio vectorial finito, donde A es el producto simétrico asociativo en

SU. (Esto es para trabajar mas facilmente con coordenadas).

Si consideramos {g, .. ., 4.} una base homogénea para U, entonces podemos escribir d

y A en funcién de ésta base, de la siguiente manera:

d:Zai(q)a%,lsiSn
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P
A=) big=——=,1<ij<n
Z ) q aqlaq] J
donde a;(q) € V para cadaiy b;; € V donde b; ;(q) = —(—1)|‘7i||qf|b]-,i(q) paracadaiy j.

Ahora para cada dlgebra de BV, podemos definir un ambiente cudntico Bya, =

(P, m,N, ¢), tomando convenientemente P,m, N, ¢, en funcién de V,d, A, A.

La A-dlgebra P.

Tomamos P como P = W(U), una algebra graduada de Weyl en el espacio vectorial U,
definida como:

W(U) = T(U & U)[[A]]/]

] es el ideal a izquierda generado por [g,9’], [p,p’], v [9,r] = fip(q), para todo ¢q,9" € U,

p,p’ € U,y ]esel conmutador graduado.

La estructura m.

Definimos m € P como:

m= Z ai(q)pi + Z bij(q)pipj, 1<i,j<n,
donde a,(q) € V para cada i; y b;; € V, donde b; j(9) = —(—1)|””'||‘71|b]-1-(q) paracadaiy j.

Nota: Por ser (V,d, A, A) una édlgebra de BV, implica que como m € P, m? = 0.

El mé6dulo N.

Tenemos que U* C P, consideremos el ideal a izquierda PU". El cociente P/PU" es un

P-médulo, asi que definiremos N = P/PU".

Denotaremos |a) a la imagen de a € P en P/PU"

El vacio ¢.

El vacio ¢ lo definiremos como [1).
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Notemos que m¢@ = m|1) = |m) = |0). (cumpliendo la condicién)

Hemos definido entonces, el ambiente cuantico asociado a una algebra de BV.

Ejemrro 4.8. Algebra de BV asociada a los multicampos vectoriales.

Sea (M, E, E, ) un fibrado vectorial, si E = /\ TM entonces I'(M, E) son los multicampos

vectoriales sobre M.
Recordemos la construccion de la dlgebra exterior de un espacio vectorial.

Sea V un espacio vectorial y {vy, -+ ,v,} una base de v, entonces

k veces
Ve -V

AV =
QW+ w®R v)

Yy ® - ®vr =01 A -+ Ay me define el producto A asociado a la dlgebra exterior.

Ahora, consideremos el fibrado tangente de M, si X es el espacio fibra, podemos

escribirlo respecto a una base, es decir,

Z d
X = aia—xi.
2 d

Entonces, <ﬁ"" , E> es una base para T,M, y {%ﬂ A A Wik;conl < <---<i<n}

es una base para A*T,M.

La algebra de BV (A',m, [-,-],d) es la asociada a los multicampos vectoriales, donde:
o A =T(M,ATM),
e m = A es el producto inducido por la dlgebra exterior,
e [-,-] es la extension del corchete de campos vectoriales, denominado corchete de
Shouten, y
e d es la extension del diferencial de Rham.
Luego, el ambiente cudntico asociado a los multicampos vectoriales es Ba [ 14 =
(P,m,N, @), donde
o P=W(A)=TA & A")|[[h]]/], recordando que | es el ideal a izquierda generado
por [q,q'], [p,p'], y [9,p] = Tip(q),
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om = Y ai(q)p' + Lbii(@p'p’, 1 <i,j <n, donde a;(q) € A paracadaiyb;j € A,
donde b; ;(g) = —(~1)1*lllp () para cada i y j,

e N=P/PA",y

e ¢ =|1).

3. TQFT

En este seccién daremos la definiciéon de una teoria topolégica de campos cudnticos,
denotada TQFT por sus siglas eninglés, segtin [10] y la definicién de una teoria homolégica
de campos cudnticos, denotada HLQFT, segtin [11]. Luego para ambas teoria plantearemos
los esquemas a través de los cuales se podria estudiar la existencia de ambientes cudnticos

asociados a ellas.

DeriNIcION 4.9. Una teoria topolégica de campos cuanticos, la cual denotaremos

TQFT, de dimensién (d + 1), consiste en un funtor
Z: M— Ty

donde 7.es la categoria de K-espacios vectoriales y . Zes la categoria de variedades de

dimensioén d, cerradas y orientadas con bordismos como morfismos.

Para M, My, M, € _#el funtor Z satisface los siguientes axiomas:
(1) Axioma del vacio, Z(@) = K.
(2) Axioma de dualidad, Z(M*) = Z(M)".
(3) Axioma de multiplicatividad, Z(M;1IM,) = Z(M;)®Z(M,) para todos My, M, € .#
(4) Axioma de naturalidad, si f : M; — M, es un difeomorfismo, entonces la
restriccion de f al borde de M; induce un isomorfismo Z(fisn,) tal que Z(M,) =
Z(fiom,)Z(My).

Luego, a partir de esta definicién en [11] se introduce el concepto de teorias ho-
moldgicas de campos cudnticos (HLQFT) a partir de un funtor HLQFT, : CobiivI — T

siendo Cob}' la categoria de d-cobordismos enriquecidos sobre M !, los objetos de esta

Para mas detalle de la categoria Cobl! ver [11, pp.25].
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categoria son ternas (N, f, <), de variedades orientadas de dimension d — 1, aplicaciones

f:mo(N) — D(M) y < es un orden lineal en ry(N).

Como dijimos anteriormente, podemos tomar una subclase de funtores de QFTj, que
esten definidos de

Art A %/2,

Entonces, tenemos el funtor QFT; que manda
D— T

y el funtor HLQFT; que manda
Coby' — Zix
Por lo que lo siguiente a estudiar en esta linea de trabajo, podria ser la existencia de
Ambientes Cuanticos Homolégicos, en los cuales a cada teoria homolégica de campos
cuanticos, podamos asociarle uno de estos ambientes, y que nos permitiera completar el
siguiente esquema:

QFTj

Bu Dot

‘
N
AN
N HLQFTy4

Cobii‘/I




Bibliografia
[1] F. Borceux, Handbook of Categorical Algebra 2. Categories and structures.- Cambridge University Press
1994.
[2] P. Freyd, Abelian Categories.- Harper and Row 1964.

[3] M. Manetti, Differential Graded Lie Algebras and Formal Deformation Theory.- Algebraic Geometry: Seattle,
2005 - mat.uniromal.it. 2005.

[4] D. Eisenbud, Commutative algebra with a view toward algebraic geometry.- Springer Science, Inc. 2004.
[5] M. Schlessinger, Functors of Artin rings.- Trans. Amer. Math. Soc. 130, p.208-222, 1968.
[6] G.L. Naber, Topology, Geometry,and Gauge Fields.- Springer-Verlag New York Inc. 2000.

[7] W. Drechsler, M.E. Mayer, Fiber Bundle Techniques in Gauge Theories.- Springer-Verlarg New Yor Inc.
1977.

[8] J-S. Park et al., Quantum Backgrounds and QFT .-Int Math Res Notices.2009; 2009: 765-801.

[9] M. Sullivan, J. Terilla, Symplectic field theory and quantum backgrounds.- J. Sympl. Geometry, Vol. 6, No.
4, p.379-405, 2008.

[10] M. E Atiyah, Topological quantum field theory.- Publ. Math. IHES 68, p. 176-186, 1989.

[11] E. Castillo, R. Diaz, Homological Quantum Field Theory.- math/0509532, 2008.

31



