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Introduccién

En la tesis de grado del Prof. Tomés Guardia ([2]), se probé que el espacio de érbita de
una accién libre de un grupo de Lie compacto en una variedad diferenciable es una variedad
diferenciable. La condicién de libre es de vital importancia pues en general, este resultado no
es cierto para acciones no libres; es el caso de la accién por rotaciones de la circunferencia en
el plano, donde el espacio de 6rbitas es el intervalo [0, c0) que obviamente no es una variedad.
Esta tesis consiste en introducir una nueva categoria de objetos que generaliza la nocion de
variedades con acciones de grupos de Lie y donde los espacios de orbita son objetos de esta
categoria; esta categoria es La Categoria de las G-pseudovariedades Estratificadas, siendo G
un grupo de Lie compacto.

El trabajo presentard una secuencia de definiciones, proposiciones y teoremas, cuyo fin
es dar un sustento tedrico-matematico a los resultados que se expondran al finalizar la
investigacion.

Para ello en el primer capitulo se contempla un estudio sobre las variedades diferenciables.
Partiremos del concepto de Sistemas Diferenciables y luego progresivamente se mostraran
algunas caracteristicas principales y propiedades béasicas que poseen la variedades.

Seguidamente el segundo capitulo contempla el estudio de los grupos de Lie y las accio-
nes de grupos de Lie sobre variedades. Comenzaremos con los conceptos de Grupos de Lie
y G-variedades para luego ahondar un poco en el tema de los espacios de orbitas y final-
mente estudiar la construccién de los slices, cuyos objetos basicamente nos proporcionan la
informacion necesaria para estudiar las G-variedades.

Finalmente el tercer capitulo contempla el estudio de la categoria de las G-Pseudovariedades
Estratificadas, la cual es una categoria mas amplia que la categoria de las GG-Variedades, lo
cual nos permitira catalogar a los espacios de dérbitas de acciones efectivas como objetos de
esta nueva categoria. Comenzaremos estudiando los Espacios Estratificados y sus principales
propiedades, seguidamente estudiaremos la Pseudovariedades Estratificadas y los G-Espacios

Estratificados para finalmente pasar a lo que son las G-Pseudovariedades Estratificadas y
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estudiar algunas propiedades que estas poseen.
Obtendremos como resultado final que si X es una G-pseudovariedad estratificada y K es

un subgrupo cerrado de G; entonces X/K es una GG/ K-pseudovariedad estratificada.



Capitulo 1

Variedades Diferenciables

La nocion de variedad diferenciable generaliza la nocién de Espacios Euclideos. Basica-
mente una variedad diferenciable es un espacio topolégico Hausdorff, segundo numerable y
localmente compacto que localmente es homeomorfo a R"™, lo cual nos permite aplicar ideas
de céalculo a estos objetos abstractos. En este capitulo desarrollaremos el concepto de varie-
dad diferenciable y parte de las propiedades que se desarrollan a partir de él.

En lo sucesivo diremos que X es un espacio de Hausdorff con una topologia segundo nume-

rable.

Definicién 1.1. Dados {U;}iea v {V;}jer dos cubrimientos de X, diremos que {V}};er es
un Refinamiento de {U;}ea si, para cada V; existe U; tal que V; C U;.

Definicién 1.2. Una familia de subconjuntos { A }res de X es Localmente finita, si para
cada x € X existe un entorno abierto U de x tal que U N A, # () solo para un ntimero finito

de indices en X.

Proposiciéon 1.3. Sea X un espacio topologico y F' una familia de subconjuntos de X
localmente finita; entonces

Ja=U4

A€F AeF

DEMOSTRACION. .

(1) User A C Upep A (inmediato).
(i) User A C Uner A

Sea x € |J, o A; entonces para cada U entorno de x en X, tenemos que U N

(Uaer 4) # 0.

Como F es localmente finita, existe V' entorno de = en X tal que VN A; # 0 solo

para los subconjuntos Ay, -+, Ay de F.
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Entonces existe j = 1, - - , k, tal que para todo entorno W de z, W C V; WNA; # 0.
Luego = € A_j
Por lo tanto (Jcp A C Upcr A -

Luego de (i) y (ii) obtenemos el resultado deseado. O

Definicién 1.4. Diremos que un subconjunto A C X es Relativamente Compacto si su

clausura es compacta.

Definicién 1.5. Un espacio de Hausdorff es Localmente Compacto si cada punto tiene

un entorno abierto relativamente compacto.

Definicién 1.6. Un espacio de Hausdorftf es Paracompacto si cada cubrimiento abierto

posee un refinamiento localmente finito.

Definicién 1.7. Un espacio de Hausdorff es de Lindelof si todo cubrimiento abierto posee

un subcubrimiento numerable.

Proposicién 1.8. Dado un espacio de Hausdorff X .Las siguientes propiedades son equiva-

lentes:

(1) X es localmente compacto.

(2) Para cada x € X y cada entorno abierto U de x; existe un abierto relativamente
compacto 'V, tal quex € V. .CV C U.

(3) Para cada C compacto y U entorno compacto de C; existe un conjunto abierto V
relativamente compacto, tal que C CV CV C U.

(4) La topologia de X posee de una base que consta de abiertos relativamente compactos.

DEMOSTRACION. .
Ver [5], pagina 238. O

Teorema 1.9. (Morita) En lo espacios de Lindeldf, los conceptos de reqularidad y paracom-

pacidad son equivalentes.

DEMOSTRACION. .
Ver [5], pagina 174 O
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Corolario 1.10. Un espacio topoldgico localmente compacto y sequndo numerable es para-

compacto.
Teorema 1.11. Todo espacio paracompacto es normal.

DEMOSTRACION. .
Ver [5], pdgina 163. O

1. Variedades Diferenciables

Los resultados expuestos en esta seccién ya han sido desarrollados en trabajos anteriores

y pueden ser encontrados en las tesis de grado [2] y [3].

Definicién 1.12. Sea M un espacio topoldgico de Hausdorff, segundo numerable y local-
mente compacto, y sea un entero n > 0. Un n-Sistema Diferenciable en M es una familia

de pares I' : {(Uy, ¥a) taca, tales que:

(1) {Us}aen es un cubrimiento de M por abiertos conexos.
(2) Va € A, ¢, : Uy, — R es un homeomorfismo sobre su imagen abierta.

(3) Yo, B € A, tal que U, NUz #

Pap = 030 95" 0a(Ua NUs) — 03(Ua N Up)

es un difeomorfismo.

Ficura 1.1. Cambio de Cartas

Noétese que si M posee un n-sistema diferenciable, entonces n es tnico, por lo cual en lo que

sigue nos referimos inicamente a sistemas diferenciables, omitiendo el entero n.
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Los pares (U,, @) son llamados Cartas de T' y esencialmente se dice que I" es un Sistema

de Cartas Diferenciables de M o un Atlas Diferenciable de M.

Ejemplo 1.13. Ejemplos de Sistemas Diferenciables:

(1) En R™, la familia de difeomorfismos locales.

(2) En S” la familia {(U,, P,)}yesn siendo U, = {z € S"/||z—v | < V2} y P, :
U, — R" es la composicién de la proyeccién canénica de U, en el plano 7, = {z €
R"/< z,v > = 0} con la rotacién p(, yy donde N es el polo norte de S™.

(3) En S™ la familia {(V., ¢.)}.csn, siendo V, = S™ — {2z} y ¢. es la composicién de la
proyeccion estereografica de V. en el plano 7, con la rotacién p(. y).

(4) En Rp® = SOV / ~ donde 2 ~ y < o = £y, la familia {(U, ~ (U,/ ~), P,) }vesn

definida en el ejemplo es un sistema diferenciable.

Definicién 1.14. Dos sistemas diferenciables se dicen Compatibles si su union es a su vez

un sistema diferenciable.

Ejemplo 1.15. Ejemplos de sistemas diferenciables compatibles:
(1) En R™ el sistema dado en el ejemplo y el sistema {(R™, 1g~)} son compati-
bles.

(2) En S™, los sistemas dados en los ejemplos 2 y 3 son compatibles.

Notamos que la condiciéon de compatibilidad es una relacién de equivalencia. En cada
clase de equivalencia la inclusiéon determina un orden parcial y por el Lema de Zorn, existen

elementos maximales, obtenemos el siguiente resultado:
Proposiciéon 1.16. Cada clase de equivalencia posee un unico elemento maximal.

Definicién 1.17. Una Variedad Diferenciable es un espacio M de Hausdorff, segundo
numerable y localmente compacto que posee al menos un sistema diferenciable maximal. El
nimero n asociado, es llamado la Dimensién de M y diremos que M es una n- Variedad

diferenciable.
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Lema 1.18. Todo Sistema Diferenciable esta contenido en algun Sistema Diferenciable ma-

zimal.

DEMOSTRACION. .
Ver [2], pagina 3. O

Ejemplo 1.19. .

(1) R™ con el n-sistema diferenciable {(R™, 1gn)} es una variedad diferenciable.
(2) La esfera S™ con el n-sistema diferenciable dado en es una variedad dife-

renciable.

Ficura 1.2. Ejemplo de Variedad.

(3) Si M es una n-variedad diferenciable con un sistema diferenciable {(Uy, @a}taca
y A es un abierto conexo de M, entonces {C : C es componente conexa de (A N
Uas Palanu,) Jaea es un sistema diferenciable en A, esto es: A es una n-variedad
diferenciable. Es facil ver que en particular el Grupo General Lineal GI,,(R) es una

n?-variedad diferenciable por ser abierto de My ny =~ R

Proposicién 1.20. .

(1) La union disjunta de n-variedades diferenciables es una n-variedad diferenciable.
(2) Si M es una n-variedad diferenciable y N es una k-variedad diferenciable, entonces

M x N es una (n + k)-variedad diferenciable.

DEMOSTRACION. .

Ver [8], pagina 110.
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2. Particion de la Unidad

Definicién 1.21. Sean M y N dos variedades diferenciables, y sean {(U, @)} y {(V,v)} sus
respectivos sistemas diferenciables. Entonces decimos que F' : M — N es una Funcion

Diferenciable si para cada carta local (U, ) de M y cada carta local (V,4) de N, tal que
F(U)NV # 0, la aplicacién

boFop™ i pUNF (V) CR" — (F({U)NV) C R™

es diferenciable de clase C*°.
Una aplicacién diferenciable F' : M — N es un difeomorfismo si es biyectiva y su inversa

es diferenciable.

Proposicién 1.22. Sean N y M wvariedades diferenciables. Fijamos y € N; entonces la
aplicacion

MENxM

definida por F(x) = (y,z) es diferenciable.

DEMOSTRACION. .
Sean {(Ua, ©a) taen, {(Vs,¢3)}sea dos sistemas diferenciables asociados a M y N respecti-
vamente.
Sea {(Vs x Ua, V3 X o) }(a,8)caxa un sistema diferenciable asociado a N x M. Sea x € M,
tal que F(x) € Vi x U,.
Consideremos la proyeccién sobre el segundo factor m; : N x M — M y observemos el

siguiente diagrama:

Sean 7wy : N x M — N la proyeccion sobre el primer factor y C': M — N la aplicacién

definida por C(x) = y, Vo € M. Luego consideremos el siguiente diagrama:



2. PARTICION DE LA UNIDAD 9

Como F' compuesta con cada una de sus proyecciones es continua, entonces F' es continua.
Veamos ahora que la aplicacion F' es diferenciable. Como N x M tiene estructura diferenciable

con homeomorfismos 3 X ¢, : Vg x U, — R™ x R", para algin o € Ay 8 € A, donde

(V5 X pa) = (g 0 Ta, Pa © ).

Entonces
(1.1) (Y8 X ) 0 Fopll = (Ygom,paom)oF oy,
(1.2) = (YpomoFoyp,! paomoFop,)
(1.3) = (Ypo(moF)op,!,pao(moF)oph)
(1.4) = (Ypoidoy,’,paoCoyp,t)
(1.5) = (Ypopy'paoCop,t)

Luego esta aplicacion es diferenciable en ambas componentes, pues es la composicién de

funciones diferenciables.

O

Definicién 1.23. Sea X un espacio topolégico y f: X — R; entonces el Soporte de f es

el conjunto cerrado

Sop(f) = {x € X/ f(x) # 0}

Definicién 1.24. Una Particion de la unidad sobre X, es una familia de funciones

reales continuas sobre X; {f;/i € I} tales que:

(1) La familia {Sop(fi)}icr, es un cubrimiento localmente finito.

(2) Para todo xz € X, >, fi(x) = 1.

Dados {U;} un cubrimiento de X y {p;} una particién de la unidad de X; diremos que
{p,} esta subordinada a {U;} si para todo j, existe i tal que Sop(p;) C U;.
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Teorema 1.25. Si X es un espacio paracompacto y {U;} un cubrimiento abierto de X

entonces, existe una particion de la unidad {p;} de X subordinada a {U;}.

DEMOSTRACION. .
Ver [5], pagina 170. O

Si M es una variedad diferenciable, una Particion de la Unidad Diferenciable M,
es una particién de la unidad sobre M constituida por funciones diferenciables.
A continuacién daremos el teorema andlogo al teorema [1.25] para variedades diferencia-

bles, cuyos resultados se encuentran desarrollados en las tesis de grado [2] y Ver [3].

Teorema 1.26. Dada M una variedad diferenciable y {V;}ier un cubrimiento abierto de M,

existe una particion de la unidad diferenciable {p;} subordinada a {V;}icr.

DEMOSTRACION. .

Ver [2], pagina 7. O
3. Vectores Tangentes a una Variedad Diferenciable

Sea M una variedad diferenciable y sea {(U,, ©u)}aca un sistema diferenciable maximal;
fijamos o € A y denotamos por ¢, = (z1,- - ,z,) su Expresion Coordenada, esto es:
Up 25 R 5 R
Us 3R
definida por: z; = r; 0 @,
Sea p € M. Escribimos C*(M,p,R) ={f: U — R/ fes C*, U entorno de p }.

C>®(M,p,R) es un algebra ya que la suma de funciones y el producto de funciones dife-

renciables es diferenciable.

Definicién 1.27. Un Vector Tangente en p es una aplicacién v : C*°(M,p,R) — R tal
que:

(1) v es lineal.

(2) v(fg) = fF(p)v(9) + g(p)v(f)-

Denotamos por T,(M) al espacio vectorial de los vectores tangentes de M en
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TpM

FicUurA 1.3. Plano tangente en un punto en una variedad.

Ejemplo 1.28. .
Sea (U, = (x1, -+ ,x,)) una carta local de M en p, entonces para cada i € {1,--- ,n}

tenemos que %|p es el vector tangente definido por:

0 0 1
a_l,z|p(f) = a_n|p(f °op )

En particular la familia {;>-|,} es una familia linealmente independiente.

Definicién 1.29. Sea F' : M — N una funcién diferenciable y sea p € M, el Diferencial

de F' en p es la aplicacion lineal
dF = T,(M) — T (N)
definida de la manera siguiente: si v € T,,(M) y g € C*°(N, F(p),R), entonces
dF(v)(g) = v(go F)

Mas ain si F' es difeomorfismo, entonces dF' es un isomorfismo. Luego como el concepto de
diferencial es local, entonces T,(M) ~ T,(U). En particular si (U, = (z1,--- ,2,)) es una

carta local de M en p; como ¢ : U — ¢(U) C R™ es un difeomorfismo, tenemos que:
T,(M) = T,(U) =~ Ty(p(U)) = ) (R") ~R"
En consecuencia la familia {8%1_|p} es una base para T),(M).

4. Fibrados

Los resultados expuestos en esta seccion se encuentran desarrollados en el libro <Lecture

Notes on Elementary Topology and Geometry> M. Singer y J. A. Thorpe [8] y en las tesis

2] y [3].
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Definicién 1.30. Sean F, B y F' espacios topoldgicos de Hausdorft y P : E — B una
aplicacion continua y sobreyectiva. Diremos que P es un Fibrado Trivial con fibra F si
existe un homeomorfismo ¥ : F — B x F' tal que m o ¥ = P y el siguiente diagrama es

conmutativo. Donde 7 : B X F' — B es la proyeccion candnica.

v BxF

N

Decimos que p es un Fibrado Localmente Trivial con fibra F' si existe una familia

E

{(Vy Uo) aen, tal que {V, }aea es un cubrimiento abierto de By ¥, : p~1(V,) — V, x F

es un homeomorfismo y el siguiente diagrama es conmutativo.

Al par (V,, ¥,) se le denomina Mapa.

Ejemplo 1.31. .

(1) R™ un ejemplo de fibrado es la aplicacién p : R® — R""!; aqui la fibra F es Ry la
base B es R"1.

R" R™ ! xR

Rn—l
(2) La Banda de Moebiiis es un ejemplo de fibrado; aqui la fibra F' es R y la base B es

la circunferencia y la banda completa es el espacio total E.
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FicuraA 1.4. Banda de Moebitus.

Definicién 1.32. Sea P : E — B un fibrado localmente trivial con fibra R™ y mapa
(Va, ¥,). Diremos que P es un Fibrado Vectorial si para todo a, 5 € A tal que V,NVz # 0

existe una aplicacién continua

Jap - Va N Vg — Gln(R)

tal que:
Ws 0 W (b, 2) = (b, gap(b)2)

Se dice que G1,,(R) es el Grupo Estructural y a las aplicaciones g, se les denomina Cociclos
o Funciones de Transicion.

Estos Cociclos poseen las siguientes propiedades:
(1) goa =€ Va €A

(2) Gop = Ggpa- ¥V o, B,y €A
(3) gaﬁogﬂ’}’:ga’yva7ﬁ77€A-

Diremos que P : E — B es un Fibrado Diferenciable si B es una variedad diferen-

ciable y gop = Vo N V3 — GI,,(R) son diferenciables.

Teorema 1.33. St P : E — B es un fibrado diferenciable, entonces E es una variedad

diferenciable y P : E — B es una funcion diferenciable.

DEMOSTRACION. .
Ver [3], pagina 10. O
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4.1. Fibrado Tangente. .

Sea M una n-variedad diferenciable, entonces T'M = LyepT,M la unién disjunta. Con-

sideremos la funcién 7 : "M — M definida por:
n(v)=p.SiveTl,M

TM es un espacio topoldgico con la topologia final dada por las inclusiones 7=1(U) — TM,
donde U recorre las cartas de M. Luego m : TM — M es un fibrado vectorial diferenciable
con fibra R"™; este fibrado es conocido como Fibrado Tangente de M. Para cada carta

(U, ) de M, tenemos la siguiente biyeccién:

@

71 (U) U xR"
\\ /my
U

Donde proy es la proyecciéon candnica sobre U.

Proposiciéon 1.34. Si (M,I") es una variedad diferenciable de dimensién n, entonces el

fibrado tangente TM es una variedad diferenciable de dimension 2n con el atlas A =

{(==1(U),®)/(U,p € T)}.

DEMOSTRACION. .

Ver [2], pagina 11. O

Definicién 1.35. Dada una variedad diferenciable M y su fibrado tangente 7'M, una funcién
X : M — TM es una Seccion del Fibrado si mo X = Idyy,.

Un Campo Vectorial sobre M es una seccion del fibrado X : M — T'M diferenciable,
en el siguiente sentido: si f € C*°(M,R), entonces X f € C*°(M,R) donde X f(p) = X (p)(f)-

Definicién 1.36. Dadas M, N dos variedades diferenciables y F' : M — N una funcién

diferenciable, diremos que:
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(1) F es una Inmersion si dF es inyectiva, para cada p € M.

(2) El par (M, F') es una Subvariedad de N si F' es una inmersién uno a uno, es decir,
si F' es una funcién diferenciable inyectiva y dF' es es inyectiva en cada punto de M.

(3) F es un Embebimiento si, F' es una inmersién uno a uno, abierta sobre F'(M) C N,

donde F(M) esta dotado de la topologia relativa inducida por N.

Proposicién 1.37. Si N C M es una subvariedad diferenciable de M ; entonces T,N C
T,M.

DEMOSTRACION. .
Ver [8], pagina 139. O



Capitulo 2

Acciones de Grupos de Lie en Variedades

Un Grupo de Lie es basicamente un grupo topolégico que adicionalmente posee una
estructura de variedad diferenciable. En la primera parte de este capitulo desarrollaremos
las definiciones basicas de los grupos de Lie y las acciones de dichos grupos en variedades
diferenciables. Posteriormente introduciremos el concepto de slice, que es lo que nos da una
representacion local de las variedades. Finalmente daremos la construccion geométrica del
slice.

Los resultados presentados a continuacién se encuentran desarrollados en [2].

1. Grupos de Lie

Definicién 2.1. Un Grupo Topologico es un espacio Haussdorf junto con una estructura

de grupo, cuyas operaciones son continuas.

Definicién 2.2. Un Grupo de Lie es un grupo topoldgico junto con una estructura de

variedad diferenciable que hacen diferenciables las operaciones de grupo.
Algunos ejemplos de grupos de Lie son los siguientes:

Ejemplo 2.3. .

(1) Gl,(R) es un grupo de Lie con la siguiente operacién de grupo:
Gl (R) x Gl,(R) — Gl,(R)
(A,B) — AB
(2) S es un grupo de Lie con la siguiente operacién de grupo:
Stx st — St

(eie’eiﬁ) N ei(9+6)

16
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L pl0+p

etf
elb‘

FiGURA 2.1. Accién de St.

(3) R™ es un grupo de Lie con la siguiente operacién de grupo:

R" x R" — R"

(a,b) — a+b
Proposicién 2.4. .
(1) Si G y H son grupos de Lie; entonces G X H es un grupo de Lie.
(2) Todo subgrupo cerrado de un grupo de Lie es un grupo de Lie.

DEMOSTRACION. .

Ver [10], pdgina 83 y péagina 110. O

En lo que sigue diremos que M es una G-variedad, si G actiia en M, esto es una

aplicacion diferenciable © : G x M — M que cumple con las siguientes propiedades:

(1) Si e es el elemento identidad de G y x un punto en M, entonces
Oe,z) =x
(2) Para cada g,h € Gy x € M,
O(g,0(h, z)) = O(gh, z)

Si no hay confusién denotamos por gp al elemento O(g, p).
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Definicién 2.5. Dados M, N dos G-variedades y F' : M — N una funcion diferenciable,
diremos que F' es una funciéon G-equivariante, si F'(gx) = gF(x).

En caso de que F sea un difeomorfismo, diremos que F' es una FEquivalencia.

Las G-variedades junto con las funciones diferenciables G-equivariantes forman una ca-

tegoria.

Definicién 2.6. Dada M una G-variedad, decimos que:

(1) Una accién es Libre si e € G es el tnico elemento que deja fijo a los elementos de
M.

(2) Una accién es Efectiva si para todo g # e mueve a algun punto z € M.
A continuacion veamos algunos ejemplos de acciones diferenciables:

Ejemplo 2.7. .

(1) Si G es un grupo de Lie compacto y H es un subgrupo cerrado de G; la accién

O : H x G — G definida por
O(h,g) = hg
es una accion libre.
(2)
Sl % SZn—f—l N S2n+1
(Oé,(Z(),"' 7Zn)) — (aZ07217"' 7Zn)

Donde 5" = {(zg, -+ ,2,) € C"1/ 3" |z|* = 1}. Esta accién es conocida como

la accion de Hopf y es una accién efectiva solamente si zg # 0.
(3)
S'xR? — R?
(€, pe®) —  pei®+e)

Esta accién es una accion efectiva.
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FiGURA 2.2. Accién de S! en R2.

Proposicién 2.8. Toda accion libre es efectiva.

DEMOSTRACION. .
Sea © : G X M — M una accién libre definida por ©(g, z) = gz. Supongamos que O no es
efectiva; entonces existe g € G, g # e, tal que gx = z. Pero esto no es posible pues © es una

accion libre por hipotesis. Luego © : G x M — M es una accién efectiva. O

Proposicion 2.9. Las G-variedades poseen las siguientes propiedades:
(1) Para cada g € G; la aplicacion ©4 : M — M, definida por©4(p) = gp es un
difeomorfismo.

(2) La aplicacion © es cerrada.

(3) Para cada x € M, La Orbita de =, G(x), es la subvariedad cerrada.
G(r)={2' € M/3g € G;2' = gz}
(4) Para cada x € M, La Isotropia de z, G, es el subgrupo cerrado.
G ={g9€G/gr =}
(5) La aplicacién P : G/G, — G(x), definida por P([g]) = gz, es un difeomorfismo.

DEMOSTRACION. .

Ver [2], paginas 16 y 17. O
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Teorema 2.10. Sea M wuna G-variedad, G compacto. Para cada A C M, sea G(A) =
Uyeq 9A. Entonces:

(1) Si A es abierto, entonces G(A) es abierto.

(2) Si A es cerrado , entonces G(A) es cerrado.

DEMOSTRACION. .

(1) Si A es abierto, como Vg € G la aplicacion

0,: X — X

r — gz

es un homeomorfismo; G(A) = J,. gA es abierto.

geG
(2) Si A es cerrado, entonces A posee todos sus puntos de acumulacion. Sea {y, }nen C
G(A) una sucesién que converge a y € X.
Veamos que y € G(A). Entonces para cadan € N, y, = g,zp; {z,} C Ay {g9.} CG.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

{gn} —9g

Luego como la inversién es una funcién continua

{g."} — g

Entonces g, '(g.z,) = , y; como g, — ¢~ 'y goz,, — y, por lo tanto x, —
gy, porque x, C Ay A es cerrado.

Tomando = = g~ 'y tenemos lo buscado.

O

Sea © : G x M — M una accion diferenciable, entonces © induce una accién diferen-

ciable © : G x TM — T'M definida por la férmula:

O(g,v) = dO,(v)
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2. Espacios de Orbitas
Sea M una G-variedad; damos en M la siguiente relacién de equivalencia:
xRy & G(r) = G(y)

Las clases de equivalencias son las 6rbitas de los puntos de M. Al espacio cociente M/G se
le denomina el Espacio de Orbitas de M.
Si consideramos la proyeccién canénica m : M — M /G, entonces podemos dotar a M /G la

topologia inducida por la proyeccion.
Ejemplo 2.11. Si consideramos la accion
S'xR* — R?
(€, pe®) —  pei®+e)

entonces la érbitas pueden verse de la siguiente manera:

FIGURA 2.3. drbitas de la accién de St en R2.
y R?/S! es homeomorfo al segmento [0, 00).

Proposicién 2.12. Si G actia libremente en M, entonces M /G es una variedad diferen-

ciable.

DEMOSTRACION. .

Ver [2], pagina 25. O
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Teorema 2.13. 7 es una aplicacion continua abierta y cerrada.

DEMOSTRACION. .

(i) Veamos primero que 7 es abierto. Sea A C X abierto, debemos ver que 7(A) es
abierto.
Luego m(A) C X/G;y m(A) es abierto en X/G si, y solo si 77 !(7(A)) C X es abierto
en X. Pero 771 (m(A)) = G(A) y por el teorema [2.10] tenemos que G(A) es abierto,
y por tanto 7 es abierto.

(ii) Veamos ahora que 7 es cerrado. Sea A C X cerrado. Entonces
7(A) es cerrado en X/G < 7! (7(A)) es cerrado en X
Pero 7 1(7(A)) = G(A); y por el teorema tenemos que:
A es cerrado = G(A) es cerrado

Por lo tanto 7(A) es cerrado .

O

Sea G un grupo de Lie compacto, H C G un subgrupo cerrado de G y X un espacio

topoldgico, tal que G actia en X. Entonces, H actiia en G x X con la accion
(h7 (97 Q?)) — (ghila hl’)

Al espacio de 6rbitas de G x X lo denotamos por G xy X. A la H-6rbita de (g,z) la
denotamos por [g, ], luego [g,z] = [¢/,2'] si y solo si, existe h € H tal que ¢’ = gh™ !y
' = hx; en particular [gh,z] = [g, hz]. Al espacio de érbitas G Xy X se le denomina el
Producto torcido de G y X bajo H. Ademéas GG actiua en el producto torcido G xgyg X

con la accion

GxGExgX —GxpgX

(4 [9,7]) — [g'g, 7]

Si X,Y son dos espacios tales que H actia en ellos y f : X — Y es una funcién H-

equivariante, entonces esta funciéon f induce una aplicacién sobre los productos torcidos
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(21) GXHfIGXHX — GXHY
(2.2) 19,2l — g, f(2)]

Sea Y un espacio topolégico y H C G un subgrupo cerrado de GG. Supongamos que H

actua en Y'; entonces la Inclusion bajo e es la aplicacién:

(2.3) oY — GxxY
(2.4) y — [ey]

Notese que esta aplicacion es H-equivariante, dado que

(2.5) ic(hy) = [e, hy] = [h,y] = hle,y| = hi.(y)

Ademas la aplicacién i, es continua, dado que es la composicion de funciones continuas

GXY—W>G><HY

1—
le

Y

1. =1 om donde 7 es la proyeccién candnica sobre el producto torcido.
Pero estd aplicacién i, induce una aplicacién sobre el espacio cociente Y/H mediante el

siguiente diagrama

Y — L GxyY

Donde m; y 7o son las respectivas proyecciones canonicas sobre los espacios cocientes y
ie(H(y)) = G([e,y]). Donde H(y) es la érbita de y en H y G([e,y]) la érbita de [e,y] en
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Proposicion 2.14. La aplicacion i, estd bien definida y es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. .

Ver [2], pagina 19. O
3. Slices

3.1. Métricas Riemmanianas.

Definicién 2.15. Sea V' un espacio vectorial, un Producto Interno en V es una aplicacién
w:VxV—R

tal que es bilinieal, simétrica, no degenerada y definida positiva.

Definicién 2.16. Una Métrica Riemmaniana en un variedad M es una aplicacion
i M — {Prod. Internos en R"}

que asigna a cada p € M un producto escalar en el plano tangente 7,M ~ R" diferenciable
en el siguiente sentido :
Six=3%", aia%ib’ = (a1, ,an) Yy =14 bz-ai%|p = (by,--- ,by,) son vectores tangen-

tes en T,M, existen a;; € C*°(M, p,R) tales que:

lln(p) a12(p) e Gln(p) by
a921 929 ... Qop bg
W) = (o a e, ) | P00 el
an1(p) an2(p) - ann(p) by

A continuacién veremos que cada variedad diferenciable posee al menos una métrica

riemanniana.
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Proposicion 2.17. Cada variedad diferenciable posee al menos una métrica riemmaniana;
mas aun, si M es una G-variedad dicha métrica puede ser escogida invariante por la accion

de G, esto es, para todo g€ G ,pe M yv,w e T,M
1(gp)(gv, gw) = p(p) (v, w)

DEMOSTRACION. .

Ver [2], pagina 21. O

Definicién 2.18. Sea V' es un espacio vectorial con producto interno . Una aplicacién
lineal T : V' — V es una Isometria cuando para dos vectores arbitrarios v,w € V se

cumple:
(2.6) u(T (), T(w)) = p(v, w)
Ejemplo 2.19. Las isometrias en R™ son las transformaciones lineales ortogonales, O(n).

Sea M una G-variedad y p una métrica riemanniana invariante en M, si H es la isotropia
de p € M; entonces cada miembro de H actia por isometrias en 7,/ . Esto nos permite

considerar a H como subgrupo de O(n).

3.2. Curvas Integrales. La definicion de curva integral que damos a continuacion para
un vector en una variedad dada, es un cierta medida una generalizacion del concepto de curva

integral de un campo vectorial en un punto.(Ver [10])

Definicién 2.20. Sea M una variedad diferenciable, p € M y v € T,M. Una Curva

Integral de v, es una funcién diferenciable
c:R— M

Que satisface las siguientes condiciones:
(2.7) o(0)=p

(2.8) do(0) =0'(0) =v
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Ejemplo 2.21. .

(1) La curva integral de un vector v sobre R", es la recta que pasa por p y tiene a v, un

vector del campo vectorial X, como vector director.

FiGuraA 2.4. Curvas integrales en R".

(2) Si FF: M — N es un difeomorfismo entre dos variedades diferenciables. Sea p € M,
vel,M
dF : TpM — TF(p)N

Sio:(—€,€) — M es la curva integral del campo vectorial v en T,M, entonces
Foo:(—€€e)— N
es la curva integral de dF'(v) en Ty, M.

El teorema presentado a continuacion es de gran importancia, porque nos garantiza la

existencia y unicidad de las curvas integrales.

Teorema 2.22 (Existencia y Unicidad de las Curvas Integrales). Dado p un punto en M y

v e T,M. Eziste una unica curva integral o de v en M.

DEMOSTRACION. .

Sea (U, = (21, ,x,)) una carta de M que contiene a p. Consideremos

p:U—R" — dp:T,M — T,,R" ~R"

e R —U = dyp ' T,R" — T,M



3. SLICES 27

a(t) = ¢(p) +tde(v) es la curva integral de dp(v).Veamos que (¢! o o) es la curva integral

de v en p. Verificamos:

(1)

(p™ 00)(0) = ¢ (a(0))

(e~ o)) (t) = de™ (p(p) + tdp(v)) - dp(v)
= (d¢™ (p(p) +t-dep~ (dip(v))) - dp(v)
= 1-dp(v)
= v
Luego el teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales garantiza la existencia

de una tnica curva integral de v en p. A estd tnica curva integral la denotaremos por o,,.

O

Proposicién 2.23. Dado v € T,M y s € R; entonces o4, = 50, es la curva integral de sv.

DEMOSTRACION. .

Sea ox la curva integral de X en p; entonces

(2.9) (0
(2.10) ol (t) = X(o,(t)) luego
(2.11) s-0,(0) = o,(s-0)=p

(2.12) s-00(0) = ol(s-0)=s"-v
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Corolario 2.24. Sea (U, = (21, ,2,)) una carta de M que contiene a p. Sea p(p) =
b= (b1, - ,b,). Entonces, ¥ (ay,--- ,a,) € R"

Qa_l((bh U 7bn) +t(a17 e 7an))

es la curva integral de > | a;7|,.

DEMOSTRACION. .
Si 4 (t) = (b1, -+ ,by)+t(ag, - ,ay,) eslacurva integral de dp(v), donde v = (aq,- - , a,)
y ¢(p) = (by,--- ,b,). Entonces

(213) O_dso(’v)(t) = 90_1(([)17 e ’bn) +t- ((11, e 7an))

(214) = 0&@(1})@) = d@_l((blv T 7bn) +- (a17 o ,Cln))
0 0

(215) = (a_l‘l7 78_%).(a1’... 7%)

U

3.3. La Funcién Exponencial. Sean M una G-variedad, p € M, v € T,M y o, la

curva integral de v en M.

Definicién 2.25. La Funcion Exponencial de una variedad diferenciable M, es la fun-
cion.
(2.16) exp:TM — MxM

definida por la férmula exp(X) = (p, 0,(1)).

Algunas propiedades de esta funcion serdn anunciadas a continuacién en la siguiente

proposicion:

Proposicién 2.26. .

(1) Si M es un G-variedad, entonces exp es una funcién G-equivariante.
(2) Sea (U,p = (x1,-++ ,x,)) una carta local en M y (TU, ) la carta local en T'M

inducida por (U, ), entonces la composicion

R xR 25 TU L U x U ¥ R" x R



3. SLICES 29

es la aplicacion que transforma al par (b,a) en el par (b,b+ a) y su diferencial es la

matriz

DEMOSTRACION. .

(1) Debemos ver que dados p € M, v € T,M y g € G; gexp(v) = exp(gv).
Por un lado tenemos que exp(gv) = (gp, Y4»(1)) donde ,, es la curva integral de gv.
Pero por otro lado, exp(v) = (p,0,(1)) donde o, es la curva integral de v. Entonces

se satisface lo siguiente:
(2.17) o,(0)=p vy 0,(0)=v
(2.18) = 90,(0) = gp y g0,(0) = gv

Luego 74, = go,; de donde deducimos la invarianza de exp.
(2) Sea (U, = (x1,-+ ,2,)) una carta en M y (7= }(U),®) la carta local en TM
inducida por (U, ¢), donde ¢! : p(U) x R™ — 7~1(U). Entonces

erp

R™ x R" 255 TU <8 U x U &% R" x R™
n P B
((bly"';bn)y(al,"'van))wzai%b o (P ar, - an) 4 by, b))
i=1 ¢

~ ((b17”'7bn)7(b1+a17”'7bn+an))

Si restringimos la funcién exp a la fibra T, M obtenemos la aplicacion:

(2.19) exp, : T,M — M
definida por:
(2.20) expy,(X) = 0,(1)

Donde o, es la curva integral del vector v.
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Teorema 2.27. exp, : T,M — M es un difeomorfismo local.

DEMOSTRACION. .
De la proposicion se deduce que la funcién exp, es diferenciable. Luego por el Teorema
de la Funcién Inversa (Ver [8] pagina 119) exp, es un difeoformismo local.

O

Si M es una G-variedad y H C G es el subgrupo de isotropia de p € M, es claro que

exp, es H-equivariante, es decir,
hexpy(v) = exp,(hv) Vh € H.

Estudiaremos esta situacién con mas detalle:

Sea M una G-variedad, dotada de una métrica riemmaniana G-invariante. Seap € M y
H el subgrupo de isotropia de p. Como H actia en T, M ~ R" por isometrias, no perdemos
generalidad si suponemos que H C O(n). Ademads la érbita de p, G(p), es una subvariedad
cerrada de M, por lo tanto el espacio tangente a la érbita en p es un subespacio de T, M.
Consideremos el subespacio vectorial de T, M ortogonal a 7,G(p) al cual denotaremos por
E, =T,G(p)*.
Dado que H actia inefectivamente en G(p), es decir, gr = x , Vg € H y Vo € G(p); también
actud inefectivamente en T,G(p) y en consecuencia £, es H-equivariante.

Definamos ahora lo que es un Slice de X en p.

Definicién 2.28. Dada X una G-espacio, p € X y H la isotropia de p. Un Slice de X en
p es un subconjunto S, de X tal que:

(1) pe S,.

(2) S, es un H-espacio.

(3) La aplicacién a : G xg S, — X definida por a([g, s]) = gs es un embebimiento

G-equivariente sobre su imagen abierta G(S,).

Proposicién 2.29. S, C X es un slice de X en p si y solo si
(1) pe S,.

(2) S, es una H-espacio.
(3) gS,NS, #0=g€ H.
(4)

4) G(S,) es abierto en X.
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DEMOSTRACION. .

Ver[2], pagina 23. O

Ejemplo 2.30. En [2] se prob6 que efectivamente, si M es una G-variedad y p € M, entonces
S, = exp,(E,) es un slice de M en p.

slice Sp

arbita G{p)

Ficura 2.5. Slice.

Adicionalmente los Slices poseen una estructura cénica de terminada de la siguiente
manera:
Sea C'(S7) el espacio cociente

S % 10,1)
S1x {0}

donde la relacion de equivalencia viene dada por: (z,t) ~ (y,s) & s =t =006 (t,x) = (s,y).

Sea v = [z, 0].

C(57) =

Sea E}’2 el subespacio vectorial de E),, constituido por todos los puntos fijos respecto a la

accién H y EJ su complemento ortogonal respecto a la métrica riemanniana.

(2.21) E,=E, ®E)

Si dim(E)) =iy dim(E]) = ¢+ 1. Entonces

(2.22) E, ~R' x C(97)

Siendo E; ~ R'y E ~ R%*"; donde la identificacién de R ~ C'(S9) mediante la aplicacién



(2.23)
(2.24)
(2.25)
Luego

(2.26)
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Capitulo 3

G-pseudovariedades Estratificadas

Asi como la nocién de variedad diferenciable es una extension de la nocién de Espacios
Euclideos; el concepto de pseudovariedades estratificadas es una extensién de la nocién de
variedades diferenciables . En la primera parte de este capitulo desarrollaremos las definicio-
nes y propiedades basicas relacionadas con esta teoria, lo cual nos permitira luego resolver

el problema planteado en la introduccion de este trabajo.

1. Espacios Estratificados

Sea X un espacio topolégico Hausdorff, segundo numerable y localmente compacto.

Definicién 3.1. Una Estratificacion de X es una particién localmente finita Sy que

satisface las siguientes propiedades:

(i) Cada elemento S € Sx es una variedad diferenciable conexa, que llamaremos Estrato
de X.
(ii) Si S’ NS # 0, entonces S’ C S, para cualesquiera dos estratos S, S’ € Sy. Diremos

que S Incide sobre S’, y escribiremos S’ < S.

Si Sx es una estratificacion de X, entonces diremos que el para(X, Sx) es un Espacio

Estratificado.

Proposicién 3.2. Sea (X, Sx) un espacio estratificado. Entonces para cada estrato S € Sx

S=J¢

S'<S

33
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DEMOSTRACION. .

(1) UgiegS" C S es inmediata.

(2) Sc Ug<s5"
Sea x € S. Six € S, entonces & € (Jg S Sixz € S, entonces existe S € Sy tal

que x € S'; luego # € S' N S, entonces S’ < S, por lo tanto x € (Jg. o5’

Luego de (1) y (2) podemos concluir que S = Ug<sS" d

Definicién 3.3. Sea X un espacio estratificado. Para cada subconjunto Z C X la Particion
Inducida es:

Sz ={C : C es componente conexa de Z N S;S € Sx}

Donde Sx es la estratificacion de X.

Definicién 3.4. Diremos que Z es un Subespacio FEstratificado de X, si la particién

inducida en Z es una estratificacion de Z.

Definicién 3.5. Sean X y Y dos espacios estratificados. Un Morfismo f: X — Y es
una aplicacion continua, que manda estratos en estratos diferenciablemente. En particular

f es un Embebimiento si para todo B C X, f(B) es un subconjunto abierto de Y.

Definicién 3.6. .

(I) Los estratos maximales en Sy son llamados Estratos Regulares.

(II) Los estratos no maximales son llamados Estratos Singulares.

Proposicién 3.7. Sea X un espacio estratificado,con estratificacion Sx. Sea S € Sx; en-

tonces

(i) S es mazimal < S es abierto.

(ii) S es minimal < S es cerrado.
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DEMOSTRACION. .

(i) («<=)Asumimos que S es abierto. Sea S’ un estrato de X tal que S < ', debemos
probar que S = 5.
Dado que S < ', para todo punto de S, todo entorno de dicho punto intersecta
a §'. Sea v € S, dado que S es entorno de sus puntos, SN S" # () y, como Sy es
particién tenemos que S = 5.
(=) Supongamos ahora que S es maximal. Debemos probar que para todo x € S,
existe U C S entorno de x tal que x € U C S.
Sea x € S; dado que Sy es localmente finita, existe un entorno V' de x que intersecta
solo un nimero finito de miembros de la particién. Sean S, Sy, - - - , Sy, tales estratos.
Para todo j =1,--- ,k, S £ S}; existe un entorno U; de x tal que U; N S; = 0.
Elegimos U = VNU;N---NU, y probaremos que U C S, para ello fijemos S" C Sy,
tal que S # S’. Entonces

UnsS =Vnun---nU)NS =vVns)nU,nsN---NnUyNnS)=0

En consecuencia U C S.
(i) (=) Supongamos que S es minimal, dado que S = (JgcgS’ = S tenemos que S es
cerrado.
(<) Supongamos ahora que S es cerrado. Sea S’ un estrato de X tal que S" < S.
Debemos probar que S = 5.
Entonces
S<SeScSescs

. Como Sx es particién, S = 5’

Proposicién 3.8. La relacion de incidencia es un orden parcial en Sx.

DEMOSTRACION. .
Las propiedades reflexivas y transitivas son inmediatas. solo probaremos la antisimetria;esto
es: si Sy S’ son estratos de Sy tales que S’ < Sy S’ # S, entonces S'N S = (.

Veamos:
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Asumimos S’ < Sy S # S, es claro que S = |J gn<g " s un espacio estratificado con la
estratificacién inducida. Dado que S es maximal en S, tenemos por que S es abierto en
S y por tanto su complemento UgrogS" es cerrado en S. Dado que S’ C Usres | g5

su clausura S’ estd contenida en g g gnpgS”, esto es:

S'NS =10
O
Proposicién 3.9. Toda cadena C' C Sx estrictamente ordenada es finita.
DEMOSTRACION. .
Sea C'C Sx una cadena en Sy.
Entonces X (o) = (Jge S s un espacio estratificado. Sea Sy estrato minimal de X(¢y; fijemos

x € Sy, entonces dado que x € S, VS € Cy que existe U C S entorno de z que solo intersecta

a un numero finito de miembros de C', tenemos que C' es finita.

O

Definicién 3.10. Se define la Profundidad del espacio estratificado X de la manera si-
guiente:

D(X)=n

Si la cadena de mayor longitud en X tiene n + 1 elementos.

Teorema 3.11. Si (X, Sx) es un espacio estratificado compacto. Entonces X tiene solo un

numero finito de estratos.

DEMOSTRACION. .
Como Sx es una particién localmente finita, entonces para cada x € X, existe un entorno
U(e) de x que intersecta solo a un nimero finito de estratos Sfx), e ,S,(f).

Luego la familia F'= {U(,)/x € X} es un cubrimiento de X; y como X es compacto; existe
x1---,x, € X tales que

n
U (z5) =
(

Entonces a lo sumo hay n(xy) + - - n) estratos en X. O

Corolario 3.12. Todo espacio estratificado compacto tiene profundidad finita.
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Veamos ahora algunos ejemplos de espacios estratificados:

Ejemplo 3.13. .

(1) Todo intervalo semiabierto es un espacio estratificado.

(2) X = {Tridngulo Relleno}

Ficura 3.1. Tridngulo Relleno.

FEstratificacion: Sx = {{p1},{p2},{p3}, L1, L2, L3, R}
Profundidad: D(X) = 2
(3) Si X es una variedad diferenciable, entonces X es un espacio estratificado, con la

estratificacion dada por:

Sx ={C : C es componente conexa de X}.

Proposicién 3.14. Si M es una variedad conera y (X, Sx) es un espacio estratificado;

entonces M x X es un espacio estratificado y su estratificacion estd dada por:

SMXX:{MXSSGSX}

DEMOSTRACION. .

Para ver que Sy« x es una estratificacion debemos probar que satisface las condiciones de la

definicion B.11

(1) Sea S € Sx un estrato en X. Como el producto de variedades diferenciable es una
variedad diferenciable y el producto de conexos es conexo; entonces M X S es una

variedad diferenciable conexa para cada estrato S € Sx.
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(2) Sean S,S" € Sy, tales que (M x S")N (M x S) # (). Entonces

(3.1) (MxSYN(MxS) = (MxS)n(Mx?5)

(3.2) = (MNM)x(S'NnS)

(3.3) = Mx(SNS)#0

(3.4) s NS+

(3.5) s S'cS

(3.6) & (MxS)yc(MxS8)=(MxS)

(3) Suxx es una particién localmente finita.
Sean (p,x) € M x Sy M x U entorno de (p,z) en M x S. Debemos probar que
M x U intersecta solo a un numero finito de estratos M x Sy, -+, M x S,,.
Como = € S entonces cada entorno U de z, intersecta solo un ntumero finito de

estratos en Sx. Supongamos que U NS; # ) solo para i = 1,--- ,n. Entonces

(3.7) (MxU)N(MxS;)=Mx (UnNS;)#0soloparai=1,---,n

Luego Sy« x es una particién localmente finita

Con esto finalmente hemos probado que el conjunto Sy« x es una estratificacion para M x

X. U

Definicién 3.15. Si X es un espacio topolégico,entonces el Cono de X es el espacio cociente

o0 =y

Donde la relacién de equivalencia viene dada por: (z,t) ~ (y,s) & s =t =006 (t,x) = (s,y).
Llamamos Vértice a v = [x,0].

Proposicién 3.16. Si X es un espacio estratificado compacto, entonces C(X) es un espacio

estratificado con la estratificacion

Seoy = {0} U{S x (0,1): S € Sy}
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DEMOSTRACION. .

Veamos que S¢(x) satisface las condiciones de la definicion .

(1) Si consideramos el vértice {v} € S¢(x) este es una variedad diferenciable conexa. Sea
S € Sy, entonces como (0,1) es un subconjunto abierto y conexo de R; entonces
(0,1) es una subvariedad diferenciable conexa de R. Luego como el producto de
variedades diferenciables es una variedad diferenciable y el producto de espacios
conexos es conexo, tenemos que S X (0, 1) es una variedad diferenciable conexa para
cada S € S.

(2) Sean S, S’ € Sy, tales que S’ x (0,1) NS x (0,1) # §. Entonces

(3.8) S'x(0,1)NS % (0,1) = S x(0,1)NS x(0,1)

(3.9) = SNSx(0,1)#0

(3.10) = S'NS#0

(3.11) = S'cS

(3.12) = 9 x(0,1)cSx(0,1)=5x(0,1)

(3) Se(x) es una particién localmente finita. Como X es compacto, por el teorema
X posee un nimero finito de estratos. Luego C(X) posee un nimero finito de

estratos. Entonces trivialmente S¢(x) es localmente finita.

Asi finalmente de (1), (2) y (3) podemos concluir que S¢(x) es una estratificacién para C'(X).
0
Corolario 3.17. D(C(X)) = D(X) + 1.

2. Pseudovariedades Estratificadas

Una Pseudovariedad estratificada es basicamente un espacio estratificado al cual dotamos
ademés de una estructura cénica transversa a los estratos. En estd seccién desarrollaremos

con mas detalle estd nocién.

Definicién 3.18 (Pseudovariedad Estratificada). (Definicién hecha por induccién sobre la
profundidad)
e Una Pseudovariedad Estratificada de profundidad cero es una variedad dife-

renciable con la estratificacion dada por las componentes conexas.
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e ( Hipdtesis Inductiva) Supongamos que para toda profundidad menor que n aplica la
definicion de pseudovariedad estratificada y definamos entonces para la profundidad
n.

e Un espacio estratificado (X, Sx) es una Pseudovariedad Estratificada si para
cada estrato S € Sy, existe una pseudovariedad estratificada compacta Lg, que
depende de S (llamada Ligadura) tal que, para cada z € S, existe un entorno U
de z en S y una funcién ¢ : U x C(Ls) — X que es un embebimiento sobre su

imagen abierta que contiene a x.
El par (U, ¢) se le denomina Carta de x Modelada en Lg.

Ejemplo 3.19. .

(1) Todo espacio estratificado de profundidad cero es una pseudovariedad estratificada.

(2) El espacio (X, Sx) = { Tridngulo Relleno} es una pseudovariedad estratificada.

Proposicién 3.20. St M es una variedad diferenciable conexa y X es una pseudovariedad

estratificada entonces; M x X es una pseudovariedad estratificada.

DEMOSTRACION. .
Si la profundidad de X es cero, entonces X es una pseudovariedad estratificada de profun-
didad cero.
Si D(X) > 0, entonces D(M x X) > 0. Luego M x X es un espacio estratificado y su

estratificacién viene dada por
Suxx ={M x S/S € Sx}

donde Sx es la estratificacion asociada a X.

Sea S € Sx.Consideremos un estrato de la forma M x S € Sy x. Elegimos la ligadura de
M xS, Lyxs = Lgs.

Sea z € S, como X es pseudovariedad estratificada existe una carta modelada (U, ¢) de x
en X. Entonces para todo (m,z) € M x X, los entornos de (m,x) son de la forma M x U;
donde U es entonrno de z en S 'y M es entorno de m. Luego el embebimiento estara dado
por la aplicacién

idxo:MxUxC(Ls) — M x X
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Por lo tanto el par (M x U, id x ¢) determinan una carta modelada para (m,z) en M x X. O

Proposicién 3.21. Si X es una pseudovariedad estratificada compacta, entonces C(X) es

una pseudovariedad estratificada.

DEMOSTRACION. .

(a) Por la proposicién [3.16) C'(X) es un espacio estratificado con estratificacién

Seoy = {0} U{S x (0,1): S € Sy}

(b) (Escogencia de la ligadura) Sea x € C'(X).
(1) Si x = v, elegimos U = v, L, = X y ¢ : v x C(L,) — C(L) definido por
o(v,2) =2 Vz € L,
(2) Si z # v, entonces x = (y,t), y € X y t € (0,1). Sea S’ el estrato de X que
contiene a y, entonces existe U’ entorno de y en S’y ¢’ : U’ x C(Lg) — X

embebimiento. Elegimos S = 5" x (0,1), Ls = Lgs y U = U’ x (0, 1). Entonces

es la aplicacién

' xid
—

(3.14) (U’ x (0,1)) x C(Lg') — (U" x C(Lg)) x (0,1) X x(0,1) = C(X)

O

Proposicion 3.22. St X es una pseudovariedad estratificada; entonces todo subconjunto

abierto conexo A C X es también una pseudovariedad estratificada.

DEMOSTRACION. .

e Si la profundidad de X es cero; entonces X es una pseudovariedad estratificada de
profundidad cero, es decir, un espacio estratificado de profundidad cero.
Si A C X es un subconjunto abierto, entonces D(A) < D(X), pero como D(X) = 0,
entonces D(A) = 0. Por lo tanto A es un espacio estratificado de profundidad cero,

es decir, una pseudovariedad estratificada de profundidad cero.
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e Supongamos que X tiene profundidad n > 0; y veamos que A C X es un espacio

estratificado con la estratificacion

Sy=1{C/Ces C.Cde ANS,S € Sy}

En efecto probaremos que S, es un estratificacion para A.

(1) Para cada S € Sx; AN S es una variedad diferenciable conexa.
Dado que A es abierto conexo en X, para cada S € Sy, ANS es abierto en S;
y en consecuencia es una variedad conexa.

(2) Veamos ahora que Sy es localmente finita; para ello usamos un argumento
inductivo sobre la profundidad de X.
Si la profundidad de X es cero, entonces profundidad de A es cero y A es una
variedad cuyos estratos son sus componentes conexas; con lo cual la condicién
de local finitud se satisface automaticamente.
Asumamos cierto para cada Lg y veamos que se satisface para A. Sea x € A,
entonces x € X. Consideremos S € Sy el estrato tal que x € S. Como X es
pseudovariedad estratificada, existe Lg pseudovariedad estratificada, U entorno
dexzyp:Ux C(Ls) — X embebimiento.
Sea W = ¢(U x C(Lg)) y sea U’ la componente conexa de W N A que contiene
a x. Entonces, como ¢ es isomorfismo estratificado, W tiene un ntimero finito
de estratos y por lo tanto, U’ tiene un ntimero finito de estratos. Luego S4 es
localmente finito.

(3) (Propiedad de Incidencia) Sean S, S’ € Sx y suponemos que (AN S)N(ANS) 4 #
0, veamos que (AN S) C (ANS),.
Dado que (AH—S’)A =A ﬂmx y Aﬂmx C AN S’ obtenemos que
(ANS)N(ANS) #D y; como X es espacio estratificado S C 5.
Sea x € (ANS),veamos que existe una sucesion {z, fnen en ANS’ que converge
a .
Como z € S, existe una sucesion {y,}nen en S’ que converge a z. Pero A es
abierto y € A, luego podemos suponer sin pérdida de generalidad que {y,}

esta contenida en A, de modo que es suficiente tomar x,, = y,.



3. G- ESPACIOS ESTRATIFICADOS 43

(4) Veamos la eleccién de la ligadura de los estratos. Sea S estrato de X. Elegimos
la ligadura de ANS, Lans = Lg. Sea x € AN S, por hipotesis existe una carta

modelada (U, ) de z, esto es: un isomorfismo estratificado
0:UxC(Ls) — X

tal que Imep es abierto en X y o(z,v) = x.
Dado que A es abierto en X, ¢ 1(A) es abierto en U x C(Lg), luego existe
un entorno conexo V de z en ANU y un entorno W de U en C(Lg) tal que

VxW C o (A)NIme.

Pero dado que C'(Lg) = [?61})5557 la imagen inversa de W en [0,1) x Lg por la

aplicacién cociente, contiene un entorno de {0} x Lg; y en consecuencia existe

e > 0 tal que [0, €) X Lg esta contenido en dicho entorno, por lo tanto C(Lg) =

[0,6) X LS
{0}xLsg

Luego podemos suponer que

C W. Pero como C,(Lg) es isomorfo como espacio estratificado a C(Lg).

V x C(Lg) =V x C(Lg) =V xW 5 AN Imgp

que determina una carta modelada de (V,p4) de  en A. Asumiendo que Sy

es localmente finita tenemos demostrado que A es una pseudovariedad estrati-

ficada.

3. G- espacios Estratificados

Para esta seccién consideraremos G un grupo de Lie compacto, abeliano y conexo, ac-
tuando en un espacio estratificado X y estudiaremos la familia de acciones de G la cual
preserva los estratos.

Sea (X, Sx) un espacio estratificado, H C G subgrupo cerrado y una accién efectiva
¢: G x X — X. Entonces X/H es el espacio de H-6rbitas de X; y la proyeccién canénica

m: X — X/H es la funcién de érbita.

Definicién 3.23. Decimos que X es un G-FEspacio Estratificado si:

(1) Para cada estrato S € Sy, todos los puntos de S tienen la misma isotropia, denotada

por Gg.
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(2) Cada g € G induce un isomorfismo
bt X — X

¢g € 1SO¢(X, Sx) donde ISO¢;(X, Sx) es la familia de los isomorfismos estratifi-

cados en X.

Nétese que el espacio de érbitas X/H hereda una estratificacién canénica dada por la
familia

Sx/i = {n(S)/S € Sx}

Proposicién 3.24. 7(S) = 7(S).

DEMOSTRACION. .

o 7(S) C 7(S) Sea z € (S); entonces existe g € H tal que gz € S.
Luego existe {z,, },en una sucesion en S que converge a gz. Debemos encontrar una
sucesion {y, } en 7(S) que converge a x. Entonces g~ 'z, — z. Sea y,, = w(g 'z,) =

7(x,); estd es la sucesién buscada.

e 7(S) C 7m(S). Es consecuencia directa del teorema

Luego de (1) y (2) podemos concluir que 7(S) = 7(.5). O
Proposicién 3.25. Sx,y es una estratificacion de X/H.

DEMOSTRACION. .

Debemos probar que Sx,/y satisface la definicién de estratificacion.

(1) Sea S € Sx; probaremos que 7(.5) es una variedad diferenciable conexa. Como todos
los puntos de S tienen igual H-isotropia; se deduce de resultados obtenidos en [2]
que 7(5) es una variedad diferenciable. Ademds como 7 es una aplicacién continua
y S es conexo, entonces por propiedades topolégicas m(S) es conexo. Asi finalmente
7(S) es una variedad diferenciable conexa.

(2) (Propiedad de incidencia). Si 7(S) N 7(S’) # 0, entonces 7(S) N 7(S’) # B. Luego
existe 7 € Sy g € H tal que gr € S’. Entonces ¢S C S, y por tanto

7(gS) =n(S) C n(S") = 7n(S")

Entonces 7(5) C 7(9).
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(3) Sx/m es localmente finita. Para esto debemos ver que para cada S € Sy y 2’ € m(S),
existe un entorno V' de z tal que V. N S; # () solo parai=1,--- , k.
Sea x € S; como m : X — X/H es una funcién abierta, entonces 7(U) es un
entorno abierto para 7(z) en X/H. Supongamos que U intersecta solo a Sy, - -, S;
entonces (U N S;) # () solo parai=1,--- k.
Luego como para cada i = 1,--- .k, 7(U N S;) C n(U) N =(S;), entonces w(U) N
7(S;) # () solo parai=1,--- k.

Luego de (1), (2) y (3) podemos concluir que Sx,y es una estratificacién. O
Ademads de estd ultima proposicién podemos concluir que D(X) = D(X/H).

Proposicién 3.26. Sea G un grupo de Lie compacto y abeliano. Entonces G posee un nimero

finito de subgrupos cerrados.

DEMOSTRACION. .
Dado que G es un grupo de Lie compacto y abeliano; por [4] tenemos que G ~ T" =

St x ... x S! para algin n € N. Basta probar que 7™ posee un ntimero finito de subgrupos
~—_——

n—uveces

cerrados y conexos.La prueba la haremos sobre induccion sobre n.

e Para n = 1; entonces 7! = S*. Luego los subgrupos cerrados y conexo de S' son
{e} y "

e (Hipdtesis Inductiva) Supongamos cierto para n — 1 y veamos que es cierto para n.

e Basta probar que 7™ posee un numero finito de subgrupos cerrados y conexos de
dimensién (n — 1).
En efecto los subgrupos cerrados y conexos de dimensién (n — 1) de T™ son las

. _ 1 .
n-proyecciones de 7" en T" !, los % subgrupos con dos coordenadas en la dia-

(n—1)n

gonal, los con dos coordenadas en antidiagonal. Lo cual hace un total de n?

subgrupos cerrados y conexos de dimensién (n — 1).

O

3.1. Particién por tipos de Orbitas. Sea M una G-variedad diferenciable, H un

subgrupo cerrado de G'y Mgy el conjunto de todos los elementos de M con isotropia H.
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La Particion por Tipos de Orbitas de una G-Variedad Diferenciable, Sy, es la
unién de los conjuntos C' C Mgy, donde H se mueve sobre la isotropia de los elementos de

M. Asumimos para simplificar que cada M) es conexo.

Lema 3.27. Sea S € Sy, x € S y S, slice de x en S. Entonces

(GSx)ﬂSZGXHRiE%XRi

Teorema 3.28. Sea M una G-variedad. Para todo H subgrupo de isotropia de algin ele-
mento de M; M(H) es una variedad.

DEMOSTRACION. .
Sea x € M,y H la isotropia de x. Sea S, el slice de x en M, ya que GS, es abierto en M y
la condicién es local, basta probar que (G'S;) N Mgy es una variedad. Pero ello es inmediato

pues

G
(3.15) (GSy) N My = (GS,) ) = (G x5 Sp)my = (G xg RY) = = X’

Teorema 3.29. Sy, es una estratificacion de M.

DEMOSTRACION. .

Supongamos que para cada H subgrupo de isotropia de G, S = Mg es conexo.

(1) Por el teorema m; para cada H C G, My) es una variedad diferenciable conexa.

(2) Su es localmente finito. Esto es consecuencia inmediata de la proposicion [3.26]

(3) (Propiedad de incidencia) Como la condicién es local basta probar que para cada
x € M, el abierto G.S, satisface la condiciéon de incidencia de los estratos, pero

GS, ~ G xp S, ~Gx (R x C(S7); y dado que S es un H-espacio estratificado,

se sigue de [3.20] [3.21] y [3.24] que G'S,, es estratificado y en consecuencia se satisface

la condicion de incidencia.

Proposicién 3.30. Si M es una G-variedad, entonces M es un G-espacio estratificado.

DEMOSTRACION. .

Debemos verificar que se satisfacen las condiciones de la definicién [3.23] Sea S € Sy,.
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(1) Todos los puntos de S tienen igual isotropia. Esto se deduce del teorema |3.29|
(2) Cada g € G induce un isomorfismo estratificado ©, : S — 5. Como M es una

G-variedad, se deduce de la proposicién 2.9 que existe el difeomorfismo
Oyls : 5 — S

O

Proposicién 3.31. St X es un G-espacio estratificado y M una variedad diferenciable co-

nexa; entonces M x X es un G-espacio estratificado con la accion g(m,x) = (m, gz).

DEMOSTRACION. .
Como M x X es un espacio estratificado con la estratificacion Sy xx = {M x S/S € Sx};

debemos probar que con la accién g(m,z) = (m, gx), M x X satisface las propiedades de la

definicién [3.23] Sean M x S € Syrux-

(1) Todos los puntos de M x S tienen igual isotropia. Para cada (m,x) € M x X esto
es inmediato pues Gy, ) = G-

(2) Cada g € G induce un isomorfismo estratificado ©, : M x S — M x S. Como
X es un G-espacio estratificado. Entonces para cada S € Sx y para cada estrato
M xS € Suxx el isomorfismo estratificado buscado es ©, : M xS — M x S
definido por ©4(m,z) = (m, O4(x)).

Luego de 1) y 2) podemos concluir que M x X es un G-espacio estratificado. 0]

Proposiciéon 3.32. Si X es un G-espacio estratificado compacto; entonces C(X) es un

G-espacio estratificado, con la accion glx,r] = [gz,r].

DEMOSTRACION. .
Como C(X) es un espacio estratificado con la estratificacién Sgry = {5 x (0,1)/5 €
Sr} U{v}; debemos probar que con la accién g(z, ) = (gz, r), C(X) satisface las propiedades
de la definicién [3.23] Sea S x (0,1) € S (r).

(1) Todos los puntos de S x (0,1) tienen igual isotropfia.
e Para el vértice v, G, = G.

e Para S x (O, 1), GSX(O,I) = GS.
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(2) Cada g € G induce un isomorfismo estratificado 0, : C(X) — C(X). Como X
es un G-espacio estratificado, entonces para cada (z,t) € S x (0,1) el isomorfismo

estratificado buscado es ©, : S x (0,1) — S x (0,1) definido por O,(z,t) =
(m, B4(x)).

Luego de 1) y 2) podemos concluir que C'(L) es un G-espacio estratificado. OJ

Lema 3.33. Sea G un grupo de Lie compacto y abeliano. H C G un subgrupo cerrado.
Entonces para cada G-espacio estratificado X ; el espacio de orbitas X/H es un G /H-espacio

estratificado.

DEMOSTRACION. .
Denotemos por g a las clases de equivalencia de G/H. Si © : G x X — X es la accién de
G en X, estd accién induce una accién cociente © : G/H — X/H mediante el siguiente

diagrama conmutativo:

GxX X

G/H x X/H ——~ X/H

Donde g(r(z)) = m(g(x))
Esta accion estd bien definida porque G es abeliano. Verifiquemos ahora las condiciones para
que X/H sea un G/H-espacio estratificado.
(i) Para cada estrato m(S) € Sx/u; los puntos de m(S) tienen isotropfa constante.
Sea x € X, entonces (G/H )5 =7(Gs) = Gg/H ~ HGg/H
(ii) Cada g € G/H, induce un isomorfismo estratificado © € I'so(X/H, Sx/r). Como X
es G-espacio estratificado, para cada g € G existe un isomorfismo ©, : X — X.

Entonces podemos definir ©, : X/H — X/H a través del siguiente diagrama:

S
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Oy(m(x)) = m(Oy(x)) = m(ga)

4. (G-Pseudovariedades Estratificadas

Una G-Pseudovariedad Estratificada es basicamente una pseudovariedad estratifi-
cada, dotada de una estructura de G-espacio estratificado, cuyo modelo es descrito a través

de slices conicos.

Definicién 3.34. Sea (X, Sx) un G-espacio estratificado. Consideremos un estrato singular
SeSxyyxeS. Un Slice Conico es un slice S, con una parte conica transversal al estrato

S. En otras palabras:

1) S, es un Gg-espacio estratificado.

(1)

(2) Para cada g € G; si ¢S, N S, # (), entonces g € Gg.

(3) La aplicacién a : G x g S, — X es un embebimiento sobre su imagen abierta G S,.
(4) Existe una Gg-equivalencia 8 : R* x C(L) — S,, donde 7 > 0 y L un Gg-

pseudovariedad estratificada compacta. Aqui la accién de Gg es trivial en R’

Proposicion 3.35. S, posee estructura de Gg-espacio estratificado, inducida por la Gg-

equivalencia 8 : R x C(L) — S,.

DEMOSTRACION. .
Por la proposicién [3.31) R? x C(L) es un G-espacio estratificado y como la aplicacién 3 es

una G-equivalencia, entonces S, es un G-espacio estratificado. O

Definicién 3.36 (G-Pseudovariedad FEstratificada). Esta definicién estd hecha por

induccién sobre la profundidad del espacio. Sea (X, Sx) un G-espacio estratificado.

(i) Una G-Pseudovariedad Estratificada de profundidad cero es una variedad di-
ferenciable con una accién libre de G.

(ii) En general, diremos que X es una G-Pseudovariedad Estratificada si para cada
estrato singular S € Sy, existe una Gg-pseudovariedad estratificada compacta Lg,

tal que para cada punto z € S existe un slice cénico

ﬁ : Ri X C(Ls) — S(x)
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y la aplicacion en el producto torcido
a:G Xy Sw — X allg,y]) = gy

la cual es un embebimiento equivariante sobre un subconjunto abierto de X.

Diremos que (S, 8, Ls) es un Slice Distinguido de x.
Los resultados presentados a continuacién son precisamente el objetivo de esta tesis.

Teorema 3.37. Toda G-variedad con la estratificacion por tipos de orbitas es una G-

pseudovariedad estratificada.

DEMOSTRACION. .
Es consecuencia inmediata de y 3.30 ]

Teorema 3.38. Toda G-pseudovariedad estratificada X es una pseudovariedad estratificada.

DEMOSTRACION. .
Si D(X) =0, X es una G-variedad diferenciable con una accién libre y por lo tanto es una
pseudovariedad estratificada de profundidad cero.
Supongamos que D(X) > 0. Sea S € Sy y (Sz, f#, @) un slice distinguido de x en S. Como

el subgrupo de isotropia Gg actia en G, fijamos un slice S, de e € G. Luego la composicion

(S. x R") x C(Lg) = Se x (R" x C(Lg)) = S X Sy — Se X (Gs Xag Sz) = (G5Se) Xag Sy — X

resulta ser un embebimiento. Veamos que S, X R" ~ S.Gg(S N S,) es un abierto en S que
contiene a .

Dado que S, es slice de e en GG para la accién de G g, tenemos que S.Gg es abierto en GG y en
consecuencia (S.Gg)S, es abierto en GS,, el cual es abierto en X y en consecuencia S.GgS,
es abierto en X.

Finalmente probaremos que S.G5(SNS,) =SNS,GsS, =S x R abierto en S.

(3.16) SNS.GsS, ~ S.Gs(SNS,) ~Ge(SN (R x C(S9))) ~ Gg(RY)

Por lo tanto S.G5(SNS,) =5SNS.GsS, =S x R O
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Teorema 3.39. Sea G un grupo de Lie compacto y abeliano y H un subgrupo cerrado de
G. Si X es una G-pseudovariedad estratificada; entonces X/H es una G/H-pseudovariedad

estratificada.

DEMOSTRACION. .
Por la proposicién tenemos que X/H es un espacio estratificado con estratificaciéon
Sx/u = {m(S)/S € Sx}. Més atn por el lema X/H es un GG/H-espacio estratificado
con la accion © : G/H x X/H — X/H definida por O([g], [z]) = [gz].
Si D(X) = 0; entonces D(X/H) = 0. Luego X/H es un espacio estratificado de profundidad
cero; es decir, una variedad diferenciable con una accién libre.
Supongamos que D(X) > 0, entonces D(X/H) > 0. Sean S € Sx, z € S'y (S, 5, Ls) un

slice distinguido de z. Construyamos ahora un slice distinguido para 7(z) en X/H.

(1) Sea S, un slice de z en S. Veamos que 7(S,) es un slice de m(x) en m(95).
(a) Como 7 es una aplicacién continua abierta y cerrada, entonces 7(z) € 7(S,).
(b) 7(S:z) es un (G/H ) )-espacio: Como S, es un Gg-espacio este induce una
accién en el cociente S,/H a través de la restriccion de O. Luego como G,

actia en S, y (G/H)r(z) = % = Hg’, entonces (G /H ), actia en S,/ H.

c) a: X(G/H m(Sy) — es un embebimiento: Como S, es un slice
_GH(/)W(Q:) S X/H bebimiento: C S. li
de z en S; existe el embebimiento o : G xgg4 S — X.
Esta aplicacién « induce una aplicacién en el espacio cociente X /H determinada

a través del siguiente diagrama:

GXGS Sz = X

G/H X s m(Sz) —— X/H

Donde @([h,y]) = ma(hy). Veamos que estd aplicacién esta bien definida.

Si mi([h1, y1]) = ma([h2,y2]), entonces
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HG
[hlayl] = [hQ,yﬂ dhs € 7 tal que [hhyl] = [h3h2,yz]

&

& 3N € Gg tal que (hy,y1) = (hshoh/ ™' Bys)
< iy = hshoys

&y = hy thhays

< yo] = [yl

(2) Escogencia de la ligadura de 7(S5). Sea Lg la ligadura de S en X. Escogemos la
ligadura de m(S), Lnx(sy = m(Ls). Luego la aplicacién § : R* x C(Lg) — S, induce

una aplicacién en el espacio cociente determinada por el siguiente diagrama:

R x C(Lg) ——

Se

T 2

R x C(Lg/H) — S./H
Donde (b, [p,7]) = 7(B(b, [p,7])).Veamos que en efecto estd aplicacién estd bien
definida.
Si B(b1, [p1. 1)) = B(bs, [P2,72]); entonces

mo(b1, [p1,71]) = ma(ba, [p2,m2]) < Th € H tal que (by, [p1,r1]) = (be, [hpe, 72))
& b ="bay [p1,m1] = [hpa, 7]
& ro=116 (p1,7m1) = (hpa,r2)
< p1 = hps

& [pi] = [po

(3) La aplicacién inducida @ : (G/H) Xpag/m ©(Sz) — X/H es un embebimiento.
Definimos @ estd definida de la siguiente manera: a([g, 7(2)]) = -m(gz). Luego
como @ es un homeomorfismo, a es un embebimiento y m, es una aplicacién abierta,

entonces « es un embebimiento.

Entonces la terna (7(S,), 3, @) serd una carta modelada para m(z) en 7(S). O
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