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Introduccién

El estudio matematico de las redes surge de manera natural para representar la in-
teraccion entre diferentes elementos de un sistema. Las redes se estudian de manera sis-
tematica en la llamada teoria de grafos. En los ultimos anos los estudios de sistemas muy
complejos como la internet, mecanismos biolégicos y la propagacion de epidemias, por citar
algunos ejemplos, han demostrado que los grafos que surgen de estos sistemas no correspon-
den a los tradicionalmente estudiados y es por ello que se han buscado nuevos métodos de
estudio e instrumentos de trabajo para el andlisis de modernas redes complejas. Asi intro-
ducen la nocién de red libre de escala, un tipo especifico de red compleja compuesta de
nodos y enlaces que tiene la particularidad de que los enlaces estan distribuidos de forma
no uniforme donde algunos nodos estan altamente conectados a diferencia de otros nodos
que poseen pocos enlaces, de este tipo de red surge de la necesidad de utilizar métodos
probabilisticos para describir o analizar problemas en los cuales las propiedades de la red se

conocen de forma incompleta.

El concepto de redes libres de escala es un poderoso paradigma unificador en el estudio
de redes bioldgicas, sus parametros son independientes del tamano del sistema, ademas son
robustas a rupturas aleatorias de enlaces. Se cree que conocer la estructura o topologia
de las redes bioldgicas ayudara a entender el diseno y la dindmica del proceso evolutivo
que generaron estas redes. La distribucién de grados y las frecuencias de conexiones es
fundamental para las conclusiones biolégicas. Es por ello que en el siguiente trabajo se
realiza un analisis estadistico para probar si las redes biolégicas son libres de escala basado
en el articulo How Scale-Free Are Biological Networks realizado por Raya Khanin and Ernst

Wit. De igual forma se estudian las propiedades de estas redes.



CAP{TULO 1

Modelo Matematico

1. Introduccion

En este capitulo se presenta el Método de Maxima Verosimilitud el cual es una de las
herramientas estadisticas mas utilizadas para calcular estimadores de cierta distribucion. De

la misma forma se explica en qué consiste una prueba estadistica . Seguidamente se describe

la prueba C'ht — Cuadrado.

2. Método de Maxima Verosimilitud

Antes de introducir el Método de Méxima Verosimilitud es importante tener claro que un
estimador es una funcién de la muestra que sirve para obtener un estimado de los parametros

de una poblacién en base a una muestra de la misma.

El método de maxima verosimilitud es un método sistematico y una de las herramientas
de estimacion mas utilizadas que permite obtener estimadores puntuales de los parametros

desconocidos de una distribucién tedrica.

Funcién de Verosimilitud.

Se define la funcion de verosimilitud L de una muestra observada a la densidad con-
junta (o funcién de probabilidad conjunta en el caso discreto) de la muestra aleatoria
X = (X1, X, ..., Xn) considerada como funcién del pardametro o de los pardmetros descono-
cidos de la distribucién evaluada en las observaciones x1, xo, ..., zn del vector aleatorio X.

%

Sea 3 = (p1, 2, ..., Bk) el vector de parametros desconocidos de la distribucién entonces

la funcién de verosimilitud viene dada por:

—

H
L(X7 ﬁ) = fxl,ﬂﬁz,...,xN(xlvz% <y TN, 6)
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donde f;, 2,,..2y €s la densidad conjunta de X, Xy, ..., Xn, en el caso de densidad y en el

N

caso discreto viene dada por:

—

H
L(Xﬂ ﬂ) :pl’l,xQ,...,IN(x17a:27 .y TN; ﬁ)

donde py, 4,2, €s la densidad conjunta de X, Xo, ..., Xy

La funcién de verosimilitud L es una funcion del vector B) de parametros ya que las
observaciones o valores muestrales se conocen. Cuando hay un solo pardmetro desconocido,
L es una funcién de una variable.

La funcién de verosimilitud representa en cierto sentido, la probabilidad de observar lo

que realmente se observo.

El método consiste en elegir los pardmetros (3,7 = 1,2,...,k de manera que la pro-
babilidad de observar lo que realmente se observé sea méaxima, es decir, se desea elegir los

pardametros 3; de forma tal que maximicen la funcién de verosimilitud.

Sea Xi, X5, ..., Xy una muestra de N variables aleatorias independientes de la variable

aleatoria X entonces:

1. En el caso de densidad, si f(z; F) es la densidad de X y x1, 79, ..., xy representa la
muestra observada, se tendra que:
L@y, @3,y s B) = f(an; B)-flwa; ) flaws B)
2. En el caso discreto, si g(z; E}) = P(X = x) es la funcién de probabilidad de X,
y X1,Ts,..., Ty representa la muestra observada, &i,&s,...,& con 1 < r < N son
los valores distintos observados y fi, fa, ..., fr son las frecuencias respectivas, con

¥7_.fi = N se tendra que:

L(x1, @2,y n; B) = (9(&; B))(9(6a; B))2.(9(&s B))"

— —
Supongamos construida la funcién de verosimilitud para 3, L(z1, 23, ...,xy; £ ). Un pro-
cedimiento intuitivo de estimacion es escoger aquel valor que haga maxima la probabilidad de

aparicion de los valores muestrales efectivamente observados; en otros términos, seleccionar
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como estimador del parametro el valor que maximice la probabilidad de lo efectivamente
ocurrido.

Esto conduce a obtener el valor maximo de la funcién

—

L(l‘l,x27 3y TN ﬁ)

Suponiendo que esta funcion es diferenciable y que su maximo no ocurre en un extremo

de su campo de definicién, el maximo se obtendra resolviendo

OL(B)
R
e
oG

Como el logaritmo es una funcién estrictamente creciente, se tiene que tanto la funcién
de verosimilitud como su logaritmo alcanzan el maximo en el mismo punto, por esta razén
en la practica los estimadores de maxima verosimilitud se obtienen derivando el logaritmo
de la funcién de verosimilitud.

— —
l(xlaa:% <y TN, 6) = lnL<I‘1,[L’2, <y TN, 6)

3. Prueba Estadistica

En una prueba estadistica estan presentes cuatro elementos:

1. La hipodtesis nula
2. La hipotesis alternativa
3. El estadistico de prueba
4. La region de rechazo
La Hipdétesis Nula
Se indica simbdlicamente por Hy y establece la hipotesis sometida a prueba. Hy especifica

valores para uno 6 mas parametros de la poblacion.
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La Hipétesis Alternativa
Se indica simbdlicamente con H; la cual debe reflejar el valor posible 6 intervalo de valores
del parametro de interés, si la hipdtesis nula es falsa. Asi, la hipdtesis alternativa representa

una forma de negacién de la hipdtesis nula.

El Estadistico de prueba

La decisién de rechazar o aceptar la hipotesis nula se basa en la informacion contenida
en una muestra extraida de la poblacién de interés. Los valores de la muestra se usan para
calcular un solo ntimero, este niimero actiia como ente que toma decisiones y lo llamaremos

estadistico de prueba

Region de Rechazo

El conjunto de valores o rango del estadistico de prueba se divide en dos conjuntos
6 regiones. Si el estadistico de prueba calculado a partir de una muestra especifica asume un
valor dentro de la region de rechazo, entonces la hipdtesis nula es rechazada y decidimos a
favor de la alternativa. Si este valor cae fuera de la regién de rechazo (cae en la regién de
aceptacién), no se rechaza Hy lo cual no debe interpretarse como equivalente a que Hy deba
ser aceptada sino que simplemente, la informacion experimental que se tiene no conduce a

rechazarla.

4. Prueba Chi-Cuadrado

La Prueba C'hi — Cuadrado es el contraste de ajuste més antiguo, cuya idea es comparar
las frecuencias observadas a partir de unas observaciones con las frecuencias especificadas por
el modelo tedrico que se contrasta. Esta prueba es valida para todo tipo de distribuciones,
discretas y continuas.

La hipétesis Hy indica que unos datos de una variable aleatoria X provienen de cierta
distribucion hipotética. Existen dos variantes posibles. En la primera H especifica comple-
tamente la distribucion, en la segunda Hj especifica la forma, pero no los parametros que se

estiman a partir de los datos.
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Caso Discreto:

Supongamos que X es discreta y se realizan n observaciones (n > 25) del experimento en
investigacion. Sea &1, s, ..., & con (k < n) el niimero de observaciones distintas de la variable
X, f1, fa, ..., fr son las frecuencias correspondientes, es decir f; es el nimero de observaciones

iguales a &;. (Eventualmente f; = 0 para algin 1)

Sabemos que f1+ fo+ ...+ fr =n
. k
Seap, =P(X =¢),i=1,2,... k> p=1
Si n esta fijo, f; es el nimero de veces que aparece &; en n repeticiones del experimento
y p; representa la probabilidad de obtener &;, luego, f; tiene distribuciéon binomial de para-

metros (n, p;), donde E(f;) = np; es la frecuencia esperada por el modelo teérico

Ahora se calcula la discrepancia entre las frecuencias observadas y las previstas por el

modelo mediante:

(L) I

donde

= f; es la frecuencia observada de la clase ¢

» E(f;) es la frecuencia esperada de la clase i segin la distribucién hipotética

La diferencia f; — E(f;) mide la desviacién entre las frecuencias observadas y las frecuen-
cias esperadas.

Luego (1.1) se distribuye aproximadamente como una x? y sus grados de libertad son:

= Si el modelo especifica completamente las probabilidades p; que son conocidas antes
de tomar la muestra, el nimero de grados de libertad sera k — 1
= Si las probabilidades p; se han calculado estimando r pardmetros del modelo por el

método de maxima verosimilitud, el nimero de grados de libertad es k — 1 — r
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Toma de decision

Se quiere que f; esté cercano a E(f;), es decir que el valor observado

k

s~ i —E(fi)?
Xobs = ; E(fz)

esté cercano a cero, procedemos a calcular el p — valor el cual se obtiene de la siguiente

manera:

b= ]P(X2 > X?)bS)
Si el p—wvalor es pequeno, rechazamos la hipétesis nula. Por ejemplo si p < 0,05 estamos

rechazando con un nivel de significaciéon menor que a = 0,05.
Caso Continuo:

Este caso es una generalizacion del caso discreto. Sean x1, xs, ..., ,, n observaciones de la
variable aleatoria X, las cuales tabulamos en una tabla de frecuencias, si k es el niimero de

intervalos de clase, I; es el +— ésimo intervalo tal que:

Y PI)=1

fi el nimero de observaciones que caen en I;, denotando por p; = P(I;) la probabilidad

tedrica, el estadistico de prueba sera:
k

2 Z (fi —E(f))?
XO S =
& E(f)
donde
= f; es la frecuencia observada del intervalo I;

» E(f;) = np; es la frecuencia esperada del intervalo I; segun la distribucién hipotética.

Al igual que en el caso discreto, los grados de libertad de la distribucion dependerd de si

se estiman o no parametros de la distribucién teorica.
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Sistemas Bioldgicos

1. Introduccion

El estudio matematico de las redes surge de manera natural para representar la inte-
raccion entre diferentes elementos de un sistema. Las redes se estudian de manera sistematica
en la llamada Teoria de Grafo. Un grafo es un conjunto de nodos conectados mediante lineas
que llamaremos ramas o conectores. Sin embargo, en los tltimos anos los estudios de sistemas
muy complejos tales como la Internet, mecanismos biolégicos y la propagacion de epidemias,
por citar algunos ejemplos, ha demostrado que los grafos que surgen de estos sistemas no

corresponden a los tradicionalmente estudiados.

2. Redes Complejas

En la década de los cincuenta del siglo XX aparecen los trabajos de los matematicos
Paul Erdés y Alfred Renyi quienes introdujeron la nocién de grafos aleatorios. Este tipo de
grafos surgen de la necesidad de utilizar métodos probabilisticos para describir o analizar
problemas en los cuales las propiedades de sus grafos se conocen de forma incompleta y
solamente se puede pedir la probabilidad de que una cierta propiedad se satisfaga. Al igual
que otros objetos matematicos, los grafos aleatorios habian sido empleados por los cientificos
tales como Gibbs y Boltzmann en el siglo X1X aunque su estudio matemaético se inicié con
Erdos y Renyi. Se dice que un grafo es aleatorio o de Erdos-Renyi si cada rama del grafo

existe con una probabilidad p y p sigue una distribucién uniforme.

Posteriormente con el desarrollo de la computacion ha sido posible estudiar y analizar
redes muy complejas en distintos contextos de la ciencia y la tecnologia, resultando que los
grafos aleatorios cuya distribucion del grado de un nodo obedece una ley de potencias son los

que surgen mas comunmente en el andlisis de problemas reales. Dichos grafos corresponden
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a redes libres de escalas y fueron descubiertas por el fisico A.L. Barabasi.

Ley de Potencia Una funcién de ley de potencia o funcién potencial es una expresion
de la forma f(x) = a.z” donde « y =y son los pardmetros de dicha funcién, « es llamado el

parametro de amplitud y ~ el exponente.

Medidas Asociadas a las Redes

= Grado: Se define el grado de un nodo como el niimero de ramas o conectores aso-
ciadas al nodo. En algunos casos se puede distinguir entre ramas que entran y ramas
que salen de un nodo (denominadas redes dirigidas). En el caso de tener una red
dirigida se define el grado de entrada de un nodo y el grado de salida de un nodo
como el nimero de ramas que entran y el nimero de ramas que salen del nodo
respectivamente.

» Distribucion de Grado: La distribucion de grado de un nodo es la la distribucién de
probabilidad del nimero de conexiones de un nodo, la caracterizamos por P(k) que
representa la probabilidad de que un nodo tenga k conexiones.

s Grado del Fxponente: Se refiere al valor v de la distribucién de grado de un nodo
que satisface una ley de potencias. Dicho exponente es importante porque permite
inferir la existencia de nodos principales llamados ”hubs” que caracterizan a las redes
libres de escala.

= Distancia minima o geodésica: La distancia entre dos nodos a y b se denota por d,,
indica el menor niimero de ramas o conectores necesarios para unir los dos nodos.

En otras palabras indica la longitud del camino mas corto entre a y b.

Clasificacion de las Redes

En el estudio de fenémenos complejos las redes asociadas evolucionan en el tiempo y raras
veces se posee informacién completa sobre cada uno de los nodos o enlaces que conforman.
Estas redes varian facilmente y por lo general puede ocurrir que nuevos nodos aparezcan o
que desaparezcan y de forma similar sucede con los enlaces. Es por ello que a partir de su

estructura y comportamiento estas redes se pueden clasificar en tres grandes grupos que son:
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Redes Aleatorias: Es el modelo mas basico de redes complejas. Los parametros son
el nimero N de nodos y la probabilidad p de que exista una conexion entre dos
nodos. La probabilidad P(k) de que un nodo tenga k conexiones o tenga k grados
corresponde a una distribucion binomial. El grado esperado o promedio del nimero
de conexiones es < k >= p(N —1). Sipes fijoy N crece indefinidamente (N — o0),
el promedio < k > diverge. Si p es funcion de N de manera que si N crece indefinida-
mente < k > se mantiene constante (N — oo, p — 0), la Distribucién Binomial se

aproxima a la Distribucion de Poisson de pardametro < k >.

Redes Libres de Escala: En este tipo de red algunos nodos estan altamente conec-
tados, es decir, poseen un gran nimero de enlaces a otros nodos (”Hubs”), aunque
el grado de conexion de la mayoria de los nodos es bastante bajo.

En las redes libres de escala la probabilidad P(k) de que un nodo de la red
esté conectado con k nodos es proporcional a k=7, es decir, sigue una ley de potencias.
» Siy > 2 existe el primer momento de la distribucién ya que Y -, m—l,l < 400
sty solo si v > 2.
= Siy > 3 existe el segundo momento de la distribucién es decir, existe la varianza
ya que:
o E[z?] = @ZZLM% < +o0o siy solo siy >3

» Por tanto Var[z] nos queda de la siguiente forma:

Varlz] = Elz*] — (E[z])*

"k (@)

m ‘

» Donde Var[z] < 400 si y solo si vy > 3.
Los exponentes 7y estimados de muchas redes reales se encuentra entre el rango

2 < vy < 3y la distribucién viene dada por:
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donde ¢(7) es la funcién Zeta de Riemann definida por ¢(v) = Y7, = la cual

normaliza la distribucidn, es decir, se cumple que Y ;- P(k) = 1. En las redes libres
de escala no existen nodos huérfanos, es decir, P(0) = 0. Estos modelos se denomi-

PIPEF;S) depende solamente de «

nan libres de escala pues el cociente

Redes de Mundo Pequeno: Una red es de mundo pequeno si todo nodo se conecta
con cualquier otro a través de un nimero pequeno de enlaces. Es decir, la mayor
parte de pares de nodos en la mayor parte de la red parecen estar unidos (conectados)

por un camino corto en la red.

3. Redes Bioldgicas

A finales de los afios noventa, los trabajos de Barabasi caracterizaron en términos de
mecanica estadistica un gran numero de grafos que representaban redes reales de diversa
naturaleza; estos estudios marcan el inicio de la Teoria de Redes como linea importante de
investigacion convirtiéndose en una herramienta de andlisis poderosa a la biologia. El estudio
de estas redes es de gran importancia para la biologia ya que permite en parte, predecir
comportamientos. El patron més conocido es Libre de Fscala puesto que su estructura es
independiente del tamano del sistema (i.e, invarianza de escala). Esta topologia o estructura
de la red se caracteriza por una distribucién heterogénea de enlaces, donde pocos nodos estan

muy conectados y muchos estan poco conectados.

Red de interaccion de proteina: En esta red las proteinas estan conectadas por
interacciones fisicas.

Red de Metabolismo: Productos metabdlicos, sustratos que participan en una reac-
cion.

Red Genética Reguladora: En esta red dos genes estan conectados si el nivel de

un gen modula la expresiéon del otro por la activacién o represion.
Redes Biolégicas como un Grafo

= Nodo Representa una Proteina, Gen 6 Metabolismo

» Enlace (Edge) representa una asociacién, es decir, una interaccion.
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Red

FiGuraA 2.1. Red

» Enlace Dirigido Muestra la modulacion (regulacién) de un nodo a otro. Ejemplo:
Una flecha de un gen X a un gen Y significa que el gen X afecta la expresién del

gen Y.

Interacciones bioldgicas son estudiadas en diferentes niveles independientes. Las flechas
solidas indican interacciones directas. Flechas punteadas indican las interacciones indirectas

que ocurren via intermediarios.

Interaccion

M-space

m—-m

//\

/

S"""‘- / \ 1’ G-space
’ ?\-..‘._\' ey

g, 9,

F1GurA 2.2. Interaccién
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Propiedades en comiin de las Redes Biolégicas

» Propiedad de Mundo pequerio (Small-World) Existe un camino corto de cualquier
nodo a otro nodo.

= Presencia de Hubs Muchos nodos con pocas conexiones y pocos nodos con muchas
conexiones.

» Hubs son enriquecidos por nodos esenciales/mortales
Nodos Mortales: Son aquellos que cuando mutan el organismo muere.
Nodos Fsenciales: Son los que se necesitan para una funcién especifica y si mutan

se puede perder la funcion.



CAPITULO 3

Métodos Computacionales

1. Introduccion

En éste capitulo se presentan los métodos computacionales empleados en este trabajo
asi como también algunas caracteristicas para el analisis de redes. Por ultimo se estudiara la

propiedad de autosimilaridad.

2. Método de Newton-Raphson

El método de Newton-Raphson es uno de los métodos numéricos mas conocidos y poderosos
para la resolucién del problema de bisqueda de raices de f(z) = 0. También puede ser usado
para encontrar el maximo o minimo de una funcién, encontrando los ceros de la derivada
de la funcién. A diferencia de otros métodos de Analisis Numérico, el método de Newton-
Raphson no trabaja sobre un intervalo sino que basa su féormula en un proceso iterativo.
Existen diversas maneras de introducir el método de Newton-Raphson. La primera forma
de introducir el método de Newton-Raphson es desde un enfoque intuitivo basado en el
polinomio de Taylor. Otra posibilidad es la de derivar el método de Newton-Raphson como
una técnica simple para obtener una convergencia més rapida de la que ofrecen otros tipos
de interaccién funcional. La tercera manera de introducir el método, la cual estudiaremos a
continuacion es considerar la técnica graficamente.

Supongamos que tenemos la aproximacién z, a la raiz xy de f(z). Se traza la recta
tangente a la curva en el punto (z,, f(z,)). Esta cruza al eje X en un punto z,,; que
serd nuestra siguiente aproximacion a la raiz .

Para calcular x,,; calculemos primero la ecuacién de la recta tangente.

Es decir

m = f,(xn)

14
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Newton

Ficura 3.1. Método de Newton

entonces

y— fan) = f'(an)(x — )

hacemos y =0

Por tanto tenemos que:

Esta es la férmula de Newton-Raphson la cual nos permite calcular la siguiente aproximacion.

Luego

Tnyl = Tp — ﬁ((i’;)y si f'(xn) #0

El método de Newton-Raphson no trabaja sobre intervalos donde nos asegure que encon-
traremos raiz, y de hecho no tenemos ninguna garantia de que nos aproxime a dicha raiz.
Existen ejemplos donde este método no converge y en esos casos se dice que el método di-
verge, sin embargo en los casos donde converge lo hace con mucha rapidez por lo cual es uno
de los métodos preferidos por excelencia. En el caso que f'(z,) = 0, el método no se puede
aplicar. Geométricamente esto significa que la recta tangente es horizontal y por tanto no
intersecta al eje X en ningtin punto, a menos que coincida con este, en cuyo caso x, mismo

es una raiz de f(z).
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3. Analisis de Redes

El analisis de Redes Biolégicas y Redes Sociales esté relacionado con la ocurrencia de
cambios en la red asi como también la conexién entre los actores (nodos). En estas redes
interesa saber qué pasa cuando se establecen nuevas relaciones entre los actores, cuando se
rompen algunas de ellas; cuando se incluyen otros actores; cuando se excluye o cuando sale
de la red un actor, el actor de mayor importancia, el mas central de la red entre otros.
Inicialmente el conjunto de datos de las redes bioldgicas que utilizamos se encontraban en un
formato complejo para ser empleado en un programa comun, ademas las redes a utilizar son
numerosas por lo que utilizamos Pajek, una herramienta poderosa para el andlisis de estas
redes. Con esta herramienta vamos a tener informacién mas detallada del comportamiento
de la red.

Para realizar este andlisis es importante tener claro algunas definiciones.

primero recordemos que:

s Grado: el grado de un nodo como el nimero de ramas o conectores asociadas al
nodo.

» Distribucion de Grado: La distribucién de grado de una red es la la distribucién de
probabilidad del nimero de conexiones de los nodos, la caracterizamos por P(k) que
representa la probabilidad de que un nodo tenga k conexiones.

» Grado del Fxponente: Se refiere al valor « de la distribucién de grado de una red
que satisface una ley de potencias. Dicho exponente es importante porque permite
inferir la existencia de nodos principales llamados ”hubs” que caracterizan a las redes
libres de escala.

» Distancia minima: La distancia entre dos nodos a y b se denota por dg, indica el
menor nimero de ramas o conectores necesarios para unir los dos nodos. En otras

palabras indica la longitud del camino mas corto entre a y b.

Medida de Centralidad El problema de la centralidad surge al tratar de responderse
preguntas como: Si una red de comunicacién es muy grande y heterogénea ; Como se logra
el intercambio de informacion entre sus integrantes?. Un ejemplo concreto de una red donde
esta pregunta cobra mucho sentido seria; siendo La India una nacién tan grande y heterogénea

icomo es posible gobernarla?. La respuesta conduce a la afirmacién de que existen centros
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en la red que vinculan y entretejen los elementos de diversas categorias. Los nodos que
representan mayor importancia desde este punto de vista son aquellos que realizan mayor
interconexién entre diferentes nodos en la red. En este sentido mientras mayor sea el nimero
de caminos en los cuales un nodo toma parte, mayor es la importancia del nodo.
Asumiendo que la interaccién toma el camino méas corto entre dos nodos, representamos la
medida de un nodo por su medida de intermediacion (betweenness centrality). Si o(j, i, k)
representa el nimero de caminos méas cortos entre el nodo j y el nodo k que pasan por el
nodo i y o(7, k) representa el nimero total de caminos més cortos entre el nodo j y el nodo
k, la medida de centralidad del nodo ¢ viene dada por:
o(7,1,k)
5= 2 50h
Otras medidas de centralidad se definen usando el valor de la distancia entre nodos. Si
consideramos d; ; el valor de la distancia entre el nodo 7 y el nodo j, definimos la centralidad

de proximidad por:

i = Z d%
i

El interés de estudiar redes bioldgicas y redes libre de escala es porque ambas comparten

ciertas caracteristicas las cuales se pueden resumir en las siguientes:

Una distribucion que depende de un parametro.

Presencia de Hubs en las redes bioldgicas y un gran nimero de nodos con pocas
conexiones puede ser considerada como una caracteristica de redes bioldgicas libre
de escala.

= Redes libres de escala poseen la propiedad de mundo pequeno.

= Robustas a rupturas aleatorias.

Una tnica propiedad de los sistemas libres de escala, es su invarianza para los cambios de
escala. El término libre de escala refiere a un sistema definido por un funcional de la forma
f(z) que no se altera por un factor multiplicativo debido a un cambio de escala de la variable

independiente z. Por tanto tenemos el siguiente resultado.
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PROPOSICION 3.1. Sea f una funcidn positiva, definida para x > 0, no decreciente,
derivable entonces f(ax) = bf(x) para todo x > 0 siy solo si f es una funcidn potencial, es

decir, f(x) = cx” conr >0, x> 0.

DEMOSTRACION. (=)
Veamos que si f(ax) = bf(z) para todo > 0 entonces f sigue una ley de potencia. Observe
que la constante b depende de a, la relacién f(ax) = bf(x) para todo z > 0 nos permite
expresar b en funcién de a mediante la relacion b = %, donde f(1) no puede ser igual a

cero. Definamos g(z) = £ entonces, g(1) = 1, observe que

f(1)
flar) S
9(02) =75y =V
g(a)

Asi g(ax) = bg(z) para todo z > 0, con g(1) = 1, en este caso b = o= g(a). Consideremos

= bg(z).

la funcién G(z) = g(exp(x)), para cada zy fijo,
G(zo +y) = glexp(zo)exp(y)) = by(exp(y)) = glexp(xo)g(exp(y)),
de estas relaciones se concluye que
G(xo +y) = G(z0)G(y).

Si y = 0, obtenemos G(0) = ggg; = 1 Obteniendo que la funciéon G satisface:

G(z + h) — G(z) = G(z)(G(h) — 1).

. Gz +h)-Gx) . G(h) -1
&

Por lo tanto la funcién G satisface la siguiente ecuacion diferencial:
G'(x) = G'(0)G(z), con G'(0) =7 >0, G(0) =g¢g(1) =1,

note que G'(0) = ¢'(1) = J;/((ll)) > 0, pues f es positiva y no decreciente. Hallemos la solucién

de la ecuacion diferencial.

y' = ry, con la condicién inicial y(0) = 1.

El factor integrante es exp(—ry), por tanto la ecuacién se puede reescribir como

exp(—ry)(y' —ry) = 0.
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lo que equivale a
d(exp(—ry)y)
dx

La solucién de esta ecuacion es yexp(—rz) = ¢, donde ¢ es una constante. Asi,

=0.

= cexp(rz)
. Como y(0) = 1 obtenemos ¢ = 1, entonces y = exp(rx). Puesto que G satisface la
ecuacién diferencial resuelta con G(0) = 1 se concluye que G(z) = exp(rz), de donde

g(x) = G(In(z)) = exp(rin(x)) = exp(In(z")) = 2" y la funcién que nos interesa

Podemos concluir que f es una funcién potencia.

(<)
Veamos que si f sigue una ley de potencia entonces f(ax) = bf(z). Como f sigue una ley
de potencia, entonces f se puede escribir como f(z) = ax*.

Luego

faz) = alaz)® = aa®2® = ba* = bf ().
Por tanto tenemos que f(ax) = bf(z) donde b = aak, beR.
U

La proposicién anterior nos muestra la propiedad de invarianza en cambios de escala o
mejor conocida como Autosimilaridad.
El estimador de la distribucién de probabilidad para cada red se calcula utilizando un co-

mando en Matlab, de igual forma se realiza un algoritmo para la prueba estadistica.
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Pasos del Algoritmo

1. Leer la tabla de frecuencias y las clases obtenidas de los datos experimentales.

2. Calcular el estimador de maxima verosimilitud para cada red y graficar los datos
experimentales y los datos con la distribucién hipotética.

3. Aplicar la prueba estadistica

4. Calcular el p valor (con este valor se tomara la decisién si las redes biolégicas son

libres de escala.)



CAPITULO 4
Analisis
1. Introduccion

Se hace un analisis estadistico de 6 redes bioldgicas. Un método extensamente utilizado
para encontrar un indicador de una red libre de escala ha sido de ajustar una recta (en escala
log-log) a la frecuencia relativa de conectividad.
Las Redes a trabajar son de proteinas (Uetz, Ito, Li, Rain) y genéticas (Lee, Guelzim)
obtenidas de la direccién de la revista de Biologia Computacional www.stats.gla.ac.uk/raya/howscalefree /ho
Para realizar la prueba estadistica vamos a trabajar con las de frecuencias obtenida de la
data las cuales se obtuvieron utilizando Pajek y nos indica el nimero de conexiones de cada

nodo en la red.

2. Representaciéon de la red

Anteriormente vimos que si p(ak) = bp(k) la red es libre de escala y la tinica solucién en

este caso es:
p(k) =ak ™ k> 1,

v es el pardmetro de la distribucién. El nimero de conexiones de la red se obtiene experi-

mentalmente y se estima p(k) por la frecuencia relativa observada.

f de nodos con k conexiones

N(k
(%) f total de nodos

Ahora para ver si los datos provienen de una red libre de escala ajustamos a N (k) una linea

recta.
log(p(k)) = B — ~log(k).

En la funcién de ley de potencia, p(k) = %, donde ((7v) es la funcién Zeta de Riemann,
k > 1, el parametro v se estimé utilizando el método de méxima verosimilitud suponiendo

que las conectividades de los nodos son independientes.

21
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A continuacién presentamos los graficos de cada red con las rectas ajustadas. En estos
graficos podemos observar un comportamiento de ley de potencia. Sin embargo, no existe un
buen ajuste de todos los datos por lo que no tenemos suficientes razones para suponer un
comportamiento libre de escala a priori.

Rain
0 T

O Datos observados
—— Datos esperados

1 4

log(N(K))
o

log(k)

FicuraA 4.1. Recta ajustada para la red Rain

Guelzim

0 T
O Datos observados
—— Datos esperados
-1¢ T
N
- [¢]
s \\\ 4
\\

3 4
2 o
£
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4L 4

° o
N o
5 oo 4
o o &
N
6 4
[esess)
-7 I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35

log(k)

FIGURA 4.2. Recta ajustada para la red Guelzim
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En todos los graficos obtenidos se puede observar un comportamiento similar. A conti-

nuacién mostramos los graficos de las redes Uetz y Li-data.

Uetz
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O Datos observados
—— Datos esperados
b 4
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FicurA 4.3. Recta ajustada para la red Uetz

Li-data
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F1cuRrA 4.4. Recta ajustada para la red Li-data
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2. REPRESENTACION DE LA RED

Lee

O Datos observados
—— Datos esperados
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logk)

FiGURA 4.5. Recta ajustada para la red Lee

log(N(K))

Ito

O Datos observados
— Datos esperados

1k 4

-2k 4

!
kS
T
I

!
@
T
I

8L

_9 . . . . . . .
2
log(k)

FIGURA 4.6. Recta ajustada para la red Ito
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A continuacién vamos a estudiar las caracteristicas de cada red.

Grado: El grado de cada nodo en la red se puede obtener mediante la tabla de frecuencias
[Apéndice A]. En estas tablas pudimos observar la presencia de Hubs (pocos nodos estan
altamente conectados) y por otra parte muchos nodos estan poco conectados. Este tipo de
conexiones es muy comun en una red libre de escala y en consecuencia puede ser un indicador
de que las redes que estamos estudiando tengan un comportamiento libre de escala.

Distribucion de Grado: En esta oportunidad estamos estudiando las redes biologicas
utilizando la Distribucién de Ley de Potencia P(k) = %, k = 1,2,..., y la Distribucion
Exponencial Truncada p(k) = %W, que estudiamos mas adelante.

Grado del Exponente: Son los parametros que se van a estimar.

Distancia minima: Para cada una de las redes se calcula la distancia minima entre los

nodos mas alejados de la red, es decir, el didmetro de la red y se obtiene:

Guelzim: The longest shortest path from YGL043W (44) to YCL025C (385). Diam-
eter is 11.
Ito: The longest shortest path from YDRO72C (531) to YDRA77TW (742). Diameter
is 14.
Lee: The longest shortest path from YBR156C (270) to YOL103W (2101). Diameter
is 11.
Li data: The longest shortest path from B0213.11 (26) to K11D12.10 (1836). Diam-
eter is 13.
Rain: The longest shortest path from HP0069 (19) to HP0857 (678). Diameter is 9.
Uest: The longest shortest path from YDRO17C (163) to YLR150W (674). Diameter
is 18.
En todas las redes se pudo obtener a pesar de ser redes muy numerosas, que el camino
entre los nodos mas alejados en la red es pequeno. Esto es una clara evidencia de la carac-

teristica de pequeno mundo que comparten las redes biologicas.
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Centralidad Aproximada:
En la siguiente tabla se presenta el nodo con mayor centralidad aproximada en la red.

En todas estas redes se obtuvo una centralidad muy baja.

Red  Centralidad Aproximada  Representante

Rain 0.33943299 128 "HPO775”
Guelzim 0.28649230 27 "YDR207C”
Lee 0.34488376 58 "YKL112W”
Ito 0.28043077 1767 "YJR091C”
Uest 0.12363243 746 " YML064C”
Li-data 0.28978699 2489 "W07B3.2”

Medida de Intermediacién (Betweenness Centrality):

En la siguiente tabla se presenta el nodo con mayor betweenness centrality en la red.
Recordemos que mientras mayor sea el valor del betweenness centrality mayor es el niimero
de caminos en los cuales un nodo o un enlace toma parte y mayor serd su importancia en la
red. Al realizar estos cdlculos se obtuvo nodos con Betweenness Centrality igual a cero, es

decir no tienen gran importancia en la red.

Red Betweenness Centrality Representante
Rain 0.15600964 248 "HP1409”
Guelzim 0.16378876 15 7YCRO65W”
Lee 0.20705564 822 "YFL0O02W-B”
Ito 0.21440269 1096 "YGL169W”
Uest 0.12678923 110 7YDLO012C”

Li-data 0.14210171 500 ¢35B1.17
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3. Meétodo de Maxima verosimilitud para cada Red

Distribucion hipotética de una red libre de escala

Sea P(x;) = 32(;; la funcién de probabilidad. Si x1, 2, ..., ) representa la muestra ob-

servada, IV es la maxima conectividad observada, 1 < N < M, k; es el numero de nodos con
1 conexiones o frecuencia de la observacién ¢ donde k; puede ser igual cero, 1 =1,2,..., Ny

N k; = M. Por tanto tenemos que:
szl q

L(xy, T, ., s [7y) = P(ax1)P(25) P(xs).. P(2))
= P(1)* . P(2)"=.P(3)".. . P(N)*™
(@) (@) (@) (@)

N o\ K
= H <”7 ) Funcidon de Verosimilitud.
¢(v)

Quedando la funcién de verosimilitud expresada de la siguiente forma:

L(z1, 20, s 1 /) :jﬁl (g(—;))k |

donde N es la maxima conectividad observada en la red.

Como el logaritmo es una funcién estrictamente creciente, se tiene que tanto la funcién
de verosimilitud como su logaritmo alcanzan el méximo en el mismo punto, por esta razén
en la practica los estimadores de maxima verosimilitud se obtienen derivando el logaritmo

de la funcion de verosimilitud.

Como los calculos son mas simples utilizamos el logaritmo de la funcién de verosimilitud

y esta funcién se llamara I(zq, T, ..., pr/7)

Por tanto nos queda
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&,
Il
-

_ ‘”é’” In(j) — &y In(¢(7))

. i by n(j) ik In(¢(7)

= —viv;kj In(j) — In(¢(7)) é kji  pero ﬁ)’f =M
= —yékj In(j) — MIn(¢(y)), donde ((v) = é]"”-

La funcién de verosimilitud queda expresada de la siguiente forma

w1, 2o, wn /7)) = —’szj In(j) — Mn(¢(7)).

Para obtener el maximo de la funcién de verosimilitud I(zy, xs, ..., p/7), derivamos e
igualamos a cero y mediante el método de Newton-Raphson conseguimos el estimador de la
distribucion de probabilidad.

Debemos calcular la segunda derivada de la funcion de verosimilitud ya que al utilizar
el método de Newton-Raphson la funcién con que estamos trabajando es la derivada de la

funcion de verosimilitud.
Primera derivada

=M
N .
O > jm1d 7 j=1

8(1($1,£B2,...,$M/7) E;VZIJ—'yan) _Z
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Segunda derivada

82(l($1,$2, 7$M/’}/)
0v?

{(Zj’vzlj_”’ln(ﬁf - Zévzl(ln(j))?j—”/ Eszl L
[Zi\;l k:*’Y} 2 )

El método de Newton-Raphson queda expresado de la siguiente forma:

o fw)
Tt = f(m)

=M

donde

Fl) = 8(l($1,x2’.y..,xM/7) ().

82(l(1171 T, ... I‘M/"}/)
1" _ g b2y eeey

Sabemos que en las redes libres de escala el parametro v se encuentra en el rango 2 <
v < 3, por esta razén para optimizar el tiempo de busqueda del estimador tomamos como
punto de inicio 6 primera raiz el punto v; = 2. En este trabajo estamos eliminando los nodos

huérfanos, es decir, los nodos que no estan conectados con ningin otro y cuya probabilidad

€S cero.
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Distribucion de Ley de Potencia Exponencial Truncada
Otra distribuciéon muy importante que sigue una ley de potencia y es aplicada a algunas

redes bioldgicas es la funciéon exponencial truncada y viene dada por:

k=7 eXp(_k/kc)
k) = k)

donde Ci(v;ke) = > 72,777 exp(—k/k.) es la funcién que normaliza la distribucién, v es

el exponente de la ley de potencia y k. es el parametro de truncamiento. Esta distribucion
corresponde a un proceso de autoorganizacion en el que nuevos nodos (genes o proteinas)
se conectan con mayor probabilidad a los nodos méas conectados (como en las distribuciones
libres de escala), pero con un limite méximo en el nimero de conexiones que un nodo puede
mantener. En otras palabras, la distribucién de conectividades viene dada por una ley de
potencia hasta llegar a conectividades mayores de cierto umbral k.. A partir de entonces, la
distribucion se trunca resultando que valores de conectividad por encima de dicho umbral

son mas improbables de lo que predeciria una ley de potencia.

Aplicando igual procedimiento a la parte anterior, para encontrar un indicador de una
red libre de escala se ajustaron los datos observados o la distribucién de frecuencia relativa
con los datos esperados por la distribucién hipotética (en este caso es la distribucién de ley

de potencia exponencial truncada).

A continuacion presentamos los graficos de cada red con las rectas ajustadas utilizan-
do la Distribucion de Ley de Potencia Exponencial Truncada. No obstante se observo una
diferencia considerable entre algunos datos observados y datos esperados. Estos cédlculos se
obtuvieron utilizando el algoritmo empleado con la distribucion de ley de potencia con la

diferencia que utilizamos la Distribucion de Ley de Potencia Exponencial Truncada.
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FiGUrA 4.7. Datos ajustados para la red Rain utilizando la Distribucion Exponencial

Guelzim
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FiGUrA 4.8. Datos ajustados para la red Guelzim utilizando la Distribuciéon Exponencial
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Uetz
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Fi1GUrA 4.9. Datos ajustados para la red Uetz utilizando la Distribucién Exponencial

Li-data
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FicuraA 4.10. Datos ajustados para la red Li-data utilizando la Distribucién Exponencial
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Lee
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F1GURA 4.11. Datos ajustados para la red Lee utilizando la Distribucion Exponencial
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F1GURA 4.12. Datos ajustados para la red Ito utilizando la Distribucion Exponencial

Recordemos que en la funcién p(k) = %ﬁggﬂ“”, donde C(v; k.) = Zjvzl J Y exp(—k/ke)

es la funcién que normaliza la ley de potencia, se estima v y k. utilizando el Método de Maxi-

ma Verosimilitud.
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Método de Maxima Verosimilitud para la Distribucién de Ley de Potencia
Exponencial Truncada
Sea P(z;) = %(;S/k‘) la funcion de probabilidad. Si xq, xs, ..., z); representa la muestra
observada, N es la maxima conectividad observada, 1 < N < M, k; es el nimero de nodos
con ¢ conexiones o frecuencia de la observacién ¢ donde k; puede ser igual cero, i =1,2,..., N

y SN k; = M. Por tanto tenemos que:

L(zy, 2o, ...,xpr /7, ke) = P(ay) P(xg).P(23)..P(xn)
= P(1)F . P(2)"=.P(3).. P(N)™

-(Tan) (e - (e

¥ _
_ H (Z exp(—i/ke )) Funcidon de Verosimilitud.
C’1 77 )

La funcién de verosimilitud queda expresada de la siguiente forma

N ~ ik,
L(xy, o, ..., xpr /7, ke H(Z gfi kzg ))

=1

donde N es la maxima conectividad observada en la red.

Como es igual maximizar una funcién que su logaritmo (al ser esta una funcién estric-
tamente creciente) este maximo puede calcularse derivando parcialmente con respecto a 7y
k. la funciéon de verosimilitud o bien su logaritmo, y tomando como el estimador de maxima

verosimilitud que haga nula la derivada parcial con respecto a cada parametro .

Como los calculos son mas simples utilizamos el logaritmo de la funcién de verosimilitud

y esta funcién se llamara I(zq, T, ..., pr/7)

Por tanto nos queda
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N 1 7eX 1/k.
sl 11 clp%kg )) )
o L exp(—i/k))

E C’1 77 ) )

ln(z gffv( kzgk = )

—

n

/_\/_\

] =

1

.
Il

hE

(i~ exp(—i/kc)]") — In(Ca(y; ke)*)]

1

.
Il

Mz

(ki In(i™7 exp(—i/k.) — k; In[Cy (7; k]

1

.
Il

Mz

ki[ln(i™") + In(exp(—i/k.)) Z k; In[C (7; k

1

.
Il

N

[k In(i ) + ks In(exp(—i/ke)] — In[Ca (v k)] S

=1

Mz

.
Il
—

N

— Z kin(i) + Y ki(—i/ke) — M In[Cy(7; k)]

j=1
N

:—7215 In(i Zm — M In[C) (7; k)]

] 1
Por tanto la funcion de verosimilitud queda de la siguiente forma

N

(@1, T2, oo, Tar /7, Ke) = —vzk In(i sz — MIn[C)(7; k)

€ j=1
Para obtener el maximo de la funcién de verosimilitud I(z1, 2, ..., a1 /7, k), calculamos
la primera derivada parcial de v y k. respectivamente e igualamos a cero y mediante el
método de Newton-Raphson conseguimos los estimadores de estos parametros.
Es importante destacar que debemos calcular la segunda derivada parcial de la funcién
de verosimilitud con respecto a v y k. ya que al utilizar el método de Newton-Raphson la
funcién con que estamos trabajando son las primera derivada de de v y k; de la funcién de

verosimilitud.
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Primera derivada con respecto a y

0 (=) ) exp(—j /)|

O(l(xy, 22, ..oy s/, ke) _ [ - E; In( )] -M
2l (=) exp(—j k)|

oy

Segunda derivada con respecto a 7

O*(I(z1, T2y s Tar )7, ke Y [Z?:ljﬂ In(j)? eXp(_j/kc)] Y

(S22 ()7 ) exp(—i k)]
o G exp(—j k)| |

[, expl(—i/k)]

Primera derivada con respecto a k.

Oz, x2, ., s/, ke) [Z?; jkj] v [Zj\; 7773 exp(—j/kc)]

= - _ ' ' ‘
Ok " [ZL J77exp(—j/ kc)}
Segunda derivada con respecto a k.
r N[ ep(—i/ke)] | :
R (Uxr, 2oy ooy xar )y, ke) 2 Zjvzljkj] {Zj—l s +jr? exp(—J/kc)}
k2 TR - M N :
¢ ¢ > i1 v exp(—j/ke)
SN, exp(_j/’%)}
ke
+ M—
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En la siguiente tabla se presenta el estimador 7 (o grado del exponente) de cada data

utilizando la distribucion de ley de potencia, calculado mediante el método de méxima

verosimilitud. De los cuales tres de los exponentes se aproximan al grado 2 cuyo grado

es caracteristico de las redes libres de escala.

Data vy

Rain 1.6061
Guelzim 1.5552
Uetz 2.1817
Li-data 1.8480
Lee 2.0312
Ito 2.0331

CuaDRO 1. Estimadores de la distribucién de ley de potencia.

A continuacién se muestran los resultados de la prueba x? para cada una de las redes.

Data # Nodos v Test p-valor

Rain 732 1.6061 49.74228 1.5505 x107°
Guelzim 478 1.5552 68.6956 2.7424 x10~11
Uetz 1044 2.1817 16.91389 0.0310
Li-data 3216 1.8480 84.8783 2.511x107°
Lee 2398 2.0312 93.93423 1.1676x10~"2
Ito 3278 2.0331 390.52632 0O

CUADRO 2. Resultados de la Prueba x? para cada red.

El anélisis estadistico que se muestra en la tabla 2 establece que los datos de la red de

interaccion biolégica difieren significativamente de una distribucion de ley de potencia. Estos

resultados estan basados en la prueba estadistica Chi-Cuadrado y demuestran claramente
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que las datas provenientes de estas redes de interaccién biolégica no siguen una distribucién

de ley de potencia contrario a lo que se habia supuesto al graficar la recta en la escala log-log.

Recordemos que en las redes libres de escala la probabilidad P(k) de que un nodo de la

red esté conectado con k nodos es proporcional a k=7, es decir, sigue una ley de potencias y
el exponente 7y se encuentra entre el rango 2 < v < 3.
En ciertas oportunidades la distribucion de conectividad en algunas redes biolégicas pueden
ser mejor explicadas por una Distribucién de Ley de Potencia Exponencial Truncada, es decir
la ley de potencia de la forma P(k) = %(;Sﬂ“) donde Cy(y; k) = D72, 577 exp(—k/k.)
es la funcién que normaliza la distribucion, k& > 1, k. es el parametro tal que el niimero de
conexiones es menor que el esperado por la red libre de escala.

Grado del Exponente

En la siguiente tabla se presentan los estimadores v y k. (grados de los exponentes) de
cada data utilizando la Distribucién de Ley de Potencia Exponencial Truncada, calcula-
dos mediante el método de méxima verosimilitud. En esta oportunidad el estimador v no
esta préximo al grado 2. Sin embargo no es un argumento suficiente para decir si la red
es o no libre de escala. Por otro lado sabemos que k. funciona como un umbral donde la

distribucion se trunca con lo que valores de conectividad por encima de dicho umbral son

mas improbables de lo que predeciria una ley de potencia.

Data v k.

Rain 1.11374 11.3485
Guelzim 1.03909 9.69371
Uetz 1.65974 5.98149
Li-data 1.58981 26.9452
Lee 2.03 294

Ito 1.80779 26.3855

CuADRO 3. Estimadores de la Distribucién de Ley de Potencia Exponencial Truncada.

Al aplicar la prueba estadistica a la la Distribucién de Ley de Potencia Exponencial

Truncada para las datas de interaccién (tabla 4) se obtuvo que varias datas son consistentes
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con los resultados obtenidos al utilizar la Distribucién de Ley de Potencia truncada (tabla 2).
Asimismo se encontr6 que para las redes Uetz y Li- Data se obtuvo un p valor es grande por
lo que no podemos rechazar que estemos en presencia de un comportamiento libre de escala.
Sin embargo, entre estas datas (Uetz y Li- Data) que son consideradas provenientes de una
distribucion de ley de potencia truncada, los estimadores del parametro k. tienen valores
pequenos comparado con el tamano de la red; esto significa que esas redes muestran un

comportamiento libre de escala solo en un rango muy pequeno de conectividad: 1 < k < k..

Data # Nodos 0 k. Test p-valor

Rain 732 1.11374 11.3485 15.29939 0.162
Guelzim 478 1.03909 9.69371 41.87589 1.4288 x1076
Uetz 1044 1.65974 5.98149 2.34771 0.9381
Li-data 3216 1.58981 26.9452 17.10063 0.7050

Lee 2398 2.03 294 93.93287 4.68 x10~1?
Ito 3278 1.80779 26.3855 281.64961 0

CUADRO 4. Resultados de la Prueba x? con la Distribucién Exponencial Truncada.
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5. Conclusion

En este trabajo encontramos que el nimero de conexiones en una red bioldgica difiere
significativamente de la distribucion de ley de potencia y en consecuencia esas redes no son
libres de escala contrario a lo supuesto al ajustar una recta a los datos experimentales. Por
otro lado al utilizar la Distribucion de Ley de Potencia Exponencial Truncada se obtuvo
igual resultado excepto en dos redes (Uetz y Li- Data) cuyo p valor es grande por lo que
no podemos rechazar que estemos en presencia de un comportamiento libre de escala. Este
es un resultado importante para el estudio de las propiedades de las redes biolégicas ya que
si bien comparten ciertas propiedades no se puede suponer que tengan un comportamiento
libre de escala y por tanto no se puede predecir el comportamiento de la interaccion de genes,
proteina y metabolismo, por esta razén se deben considerar con mas cuidado las conclusiones
al momento de trabajar con el comportamiento de estas redes.

Por otro lado con los resultados obtenidos al calcular el diametro de la red obtuvimos
que a pesar de ser redes numerosas el camino mas largo entre los nodos mas alejados de
la red es muy corto comparado con el tamano de la red por lo que podemos suponer que
estas redes sean de mundo pequeno. Este resultado es de gran importancia ya que si bien
las redes bioldgicas no son libres de escala seria de gran avance para la Biologia saber si de
verdad estas redes son de mundo pequeno. Asimismo se deberia matematizar mas las redes
y sistemas complejos en general y asi se puedan trabajar estos sistemas de mejor forma para

obtener resultados con mayor base tedérica del comportamiento de las redes.
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A continuacién se presentan las tablas de frecuencias de cada red de interaccién empleadas

en la prueba estadistica.

Cluster Freq Freq%

CumFreq CumFreq % Representative

1

© 00 N O Ot = W N

[ I N R e N e e e e e e T
N = © 00 I O Ot =W NN = O

281
140
92
o1
25
26
22
8

—_
—_

(NN VR VR L VN &) G S Ne I «) B e) BN e BN e |

38.3880
19.1257
12.5683
6.9672
3.4153
3.5519
3.0055
1.0929
1.5027
1.2295
1.2295
0.8197
0.8197
1.2295
0.5464
0.6831
0.2732
0.1366
0.2732
0.2732
0.2732

289
429
521
572
597
623
645
653
664
673
682
688
694
703
707
712
714
715
717
719
721

39.4809
58.6066
71.1749
78.1421
81.5574
85.1093
88.1148
89.2077
90.7104
91.9399
93.1694
93.9891
94.8087
96.0383
96.5847
97.2678
97.5410
97.6776
97.9508
98.2240
98.4973

HP0064
HP0045
HP0002
HP0001
HP0073
HP0031
HPO0066
HPO0184
HP0145
HP0042
HP0010
HP0149
HP0712
HP0016
HPO0887
HP0005
HP0088
HP1489
HP0249
HP0100
HPO775



23
24
25
27
31
33
43
47
o1
95

e e e e T S T = S S S =t

0.1366
0.1366
0.1366
0.2732
0.1366
0.1366
0.1366
0.1366
0.1366
0.1366

1. APENDICE A

722
723
724
726
727
728
729
730
731
732

98.6339
98.7705
98.9071
99.1803
99.3169
99.4536
99.5902
99.7268
99.8634
100.0000

HP0339
HP0962
HPO0137
HPO0705
HP1198
HPO0879
HP0849
HP1559
HP0336
HP1409

Sum 724 100.0000

CUADRO 5. Frecuencias de Rain. Tamano de la red n = 732.
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Cluster Freq Freq%
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CumFreq CumFreq% Representative

1

© o0 N O Ot ks W N

W NN NN NN N = e e e s s
O 0o N Ot W NN E, OO O 0 NN OOt e W Ny = O

1699 51.8304

806 24.5882
350  10.6772
154 4.6980
84  2.5625
49  1.4948
31 0.9457
17 0.5186
11 0.3356
10 0.3051
9 0.2746
3 0.0915
2 0.0610
5  0.1525
4 0.1220
2 0.0610
2 0.0610
2 0.0610
2 0.0610
2 0.0610
1 0.0305
1 0.0305
4 0.1220
2 0.0610
1 0.0305
2 0.0610
2 0.0610

1699
2505
2855
3009
3093
3142
3173
3190
3201
3211
3220
3223
3225
3230
3234
3236
3238
3240
3242
3244
3245
3246
3250
3252
3253
3255
3257

51.8304
76.4185
87.0958
91.7938
94.3563
95.8511
96.7968
97.3154
97.6510
97.9561
98.2306
98.3221
98.3832
98.5357
98.6577
98.7187
98.7797
98.8408
98.9018
98.9628
98.9933
99.0238
99.1458
99.2068
99.2373
99.2984
99.3594

YALO11W
YALO12W
YAL054C
YAL036C
YALO41W
YBLO16W
YAL032C
YDL044C
YCRO86W
YBR217TW
YBR101C
YELO1TW
YGR113W
YDL130W
YIL034C
YGL044C
YBR270C
YGR119C
YDL116W
YBR061C
YIR038C
YLR291C
YDR259C
YDL100C
YLR347C
YNL092W
YDL239C
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Cluster Freq Freq%  CumFreq CumFreq% Representative

31 1 0.0305 3258 99.3899 YLR373C

32 1 0.0305 3259 99.4204 YDL153C
34 2 0.0610 3261 99.4814 YDR318W
40 1 0.0305 3262 99.5119 YKLO02W
44 1 0.0305 3263 99.5424 YGLO70C
o4 1 0.0305 3264 99.5729 YML064C
60 1 0.0305 3265 99.6034 YLR423C
63 1 0.0305 3266 99.6339 YDRO034C
68 1 0.0305 3267 99.6644 YGL127C
78 1 0.0305 3268 99.6949 YLR288C
79 1 0.0305 3269 99.7254 YLR453C
88 1 0.0305 3270 99.7559 YLR447C
91 1 0.0305 3271 99.7865 YHR114W
95 1 0.0305 3272 99.8170 YERO81IW
98 1 0.0305 3273 99.8475 YER022W
99 1 0.0305 3274 99.8780 YPRO86W
122 1 0.0305 3275 99.9085 YNL189W
124 1 0.0305 3276 99.9390 YLR295C
125 1 0.0305 3277 99.9695 YMRO047C
285 1 0.0305 3278 100.0000  YJR091C

Sum 3278 100.0000

CUADRO 6. Frecuencias de Ito. Tamano de la red n = 3278.
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Cluster Freq Freq% CumFreq CumFreq% Representative
1 172 35.9833 172 35.9833 YBL093C

2 105 21.9665 277 57.9498 YALO021C
3 79 16.5272 356 74.4770 YBRO83W
4 28 5.8577 384 80.3347 YCRO066W
5 12 2.5105 396 82.8452 YFLO31W
6 18  3.7657 414 86.6109 YBR289W
7 8 1.6736 422 88.2845 YBL103C
8 2 04184 424 88.7029 YBRO019C
9 8 1.6736 432 90.3766 YBLO05W
10 6  1.2552 438 91.6318 YGL207TW
11 4 0.8368 442 92.4686 YDR146C
12 4 0.8368 446 93.3054 YCLOC

13 7 1.4644 453 94.7699 YBR112C
14 3 0.6276 456 95.3975 YCLO66W
15 2 04184 458 95.8159 YJR094C
17 4 0.8368 462 96.6527 YDL106C
18 3 0.6276 465 97.2803 YBR049C
19 2 04184 467 97.6987 YBL021C
20 2 0.4184 469 98.1172 YER040W
22 4 0.8368 473 98.9540 YHR119W
25 1 0.2092 474 99.1632 YCRO084C
26 1 0.2092 475 99.3724 YGL209W
28 1 0.2092 476 99.5816 YGL035C
29 1 0.2092 477 99.7908 YMRO043W
38 1 0.2092 478 100.0000  YDR207C

Sum 478 100.0000

CUADRO 7. Frecuencias de Guelzim. Tamano de la red n = 478.
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Cluster Freq Freq%  CumFreq CumFreq% Representative
1 672 64.3678 672 64.3678 YALO16W

2 181 17.3372 853 81.7050 YALO032C

3 76 7.2797 929 88.9847 YALO34WA
4 45  4.3103 974 93.2950 YBL101WA
5 26 2.4904 1000 95.7854 YBR217TW
6 13 1.2452 1013 97.0307 YAL036C

7 8 0.7663 1021 97.7969 YDLO012C

8 5 04789 1026 98.2759 YGL115W
9 4 0.3831 1030 98.6590 YALO28W
10 3 0.2874 1033 98.9464 YCRO86W
11 5 0.4789 1038 99.4253 YBLO26W
12 1 0.0958 1039 99.5211 YER133W
13 1 0.0958 1040 99.6169 YJRO022W
14 1 0.0958 1041 99.7126 YDR328C
15 1 0.0958 1042 99.8084 YGL212W
17 1 0.0958 1043 99.9042 YNL189W
24 1 0.0958 1044 100.0000  YML064C

Sum 1044 100.0000

CUADRO 8. Frecuencias de Uetz. Tamano de la red n = 1044.
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Cluster Freq Freq%

CumFreq CumFreq% Representative

12
1663
520
270
167
116
89
69
52
42
31
29
30
18
14
14

W NN NN W NN e O

0.3717
51.5180
16.1090
8.3643
5.1735
3.5936
2.7571
2.1375
1.6109
1.3011
0.9603
0.8984
0.9294
0.5576
0.4337
0.4337
0.3098
0.1549
0.3408
0.3098
0.1859
0.1239
0.0620
0.0929
0.0620
0.0620
0.0620
0.0620
0.0929

12
1675
2195
2465
2632
2748
2837
2906
2958
3000
3031
3060
3090
3108
3122
3136
3146
3151
3162
3172
3178
3182
3184
3187
3189
3191
3193
3195
3198

0.3717

51.8897
67.9988
76.3631
81.5366
85.1301
87.8872
90.0248
91.6357
92.9368
93.8971
94.7955
95.7249
96.2825
96.7162
97.1499
97.4597
97.6146
97.9554
98.2652
98.4511
98.5750
98.6369
98.7299
98.7918
98.8538
98.9157
98.9777
99.0706

B0041.6
AC8.1
B0024.1
B0272.2
ACT7.2
AC3.3
B0393.1
C05C8.6
C03A7.14
C04C3.3
B0207.4
C23G10.4
B0507.1
B0336.10
C02F5.9
C12D8.1
CO04F12.3
C09D4.5
B0547.1
B0041.4
C18C4.10
C01B10.8
RO2F11.1
B0218.3
F54C9.5
F10C5.1
F08G2.5
C18H9.7
F35G12.9
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Cluster Freq Freq%

1. APENDICE A

CumFreq CumFreq% Representative

31 1 0.0310 3199 99.1016 K01G5.4
32 2 0.0620 3201 99.1636 RO5F9.10
33 1 0.0310 3202 99.1945 R12B2.1
34 1 0.0310 3203 99.2255 T01D1.6
35 2 0.0620 3205 99.2875 F47G6.1
36 4 0.1239 3209 99.4114 B0205.3
40 1 0.0310 3210 99.4424 WO09H1.6
42 1 0.0310 3211 99.4734 B0024.14
44 2 0.0620 3213 99.5353 C03A7.4
46 1 0.0310 3214 99.5663 R09B5.5
20 1 0.0310 3215 99.5973 W02G9.2
92 1 0.0310 3216 99.6283 ZK849.2
26 1 0.0310 3217 99.6592 F43C1.2
61 1 0.0310 3218 99.6902 C38D4.6
66 1 0.0310 3219 99.7212 F44G3.9
73 2 0.0620 3221 99.7831 Wo04D2.1
75 1 0.0310 3222 99.8141 C49A1.4
79 1 0.0310 3223 99.8451 T05C12.6
83 1 0.0310 3224 99.8761 K09B11.9
90 1 0.0310 3225 99.9071 T04H1.2
94 1 0.0310 3226 99.9380 T11B7.4
109 1 0.0310 3227 99.9690 T17HT7.4
187 1 0.0310 3228 100.0000  WO07B3.2
Sum 3216 100.0000

CUADRO 9. Frecuencias de li-data. Tamano de la red n = 3228.
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Cluster Freq Freq%
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CumFreq CumFreq% Representative

1
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1390 57.9650 1390
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19.3912

8.7573
4.3369
2.1268
0.8340
1.2510
0.7089
0.2919
0.3753
0.4587
0.1668
0.0834
0.0417
0.1668
0.0834
0.0417
0.2502
0.1668
0.0834
0.1668
0.0417
0.0417
0.0417
0.0417
0.2085
0.0834
0.1251

1855
2065
2169
2220
2240
2270
2287
2294
2303
2314
2318
2320
2321
2325
2327
2328
2334
2338
2340
2344
2345
2346
2347
2348
2353
2355
2358

57.9650
77.3561
86.1134
90.4504
92.5771
93.4112
94.6622
95.3711
95.6631
96.0384
96.4971
96.6639
96.7473
96.7890
96.9558
97.0392
97.0809
97.3311
97.4979
97.5813
97.7481
97.7898
97.8315
97.8732
97.9149
98.1234
98.2068
98.3319

YMRO037C
YGR288W
YPL230W
YKLI&W
YBR240C
YHLO2TW
YDR216W
YLR098C
YDR123C
YGLO035C
YCRO18C
YGL181IW
YNL314W
YJL148W
YDR277C
YBL103C
YMRO042W
YDR463W
YGL237C
YMR164C
YBL021C
YPL177C
YFL044C
YJL206C
YLR176C
YDL106C
YBLOO8W
YGLO7TIW
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Cluster Freq Freq%

1. APENDICE A

CumFreq CumFreq % Representative

35
36
37
38
39
40
44
47
56
61
62
67
68
70
75
81
82
88
89
91
96
100
102
105
106
109
112
138

1

e e e e T e T~ S e O S e S e S e S S S S N B e S N N N L I T e ]

0.0417
0.0834
0.0417
0.0417
0.0417
0.1251
0.0834
0.0417
0.0834
0.0417
0.0834
0.0417
0.0834
0.0417
0.0417
0.0417
0.0417
0.0417
0.0417
0.0417
0.0417
0.0417
0.0417
0.0417
0.0417
0.0417
0.0417
0.0417

2359
2361
2362
2363
2364
2367
2369
2370
2372
2373
2375
2376
2378
2379
2380
2381
2382
2383
2384
2385
2386
2387
2388
2389
2390
2391
2392
2393

98.3736
98.4570
98.4987
98.5405
98.5822
98.7073
98.7907
98.8324
98.9158
98.9575
99.0409
99.0826
99.1660
99.2077
99.2494
99.2911
99.3328
99.3745
99.4162
99.4579
99.4996
99.5413
99.5830
99.6247
99.6664
99.7081
99.7498
99.7915

YKLO62W
YMRO021C
YGL192W
YPL049C
YDR423C
YIR023W
YJRO60W
YMLOO7TW
YGLO73W
YIL131C
YDR310C
YLRO13W
YBR182C
YKL109W
YLR131C
YDRO043C
YELO009C
YMRO043W
YDR259C
YKL043W
YLR182W
YOR372C
YDR146C
YHR206W
YIR018W
YNLO068C
YDLO056W
YERI111C
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Cluster Freq Freq%  CumFreq CumFreq% Representative

147 1 0.0417 2394 99.8332 YORO028C
148 1 0.0417 2395 99.8749 YBR049C
195 1 0.0417 2396 99.9166 YPR104C
205 1 0.0417 2397 99.9583 YNL216W
257 1 0.0417 2398 100.0000  YKL112W

Sum 2398 100.0000
CUADRO 10. Frecuencias de Lee. Tamano de la red n = 2398.
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Algoritmo 1 Prueba Chi-Cuadrado y Graficos

» function [|=libre de escala;

= frecuencias;

= clases;

fprintf(FF****FF4* Andlisis para Rain****##+%),
ft=Qversimarl;

Analisis_red(freql,ff,clasel);

fprintf(FRRRR ek Andlisis para Guelzim™ o).
ff=Q@versimar2;

Analisis_red(freq2,ff,clase2);

fprintf(FHHssRik Andlisis para Uetgttttoterser),
fi=Qversimar3;

Analisis_red(freq3,ff,clase3);

fprintf(*HHR*A* Analisis para Li-data** 4ot
ff=Q@versimar4;

Analisis_red(freq4,ff,clased);

fprintf(Firiik Anglisis para Leetttottototsioi) .
ft=Qversimarb;

Analisis_red(freqb,ff,claseb);

fprintf(7FFFFFRFRIEKX AnLlisis para [toFFFFFx**).
)

ff=Qversimaro6;

Analisis_red(freq6,f,clase6);




Algoritmo 2 Analisis para cada Red

function [|=Analisis red(freq,ff,clase);

est=fminsearch(ff,1)
cc=1;
for i = 1:length(freq)
if freq(i) =0
freqq(cc)=freq(i);
cc=cc+1;
end
end
sum(freqq)
cum=0;
Funcion Zeta-Riemann
for i=1:length(freqq)
cum = cum-+i ¢
end
Calculo de la probabilidades
for i=1:length(freqq)
x(1)=i;
p(i)=Lreate;
pa(i)=i=%"/cum;
end

figure

plot(log(x),log(p), 0’,log(x),log(pa) )

55



2. APENDICE B

56

Prueba Chi-Cuadrado

while ¢ < length(clase)
w(i)=(clase(i) — n * pa(i))®/(n * pa(i));
1=1+1;
end
if i==length(clase)
prob = 0;
J=1
while j <=length(freqq)
prob= prob + pa(j);
=7+ 1

end

w(length(clase))=(clase(length(clase)) —n*(sum(prob))) 2/(n x sum(prob));

end

test =sum(w);

fprintf(El resultado de la prueba Chi-Cuadrado es:,test); p-valor

pvalor = 1—chi2cdf(test,length(clase)—2)

fprintf(p-valor es:, pvalor);
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Algoritmo 3 Funcion de verosimilitud para cada red

» function sal=versimarl(r)

freg=1[281 140 92 51 25 26 22 &8 11
5 2 1 2 0 2 2 1 1
0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 0O 0 0 1 0 0 0 1]

sal1=0;
sal2=0);

for i=1:length(freq)
. sall=sall+freq(i)*log(i);

sal2=sal2+ exp(-r*log(i));

sal=-(-r*sall-sum(freq)*log(sal2));

return
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» function sal=versimar2(r)

freqg=1[172 105 79 28 12 18 8 2
2 2 0 4 0 0 1 1

0 1

sal1=0;
sal2=0;

for i=1:length(freq)
. sall=sall+freq(i)*log(i);
. sal2=sal2+exp(-r*log(i));

sal=-(-r*sall-sum(freq)*log(sal2));

return

8 6 4 4 7 3 2 0 4 3

o1 1 0 0 0O 0 O 0 O

function sal=versimar3(r)

freq=1672 181 76 45 26 13 8

0 1 0 0 0 0 0

sal1=0;
sal2=0);

for i=1:length(freq)

. sall=sall+freq(i)*log(i);

. sal2=sal2+exp(-r*log(i));

. sal=-(-r*sall-sum(freq)*log(sal2));

return
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» function sal=versimar4(r)

freq =[1663 520 270 167 116

11

2

sal1=0;
sal2=0);

for i=1:length(freq)
sall=sall+freq(i)*log(i);

10

4

2

0

89

sal2=sal2+exp(-r*log(i));

69

52

sal=-(-r*sall-sum(freq)*log(sal2));

return

42

31

29

30

18

14

14

10
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» function sal=versimar5(r)

freq =1[1390 465 210 104 51 20 30 17 7
0 4 1 0 1 1 1 50

o 2 0 0 1 0 0 0O

= sall=0;

= sal2=0;

» for i=1:length(freq)

. sall=sall+freq(i)*log(i);
. sal2=sal2+exp(-r*log(i));

» sal=-(-r*sall-sum(freq)*log(sal2));

= return
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» function sal=versimar6(r)

31

freq=11699 806 350 154 84 49
1 4 0 2 0 1
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
= sall=0;
= sal2=0;
» for i=1:length(freq)
. sall=sall+freq(i)*log(i);
. sal2=sal2+exp(-r*log(i));

» sal=-(-r*sall-sum(freq)*log(sal2));

s return

17

11

10




