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Introduccion

La masa de las aguas que cubren las depresiones de la corteza terrestre forma mares y océanos,
que ocupan siete de cada diez partes de la superficie del planeta. Junto con los rios y lagos forma lo
que llamamos hidrésfera. El hombre realiza estudios cientificos sistematicos sobre el medio marino
y sus recursos para comprender al océano como parte del mundo y para utilizarlo inteligentemente
en beneficio propio. Para ello se auxilia de ciencias exactas y naturales. El oleaje es uno de los
fenémenos que se presentan en la superficie del mar que ha atraido la atenciéon de observadores e
investigadores de las ciencias naturales. La influencia del oleaje en los mecanismos que regulan el
intercambio entre el océano y la atmédsfera, establece la necesidad de entender mejor los procesos que

intervienen en la generacion, el desarrollo y la propagacion de las olas.

Las olas no sélo presentan movimiento en la superficie del mar, sino que cada una de ellas est4
dotada de un desplazamiento interno, en virtud del cual las particulas de agua que la forman des-

criben un circulo y, debido a esto, el transporte de energia por la ola afecta igualmente a la superficie
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y a otras capas mas profundas.

La altura, el periodo y los extremos de las olas del mar, son elementos indispensables para poder
disenar construcciones maritimas confiables: plataformas costa afuera (para la extraccién del petréleo

del subsuelo del mar), puertos, darsenas, rompeolas.

Estos estudios también son tutiles para elaborar cartas de navegacion, segun la estacién y el tipo
de viento. Por tltimo la energia de las olas, la cual se describe por medio de los pardmetros antes
citados, permite concebir y poner en marcha maquinas generadoras de electricidad o de otras formas
de energia, permitiendo asi la generaciéon de energia renovable. Otros estudios mas especificos, como
la construccién de modelos de Tsunamis, permiten prevenir los desastres provocados por las inunda-

ciones.

Durante los tltimos 15 anos, han sido desarrollados importantes estudios con respecto al com-
portamiento de la superficie del mar, muchos de ellos concentrados, particularmente, en el oleaje.
Importantes trabajos han demostrado que en el estudio de las olas el espectro juega un papel fun-
damental, debido a que éste da un promedio del estado maritimo y se interpreta, como es usual,
como la distribucién de la energia por frecuencia. Es por ello que en este trabajo de investigacion se
presenta una revision de algunas técnicas clasicas para estudiar el estado del mar usando pardametros

que pueden obtenerse a partir del espectro de energia de la ola.

La idea fundamental es modelar la superficie del mar como una ”superficie aleatoria” que evolu-
ciona en el tiempo; es decir, como un proceso X (t,z,w) que depende de la posicién en el espacio z,
del tiempo t y, por supuesto, de un parametro aleatorio w, que pertenece a un espacio de probabilidad

(2,5, P).

Es aqui donde entra en juego una de las ramas ampliamente desarrollada de la probabilidad,
con aplicaciones importantes dentro y fuera de la matematica, la teoria de los procesos estocasticos.
Se entiende por proceso estocastico a una familia (X;;t € T) = (X¢(w);t € T,w € Q) de variables

aleatorias definidas sobre un espacio €.

La mayoria de los datos estadisticos sobre la altura del mar se obtienen de boyas, barcos o platafor-
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mas estacionarias, o bien de observaciones satelitales. Este trabajo esta concentrado en los modelos
mas sencillos, que corresponden a la primera situacién, en la cual la informacion que se obtiene es la

evolucién a lo largo del tiempo de la ola en un punto fijo x del espacio.

Especificamente, el estudio estd enfocado a los datos de una boya ubicada en el Caribe sur, muy
cerca de la costa de Venezuela. Esta es la tinica boya con datos abiertos que se encuentra cerca de las
playas venezolanas. Al conocer sus propiedades y la estimacién de su comportamiento podemos inferir
acerca del comportamiento del mar venezolano. La intencién es realizar un andlisis espectral a los
registros de alturas de olas provenientes de la boya antes mencionada y trabajar con los parametros
obtenidos a partir del espectro estimado con el fin de hacer algunas inferencias y predicciones sobre

el posible comportamiento del mar en ese punto, basadas en los valores extremos de las olas.

En el primer capitulo del presente trabajo de investigacién, se desarrolla una introduccién a la
teoria bésica de procesos estocasticos. Muy particularmente, nos referimos a una clase de procesos
que poseen propiedades que no varfan con el tiempo, los procesos estacionarios, y a sus propiedades.
También se verda un importante resultado del andlisis espectral, el teorema de Bochner - Khintchine.El
segundo capitulo estd enfocado en el estudio del modelado de la superficie del mar, haciendo uso de

modelos aleatorios, y de sus caracteristicas.

Finalmente, en el tercer capitulo, serd aplicada la teoria del andlisis espectral a los registros de
alturas de olas obtenidos por medio de la boya 431 ubicada en el mar Caribe Sur, haciendo uso del
paquete MATLAB y la herramienta WAFO (Wave Analysis for Fatigue and Oceanography), lo cual
no es mas que un toolbox de Matlab, elaborado en la universidad de Lund de Suecia, para andlisis

estadisticos y simulaciéon de olas al azar y cargas aleatorias.



Capitulo 1

Procesos Estocasticos

En la vida diaria, muchas veces interesa conocer el comportamiento futuro de procesos que se

desarrollan a lo largo del tiempo, para asi hacer predicciones con respecto a éstos.

Siempre que se estudia el comportamiento de una variable aleatoria a lo largo del tiempo, se esta

en presencia de un proceso estocastico.

En general, se trabaja con procesos estocasticos siempre que el interés sea ajustar un modelo

tedrico que permita hacer predicciones acerca del comportamiento futuro de un proceso.

Dentro de los procesos estocasticos, existe una clase de procesos que poseen propiedades que no
varian con el tiempo, dichos procesos son llamados procesos estacionarios y juegan un papel impor-
tante en el estudio de muchos fendmenos que pueden ser modelados como un proceso al azar. Es de
dichos procesos y de sus propiedades de lo que trata el presente capitulo. Comenzaremos por definir

lo que es un vector aleatorio.

Definicion 1.1 Un vector aleatorio es un vector X = (Xy,---,X,,) donde para cada n, X,, es una
variable aleatoria definida sobre un espacio de probabilidad (€2, F,P) y se interpreta X : @ — R”

como una funcién medible.

Definicion 1.2 Sea T un conjunto de indices. Un proceso estocdstico X es una coleccién de variables

aleatorias (Xt ;t € T) = (X4 (w) ;t € T, w € Q) definidas sobre un espacio de probabilidad €.
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El indice t generalmente es un parametro que indica tiempo; por lo tanto, un proceso estocastico

es una funcién de dos variables:

e Para un instante fijo de tiempo ¢, es una variable aleatoria,

X = Xp(w) ;weN.

e Para un pardmetro aleatorio fijo w, es una funcién del tiempo,

Xt:Xt(W) ;teT .

A esta funcién se le llama realizacién o trayectoria del proceso X.
Si el conjunto T es finito o infinito numerable, entonces se dice que el proceso es un proceso a
tiempo discreto. Si es un conjunto infinito no numerable, entonces se dice que el proceso es un pro-

ceso a tiempo continuo. La figura (1.1) muestra un ejemplo de proceso estocdstico, donde cada color

corresponde a una trayectoria del mismo.

X{t) 3n

Figura 1.1:Proceso Estocdstico
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Distribuciones Finito - Dimensionales

Las distribuciones finito-dimensionales del proceso estocastico X son las distribuciones de los
vectores finito-dimensionales (Xy,,--+,Xy,) ; t1,-+ ,t, € T y para todo n > 1. Es decir, la familia

de funciones de distribucion

Fn(aly"' 7an;t17"' ,tn):P(fﬂtl Salv"' 5$tn San)a

nZl,tjGT.

Tales distribuciones determinan la distribucién de X. En este sentido, nos referimos a la coleccion de

las distribuciones finito-dimensionales como la distribucién del proceso estocéstico.

Definicion 1.3 Sea {X;} un proceso estocéstico con EX? < co. La funcidn de media de {X;} es

pa(t) = E(Xy)

para todo t € T.

La funcion de covarianza de {X;} es

Va(t, s) = Cov(Xy, Xs) = E[(Xi — pa(8))(Xs — pa(s))]

para todo t,s € T.

La funcion de varianza de {X;} es

03(t) = 1(t,t) = Var(Xy)

T

para todo t € T.

1.1 Procesos Gaussianos

Un proceso estocastico se dice Gaussiano si para cada seleccién 0 < t1 < to < --- <t el vector

aleatorio (X¢,,---,X¢,) € R* tiene distribucién normal k-variada; es decir, que existe un vector py
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€ RF y una matriz definida no-negativa ¥y = (v.(i,4)) € R¥** tales que

1 _
P[Xy € Ay, Xy, € A = W/A /A exp{—(z — )Ty (& — p) }da ;
1 k

donde

.’E:(ﬂf]_,"' 7xk:)t€Rk7

es un vector columna, y,

e = (EXy ], E[Xy])

1.2 Procesos Estacionarios
Definicion 1.4 El proceso {X;} es (débilmente) estacionario si
1. pz(t) es independiente de t.

2. vz(t 4+ h,t) es independiente de t para cada h € Z.

Definicion 1.5 El proceso {X,} es estrictamente estacionario si los vectores aleatorios (X1, ..., X,)

y (X14h, e, Xptn) tienen la misma funcién de distribucién conjunta para todoh € Z y n > 1.

Si un proceso es estrictamente estacionario, cumple las siguientes propiedades:
1. Las variables X; son idénticamente distribuidas.

2. (X¢, Xogn) =4 (X1, X145) ; paratodo t € T, h € Z.

3. Si (2) se verifica {X;} es débilmente estacionario si F[X?] < oo.

4. Todo proceso independiente idénticamente distribuido (iid) es estrictamente estacionario.

Debido a que un proceso Gaussiano esta completamente descrito una vez que se conoce su funcion
de media y su funcién de covarianza, si éste es débilmente estacionario, entonces es estrictamente

estacionario.

En lo que sigue, se asume que un proceso estacionario, {X;}, es aquel que cumple:
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1. E[Xy] = ; paratodo t € T.

2. E[X? — ] = 0% ; para todo t € T.

De las dos propiedades anteriores se deduce que

Velt+h,s+h) = E[(Xpon — 1) (Xepn — p)]
= E[(Xt — M)(Xs - :U')]

= (ts) .

De aqui, se concluye que la funcién de covarianza de un proceso estacionario es una funcién que
depende de un solo parametro, el cual vendria siendo el valor de la magnitud de la traslacién del

vector. Esto es, la funcién v : N — R esta definida por

V(s =) = 72(s,1) -

En efecto, sean y(s) = 7,(s,0) y s > t. Luego,

Yu(s,t) = E[(Xs—p)( X — p)]

Si s =t entonces vx(t,t) = v(0), pero

Yt t) = Bl(Xe — p)?*) = Var(Xy) |

entonces, Var(X;) = 7v(0).
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Como fue mencionado anteriormente, un proceso Gaussiano estd determinado por su funcién de
media y su funcién de covarianza; por lo tanto, un proceso Gaussiano es estacionario si cumple con
las propiedades anteriores. Es en este tipo de procesos en los que se enfoca el estudio desarrollado en

el presente trabajo.

Definicion 1.6 Sea {X;} un proceso estocdstico estacionario. La funcidn de autocovarianza(ACVF)

de {X;} es

v(h) = Cov(Xpyn, Xt) -

La funcion de autocorrelacion (ACF) de {X;} es

Oh) = 1((’5; — Cor(Xpmn X1) -

Propiedades de la ACVEF:

Para todo t € T se tiene,

4. ~(t) es definida positiva ; es decir, para cualesquiera aj, -+ ,a, € Ry t1,--- ,t, € T,
n n
Z Zajak’y(tj - tk) > 0.
j=1k=1

1.2.1 Estimacién de u, () y p(*)

Un problema importante de la inferencia estadistica es la estimacién de pardmetros de los datos.
Un estimador, es un estadistico ( esto es, una funcién de la muestra) usado para estimar un parametro
desconocido de la poblacién. El valor de un estimador proporciona lo que se denomina en estadistica

una estimacién puntual del valor del parametro en estudio.
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El estimador de la media, 4, de un proceso estacionario es la media empirica
n
_ 1
X, =— g X .
n
t=1

Este es un estimador insesgado de p puesto que

1

E(X,) = - (EX1+ ...+ EX,)=p.

El error cuadrdtico medio de la media empirica viene dado por

BE(X, -p)? = Var(X,)

= n? i i Cov(X;, X;)

i=1 j=1

= 02> (n—li—j)(i—7)
i—j=1

= n! ” 1—@ (h) .
> (-5

Haciendo tender n a infinito se demuestra que E(X,, — )% — 0, siempre que
[o¢]
D ()| < oo
h=1

La funcidn de autocovarianza empirica (SACVF) es

n—|h|
A=~ K - X)X —X) 3 —n<h<n. (1.2.1)

n
t=1

La funcion de autocorrelacion empirica (SACF) es

p(h) = ; —n<h<n. (1.2.2)

1.3 Representacién Espectral de la ACVF

Las técnicas de andlisis estocéstico se dividen en dos tipos: las basadas en el dominio del tiempo

y las que se basan en el dominio de la frecuencia.
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La modelizacién de los procesos estocésticos en el dominio del tiempo se apoyan en el calculo de
los coeficientes de autocovarianza y autocorrelaciéon, que se expresan en funcién de la diferencia de

tiempo entre observaciones estudiadas.

El analisis espectral, ofrece un procedimiento de andlisis espacial diferente. La aplicacién de este
tipo de andlisis permite la modelizacién espacial de la distribucién de la variable por medio de una
funcién llamada densidad espectral, la cual especifica la descomposicién en frecuencias de la funcién

de autocovarianza.

En 1934, el matematico ruso Khintchine desarroll6 la teoria de correlacion para procesos esta-
cionarios y débilmente estacionarios. Dicho desarrollo fue uno de los trabajos pioneros de la teoria

moderna de los procesos estocasticos. Mas adelante, dicha teoria fue generalizada por Wiener.

Antes de enunciar uno de los resultados dados por Khintchine, el cual permite la representacion
espectral de la funcién de autocovarianza de procesos estacionarios y es de gran utilidad para el

estudio de dichos procesos en el dominio de frecuencia, presentamos la siguiente definicion:

Definicion 1.7 Sea {X;} un proceso estocdstico estacionario a tiempo continuo, de media cero con
funcién de autocovarianza ~(-) tal que [ |y(h)| < co. La densidad espectral de {X;} es la funcién

f(-) dada por,

donde e = cos(\) +isin(A) e i = /—1.
Como las funciones coseno y seno tienen periodo 27, entonces también lo tiene f; por lo tanto

basta con limitarse a la atencién de f con valores en el intervalo (—m,].

Propiedades basicas de f:
1. f es par; es decir, f(A) = f(—\).
2. f(A\) > 0; para todo A\ € (—m,7].

3. (k) = [T, M (A d(N) = [, cos(kA)f (A) d(N).
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1.3.1 Teorema de Bochner-Khintchine

Considérese un proceso estocastico estacionario {X;} real de media cero y ACVF ~(h) continua

para todo h. Supéngase también, v(0) = 1.

Teorema 1.3.1 (Bochner-Khintchine)Una funcion continua, y(h) es positiva definida si y solo si

puede ser escrita de la forma

~(h) = /_ T iR (1.3.1)

donde F(7) es una funcion real, no decreciente y acotada.

La funcién F'(\) es llamada funcién de distribucién espectral del proceso Xy.

Si v(0) # 1, entonces
p(h) = j/ e AdG(N).

donde G(A) = F(A\)/v(0). ( Una demostracién del teorema anterior se encuentra en [7] )

La teoria de Wiener engloba la teoria establecida para procesos estacionarios. Wiener estableci6
la existencia de una funcién de distribucién F' tal que (1.3.1) se satisface, y resultados anédlogos valen

a partir de ahi.

Para expresar el teorema anterior en el caso de procesos tenemos el corolario siguiente:

Corolario 1.3.1 La funcién « es la funcién de covarianza de un proceso Gaussiano estacionario si

es positiva definida y existe una medida espectral G tal que

ym):/Q%MGun.

Es muy sencillo ver que, la funcién ~ del corolario (1.3.1) es definida positiva pues,

n
Z aiaj'y(ti — tj) = E[Z aiXti]Q 2 0.
=1

1<i, j<n

Una demostracién completa de este corolario puede encontrarse en 777.
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1.3.2 El Periodograma

Si {X:} es un proceso estacionario con funcién de autocovarianza y(-) y densidad espectral f(-),
entonces al igual que la funcién de autocovarianza empirica de las observaciones, {z1,---, 2},

puede considerarse como una muestra andloga de f(-), también el periodograma I,(-) de las

observaciones,{z1, - ,z,}, puede considerarse una muestra analoga de 27f (-).
Sea
2rk i n—1 [n]
wp = — = — —
k ) 9 ) ap)

Al conjunto F}, de esos valores se les conoce como frecuencias de Fourier asociadas con muestra de

tamano n. F), es un subconjunto del intervalo (—m,7].

Definicion 1.8 El periodograma de {x1,--- ,x,} es la funcién,

2

)

L) =

n
§ :xtefzt)\
t=1

donde,

[n/2]
Ty = Z ag[cos(wit) + isin(wgt)] 5 t=1,--- ,n. (1.3.2)
k=—[(n—1)/2]

Si A es una de las frecuencias de Fourier, wy, entonces I,,(wy,) = |ax|?.

1.3.3 Procesos Ergddicos

Definicion 1.9 Un proceso estacionario se dice ergddico en relacion a la media si cuando t — 0

1/0 X(u)du — E[X(t)]; t€ T,

y se dice ergddico en relacion a la ACVF si cuando ¢t — 0

1 t
t/ X+ h)X(u)du — (k) ; te T,h e 7 .
0
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En particular, un proceso es ergédico respecto a la media y la ACVF cuando la independencia

entre las variables aleatorias X(¢) y X(t + h) se torna progresivamente menor a medida que h — oo.



Capitulo 2

Modelado de la superficie del Mar y

sus Caracteristicas

La superficie del mar puede ser modelada como un proceso aleatorio M que depende de la posicion
en el espacio, z, del tiempo, ¢, y de un parametro aleatorio, w; es decir, la superficie del mar puede
ser vista como un proceso estocastico. En funciéon de que el modelo sea manejable para su estudio,

el proceso se supone:

e Estacionario

Esta hipdtesis solo se cumple parcialmente, debido a que las condiciones del mar cambian con
el tiempo y junto con ellas, los parametros de la altura de las olas. Sin embargo, si se trabaja
sobre un intervalo de tiempo suficientemente grande de condiciones meteoroldgicas estables, es

posible suponer que la distribucién de las olas en un punto especifico no cambia con el tiempo.

e Centrado
Se considera que el nivel medio del mar es cero (EM; = 0) y se miden las variaciones con

respecto a él.

e Con trayectorias continuas

16
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Esto quiere decir que, si se fija w € €2 la funcién

M(-,w) : [0,00) = R,
es continua para casi todo w € ).
e Ergédico
e Gaussiano
En lo presente, el estudio estd concentrado en las trayectorias del proceso antes mencionado; es

decir se fija un punto, x, del espacio, y la informaciéon que se obtiene es al evolucion de la ola a lo

largo del tiempo. Sea M(t) la altura del nivel del mar en el instante de tiempo ¢, en el punto z.

En el estudio de las olas el espectro se interpreta, como es usual, como la distribucién de energia
por frecuencia. Obsérvese que, como se vié en el capitulo 1, Var(M;) = ~v(0) = [%_dF(X), de modo
que la varianza del proceso representa la energia total, por lo tanto si se conoce la densidad espectral,

es posible hacer predicciones respecto a las alturas de la ola.
Para estudiar los espectros lo usual es utilizar densidades espectrales tipicas que dependen de
algunos parametros que deben ser estimados en cada caso. Los dos tipos de espectro méas comunes

son el espectro de Pierson-Moskowitz y el espectro JONSWAP.

En esta investigacion sélo se hizo uso del espectro JONSWAP. Tal espectro viene dado por

2 25—1 T2
ag =5 rwp\4] 52 [“(s+1) o (0—06
S(w,0) = X exp | =2 (7) : 2.0.1
(,9) o P [ 4 \w } L— I'(2s+1) o8 2 ( )
donde —w < 0 < m; s > 0; d = exp [— \75_:2 }; w es la frecuencia angular; g es la constante
gowp

gravitacional; cos?® (%

) es una funcién de propagacién; o = 0,076(%) es un factor de normal-
izacion; ¢ ~ 3,3y 09 = 0,07 si w < wp 0 09 = 0,09 si w > w,. El espectro JONSWAP es calculado

automaticamente por WAFO haciendo uso del comando jonswap.
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2.1 Las Olas y sus Caracteristicas

Las olas son ondulaciones de la superficie del agua las cuales son originadas principalmente debido
a la friccion del viento contra la superficie del agua. Dichas ondulaciones presentan la siguiente

anatomia:

Linea de agua

=
:
%
o

Figura 2.1:Anatomia de las olas

e Linea de agua: nivel de la superficie del mar.

e Direccion: direccién en la que se mueve la ola.

e Profundidad Media: distancia desde el fondo del agua hasta la linea de agua.

e Cresta: punto mas alto de la ola medido desde la linea de agua.

e Seno: punto mas bajo de la ola medido desde la linea de agua.

e Altura: distancia vertical entre el punto més alto de la cresta y el més bajo del seno.

e Longitud de Onda: distancia horizontal distancia que separa dos crestas o dos senos

consecutivos.
e Periodo: tiempo que transcurre entre el paso de dos crestas o dos senos consecutivos por un
mismo punto.
2.1.1 Parametros Asociados a la Densidad Espectral

Es muy importante conocer y comprender el significado de algunas de las caracteristicas mas

relevantes del movimiento de las olas para su estudio.
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Algunas de las principales caracteristicas corresponden a parametros asociados a la densidad es-

pectral, como las descritas a continuacion:

e Momentos espectrales de orden n

Su existencia estd asociada a la regularidad de las trayectorias del movimiento de la ola y vienen

dados por

My = /OO A"dF()) . (2.1.1)
0

En particular, nétese que

my = / b NAF(\) = —"(0) .

Dichas acotaciones seran de gran utilidad mas adelante.

e Altura Significativa (Hj)

Es un parametro asociado a la severidad del mar y es una medida que trata de indicar las
olas mas altas que pueden encontrarse durante un periodo razonable de tiempo. La altura

significativa se define por

Hy = 4y/Var(My) = 4y/m, .

e Frecuencia Media

Es la frecuencia alrededor de la cual se encuentra concentrado el espectro, y estd dada por,

my
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e Los siguientes pardametros son importantes en el estudio espectral de la altura de la ola

e
Aij = ﬁ;
e Ancho Espectral (a manera de ejemplo)
El ancho espectral se define por
m2 )\2 0 2
e=q[1— —2-=,[1- . 2.1.2
MMy Ag2 ( )

Como ya es conocido, la frecuencia es una medida que indica el nimero de repeticiones de cualquier
fenémeno o suceso periédico en la unidad de tiempo. Para calcular la frecuencia de un evento, se
contabilizan un ndmero de ocurrencias de éste teniendo en cuenta un intervalo temporal y luego
estas repeticiones se dividen entre el tiempo transcurrido. Un método alternativo para calcular la
frecuencia, es medir el tiempo entre dos repeticiones (el periodo) y luego calcular el inverso del mismo.

La frecuencia de un proceso estacionario a tiempo continuo viene dada por A = % , donde

A indica los saltos entre los tiempos de las observaciones. En este caso, para valores pequeinios de

K, se habla de frecuencias altas, mientras que para valores grandes de K se habla de frecuencias bajas.

Otras caracteristicas pueden tener varias definiciones. La definicién mas usual estda basada en
los cruces del nivel medio, otra podria estar basada en los extremos sucesivos de la ola; es decir, en

sucesiones de méaximos y minimos locales de la ola.

2.1.2 Caraceristicas Basadas en cruces del Nivel Medio y Extremos Sucesivos

Como fue mencionado anteriormente, llamamos M(¢) a la altura sobre el nivel medio del mar en
un punto especifico. Sean ti,--- ,t, € T los instantes de tiempo en los cuales M(¢) cruza dicho nivel

medio hacia abajo.

Se define el periodo de la ola como la diferencia entre dos cruces sucesivos hacia abajo del nivel

medio de la ola; es decir
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Tk = thy1 — tx -

El méximo valor de M = {M(t) ;t € T} para tj <t < tx+1 define una Cresta (ac). De la misma
manera, el minimo valor de M durante ese mismo intervalo de tiempo define un Seno (ar), y la altura

de la ola (Hgy) viene dada por la distancia vertical entre una cresta y un seno.

ac kg

altura media del mar

ar g
Figura 2.1.1:Caracteristicas de la ola basadas en cruces del nivel medio
Por otro lado, supéngase ahora que la ola tiene una sucesién de minimos locales {arx} y méximos
locales consecutivos {ac}. Una ola min-max es aquella en la que su altura estd definida como la

diferencia entre estos valores y su periodo viene dado por la diferencia de tiempos correspondiente. De

la misma manera, se definen las olas min-min y méx-max. La figura (2.1.2) muestra una ola min-méx.

ac k

a7,k

Figura 2.1.2:Caracteristicas de la ola basadas en extremos sucesivos
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Es esta ultima la definiciéon que se basa en los extremos sucesivos de la ola.

2.1.3 Cruces y Maximos Locales

Hemos supuesto que M es un proceso Gaussiano y por definicién se tiene que,

M o MOED) M)
h—0 h

entonces M/(¢) también es un proceso gaussiano, por ser limite de combinacién lineal de un proceso

gaussiano. M'(t) es independiente de M(t). En efecto,

EM@OM()] = E {M(t) - M(t + h})L - M(t)]

.1
= lim o (EMOM(+h)] - B M)

= Jim = (3(1) ~(0))
i [Q 0]

h—0 h
= 7'(0)=0=EM@®)E M) .

Supongamos mg < co. La funcién de covarianza tiene desarrollo de Taylor cerca del origen,

ma9 h2

v(h) = o — 5t o(h?) .
Entonces,
EO M) = Jin B [<M(t h+ k})L CM(t+ k)> <M(t + h})b - M(t))}
= Jim 5 () — (o K) = 9k — ) + (k)]
_ i | 2R = 20(h A+ E)
e [ h? } ‘

Por otro lado,
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EM?(t)] = lim E[M'(t+ k)M (t)]
_[29(0) = 2y(h)
NELE
5.2 2 2
— lim 29(0) — 20° + mah® — 20(h?)
h—0 h?
— o 2P (h?)
Ay B2 hmo <0
= m2

De donde, Var(M'(t)) = mg = —+"(0) y Cov(M'(t),M'(t + h)) = —"(h).

Sean o y 03 las varianzas de M y M’ respectivamente. De la gaussianidad de ambos procesos, la

funcién de densidad conjunta de M’ y M viene dada por

1
Puw (z,y) = exp{—ztﬁlz}
ar(zy) 2m\/1 — p2oi09 2

donde,

2
o pPO102
1
Y= ,
2
pPO1092 lop

es la matriz de covarianza conjunta, y z = (z,y).
Debido a la estacionaridad de ambos procesos, se cumple que (M(t), M'(¢)) = (M(0), M’(0)), para

todo t. Asi, teniendo en cuenta que o3 = v(0) , 03 = —7"(0) , y que p = 0 (porque los procesos son

independientes), se tiene entonces que

Por lo tanto, la densidad conjunta de M’ y M es

Pum (z,y) = Pumo)wr o) (@)

U mw) oo {a)

= Pum)(@)Pwr0)(y) -
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Definicion 2.1 Decimos que el proceso M
e Tiene un cruce hacia arriba del nivel u si M(t) =u y M/(¢t) >0 ; parat € T.
e Tiene un cruce hacia abajo del nivel u si M(t) =uy M/(t) <0 ; parat € T.
e Tiene un méximo local en tg € T, si M’ tiene un cruce hacia abajo en tg

Si la trayectoria del proceso tiene un sélo maximo durante cada medio ciclo, se dice que el modelo
es de Banda FEstrecha. Por otro lado, el modelo se dice de Banda Ancha, si hay varios extremos
durante el medio ciclo determinado por cruces sucesivos del nivel cero, en este caso, pueden haber
maximos positivos y negativos. Valores pequenos de € (en particular e = 0) corresponden a espectros

de banda estrecha, mientras que € = 1 asegura un modelo de banda ancha.

2.1.4 Foérmula de Rice

Sea f una funcién. Sea g : [a,b] — (—o00,00) , a,b € R, una funcién creciente o decreciente y
derivable. Llamemos /\/[% T](s) al nimero de cruces del nivel u de la funcién g. Por la férmula de

cambio de variable para integrales,
00 T
[ 10 M) du= [ ate)) 1o 0) ar
Supéngamos ahora M = g. Entonces,

[e%) T
/ F(u) AN () du = /0 FOM(t)) M (1) d

Aplicando esperanza ambos lados de la ecuacién anterior y haciendo uso del Teorema de Fubini,

se tiene

T

[ s W] o = [ Elreaw) o)

N /
T

= [ Blroao) proy)
T B [f (M) M@)] dt .
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Pero, por definicién de esperanza y debido a la independencia de M’ y M,

T E[f(M(t) M't)|] dt = T//RQf(u) |&| P(u,2) dudi
_ T// f() ] P(u) P(d) dudsi
_ /f e—u?/2mo du/\x] —272/2m2

Por otro lado, sea w = \/Lmi, entonces,

e—:i:2/2m2 —w2/2m2
I|———dz / w maodw
s Rl

00 e—w2/2m2
= /ms2 w———dw
2 0 V2T
2

Por lo tanto,

[ 160 B[] an= [ s [T

para casi todo s, y asi,

T m —u?/2m
BV ] = 2y < @13

La férmula (2.1.3) se conoce como la Férmula de Rice para Procesos Gaussianos Estacionarios 'y

permite calcular el niimero esperado de cruces con el nivel u.

En particular, si u = 0,



2.1 Las Olas y sus Caracteristicas 26

y como el proceso M es simétrico, si L{[l[\)/[T] (0) es el nimero de cruces hacia arriba del nivel cero se

E [u[%{T](O)} - 23\/2?

tiene,



Capitulo 3

Aplicacion del Analisis Espectral al
Registro de Alturas de Olas en el
Caribe del Sur

r 1
300 nautical miles 431 - Station Map

Figura 3.1:Mapa de ubicacién de la estacién 431 (izquierda). Imagen satelital de la estacién (derecha)

El conjunto de datos con el cual se trabajé fue seleccionado de los registros mensuales prove-
nientes de la boya 431, la cual se encuentra ubicada en Christiansted, St. Croix VI, estacion 43101,
con latitud 17°46'09” N y longitud 64°43’49” O, a una profundidad de 255 metros. Dicha boya mide
parametros tales como la altura y energia de la ola, la direcciéon de la misma, y la temperatura del
mar en un momento dado. Los registros fueron obtenidos por medio de la base de datos del portal
web del Coastal Data Information Program (CDIP) o Programa de Informacién de Datos Costeros, el

cual es una extensa red de vigilancia de las olas y playas a lo largo de las costas de los Estados Unidos.

27
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El estudio realizado sobre los datos esta basado en los valores extremos de la ola; es decir, en
los méximos (crestas) y minimos (senos) de la misma, razén por la que al seleccionar los datos se
considerd un valor de ¢ suficientemente grande durante el cual se hayan registrado alturas significa-
tivas (Hs) de interés para el estudio. Teniendo fijado el valor de ¢ sobre el cual interesa trabajar, se
tomaron los datos correspondientes a las alturas de las olas registradas durante ese periodo de tiempo.
Estas alturas vienen dadas en centimetros (¢cm). Los registros corresponden a una trayectoria de un
proceso estocastico con distribuciéon Gaussiana, donde el periodo de muestreo es menor a un segundo
(0.78125seg.). El paquete utilizado para estudiar los registros fue MATLAB y también se usé la
herramienta WAFO.

Bajo el criterio de seleccién antes mencionado, se tomaron 6 conjuntos de datos, 3 de ellos corres-
pondientes a registros de ola alta (Hs > 1.5mts) y otros 3 correspondientes a registros de ola baja

(H, < 0.8).

e Olas Altas

registro | dia | mes | ano | inicio(Hr) | culminacion(Hr) Hg(m)

data 1l | 27 | 12 | 2008 8:00 21:00 entre 1,95y 2,45
data 2 6 3 2009 10:00 23:00 entre 1,8 y 2,30
data 3 | 11 2 2009 9:00 22:00 entre 2,00 y 2,60

e Olas Bajas

registro | dia | mes | aoo | inicio(Hr) | culminacion(Hr) Hg(m)

data 4 8 4 2009 11:00 23:00 entre 0,45 y 0,52
data 5 | 26 7 2008 14:00 23:00 entre 0,45 y 0,52
data 6 | 25 8 2008 7:00 20:00 entre 0,30 y 0,45

La figura (3.2) muestra los histogramas de las alturas de cada uno de los registros de olas descritos
anteriormente con una distribucién Gaussiana superpuesta. Es claro ver que todos los registros se
ajustan muy bien a dicha distribucién, lo cual indica que, en efecto, estos cumplen con la suposicién

de gaussianidad. M4s ain, en la figura (3.3) se muestra el ajuste de cada uno de los registros a una
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recta de probabilidad normal.
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Figura 3.2:Histograma de las alturas de cada una de las olas
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Figura 3.3:Ajuste de Recta de Probabilidad Normal de cada uno de los Registros de Alturas de Olas

Obsérvese que el registro correspondiente a la data 6 exhibe un comportamiento menos ajustado
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que los demds en las colas a la hora de pegarse a un modelo de probabilidad normal. En la figura
(3.4) se presenta un grafico del comportamiento del registro antes mencionado, en ésta se observa un
incremento significativo de las alturas de la ola al final de la trayectoria de la misma, lo que podria
deberse tal vez al paso de una tormenta en esos instantes de tiempo, perturbando asi la hipétesis de

estacionaridad a la que deberia obedecer el modelo para su estudio.

] Eﬂ

Mt) 40
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20

-20
-40

&0 . . . . . t .40 . . . .
1] 1 2 3 4 5 B 0 1000 2000 3000 4000
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Mit)
40 (&) 50

40
20
0

o

0

-20
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ol e g
28 285 29 295 3 305 31 315 32 4 45 5 5.5 B 6.5 7

sexta hora de registro X 104 dltima hora de registro w10

Figura 3.4:0la data 6

3.1 Analisis de Comportamiento para Olas Altas y Olas Bajas

Como un primer paso, se realizé un estudio estadistico descriptivo de los datos, fueron estimados
el minimo, el méximo, la media y varianza empiricas, la desviacién estandar, el primer y tercer cuartil
y las covarianzas empiricas de cada conjunto de datos. Estas ultimas fueron calculadas por medio de
la ecuacién (1.2.1), la cual, debido a la estacionaridad del proceso y tomando A = 0,78125, queda

como

n—

<.

F(GA) =) (M@GFA) = M) ;
1

.
Il

donde n es el tamano de la muestray j=1,--- ,n.
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Los resultados obtenidos se muestran el la siguiente tabla, en la que se observa claramente que

los datos son centrados y simétricos. También es claro, que la variabililidad de los datos es mucho

mayor en los conjuntos de datos tomados de registros correspondientes a olas altas.

registro minimo | mazimo | media | varianza | desv.estand. | 1 cuartil | 3¢ cuartil
data 1 -170 172 0,0024 | 1213,70 34,8381 -22 23
data 2 -297 233 -0,0022 | 1657,70 40,7143 -25 23
data 3 -235 191 -0,0070 | 1383,50 37,1955 -24 24
data 4 -37 34 -0,0010 66,43 8,1504 -5 )
data 5 -31 33 -0,0006 62,51 7,9064 -5 )
data 6 -45 53 -0,0003 43,16 6,5696 -4 4

Tabla 3.1: Pardmetros estadisticos estimados para cada registro

Posteriormente, se calculd el espectro Jonswap, de cada uno de los registros de olas. A conti-

nuacién, se muestran los resultados obtenidos para dos registros en particular, uno correspondiente

a una ola alta (data 3) y otro correspondiente a una ola baja (data 4) , esto con la finalidad de

permitirnos hacer algunas comparaciones entre los dos tipos de olas.

La figuras (3.5), (3.6) y (3.7) muestran el comportamiento de una ola alta. En la figura (3.5) se

observa como varian las alturas de la ola, se puede ver claramente que ésta comienza siendo de gran

tamano y luego sus alturas van disminuyendo.
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Figura 3.5:0la Alta

La figura (3.6) corresponde al gréfico de covarianzas, el cual deja clara muestra de que, mientras

mas grande es el valor de t, las alturas de la ola son datos independientes de los anteriores.

El espectro Jonswap fue calculado usando la funcién jonswap de la herramienta WAFO, y fue

calculado en cuatro partes. Primero se calculd el espectro del registro completo y luego se calcularon 3

espectros mas, los cuales corresponden a la primera, la sexta y la tltima hora de registro. El resultado

se muestra en la figura (3.7). Para la primera hora de registro, se obtuvo una frecuencia dominante

de 0,78 rad/seg, para la sexta hora una frecuencia dominante de 0,8 rad/seg, para la tltima hora la

frecuencia obtenida fue 0,83 rad/seg lo que permite inferir que el espectro se mantuvo concentrado en

las frecuencias bajas durante el registro. El registro completo arrojé una frecuencia dominante de 1.1

rad/seg. El grafico anterior, reitera el hecho de que la ola tuvo mayor energia durante las primeras

horas de registro.
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Figura 3.6:Covarianzas Ola Alta
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Asimismo, las figuras (3.8), (3.9) y (3.10) corresponden a los resultados obtenidos al realizar el
analisis anterior a una ola baja. Es claro ver que las alturas de la ola son considerablemente bajas con
respecto a la ola alta (ver figura 3.5). A diferencia de la ola alta, ésta mantuvo un comportamiento
mas o menos constante durante todo el registro, a excepcion de la 1ltima hora, en la que se observa
que las alturas de la ola aumentaron considerablemente, mostrando asi mayor energia en ésta ultima,

como lo muestra el resultado arrojado por el espectro Jonswap (figura 3.10).
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Figura 3.8:0la Baja
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Figura 3.10:Espectro Jonswap Ola Baja
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3.2 Estimacion de Espectro Haciendo Uso del Periodograma

Como fue mencionado en el capitulo 2, el periodograma es una 1til herramienta de estimacién de
la densidad espectral de un proceso estacionario. En la presente investigacién se hizo uso del mismo
para ver si era posible obtener una informacion mas completa acerca del comportamiento de nuestras

olas, en esta ocasién, en el dominio de frecuencias.

Recordando que el periodograma viene dado por la expresién (1.3.2), y apoyandonos en la
definicién de periodo, si llamamos T al periodo, se tiene que,
CITANAT)

6ijA()\) :

por lo tanto,

emAT - 1= 67,27r .

I

lo que implica que T' = ?—Z, y de aqui, 0 <\ < %ﬁ Es decir, si n es el tamano de la muestra, A varia

con saltos
2r 27 2

YN AR Gy by o

La figura (3.2) corresponde a los peridiogramas estimados para cada uno de nuestros registros de

olas. cada pico del periodograma corresponde a una frecuencia dominante.

Recordemos que, la frecuencia es el inverso del periodo; entonces , si se estd en presencia de bajas
frecuencias, quiere decir que el periodo es grande; por lo tanto, la ola muestra ondulaciones mas
suaves y prolongadas. Lo contrario pasa cuando se esta en presencia de frecuencias altas; es decir, el

periodo es pequeno y eso indica que la ola presenta ondulaciones mas rapidas.
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Figura 3.1: Periodograma de cada unos de los registros de olas

Por ejemplo, en el periodograma obtenido para la data 3, se observan dos frecuencias dominantes,
una de ellas con menos concentraciéon de energia que la otra; lo que podria implicar que la ola tal vez
esté formada por dos olas encontradas. Sin embargo, la energia de la ola sigue estando concentrada
en las frecuencias bajas. Resultado que se corresponde con el arrojado por el espectro JONSWAP,

mostrado en la figura (3.7).

3.3 Estimacion de Densidad de Probabilidad de Valores Extremos

Luego de tener una idea del comportamiento de cada uno de los registros y de haber obtenido los
espectros de las olas, pudieron ser estimados pardmetros de interés para estudiar los extremos de cada
una de ellas, como lo son los momentos de orden 0, 2 y 4 y el ancho espectral. Dichos pardmetros

fueron calculados por medio de las definiciones (2.1) y (2.2).
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registro mo mo my €

data 1 | 1213,6943 | 1357,3033 | 4094,6031 | 0,7933
data 2 | 1657,6642 | 2110,0332 | 6083,5440 | 0,7433
data 3 | 1383,5037 | 1460,7397 | 4197,5072 | 0,7953
data 4 66,4285 91,6758 501,0350 | 0,8646
data 5 62,5106 54,8059 124,5731 | 0,7838
data 6 43,1592 51,5263 268,3863 | 0,8779

Tabla 3.2: Momentos Espectrales y Ancho Espectral

Como fue mencionado en el capitulo 2, la existencia de momentos de orden m estd asociado a la
regularidad de la trayectoria de la ola. Mas atin, que el valor de my sea finito, permite asegurar que
el proceso tiene un numero finito de méaximos durante el intervalo de tiempo estudiado, tomando en

cuenta que dicho intervalo es un intervalo de tiempo finito.

Por otro lado, recordemos que valores pequenos de € corresponden a espectros de banda estrecha;
lo que quiere decir que, debido a que los valores obtenidos al estimar € en cada caso se encontraron mas
cercanos a 1 que a 0, podria suponerse entonces que las olas estudiadas presentan varios maximos
(tanto positivos como negativos) entre dos cruces sucesivos del nivel cero. También vale la pena
destacar la gran similitud de los anchos espectrales entre olas de la misma naturaleza; es decir, el
valor € correspondiente a los registros de ola alta difiere en muy poco y de igual manera pasa entre
los valores de € que corresponden a olas bajas, con la Unica excepcion del registro de la data 5 la
cual, aunque cumple con las hipétesis de gaussianidad y estacionaridad, presenta 3 horas menos de
registro, lo que equivale a 4608 datos menos que las otras datas, hecho que permite corroborar que el
modelo con el cual se trabajé necesita de un valor de ¢ suficientemente grande para la confiabilidad

de sus resultados.

Asi, nos planteamos el problema del célculo del niimero esperado de méximos y su distribucién
de probabilidad, asi como también, la probabilidad de que un méximo local esté por encima de un

nivel de interés wu.
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A manera de ejemplo, usando la Férmula de Rice (2.1.3) fue posible calcular el niimero esperado

de maximos por encima del nivel 0, y los resultados se presentan en la tabla (3.3).

registro | cruces con nivel 0
data 1 83.721
data 2 89.320
data 3 81.348
data 4 93.004
data 5 52.949
data 6 86.502

Tabla 3.3: Numero esperado de cruces hacia arriba del nivel cero

Sea ahora, tg el instante de tiempo en el cual la trayectoria del proceso M tiene un méaximo local

positivo y llamemos a dicho maximo &,,4.; es decir,

M(tO) = gmaa; .

Entonces, la densidad de probabilidad para crestas extremas positivas puede ser calculada por medio

de la ecuacion

. 2 € _52/262 — _52/2 m .
fmax—l+m{me +V1i-—€e€e <I><6 AR (3.3.1)

donde & = f;”—r%, € es el ancho espectral y @ es la funcién de densidad normal estandar. (Para mayor

referencia consultar [6]).

La figura (3.12) corresponde al comportamiento de la funcién de densidad de probabilidad de
crestas positivas para cada uno de los registros estudiados. Tales funciones fueron estimadas ha-

ciendo uso de la ecuacién (3.3).
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Figura 3.12:Funcién de densidad de probabilidad de maximos positivos como una funcién de pardmetro e

Notese que las funciones estimadas para los 6 registros muestran un comportamiento muy similar.
Dicha similitud se debe a que el valor de € en cada caso no presenta una variacién muy significativa
con respecto a los demds registros, como se mostré en la tabla (3.2), lo cual, a su vez, invita a pensar
que el modelo con el cual se trabajé es un modelo que permite ver mejores resultados entre olas altas

y olas bajas en el caso en que las diferencia entre alturas significativas es mucho mayor.

Finalmente, por medio del calculo del primer, segundo y tercer cuartil, nos permitimos estimar
el porcentaje de maximos locales por encima de un nivel u. La tabla (3.4) indica los resultados

obtenidos en cada caso estudiado.
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registro | 25% | 50% | 75%
data 1 | 0,41 | 0,81 | 1,41
data 2 | 0,41 | 0,91 | 1,41
data 3 | 0,31 | 0,81 | 1,31
data 4 | 041 | 0,81 | 1,41
data 5 | 041 | 0,91 | 1,41
data 6 | 0,31 | 0,81 | 1,31

Tabla 3.4: Cuartiles

Por ejemplo, en la fila que corresponde a la data 1, se indica que el 25% de los maximos locales de

la ola correspondiente al registro de tal data se encuentran por encima de 0,41 cm, el 50% de dichos

méximos estdn por encima de 0,81 cm y el 75% por encima de 1,41 cm.

Noétese que, los resultados de la tabla (3.4) no presentan coherencia con respecto a los resultados

de la tabla (3.1). Es importante recalcar que la presente investigacién permite dar estimados del

comportamiento del mar, mas no nos permite asegurar que dichas estimaciones se encuentren total-

mente apegadas a la realidad.

3.4 Lenguaje Matlab

A continuacién se presentan los programas que fueron creados y los comandos que fueron

utilizados, en MATLAB y WAFO, para el desarrollo de la investigacion realizada.

e El andlisis estadistico inicial a los datos fue calculado mediante el siguiente programa, el cual

recibe la matriz de datos, D, y devuelve la media (mean), varianza (var), desviacién tipica

(desv) y las covarianzas empiricas (r).

function [mean,var,desv,r]=mvc(D)

[n,pl=size(D);

Ymedia
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x = zeros(n,1);
for i=1:n
x(i) = D(i,2);
end
s = 0;
for i=1:n
s = x(i)+s;
end

mean = s/n;

%varianza
v = 0;
for i=1:n
v = ((x(i)-mean) "2)+v;
end

var = v/(n-1);

%desviacién estandar?,

desv = sqrt(var);

%covarianzas

while t <= n-k
rO=(((D(t+k,2) - mean)* (D(t,2) - mean))* (1/(n-k))) + r0;
t= t+1;
end
r=zeros(n,1);
y=zeros(n,1);
r(1)=r0;

i=1;
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while abs(r(i))>0.05

while t <= n-i

z=(((D(t+i,2) - mean)* (D(t,2) - mean))* (1/(n-1))) + z;

t= t+1;
end
y(i)=1;
r(i)=z;
end

mean;

var;

desv;

T;

e El siguiente programa divide la matriz de datos inicial en una matriz Z la cual tiene como
columnas los datos de la matriz por horas. El programa también retorna la matriz de medias

y de varianzas (de cada hora).

function [Z,medias,varianzas] = divmat (D)

[n,pl=size(D);

%divisién de la matriz en submatrices por hora
%para la primera entrada
Z = zeros (4608, (n/4608)-1);
medias = zeros(1, (n/4608)-1);
varianzas=zeros (1, (n/4608)-1);
Z(:,1) = D(1:4608,2);
%media
x = zeros(1,4608);
for k=1:4608

x(k) = Z2(k,1);
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end
s = 0;
for k=1:4608
s = x(k)+s;
end

mean = s/4608;

medias(1,1) = mean;

%varianza
v = 0;
for 1=1:4608
v = ((x(1)-mean) "2)+v;
end
var = v/(4608-1);

varianzas(1,1) = var;

%para la segunda en adelante

for j = 2:(n/4608)-1

i = (4608%*j)+1;

Z(:,j) = D(i:(i-1)+4608,2) ;

Jmedia por submatriz
x = zeros(1,4608);
for k=1:4608

x(k) = Z2(k,j);

end
s = 0;
for k=1:4608
s = x(k)+s;
end

mean = s/4608;

medias(1l,j) = mean;
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%varianza por submatriz

v = 0;
for 1=1:4608
v = ((x(1)-mean) "2)+v;
end

var = v/(4608-1);
varianzas(1l,j) = var;
end
medias;

varianzas;

e Espectro JONSWAP: el programa se hizo utilizando la funcién jonswap de WAFO. Recibe como
entradas la matriz inicial de datos (D) la matriz Z calculada anteriormente, los momentos de
orden 0, 2 y 4 (los cuales son calculados desde un programa inicial que serd visto mas adelante),
la varianza de la matriz inicial, var, y la matriz de varianzas. Arroja como parametros de salida,
la altura significativa (Hs) el periodo de pico (Tp) el espectro del registro completo (spec) y los

espectros de la primera (specl), la dltima (spec3) y la hora media del registro (spec2).

function [Hs,Tp,spec,specl,spec2,spec3]=jons(D,Z,mom,var,varianzas)
Hs = 4xsqrt(var); Tp = 2*pixsqrt(mom(1)/mom(2));

spec=jonswap([], [HsTp]); spec.note

S1 = dat2spec(Z(:,1)); [moml] = spec2mom(S1,2); Hsl =

4xsqrt(varianzas(1)); Tpl = 2*pi*sqrt(moml(1)/mom1(2)); speci

jonswap([], [Hs1 Tp1]); specl.note

S2 = dat2spec(Z(:,6)); [mom2] = spec2mom(S2,2); Hs2 =

4xsqrt(varianzas(6)); Tp2 = 2xpi*sqrt(mom2(1)/mom2(2)); spec2

jonswap ([], [Hs2 Tp2]); spec2.note

S3 = dat2spec(Z(:,13)); [mom3] = spec2mom(S3,2); Hs3 =
4xsqrt (varianzas(13)); Tp3 = 2*pi*sqrt(mom3(1)/mom3(2)); spec3d =
jonswap([], [Hs3 Tp3]); spec3.note
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figure,wspecplot(spec,’b’);hold on wspecplot(specl,’g’);

wspecplot (spec2,’r--’); wspecplot(spec3,’r’),hold off

Hs;
Tp;
spec;
specl;
spec2;

spec3;

e Periodograma: Se realizé el programa haciendo uso de la funcion de MATLAB periodogram.
Toma como parametro de entrada la matriz inicial y retorna un vector (P) con los valores del

periodograma por frecuencia.

function [P]=periodograma(D)
M=D(:,2);
[m,pl=size(M);
P=periodogram(M) ;
[n,ql=size(P);
d

0.78125;

w = zeros(n,1); w(1,1)=0;
h=1; qg=0; v=(2%pi)/(n*xd);
for h=1:(n-1)

q=v*h;

w(h+1,1)=q;

end

plot(w,P);

P;

e Funcién de densidad de probabilidad para crestas maximas positivas: el programa recibe como
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parametros de entrada las matrices D y Z y los momentos. Da como resultado, la funcién de
densidad (fmax) el ancho espectral (e) el niimero esperado de crestas por encima del nivel cero

(N) y los cuartiles.

function [fmax,N,e,cuartiles] = fextrem(D,Z,mom)
[n,p] = size(D);
[m,q] = size(Z);
a = (3600%(q+1));
N=(a/2*pi)*sqrt (mom(2) /mom(1));

%Ancho espectral
E = 1-(mom(2) "2/ (mom(1)*mom(3))) ;

e = sqrt(E);

%funcién de distrib normal estandar en (sqrt(1l-e~2)/e)*I

fm = zeros(n,1);

k=1;
I =0.01;
c = (sqrt(1-E)/e)*I;

erf = quad(@exponencial,0,c/sqrt(2))*2/sqrt(pi);
(1/2)x(1 + erf);

D
n

%densidad de probabilidad
f

(2/(1+sqrt (1-E))) *(e/sqrt (2xpi) *exp(-I172/(2%E)) + sqrt(1-E)*I*exp(-172/2)*Q);

fm(k,1) I;

fm(k,2)

f;

while abs(fm(k,2))>0.01

I I+0.1;

c = (sqrt(1-E)/e)*I;
erf = quad(@exponencial,0,c/sqrt(2))*2/sqrt(pi);

Q = (1/2)x(1 + erf);
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end

b:

fmax
fmax(:,1)

fmax(:,2)

d=0.
h=0;

for

e
1]

for

end

Y%media,

%densidad
f

(2/ (1+sqrt (1-E)) ) *(e/sqrt (2*pi) *exp(-1"2/(2+E))
+ sqrt (1-E) *Ixexp(-1"2/2)*Q) ;
k = k+1;

fm(k,1)

I;

fm(k,2) = f;

%Eliminamos los ceros

= fm(:,2);

sort (fm2, ’ascend’) ;
find (fm2) ;

£(1);

n-(a-1);

= zeros(b,2);

fm(1:b,1);

fm(1:b,2);

% Crea la verdadera funcién de densidad (la cual suma 1)

1;

k=1:b

h = fmax(k,2) + h;

dxh;
zeros(b,1);

k=1:b

F(k) = fmax(k,2)/h;

F(k)

F(k)/10;

error cuadratico medio (med2) y varianza
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m = 0;
s = 0;
for k=1:b
m = (kxF(k)) + m;
s = ((k"2)*F(k)) + s;
end
media = (d"2)*m;

med2 = (d73)*s;

varianza = med2 - (media~2);

%Cuartiles
sum = zeros(b,2);

cuartiles = zeros(1,3);

c = 0.01;
sum(1,1) = c;
sum(1,2) = F(1);
for k=2:b
c = cHd;
cuart = 0;
for j=1:k

cuart = F(j) + cuart;
end

sum(k,1) =

|
O

sum(k,2) = cuart;

while sum(k,2)<=0.25
k = k+1;
end
cuartiles(1,1) = sum(k-1,1);
while sum(k,2)<=0.50

k = k+l;
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end
cuartiles(1,2) = sum(k-1,1);
while sum(k,2)<=0.75
k = k+1;
end

cuartiles(1,3) = sum(k-1,1);

fmax;
N;
e;

cuartiles;

Las funciones anteriores son llamadas desde un programa inicial, el cual se muestra a continuacion.

D = textread(’data.txt’);

[n,p] = size(D);

%q numero de horas del registro
d= 0.78125;

t = (0:4:(3600%(g+1))-d); D(:,1) = t’;
%Media, varianza, desv, covarianzas

[mean,var,desv,r]=mvc(D);

%Divisién del registro por horas, matriz de medias y varianzas

[Z,medias,varianzas]=divmat (D) ;

%Densidad espectral usando el periodogramaj,

%[P] = periodograma(D);

%Espectro predeterminado de Wafo

S = dat2spec(D);
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/momentos espectrales 0,2 y 4

[mom] = spec2mom(S,4);

%Espectro Jonswap

[Hs,Tp,spec,specl,spec2,spec3]=jons(D,Z,mom,var,varianzas) ;

%Densidad de probabilidad de crestas maximas

[fmax,N,e,cuartiles] = fextrem(D,Z,mom);

Los graficos mostrados en este capitulo fueron realizados haciedo uso de los siguientes comandos:

figure(1),subplot(2,2,1),plot (t,D(:,2));
subplot(2,2,2),plot(t,D(:,2)),axis ([1);
subplot(2,2,3),plot(t,D(:,2)),axis ([1);
subplot(2,2,4) ,plot(D(:,2)),axis ([1);

#Histogramas con gaussiana superpuesta

figure(2),subplot(2,3,1) ,histfit(D1(:,2));

subplot(2,3,2) ,histfit(D2(:,2)); subplot(2,3,3),histfit(D3(:,2));
subplot(2,3,4) ,histfit(D4(:,2)); subplot(2,3,5),histfit(D5(:,2));

subplot(2,3,6) ,histfit(D6(:,2));

%Recta de probabilidad normal

figure(3),subplot(2,3,1) ,normplot(D1(:,2));

subplot (2,3,2) ,normplot(D2(:,2)); subplot(2,3,3),normplot(D3(:,2));
subplot(2,3,4) ,normplot(D4(:,2)); subplot(2,3,5),normplot(D5(:,2));
subplot(2,3,6) ,normplot(D6(:,2));

#%Densidad de probabilidad con parametro ancho espectral

plot(fmax1(:,1),fmax1(:,2),’b’,...
’LineWidth’,1.5) ,hold on

plot(fmax2(:,1),fmax2(:,2),’y’,...

’LineWidth’,1.5);
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plot (fmax3(:,1),fmax3(:,2),’g’, ...
’LineWidth’,1.5);
plot(fmax4(:,1) ,fmax4(:,2),’c’,...
’LineWidth’,1.5);
plot (fmax5(:,1) ,fmax5(:,2),°r’, ...
’LineWidth’,1.5);
plot(fmax6(:,1),fmax6(:,2),’m’,...

’LineWidth’,1.5) ,hold off



Capitulo 4

Conclusiones

El presente trabajo de investigacién, el cual trata del andlisis espectral al registro de alturas de
olas y sus aplicaciones al mar Caribe Sur, a pesar de que estuvo dirgido a una boya en particular, es
de gran importancia debido a que, como fue mencionado anteriormente, la ubicacion de ésta es muy
cercana a costas venezolanas, y el estudio de la misma brinda una posibilidad de hacer inferencias y

predicciones sobre el comportamiento del mar en Venezuela.

Un aspecto que merece ser mencionado es que el modelo con el cual se trabajé necesita de un valor
de t suficientemente grande para que los resultados arrojados al ser éste estudiado sean confiables, ya

que, a medida de que el valor de ¢ aumenta, las alturas de las olas se van haciendo independientes.

Nétese que las condiciones meteorolégicas bajo las cuales se trabaje deben ser estables ya que en
caso contrario, se perderia la hipétesis de estacionaridad y junto con ésta, la gaussianidad, hipdtesis
que son esenciales para que el modelo sirva para un estudio significativo que sea lo mas parecido

posible a la realidad.
Por otro lado, es importante resaltar que, el espectro proporciona mayor informacién sore el com-
portamiento de la ola cuando es calculado por subintervalos de tiempo que posean, una cantidad

considerable de datos, en lugar de ser calculado para un registro completo.

También vale la pena mencionar que el modelo con el cual se trabajé no arrojé grandes diferencias

entre olas altas y olas bajas a la hora de estudiar los valores extremos de las mismas debido a que,

53
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tal vez sea necesaria mayor diferencia entre las alturas significativas de las mismas, lo que permite

pensar que dicho modelo es un modelo bastante robusto.

Cabe destacar que parametros como los momentos espectrales y el ancho espectral juegan un

papel fundamental en la prediccién de las olas con base en los valores extremos de la misma.

Una vez establecido los cuartiles, y luego de un estudio de mas duracion que el que hicimos, se
puede caracterizar cudl es la altura de las crestas (o maximos) lo que luego puede ser muy til para el
diseno de edificaciones o construcciones marinas. De esta forma el programa que disenamos en esta

investigacién puede servir de base como un manual para ingenieros.



Bibliografia

Mikosh, Thomas. (1998). Elementary Stochastic Calculus. Vol. 6, World Scientific Publishing
Co., Pte. Ltd.

Cramér, Harald y Leadbetter, M.R. (2006). Stationary and Related Stochastic Processes. Centre

for Mathematical Sciences, Lund University.

Brockwell, P. y Davis, R. (1997). Introduction to Time Series and Forecasting. Springer-Verlag
New York, Inc.

Koopmans, L.H. (1974). Probability and mathematical Estatistics. Academic Press, New York

and London, Inc.

Ortega, Joaquin. (2001). Estudio de Algunas Propiedades del Mar Usando Modelos Aleatorios.

Boletin de la Asociacién Matemética Venezolana, Vol. VIII, N 2.

Goda, Y. (2nd Edition). Random Seas and Desing of Maritime StructuresAdvanced Series on

Ocen Engineering, Volume 15. Yokohama National University.

Morettin, Pedro A. (1979). Andlise Harmonica de Processos Estocdsticos. 12, Coléquio de

Brasileiro de Matemadtica. Instituto de Matemaética Pura e Aplicada, Rio de Janeiro.

95



