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RESUMEN

En el siguiente trabajo se presentan diversos métodos numéricos para la ob-
tencién de la Descomposicién en Valores Singulares (SVD) de Matrices Reales.
Todos son basados en el problema simétrico de autovalores. Para cada uno de
ellos se describe detalladamente su estructura y correspondiente algoritmo en
lenguaje pseudoformal. Ademas, se muestran teoremas que avalan la convergen-
cia de algunos de estos métodos. Posteriormente, se exhiben ciertos resultados
numéricos para el andlisis de la eficiencia en tiempo de ejecuciéon y alta pre-
cision. Finalmente, se muestra una aplicacion de este tipo de descomposicion

para la compresion digital de imagenes.
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INTRODUCCION

En el drea del dlgebra lineal numérica existe una forma de descomposicion
de matrices a valores complejos o reales que ha logrado aportar diversos
beneficios en el momento de resolver, de manera eficaz, un problema de indole
numérico. Dicha forma es llamada Descomposicion en Valores Singulares
(SVD, sus siglas en inglés). Entre los problemas en los cuales la SVD gana
importancia se pueden mencionar: el calculo del rango y el niimero de condicion
de una matriz, la obtencion de la pseudoinversa, la soluciéon a un sistema de
ecuaciones lineales, la soluciéon a un problema de minimos cuadrados lineales,
el calculo de la distancia de una matriz al conjunto de matrices de rango menor
que ella, por citar algunas. Por otro lado, la SVD permite ampliar el conjun-

to de las matrices a las cuales son admitidas una descomposicién en autovalores.

Como es costumbre en matematicas, no fue la necesidad practica sino la
necesidad de profundizar en el conocimiento lo que di6 pie al desarrollo de los
valores singulares. En efecto, fue en la segunda parte del siglo XIX cuando al-
gunos gedmetras se preguntaron por la posibilidad de reducir unitariamente la
forma cuadrética f(x,y) = 2'Ay a una forma diagonal, donde A es una matriz
real de orden n, entre los que se destacan: Eugene Beltrami, Camille Jordan,
James Sylvester, entre otros. Para aquella época, Carl Jacobi introdujo un

método para el problema simétrico de autovalores que luego fue adaptado para

12



INTRODUCCION 13

crear un mecanismo acorde al problema de valores singulares. Posteriormente,
Wallace Givens, en 1953 inicié por primera vez el método Biseccion para el
calculo de autovalores, con el que nuevamente permitié que se desarrollara una
estrategia para la SVD, pero en este caso, basado en ese método. En 1961, John
Francis dié el primer aporte a la técnica Iteracion QR, el cual sirvié de medio
para que Gene Golub, William Kahan, y Christian Reinsch implementaran,
en 1970, un algoritmo standard para la obtencién de la SVD. Para 1981,
Cuppen introdujo por primera vez el método Divide y Vencerds, para el cual
se planted un algoritmo SVD basado en dicha estrategia. Luego, para 1994,
K. V. Fernando y B. N. Parlett plantearon un método eficiente para el célculo
de los valores singulares, este fue una variante del método de Iteracion LR
propuesto por Rutishauser en 1954. Algunos de estos métodos numéricos para
la obtencién de la SVD se presentaran en la siguiente investigacion, y otro

para el calculo de los valores singulares, de manera eficiente y con alta precision.

El contenido de este trabajo especial de grado esta estructurado de es-
ta manera: en el capitulo 1 se presentan algunas definiciones, proposiciones,
conceptos y algoritmos necesarios para el entendimiento de los capitulos si-
guientes. En el capitulo 2 se exhiben diversos aspectos tedricos asociados con
la SVD, entre las que se destacan: una breve resena historica, su interpretacion
geométrica, definicién formal, la garantia de su existencia y unicidad, algu-
nas propiedades relevantes, su importancia sobre el problema del calculo de
la descomposicién en autovalores, y un teorema acerca de la sensibilidad de
los valores singulares ante perturbaciones. En el capitulo 3 se muestran tres
métodos para el calculo de la descomposicion en autovalores, y otro iinicamente
de los valores propios, para matrices tridiagonales simétricas. Posteriormente,
en el capitulo 4 se detallan seis mecanismos para la obtencién de la SVD, y
otro solamente para el calculo de los valores singulares, algunos de los cuales
son basados en los métodos del capitulo 3. El capitulo 5 corresponde a los re-
sultados numéricos que avalan la eficiencia y precision de los métodos descritos

en el capitulo 4, en donde se muestran diversos cuadros y graficos compara-
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tivos para su mejor analisis. Ademads, exalta la importancia de la SVD en la
computacién grafica, para la compresién digital de imagenes. Finalmente, se

presentan las conclusiones respectivas a los resultados niimericos obtenidos.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo se presentan diversas definiciones, proposiciones y
algoritmos béasicos que servirdn como herramientas ttiles para la comprension

de los temas que se desarrollaran en los capitulos posteriores.

Definicién 1.1. Una matriz U € C*™™ es unitaria si sus columnas forman

una base ortonormal de vectores de C™.
Definicién 1.2. Una matriz no-singular P € R™ ™ es una matriz ortogonal si
pt=p.
Proposicion 1.3. Para U € C**™ las siguientes condiciones son equivalentes:
1. U es unitaria.
2. U es no-singular y U* = U1,
3. UU* =1, donde I,, es la matriz identidad de dimension n.

4. U* es unitaria.

&

. Las filas de U forman un sistema ortonormal de vectores de C".

6. Para todo x € C" se tiene ||x||2 = ||Ux||2.

15



Preliminares 16

Para detalles de la demostracién véase [21, p.84].

Definicién 1.4. Una norma ||-|| en C™" se dice que es unitariamente
invariante si para todo A € C™ ™ y para todo par de matrices unitarias

UeQm ™ yV e C™ se cumple que |[UAV| = [|A]|.

Definicién 1.5. Se define la norma Frobenius de una matriz A de nxn como
N n 1/2
|Allr = [ZZ |%’|2] :
i=1 j=1
Proposicién 1.6. Las normas || ||2 y || ||F definidas en C™*™ son unitaria-

mente invariantes.

Para detalles de la demostracion refiérase a [30].

Definicién 1.7. Sea E un espacio vectorial Fuclideo o unitario de dimension
finita y S un subconjunto de E. Se define como un subespacio ortogonal de S

al subconjunto
St={veE | wv=0 para todo u € S}.

Definicién 1.8. Sea S una matriz no-singular. Entonces A y B = S™1AS son

llamadas matrices similares y S es una transformacion de similaridad.

Definicion 1.9. Sea A € R™". Se dice que un escalar A € R es un autovalor
de A si existe un vector v € R", v # 0, tal que Av = A, en cuyo caso se dice

que v es un autovector de A asociado al autovalor .

Definicién 1.10. (Convergencia de orden o). Sea {Z,}new una sucesion de
vectores convergente a ¥. Para o > 1, a € R, se dice que la sucesion converge

a I con orden «, si existen C' > 0, K € N tales que
|Zni1 — @] < C|| %, — Z||*, para n> K,

siendo C' < 1 cuando o = 1; en este ultimo caso se dice que la convergencia es
lineal. S o« = 2 se dice que la convergencia es cuadratica y si o = 3 la sucesion

converge cubicamente.
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1.1 Matriz de Rotacion

Definicién 1.11. Una matriz de la forma

J k
1 0 0 0
0 0
G(j,k,0) = J ¢ s
k 0 -5 c 0
0O -«- 0 -+ 0 --- 1

es denominada una Rotacion de Givens o Matriz de Rotacion, donde

c=cos(0) y s = sen(0), para algin 0 y s* + c* = 1.

Observacién 1.12. El hecho de que s* + ¢ = 1 implica que
G(j, k,0)- G(j,k,0)" =1, y asi G(j,k,0) es una matriz ortogonal.

X1

Sea v = € R?, entonces, se puede verificar que si
o)
x
(= (1.1)
Vi + a3
Y
§= (1.2)
2 2
\ & + 75
., . (& S
entonces la Rotacion de Givens G(1,2,0) = es tal que
-5 c
*
G(1,2,0)x = , donde x es un elemento no nulo.
0

En el capitulo 4 se mostrara un tipo de matriz ortogonal, esencialmente ttil
para introducir una gran cantidad de ceros en un vector. Sin embargo, cuando
solo es necesario hacer ceros unas pocas entradas, las Rotaciones de Givens

resultan ser las transformaciones mas convenientes a utilizar. Por lo tanto,
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cuando un vector z = (x1,...,x,)" € R™ es premultiplicado por G(j, k,6), s6lo
las componentes j-ésima y k-ésima de x son afectadas; las n — 2 componentes

restantes se mantienen inalteradas.

Para calcular ¢ y s, las férmulas (1.1) y (1.2) podrian causar algin cero
numeérico o divisién por cero. Sin embargo, el siguiente algoritmo permite evitar

tal eventualidad:

Algoritmo 1.1. Calculando los parametros de Givens

L1 2x1
Entrada: vector x = e R~
X2

Salida: Pardmetros ¢ y s.

Si ‘513'2’ 2 ’£C1|

=2
T
V1+t2
c=s1
Fin Si
Si ‘1‘2’ < ‘.1'1‘
L T2
T
'
C= ———
V1+t?
s=ct
Fin Si

Este algoritmo requiere de 4 operaciones y una raiz cuadrada.

A continuacién se muestra como premultiplicar una matriz A por una

Rotacién de Givens (A = G(j, k,0)- A) sin formar, esta ultima, explicitamente:
Algoritmo 1.2. Premultiplicaciéon por una Rotacién de Givens

Entrada: matriz A € R™*", pardmetros c y s e indices j y k.

Salida: matriz A € R™*"™
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Para:=1,...,n Hacer
a = Gj;
b:a/m‘

aj; = a-c+b-s
agi = —a-s+b-c

Fin Para

Este algoritmo requiere de 4n operaciones. Ademas, se puede notar que la
matriz A resultante es igual a la matriz A de entrada, salvo la fila j y la fila
k, es por ello que esta rutina solo actualiza dos filas de la matriz A. Por otro
lado, se puede implementar de manera andloga, una rutina similar que permita

postmultiplicar una matriz A por una matriz de Givens (A = A- G(j, k,0)):
Algoritmo 1.3. Postmultiplicacién por una matriz de Givens

Entrada: matriz A € R™*", pardmetros ¢ y s e indices j y k.

Salida: matriz A € R™*"

Para:=1,...,n Hacer
a:aij
b:aik

a;j =ac+bs
Ay, = —a-s+b-c

Fin Para

Este algoritmo tiene la misma cantidad de operaciones que el Algoritmo 2

y actualiza solo las columnas j y k de la matriz A.



CAPITULO 2

DESCOMPOSICION EN VALORES SINGULARES
(SVD)

En este capitulo se desarrollan algunos aspectos concernientes a la
Descomposicién en Valores Singulares (SVD, sus siglas en inglés) de una
matriz general A de tamano mxn, con m > n. Se presenta una breve resena
historica, su interpretacion geométrica, definicién, estructura, y propiedades,
asi como también cémo varian los valores singulares ante perturbaciones de
la matriz y, finalmente, se muestra la importancia de la SVD en relacion

al problema de autovalores. Para mayores detalles véase [7, 8, 12, 13, 21, 23, 27].

2.1 Resena Historica

El origen de los valores singulares se encuentra en el intento de los geéme-
tras del siglo XIX por conseguir, en lenguaje actual, la reduccion de una forma
cuadratica a forma diagonal mediante cambios ortogonales. La primera con-
tribucién en este sentido parece ser de Eugene Beltrami (1835-1899), un geéme-
tra diferencial italiano. El comenzé con una forma bilineal flz,y) = 2'Ay,
donde A es una matriz real de orden n, y demostré que existen matrices orto-

gonales )1 y Q2 de nxn, tales que

20
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Q' AQ, = ¥ = diag(oy,...,0,) (2.1)

es una matriz diagonal de niimeros reales positi-
vos, los cuales son las raices cuadradas de los au-
tovalores de las matrices simétricas semejantes
A'A y AA!. En realidad, Beltrami propuso, sin
demostrar, la descomposicién (2.1) cuando los

elementos diagonales son todos distintos entre

si (véase [5]).

Eugene Beltrami
(1835-1899)
Maés tarde, Camille Jordan (1831-1921) publicé un par de trabajos sobre

formas bilineales [14, 15], por lo que se le puede considerar codescubridor de

los valores singulares.

Su aproximacion es completamente diferen-
te. De hecho, en el primero de los articulos cita-
dos, su preocupacion fue la de buscar el maxi-
mo y minimo de la forma bilineal P = z'Ay

condicionados a que ||z|l2 = ||yl = 1. Jordan

probé que dicho maximo es la raiz cuadrada del
0 A
Ao

mayor autovalor de la matriz

Camille Jordan
(1831-1921)

Desconocedor, aparentemente, de los traba-
jos de Beltrami y Jordan, John Joseph Sylvester
(1814-1897), escribi6 una nota a pie de pagina en
un articulo de la revista The Messenger of Ma-
thematics [25], en la cual propuso un algoritmo

para reducir una forma cuadratica a una forma

diagonal.
John Joseph Sylvester
(1814-1897)


Alejandra
Typewritten Text
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Alli senalé que una implementacién similar es posible para diagonalizar
una forma bilineal e indicé que lo envié para su publicacién en las Comptes
Rendues [26]. Esto da una idea de que él no conocia el articulo original de
Jordan publicado méas de una década antes. En cualquier caso, Sylvester fue
el primero en dar nombre a los niimeros reales positivos que aparecen en la

forma canoénica diagonal: multiplicadores candénicos.

Por otro lado, durante las primeras décadas del
siglo XX, los valores singulares fueron redescubier-
tos en el area de las ecuaciones integrales, rama muy
distinta a la que se habia trabajado hasta entonces.
En 1907, Erhard Schmidt (1876-1959) publicé una

teoria general de ecuaciones integrales reales con

> _— nicleos simétricos y no simétricos [22].
Erhard  Schmidt  (1876-1959)

Introdujo los conceptos de walor propio y de funcion propia de un nicleo

K(x,y) continuo en [a, b|x [a, b] mediante las ecuaciones integrales
b b
ue) =2 [ Ky y o) = [ Kyt

Luego, demostré que A debe ser real porque A? es un valor propio del niicleo

simétrico definido positivo
b
Hizy) = [ K(e.OK (ty)i

Si se piensa en K (x,y) como lo andlogo a la matriz A, entonces H (z,y) es

andlogo a A'A.

Finalmente, como otro de los muchos matematicos notables que han traba-
jado en las propiedades de los valores singulares, cabe mencionar a Hermann

Weyl (1885-1955). Este dié importantes contribuciones a la teoria de perturba-
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cion de los mismos, pero en cuanto a nomen-
clatura se refiere, en su articulo, [28], cité “dos

clases de valores propios”.

Hermann Weyl
(1885-1955)

2.2 Interpretaciéon geométrica
La SVD estda motivada por el siguiente hecho geométrico:

La imagen de la esfera unitaria bajo cualquier matriz de mxn es una

hiperelipse.

La SVD es aplicable tanto a matrices reales como complejas. Sin em-

bargo, describiendo la interpretacién geométrica, asimase que la matriz es real.

El término “hiperelipse” puede no ser familiar, pero esto es sélo la
generalizaciéon m-dimensional de una elipse. Se puede definir una hiperelipse
en R como la superficie obtenida por estiramiento de la esfera unitaria en R™
por algunos factores oy, ...,0,, (posiblemente ceros) en algunas direcciones
Uy, ..., Uy, € R™. Por conveniencia, tomése los u;, con © = 1,...,m, como
vectores unitarios, es decir, ||lu;|]ls = 1. Los vectores o;u; son los semiejes
principales de la hiperelipse, con longitudes o4,...,0,,. Si A tiene rango r,
exactamente r de las longitudes o; resultardn ser no nulas, y en particular, si
m > n, a lo sumo n de ellas no seran ceros. Refiérase a la esfera unitaria como
a la esfera usual del espacio Euclideano n-dimensional, la cual es denotada por
S. Entonces AS, la imagen de S bajo la transformacién A, es la hiperelipse

que justamente se ha definido.


Alejandra
Typewritten Text
Hermann Weyl 
(1885-1955)
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Figura 2.1: SVD de una matriz 2x2

Sea S la esfera unitaria en R", y tomese cualquier A € R"™*" con m > n.
Por simplicidad, supdéngase que A tiene rango n. La imagen AS es una
hiperelipse en R"™. Ahora definase algunas propiedades de A en términos de

AS. Ver Figura 2.1.

En primer lugar, se denomina a los n wvalores singulares como las longi-
tudes de los n semiejes principales de AS, escritos como oy, 09,...,0,. Por
convencién, asimase que los valores singulares estdn enumerados en orden

decreciente, es decir, 04 > g9 > --- > 0, > 0.

En segundo lugar, se denomina a los n wectores singulares izquierdos de
A como los vectores unitarios up, uo, ..., u, orientados en las direcciones de
los semiejes principales de AS, enumerados con correspondencia a los valores
singulares definidos anteriormente. Asi, el vector o;u; es el i-ésimo semieje

principal de AS.

Finalmente, se denomina a los n vectores singulares derechos de A como
los vectores unitarios vy, v, ..., v, € S preimagenes de los semiejes principales
de AS, enumerados tal que Av; = o;u;. Para mayores detalles acerca de la

interpretaciéon geométrica de la SVD puede verse [7, 8, 12, 27].
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2.3 Descomposicién en Valores Singulares

La condicién Av; = oju;, j = 1,...,n, mostrada anteriormente, se puede
escribir en forma matricial de la siguiente manera: Considérese U = [uy - - - uy,]

y V =[v;---v,], entonces se tiene que

A

AV =30, = diag(oq,...,00)

siendo U € R™ "™ y V' € R™"™ matrices cuyas columnas son vectores ortonor-
males. Por consiguiente,
A=UxV"
A esta factorizacién de A se le denomina Descomposicion en Valores Sin-

gulares Reducida o Econdomica de A. Véase la figura 2.2.

nXmn nxmn

mxmn mxn

A U N v

Figura 2.2: Representacion de la Descomposicion en Valores Singu-

lares Reducida de A

Por otra parte, sim > n, U no es una matriz ortogonal y 3 no tiene el mismo
tamano de A. Sin embargo, se pudiese ampliar el sistema de vectores ortonor-
males {uy, ..., u,} hasta una base ortonormal de R™. Tal estrategia siempre es
posible porque los vectores uq,...,u, de R™ son linealmente independientes.
Basta aplicar el método de Gram-Schmidt (se expone en el capitulo 3) para
asf obtener la base ortonormal deseada. Sea entonces {uy, ..., Up, Upi1,- -, Un}

una base ortonormal de R™ y considérese

U: U e U, un+1 U’m] y E:
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por lo tanto

A

USVt = [U U} Vi USV = A

A la expresién A = UX V! se le denomina Descomposicién en Valores Sin-

gulares Completa de A (véase Figura 2.3).

nxn

M X Tt W X1 X

A U Y %

Figura 2.3: Representacion de la Descomposicion en Valores Singu-

lares Completa de A

Nétese que de una Descomposicién en Valores Singulares Completa de A se
obtiene una Descomposicion en Valores Singulares Reducida de A: 3 se obtiene
suprimiendo las m —n filas nulas de ¥ y U resulta de eliminar las dltimas m—n

columnas de U. Véase Figura 2.2 y 2.3.

Definicién 2.1. Sean m y n enteros positivos y A € R™*™. Una Descomposi-
cion en Valores Singulares (SVD) completa de A es una factorizacion de la

forma

A=UxV!

donde

U e R™™ es ortogonal,
V e R™™™ es ortogonal,

¥ e R™™ es diagonal.
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Ademas,
s 1 0 |
0 0
con ¥y = diag(oy,...,0,) y p=min(m,n).
Las entradas oy,...,0, de la matriz diagonal ¥, son llamadas valores

singulares de A. Estas entradas son no negativas y estdn en orden decreciente;

esto es, 01 > 09 > -+ > 0, > 0, donde p = min(m,n).

Las columnas de U son llamadas vectores singulares izquierdos de A y las

columnas de V' o las filas de V' son llamadas vectores singulares derechos de

A

Observe que la matriz diagonal ¥ preserva el mismo tamano de la matriz

A original, pero U y V son siempre matrices ortogonales cuadradas.

Es claro que la imagen de la esfera unitaria en R™ bajo una aplicacién
A = UXV' debe ser una hiperelipse en R™. La aplicacién ortogonal V*
preserva la esfera, la matriz diagonal X contrae la esfera en una hiperelipse
alineada con la base candnica, y la aplicacion ortogonal U rota o refleja la
hiperelipse sin alterar su forma. Asi, si se prueba que toda matriz admite una
SVD, entonces la imagen de la esfera unitaria bajo alguna aplicacién lineal
es una hiperelipse. Por ello, queda por establecer que tal descomposicion es
siempre posible y que los valores singulares estan determinados de forma tnica

por A.

2.4 Existencia y Unicidad de la SVD

Teorema 2.2. (Teorema SVD) Toda matriz A € R™*™ admite una descom-
posicion en valores singulares. Ademds, los valores singulares estan determina-

dos de forma tunica, y, si A es cuadrada y sus valores singulares son distintos,
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entonces los vectores singulares estan también determinados de forma unica

salvo producto por un numero complejo de modulo 1.

Demostracion. Primero se demostrard la existencia de la SVD para
una matriz A € R™™. Si A = 0 entonces es inmediato la prueba ya que
L Omxnlnxn = A. Supéngase que A # 0, se procedera por induccion sobre
n, el nimero de columnas de A, y ademas sea m > n. Si fuese n > m,
y una vez demostrado el teorema con m > n, se pudiese aplicar a A’
Asi, existen matrices ortogonales U y V tales que A* = UXV'. Entonces
A = (A" = VXU Como los valores singulares son niimeros reales, 3 = 3 y

A=VXU"! con Uy V ortogonales.

Sea entonces n = 1y m > 1. Considérese U = ——A, ¥ = || A,y V = 1.

[l All2
Asi
1

ULV = ——A-||Al]o-1 = A.

1Al

Para n = 1, A € R™! es un vector columna y por lo tanto U es un
vector columna ortogonal. Asi, A = USV es una descomposicion reducida

de A que puede extenderse a una descomposiciéon completa tal como se

menciond anteriormente.

Considérese ahora que el teorema ha sido demostrado para matrices de

tamano mxp (p<n-—1). Sea Ae R™" y o =|Alz. Como [A:=

”H|1|zix || Az||2 existe un vector unitario v; € R”, |[v1]|2 = 1, tal que oy = || 4|2 =
x|l2=1
|| Avy||2. Sea u; = m/lvl. Asi, ||lurlle = 1y [|Avy|| = o1uy. Extendiendo uy y

vy hasta bases ortonormales de R™ y R", respectivamente, y sean U; y V; las

matrices ortogonales cuyas columnas son los vectores de esas bases. Expresando

U1=[u1 Ul}, V1=[u1 Vl,]

entonces
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ul ) ut Av,  ut AV
viavi = | Hale n] =0
0 Ot Av, ULAV

Por una parte, Av; = oju; implica que u} Av; = oy (recuerde que uiu; =1
porque u; es un vector unitario). Ademds, Ul Av; = o1Ufu;. Pero las columnas

de Ul son ortogonales a u; y esto equivale a Uful = 0. Asi pues

ui Avy ub AV

UAV; = o
0 ULAV

Veamos que también u AV, = 0. Considérese w' = utAV; y B = ULAV],

. o
S=UlAV;yz = "1, Como la norma 2 es consistente con la norma Euclidea
w
t 2 t
01 w 01 o] tww
ISlzllzll = (1522 = =" > (0} + w'w)
w Bw
2 2
o
= (f+u'w)r ||| = (0F +wlw)z 2]

w
2

Asi pues, ||S]l2 > (02 + w'w)z. Pero la norma espectral es unitariamente
invariante; por lo tanto o = || Ay = [|S]]2 > (62 + w'w)?; lo cual implica que

w = 0 tal y como se queria demostrar.

En consecuencia

01

0 B

UL AV, =

Debe notarse que B es la restriccion de A al subespacio ortogonal a uq; es

decir, <uy>"t. Ademas, B € RMm~1x(=1)_ Por hipétesis inductiva, B admite

una descomposicién en valores singulares: B = UsYs VY con Uy € R(m—1)x(m—1)
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diag(oa,...,0n)

y Vo € R=Dx(=1) ortogonales y ¥y = . Asi,
0
1 0 1 0 1 0 o, 0 1 0 diag(og,...,op
U{/A‘/l _ 1 _ g( 2 )
0 Ul 0 Vs 0 ULl |0 B| |0 T, 0
Si se considera
. 1 0 . 10
U' = Uy V=V ,
0 Ul 0 W

se tiene que U'AV =X y A = UXV'. Esto prueba la existencia de la descom-

posicién de A en valores singulares, excepto el ordenamiento de los valores

singulares. Segun la hipoétesis de induccion, los valores singulares de B estéan

ordenados de mayor a menor. Basta entonces demostrar que o1(A4) > o1(B).

Es decir, [|A||2 > ||B]|2, o bien, Hﬁ?icl |All2 > Hﬁéfl | B||2- Ademés, como la

norma espectral es unitariamente invariante entonces se puede suponer que
op O

0 B

A=

Sea g € R™™! un vector unitario para el que ||Bxzg|s = HHIlI/X | Bx||2 v sea
x|l2=1

Claramente, y'y = x{zo = 1, de modo que

méx || Az|lz > [|Ayl| = y' A" Ay = (B'wo = || Bao| = méx || Bz,

l|lzll2=1 [|lz][2=1

tal y como se deseaba demostrar.

Ahora para demostrar que si A es cuadrada y sus valores singulares son

todos distintos, entonces los vectores singulares estan también determinados
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de forma tnica salvo producto por un niimero complejo de médulo 1, se debe
recordar lo siguiente sobre los valores propios de una matriz: Si M € C™*" y
sus valores propios son distintos dos a dos, entonces M admite un sistema com-
pleto de vectores propios linealmente independientes. Esto es una consecuencia
de que a valores propios distintos corresponden vectores propios linealmente
independientes. Si M tiene n valores propios distintos, hay n vectores propios
linealmente independientes; y como estan en un espacio de dimensién n, deben
ser una base. Ahora bien, si v; es un vector propio asociado al valor propio \;
entonces Mv; = \;v;, y cualquier otro vector propio w; asociado al mismo valor
debe ser proporcional a v;; es decir, existe a € C tal que w; = awv;. Ahora, si

T=|vy vy --- Un] entonces T' € C™*" es invertible y

T'MT = diag(\y, . .., M) (2.2)

Reciprocamente, si T € C"™*" es una matriz invertible que verifica (2.2)
con \; # JA;, entonces la i—ésima columna de 7" es un vector propio asociado

al valor propio A;.

Aplicando lo anterior a la matriz A*A y teniendo en cuenta la demostracion

de la Proposicion 2.13 se tiene que

V*A*AV = diag(o?,03,...,02),

n

y también

U*AA*U = diag(of,05,...,02).

n

Esto indica que las columnas de V' son una base ortonormal de vectores
propios de C" respecto de A*A; y las de U son una base ortonormal de vectores
propios de C" respecto de AA*. Ademas, si A = U; XV} es otra descomposicién
de A en valores singulares, entonces v; = Av; (i-ésimas columnas de V' y V7).
Como en este caso son, ademas, vectores unitarios, se tiene que 1 = vjv; =

* . /
|a?v! vl = |a|. Es decir, @ es un escalar de médulo 1. Para las columnas de U
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sirve un razonamiento similar. Véase [3, 4, 13, 24, 30].

2.5 Propiedades de la SVD

La importancia de la SVD se hace evidente cuando se comienza a relacionar
con temas fundamentales del dlgebra lineal. A continuacién se analizan algunas

propiedades que se derivan del Teorema SVD:

Proposicion 2.3. Si r es el numero de wvalores singulares de A distintos de

cero, entonces rang(A) = r.

La demostracién es una consecuencia inmediata de que el rango de una

matriz no varfa si se multiplica dicha matriz por matrices invertibles. Ver [30].

Proposiciéon 2.4. St A = UXV' es una descomposicion en valores sin-
gulares de A € R™™, r = rang(A), y U = [ug uy -+ up| y V =

[v1 Vg -+ w,] entonces ITm(A) = <uy,...,u.> y Ker(A) = <v,11,...,0,>.

Demostracion. Sobre la base de que V' y U son invertibles, es inmediato
que

Im(AV) =Im(4) y Ker(U'A) = Ker(A).

Ahora bien,

Im(AV) = Im(UY) = <oyuq, ..., 0u,>.

Por otra parte, como {v1, ..., v} es una base ortonormal de R", si z € R"

entonces x = Z civ; =Ve, con c=(cq,...,cn). Asi,
i=1
r€Ker(Ad) & Az=0& AVe=0U'AVc=0<Yc=0

m
S 0=01<i<rsx= Z CiV;.
i=r+1
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Esto significa que Ker(A) = <v,41, ..., v,>. Véase [24].
|

Proposicién 2.5. St A = UXV' es una descomposicion en valores sin-
gulares de A € R™™ r = rang(A), y U = [ug uy -+ up| y V =

[v1 vy -+ w,] entonces Tm(AY) = <vy,...,v,> yKer(A") = <tyiq, ..., Uy>.

Esta proposicién puede ser apreciada como una consecuencia inmediata de

la proposicién anterior teniendo en cuenta las siguientes relaciones:

(Im(A))*+ = Ker(A") y (Ker(A))* = Im(A"). (2.3)

Véase [6] para detalles de la demostracién acerca de (2.3).

Proposicién 2.6. Sean A € R™*" yoy > 09 > --- > 0, > 0 sus valores singu-

lares, con p = min(m,n), entonces ||Alls = o1 y ||Al|r = \/a% + 054+ o2

Demostraciéon. En efecto, si A = UXV? es una descomposicién en valores
singulares de A, como las normas || || y ||- ||r son unitariamente invariantes,

se tiene que

Al = 1%l v [1AlF = 1]

_ _ 2 2
Basta probar que [|X]2 = o1 v || X||Fr = \/01 + 03 + -+ 05. La segunda
expresion es inmediata por la definicion de la norma de Frobenius. En cuanto
a la primera expresion, supéngase que m > n y sea x € R"™ un vector arbitrario

tal que ||z|| = 1. Entonces

IZelle = Jodlaal? + -+ o2l < Ve P+ [7al = oullalle = o0,

donde se ha utilizado que oy > -+ > 0, vy que ||z|| = 1. Ademas, si

er = (1,0,...,0) € R™ entonces ||e1]|s = 1 y [|Xe1]|2 = o1. Esto prueba que

o1 = max [|[Xz||s = ||X]|2. Ver [30].

[|lz[l2=1
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Proposiciéon 2.7. Si A € R™™ y o1 > 09 > --- > 0, son sus valores singu-

lares, entonces |det(A)| =[], 0.
Demostracién.- Si A = UX V! es una descomposicién en valores singulares,
det(A) = det(U)- det(X)- det(V*).

Pero U y V son ortogonales. Entonces, por una parte, UU! = Iy, y por

otra, det(U") = det(U). Asi,

1 = det(Ixn) = det(U)- det(U*) = det(U)- det(U) = det(U)?

Finalmente,

|det(U)] = |det(V)] =1,

|det(A)| = |det()| = [ [ oi. Ver [30].

=1

Proposicion 2.8. Sean A € R™™ invertible y o1 > 09 > - -+ > 0, sus valores

: . 1 1
singulares, entonces los valores singulares de A~ son — > --- > —. En

1
particular, ||A7 s = —.

n

On 01

Demostraciéon. Si A = UX V! es una descomposicién en valores singulares

de Ay es invertible, entonces A~! = VX ~'U?. Note que

1 1
¥ ! = diag (—,...,—)
(o] Onp,

y que — < --- < —. Ademas, existe una matriz de permutacion
01 Op
0 01
0 10
P =
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1 1
tal que PY~'P! = diag (—,...,—). Considérese V; = VP! y U, = UP?,
Op 01
entonces V) y U; son ortogonales, porque el producto de matrices ortogonales
es una matriz ortogonal, y A™! = Vi PY"'P'U! es una descomposicién en

valores singulares de A1,

Como ||A7!||2 es el mayor valor singular de A~! entonces la conclusién es

inmediata. Refiérase a [30].
|

Proposicion 2.9. Sean A € R™™ invertible y o1 > 09 > --+ > 0, sus valores

singulares, entonces

o
cond(A) = [[A[lo]| A7 = 0—1

n
La prueba de esta proposiciéon es consecuencia directa de la Proposicion

2.6 y la Proposicién 2.8.

Proposicién 2.10. Si A = UXV! € R™*™ es una descomposicion en valores

singulares y rang(A) = r, entonces

A= Zaiuivf (2.4)
i=1

donde U = [u; ug -+ up), V=1[vy vg -+ v, yoy >09>--->0,>0 son
los valores singulares de A.
Demostracion. Basta considerar

diag(0,...,04...,0) 0O
0 0

Y= +S+ 4%, Y=

donde diag(0,...,0,...,0) € R™" y o; aparece en la i—ésima posicion.

Es claro que A = Z USVy que USVE = oyuvt. Véase [30].

=1
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Observacién 2.11. La expresion (2.4) indica que se puede expresar a A como

una suma de matrices de rango 1.

Observaciéon 2.12. Note que
Zaiuivf = Urzr‘/;t,
i=1

conU, = [uy ug -+ w), V. =1[vy v -+ v y X, = diag(oy,09,...,0,) es

una descomposicion reducida en valores singulares de A.

La siguiente proposicién suministra una forma préactica de calcular los
valores singulares de una matriz. Incluso, los métodos numéricos que se

describen en el proximo capitulo estan basados en este hecho.

Proposicion 2.13. Los valores singulares de A € R™*™ distintos de cero son
las raices cuadradas positivas de los valores propios distintos de cero de la
matriz simétrica A'A y también de los de la matriz simétrica AA*. En otras
palabras, si A = ULV es la descomposicion en valores singulares de A, r el

rango de la matriz A y si se supone que m > n, entonces

VHA' AW = diag(o?,03,...,02%,0,...,0) 0,

Y T )

U AAYU = diag(o7,05,...,02,0,...,0)mxm.

T

Demostracion. Se demostrara que los valores singulares de A son las raices
cuadradas positivas de los valores propios de A*A. Para el caso de AA! se de-
muestra de manera analoga. También es consecuencia de la siguiente propiedad:
St Ae R™™y B e R"™™M entonces los valores propios distintos de cero de AB
y BA son los mismos. La explicacion de esta propiedad esta contenida en la

siguiente ecuacion:

Lsxm —A| |AB O |Lnxm A 0 O
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-1

Como = , las matrices y
O In><n O Ian B O

0 0
son semejantes; es decir, tienen los mismos valores pro-

B BA

) Msm — AB 0

pios. Ademds, det = Ndet(Mxm — AB) 'y

-B )\[nxn
AMosem 0
det = A"det(A,xn, — BA). Por lo tanto, las ma-

—B A, — BA

trices AB y BA tienen los mismos valores propios distintos de cero.

Si A = UXV? es una descomposicién en valores singulares de A entonces
A'A =VXIUUSV! = VEIRV?

porque Y es una matriz de nimeros reales. Como V es ortogonal V! = V=1, por
lo que A'A y XY son semejantes. Es decir, tienen los mismos valores propios.
Pero

Y'Y = diag(o7, ..., 02,0,...,0) € R™"

) ro

con r = rang(A). Por lo tanto, % > --- > &2 son los valores propios de X!3 y

de A'A. Véase [24].

|
0 t
Proposicién 2.14. Sea H = , donde A es de mxn y A = USV?
A 0
es la SVD de A. Sea p = min(m,n), ¥ = diag(oy,...,0,), U = [u1, ..., unl,
y V = [v1,...,0,]. Entonces los m + n autovalores de H son los +o;, con
1 v;

correspondientes autovectores unitarios —

\/§ iui

Corolario 2.15. Si A = A" (simétrica), entonces los valores singulares de A

son los autovalores de A en valor absoluto.

Refiérase a [27] para detalles de la demostracion.
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Corolario 2.16. Una matriz A de nxn es no-singular si y solo si todos sus

valores singulares son diferentes de cero.

Una de las aplicaciones interesante del Teorema SVD (Teorema 2.2) es la
de calcular el rango de una matriz con alta precision. De hecho, dicho teorema
proporciona una medida de esa precision. Esto es consecuencia del siguiente
teorema que suministra una cota de la distancia que hay de una matriz al

conjunto de matrices de rango menor que ella.

Proposicion 2.17. Sea A € R™™ una matriz de rango r cuya SVD es

T
A=UXV! = Zaiuivf. Considérese la matriz A, como en Proposicion 2.10:
i=1

k
A, = Zaiuivf. Entonces se cumple que la matriz de rango k < r que mejor
i=1

aproxima a A en norma espectral es Ay, es decir:

min |4 — Alls = [|A — Akll2 = op1,

rango(A)=k

y ademdas el error en la aproximacion es el valor singular o1, que es el mayor

valor singular no incluido en Ay.

Véase [27] para una demostracién detallada.

La ultima proposicién mencionada hasta ahora, proporciona, como coro-
lario, la distancia de una matriz no-singular a la matriz singular mas préoxima

en la norma espectral: el valor singular mas pequeno de la matriz no-singular.

Corolario 2.18. Si A € C*" es una matriz no-singular y o1 > o9 > -+ >

o, > 0 son sus valores singulares, entonces

min [|[A — Bz = o,.
det(B)=0

Refiérase a [30] para una demostracion.
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2.6 SVD vs. Descomposicion en Autovalores

Definiciéon 2.19. Una descomposicion en autovalores de una matriz cuadrada

A, es una factorizacion de la forma
A=XAX"!
donde X es no-singular y A es diagonal.

Existen diferencias fundamentales entre la SVD y la descomposicion en au-
tovalores. Primero, la SVD usa dos bases diferentes (los conjuntos de vectores
singulares izquierdos y derechos), mientras que la descomposicién en autovalo-
res solo usa una base (el conjunto de autovectores). Segundo, la SVD usa bases
ortonormales, mientras que la descomposicion en autovalores usa una base que,
generalmente, no es ortogonal. Tercero, no toda matriz (incluso, cuadrada)
tiene una descomposicién en autovalores, pero toda matriz (incluso, rectangu-
lar) tiene una descomposicién en valores singulares como establece el Teorema

SVD (Teorema 2.2).

2.7 Sensibilidad de los Valores Singulares

Una de las razones de la amplia aplicabilidad de los valores singulares en
estudios practicos, es el hecho de que ellos son bien estables numéricamente. A

continuacion se muestra un resultado al respecto:

Teorema 2.20. La perturbacion en los valores singulares de una matriz ante

una perturbacion E en la matriz A estd acotada mediante la expresion:
|ok(A+ E) —on(A)] < ||

Esto quiere decir que los valores singulares son muy estables ante perturbaciones

de la matriz.

Demostracion. En funcién de los valores y vectores singulares de la matriz

A, puede considerarse:
k-1

A= ZO']‘U]"U;, Ak,1 = ZO’jUj'U;, rang(Ak,l) =k—1.

J=1 Jj=1
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En virtud de la Proposicién 2.17:

min  ||(A+ E) — Blls = ox(A+ E). (2.5)

rang(B)<k—1

Sustituyendo B = A;_; en la expresion (2.5), se obtiene:

oA+ E) < A+ E = Apalls < [[A = Apalla + [|E]l2 = 0k (A) + | E]]2-

A partir de este resultado:

o, (A+ E) — op(A) < ||E|l2.

Asi concluye la primera parte de la demostracion. Ahora, sea 7, @; y v; los
valores y vectores singulares, respectivamente, de la matriz A + F, entonces

-1

A+ FE = Zcfju’jv;-, (A+ E)_1 = ) o514, 7;1, rang(A+ F)y_1 =k — L.

Jj=1 1

N

.
Il

Aplicando ahora la Proposicién 2.17 y tomando B = (A+ E),_1 se obtiene:

min |4 — Bz = ox(A),

rang(B)<k—1

ox(A) < A+ E-E—(A+E) |2 < [A+E—-(A+E)ial2+ 1 Ell2 = 0k (A+E)+[| E]]2.

De esta expresion se concluye que
o1(A) — oy(A + E) < |Ell,

Se ha podido notar la habilidad de los valores singulares para calcular
eficientemente el rango numérico, el nimero de condicién de una matriz y, a su

vez, la distancia a una matriz de rango menor, entre otros aspectos. Esto hace



Descomposicion en Valores Singulares (SVD) 41

de la SVD una descomposicion atractiva en muchas aplicaciones practicas. Por
ello, es importante saber como puede ser calculada numéricamente de manera
estable. En el préximo capitulo se describen algunos métodos relacionados con
la descomposicion en autovalores de matrices simétricas para, posteriormente,
presentar algunos algoritmos que permiten obtener la SVD de una matriz

real, tomando como base las proposiciones 2.13 y 2.14 descritas en este capitulo.



CAPITULO 3

PROBLEMA DE AUTOVALORES PARA MATRICES
TRIDIAGONALES SIMETRICAS

En este capitulo se describen algunos métodos que permiten obtener
una descomposicién en autovalores de una matriz real T' tridiagonal simétrica,
asi como otro donde unicamente se presenta el cdlculo de los autovalores. De
entre los métodos existentes, aqui se muestran los siguientes: Iteracién QR Im-
plicito Simétrico con Desplazamiento Wilkinson [7, 8, 13, 27], Divide y Venceréas
[7, 8, 13], Biseccién e Iteracién Inversa [7, 13] y DQDS [1, 2, 8]. Por ultimo, se
exhibe el método de Jacobi que, aunque no comienza con una matriz tridiago-

nal, si trabaja inicialmente con una matriz densa simétrica [7, 8, 13].

3.1 Iteraciéon QR Implicito Simétrico con Des-
plazamiento Wilkinson

Antes de implementar este método, es importante saber como se compor-
tan y en qué consiste los antecesores a este. Es por ello que, primeramente, se
plantea el método de Iteracion QR Bésico, luego, el método de Iteracién QR con
un Desplazamiento. Posteriormente, se analiza este ultimo para el caso simétri-

co de manera implicita para matrices tridiagonales, donde el desplazamiento es

42
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uno propuesto por el inglés James Wilkinson en 1965.

3.1.1 TIteracién QR Basico

En 1961, el inglés John Francis comenzoé con la implementacion de esta

técnica para el calculo de autovalores y autovectores de matrices arbitrarias.

Algoritmo 3.1. Iteracion QR Basico

A matriz arbitraria

Para k=0,1,...
A, =UR  (Factorizacion QR)
Ak+1 = RU

Fin Para

Teorema 3.1. (Un teorema de convergencia para Iteracion QR Bdsico). Sean
A€ R™™, A,..., A\, sus autovalores tal que [A\i| > |Xa| > -+ > |\| v la
matriz Y de autovectores izquierdos tal que las sub-matrices principales de A
son distintas de la matriz nula, entonces la sucesion Apgeny converge a una

matriz triangular superior.

Para detalles acerca de la convergencia de Iteracién QR bésico véase [29].

Cada matriz es ortogonalmente similar a la matriz original A = Ay. Esto
implica que, todas las matrices preservan los mismos autovalores de A. Ademas,
como la sucesion {Ay} converge a una matriz triangular superior, entonces se
tiene que los autovalores de la matriz original A estdn en la diagonal de la

matriz limite de la sucesion.

3.1.2 TIteracion QR Explicito Simétrico con Desplaza-

miento

El Desplazamiento surgio de la necesidad de acelerar la convergencia del

algoritmo QR Bésico. Para implementar este método con dicha estrategia es
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necesario tener un aproximado del autovalor \; de la matriz original. En la
practica, la entrada (n,n) se toma como la aproximacién inicial y entonces, la
iteracion se continda, usando la entrada (n,n) de la matriz actualizada como el
nuevo traslado. Es importante acotar que este mecanismo de traslado es 1til,
ya que permite acelerar la convergencia efectuada por el método Iteracion QR

Basico. He aqui los pasos del método para una matriz tridiagonal simétrica 71"

Algoritmo 3.2. Iteraciéon QR Explicito Simétrico con Desplazamiento

T Tridiagonal simétrica

Para k=0,1,...
Determinar un desplazamiento real p.
T — ul =UR (Factorizacion QR)
T =RU + pl

Fin Para

3.1.3 Iteraciéon QR Implicito Simétrico con Desplaza-
miento Wilkinson para una Matriz Tridiagonal
La idea de realizar Iteracién QR con desplazamiento de manera implicita

permite no calcular la matriz T" — pl tridiagonal simétrica, explicitamente,

en cada iteracion. De esta forma, se puede realizar una implementacién mas

efectiva.
Sea,
a; by 0
by as
T —
bn—1
0 b1 an

entonces, como ya se menciond, una eleccion razonable para el traslado es tomar
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[t = a,. Sin embargo, una alternativa mas préctica es trasladar por el autovalor

de

Qp—1 bn—l
Tn—1:n,n—1:n)=
bn—l Qn

mas cercano a a,. Esto es conocido como traslado Wilkinson y esta dado por

p=a,+d—sign(d)\/d?> + b2 _,, (3.1)

donde d = (a,—1 — a,)/2. Wilkinson demostré en 1968 que el Algoritmo 3.2
es convergente cubicamente con o sin desplazamiento, pero por razones de

conveniencia, el traslado de la expresién (3.1) es preferido.

Teorema 3.2. La Iteracion QR con Desplazamiento Wilkinson es cubicamente

convergente para casi todas las matrices.

Para detalles de la demostracién véase [20].

Dado T' € R™*" tridiagonal simétrica, el siguiente algoritmo transforma 7T’
a Z'TZ, donde Z = G4 ---G,_; es un producto de rotaciones de Givens y u

es el autovalor de la submatriz principal de 2x2 de 7' més cercano a t,, ,:

Algoritmo 3.3. Un paso QR Implicito Simétrico con Desplazamiento

Wilkinson

Entrada: matriz T € R"*" tridiagonal simétrica

Salida: matriz T € R™*™ tridiagonal simétrica y matriz Z € R™™ ortogonal
d=(th—1n-1—tun)/2
o= tny —t5 1/ (d+sign(d)\/d® + 12, ) (desplaz. Wilkinson)
r=1tn— W
zZ =1y

Para j=1,...,n— 1 Hacer
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Obtener pardmetros de Givens ¢; y s; usando Algoritmo 1.1 para x = (z z)*
Para k = j + 1 Hacer
Calcular T = G'TG, donde G = G(j, k,0)
Obtener T' ejecutando Algoritmo 1.2 (Premult. Givens) a T tridiag.
con pardametros c; y s; e indices j y k.
Obtener T ejecutando Algoritmo 1.3 (Postmult. Givens) a T actualiz.
con pardmetros c; y s; e indices j y k.
Si j <n—1 Hacer
T ="1j11k-1
z2="1j1ok1
Fin Si
Aplicar Algoritmo 1.8 (Postmult. Givens) a I € R™™ con pardmetros
c; y s; e indices j y k para obtener el producto acumulado
Z=1Gy...Gy1
Fin Para

Fin Para

Este algoritmo requiere cerca de 30n operaciones y n raices cuadradas.
Si una matriz ortogonal ) es transformada a QG ---G,_;, entonces 6n?
operaciones adicionales son necesitadas. Por otra parte, es importante acotar
que dicho algoritmo no forma explicitamente la matriz T'— pl. Es por ello que,
en el proximo capitulo se podra apreciar un método basado en este algoritmo
para el célculo de la SVD de una matriz A general, pero donde, ademas, la

matriz tridiagonal simétrica T tampoco sera formada explicitamente.

Teorema 3.3 (Q Implicito). Sean Q = [q1,...,q,) yV = [v1,...,v,] matri-
ces ortogonales con la propiedad de que tanto Q'AQ =T como VAV = S son
matrices tridiagonales, donde A € R™"*". Sea k el entero positivo mds pequeno
para el cual tp11, = 0, con la convencion que k = n st T es irreducible. St
vy = q1, entonces v; = +q; Y |tii—1| = |sii—1|, para i = 2,...,n. Ademds, si

k <n, entonces Sgi1% = 0.
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Para detalles de la demostracién véase [13].

Este teorema es fundamental para probar que el Algoritmo 3.3 es equivalente
a otro que se expondra en el capitulo 4 en la que no se construye explicitamente

la matriz T tridiagonal simétrica.

Algoritmo 3.4. QR Implicito Simétrico con Traslado Wilkinson para

la descomposicién en autovalores

Entrada: 7' € R"*" matriz tridiagonal simétrica
Salida: Q € R™*™ matriz ortogonal y A € R"*™ matriz diagonal
W =1,xn
Paraj=1,....n—1
Mientras [t jni1-j] = [ths1-jn—il > €([tns1—jnr1-j] + [tn—jn—;|) Hacer
Calcular T(l:nJrlfj,l:nJrlfj) = ZtT(l:n+1fj,1:n+1fj)Z
Obtener Z y T € RH1=Dx(+1-9) gplicando Algoritmo 3.3
(Un paso QR Implicito) a T € R+1=3)x(n+1=j)
P Z 0
0 Ig-1x@-1)
Acumulando Z
W =27ZW
Fin Mientras
Fin Para
Q=W
Para:=1,...,n
Ay = Tl

Fin Para

3.2 Divide y Venceras

Su nombre se debe al hecho de dividir, de manera recursiva, el problema
grande de autovalores en una sucesion finita de sub-problemas, de la misma

especie, faciles de resolver. Este método es eficiente para conseguir todos los
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autovalores y autovectores de matrices con érdenes mayores a n = 25, ya
que, no garantiza que pequenos autovalores sean calculados con alta precision.
A continuacién se describe la estrategia de este método para el problema de

autovalores de una matriz tridiagonal simétrica 7"

ar B
b
Q-1 PBm-1
T - Bm-1  am | Bm
Bm | Gmt1 Bms
P41
Bn-1
L Bn-1  Qn |
o B 17T
f
-1 Bm-1
Bm-1 am — B B | Bm
= -
Umt1 = Pm Bmr Bm | Bm
Brm+1
Bn-1
L Bn-1 an | L
o]
0
7| o 1,
= + B [0 0 1m lpyr O --- 0}
0|7 Lnst
0
L 0 J
= no + Bpovt.
0 | Ty

Supdngase que se tiene la descomposicion en autovalores de T7 y T5:

T; = Q;\;Qt, para i = 1,2. Estas se calculan de forma recursiva haciendo uso
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de este mismo algoritmo. Se relaciona la descomposicién en autovalores de 7" a

los de T y T como sigue:

T, 0 .
T — + Bpnov
0 T
- o .
_ Ql 1@1 + /Bmvvt
I 0 Q2A2Q§
- . N .
_ Ql 1 + ﬁmuut ! ;
| 0 Q2 Ay 0 @
donde
Q7 0
u =
0 @
tltima columna de QY
’l} =

primera columna de Q%

Por lo tanto, los autovalores de 1" son los mismos de los de la matriz similar

A
D + puu', donde D = ' es diagonal, p = [3,, es un escalar, y v es un

0 A
vector. Por consiguiente, se presenta el siguiente algoritmo que consigue los

autovalores y autovectores de una matriz tridiagonal simétrica T" usando el

método Divide y Venceras:

Algoritmo 3.5. Descomposiciéon en Autovalores de una Matriz Tri-

diagonal Simétrica via Divide y Venceras

Entrada: matriz T € R"*" tridiagonal simétrica
Salida: matriz QQ € R™*™ ortogonal y matriz A € R"*" diagonal
SiT e RY™
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Terminar Q =1, A=T
Si no
T, 0
Formar T = + Bpovt
0 Ty
Obtener Q1 y Ay aplicando Algoritmo 3.5 (Divide y Vencerds) a Ty
Obtener Q3 y Ao aplicando Algoritmo 3.5 (Divide y Venceras) a Ty
Formar D + puu® a partir de Ay, Ay, Qq, Q2

Obtener la matriz A de autovalores y la matriz QQ* de autovectores

de D + puu'.
@ 0 .
Formar QQ = - Q" = matriz de autovectores de T
0 @
Terminar @ y A
Fin Si

3.3 Biseccion e Iteraciéon Inversa

Este método consiste en hallar los valores propios o autovalores de matrices
tridiagonales simétricas en un intervalo real dado. Sin embargo, este pudiera

ejecutarse de manera eficiente si sélo se determinaran unos pocos autovalores.

El método de Biseccion es usado, a menudo, junto al método de Iteracion
Inversa para poder obtener, de manera eficiente, los autovectores correspon-

dientes a los autovalores que se hallan con el primero.

3.3.1 Biseccion

Definicién 3.4. La inercia de una matriz simétrica A es la terna de enteros
Inercia(A) = (v, (, ), donde v es el numero de autovalores negativos de A, ( es
el numero de autovalores nulos de A, y w es el numero de autovalores positivos

de A.
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El algoritmo basado en Biseccion usa el teorema de Inercia de Sylvester, el

cual se enuncia a continuacion:

Teorema 3.5. Inercia de Sylvester. Sea A una matriz simétrica y X una

matriz no-singular. Entonces A y X'AX tienen la misma inercia.

Véase [8] para detalles de la demostracién.

Ahora supongase que se ha usado Eliminacién Gaussiana para factorizar
A—2zI = LDL!, donde L es no-singular y D es diagonal. Entonces, por Teorema
3.5, Inercia(A — zI) =Inercia(D). Como D es diagonal, su inercia es ficil de
calcular. (En lo que sigue, se usard la notaciéon “# d; < 07, la cual se lee como

“el nimero de valores de d;; que son menores que cero.”)

Inercia(A — 2z1) = (# di; <0, # di; =0, # d;; >0)
= (# autovalores negativos de A — zI,
# autovalores nulos de A — z1,
# autovalores positivos de A — zI)
= (# autovalores de A < z,
# autovalores de A = z,

# autovalores de A > z).

Supdngase z; < zy y calcilese Inercia(A—z1 1) e Inercia(A—z,1). Entonces el
nimero de autovalores en el intervalo [z, z3) equivale a (# autovalores de A <
29)—(# autovalores de A < z;). Para tomar en consideracién esta observacién

en un algoritmo, definase

Negcount (A4, z) = # autovalores de A < z.
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Teorema 3.6 (Gershgorin). Sea A € R™ ™ arbitraria. Entonces los autova-

lores A\ de A estdn localizados en la union de los n discos

N = am < Jagl.

j=k

Refiérase a [13, 30] para detalles de la demostracion.

Sea
a; by 0
b1 as
T —
bn—1
0 b1 ay

Supéngase que se desea calcular A\gx(T'), para algin k € {1,...,n}. Del

teorema de Gershgorin (Teorema 3.6) se sigue que \x(7') € [a, b], donde

a = 1rélllénn a; — |b7,’ — ‘bi_1| (32)
y
1<i<n

Las expresiones (3.2) y (3.3) permiten hallar los extremos, inferior y su-
perior, respectivamente, del intervalo que contiene todos los autovalores de la
matriz T' tridiagonal simétrica. A continuacién se describe un algoritmo basado

en la técnica de biseccién del intervalo [a, b] para el calculo de autovalores:

Algoritmo 3.6. Biseccién

Entrada: T' € R"*" tridiagonal simétrica, a,b € Z tal que \p(T) € |a,b), y tol
Salida: autovalores de T € R™*™

n, = Negcount(7T', a)

ny = Negcount(T', b)
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Sing=mn
Salir porque no hay autovalores en [a,b)
Colocar [a,ng, b,ny| en Worklist
Worklist contiene una lista de intervalos [a,b) conteniendo autovalores desde
el nimero n — n, + 1 hasta el numero n — ny, los cuales son divididos
repetidas veces por el algoritmo hasta que sean de longitud menor que tol.
Mientras Worklist no estd vacio hacer
Quitar [low, Nyoy, up, ny,| de Worklist
Si (up — low) < tol entonces
Imprimir “hay Ny, — Ny autovalores en [low, up)”
Si no
mid = (low + up)/2
Nmia = Negeount (T, mid)
Si Nynia > Niow €Ntonces
Imprimir “hay autovalores en [low, mid)”
Colocar [low, Ny, mid, npa] en Worklist
Fin Si
Si 1y, > npig entonces
Imprimir “hay autovalores en [mid,up)”
Colocar [mid, g, up, Ny en Worklist
Fin Si
Fin Si

Fin Mientras

Si T es densa, se pudiera implementar Negcount (7', z) mediante el método
de Eliminacién Gaussiana simétrico con pivoteo como esta descrito en [8, p.79],
pero este lograrfa ser no muy eficiente. Por lo que, Negcount(7), z) es muy facil
de calcular con poco costo computacional cuando 7" es tridiagonal simétrica,

siempre que no se haga pivoteo:
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a, — z by . 0
by Ay — 2
T—2z21= = LDL'
bn—1
0 . b1 a, — =z
1 dy 1 L
_|h
= - ,
ln—1 1 d, 1

asi, a; — z = dy, dil; = by y posteriormente, lf_ldi_l +d; = a; — z, d;l; = b;.
Sustituyendo l; = b;/d; en [? d;_1 + d; = a; — z se obtiene la recurrencia

siguiente:

Note que, no se aplica pivoteo, por lo que se podria pensar que (3.4) es
considerablemente inestable, especialmente cuando d;_; es pequeno. Como la

matriz T es tridiagonal, se puede demostrar que, para este caso, la relacion

(3.4) es muy estable [9, 16].

Lema 3.7. El d; calculado de la ecuacion (3.4) tiene el mismo signo (y la
misma inercia) del d; calculado exactamente de la matriz T, donde T' es muy

cercano a 1':

~ A

TMi=ai=a; y (1)1 = b; = bi(1+e€), |al <258+ O(?).

Refiérase a [8] para detalles de la demostracion.

El costo de una tnica llamada a Negcount para una matriz tridiagonal es

de 4n operaciones.
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Note que Biseccién converge linealmente con mucha més precisién, para
cada biseccién de un intervalo dado. Existen algunas maneras de acelerar
la convergencia usando algoritmos basados en el método de Newton o en
cualquiera de sus variantes para conseguir los ceros del polinomio caracteristico

correspondiente a la matriz tridiagonal dada.

Para calcular los autovectores, una vez teniendo calculado los autovalores,

se hara uso del método Iteraciéon Inversa.

3.3.2 Iteracion Inversa

Existe un método llamado Método de las Potencias [8] el cual permite
calcular el autovalor de mayor médulo y su correspondiente autovector de una
matriz A € R™ " basandose en la construccion de una sucesién de vectores

0 inicial arbitrario, en la forma u**' = Au*, para k = 1,2,....

{u*}, con u
Por ello, surgié la necesidad de plantear una estrategia que pudiera calcular,
no unicamente el autovalor de mayor mddulo, sino cualquier otro autovalor
deseado bajo un parametro o y que, ademds, proporcionara una mayor
velocidad de convergencia. Este método es denominado Iteracion Inversa y
consiste en aplicar el Método de las Potencias a la matriz (A — oI)~!, donde
o es una estrategia de traslado. Dicha iteracion converge al autovalor mas

cercano a o y a su autovector asociado (para detalles véase [8]). A continuacién

se presenta el algoritmo de este método para una matriz 7" tridiagonal simétrica:

Algoritmo 3.7. Iteracion Inversa

Dado xy un vector inicial

1=0

Repetir
Calcular y; 11 = (T — oI) " x; usando una factorizacion LU de T — ol
Resolver el sistema Lz; = x;, para z;

Resolver el sistema Uy;11 = x;, para y;1
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Tir1 = Yie1/||Vir1ll2 (autovector aproximado)
Aip1 = zl  Trin (autovalor aproximado)
1=1+1

Hasta la convergencia

Este método es particularmente eficaz cuando se tiene una buena
aproximacién de un autovalor y se desea solamente calcular su autovector
correspondiente. Esto indica que, si se considera a ¢ como un autovalor
(hallado con el método de Biseccién), el método de Iteracién Inversa converge
rapidamente a su autovector asociado. En este caso, el costo computacional
es de O(n) operaciones por autovector, ya que, un paso de Iteracién Inversa
requiere de resolver un sistema tridiagonal de ecuaciones, el cual se resuelve de
manera eficiente usando una factorizaciéon LU de la matriz T'— ol aprovechan-
do su estructura en banda (refiérase a [8]). Cuando algunos autovalores
5\2-, .. .,S\j, para ciertos i, € IN, con ¢ < j, son muy cercanos entre si, sus
correspondientes autovectores calculados ¢, ..., ¢; podrian no ser ortogonales.
Para evitar tal eventualidad, es conveniente hacer uso de un algoritmo que
permita reortogonalizar tales autovectores y esto se logra calculando una
factorizacion QR de ¢;,...,¢; y reemplazando cada gx, con k € {i,...,j},
por la k-ésima columna de (@); esto garantiza que los ¢, son ortonor-
males. Dicha factorizacion QR es usualmente calculada usando el proceso de

ortogonalizacién Gram-Schmidt Modificado, el cual se presenta a continuacion:

Algoritmo 3.8. Gram-Schmidt Modificado

Dado T = [ty - - - t,] € R™™™ una matriz tridiagonal simétrica
Para:=1,...,n
%=1
Paraj=1,...,1—1
Tji = q;%
4 = qi — Tjiq;j

Fin Para
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Ty = H%HQ
q; = Qi/rii
Fin Para

Finalmente, se muestra el algoritmo que fusiona el método de Biseccién
con el método de Iteracion Inversa para la descomposicion en autovalores de

una matriz 7" tridiagonal simétrica:

Algoritmo 3.9. Biseccion e Iteraciéon Inversa

Entrada: 7' € R™*" matriz tridiagonal simétrica
Salida: D € R™"™ matriz diagonal de autovalores
Q@ € R™™™ matriz ortogonal de autovectores
Hallar Ay, ..., A\, autovalores de T aplicando Algoritmo 3.6 (Biseccion)
Parak=1,...,n
or = N\j;
Calculando el autovector q, de T
Usar oy, como estrategia de traslado en Algoritmo 3.7 (Iteracion Inversa)
para obtener g
Fin Para
Obtener los q;. reortogonalizando los G, para ciertos k que lo requieran, usando
Algoritmo 3.8 (Gram-Schmidt Modificado)
D = diag(\, A2, ..., A\p)
Q=[n @ - ¢l

3.4 DQDS

En 1994, Fernando K.V. y Parlett B.N. [19, 20] descubrieron un algoritmo,
el cual es llamado DQDS (Differential quotient-difference algorithm with shifts,
por razones histéricas). El algoritmo DQDS ha logrado un gran interés por

parte de muchos investigadores por su alta precision, rapidez y estabilidad
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numeérica.

Para derivar DQDS, se comienza con un algoritmo que antecede a Iteracién
QR, llamado Iteracion LR, especializado para matrices simétricas definidas

positivas, en este caso, se adapta para matrices tridiagonales.

Algoritmo 3.10. Iteraciéon LR: Sea T, una matriz tridiagonal simétrica. El

siguiente algoritmo produce una sucesion de matrices tridiagonales simétricas

T;:

1=0
Repetir

2

Obtener un desplaz. 77 mds pequeno que el autovalor mds pequeno de T;.

Calcular la factorizacion de Cholesky T; — 721 = BIB;

(B; es una matriz bidiagonal superior con diagonal positiva.)
Tiy1 = B;B! + 721

1=1+1

Hasta la convergencia

La Iteracion LR es muy similar en estructura a la Iteraciéon QR: se calcula
una factorizacion y se multiplica los factores en orden reverso para obtener el

proximo iterado T;44. Es facil ver que 7,1 y T; son similares:

Tiy1 = BiB! + 771 = B/'B!B;B! + 7*B;'B! = B, 'T; B..

De hecho, cuando el traslado 72 = 0, se puede probar que dos pasos de

Iteracion LR produce el mismo T5 que produce iteracion QR con un paso.

Lema 3.8. Sea T, la matriz producida por dos pasos del Algoritmo 3.10

(Iteracion LR) usando 77 = 0, y sea T la matriz producida por un paso de

~

la Iteracion QR. Entonces Ty =T
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Para detalles de la demostracién refiérase a [8].

El algoritmo DQDS que se implementa mas adelante, es matematicamente
equivalente a la Iteracién LR pero sin formar explicitamente T;,, = B; B! +721.
La estrategia es formar B,;.; directamente a partir de B;, sin formar cada

matriz intermedia T;, 4.

Para simplificacion de notacién, sea B; la matriz bidiagonal con diago-
nal principal «y,...,q, y superdiagonal 3i,...,3,1 v sea B;;; la matriz
bidiagonal con diagonal principal &q,...,d&, y superdiagonal Bl, cee Bn,l.
Se usa la convencion

BOZBOZﬂn:Brr

Se relaciona B; con B, por
Biy1Biy1 + 77,0 = Tiy1 = BiBj + 771 (3.5)

Igualando la entrada (j,7) del lado izquierdo de la ecuacién (3.5) con su

lado derecho, se obtiene, para j < n,

BB i mal B 6 Aol BB =6 (6

donde § = 77, — 77 > 0. 77 debe ser escogido de tal manera que sea cercano
al autovalor mas pequeno de T'. Igualando el cuadrado de la entrada (7,7 + 1)

del lado izquierdo de la ecuacién (3.5) con su lado derecho, se obtiene
07?5? = ‘)‘?Hﬁ? 6 3]2 = O‘?Hﬁ?/@?- (3.7)

Combinando las ecuaciones (3.6) y (3.7) se obtiene el algoritmo, que atn

no es definitivo:

Algoritmo 3.11.
Paraj=1,....n—1

22 2 2 _ 32
ozj—ozj—i-ﬁj 1 )
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3]2 = 532 (a§+1/@?)
Fin Para

A2 2 22
an_an n—1 5

Esta version del algoritmo tiene solo 5 operaciones en el ciclo interno,
que es menos costoso computacionalmente. Esto relaciona el cuadrado de la
entrada de B; con el cuadrado de la entrada de B; ;. Por ello, es conveniente
trabajar con adiciones, sustraciones o multiplicaciones, en vez de aplicar raices
cuadradas o divisiones. En efecto, definiendo las variables ¢; = ajz- ye = ﬁJQ se

obtiene el algoritmo QDS (de nuevo, el nombre es dado por razones histéricas).

Algoritmo 3.12. Un paso del algoritmo QDS

Paraj=1,....,.n—1
(jquj+ej—éj_1—5
éj = e (qj+1/q5)

Fin Para

A

QnZQn_énfl_é

En el algoritmo final DQDS se realizara casi el mismo trabajo que en QDS
pero sera significativamente mas preciso. Témese la subexpresién ¢; —é,_1 — ¢

de la primera linea del Algoritmo 3.12 y reescribase esto como sigue:

S
Il

qj — éj,1 — 5
= g -8 de (3.7
qj—1
. {M} s
qj—1
. o— 0
= g {q] L= 62 } —§ de (3.6)
qj—1

= Qj . dj—l — (5

A

qj—1

Esto reescribe el ciclo interno del Algoritmo 3.12 como
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g = djte
¢ = ¢ (4+1/4)

djr1 = dj(qj41/4;) — 0.

Finalmente, nétese que d;y; puede sobreescribir a d; y que ¢ = gj+1/§;

necesita ser calculada sélo una vez y asi, obtener el algoritmo final DQDS.

Algoritmo 3.13. DQDS

Inicializacién: q,io) = (ag)?* (k=1,...,n); eéo) =(B)? (k=1,...,n—1)

t(o) — 0
Para m =0,1,... Hacer

Escoger traslado s'™ > (

dngrl) _ qgm) . S(m)

Para k=1,...,n — 1 Hacer
q](gm—i—l) _ d](gm—l—l) _|_6](€m)
t) = g1 /a"

el(gm—l—l) _ e](cm) t(m)

m+1) (m+1 m m
dl(chl = d! ). $(m) _ g(m)

Fin Para
q(m+1) _ d7(1m+1)

n

fmt1) — pm) 4 g(m)

Fin Para

3.4.1 Teorema de Convergencia Global del Algoritmo

DQDS

El siguiente teorema, dado por Aishima et al. [1, 2|, establece que, si 0 <

s(m < /\%21 para cada iteracion m, donde )\7(7:;‘7)1 denota el autovalor mas pequeno
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de la matriz tridiagonal simétrica (B™)*B(™)  entonces las variables en el

algoritmo 3.13 (DQDS) converge para una matriz inicial B bidiagonal:

Teorema 3.9. (Convergencia Global del Algoritmo DQDS). Sean una matriz

B bidiagonal y una estrategia de traslado s tal que

0< st < A\ (m=0,1,2,...). (3.8)
Entonces
r&igéoe;m = 0 (k=1,2,...,n—1),
Tim g+t = Ay (k=1,2,...,n).

En forma matricial, se tiene que

lim (B™)!BM™ = diag(\; — ™, ... X\, — ™).

m—00

Para detalles de la demostracion, véase [1, 2].

A continuacién, se presenta un algoritmo para obtener un desplazamiento

que garantiza la convergencia del método DQDS:

Algoritmo 3.14. Estrategia de Desplazamiento para el Algoritmo
DQDS

e — 0, dim = 1

Parak=1,....n—1
im+1) (m
di—y )

7(m+1 m

dl(c—l ) + el(c—)l

Si cf,(cmﬂ) < 0 entonces

Cz]gm—l-l) _

Escoger traslado s'™ = (

Terminar
Fin Si
Fin Para
dy Vg

Escoger traslado s(™ =

Terminar
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El desplazamiento que se obtiene del algoritmo anterior satisface la condi-
cién (3.8) del teorema de convergencia global (Teorema 3.9). Los autores de la
publicacién [1] (quienes crearon esta estrategia), se basaron en la propuesta de
un matematico suizo llamado Heinz Rutishauser, quien establecié un desplaza-

miento en el contexto del método de la Iteracién LR.

Teorema 3.10. (Convergencia Cibica con el Desplazamiento que se obtiene
del Algoritmo 3.14). Para el Algoritmo DQDS (Algoritmo 3.13) con desplaza-

miento del Algoritmo 3.1/, se tiene que

i en 1 (3.9)
moes (€18 (At — )2 '

Por lo tanto, la convergencia es asintoticamente cubica.

Para detalles de la demostracién, véase [1].

3.5 Meétodo de Jacobi

Este método no comienza considerando una matriz A tridiagonal simétrica
como los métodos planteados anteriormente en este capitulo sino, mas bien,

como una matriz densa simétrica. He aqui su implementacién basica:

Dada una matriz simétrica A = Ay, el Método de Jacobi produce una suce-
sion Aj, As, ... de matrices ortogonalmente similares, la cual eventualmente,
converge a una matriz diagonal con los autovalores en dicha diagonal. A;,; es
obtenida a partir de A; por la férmula A;,; = JfA;J;, donde J; es una matriz

ortogonal llamada rotacion de Jacobi. Asi

Am = JL Ay 1
= J T A o odpm =
= J;_l...JéAOJO...(]m_I
= J'AJ
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Si se elige cada J; de manera apropiada, A,, tendera a la matriz diagonal
A, para m grande. Por lo tanto, las columnas de J serfan autovectores apro-
ximados. La idea es considerar J; de tal manera que dos entradas fuera de la
diagonal de A; 1 = J!A;J; se hagan cero simultdneamente. Para ello, se elige a

J; como una matriz de Givens:

J k
1 0 0 0
1o ... 0) ... —sen(d) --- 0
E |0 - sen(d) --- cos(@) --- 0
0 --- 0 0 |

donde 0 es elegido para hacer cero las entradas j, k y k,j de A;,,. Para deter-

minar cos(6) y sen(0), se escribe

agéﬂ) a%jl) cos(f) —sen(0) a;? ayk) cos(f) —sen(0)
afjfl) a,(cfl) sen(0)  cos(0) a,(c? aS,ﬁ sen(0)  cos(0)
A0
0 N
M),
JJ gk
donde A\ y Ay son los autovalores de : ,
@ ()
Ar; g

Multiplicando la tltima expresién, usando simetria, abreviando ¢ = cos(6)

y s = sen(f), y eliminando el supra-indice i por simplicidad, se obtiene

)\1 0 aij2 + &kkSQ + QSCCljk sc(akk — ajj) + ajk<02 — 52)

2 2 2 2
0 )\2 sc(akk - ajj) + Cljk<C — S ) aj;s “+ appc” + 2SCCij
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Estableciendo la entrada fuera de la diagonal igual a cero y resolviendo para

0, se obtiene que 0 = sc(arx — aj;) + ajr(c* — s?), o

ajj — Ok ? — s _ cos(26) _ cot(26) = 7
2a,y, 2sc sen(20) o

Ahora, sea t = - tan(f) y nétese que t* + 27¢ — 1 = 0. La solucién de
c

sign(7) i 1
CcC =

—————— Yy asi,
i+ vire” Vite

resume este procedimiento en el siguiente algoritmo:

la formula cuadratica es t =

y s =tc Se

Algoritmo 3.15. Calculando y aplicando una rotacién de Jacobi a A

en coordenadas j, k

Entrada: matriz A € R"*"
Salida: matriz A € R™™ y matriz ortogonal J € R™*"
J = ]Inxn

Si |ajk|2 no es tan pequeno

A=G'j,k,0) A G(j,k,0) donde ¢ = cos(0) y s = sin(6)
Si se desea obtener los autovectores
J=JG(j,k,0)
Fin Si
Fin Si

El costo de aplicar G(j,k,0) a A (6 a J) es de O(n) operaciones, porque
sélo las filas y columnas j y k de A (y columnas j y k de J) son modificadas

(véase Algoritmo 1.2 y Algoritmo 1.3 planteados en el capitulo 1). He aqui el
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algoritmo general de Jacobi (refiérase a [29] para detalles acerca de su

convergencia asintéticamente cuadrética):

Algoritmo 3.16. Método de Jacobi para la descomposicién en auto-

valores de una matriz simétrica A

Entrada: matriz A € R"*"

Salida: matriz A € R™" diagonal y matriz Ve R™" ortogonal

V =TI

Repetir
Elegir un par j, k
Calcular A y J aplicando Algoritmo 3.15 (Rotacion Jacobi) a A
Si se desea obtener los autovectores
V=VJ

Hasta que A sea suficientemente diagonal



CAPITULO 4

METODOS NUMERICOS PARA LA SVD DE
MATRICES

En este capitulo se presentan algunos métodos numéricos que permiten la
obtencién de la SVD de matrices (cuadradas y rectangulares) a valores reales.
Estos son variantes de los algoritmos para el cdlculo de autovalores que se
mostraron en el capitulo anterior. Se describe en forma estdndar y general,
la caracteristica estructural que puede tener un método para el calculo de la
SVD. Seguido a esto, se detalla el proceso de Bidiagonalizacion, basado en
reflectores de Householder, propuesto por Gene Golub y William Kahan en
el ano 1965. En primera instancia, se muestra el método SVD que publicaron
Gene Golub, William Kahan y Christian Reinsch en el ano 1970, el cual se basa
en el método de Iteracion QR Implicito con Desplazamiento Wilkinson (ver
Seccién 3.1.3), para luego, ofrecer dos de sus variantes: SVD Chan, publicado
por Tony Chan en el ano 1982; y otro presentado en el ano 1990 por James
Demmel y William Kahan, el cual se basa en el método de Golub-Kahan-
Reinsch pero con desplazamiento igual a cero. Por otro lado, se expone un lema
de alta importancia que relaciona la descomposicién en autovalores de matrices
tridiagonales simétricas con el problema SVD de una matriz bidiagonal. Usando
dicho lema, se proponen tres métodos para la SVD de matrices rectangulares a

valores reales: Divide y Venceras, Biseccion e Iteracion Inversa, y DQDS. Este

67
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ultimo esta propuesto sélo para el calculo de valores singulares. Finalmente,
se plantea el Método de Jacobi para matrices cuadradas, que data de finales
del siglo XIX, cuya estructura no sigue el patrén estandar de los métodos

mencionados anteriores. Para mayores detalles acerca de estos métodos véase

1,2, 7, 8,9, 10, 13, 27].

4.1 Estructura General para la Obtencién de

la SVD de una Matriz A Cualquiera

A continuacion se presenta la estructura estandar que puede seguir un

método para el célculo de la SVD de una matriz A general:

e Reducir A a la forma bidiagonal B usando matrices ortogonales U; y

Vi + A=UBV;.

e Obtener la SVD de B: B = U;XVy, donde ¥ es la matriz diagonal de
valores singulares y, Us y V5 son matrices ortogonales cuyas columnas son

los vectores singulares izquierdos y derechos de B, respectivamente.

e Combinar estas descomposiciones para obtener A = (U;Uy)X(V1V5)!. Las
columnas de U = U Uy y V = V1 V5 son los vectores singulares izquierdos

y derechos de A, respectivamente.

4.2 Bidiagonalizacién

Definicién 4.1. Sea A € R™*" tal que m > n. Definimos la representacion

bidiagonal de A como

donde
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Y
o B 0 o 0
0 oo
B, =
Br-1
0o --- 0 a,

4.2.1 Bidiagonalizacién via Reflectores de Householder

Definicién 4.2. Una matriz de la forma

¢
H:[_2uu

utu
donde u es un vector no nulo, es llamado matriz Householder o reflector ele-

mental. Bl vector u es llamado vector Householder.
Algunas propiedades

e H no altera la longitud de un vector, es decir, ||Hz||s = ||z]|2, para cada

r e R™
e H es una matriz ortogonal. Consecuencia de la propiedad anterior.
o H? =1

La importancia de las matrices Householder viene del hecho de que éstas

pueden ser usadas para crear ceros, a gramn escala, en un vector.

Lema 4.3. Dado un vector no nulo x # ey, entonces existe siempre una matriz

Householder H tal que Hx es un maultiplo de e;.

Véase [7] para detalles de la demostracion.

Del lema anterior, basta considerar u = x + sign(z1)||x||2e1. Con esto, se

describe el siguiente algoritmo que calcula un vector u y un escalar o tal que

2 t
Hr=(I-—2)z = (0,0,...,0)"

utu
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Algoritmo 4.1. Creando ceros en un vector con una matriz House-

holder

Entrada: vector x € R"
Salida: vector u € R™ y escalar o
Para:=1,2,...,n
m = max(|x;|)
Z;

U = —
m

o = sign(ui)/ui +uj+ - +u

Uy =uUy +0
o= —m-o0

Fin Para

Este algoritmo tiene un costo de 2(n + 1) operaciones mas el calculo de
una raiz cuadrada. Ahora se muestra el siguiente algoritmo eficiente, el cual
consiste en calcular el producto HA sin formar explicitamente la matriz de

Householder H:

Algoritmo 4.2. Pre-Multiplicacion por una matriz Householder

Entrada: matriz A € R™" y vector w € R™
Salida: matriz A € R™*"
Calcular = %
Para j =1,2,...,n Hacer
Q= U1A15 + U025 + -+ + UGy
a= [0«
Para:=1,2,...,m Hacer
aij = Qjj — 0 U
Fin Para

Fin Para

Este algoritmo tiene un costo de (m + 1) + 2mn + n operaciones. En

particular, si m = n, entonces toma aproximadamente 2n? operaciones,
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comparados con los n® que se realizan formando la matriz de Householder

explicitamente.

Anélogamente, es posible implementar una rutina que permita calcular el

producto AH sin formar explicitamente la matriz H:

Algoritmo 4.3. Post-Multiplicacién por una matriz Householder

Entrada: matriz A € R™" y vector u € R"
Salida: matriz A € R™*"

2
Calcular f = —
utu

Para j=1,2,...,m Hacer
QO = U051 + U242 + - + UpQjp
a= 0«
Para:=1,2,...,n Hacer
a.—a—a-ut
ji = @ji i

Fin Para

Fin Para

En el proceso de Bidiagonalizacion via Householder, las matrices U y V' que
establece la definicién 4.1, estan dadas por U = Uy ---U, vy V = V;---V,, o,
donde Uy, para k = 1,...,n, y Vi, para k = 1,...,n — 2, son matrices de
Householder. En general, U, introduce ceros en la k-ésima columna de A,
mientras que V} los aplica a la k-ésima fila de A. Por ello, Dado A € R™*",
con m > n, el siguiente algoritmo transforma A a U'AV = B, donde B es
bidiagonal superior, U = U;---U, y V = V;---V,_5. La parte esencial de
los vectores Householder de los U; estan almacenados en A(j +1 : m,j) y
la parte esencial de los vectores Householder de los V; estdn almacenados en

A(j, 5 +2:n).
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Algoritmo 4.4. Bidiagonalizacién Householder

Entrada: matriz A € R™™
Salida: U ¢ R™™, Ve R y A € R™"
Paraj=1,....n
Obtener u y o aplicando el Algoritmo 4.1 (ceros con Householder)
al vector A(j : m,j)
Calcular A = HA aplicando el Algoritmo 4.2 (Premultipl. Householder)
aA(j:m,j:n) AG+1:m,j)=ul2:m—j+1)
Acumular el producto de matrices Householder U;
Calcular U = UH wusando el Algoritmo 4.3 (Postmultipl. Householder)
Sij<n-2
Obtener u y o aplicando el Algoritmo 4.1 (ceros con Householder)
al vector A(j,7+1:n)t
Calcular A = AH aplicando el Algoritmo 4.3 (Postmultipl. Householder)
aA(j:m,j+1:n)
A(j,j+2:n)=u(2:n—j)
Acumular el producto de matrices Householder V;
Calcular V- =V H usando el Algoritmo 4.3 (Postmultipl. Householder)
Fin Si

Fin Para

Este algoritmo requiere de 4mn? — 4n3 /3 operaciones para conseguir tnica-
mente la matriz bidiagonal. Si las matrices U y V se calculan explicitamente,
entonces estos pueden ser acumuladas en 4m?n — 4n3/3 y 4n3/3 operaciones,
respectivamente. Por otro lado, es importante mencionar que, a parte de la
Bidiagonalizacién via Householder, existe otra manera de bidiagonalizar una
matriz A general: via Lanczos (véase [13] para detalles de este método), pero

por razones de inestabilidad numérica este ultimo no es planteado.



Meétodos Numéricos para la SVD de Matrices 73

4.3 Método SVD Golub-Kahan-Reinsch (1970)

El siguiente algoritmo es hoy, un algoritmo modelo para calcular los
valores singulares y vectores singulares de una matriz general A. Esté estruc-

turado en dos fases: Fase I como proceso finito y Fase II como proceso iterativo:

Fase I. La matriz A de mxn (m > n), es transformada a una matriz

bidiagonal superior B por equivalencia ortogonal.

Fase II. La matriz bidiagonal B es, ademas, reducida por equivalencia
ortogonal a una matriz diagonal ¥ usando el método Iteracion QR Implicito

simétrico con Desplazamiento Wilkinson.

La Fase I correspondiente al proceso de Bidiagonalizacion ha sido descrito
en la seccién 4.2.1. A continuacion, se describe el proceso para hallar la SVD

de una matriz bidiagonal asociado a la Fase II:

4.3.1 Consiguiendo la SVD de una Matriz Bidiagonal

El método es una variante de la Iteracion QR. Sea B € R™™ una
matriz inicial bidiagonal obtenida en la Fase I, el proceso consiste en construir
una sucesién de matrices bidiagonales {B;}ien, tal que, cada B; tenga las
entradas de la superdiagonal mas pequenas, en valor absoluto, que las matrices
bidiagonales anteriores de la sucesion. Por el Teorema Q Implicito (teorema
3.3) se tiene que la i-ésima iteracién es equivalente a aplicar el método de
Iteracion QR Implicito Simétrico con Desplazamiento Wilkinson a la matriz
tridiagonal simétrica B!B; (Algoritmo 3.3) !, descrito en la seccién 3.1.3, pero

sin formar explicitamente la matriz B!B;. Véase [13] para esto tltimo.

1Si B € R™ ™ es una matriz bidiagonal entonces la matriz T = B'B € R"™ "™ es una

matriz tridiagonal simétrica.
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Algoritmo 4.5. Un paso SVD Bidiagonal

Entrada: B € R™" bidiagonal
Salida: B € R™*" bidiagonal y, Z1, Zy ortogonales
7y =y e I

d = (Ba-1n-1) = Bwm)/2

= B(n,n) +d— Slgn(d) d? + B(Qn—l,n)

(traslado Wilkinson)
r = 8(21,1) —H
z = B(1,1)B(2,1)
Parak=1,...,n—1
Obtener pardmetros de Givens ¢y y si, usando Algoritmo 1.1 para x = (x 2)*
Calcular B = BJy(k,k+1,6)
Aplicar Algoritmo 1.3 (Post. Givens) a B usando ¢y y Si, € indices k y
j=k+1
Acumulando los Jy(k,k + 1,0) aplicando Algoritmo 1.3 (Post. Givens)
Zy = Z1Jy(k, k+1,0)
T = By
z = Bk+1,k
Obtener pardmetros de Givens ¢ y sy usando Algoritmo 1.1 para x = (z z)°*
Calcular B = Joi(k, k +1,0)B
Aplicar Algoritmo 1.2 (Prem. Givens) a B con pardmetros ¢ y Sk, €
indicesk yj=k+1
Acumulando los Jop(k, k + 1,0) aplicando Algoritmo 1.2 (Prem. Givens)
Zo = Jop(k, k+1,0)7Z,

Si k <n—1 Hacer

Xr = Bk,k+1
z2 = By k2
Fin Si

Fin Para
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Deflacién y Convergencia

El algoritmo anterior representa un paso iterativo del algoritmo para el
calculo de la SVD de una matriz bidiagonal propuesto por Golub, Kahan
y Reinsch. Al repetir dicho algoritmo, se logra construir una sucesion de

matrices bidiagonales { By} con entradas diagonal a‘l{k}, e ,a;{zk}

y superdiago-
nal ﬁ;k}, cee ;{Lk}. Por la convergencia ctbica del algoritmo de Iteracién QR
implicito con traslado Wilkinson se sigue que @{Lk} converge a cero cibicamente.
Teniendo ﬁflk} cercano a cero (bajo cierto criterio de parada definido en el
proximo algoritmo), a la matriz resultante se le aplica una deflacidn, la cual
consiste en ejecutar, repetidamente, el algoritmo en una o més matrices de

orden (n — 1) o inferior a la original. El proceso se continia hasta que B sea

suficientemente diagonal.

Algoritmo 4.6. SVD Bidiagonal

Entrada: B € R"*" matriz bidiagonal con entrada diagonal cv, . .., oy,
y superdiagonal (o, ..., By
Salida: U, € R™™ matriz ortogonal, > € R™™ matriz diagonal y
Vo € R™™ matriz ortogonal
Wi =1L
Wa =1
Paraj=1,...,.n—1
Mientras |5,4+1-;| > €(|an+1—;| + |an—;|) Hacer
Calcular B(l:n+1—j,1:n+1—j) = ZfB(1;n+1—j,1:n+1—j)Z2
Obtener Zy, 7, y B € RH1=0x+1=0) gplicando Algoritmo 4.5
(Un paso SVD Bidiagonal) a B € R+1=3)x(n+1=j)

7 0
7y =
0 Ig-1)xg-1)
7 0
Z2: 2

0 Ig-1)xG-1)
Acumulando Zy y Zs
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Wy = Z1W,
Wy = Wy Zs
Fin Mientras
Fin Para
U =W
Vo=W,
Para:=1,....n
0; = B’i,i
Fin Para

Y = diag(oy,...,00)

A continuacién se plantea el algoritmo definitivo para el calculo de la SVD

de una matriz general A de mxn propuesto por Golub, Kahan y Reinsch:

Algoritmo 4.7. SVD Golub-Kahan-Reinsch

Entrada: matriz A € R™*", conm > n
Salida: matriz U € R™*™ ortogonal, matriz > € R™*" diagonal y
matriz V€ R™ " ortogonal
Fase I: Bidiagonalizacion de A

Obtener matrices Uy € R™™ y Vi € R™™™ ortogonales y matriz bidiagonal

A

B
superior B = € R™*" aplicando Algoritmo 4.4 (Bidiag. Householder)

Om—n
a la matriz A
Fase II: Obteniendo la SVD de B: B = U)XV}
Obtener matrices Uy € R™*™ y Vo € R™*™ ortogonales y matriz diagonal
3 e Rmm aplicando Algoritmo 4.6 (SVD Bidiagonal) a matriz bidiagonal B
U = Urdiag(Uz, L)
V=WV
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El costo del algoritmo es dominado por el costo de la Fase I. El estimado
total es de 2m?n + 4mn? + gnd operaciones, con m > n. Este conteo incluye el
costo de obtener U, ¥, y V. Si sélo se necesitan los valores singulares, entonces el
estimado de las operaciones es de 2mn? —2%3. Ademas, estos valores singulares,
producidos por el Algoritmo SVD Golub-Kahan-Reinsch (Algoritmo 4.7), son
los valores singulares exactos de la matriz A 4+ E, donde [|E||zs < ¢(m,n)||Al|2.

Alli, ¢(m,n) es una constante que depende de m y n. El algoritmo es, por tanto,

estable numéricamente. Véase [7] para detalles.

4.4 Método SVD Chan

Tony Chan en 1982 observé que el algoritmo SVD Golub-Kahan-Reinsch,
descrito anteriormente, puede ser mejorado en el caso m > n si a la matriz A
original, primeramente, se le aplica una factorizacién QR y luego, a la matriz
triangular superior R resultante de dicha factorizacién, se le bidiagonaliza. La
mejoria, naturalmente, viene del hecho de que el trabajo requerido para bidia-
gonalizar la matriz triangular R es mucho menos costoso computacionalmente
que el trabajo requerido para bidiagonalizar la matriz A original. Por supuesto,
una vez obtenida la SVD de R, se puede facilmente recuperar la SVD de A. Es

por ello que, a continuacion se presenta el proceso SVD Chan:

1. Calcular la factorizacion QR de A:

Ry

0

QA=

2. Conseguir la SVD de R usando el algoritmo SVD Golub-Kahan-Reinsch:

Ry = XXV

Entonces, los valores singulares de A son justamente los valores singulares
de R,. Las matrices U y V de los vectores singulares izquierdos y derechos de

A, respectivamente, estan dadas por
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U=Q-diag(X,l,—n) y V=Y.

Conteo de operaciones. El proceso SVD Chan requiere cerca de 2m?2n+11n3
operaciones para calcular ¥, U, y V, comparado con los 2m?n + 4mn? + %n3

requeridos por el algoritmo SVD Golub-Kahan-Reinsch.

4.5 Método Demmel-Kahan

En 1990, Demmel y Kahan presentaron un nuevo algoritmo que calcula
todos los valores singulares de una matriz bidiagonal con alta precision. Ellos
llamaron este algoritmo Iteracién QR con Desplazamiento Cero. La razon de
este nombre se debe a que el nuevo algoritmo corresponde al algoritmo SVD
Golub-Kahan-Reinsch pero cuando el traslado es cero. Este es basado en la
observacion de que, cuando el desplazamiento es cero, no ocurre cancelacion
debido a la sustracion, por lo que, los valores singulares muy pequenos, se
pueden obtener con mayor precision. El efecto del desplazamiento cero es
notable. Refiérase a [7] para detalles. A continuacién se presenta el algoritmo

SVD Demmel-Kahan, una variante del algoritmo SVD Golub-Kahan-Reinsch:

Algoritmo 4.8. SVD Demmel-Kahan

Entrada: matriz A € R™*", con m > n
Salida: matriz U € R™*™ ortogonal, matriz > € R™*" diagonal y
matriz V€ R™" ortogonal
Fase I: Bidiagonalizacion de A

Obtener matrices Uy € R™ ™ y Vi € R™™ ortogonales y matriz bidiagonal

A

B
superior B = € R™*" aplicando Algoritmo 4.4 (Bidiag. Householder)

Om—n

a la matriz A
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Fase II: Obteniendo la SVD de B: B = UyXV!

Obtener matrices Uy € R™™ y Vo € R™™™ ortogonales y matriz diagonal

3 e R aplicando Algoritmo 4.5 (Un paso SVD Bidiagonal) para pn = 0

(desplaz. cero) y luego Algoritmo 4.6 (SVD Bidiagonal) a matriz bidiagonal B
U = Urdiag(Us, L(m—n))

V=W
)
-
Omfn

4.6 Meétodos para el Calculo de la SVD
de Matrices usando una Descomposicién
en Autovalores de Matrices Tridiagonales
Simétricas

En las proposiciones 2.13 y 2.14, presentadas en el capitulo 2, se pudo
apreciar la estrecha relacién existente entre la SVD de una matriz general

y la descomposicién en autovalores de las matrices simétricas A'A, AA' y
0 Al

A 0

estan basados en algunas de estas relaciones. El siguiente lema muestra otra

. Por lo tanto, los algoritmos que se implementan en esta seccién

manera de resolver el problema de conseguir la SVD de una matriz bidiagonal
B, pero ahora, por medio de una descomposiciéon en autovalores de matrices

tridiagonales simétricas.

Lema 4.4. Sea B una matriz bidiagonal de nxn, con diagonal ay,. .., o, y
superdiagonal (1, ..., B._1. Entonces existen tres maneras de convertir el pro-
blema de consequir la SVD de B consiguiendo los autovalores y autovectores

de una matriz tridiagonal simétrica.

0 B!
e Sea A = . Sea P la matriz de permutacion P =
B 0

(€1, €nt1, €2, Enia,. .., En, o], donde e; es lai-ésima columna de la matriz
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identidad de 2nx2n. Entonces Tps = P'AP es tridiagonal simétrica. Se
puede probar que la diagonal principal de T,,s todos son ceros y su respecti-
va superdiagonal y subdiagonal son de la forma o, By, o, Ba, . .., Bpn1, Oty

Si Thst; = Aix; es un autopar para Tps, con x; un vector unitario, entonces

/l).
\i ==*0;, donde o; es un valor singular de B, y Px; = \% " |, donde
*+u;

u; Yy v; son los vectores singulares izquierdos y derechos de B, respectiva-

mente.

e Sea Tgp: = BB!. Entonces Tgp: es tridiagonal simétrica con diago-
nal of + B3, a2 + B2,...,a% | + B%_,,02 y, superdiagonal y subdiago-
nal gy, a3, ..., nBn_1. Los valores singulares de B son las raices
cuadradas de los autovalores de Tgpt, y los vectores singulares izquierdos
de B son los autovectores de Tgpt. Tppt no contiene informacion acerca

de los vectores singulares derechos de B.

e Sea Tpip = B'B. Entonces Tgip es tridiagonal simétrica con diago-
nal of a3 + B%,a2 + (5,...,a2 + (B2, vy, superdiagonal y subdiago-
nal o101, el ..., ay_10n_1. Los valores singulares de B son las raices
cuadradas de los autovalores de Tgtg, y los vectores singulares derechos
de B son los autovectores de Tgtg. Tgtg no contiene informacion acerca

de los vectores singulares izquierdos de B.

Véase Proposicion 2.13 y Proposicion 2.14.

4.6.1 SVD Divide y Venceras

El método para hallar todos los valores singulares y vectores singulares de
una matriz A € R™*™ usando el algoritmo recursivo Divide y Vencerés (Algo-
ritmo 3.5), descrito en la seccién 3.2, suele ser eficiente cuando la dimensién de
la matriz es considerablemente grande. Sin embargo, este método no garantiza
que pequenos valores singulares sean calculados con alta precision.

A continuacién, se expone el algoritmo asociado a la SVD de una matriz

general A haciendo uso de dicho método recursivo:
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Algoritmo 4.9. SVD Divide y Venceras

Entrada: A € R, m >n
Salida: U € R™ ™ ortogonal, ¥ € R™*" diagonal y V € R™*™ ortogonal
Bidiagonalizacion de A

Obtener Uy € R™*™ y Vi € R™™™ ortogonales y B = e Rmxm

Om—n
bidiagonal superior aplicando Algoritmo 4.4 (Bidiag. Househ.) a A
Obteniendo la SVD de B: B = Uﬁ]V;
Formacion tridiagonal
Obtener T = B'B € R™™™ usando informacidén de parte 3. del Lema 4./
Obtener A € R™™ y Qy € R™™ tal que QLTQy = A sea diagonal
Aplicar Algoritmo 3.5 (Divide y Vencerds) a T
Vo= Qo (Ver Lema 4.4) parte 3.

Para:=1,...,n
Fin Para

S = diag(oy, ..., 0,)

~

b))
Y=

Orm—n
Calculando las primeras n columnas ortogonales (€ R™) de Us
usando la relacion B = U2V
Paraj=1,....n

1
Uzj = — BV,

)

Fin Para

Completando las dltimas m —n columnas ortogonales (€ R™) de Us

usando el proceso Gram-Schmidt Modificado

Aplicar Algoritmo 3.8 (G-S. Mod.) a una matriz cualquiera de mx(m —n) para

obtener las m — n columnas restantes de Uy ortogonales a las otras n columnas

U - U1U2
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V=MWV,

4.6.2 SVD Biseccion e Iteracion Inversa

Este método calcula y garantiza los valores singulares con alta precisién si
se aplica el Algoritmo 3.9 (Biseccién e Iteracién Inversa) a la matriz tridiagonal
simétrica T, referida en la parte 1. del Lema 4.4, mientras que los vectores
singulares podrian sufrir ocasionalmente alguna pérdida de ortogonalidad.
Sin embargo, estos inconvenientes pueden ser resueltos si se reortogonalizan
dichos vectores usando el proceso Gram-Schmidt Modificado. Es posible
implementar el algoritmo para las matrices tridiagonales B*B (anédlogo al algo-

ritmo SVD Divide y Vencerds) o BB', pero ahora se muestra para la matriz T,

Algoritmo 4.10. SVD Biseccién e Iteracién inversa

Entrada: A € R™", m >n

Salida: U € R™*™ ortogonal, ¥ € R™*™ diagonal y V € R™*™ ortogonal
Bidiagonalizacion de A
Obtener Uy € R™*™ y Vi € R™™™ ortogonales y B € R™*"
bidiagonal superior aplicando Algoritmo 4.4 (Bidiag. Hous.) a A
Obteniendo la SVD de B: B = Uy XV

Formacion tridiagonal

t

Obtener T = P! P e RUmtn)x(m+n) ysando informacion de parte 1.
B 0

del Lema 4.4
Obtener A € R x(m+n) o 0, € RUmH)x(mn) a4l que QLT Qs = A
sea diagonal
Aplicar Algoritmo 3.9 (Biseccion e Iteracion Inversa) a T
W =V2PQ,
Para:=1,...,n
Vo =W (1:n,1)
Uy =W(n+1:m,1)
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Fin Para
Parai=1,....n
o; = \/A(i,i) (asumiendo que los A(i,i) estdn ordenados en forma
decreciente)
Fin Para
3 = diag(oy, ..., 0,)

~

b))
Y-

Or—n
Completando las ultimas m — n columnas ortogonales (€ R™) de Uy usando el
proceso Gram-Schmidt Modificado
Aplicar Algoritmo 3.8 (G-S. Modif.) a una matriz cualquiera de mx(m — n) para
obtener las m — n columnas restantes de Uy ortogonales a las otras n columnas
U=U,U,
V=W

4.6.3 SVD DQDS

Este método esta disenado para calcular inicamente los valores singulares
de una matriz A de m > n. En la seccion 3.4, se analizé la importancia
de este proceso en relaciéon a la Iteracién LR, la cual permite construir,
iterativamente, una sucesion de matrices bidiagonales B; tendiendo, en la
diagonal, a los autovalores de la matriz tridiagonal simétrica BfBy (véase
Teorema 3.9), y sin formar explicitamente, la sucesiéon de matrices tridiagonales

B!B;. He aqui el algoritmo SVD DQDS para el clculo de los valores singulares:

Algoritmo 4.11. SVD DQDS

Entrada: matriz A € R™*", m >n
Salida: vector ¥ € R"
Bidiagonalizacion de A
Obtener matriz bidiagonal superior B € R™*" aplicando

Algoritmo 4.4 (Bidiag. Hous.) a la matriz A
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Obteniendo los valores singulares de B: ¥ = (01,...,0y)
Obtener matriz diagonal B aplicando Algoritmo 3.13 (DQDS) a la matriz

bidiagonal B

Para:i=1,....n
o; =/ B(i,1)

Fin Para

Y= (01,...,00)

4.7 Método de Jacobi

Este método opera sobre la matriz original sin comenzar reduciéndolo a
su forma bidiagonal como el resto de los algoritmos para la SVD planteados
en este capitulo. En esta seccion se muestra cémo aplicar dicho método para
conseguir la SVD de una matriz G cualquiera de nxn aplicando Algoritmo
3.16 del capitulo anterior, a la matriz simétrica A = G'G, de manera implicita.
En otras palabras, en cada paso se calcula una rotacion de Jacobi y se actualiza
implicitamente G'G a J'G'G.J, donde J es escogido de tal manera que dos
entradas fuera de la diagonal de G'G sean ceros en J'G'GJ. Pero en vez de
calcular G'G o J'G'GJ explicitamente, sélo se calcula GJ. Por esta razon,
el siguiente algoritmo es llamado Rotacion Jacobi a un lado. Ademas, para
finalizar el proceso iterativo se propone considerar como criterio de parada el
hecho de que a;;/(a;;a;;)"? sea bien pequefio (véase [8, 10] para detalles acerca

de este método):

Algoritmo 4.12. SVD Rotacion Jacobi a un lado

Entrada: A € R"" y tolerancia tol
Salida: U € R™™ ortogonal, ¥ = diag(oy, ..., 0,) € R*™ diagonal
y V e R™™™ ortogonal
V=1I,xn
Repetir
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Para todo pari < j

a c
Calcular = la submatriz (i,7) de G'G
c b

a= i Gii
k;l

b= G}
k=1

C = Z G]ﬂ ij
k=1

a
Calcular la Rotacion de Jacobi la cual diagonaliza
c
b—a
=73
C-
i
I+ Vit
CcC =
Nz
s=ct

Actualizar columnas i y j de G
Parak=1,...,n
tmp = Gy,
Gri = c-tmp — s- Gy
Grj = s-tmp + c- Gy;
Fin Para
Actualizar la matriz V' de vectores singulares derechos
Parak=1,...,n
tmp = Vi
Vii = c-tmp — s- Vj;
Vij = s-tmp + ¢ Vi
Fin Para
Fin Para
Hasta la convergencia (|c|/va-b < tol)
Parak=1,...,n

or = |G(:, k)2

C

b

85



Meétodos Numéricos para la SVD de Matrices

U, k) =G(: k)] o
Fin Para

Y = diag(oy,...,00).

86



CAPITULO 5

RESULTADOS NUMERICOS

En este capitulo se presentan diversos resultados numéricos correspondien-
tes a la ejecucién de los algoritmos planteados en el capitulo anterior para el
calculo de los valores singulares y de la SVD completa de algunas matrices de
entradas reales. Mediante tablas y graficas de barras comparativas se mues-
tra el desempeno de cada algoritmo con respecto a cada matriz considerada,
exponiendo el tiempo de ejecucion de los mismos y el nimero de iteraciones
realizadas; para aquellas matrices de prueba que no se tienen los valores sin-
gulares exactos se comparan los resultados obtenidos con los generados por la
funcién svd.m de Matlab. Todos los algoritmos senalados en este trabajo han

sido implementados en Matlab 7.8.0.

Cuadro 5.1: Informacién basica del computador

Sistema operativo

Microsoft Windows XP Professional

Tipo de sistema

Sistema operativo de 32 bits

Procesador Pentium(R) 4 CPU 3,20GHz
Memoria RAM 1,024MB
Memoria RAM disponible 340,12MB
Capacidad del disco duro 80GB
Capacidad disponible del disco duro 455MB
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En el cuadro 5.1 se describen las caracteristicas basicas del computador

que se utilizé para ejecutar los diferentes algoritmos estudiados en el capitulo 4.

Cuadro 5.2: Informacién basica de las matrices de prueba considera-

das

Matriz Tamano || Condicién || Caracteristicas Procedencia
NOS4 100x100 || 1,5787x10% || Sparse-No simét. || Coleccién Harwell-Boeing

RW136 136x136 || 2,5221x10° || Sparse-No simét. Colecciéon NEP

Ay 150x150 || 4,9767x10° || Densa-No simét. Matriz random
AR1 165x165 1,0760x10% || Densa-No simét. Creada para este trabajo

Ay 200x200 1,0536%x10* || Densa-No simét. Matriz random
AR2 219x219 || 1,0029x10* || Densa-No simét. || Creada para este trabajo

PDE225 225x225 39,0638 Sparse-No simét. Colecciéon NEP
AR3 250%240 1,2510 Densa-No simét. || Creada para este trabajo

Az 300x 180 94,3257 Densa-No simét. Matriz random

Ay 400%284 | 1,7833x10% || Densa-No simét. Matriz random
ILLC1033 || 1033x320 || 1,8888x10* || Sparse-No simét. || Coleccion Harwell-Boeing
WELL1033 || 1033x320 166,1333 Sparse-No simét. || Coleccién Harwell-Boeing

El cuadro 5.2 detalla algunas caracteristicas de las doce matrices de

prueba que fueron consideradas para los resultados numéricos, destacando sus

dimensiones (se consideraron matrices desde 100x100 hasta 1033x320, donde

siete son matrices cuadradas y cinco son matrices rectangulares), nimero de

condicién (desde 1,2510 hasta 2,5221x10°), caracteristicas estructurales (den-

sas, sparse y no simétricas) y origenes (tres de la coleccion Harwell-Boeing,

dos de la coleccién NEP, cuatro son random obtenidas de Matlab y tres

creadas especificamente para este trabajo). A continuacién se detalla cémo se

construyeron, en lenguaje Matlab, estas iltimas tres matrices mencionadas:
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>>x=1:0.65:1.0760e2; >> x=1:46:1.0029e4;

>> S=sort(diag(x), ‘descend’); >> S=sort(diag(x), ‘descend’);
>> [U,R]=qr (magic(165)); >> [U,R]=qr(magic(219));

>> [V,R]=qr(rand(165)); >> [V,R]=qr(rand(219));

>> AR1=Ux*S*xV’ ; >> AR2=Ux*xSxV’ ;

>> x=1:1.0500e-3:1.2510;

>> S=sort(diag(x), ‘descend’);

>> S=[S;zeros(10,240)];

>> [U,R]=qr(magic(250));
>> [V,R]=qr(rand(240));
>> AR3=Ux*S*V’;

Estas tres implementaciones permitieron obtener, a priori, los valores sin-
gulares exactos (diag(S)) de AR1, AR2 y AR3 que sirvieron de datos para
el analisis de la precision de los valores singulares calculados por cinco de los

algoritmos presentados.

Cuadro 5.3: Aplicaciones desde donde surgen algunas matrices

tomadas de http://math.nist.gov/MatrixMarket/

Matriz Aplicacion

NOS4 Ecuaciones lineales en ingenieria estructural.

Aproximacién por elemento finito a una estructura de vigas

RW136 Teoria de la probabilidad y sus aplicaciones.

Matriz de transicion de la cadena de Markov

PDE225 Ecuacion en derivadas parciales.

Discretizacién en diferencias finitas centrada de 5 puntos.

ILLC1033 Problema de minimos cuadrados en Topografia

WELL1033 Problema de minimos cuadrados en Topografia
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El cuadro 5.3 muestra las aplicaciones y/o disciplinas de donde
surgieron las matrices de prueba seleccionadas de las dos colecciones NEP
y Harwell-Boeing, las cuales pueden ser consultadas en la pagina web

http://math.nist.gov/MatricMarket/.

Cuadro 5.4: Comparacion del tiempo de ejecucién y niimero de ite-
raciones entre tres métodos numéricos (Golub-Kahan-Reinsch y dos

de sus variantes, los algoritmos de Chan y Demmel-Kahan)

Matriz Golub-Kahan-Reinsch Chan Demmel-Kahan
NOS4 tiempo (seg.) 2,17x10? 2,30x10? 31,2031
100x100 iter 66. 383 73.300 39. 361
RW136 | tiempo (seg.) 2,16x10? 1,33x10? 29,8438
136x136 iter 20.475 19.955 17.533
Ay tiempo (seg.) 3,44x10? 2,07x10? 35,7813
150x150 iter 36.623 31.231 17.377
A,y tiempo (seg.) 7,83%102 5,28 x 102 78,8281
200x200 iter 46.753 42.800 34.265
PDE225 || tiempo (seg.) 2,74x103 1,24x103 2,10x10?
225x%225 iter 170. 344 124.132 56.814
Az tiempo (seg.) 9,57x103 1,56 x 102 57,2188
300180 iter 121.748 13.363 7.945
Ay tiempo (seg.) 3,32x103 1,04x103 1,10x102
400% 284 iter 166. 254 42.176 24.327

En el cuadro 5.4 se observan los resultados obtenidos del tiempo de ejecucion
y del nimero de iteraciones requeridas de los algoritmos de Golub-Kahan-
Reinsch (G-K-R) y dos de sus variantes, (Chan (Ch) y Demmel-Kahan (D-K))
para el célculo de los valores singulares de siete matrices reales. Se establecieron
dos criterios de parada: primero, el hecho de que todos los elementos en la
diagonal superior de la matriz bidiagonal B obtenida en la fase I no excediera
en médulo a la tolerancia exigida tol = 100 * eps, donde eps = 2,2204x 10716

y segundo, el hecho de que el nimero méximo de iteraciones no excediera al
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parametro maxit = 500- n?, donde n es la cantidad de columnas de cada matriz.

Cuadro 5.5: Comparaciéon de la norma ||X — X /.4a|/2 entre tres méto-

dos numéricos (Golub-Kahan-Reinsch y dos de sus variantes, los al-

goritmos de Chan y Demmel-Kahan)

Matriz Golub-Kahan-Reinsch Chan Demmel-Kahan
NOS4 || |Z = Sasattanll2 1,2647x107° 4,6557x10713 4,5197x10713
RW136 || ||X — Zaratiabll2 3,8058x 10~ 13 3,9735x10~13 3,7825x 10713
Ay I — Zasatiab]|2 2,7005x10~10 2,6947x10712 2,6379x10~12
As I1Z — Xaratiab||2 5,6861x10~12 5,7074x 10712 5,1568 x 10~ 12
PDE225 || ||Z — Zasratian]|2 1,4232x 10711 8,4324x 10712 9,2673x10~12
As 12 — Saratiabl|2 1,9185x10~ 1 2,2773x10712 1,9309x 1012
Ay IIZ — Zasatiab]|2 2,5150x 10~ 11 1,0422x 10711 9,0292x10~12

Barra comparativa del tiermpo de ejecucidn entre tres métodos numéricos para el calculo de los valores singulares de algunas mattices reales
10

Tiernpo (segundos) en escala logaritmica

T T
I Golub-Kahan-Reinsch (1970)
I Chan (1982)
r [ Dernmel-Kahan (1990

MNOE4
100x100

R
136136

Al A2
1601 50 200x200

FDEZ225
226x275

Dinensidn ratricial (mxn)

____________

A3 Ad
300180 400x284

Figura 5.1: Grafico de barras comparativas del tiempo de ejecucién

entre tres métodos numéricos (Golub-Kahan-Reinsch y dos de sus

variantes) para el cdlculo de los valores singulares de algunas matrices

reales
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La figura 5.1 muestra un grafico donde se distingue el desempeno de estos
tres métodos en cuanto al tiempo. Se observa que en todos los casos, los mejores
tiempos de ejecucion fueron obtenidos con el método D-K, representado por la
barra de color verde. Para las dos matrices pequenas, Ch y G-K-R (indicados
por las barras de color azul y rojo, respectivamente) compiten mientras que para
las matrices més grandes, Ch le gana en tiempo a G-K-R. Por ejemplo, este
ultimo logroé 61,35 veces mayor tiempo que Ch, para la matriz As. Es importante
acotar que, estos resultados muestran estrecha relacién con lo expuesto en la
seccion 4.4 del capitulo anterior, ya que Ch y D-K son versiones de G-K-R que

mejoran su eficiencia.

Earﬁagﬁmparahva del nimero de iteraciones entre tres meétodos numéricos para el calculo de los valores singulares de algunas matrices reales
18

I I
I Golub-Kahan-Reinsch (1970)
I Chan (1982)
16 H [ Demmel-Kahan (1930)

iteraciones

=
T

MOS4 RIAf A A2 PDE225 A3 Ad
100x100 136x%136 160x1 50 200200 235%325 300x180 400x284

Dimensian matricial {mxn)

Figura 5.2: Grafico de barras comparativas del niimero de iteraciones
entre tres métodos numéricos (Golub-Kahan-Reinsch y dos de sus

variantes) para el cdlculo de los valores singulares de algunas matrices

La figura 5.2 es la representacion grafica para G-K-R, Ch, y D-K; en este
caso, se considerd el numero de iteraciones realizadas. Similarmente a la figu-
ra 5.1, se aprecia nuevamente como D-K requiere menos iteraciones que los

otros dos métodos para satisfacer la tolerancia exigida para las siete matrices
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consideradas, seguido por Ch y luego G-K-R.

Es importante resaltar que para estas siete matrices de prueba no se tienen
sus valores singulares exactos y por tanto, no se puede indicar con qué precision
se alcanzaron los resultados. Sin embargo, para verificar el buen funcionamiento
de nuestros cédigos, se compararon los resultados con aquellos que genera el
codigo svd.m de Matlab (usando las expresiones ¥ y Yprauqp Para nuestros
resultados y los de Matlab, respectivamente). Se observa en el cuadro 5.5 que,
en general, los resultados obtenidos en este trabajo son bastante similares a los
obtenidos con el codigo de Matlab. Sin embargo, cabe resaltar que los resultados
més parecidos en todos los casos, salvo en una (PDE225), fueron los generados
por D-K. Mas adelante, en el cuadro 5.8 se expondran los errores absolutos
correspondientes a tres matrices de prueba en las que, a priori, si se conocen

sus valores singulares exactos.

Cuadro 5.6: Comparacién del tiempo de ejecucién y ||X — Xysauallo

entre dos métodos numéricos basados en el Método de Biseccion

Matriz Biseccién con B'B || Biseccién con P! 5 B;t P
NOS4 tiempo (seg.) 7,91 58,45
100% 100 IZ — Znratianll2 2,8866x 1015 2,8866x 1015
RW136 tiempo (seg.) 15,53 1,18 %102
136x136 I — Saratianll2 4,2265%x107 15 5,1070x 10~ 1%
A tiempo (seg.) 23,22 1,47x10?
150x 150 IIZ = Saratianll2 4,2633x10~ 14 5,6843x10~ 14
Az tiempo (seg.) 39,53 2,92x102
200200 IZ — S nratianll2 3,4639x 1014 3,4639x 1014
PDE225 tiempo (seg.) 51,13 2,14x102
225%225 IZ = Znratianll2 6,9278x 1014 6,7502x 1014
Az tiempo (seg.) 36,09 1,17x10?
300% 180 12 — S aratianll2 6,5725x 1014 6,5725x 10~ 14
Ay tiempo (seg.) 1,57x10? 3,91x10?%
400284 IZ = Saratianll2 6,9278x 1014 7,1054x 10~ 14
ILLC1033 tiempo (seg.) 1,28 %103 1,67x103
1033 %320 IZ = Znratianll2 1,3843x10~7 1,6900x10~8
WELL1033 tiempo (seg.) 1,59%103 7,15%103
1033 %320 IZ = Znratianll2 5,8318%x 109 7,9965%x 109
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Por otra parte, el cuadro 5.6 expone los resultados obtenidos de dos al-
goritmos basados en el método de Biseccion. El primero usa la matriz tridia-

gonal simétrica T = B'B y el segundo utiliza la matriz tridiagonal simétrica

Bt
T,s = P P, donde P es una matriz de permutacion. En cuanto
B 0

a los resultados de los valores singulares obtenidos por estos dos algoritmos
comparados con los generados por el cédigo svd.m, se puede notar que son bas-
tante similares coincidiendo entre 9 y 15 digitos para las dos versiones y para
las nueve matrices de prueba consideradas, a pesar de lo mal condicionadas que
estdn algunas de ellas (por ejemplo, RW136, A, e ILLC1033).

Barta camparativa del tiempo de ejecucian entre dos métodos numéricos basados en Biseccian pata el calculo de los valores singulares de algunas matrices reales
9

T T T
[ Bizeccion con BB H
I Eizcccion con [0 BB O)

Tietnpo (segundos) en escala logarftrmica

MOS4 R 1 Ad
100100 136136 150150 200x200 228226 300180 400x284 1033x320 1033320

A2 PDE225 A3 ILLC1033 WELL1033

Dimensidn matticial (mxn)

Figura 5.3: Grafico de barras comparativas del tiempo en ejecucién
entre dos métodos numéricos basados en Biseccién para el calculo de

los valores singulares de algunas matrices reales

En el cuadro 5.6 se muestra el tiempo de ejecucion requerido por las dos
versiones del método Biseccién para las nueve matrices de prueba indicadas,
asi como las normas [|X — Xpsaua|[2- Se observa en Figura 5.3 que el compor-
tamiento, en cuanto a tiempo, del algoritmo basado en T, (barra de color azul)

es superior al del algoritmo basado en T'= B'B (barra de color naranja) para
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nueve de las matrices de estudio. Por ejemplo, para RW136, Bis. T),, resulté ser
7,60 veces méas lento que Bis. BB mientras que para PDE225 fue 4,19 veces
m4s lento también. Para WELL1033, Bis. B'B fue 4,50 veces més répido que
Bis. T}, mientras que para A; fue 6,33 veces més rapido también. Este resul-
tado es esperado puesto que la matriz T, es de dimensién (m + n)x(m + n),
mientras que 7' = B'B es de dimensién nxn. Para WELL1033 es notorio la
diferencia, ya que, ademas, en este caso, m > n. Por lo tanto, fue apropiado
elegir al método adaptado a T' = B*B como el método de Biseccién para com-
petir con otras de las propuestas presentadas en este trabajo para el calculo
de los valores singulares y de la SVD completa. Como criterio de parada se
establecio el hecho de que las instrucciones se realizaran mientras que los sub-
intervalos [a, b] generados por las bisecciones tuviesen longitudes mayores a la

tolerancia exigida (tol = 1x107%).

Cuadro 5.7: Comparacién del tiempo de ejecucién y ||X — Xpsaual2

entre cinco métodos numeéricos

[ Matriz || [ Deka [ Div-ven [ BisB'B [ D@Ds [ Jacobi ||
NOS4 tiempo (seg.) 31,20 2,52 7,91 1,28 2,69
100% 100 I = Saratiabll2 4,5197x1013 7,4625x107 15 2,8866x10~ 1° 9,0849x10~8 1,2323x10 14
RW136 tiempo (seg.) 29,84 6,16 15,53 5,20 5,64
136x136 I = Saratiabll2 3,7825x107 13 1,1349x10~ 13 4,2265%x107 1% 8,5597x10 7 2,6423x10~ 14
Aq tiempo (seg.) 35,78 4,41 23,22 4,88 6,89
150% 150 I = Saratiabll2 2,6379%x10~ 12 1,0869x10~ 13 4,2633x10~ 14 1,2406x10~8 7,8160x10~ 13
Agy tiempo (seg.) 78,83 14,78 39,53 18,53 16,66
200% 200 1= = Saratiapll2 5,1568x10712 1,9666x10~ 12 3,4639x 10 14 1,7070x10~8 1,1937x10~ 12
PDE225 tiempo (seg.) 2,10% 102 21,39 51,13 86,30 18,33
225x%225 1= = Saratiapll2 6,9278x 10~ 14 6,7502x 10~ 14 6,9278x 10~ 14 1,7926x10~7 3,1264x107 13
As tiempo (seg.) 57,22 16,09 36,09 42,09 - ———
300% 180 1= = Saratianll2 1,9309%x10 12 8,1712x10~ 14 6,5725x 10~ 14 3,8701x10~9 -
Ay tiempo (seg.) 2,09%102 1,10%x 102 1,57x102 2,67x102 -
400284 1= = Saratianll2 9,0292x10~ 12 1,2434x10 13 6,9278x 10~ 14 4,3149%107° - —
ILLC1033 tiempo (seg.) - 6,75%x 103 1,28 %103 8,63x102 -
1033x320 I = Saratiabll2 - 2,8161x10~ 13 1,3843x107 2,0880x107° -
WELL1033 tiempo (seg.) - 1,92x10% 1,59x10% 1,21x10° -
1033x320 I = Saratianll2 - 1,3989x 10~ 14 5,8318x 10 2,6550x10 7 -

En Cuadro 5.7 se presenta los resultados en cuanto a tiempo de ejecu-

cién que requirieron los algoritmos Demmel-Kahan (De-Ka), Divide y Venceras
(Div-Ven), Biseccién con B'B (Bis. B'B), DQDS y Jacobi para calcular los va-

lores singulares de algunas matrices de prueba reales. Ademas, se incluye la
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norma de la diferencia de los valores singulares obtenidos por los cinco méto-
dos numéricos y los valores singulares que se extraen del cédigo para la SVD
de Matlab. La notaciéon “— — ——" en De-Ka, indica que para ILLC1033 y
WELL1033, el algoritmo superd al méaximo de iteraciones fijado, alcanzando
no converger, y en Jacobi, indica que no fue posible obtener algunos resulta-
dos para matrices rectangulares, ya que este algoritmo trabajé inicamente con
matrices cuadradas. El criterio de parada empleado en el algoritmo ya men-
cionado fue que las ejecuciones se realizaran hasta que |c|/va-b < tol, donde
tol = 1x1078 (véase Algoritmo 4.12). Cabe resaltar que los resultados son bas-
tante similares a los obtenidos con Matlab, en general coinciden entre 11 y 14
decimales, salvo los correspondientes al algoritmo DQDS donde se tienen sélo
entre 4 y 7 decimales iguales. Para este ultimo, se consideraron los dos crite-
rios de parada de G-K-R y sus dos variantes, pero en este caso, se fijaron los
pardmetros tol = 1x1078 y maxit = 400.

Barras comparativas del tiempo de ejecucian entre cinco metodos numéricos para el calculo de los valores singulares de algunas matrices reales

T T
l:|DemmeLKahan
I Civie y Venceras
g H [ Biseccion con BB
[oaps

I acobi

Tiempo (segundos) en escala logaritmica

MNOS4 R Al A2 3 Ad
100100 1361 36 150150 200x200 225x225 300180 400:284 1033320 1033x320

PDEZ25 ILLC1023 WELL1033

Dimensidn matricial (mxn)

Figura 5.4: Grafico de barras comparativas del tiempo en ejecuciéon
entre cinco métodos numéricos para el calculo de los valores singu-

lares de algunas matrices reales

En cuanto a la figura 5.4, se percibe el comportamiento asociado a la du-
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racién de cada uno de los cinco algoritmos. Div-Ven (rojo), Bis. B'B (naranja),
DQDS (celeste), y Jacobi (azul), tuvieron mayor eficiencia en tiempo que D-K
(verde), para las matrices NOS4, RW136, A;, Ay, PDE225 y A3, a pesar de
que D-K fue el més efectivo en relacién a G-K-R y Ch. Sin embargo, para Ay,
D-K fue 1,28 veces mas rapido que DQDS. Div-Ven volvié a ser el més eficaz
para esta ultima matriz mencionada. ILLC1003 y WELL1033 resultaron ser
las matrices que permitieron una mayor duracién a tres de los métodos (Div-
Ven, Bis. B'B y DQDS), donde DQDS alcanz6 la tolerancia exigida en menos

tiempo. En este caso, el mas lento fue Div-Ven.

Cuadro 5.8: Comparacion del tiempo en ejecucién y precisién en la

SVD completa entre tres métodos numéricos

Matriz Div-Ven Bis B'B Jacobi
NOS4 tiempo (seg.) 2,52 7,91 2,69
100x100 || [[A—USV?Yy || 9,7481x107 14 || 2,9283x1071% || 1,9818x10~14
RW136 tiempo (seg.) 6,16 15,53 5,64
136x136 |[A—USV|y || 1,3885x10713 || 4,2265x1071 || 5,2182x10~ 14
Ay tiempo (seg.) 4,41 23,22 6,89
150x150 || A — USV|, || 5,7673x10713 || 1,0404x10~13 || 1,6552x 1012
Ay tiempo (seg.) 14,78 39,53 16,66
200%200 || [|A — USV|5 || 5,1568x10712 || 1,9666x10~12 || 3,4639x10~ 1
PDE225 tiempo (seg.) 21,40 51,13 18,33
225x%225 |[A—-USV|y || 3,8178x10712 || 4,9460x 10~ | 5,9310x10~1!3
As tiempo (seg.) 16,09 36,09 - —
300x180 || ||[A— USV|, || 1,3431x107'2 || 5,3641x 1013 —
Ay tiempo (seg.) 1,10x10? 1,57x10? - ——
400x284 | [|A—USVY||y || 2,8507x10712 || 1,2029x 1012 ——
ILLC1033 || tiempo (seg.) 6,75x103 1,28%103 -——
1033x320 || |A — USVY||, 5,2141 1,6645 -
WELL1033 || tiempo (seg.) 1,92x103 1,59%103 -
1033x320 || |A — USVY||s 3,3756 2,0771 S

Ahora bien, el cuadro 5.8 sefiala los tiempos de Div-Ven, Bis. B! B, y Jacobi
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correspondientes al calculo de la SVD completa de nueve matrices reales. En
este caso, se muestra la norma ||[A —UXV"||; para analizar qué tan precisos son
los resultados obtenidos. Para las matrices pequenas, se puede observar que los
resultados tienen una alta precision, entre 11 y 14 decimales exactos para los
tres algoritmos. Es importante resaltar que para las matrices de tamano mayor
a 600, los vectores columnas de las matrices U y V pierden la ortogonalidad y
los resultados suelen no ser confiables (en particular, sucedié con ILLC1033 y
WELL1033). Sin embargo, la matriz diagonal de valores singulares ¥ para esos
problemas son similares a los obtenidos por Matlab como se pudo notar en los

cuadros 5.6 y 5.7.

Barras comparativas del tiempo de sjecucion entre tres métodos numéricos para el célculo de la S¥D completa de algunas matrices reales
5

T T T T T T
I Divide v Venceras H H : H H H
I:| Biseccidn con BtB
I cobi

Tiempn (segundos) en escala logaritmica

MNOS4 R Al A2 PDEZ25 A3 Ad
100100 1363136 150x150 200x200 225x225 300180 400x284

Dimensidn matricial {mxn)

Figura 5.5: Grafico de barras comparativas del tiempo en ejecucién
entre tres métodos numéricos para el calculo de la SVD completa de

algunas matrices reales

De la figura 5.5 se evidencia que, Div-Ven (barra de color rojo) fue el que
obtuvo, en general, el mejor resultado en cuanto a tiempo. En todos los casos,
Bis. B'B (barra de color naranja) obtuvo el peor tiempo. En efecto, para NOS4,
Div-Ven tuvo 3,14 veces mayor aceleracién que Bis. B'B mientras que, para

Ay, fue de 5,27 veces mds. Asf mismo, para A,, se consiguié que Bis. B!B tuvo
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2,68 veces més lentitud que Div-Ven. Jacobi (barra de color azul), aunque el
tiempo que requirié fue bastante cercano al de Div-Ven no funcioné para todas

las matrices de prueba.

Cuadro 5.9: Comparacion del tiempo de ejecucion y error absoluto

en los valores singulares entre cinco métodos numéricos

H Matriz H H De-Ka H Div-Ven H Bis B'B H DQDS H Jacobi

AR1 tiempo (seg.) 20,38 6,56 23,02 10,66 9,55

I = SEzactoll2 9,1660x 1012 1,7160x 10~ 12 1,1369x 1013 6,6433x10 10 2,2027x1012

AR2 tiempo (seg.) 46,80 17,64 46,91 32,53 22,91
IS = SEzactoll2 2,5402x10 13 5,0770x 10~ 13 5,2636x10~ 14 3,2512x10°8 5,7732x10 14
AR3 tiempo (seg.) 1,93x102 55,17 1,11x10? 63,31 -
IS = SEzactoll2 2,9701x10~ 12 2,5757x 10 14 3,5527x 10 15 3,6797x10~ Y -

El cuadro 5.9 presenta, el tiempo de ejecucién que necesité cada algoritmo
y la norma de la diferencia entre la matriz de valores singulares aproximados y
la matriz de valores singulares exactos (||X — X gractol|2) para tres matrices de
prueba (AR1, AR2 y AR3). Estas matrices fueron construidas de tal manera de
que se conociera exactamente sus valores singulares. Se observa que el algoritmo
que obtuvo mejor precisién fue Bis. B! B, con cifras entre O(1071%) y O(1078)

en todos los casos, seguido de Div-Ven.

Barras comparativas del tiempo de ejecucidn entre cinco métodos numericos para el célcula de los valores singulares de algunas matrices reales
5

[ Demmel-Kahan
[ Covide y Venceras
[ Biseccion con BB
[Cloaops
I - cobi

Tiempo (segundos) en escala logaritmica

AR1 ARZ AR3
165165 3109:218 260240

Dimensisn matricial (mxn)

Figura 5.6: Grafico de barras comparativas del tiempo en ejecucion
entre cinco métodos numéricos para el calculo de los valores singu-

lares de algunas matrices reales
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La figura 5.6 exhibe el tiempo de ejecucion de los cinco algoritmos ya men-
cionados para el célculo de los valores singulares de AR1, AR2 y AR3. En ella
se percibe la rapidez de convergencia de Div-Ven sobre el resto de los algorit-
mos para las matrices en cuestion, seguido de Jacobi y DQDS. A pesar del alto
ntimero de condicién de AR2, con 1,0029x10%, las barras correspondientes a
los cinco métodos no sobrepasaron los 47 segundos. Los que resultaron ser mas

lentos, fueron Bis. B'B y D-K.

5.0.1 SVD y la Compresion de Imagenes Digitales

A continuacion se presenta una gran utilidad de la SVD en la técnica de
la compresion de iméagenes digitales. El campo de dicha aplicacién es amplia-
mente conocido e importante. Por ello, se cuenta con multiples herramientas
para llevar a cabo dicha compresion y que, ademas, son faciles de reconocer ya
que vienen asociadas a la extensién de las imagenes, entre la que se destaca, la
compresion JPEG. Sin embargo, la SVD juega un rol muy importante en esta

técnica. Véase [8, 27].

Una imagen digital se compone de pixeles que se pueden imaginar como
puntos de una pantalla. En el caso general, una imagen es de resolucién mxn
si se compone de m pixeles en la direccién vertical y n en la horizontal,
por lo que, es posible asociarlo a una matriz de entrada real de mxn. Por
consiguiente, la compresion de imagenes estd definida como el proceso de
eliminar datos redundantes que se puedan encontrar en una imagen digital
registradas en su matriz asociada. A continuacién, se muestra, mediante una
imagen digital dada, un experimento realizado en Matlab en el que se resalté la

gran ventaja que posee la SVD en este contexto:

Se consider6 una imagen cuyo fichero fue llamado nifio. jpg. Mediante las

instrucciones
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>> A=imread(‘nifio. jpg’);
>> A=rgb2gray(A);
>> A=double(A);

>> k=rank(A) ;

se construyo la matriz A asociada a la imagen en escala de grises, cuyas di-
mensiones fueron de 442x442, de rango r = 442. La imagen puede verse en la

figura 6.1.

Imagen original (k=442)

0 00 %0 A0 B0 4D

Figura 5.7: Imagen original, correspondiente a la matriz A con k =

r = 442

La norma ||A|2 calculada mediante la instruccién

>> norm(A,2)

es el valor singular més grande (véase Proposicién 2.6):

|Allz = o1 = 6,5908x10*. (5.1)

Para obtener la SVD de A se hizo uso del algoritmo SVD Jacobi (Algoritmo

4.12) cuya instrucién fue:

>> [U,8,V] = svd_jacobi(A).
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De la Proposicién 2.17 se recuerda el siguiente hecho para una matriz A de

mXn, con rango r = min(m, n):

min |4 — Alls = [|[A — Az = ops1, (5.2)

rang(A)=k
k

donde A, = E osuvl es la matriz de rango k < r que mejor aproxima a A en
i=1
norma espectral.

Por consiguiente, lo ultimo fue 1til para obtener las aproximaciones
necesarias que permitieron un buen esquema ilustrativo de la aplicabilidad de
la SVD en la compresion de imagenes. Para ello, se tomaron diversos valores
para k, los cuales se presentan mas adelante.

k
Para construir las matrices A, = Zaiuivf de manera sencilla, se uso la

i=1
siguiente asignacion en Matlab:

>> Ak=U(:,1:k)*S(1:k,1:k)*V(:,1:k)’,

la cual también se define como una SVD truncada de A. Luego de esto se utiliz
>> image (Ak)

para poder obtener la imagen aproximada correspondiente.

Para cada caso se calculd el factor de compresién (fc) que se consigue y

también el error relativo (e) que se comete, por medio de las siguientes férmulas:

Em+knt+k  km4n+1) k(442 +442 4 1) 885k

m-n m-n - 442- 449 = 105.364
||A_ Ak||2 Ok+1
e = = or (5.1 5.2).
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El valor fc representa el cociente entre el espacio requerido para almacenar
la imagen aproximada y el necesario para almacenar la matriz original. Si
se multiplica fc por 100, se obtiene el valor porcentual de compresién de la

imagen original sobre la matriz de aproximacién Ay.

Ahora, se expone los resultados en el cuadro 6.1 para algunos valores de k

y posteriormente, se presentan las imégenes correspondientes:

Cuadro 5.10: Resultados numéricos para k£ = 10, 80, 180

885k
k Error relativo e = 6,5;5% Factor de compresién fc = 195. 364
10 0,0242 0,0453
30 0,0032 0,3624
180 0,0013 0,8154
e Para £ =10

En este primer caso, el factor de compresiéon fue de fe = 0,0453, es decir,
la imagen aproximada ocupé 4,53 % de la imagen original. El error relativo
o11/01 tuvo el valor de 0,0242; y merece la pena destacar que para 10 valores
singulares de los 442 ya puede apreciarse la imagen del perfil de una persona.

Véase la figura 6.2.

Imagen aproximada (k=10)

Imagen original (k=442)

50 100 150 200 %50 300 0 ADD

50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 5.8: Comparacién entre imagen aprox.(k = 10) e imagen ori-

ginal
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e Para £ =280

Ahora, el factor de compresion dié 0,3624, el cual indica que 36,24 % de la
imagen original es representada por la imagen aproximada asociada a la matriz
Agg. Por otro lado, el error relativo estuvo dado por e = g1 /07 = 0,0032. Esta
ultima cifra es mas pequena que el dado para el caso k = 10, lo cual muestra
una mayor aproximacion a la matriz original. En la figura 6.3 puede apreciarse

la similitud entre las imagenes.

Imagen aproximada (k=80) Imagen original (k=442)

0 150 200 0 a0 ®0am 100 150 200 250 300 350 400

Figura 5.9: Comparacién entre imagen aprox.(k = 80) e imagen ori-

ginal

e Para k£ =180

En este ultimo caso (véase Figura 6.4) ya es posible distinguir perfectamente
al nino fotografiado. El error relativo fue atin mas pequeno que para k = 80
(e = 0,0013) y el factor de compresion, fc = 0,8154, permitié concluir que
81,54 % de la informacién contenida en la imagen original fue comprimida en

la matriz A180 .



Resultados Numéricos 105

Imagen apraximada (k=18 Imagen original (k=442)

T 20 0 w0 50

Figura 5.10: Comparacién entre imagen aprox.(k = 180) e imagen

original

Por lo tanto, este experimento comprueba, efectivamente, la aplicabilidad
que posee la SVD sobre la compresion de imagenes. Se pudo observar que un
40,72 % del total de los valores singulares hizo posible obtener una imagen bien

parecida a la imagen original correspondiente.



CONCLUSIONES

En esta investigaciéon se ha presentado detalladamente la composicion
tedrica de siete métodos para el célculo de la SVD de matrices a entradas
reales (SVD basado en: Golub-Kahan-Reinsch, Chan, Demmel-Kahan, Divide
y Vencerds, Biseccion e Iteracion Inversa, DQDS y Jacobi), para muchos de
los cuales se mostraron sus respectivos algoritmos en lenguaje pseudoformal.
El capitulo 5 fue dedicado a mostrar los resultados numéricos correspondientes
a dichos algoritmos implementados en MATLAB 7.8.0, cuyos parametros de
estudio fueron: tiempo (segq.), iteraciones, |2 — Zyrauabll2, [|[A — USVE|2 v
|2 — X Ezactol|2- Por lo tanto, después de haber ejecutado los diversos algorit-
mos y analizado los respectivos resultados que sustentan esta investigacion, a
continuacion se exponen las siguientes conclusiones para las diversas matrices

de prueba consideradas:

e Los valores singulares calculados por los siete algoritmos presentaron alta

similitud en relacion a los obtenidos por svd.m de Matlab.

e El algoritmo SVD Demmel-Kahan calculé los valores singulares bastante
similares a los de svd.m, y fue mas eficiente en tiempo de ejecucién que
sus antecesores SVD Golub-Kahan-Reinsch y SVD Chan, para cuatro

matrices densas y tres del tipo sparse.
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e SVD Biseccién con B'B fue semejante a SVD Biseccién con Tps =

0 B!
Pt P en cuanto a los valores singulares, para matrices de
B 0

ordenes entre 100 x 100 y 1033 x 320. En relacién al tiempo, el primero
dominé sobre el segundo porque T),s es de (m +n) x (m+n) y B'B es

de n x n.

e Entre SVD: Demmel-Kahan, Divide y Vencerés, Biseccién con B'B y
DQDS; DQDS fue el mas eficaz en tiempo de ejecucién para la mayoria
de las matrices de prueba rectangulares mientras que Jacobi presentd gran
rapidez para algunas matrices cuadradas que oscilaron entre los érdenes

100 x 100 y 225 x 225.

e En cuanto a la alta precisién de la SVD completa (||A — UXV?||2), SVD
Divide y Vencerés superé a SVD Biseccién con B! B para algunas matrices

rectangulares, mientras que para las matrices cuadradas super6 también

a SVD Jacobi.

e SVD: Demmel-Kahan, Divide y Vencerds, Biseccién con B'B y DQDS
presentaron una excelente precision en los valores singulares de AR1, AR2
y AR3, esto quedé comprobado cuando se analizé la norma || X=X gracto |2,
donde ¥ guqc0 represento los valores singulares exactos calculados previa-
mente a las ejecuciones. SVD Divide y Venceras resulté ser el més rapido

de los cinco algoritmos para las tres matrices mencionadas.

e Finalmente se comprobé la gran utilidad de la SVD en la compresién
digital de imégenes. Se mostrd, por medio de una imagen digital en par-
ticular, como dicha descomposicién logré ahorrar aproximadamente un
19 % en espacio computacional con tan sélo considerar un estimado del

40 % de los valores singulares totales correspondientes a la matriz original.
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