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Introducción

La teoría de ecuaciones diferenciales es una de las más extensas dentro de las matemáticas.

El objetivo de esta teoría siempre ha sido hallar la solución de estas ecuaciónes. Para tal fin una

gran variedad de métodos se han desarrollado. Sin embargo, no existe una teoría general para

resolverlas. Cada método de resolución de ecuaciones tiene sus particularidades.

Uno de los métodos para buscar, si bien no necesariamente la solución general, al menos

cierta clase de soluciones, y que abarca una gran cantidad de ecuaciones, es el de simetrías de

Lie. Introducido por S. Lie y luego desarrollado por E. Noether y E. Cartan, estudia las ecua-

ciones y sus soluciones dentro del formalismo de la geometría diferencial y acciones de grupos

de Lie.

Otro método para estudiar ecuaciones diferenciales, fue el desarrollado por D.L. Blackmore,

N.K. Prykarpats’ka, V.H. Samolienko, E. Wachincki y M. Pytel-Kudela, que consiste en encontrar

curvas caracteristicas para las diversas ecuaciones diferenciales.

Y por último tenemos un método introducido por D. Spencer y desarrollado por A. Vino-

gradov. En este caso se usó el formalismo de fibrados de jets y álgebra homológica, a fin de

hacer un estudio global de las ecuaciones.

En el presente trabajo nos proponemos a revisar estos métodos álgebro-geométricos y, sin

pretender resolver todas las ecuaciones, presentar al menos un esquema común para estos

métodos. Con este fin estudiaremos principalmente los fundamentos básicos de geometría

diferencial y revisaremos los diferentes aspectos algebraicos tales como: grupos y álgebras de

Lie. Luego veremos el método de Lie y el de Cartan-Monge, y los aplicaremos a la resolución

de diversas ecuaciones diferenciales. Y por último presentaremos el formalismo de fibrados de

jets y mostraremos que los procedimientos de Lie y de Monge provienen de la misma idea.

Usaremos • para marcar el fin de las definiciones y7para el fin de las demostraciones y cál-

culos. Las referencias cruzadas, se indicaran por tres números separados por puntos. El primero

1
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indica el número del capítulo, el segundo el número de la sección, y el tercero el número de la

misma.

Usaremos los símbolos usuales de teoría de conjuntos, (unión, intersección, pertenece,

etc...), además los simbolos usuales del cálculo (derivada parcial con respecto a una variable, la

matriz jacobiana, etc...), los símbolos usuales de álgebra lineal (producto interno, L.I., base, ⊕
para suma directa, etc...), los símbolos usuales de combinatoria (Sk para el grupo de permuta-

ciones, s i g para signo, etc) y los símbolos Z,ℜ,C, para denotar a los números enteros, reales y

complejos, respectivamente.

Para los resultados que se presenten sin demostración, indicaremos la referencia donde se

puede hallar la misma.



Capítulo 1

Preliminares de álgebra

En este capítulo revisaremos los conceptos básicos preliminares de álgebra, necesarios para

entender la estructura algebraica de los métodos de resolución de ecuaciones diferenciales pre-

sentados en este trabajo.

Las referencias que seguiremos en este capítulo son [2], [5], [8], [9],[10], [12], [1].

1. Anillos y módulos

El álgebra moderna consiste en el estudio de estructuras, las cuales están compuestas por

una clase de elementos y una clase de aplicaciones entre estos elementos. Empezaremos por la

estructura más básica. Decimos que es básica pues sólo consta de un conjunto y una aplicación

binaria.

DEFINICIÓN 1.1. Un grupo consta de los siguientes datos:

(1) Un conjunto no vacio G.

(2) Una operación binaria ∗ : G ×G →G generalmente denominada multiplicación.

Los cuales deben satisfacer las siguientes propiedades:

(1) x ∗ (y ∗ z ) = (x ∗ y ) ∗ z ∀ x ,y ,z ∈G ,.

(2) Existe e ∈G tal que e ∗x = x ∀ x ∈G .

(3) Para cada x ∈G existe x−1 ∈G tal que x ∗x−1 = x−1 ∗x = e . •

OBSERVACIÓN 1.2. Se suele denotar al grupo solamente por G, sin embargo, si se quiere ser

más explícito, se denotará como (G ,∗), indicando así, no sólo el conjunto, si no también su

multiplicación.

EJEMPLO 1.3.

(1) (Z,+) siendo+ la suma usual, es un grupo.

(2) Las matrices junto con la suma usual, es un grupo.

(3) Las rotaciones en un plano forman un grupo.

3
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(4) Las rotaciones en general no forman un grupo, pues no cumplen con la asociativiad.

Ahora supongamos que tenemos un grupo dado, por ejemploZ junto con la operación usu-

al +, este grupo, posee ciertos subconjuntos que, junto con ésta operación, siguen siendo gru-

pos, como por ejemplo los pares. Por otro lado nuestro grupo podría estar contenido en otro

grupo mas grande, por ejemplo para Z tenemos a ℜ, por lo tanto, para poseer un marco de

definiciones completo, nesesitamos la siguiente.

DEFINICIÓN 1.4. Dado un grupo (G ,∗), un subgrupo S es un subconjunto de G , tal que (S,∗)
es un grupo.

Nota: De ser S un subgrupo de G , lo denotaremos por S ≺G . •

OBSERVACIÓN 1.5. Para que un subconjunto de un grupo, sea un subgrupo, no hace falta

ver si la operación cumple la asociatividad, dado que, siendo la misma aplicación de G , esta

propiedad es heredada, por lo tanto, un subgrupo de un grupo dado (G ,∗), es un subconunto

S ⊆G , que junto con la operación ∗, cumple las siguientes propiedades:

• Para cada x ∈S existe x−1 ∈S tal que x ∗x−1 = e .

• Para todo x ,y ∈S tenemos que x ∗ y ∈S.

DEFINICIÓN 1.6. Un grupo abeliano es un grupo (G ,∗), que para todo x , y ∈G , se tiene:

x ∗ y = y ∗x .

Nota: Cuando un grupo es abeliano, su operación binaria se llama suma, se denota por el sím-

bolo + en vez del ∗ acostumbrado y el símbolo 0 indica el elemento neutro. •

A pesar de las muchas propiedades que puede cumplir un grupo, y lo interesante de su

estructura, siempre hemos visto dos operaciones, la suma y la multiplicación usual, así intro-

ducimos una nueva estructura, con dos operaciones, sobre un conjunto.

DEFINICIÓN 1.7. Un anillo consta de 3 datos:

• Un conjunto R .

• Una aplicación binaria+ : R ×R→R .

• Una aplicación binaria ∗ : R ×R→R .

Que cumplen, para todo x , y ,z ∈R , las siguientes condiciones:
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• (R ,+) es un grupo abeliano.

• x ∗ (y ∗ z ) = (x ∗ y ) ∗ z .

• x ∗ (y + z ) = (x ∗ y )+ (x ∗ z ) y (y + z ) ∗x = (y ∗x )+ (z ∗x ).

Nota: Al igual que con los grupos, se suele denotar al anillo simplemente por el símbolo R de

su conjunto, pero si se quiere ser explícito, se puede denotar por (R ,+,∗), para dar referencia de

sus operaciones. •

DEFINICIÓN 1.8. Un subanillo de un anillo R , es un subconjunto S ⊆R , tal que junto con las

mismas aplicaciones binarias heredadas de R , es un anillo.

Nota: De ser S un subanillo de R, lo denotaremos por S ≺R . •

OBSERVACIÓN 1.9. De manera análoga a los grupos, para que un subconjunto de un anillo sea

un subanillo, no hace falta ver si la operación cumple todas las propiedades, dado que siendo la

misma aplicación de R , estas propiedades son heredadas, por lo tanto un subanillo de un anillo

dado (R ,+,∗), es un subconunto S ⊆ R , que junto con la operación ∗, cumple las siguientes

propiedades:

• (S,+) es un subgrupo de (R ,+).

• Para todo x ,y ∈S tenemos que x ∗ y ∈S.

Y consecuentemente tenemos la definición explícita de agregar la propiedad “abeliana” a

los anillos.

DEFINICIÓN 1.10. Un anillo conmutativo es un anillo, que para todo x ,y ∈R , se tiene:

x ∗ y = y ∗x .

•

Aún nos falta un elemento muy importante, que no aparece reflejado en la definición de

anillo, el elemento neutro para la operación ∗, agregaremos la siguiente definición, para los

anillos como Z, que posean este elemento neutro.

DEFINICIÓN 1.11. Sea R un anillo, diremos que R es un anillo con unidad, si existe un el-

emento 1 ∈ R (que para simplificar denotaremos siempre como 1), tal que, para todo a ∈ R ,

tenemos que a ∗1= 1 ∗a = a . •
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En este momento, hemos llegado a una estructura que cumple con las espectativas de Z,

es decir, las operaciones de los anillos abelianos con unidad, cumplen con las características

algebraicas de Z. Hay que aclarar, no estamos diciendo que un anillo abeliano posea todas

las propiedades de Z, solamente que las propiedades que cumple la suma y el producto usual

para cualquier par de elementos, son las mismas que cumple las operaciones de algun anillo

abeliano, para todo par de sus elementos. Sin embargo, no hemos llegado al punto de com-

pletar las propiedades deℜ, así continuemos presentando ciertas definiciones, de propiedades

para las operaciones, que cumplaℜ y no Z.

DEFINICIÓN 1.12. Sea R un anillo con unidad, diremos que a ∈R es invertible a izquierda (a

derecha) si existe b ∈R , tal que a ∗b = 1 (b ∗a = 1). •

DEFINICIÓN 1.13. Sea R un anillo, decimos que un elemento no nulo a ∈ R es un divisor de

cero a izquierda (a derecha), si existe un elemento no nulo b ∈R , tal que, a ∗b = 0 (b ∗a = 0). •

DEFINICIÓN 1.14. Sea R un anillo, diremos que R es de caracteristica p > 0 si existe a ∈R tal

que
∑p

n=0 a = 0. •

DEFINICIÓN 1.15. Sea R un anillo con unidad diremos que:

• R es un dominio de integridad, si no tiene divisores de cero.

• R es de dominio de division si tiene unidad y todo elemento es invertible.

• R es un cuerpo si es dominio de division y abeliano. •

EJEMPLO 1.16.

(1) Z es un dominio de integridad y no de división.

(2) Las matrices n ×n , en ℜ, invertibles, con la multiplicación usual, son un dominio de

división y no un cuerpo.

(3) ℜ es un ejemplo de cuerpo.

A continuación, presentaremos otras propiedades de importancia algebraica, que puede

cumplir algun subanillo de un anillo mayor, con respecto a los elementos del anillo mayor.

DEFINICIÓN 1.17. Sea R un anillo e I ≺ R , diremos que I es un ideal a izquierda (a derecha)

de R , si para todo a ∈R y i ∈ I , tenemos que, a ∗ i ∈ I (i ∗a ∈R).
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Nota: De no especificar si un ideal es a izquierda o a derecha se tomara como si fuese a ambos

lados. •

DEFINICIÓN 1.18. Sea R un anillo e I un ideal de R , diremos que I es un ideal maximal, si

para cualquier otro ideal J , tal que I ⊆ J , tenemos que I = J ó J =R . •

EJEMPLO 1.19.

(1) Los múltiplos de cualquier número z ∈Z en los enteros es un ejemplo de ideal. Si z no

es primo, es fácil notar que estará contenido en los múltiplos de su descompocición

prima.

(2) Los múltiplos de algun primo p ∈Z en los enteros, es un ejemplo de ideal maximal.

Para finalizar la revisión de las estructuras algebraicas, presentamos la noción de acción

sobre un conjunto.

DEFINICIÓN 1.20. Sea G un grupo y X un conjunto, una acción a izquierda (a derecha) de G

sobre X es una función θ : G ×X →X (θ : X ×G →X ) tal que:

(1) θ (e ,x ) = x (θ (x , e ) = x ).

(2) θ (g 1 ∗ g 2,x ) = θ (g 1,θ (g 2,x )) (θ (x , g 1 ∗ g 2) = θ (θ (x , g 1), g 2)). •

EJEMPLO 1.21. Las rotaciones de un objeto en un plano, es una acción del grupo de rota-

ciones sobe el objeto como conjunto.

DEFINICIÓN 1.22. Sea G un grupo actuando sobre un conjunto X, para cada x ∈X definimos

la órbita de x como:

O(x ) = {θ (g ,x )/g ∈G }.

Y el estabilizador de x como:

G (x ) = {g ∈G /θ (g ,x ) = x }.

•

Ahora volviendo con la idea de generalizar las estructuras estructuras conocidas, definimos

una, que depende de otra, esta es equivalente a la que poseeℜn , con respecto aℜ.
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DEFINICIÓN 1.23. 1 Sea R un anillo, un R-módulo a izquierda (a derecha) es un grupo abeliano

M , junto con una acción a izquierda ◦ : R ×M →M (◦ : M ×R→M ), tal que para todo a ,b ∈M

y r, s ∈R , tenemos que:

• r ◦ (a +b ) = r ◦a + r ◦b ((a +b ) ◦ r = a ◦ r +b ◦ r ),

• (r + s ) ◦a = r ◦a + s ◦a (a ◦ (r + s ) = a ◦ r +a ◦ s ),

• (r ∗ s ) ◦a = r ◦ (s ◦a ) (a ◦ (r ∗ s ) = (a ◦ r ) ◦ s ),

• si R tiene unidad 1 1 ◦a = a (a ◦1= a ). •

DEFINICIÓN 1.24. Sea F un cuerpo, una F -álgebra es un espacio vectorial A sobre F , que

junto con una operación bilineal · : A×A→ A, es un anillo. •

EJEMPLO 1.25. Sea F un cuerpo, y M un conjunto no vacio, la colección de todas las fun-

ciones de M a F es una F -álgebra con las operaciones canónicas heredadas de F .

2. Álgebra tensorial

Sean R un cuerpo, V y W dos R-espacios vectoriales, dado el siguiente subgrupo, G ≺V×W ,

generado por todos los elementos de la forma:

(v1,w1+w2)− (v1,w1)− (v1, w2),

(v1+v2,w1)− (v1,w1)− (v2,w1),

(v1,αw1)−α(v1,w1),

(αv1, w1)−α(v1,w1),

para todo v1, v2 ∈V , w1, w2 ∈W y α∈R .

El producto tensorial de V con W , está el dado por el siguiente cociente:

V ⊗W :=
V ×W

G

LEMA 1.26. Sea R un cuerpo, para todo U , V y W tres R-espacios vectoriales, se tiene que:

U ⊗ (V ⊗W )' (U ⊗V )⊗W

Demostración:

La de mostración se puede encontrar en el capítulo VI sección siete del libro [1]. 7

1Cuando R es un cuerpo cualquier R-módulo es lo que conocemos como R espacio vectorial
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DEFINICIÓN 1.27. Sea R un cuerpo y V un R-espacio vectorial de dimensión n , el espacio

tensorial de orden k en V se denota por V ⊗k ó ⊗k V , y se define como el producto tensorial con

sigo mismo k veces:

V ⊗k :=V ⊗ (...(V ⊗V )..).

•

TEOREMA 1.28. Sea V un R-espacio vectorial de dimensión n con un producto interno, en-

tonces d i m (V ⊗k ) = n k .

Demostración:

Consideremos una base ortonormal de V , {e1, ..., en}. Denotando a e i 1 ⊗ ...⊗ e i k como la clase

de (e i 1 , ..., e i k ) para 1≤ i j ≤ n . Dado v1⊗ ...⊗ vk ∈ V ⊗k que representa la clase de (v1, ..., vk ) ∈ V k

podemos notar que

v1⊗ ...⊗vk =
∑

i

�
Πk

j=1 < v j , e i k >
�

e i 1 ⊗ ...⊗ e i k .

Y por otro lado, dado que los e i j son todos ortonormales, tomando un elemento e i 1 ⊗ ...⊗ e i k ,

resulta imposible escribirlo como combinación de los otros, así el conjunto:

{e i 1 ⊗ ...⊗ e i k }

es una base, que esta constituida por la combinación de los n elementos de la base de V en k

casillas disponibles. 7

OBSERVACIÓN 1.29. Denotraremos la base de V ⊗k como {e i 1⊗ ...⊗ e i k }i≤n k .

TEOREMA 1.30. Sea V un R-espacio vectorial de dimensión n con un producto interno, en-

tonces (V ⊗k )∗ ' (V ∗)⊗k

Demostración:

Consideremos una base ortonormal de V , {e1, ..., en} y la base dual {T1, ..., Tn}. Se puede notar

que la siguiente función L : (V ∗)⊗k → (V ⊗k )∗ definida por:

L(Ti 1 ⊗ ...⊗Ti k ) = Fi 1...,i k

siendo Fi 1,...,i k (e i 1⊗ ...⊗ e i k ) =δi j . Es un isomorfismo entre espacios vectoriales. 7
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Una función k-lineal dada ω : V k → R , no necesariamente es un elemento de (V k )∗, de

hecho, tomando la base canónica de V k , {(e1,0, ..,0); ...; (0, ..., 0, en )}, se puede ver que para todo

elemento de la base, (0, ...,0, e i , 0, ..., 0), se tiene:

ω(0, ..., 0, e i , 0, ..., 0) = 0,

Lo que implica, que de ser lineal,ω es cero. Asi tenemos el siguiente:

TEOREMA 1.31. Sea V un R-espacio vectorial de dimensión n con un producto interno, en-

tonces el espacio de todas las funciones k-lineales de V , V k l ∗, es isomorfo al espacio tensorial de

orden k de V ∗.

Demostración:

Se puede notar que la siguiente función L : (V ∗)⊗k →V k l ∗ definida por:

L(Ti 1 ⊗ ...⊗Ti k ) = Fi 1...,i k

siendo Fi 1,...,i k (e i 1, ..., e i k ) =δi j . Es un isomorfismo entre espacios vectoriales. 7

De la misma manera, que el producto cartesiano, tenemos

DEFINICIÓN 1.32. Sea R un cuerpo y V un R-espacio vectorial, x ∈⊗k V y y ∈⊗l V tal que:

x :=
∑

x j e1j ⊗ ...⊗ ek j

y :=
∑

yi e1i ⊗ ...⊗ ek i

se define el producto tensorial de x con y como:

x ⊗ y :=
∑∑

x j y j e1j ⊗ ...⊗ ek j ⊗ e1i ⊗ ...⊗ ek i

con lo que x ⊗ y ∈⊗k+l V •

OBSERVACIÓN 1.33. Dado que ⊗1V = V , es análogo construir los k espacios tensoriales, uti-

lizando el producto tensorial, como:

⊗2V =V ⊗V

⊗3V =⊗2V ⊗V

...

⊗k V =⊗k−1V ⊗V
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DEFINICIÓN 1.34. Sea R un cuerpo y V un R-espacio vectorial, definimos el algebra tensorial

de V como:

⊗∗V :=
⊕

k∈N
(⊗k V )

Donde el producto es el producto tensorial. •

3. Álgebra exterior

Análogo al espacio tensorial, dado un espacio vectrial V , tomaremos ahora el subgrupo an-

tisimétrico de orden k, Gk ≺V ⊗k , generado por todos los elementos de la forma:

v1⊗ ...⊗vk + s i g (σ)vσ(1)⊗ ...⊗vσ(k )

para v1, ..., vk ∈ V y σ ∈ Sk . Siendo Sk el grupo de todas las permutaciones en k elementos y

s i g (σ) el signo de la permutaciónσ.

DEFINICIÓN 1.35. Sea R un cuerpo y V un R-espacio vectorial, el espacio exterior de orden

k en V se denota por V ∧k ó ∧k V , y se define como:

V ∧k :=V ⊗k/Gk .

donde Gk es el subgrupo antisimétrico de orden k. •

TEOREMA 1.36. Sea V un R-espacio vectorial de dimensión n con un producto interno, en-

tonces d i m (V ∧k ) = (nk )

Demostración:

Consideremos una base ortonormal de V , {e1, ..., en}. Haciendo el procedimiento análogo a la

demostración del teorema 1.28, tenemos que los elementos {e i 1 ∧ ...∧ e i k }, que representan a

la clase de equivalencia de la base {e i 1⊗ ...⊗ e i k }, generan al espacio exterior. Sin embargo, la

condición de antisimetría, hace a las permutaciones y repeticiones linealmente dependientes.

De esta manera, tenemos que el número de elementos de la base corresponde a la combinación

de las n bases de V , en k espacios, sin repeticiones ni permutaciones. 7

OBSERVACIÓN 1.37. Denotraremos la base de V ⊗k como {e i 1 ∧ ...∧ e i k }i≤(nk )

TEOREMA 1.38. Sea V un R-espacio vectorial de dimensión n con un producto interno, en-

tonces (V ∧k )∗ ' (V ∗)∧k
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Demostración:

Consideremos una base ortonormal de V , {e1, ..., en} y la base dual {T1, ..., Tn} Se puede notar

que la siguiente función L : (V ∗)∧k → (V ∧k )∗ definida por:

L(Ti 1 ∧ ...∧Ti k ) = Fi 1,...,i k

siendo Fi 1,...,i k (e i 1 ∧ ...∧ e i k ) =δi j . Es un isomorfismo entre espacios vectoriales. 7

Análogo al caso del álgebra tensorial tenemos el siguiente:

TEOREMA 1.39. Sea V un R-espacio vectorial de dimensión n con un producto interno, en-

tonces el espacio de todas las funciones k-lineales y antisimétricas de V , V k a s∗, es isomorfo al

espacio exterior de orden k de V ∗.

Demostración:

Se puede notar que la siguiente función L : (V ∗)∧k →V k a s∗ definida por:

L(Ti 1 ∧ ...∧Ti k ) = Fi 1...,i k

siendo:

Fi 1,...,i k (e j 1, ..., e j k ) =





s i g (σ) s i ∃ σ ∈Sk : (e i 1, ..., e i k ) = (eσ(j 1), ..., eσ(j k )),

0 ot ro c a so.

Es un isomorfismo entre espacios vectoriales. 7

De la misma manera que el producto tensorial tenemos

DEFINICIÓN 1.40. Sea R un cuerpo y V un R-espacio vectorial, x ∈ ∧k V y y ∈ ∧l V se define

el producto exterior de x con y como:

x ∧ y := x ⊗ y − y ⊗x

con lo que x ⊗ y ∈⊗k+l V •

OBSERVACIÓN 1.41.

(1) Dado un espacio vectorial V de dimensión n , tenemos que V ⊗k = 0 para todo k > n ,

pues su dimensión es cero y por que no hay forma de no repitir elementos linealmente

dependientes.
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(2) Dado que ∧1V = V , tambien se pueden construir los k espacios exteriores, usando el

producto exterior, como:

∧2V = V ∧V

∧3V = ∧2V ∧V

...

∧n V = ∧n−1V ∧V

∧n+1V = 0

...

(3) Si realizamos inducción, el producto exterior en términos de la base, se puede ver para

x :=
∑

x j e1j ∧ ...∧ ek j ,

y :=
∑

yi e1i ∧ ...∧ ek i ,

como:

x ∧ y :=
∑∑

x j y j e1j ∧ ...∧ ek j ∧ e1i ∧ ...∧ ek i .

DEFINICIÓN 1.42. Sea R un cuerpo y V un R-espacio vectorial, definimos el algebra exterior

de V como:

∧∗V :=
n⊕

k=1

(∧k V )

Donde el producto es el producto exterior. •



Capítulo 2

Preliminares de geometría diferencial

En este capítulo revisaremos los conceptos básicos preliminares de geometría diferencial

necesarios para entender la estructura geométrica en los métodos de resolución de ecuaciones

diferenciales presentados en este trabajo.

Éste capítulo está dividido en dos partes. La primera parte se introducirán definiciones co-

mo n-variedad, fibrados, campos vectoriales, uno formas y tensores, enfocándonos principal-

mente en los campos y sus operaciones. Se introducirá la definicion de derivada de Lie y su

aplicación inmediata a ecuaciones diferenciales. En la segunda parte, se repasará los concep-

tos de uno-forma, se introducirá el concepto de formas diferenciales y el teorema de Frobenius.

Las referencias que seguiremos en este capítulo son [2], [8], [9],[10], [12], [5], [13] y [15].

Parte I: Variedades y campos

Dada una superficie cualquiera, por ejemplo una lámina de hierro, y alguna función de ésta

a ℜ, como la que indica la carga eléctrica de cada punto sobre la lámina. Si se desea estudiar

el comportamiento de esta función, es decir: ¿cuáles son sus puntos críticos?, ¿cómo varía con

respecto al tiempo?, entre otras cosas, necesitaríamos un concepto de derivada sobre la super-

ficie. En esta primera parte del capítulo que se presentan los conceptos que dotan a un espacio

topológico de una noción de derivada.

1. Conceptos básicos

Siguiendo la idea anterior, para dotar a una superficie de un concepto de diferenciabilidad

nesesitamos las siguientes definiciones.

DEFINICIÓN 2.1. Sea M un espacio topológico y p ∈M . Una carta local de p es un homeo-

morfismo ϕ de un entorno de p ∈U ⊆M a un subconjunto abierto de un espacio euclídeo. Se

denotará a ϕ como un par (U ,ϕ), para indicar su dominio. •

14
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FIGURA 2.1. Carta local

OBSERVACIÓN 2.2. En la definición anterior si el espacio euclídeo es de dimensión n dire-

mos que p es de dimension n . En la figura 2.1, se muestra una carta local para el punto p , de

dimensión dos, de una lámina.

DEFINICIÓN 2.3. Sea M un espacio topológico, diremos que M es localmente euclídeo si

para todo punto en M existe una carta local. •

DEFINICIÓN 2.4. Un atlas C k en un espacio topológico M es una familia de cartas A= {(Ui ,ϕi )/i ∈
I } tal que:

(1) M =
⋃

i∈I Ui

(2) Para todo par de cartas (Ui ,ϕi ) y (Uj ,ϕj ) tal que Ui ∩Uj 6=φ se tiene que ϕi ◦ϕ−1
j es un

difeomorfismo de grado k .

•

DEFINICIÓN 2.5. Sea M un espacio topológico, se dice que un atlas sobre M es maximal si

es el único atlas sobre la variedad que contenga todas sus cartas, es decir, cada carta de M que

satisfaga la condicion 2 de la definición 2.4 pertenece al atlas. •

DEFINICIÓN 2.6. Sea M espacio topológico de Hausdorff segundo numerable y localmente

euclídeo, diremos que M junto con un atlas C∞ maximal sobre M es una n-variedad diferen-

ciable si todo punto de M es de dimensión n •

TEOREMA 2.7. Sea M espacio topológico de Hausdorff segundo numerable y localmente eu-

clideo si existe un atlas C∞ sobre M entonces existe un atlas C∞ sobre M maximal.

Demostración:

La demostración de este teorema se puede encontrar en el primer capítulo de [15] 7
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EJEMPLO 2.8.

(1) Sobre las matrices n ×m , la función biyectiva canónica a ℜn×m , dota a las matrices

con una topología y a su vez es un atlas diferenciable, que define un atlas maximal, las

matrices junto con este atlas es una n ×m−variedad.

FIGURA 2.2. Variedad

(2) Sea C el cilindro S1× (0, l ), siendo S1 la circunferencia de radio 1, se definen las cartas:

ϕ1 : C − l 1 → (0, l )× (0, 2π) y ϕ1 : C − l 2 → (0, l )× (0,2π) siendo l 1 y l 2 dos rectas del

cilindro dadas por l j = t he t a j x (0, l ) para j ∈ {1, 2}, tal como se muestra en la figura

2.2, tal que para p ∈ C , tenemos que ϕ1(p ) = (l p ,θ1p ) siendo l p la distancia desde el

fondo del cilindro hasta el punto p y θ1p = d (l 1, p ) ó la mínima distancia de p a l 1 y

ϕ1(p ) = (l p ,θ2p ) donde θ2p es lo análogo con respecto a θ1p , el cilindro con la topología

usual y estas dos cartas, es una 2-variedad.

Recordando el problema planteado, para derivar en cierto espacio topológico que cumpla

con las condiciones de variedad, debemos dotar a éste, de un atlas C∞ maximal.

DEFINICIÓN 2.9. Sean M y N una m-variedad y una n-variedad respectivamente, y f : M →N

una función entre variedades, diremos que f es diferenciable en un punto p ∈M si para todo

par de cartas, (Ui ,ϕi ) en M y (Oj ,µj ) en N, la función µj ◦ f ◦ϕ−1
i :ℜm →ℜn es diferenciable. •

Sin embargo, a pesar de la definición anterior, al igual que en ℜn , se quiere una noción

aún más precisa de derivada, es decir cómo varía la función en alguna dirección. Siendo asi se

define:

DEFINICIÓN 2.10. Una curva diferenciable sobre una n-variedad M es una función contínua

y diferenciable cuyo dominio es un subconjunto deℜ e imagen en un subconjunto de M . •
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De esta forma, se puede componer curva con función, tal como se ilustra en la figura 2.3,

obteniendo otra función de ℜ a ℜ, derivable en el sentido usual. Es decir, si g : ℜ → M una

curva, f : M →ℜ una función y (U ,ϕ) una carta en g (t ), se tiene que

d ( f (g (t )))
d t

=
d ( f (ϕ−1(ϕ(g (t )))))

d t
=

®�
∂ ( f (ϕ−1))
∂ x i

(g (t ))
�

i≤n

,
dϕ(g (t ))

d t

¸
,

donde<,> representa el producto interno usual enℜn .

Tomando una función en general, se evidencia que el operador derivada a través de la curva g

es:
d

d t
(g (t )) =

�
(
∂

∂ x i
)i≤n ,

dϕ(g (t ))
d t

�
=

n∑

i=1

ϕ(g (t ))i
d t

· ∂
∂ x i

.

Como ϕ(g (t ))i
d t

, puede tomar cualquier valor en ℜ, se puede ver a esta derivada como un vector

del espacio vectorial enℜ libremente generado por la base { ∂
∂ x i
}i≤n .

Así, ya teniendo la curva, definimos la “direccion de la curva” como un vector.

FIGURA 2.3. Vector

DEFINICIÓN 2.11. Sea M una n-variedad, p ∈ M , y (Ui ,ϕi ) una carta de p . Si se consider-

an todas las curvas que pasan por p y coinciden en Ui , un vector tangente en p es el vector

tangente a éstas curvas enℜn imagen por ϕi . •

DEFINICIÓN 2.12. Sea M una n-variedad y p ∈Ui . El espacio tangente al punto p se define

como el conjunto de todos los vectores tangentes a p y se designa como Tp . •

TEOREMA 2.13. Dada una n-variedad M , para cualquier punto p ∈M , tenemos que su espa-

cio tangente es isomorfo aℜn , Tp 'ℜn .

Demostración:

Por el Teorema de existencia y unicidad de EDO, para toda combinación de la forma
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∑n
i=1αi · ∂∂ x i

, se puede encontrar una curva tal que ϕ(g (t ))i
d t

=αi . Por lo tanto hay un isomorfismo

ente Tp yℜn , entonces Tp con la suma y producto por escalar usual enℜn es un espacio vecto-

rial. 7

Nota: se denotará a la base de este espacio por { ∂
∂ x i
= ∂x i }i≤n en vez de la base canónica deℜn .

En la figura 2.4 se muestra el plano tangente a un punto p sobre una lámina.

FIGURA 2.4. Espacio tantente

DEFINICIÓN 2.14. Sea M una variedad y p un elemento en M , al dual del espacio tangente,

es decir a las transformaciones lineales de Tp aℜ se denota por T ∗p . •

EJEMPLO 2.15. Considere alguna función f de un entorno U de p a R , y un vector v ∈ Tp la

derivada de f en la dirección de v es un real, asi f genera canónicamente una funcion de U a

ℜ que facilmente se puede ver que cumple con las condiciones de operador lineal, así f genera

un elemento de T ∗p que se denotará por d f y se le llama gradiente de f en p .

OBSERVACIÓN 2.16. La base canónica de T ∗p , se denotará como {d x i }i≤n y corresponde con

la base dual de Tp es decir d x i (∂x j ) = δi j . Note que d x i coincide con el elemento generado por

la funciones proyección a x i .

Las definiciones anteriores se aplican a cada punto de la variedad, mas no sobre toda es-

ta, así se tienen las siguientes definiciones para englobar, sobre toda la variedad, al espacio

tangente y cotangente de cada punto. Empezaremos definiendo una estructura abstracta, para

luego definir la extensión de los espacios tangente y cotangente a toda la variedad.

DEFINICIÓN 2.17. Un fibrado sobre una variedad M consiste en lo siguiente:

(1) Una variedad F
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(2) Un conjunto de espacios vectoriales Fp : p ∈M

(3) Una función Π : F →M

Tal que se satisfaga lo siguiente:

(1) Para cada p ∈M se tiene que Fp 'Π−1(p ) es decir son homeomorfos e isomorfos como

espacios vectoriales.

(2) Si U ⊆ M un entorno de p ∈ M entonces F es localmente trivial, es decir Π−1(U ) es

homeomorfo a Fp ×U . •

Ahora presentaremos, finalmente, la extensión del espacio tangente a un punto, para toda

la variedad, como un ejemplo de fibrado.

DEFINICIÓN 2.18.

(1) Si de esta manera se toma a Fp = Tp a F =
⊔

p∈M Tp (ver definición 2.11) y por último a

Π definido de manera canónica, se obtiene lo que se llama el fibrado tangente.

(2) Si de esta manera se plantea a Fp = T ∗p a F =
⊔

p∈M T ∗p y por ultimo a Π definido de

manera canónica, se obtiene lo que se define el fibrado tangente dual. •

FIGURA 2.5. Fibrado

En la figura 2.5 se ilustra los componentes de un fibrado, las dos variedades, M y F , con sus

respectivas cartas, la proyección Π y el espacio Fp asociado a un p ∈M .

Regresemos a nuestro ejemplo de la lámina de hierro, tomando a cada punto con una carga

eléctrica, al someter la lamina a un campo eléctrico, genera un “movimiento” de cargas sobre

la lámina, generando diferentes caminos o curvas para cada punto, y derivando estos caminos

tenemos además vectores tangentes para cada punto, como se muestra en la figura 2.6.
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FIGURA 2.6. Campo vectorial

DEFINICIÓN 2.19. Sea M una variedad, un campo vectorial en M es una función que le

asigna a cada punto p ∈M un elemento en su correspondiente Tp .

Nota: Se denota el conjunto de todos los campos vectoriales porX (M ) •

OBSERVACIÓN 2.20.

(1) Un campo vectorial se puede ver como una sección del fibrado tangente.

(2) Por la misma razón de que para cada punto p en una variedad M , Tp es un espacio

vectorial enℜ, se puede concluir queX (M ) es un C∞(M ,ℜ)-módulo.

EJEMPLO 2.21.

(1) El interior de un edificio rectangular se puede ver como una 3-variedad, haciendo un

isomorfismo con un paralelepipedo abierto enℜ3, sobre este, la gravedad es un campo

vectorial, a cada punto del edificio le define el vector (0, 0, g ) = g ∂z donde g = 9,8 es la

gravedad.

(2) La atmósfera se puede ver como una 3-variedad, el viento es un campo vectorial, que

a cada punto le asigna la dirección del viento.

(3) El espacio entre las laminas de un capacitor es una 3-variedad, el campo electrico es un

campo vectorial, que le asigna a cada punto la dirección de la diferencia del potencial.

DEFINICIÓN 2.22. Sea M una variedad, una uno-forma en M es una función que le asigna a

cada punto p ∈M un elemento en su T ∗p . •
Nota: Se denotará al conjunto de todas las uno-formas sobre M porA (M ).

OBSERVACIÓN 2.23.

(1) Toda uno-forma aplicada a un campo vectorial genera una función f : M →R .

(2) Se puede notar queA (M ) con la suma usual y el producto por escalar usual forman

un espacio vectorial que coincide con el dual deX (M ).
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EJEMPLO 2.24. Toda función f : M →R genera una uno-forma a la cual se designará por d f .

A esta función se le llama gradiente de f .

OBSERVACIÓN 2.25. Una uno-forma se puede ver como una sección sobre el fibrado tangente

dual.

Si sobre una misma variedad, existen dos atlas diferentes, que definen la misma estruc-

tura diferenciable sobre la variedad, se tiene que las cartas de un atlas con respecto al otro son

diferenciables. Esto implica que existe un difeomorfismo entre ambos sistemas, es decir entre

la variedad con un atlas y la variedad con el otro. Si se presentan funciones, curvas y campos

vectoriales para una variedad y se cambia el atlas de la variedad, todas cambiarán. Para saber

como cambian estas funciones, se presentan las siguientes definiciones.

DEFINICIÓN 2.26. Sean M y N dos variedades difeomorfas a través de ϕ se definen el push-

forward de:

• Una función f : M →ℜ como:

ϕ∗ f = f (ϕ−1).

• Una curva g :ℜ→M como:

ϕ∗g =ϕ(g (t )).

•

DEFINICIÓN 2.27. Sean M y N dos variedades difeomorfas a través de ϕ se definen el pull-

back de:

• Una función f : M →ℜ como:

ϕ∗ f = f (ϕ).

• Una curva g :ℜ→N como:

ϕ∗g =ϕ−1(g (t )).

•
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Con respecto a cómo varía un campo con el difeomorfismo, se necesita observar el efecto

del campo en la variedad, así si con los vectores se procede ahora del modo inverso, es decir

teniendo un campo vectorial se quiere su curva.

DEFINICIÓN 2.28. Sea M una n-variedad y X ∈X (M ). Una curva integral de X en p ∈M es

una curva g en p tal que:

d
d t
(g (t )) =X (g (t ))

•

Si ahora se quiere extender esta curva integral, a un subconjunto abierto U0 de la variedad

se tiene.

DEFINICIÓN 2.29. Sea , M una n-Variedad y X ∈X (M ). Un flujo de X en p ∈M es un triplete

(U0, a , F ) donde:

• p ∈U0 ∈M es abierto, y a ∈ℜ con a > 0 o a =∞.

• F : Uo × (−a , a )→M es de clase C k

• para cada u ∈U0 cu : Ia →M definida como cu = F (u , t ) es una curva integral de X en

el punto u .

• si Ft : U0→M definida como Ft (u ) = F (u , t ) entonces para cada t ∈ Ia Ft (U0) es abierto

y Ft es un difeomorfismo C∞. •

OBSERVACIÓN 2.30. Un flujo completo es un flujo que cubre a toda la variedad es decir donde

U0 =M .

De esta manera, se tiene que el flujo cambia la variedad, por tanto teniendo X ∈ X (M ) y

Y ∈X (N ) con flujos F X
t y F Y

t respectivamente y ϕ : M →N un difeomorfismo entre variedades

tal que:

ϕ(F X
t ) = F Y

t .

Entonces por regla de la cadena tenemos que:

Y =
∂ F Y

t

∂ t
=
∂ ϕ(F X

t )
∂ t

= Jϕ · ∂ F X
t

∂ t
= Jϕ ·X ,

donde J representa el jacobiano.

OBSERVACIÓN 2.31. Como ϕ es un difeomorfismo se tiene que Jϕ es una matriz invertible.
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Así, se ha encontrado cómo cambian los campos al aplicar un difeomorfismo.

DEFINICIÓN 2.32. Sean M y N dos n-veriedades y ϕ : M → N un difeomorfismo entre var-

iedades, se define el push-forward de X ∈X (M ) a través de ϕ como

ϕ∗X = JϕX (ϕ−1).

Y el pull-back como

ϕ∗X = Jϕ−1X (ϕ).

•

El push forward da lugar al siguiente diagrama.

X (M ) ϕ∗−→ X (N )

F X ↓ ↓ F Y

M
−→
ϕ N

Analogamente se tiene la siguiente función. Para una función diferenciable entre variedades

ϕ : M →N se suele denotar como Tϕ : T M → T N 1 a la función, tal que para v ∈ TP se tiene:

Tϕ(v ) = J (ϕ)p ·v

Dando lugar al siguiente diagrama

T M
(Jϕ)−→ T N

Π ↓ ↓Π

M
−→
ϕ N

Por otro lado, como para una variedad M y campo X ∈ X (M ), el flujo de X en un t ∈ ℜ
fijo F X

t , es un difeomorfismo entre M y M que en cierta forma “arrastra” a todos los puntos

1Esta función se utiliza en el capítulo 5, por tanto no se recomienda pasarla por alto
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durante el tiempo t o volviendo a el ejemplo de la lámina, como si se dejara el campo eléctrico

t segundos actuando sobre la lámina, éste campo “arrastra” a los puntos. Así cualquier función,

curva u otro campo, estará siendo “arrastrado” hacia adelante en el tiempo por el push-forward

de F X
t o hacia atrás por el pull-back de F X

t .

DEFINICIÓN 2.33. Sea M una variedad, y X ∈X (M ) se define como función, curva o campo

arrastrado por X en un tiempo t como el push forward del flujo de X en t de una función, curva

o campo. •

OBSERVACIÓN 2.34. Facilmente se puede observar que una función, curva o campo arrastra-

do hacia atras, es decir con un tiempo negativo, a través del campo X coincide con el pull-back

de la función, curva o campo de X en el tiempo en positivo.

DEFINICIÓN 2.35. Sea M una variedad un tensor (mn ) en M , es una función n +m lineal que

asigna a n campos y m uno formas un valor real. •

EJEMPLO 2.36. El producto escalar enℜn extendido a Tp es un tensor (02).

OBSERVACIÓN 2.37.

(1) Se puede notar que el espacio de todos los tensores (mn ) sobre M , con la suma usual y

la multiplicación por escalar usual es un espacio vectorial.

(2) El espacio de todos los tensores (mn ) sobre una k-variedad M es isomorfo al espacio

tensorialX (M )⊗n ⊗A (M )⊗m .

(3) A través del isomorfismo con X (M )⊗n ⊗A (M )⊗m se puede definir un producto en el

espacio de todos los tensores (mn ) sobre una k-variedad M .

2. Derivadas de Lie

DEFINICIÓN 2.38. Sea M una variedad y X ∈ X (M ), se define la derivada de Lie de una

función f en un punto p ∈M a través de X como la derivada de f en la dirección de X , es decir:

LX f (p ) = d f (X )(p ) = J f ·X

donde J representa el Jacobiano •

OBSERVACIÓN 2.39. Como dijimos antes, d f (X ) =LX f es una función de M aℜ.
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TEOREMA 2.40. (Fórmula de la derivada de Lie para funciones):Sea M una variedad, X ∈
X (M ), Ft el flujo de X y una función f : M →ℜ. entonces

∂ Ft ∗ f

∂ t
= Ft ∗LX f .

Demostración:

Por la regla de la cadena tenemos que

∂ Ft ∗ f

∂ t
(p ) =

∂ f (Ft )
∂ t

(p )

= J ( f )(Ft (p )) ·
∂ Ft

∂ t
(p )

= J ( f )(Ft (p )) ·X (Ft (p ))

= d f (X )(Ft (p ))

= LX f (Ft (p ))

= (Ft ∗LX f )(p )

7

PROPOSICIÓN 2.41. Sea M una variedad, X ∈ X (M ) y Ft el flujo de X. Consideremos la sigu-

iente EDO

(2.1)
∂ f

∂ t
=LX f

Con condición inicial f (t ,m ) = g (m ) para todo m ∈M . Tenemos que f = Ft ∗g es una solución

del problema 2.1.

Demostración:

Por regla de la cadena tenemos que

∂ f

∂ t
=
∂ Ft ∗g

∂ t
= (Ft ∗LX g ) =LX (Ft ∗g ) =LX f

7

Un campo vectorial no sólo “arrastra” a una curva si no también a un campo de esta forma

introduciremos la siguiente definición.
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DEFINICIÓN 2.42. Sea M una variedad, X , Y ,∈X (M ) se define la derivada de Lie del campo

Y a través del campo X como:

LX Y =
∂ F X∗

t Y

∂ t
|t=0.

•

Esta definición, puede resultar algo complicada, a fin de ilustrar una forma mas sencilla,

seguiremos el siguiente:

LEMA 2.43. Sea M una variedad, X ,Y ,∈X (M ), se tiene que:

∂ F X∗
t Y

∂ t
|t=0 = (J X )Y − (J Y )X .

Demostración:

∂ F X∗
t Y

∂ t
|t=0 =

∂

∂ t
|t=0(J F X

t ) ·Y (F X
−t )

=
∂ (J F X

t )
∂ t

·Y (F X
0 )+ (J F X

0 ) ·
∂ Y (F X

−t )

∂ t

= (J
∂ F X

t

∂ t
) ·Y +(J Y ) · (

∂ F X
−t

∂ t
)

= (J X )Y − (J Y )X .

7

Del lema 2.43, definimos la siguiente operación sobreX (M ) para alguna variedad dada M .

DEFINICIÓN 2.44. Sea M una variedad, el corchete de Lie para campos vectoriales es una

operación bilineal [, ] :X (M )×X (M )→X (M ) tal que para todo X , Y ,∈X (M )

[X , Y ] = (J X ) ·Y − (J Y ) ·X

•

OBSERVACIÓN 2.45.

(1) X (M ) junto con el corchete de Lie es un algebra de Lie (Ver capítulo 3).
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(2) Sea M una variedad, X ,Y ∈X (M ) y una función f : M →ℜ comoLX f es una función

de M aℜ, se tiene:

LY (LX f ) =LY (J f ·X ) = J (J f ·X ) ·Y = J (J f ) ·X ·Y + J f · J X ·Y

de esta forma el corchete de Lie [X ,Y ] se puede ver tambien como el campo que cumple

con lo siguiente:

L[X ,Y ]( f ) =LX (LY f )−LY (LX f )

(3) Con un cálculo análogo al lema 2.43 podemos ver que ∂ F X
t ∗Y
∂ t
|t=0 = [X ,Y ] =LX Y •

Para extender la derivada a toda la variedad tenemos

TEOREMA 2.46. (Formula de derivada de Lie para campos vectoriales): Sea M una variedad,

X ,Y ∈X (M ) y Ft el flujo de X. Entonces

∂ Ft ∗Y

∂ t
= Ft ∗LX Y

Demostración:

∂ Ft ∗Y

∂ t
=
∂

∂ s
|s=0Ft+s∗Y = Ft ∗

∂

∂ s
|s=0Fs∗Y = Ft ∗LX Y

7

De este teorema surge naturalmente el siguiente.

COROLARIO 2.47. : Sea M una variedad, X ,∈X (M ) y Ft el flujo de X. Entonces

Ft ∗X =X

Demostración:
∂ Ft ∗X

∂ t
= Ft ∗LX X = [X , X ] = 0

Por tanto Ft ∗X no varía con el tiempo, es decir

Ft ∗X = F0∗X =X

7

OBSERVACIÓN 2.48. De la misma manera se puede ver que F ∗t X =X .
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PROPOSICIÓN 2.49. Sea M una variedad, X ,∈ X (M ) y Ft el flujo de X. Consideremos la sigu-

iente EDP

(2.2)
∂ Y

∂ t
= [X ,Y ]

Con condición inicial Y (t , m ) =G (m ) para todo m ∈M , tenemos que Y = F ∗t G es una solución

del problema 2.2.

Demostración:

∂ Y
∂ t
= ∂ F ∗t G

∂ t
= F ∗t [X ,G ] = [F ∗t X , F ∗t G ] = [X , Y ].

7

EJEMPLO 2.50. Sea el siguiente problema de EDP

(2.3)





∂ u 1

∂ t
= (x + y ) ∂ u 1

∂ x
− (x + y ) ∂ u 1

∂ y
−u 1−u 2

∂ u 2

∂ t
= (x + y ) ∂ u 2

∂ x
− (x + y ) ∂ u 2

∂ y
+u 1+u 2

Con condición inicial: 



u 1(0,x , y ) = x

u 2(0,x , y ) = y 2

Si definimos los siguientes campos Ut (x ,y ) = (u 1(t ,x , y ),u 2(t ,x ,y )), G (x , y ) =U0(x ,y ) = (x , y 2)

y

X (x , y ) = (x + y ,−(x + y )) tenemos exactamente el mismo problema que en la propocición an-

terior y como X posee el siguiente flujo completo

F X
t (x ,y ) = ((x + y )t +x ,−(x + y )t + y )

la solución para el problema 2.3 es Y = F X
t ∗G es decir:





u 1(t ,x ,y ) = [(x + y )t +x ](1− t )− t [y − (x + y )t ]2

u 2(t ,x ,y ) = t [(x + y )t +x ]+ (t +1)[y − (x + y )t ]2

7
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Parte II: Formas diferenciales

Las formas diferenciales son muy importantes para la teoría de ecuaciones diferenciales, ya

que a partir de éstas se puede definir de una manera mucho mas elegante las ecuaciones.

Además, en geometría se puede generalizar el sentido de “volumen” para variedades uti-

lizando las formas diferenciales, con este volumen definimos una medida, y con la medida,

una integral.

3. Fibrado de formas diferenciales

Para una variedad M , recordemos las siguientes definiciones dadas en la sección 1 de la

parte I de éste capítulo de preliminares de geometria diferencial:

(1) Una uno-forma en M es una función que le asigna a cada punto p ∈M un elemento

en T ∗p •
(2) Un tensor (mn ) en M es una función n+m lineal que asigna a n campos y m uno formas

un valor real. •

Como dijimos antes, a través de las uno formas se define un sentido de volumen, siguiendo

este principio, daremos la definición de formas diferenciales.

Como sabemos, en ℜ2, un paralelogramo se puede definir usando dos vectores, por otro

lado con la suma y la multiplicación usual, tenemos que la función área α : ℜ2×ℜ2 →ℜ, que

para v, w ∈ ℜ2 se tiene a ‖α(v, w )‖ como el área del paralelogramo formado por los vectores

v, w , cumple con las siguientes propiedades:

(1) α es lineal en cada una de sus coordenadas.

(2) Para todo u ∈ℜ2, α(u ,u ) = 0.

Con estas dos condiciones, se puede demostrar, haciendo u = w + v en la segunda condi-

ción, que se cumple esta tercera condición:

α(v, w ) =−α(w , v ),

que es equivalente a la condición dos.
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Por otro lado, haciendo el procedimiento análogo enℜ3, para el volumen de un paralelepipedo

formado por 3 vectores, tenemos que la función α, que ahora representa un volúmen, debe

cumplir con las siguientes propiedades:

(1) α es lineal en cada una de sus coordenadas.

(2) Para todo x1,x2,x3 ∈ℜ3 yσ una permutación de tres elementos se tiene:

α(x1,x2,x3) = (−1)s i g (σ)α(xσ(1),xσ(2),xσ(3)).

Sucesivamente, podemos generalizar estas propiedades, de la función “volumen” α, a un

espacio n-dimensional, como:

(1) α es lineal en cada una de sus coordenadas.

(2) Debe ser antisimétrico, es decir, para todo x1, ...,xn ∈ ℜn y σ una permutacion de n

elementos se tiene:

α(x1, ...,xn ) = (−1)s i g (σ)α(xσ(1), ...,xσ(n )).

De estas propiedades surge la siguiente definición.

DEFINICIÓN 2.51. Sea M una n-variedad, una k-forma diferencial en M es un tensor (0k )

antisimétrico. •

OBSERVACIÓN 2.52.

(1) Sea M una n-variedad, dado un tensor del tipo (02)ω, se puede construir una 2-forma α

sobre M , de la siguiente manera. Para X1, X2 ∈X (M ) definimos a:

αp (X1,X2) =
1

2
[ωp (X1,X2)−ωp (X2,X1)],

y sucesivamente para un tensor (0k )φ, se puede definir una k-forma en M α, con X1, ..., Xk ∈
X (M ) como:

αp (X1, ..., Xk ) =
1

k !
[
∑

σ∈Sn

φp (Xσ1, ..., Xσk )].

(2) Los tensores (0k ) sobre M se pueden ver como elementos en (X (M )⊗k )∗ =A (M )⊗k y por

tanto las k-formas diferenciales se pueden ver como elementos enA (M )∧k .

Dada una n-variedad M , las k-formas serían las funciones k-lineales y antisimétricas de

X (M )k aℜ, y comoX (M )∗ =A (M ) tenemos que el espacio de las k-formas sobre M , coincide

con (X (M )∧k )∗ = A (M )∧k (ver álgebra exterior), así que tomando la base canónica de X (M )
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denotada por {∂x1 , ...,∂xn }, la base canónica deA (M )∧k serían las k-formas {d x1j ∧ ...∧d xk j }j≤(nk )

que cumplen con:

d x1j ∧ ...∧d xk j (∂x1i , ...,∂xk i ) =




(−1)s i g (σ) s i ∃σ ∈Sn/(x1i , ...,xk i ) = (xσ(1)j , ...,xσ(k )j )

0 ot ro c a so
.

de esta manera podemos escribir a cualquier k-formaω sobre M como:

ω(p ) =
∑
ω(p )1j ,...,k j d x1j ∧ ...∧d xk j ,

conω(p )1j ,...,k j : M →ℜ una funciones para todo j .

Veamos ahora que una k-forma esta bien definida para cualquier cambio de carta, sea M

una n-variedad, y para un punto p ∈M tengo dos sistemas de coordenadas {x1, ...,xn} y {y1, ..., yn}
con ϕ :ℜn →ℜn la función cambio de coordenadas de la primera a la segunda, asi para todo i :

d x i =
∑

j≤n

d x i

d y j
d y j ,

es decir dada una 1-formaω escrita en las coordenadas {x1, ...,xn} al cambiar sus coordenadas

es correspondiente a J (ϕ)−1 ·ω. Por otro lado para un vector v ∈ Tp escrito en las coordenadas

{x1, ...,xn} al cambiar sus coordenadas es correspondiente a J (ϕ) ·v por lo que:

J (ϕ)−1 ·ω(J (ϕ) ·v ) = J (ϕ)−1 · J (ϕ) ·ω(v ) =ω(v ),

con esto probamos que las 1-formas no dependen de la base, en general una k-forma se escribe

como el producto exterior de las 1-formas (ver capítulo 1 sección 3), asi que la demostración se

extiende para las k-formas de manera natural.

OBSERVACIÓN 2.53.

(1) Nótese que toda k-forma con k ≥ n es cero, pues dado que solamente hay n vectores

linealmente independientes una combinación mayor al numero de elementos que hay,

repetirá algún elemento de la base.

(2) Para cada punto p ∈M tenemos que las k-formas evaluadas en p forman unℜ-espacio

vectorial de dimension (nk ), y por la observación anterior, podemos formar hasta n ℜ-

espacios vectoriales en p correspondientes a los n espaciosA (M )∧k .
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Como acabamos de observar, para cada punto p ∈ M tenemos n espacios vectoriales de

k-formas diferenciales en p , llamados T ∧k∗
p y al espacio de las formas diferenciales en p se le

designará como T ∧∗p y esta definido por:

T ∧∗p :=
n⊕

k=1

T ∧k∗
p ,

y para toda la variedad

T ∧∗M :=
⊔

p∈M

T ∧∗p .

DEFINICIÓN 2.54. Sea M una n-variedad, sustituyendo en la definición 2.17 a Fp = T ∧∗p y

F = T ∧∗M tenemos lo que se llama el fibrado de formas diferenciales. •

DEFINICIÓN 2.55. Sea M una variedad, una sección suave del fibrado de las formas diferen-

ciales es una forma diferencial. •

OBSERVACIÓN 2.56.

(1) Al espacio de todas las k-formas diferenciales lo denotaremos porA k (M ) :=A (M )∧k .

(2) Al espacio de todas las formas diferenciales lo denotaremos porA ∗(M ).

(3) Note queA ∗(M ) :=
⊕n

k=1A k (M ).

4. Cálculo sobre formas diferenciales

4.1. Pull-back y Push-forward. Lo primero que nos interesa saber es la forma en que un

difeomorfismo “mueve” a las formas diferenciales entre los espacios difeomorfos, para esto

tomemos a M y N dos n-variedades con ϕ : M →N un difeomorfismo.

Seanω ∈A k (M ) y X1, ..., Xk ∈X (M ), entoncesω(X1, ..., Xk ) : M →ℜ es una función y en el

capítulo 2 vimos como actuaban los difeomorfismos sobre las funciones, por tanto:

ϕ∗(ω(X1, ..., Xk ))(p ) =ω(X1, ...,Xk )(ϕ−1(p )),

entonces lo mas natural es decir que:

(ϕ∗ω)(ϕ∗X1, ...,ϕ∗Xk )(p ) =ω(X1, ...,Xk )(ϕ−1(p )).

Con lo que se tiene la siguiente
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DEFINICIÓN 2.57. Sean M y N dos n-variedades, ϕ : M →N un difeomorfismo,ω ∈A k (M )

y Y1, ...,Yk ∈X (N ) se define el push-forward deω como:

(ϕ∗ω)(Y1, ..., Yk )(p ) =ω(ϕ∗Y1, ...,ϕ∗Yk )(ϕ−1(p )).

•

Analogamente, sean γ ∈ A k (N ) y Y1, ..., Yk ∈ X (M ), tenemos a γ(Y1, ..,Yk ) : M → ℜ como

función, por lo que se sigue:

ϕ∗(γ(Y1, ..., Yk ))(p ) = γ(Y1, ..., Yk )(ϕ(p )),

por lo que es natural ver que:

(ϕ∗γ)(ϕ∗Y1, ...,ϕ∗Yk )(p ) = γ(Y1, ..., Yk )(ϕ(p )).

y por último tenemos la siguiente:

DEFINICIÓN 2.58. Sean M y N dos n-variedades, ϕ : M →N un difeomorfismo, γ ∈A k (N ) y

x1, ...,xk ∈X (M ) se define el pull-back de γ como:

(ϕ∗γ)(X1, ..., Xk )(p ) = γ(ϕ∗X1, ...,ϕ∗Xk )(ϕ(p )).

•

4.2. Producto exterior. Ahora prosigamos con otra operacion básica entre las formas difer-

enciales, el producto exterior, este producto es una operación binaria∧ que siω es una k-forma

y γ una l-forma ω ∧ γ es una k+l-forma, y es el inducido como algebra exterior de A (M ) o

X (M )∗.

DEFINICIÓN 2.59. Sea M una variedad, el producto exterior es una operación binaria ∧ :

A ∗(M )×A ∗(M )→A ∗(M ) tal que paraω∈A k (M ) y γ∈A l (M )

ω∧γ :=ω⊗γ−γ⊗ω.

•

OBSERVACIÓN 2.60.

(1) Se nota facilmente que el producto exterior es lineal en cada coordenada, asociativo y

antisimétrico.
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(2) Si escribimos a las formas en términos de su base tenemos para todo par de tensores

ω∈A k (M ) y γ∈A l (M ) que :

ω :=
∑

f 1j ,...,k j x1j ∧ ...∧xk j ,

γ :=
∑

g 1i ,...,l i x1i ∧ ...∧x l i ,

y por tanto:

ω∧γ :=
∑∑

f 1j ,...,k j g 1i ,...,l i x1j ∧ ...∧xk j ∧x1i ∧ ...∧x l i .

(3) Y que para X1, ...Xk+l ∈X (M ) se tiene:

ω∧γ(X1, ...Xk+n ) :=
∑

σ∈Sk+n

s i g (σ)ω(Xσ(1), ...,ωσ(n )) ·γ(Xσ(n+1), ..., Xσ(k+n )).

(4) Se cumple para todo par de tensoresω∈A k (M ) y γ∈A l (M ) que:

ω∧γ= (−1)k l γ∧ω.

Ahora veamos como se comporta el pull-back y el push forward, junto con el producto ex-

terior.

PROPOSICIÓN 2.61. Sean M y N dos n-variedades, ϕ : M → N un difeomorfismo, ω1,ω2 ∈
A ∗(M ) y γ1,γ2 ∈A ∗(N ) entonces las siguientes propiedades se cumplen:

(1) ϕ∗(ω1 ∧ω2) = (ϕ∗ω1)∧ (ϕ∗ω2).

(2) ϕ∗(γ1 ∧γ2) = (ϕ∗γ1)∧ (ϕ∗γ2).

Demostración: La demostración de esta propocición se puede encontrar en [13] y en [15].

4.3. Derivada exterior. En esta subsección, se quiere definir un operador derivada, que

no cambie las características de las formas diferenciales, para una n-variedad M , definimos el

operador derivada “d”, para una cero forma f como:

d ( f ) =< (∇ f ), (d x1, ..., d xn )>= d f ,

y extendiendo para cualquier k-forma,ω∈A k (M ) escrita en terminos de la base de la siguiente

manera

ω=
∑

i≤(nk )
f i (x1i ∧ ...∧xk i ),
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definimos:

d (ω) =
∑

i≤(nk )
(d f i )∧ (x1i ∧ ...∧xk i )

=
∑

i≤(nk )
(<∇ f i , (x1, ...,xn )>)∧ (x1i ∧ ...∧xk i )

=
∑

i≤(nk )

∑

j≤n

∂ f i

∂ x j
x j ∧x1i ∧ ...∧xk i .

Y se extiende naturalmente para todo elemento deA ∗(M ). Este operador cumple con varias

identidades que lo caracterizan 1, estas son:

(1) d (ω+γ) = dω+dγ.

(2) d (ω∧γ) = (dω)∧γ+(−1)kωγ siendoω∈A k (M ).

(3) d (dω) = 0.

Si ahora definimos el siguiente operador paraω∈A k (M ) y X1, ..., Xk=1 ∈X (M ) como:

(d̄ω)(X1, ..., Xk=1) =
1

k +1

 
k+1∑

i=1

(−1)i+1X i (ω(X1, ..., X̂ i , ..., Xk+1))

+
∑

i<j

(−1)i+jω([X i , X j ], X1, ..., X̂ i , ..., X̂ j , ..., Xk+1)


 .

Se puede probar que este nuevo operador cumple con las igualdades (1), (2) y (3) que car-

acterizan a d , por lo que d̄ y d son iguales 2

Usando la segunda definición de d se puede mostrar, que dadas dos variedades M y N y

ϕ : M →N un difeomorfismo entre variedades, para todoω ∈A ∗(M ) y γ ∈A ∗(N ), se cumplen

las siguientes propiedades:

(1) ϕ∗(dω) = d (ϕ∗ω).

(2) ϕ∗(dγ) = d (ϕ∗γ).

1la demostración se puede ver en los libros [2], [13] y en [15]
2una demostración sin usar el hecho de que d es el unico operador que cumple las propiedades, se encuentra

en [13]
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DEFINICIÓN 2.62.

(1) Sea M una n-variedad, una forma cerrada sobre M es una forma diferencialω∈A ∗(M )

tal que dω= 0. •
(2) Sea M una n-variedad yω∈A ∗(M ) se dice queω es una forma exacta sobre M si existe

γ∈A ∗(M ) tal queω= dγ. •

Obviamente toda forma exacta es cerrada, y se puede comprobar que en ℜn toda forma

cerrada es exacta, sin embargo no en toda variedad ésto último ocurre.

4.4. Producto interno y derivadas de Lie. En esta subsección definiremos los operadores

que dependen de un campo, de esta manera proseguimos. Sea M una n-variedad y X ∈X (M )
definimos la siguiente aplicación lineal:

i (X ) :A k (M )→A k−1(M ),

para todo elementoω∈A k (M ) y X1, ..., Xk ∈X (M ) como:

(i (X )ω)(X1, ..., Xk ) =ω(X , X1, ..., Xk ).

y para k = 0 definimos i (X ) = 0, a este operador le llamaremos el producto interno deω con X .

OBSERVACIÓN 2.63.

(1) Como dijimos el operador i (X ) es lineal, es decir, paraω,γ∈A k (M ) y f , g ∈C∞(M ) se

tiene que:

(i (X ))( fω+ g γ) = f (i (X ))(ω)+ g (i (X ))(γ).

(2) Note que paraω∈A k (M ) y γ∈A l (M ) se tiene:

(i (X ))(ω∧γ) = ((i (X ))ω)∧γ+(−1)kω∧ ((i (X ))γ).

Ahora definamos la derivada de lie del campo X ∈ X (M ), con flujo Ft : M → M , como es

usual, paraω∈A k (M ) como:

LXω :=
∂

∂ t
|t=0(F ∗t ω).

LEMA 2.64. Sea M una n-variedad, X , X1, ..., Xk ∈ X (M ) campos y ω ∈ A k (M ) una k-forma

entonces:

LXω(X1, ..., Xk ) =Xω(X1, ..., Xk )−
∑
ωk

i=1(X1, ..., [X ,X i ], ..., Xk ).
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Demostración:

LXω(X1, ..., Xk ) =
∂

∂ t
|t=0(F ∗t ω)(X1, ..., Xk )

=
∂

∂ t
|t=0(ω(ϕ∗X1, ...,ϕ∗Xk )(ϕ−1(p )))

= ĺımt→0
(ω(ϕ∗X1, ...,ϕ∗Xk )(ϕ−1(p )))−ω(X1, ..., Xk )

t

= ĺımt→0

�
ω(ϕ∗X1, ...,ϕ∗Xk )(ϕ−1(p ))−ω(X1, ..., Xk )(ϕ−1(p ))

t
+

+
ω(X1, ..., Xk )(ϕ−1(p ))−ω(X1, ..., Xk )

t

�

= ĺımt→0
ω(ϕ∗X1, ...,ϕ∗Xk )(ϕ−1(p ))−ω(X1, ...,Xk )(ϕ−1(p ))

t
+

+ ĺımt→0
ω(X1, ..., Xk )(ϕ−1(p ))−ω(X1, ..., Xk )

t

= ĺımt→0

ω(ϕ∗X1, ...,ϕ∗Xk )(ϕ−1(p ))−ω(X1, ...,Xk )(ϕ−1(p ))

t
+X (ω(X1, ..., Xk )).

Llamaremos al primer límite A y lo resolvemos por separado:

A = ĺımt→0
ω(ϕ∗X1, ...,ϕ∗Xk )(ϕ−1(p ))−ω(X1, ..., Xk )(ϕ−1(p ))

t

= ĺımt→0

�
ω(ϕ∗X1,ϕ∗X2, ...,ϕ∗Xk )(ϕ−1(p ))

t
−

−ω(X1,ϕ∗X2, ...,ϕ∗Xk )(ϕ−1(p ))−ω(X1, ..., Xk )(ϕ−1(p ))

t

�
+

+ ĺımt→0

�
ω(X1,ϕ∗X2, ...,ϕ∗Xk )(ϕ−1(p ))

t
−

−ω(X1, X2...,ϕ∗Xk )(ϕ−1(p ))

t

�

+...+ ĺımt→0
ω(X1, ..., Xk−1,ϕ∗Xk )(ϕ−1(p ))−ω(X1, ...,Xk )(ϕ−1(p ))

t

=
k∑

i=1

ω(X1, ..., [X i , X ], ...,Xk ) =−
k∑

i=1

ω(X1, ..., [X ,X i ], ..., Xk ).

Y por último tenemos:

∂

∂ t
|t=0(F ∗t ω)(X1, ..., Xk ) =X (ω(X1, ..., Xk ))−

k∑

i=1

ω(X1, ..., [X ,X i ], ..., Xk ).
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7

OBSERVACIÓN 2.65. Es usual definir a la derivada de Lie de una forma diferencial, como el

resultado del teorema y luego demostrar que coincide con una derivada.

5. Teorema de Frobenius

Empecemos con una definición.

DEFINICIÓN 2.66. Sea M una m-variedad, se dice que un subconjunto N ⊆M es una subvar-

iedad de dimension n (una n-subvariedad) de M si para cada punto p ∈N existe alguna carta

(ϕp ,Up ) en M tal que:

(1) ϕ(p ) = (0, ..., 0).

(2) ϕ(U ∩N ) = {(x1, ...xm )∈ℜm/xn+1 = ...= xm = 0}.
Nota: Las cartas que cumplen con esta condicion son llamadas cartas principales, o coorde-

nadas principales. •

TEOREMA 2.67. Sea M una m-variedad y H ∈C∞(M ) la subvariedad H−1(0) =N ⊂M es una

m −1-variedad.

Demostración: La demostración se puede encontrar en el capítulo 3 sección 5 del libro [15].

Bajo esta definición se puede imaginar que, dada una variedad M y un campo enX (M ), la

curva integral de éste campo coincide con una subvariedad, cuyo plano tangente en un punto

es generado por el valor del campo en este punto. Tratando de extender este hecho, teniendo

una familia de campos sobre M , ¿podrá existir alguna subvariedad integral, tal que su plano

tangente en cada punto, coincida con el espacio libremente generado por los vectores de estos

campos en el punto?.

El teorema de Frobenius da condiciones a la familia de campos, para que exista esta sub-

variedad.

DEFINICIÓN 2.68. Sea M una n-variedad, una distribuciónD de dimensión r sobre M , con-

siste en una asignación, para cada punto p ∈M un subespacio de dimención r ,Dp ⊆ Tp , tal que

existe un conjunto X1, ..., Xr ∈X (M ) de campos sobre M , tal que {X1(p ), ..., (Xr (p ))} es base para

Dp . •
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DEFINICIÓN 2.69. Sea M una m-variedad, se dice que una distribución D sobre M es com-

pletamente integrable si existe una subvariedad N tal que para todo p ∈N se tiene que Tp N ∼=
Dp .

Nota: de ser integrable llamaremos a esta superficie como la integral deD. •

PROPOSICIÓN 2.70. SeaD una distribución en una n-variedad dada M , si D es completamente

integrable, entonces para cualquier par de campos vectoriales X ,Y en D, su corchete [X , Y ] debe

pertenecer aD.

Demostración:

Suponiendo que N es la superficie integral de D, es decir, la subvariedad de M que cumple

con la definición 2.69, ambos campos serán campos de N y pensandolo como una variedad

completamente distinta, tendremos que su corchete debe pertenecer a los campos de N y por

tanto aD. 7

Basados en la propocicion 2.70 tenemos la siguiente

DEFINICIÓN 2.71. Una distribución D de una m-variedad dada M se dice que es involutiva,

si para cada par de campos vectoriales X ,Y ∈X (M ) enD se tiene que [X ,Y ] pertenece aD. •

OBSERVACIÓN 2.72. Es sencillo ver que si D es involutiva en una variedad M , para cualquier

subvariedad de M abierta U su restricción sera involutiva en U .

TEOREMA 2.73. (Teorema de Frobenius) Una distribución D en una n-variedad dada M es

completamente integrable, si y sólo si, es involutiva. 7

Demostración: la demostración se puede encontrar en el capítulo 2 de [13], en el capítulo 3

de [2] y en el capítulo 4 de [15].

5.1. Teorema de Frobenius para formas diferenciales. Ahora presentaremos el mismo teo-

rema, en términos de formas diferenciales, en lugar de campos vectoriales o distribuciones.

Empecemos por hacer una equivalencia entre distribuciones y formas diferenciales, de esta for-

ma siD es una distribucion de dimension n sobre una m -variedad dada M , consideraremos el

siguiente conjunto:

I k (D) := {ω∈A k (M )/ω(X1, ..., Xk ) = 0 ∀ X i ∈D},
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y sea

I (D) :=
n⊕

k=1

I k (D).

Se puede ver claramente que I (D) es un ideal deA ∗(M ) utilizando el producto ∧, asi tenemos

el siguiente.

LEMA 2.74. SeaD una distribucion de dimension n sobre una m -variedad dada M , entonces

I (D) es localmente el ideal generado por r =m−n uno-formas linealmente independientes sobre

M . Es decir para p ∈M existenω1, ...ωr ∈A (M ), tal que toda forma diferencialω∈ I (D) existen

θ1, ...,θr ∈A ∗(M ) únicos, tal queω se puede escribir como:

ω=
n∑

i=1

θi ∧ωi .

Demostración:

Para p ∈M , por definición de distribución, podemos encontrar n campos vectoriales X1, ..., Xn ∈
X (M ) linealmente independientes que generen D, luego, para un entorno de p ∈U , podemos

completar la base paraX (U ) utilizando los vectores principales X1, ..., Xn , Xn+1, ..., Xm ∈ X (U ),
luego tomamos la base dual de esta baseω1, ...,ωm ∈A (U ) tal que:

ωi (X j ) =δi j .

Facilmente se puede ver que el conjunto {Xn+1, ..., Xm } genera al ideal I (D). 7

PROPOSICIÓN 2.75. Sea M una m-variedad yD una distribución sobre M ,D es involutiva si y

sólo si I (D) es un ideal diferencial deA ∗(M ), es decir si I (D) es un ideal y si para todo ω ∈ I (D)
se tiene dω∈ I (D) o lo que es lo mismo:

d I (D)⊆ I (D).

Demostración:

Usando

(d̄ω)(X1, ..., Xk=1) =
1

k +1

 
k+1∑

i=1

(−1)i+1X i (ω(X1, ..., X̂ i , ..., Xk+1))

+
∑

i<j

(−1)i+jω([X i , X j ], X1, ..., X̂ i , ..., X̂ j , ..., Xk+1)


 ,
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se puede ver que si es involutiva se cumple d I (D)⊆ I (D) pues (dω)(X1, ..., Xk=1) = 0. Y el hecho

de que si d I (D)⊆ I (D) es involutiva se puede ver, tomando las uno-formas que generan a I (D)
y volviendo a utilizar la definición anterior ya que para una uno formaω∈ I (D) tenemos:

(dω)(X , Y ) =
1

2
(Xω(Y )−Yω(X )−ω([X , Y ])) = 0,

por lo que:

ω([X , Y ]) = 0,

y por último [X , Y ]∈D. 7

De esta manera, utilizando la proposición anterior se tiene el siguiente

TEOREMA 2.76. (Teorema de Frobenius) Sea D una distribucion sobre una n-variedad dada

M ,D es integrable si y solo si I (D) es un ideal diferenciable deA ∗(M ). 7

Podemos escribir esos resultados de una forma mas práctica usando como generadores de

I (D) al conjuntoω1, ...ωr ∈A (M ).
Es decir, dado un sistema de la forma

ω1 = ...=ωr = 03,

éste sistema tiene una solución, es decir existe una subvariedad tal que estas condiciones ocur-

ran, si y sólo si para todoωi existen r formasωi j ∈A (M ) tal que

dωi =
r∑

j=1

ωi j ∧ωj .

.

Si por otro lado procedemos del modo inverso y tenemos una subvariedad N ⊂M de una

m-variedad M , dada por la condición H (N ) = 0 para H ∈C∞(M ), entonces por el teorema 2.67

tendríamos que la dimensión de N es m−1, con lo que el espacioA (N ) tiene dimensión m−1,

así cualquier uno forma que se anule en N , debe estar relacionada con d H en N , es decir, esta

uno-forma, restricta a N debe ser combinación lineal de d H restricta a N , y por la condición

de integrabilidad lo mismo ocurre para las formas de orden superior, todas deben pertenecer a

< d H >.4

3Éste sistema es llamado sistema Pfaffiano de ecuaciones

4Esta observación, aunque pareciera fuera de lugar, en necesaria para el capítulo 4



Capítulo 3

Método de simetrías de Lie

El objetivo de este capítulo, es estudiar algunos métodos geométricos, para resolver ecua-

ciones diferenciales. Principalmente se introduciran los conceptos de álgebras y grupos de Lie,

luego de simetría de una ecuacion diferencial, y por ultimo se explicará un método de resolu-

ción de ecuaciones diferenciales utilizando estos conceptos.

Las referencias que se seguiran en este capítulo son: [2], [12], [8], [9], [10], [5],[11].

1. Álgebras y Grupos de Lie

DEFINICIÓN 3.1. Sea A un espacio vectorial, y [, ] : A×A→ A una operación bi-lineal, diremos

que (A, [, ]) es un álgebra de Lie si para todo a ,b ,c ∈ A se tiene que:

(1) [a ,a ] = 0

(2) Se satisface la identidad de Jacobi, es decir:

[a , [b , c ]]+ [c , [a ,b ]]+ [b , [c ,a ]] = 0

Nota: Si (A, [, ]) es un álgebra de Lie, llamaremos a la operacion bilineal [, ], corchete de Lie sobre

A. •

OBSERVACIÓN 3.2. De la primera condición de la definición anterior, se tiene que si (A, [, ]) es

un álgebra de Lie, para todo a ,b ∈ A se cumple la siguiente igualdad:

[a ,b ] =−[b , a ].

EJEMPLO 3.3.

(1) Sea A un álgebra, con operacion binaria denotada por ◦, sobre esta definimos el corchete

de Lie [, ] : A×A→ A, para todo a ,b ∈A, como:

[a ,b ] = a ◦b −b ◦a .

Así el par (A, [, ]) es un álgebra de Lie.

(2) ℜ3 con el producto vectorial usual como corchete de Lie, es un álgebra de Lie.

42
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(3) Dada una variedad M , X (M ) con el corchete de Lie para campos vectoriales, es una

álgebra de Lie.

DEFINICIÓN 3.4. Un grupo de Lie G , es una variedad diferenciable, que posee una estructura

de grupo, tal que, las operaciones de multiplicación e inversión, son diferenciables, es decir,

· : G ×G →G es diferenciable y definiendo f : G →G como f (g ) = g −1 es diferenciable. •

EJEMPLO 3.5.

(1) ℜn con la estructura diferencial usual y la suma usual, es un grupo de Lie.

(2) El plano tangente a un punto, es un grupo de Lie por su isomorfismo conℜn .

(3) Las matrices n×n como variedad de Rn×m y la multiplicación usual de matrices, es un

grupo de Lie.

DEFINICIÓN 3.6. Sea M una variedad y G un grupo de Lie, una acción de G sobre M es una

acción de grupo φ : G ×M → M , diferenciable, es decir, para todo g , g ′ ∈ G y p ∈ M se tiene

que:

(1) φg : M →M definida comoφg =φ(g , p ) es un difeomorfismo entre variedades.

(2) Siendo e ∈G la identidad de G e I d (M ) la función identidad de M se tiene la siguiente

identidadφe = I d (M )

(3) φg ◦φ′g =φg ·g ′

(4) (φg )−1 =φg −1

(5) φp : G →M definida comoφp =φ(g ,p ) es infinitamente diferenciable. •

EJEMPLO 3.7.

(1) Todo grupo de Lie actua sobre si mismo

(2) Sea M una variedad y X ∈ X (M ), el flujo de X es una acción del grupo de Lie ℜ sobre

M .

2. Simetrías de Lie

Una simetría es una aplicación sobre algún objeto que mantiene alguna propiedad, por

ejemplo si a un cuadrado de lados indistinguibles se le aplican rotaciones de,π/2,π, 3π/2 ó 2π,

no cambian la forma en que percibimos el cuadrado.
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De esta forma, dada una ecuación diferencial, las aplicaciones que usaremos como simetrías

serán diffeomorfismos, es decir cambios de variables. Un cambio de coordenadas será una

simetría si cumple la siguiente definición.

DEFINICIÓN 3.8. Dada una ecuacion diferencial ordinaria

d y

d x
=ω(x , y ),

diremos que un cambio de coordenadas Γ(x ,y )→ (x̂ , ŷ ) es una simetría de la EDO, si las nuevas

variables (x̂ , ŷ ) cumplen lo siguiente:

d ŷ

d x̂
=ω(x̂ , ŷ )

•

OBSERVACIÓN 3.9. Nóte que un grupo de Lie actuando sobre una variedad M , genera una

familia de cambios de variables.

En este trabajo, no abarcaremos todos los tipos de simetrías posibles.

DEFINICIÓN 3.10. Dada una ecuación diferencial ordinaria

d y

d x
=ω(x ,y )

y G un grupo de Lie, diremos que una aplicación Γ de G sobreℜ2 es una simetría de Lie para la

EDO, si para cada g ∈G , se tiene que Γg :=Γ(g ,~x ) es una simetría de la EDO. •
Nota: Para una EDO dada, nos concentraremos solamente en las simetrías de Lie, del grupo de

Lieℜ.

Recuerde que todo flujo sobre ℜ2 es una acción de ℜ como grupo de Lie, y además, dada

una acción de ℜ sobre ℜ2, las derivadas de las variables con respecto a su acción generan un

campo, la acción sera el flujo de este campo, es decir, en este trabajo solo nos concentraremos

en las simetrías en forma de flujo.

DEFINICIÓN 3.11. Sea Γ : ℜ×ℜ2 → ℜ2 una simetría de Lie de ℜ sobre ℜ2, llamaremos al

campo de Γ en t0, como:

XΓt0 :=
∂ Γ(t ,x , y )
∂ t

|t=t0

•
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Existen ciertas simetrías que nos dan información de la EDO, ilustraremos a continuación

una muy importante. Si la siguiente EDO:

d s

d r
=Ω(r, s ),

posee como simetría de Lie la siguiente aplicación:

Γt (r, s )→ (r,s + t ),

entonces se tiene que:

Ω(r,s + t ) =
d (s + t )

d r
=

d s

d r
=Ω(r, s ),

por tanto, derivando con respecto a t , se obtiene que ∂ Ω
∂ s
= 0, entonces Ω no depende de s y la

ecuación diferencial nos queda de la siguiente forma:

d s

d r
=Ω(r ),

cuya solución es:

s =

∫
Ω(r )d r.

Observe que el campo de este flujo en t = 0 es

XΓ0 =
∂ Ft

∂ t
= ∂s .

DEFINICIÓN 3.12. Dada una EDO:

d y

d x
=ω(x , y ),

diremos que un cambio de coordenadas ϕ(x , y )→ (r, s ) es canónico, si y sólo si, el cambio de

variables

Γt (r,s )→ (r, s + t )

es una simetría de Lie de la nueva EDO:

d s

d r
=Ω(r ).

Nota: Las coordenadas s ,r se llamarán coordenadas canónicas. •
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La idea de este método, es encontrar el cambio de coordenadas canónico ϕ : (x , y )→ (r,s ),

que a nuestro problema de EDO original lo envíe a otro problema de EDO de solución trivial,

es decir:

d y

d x
=ω(x , y )→ d s

d r
=Ω(r ).

De esta misma forma, se puede reducir el grado de una ecuación diferencial, es decir, si una

EDO de grado n dada:

d s (n )

d (n )r
=Ω(r, s ,s ′, ..., s (n−1)),

Tiene simetría de Lie la siguiente aplicación:

Γt (r, s )→ (r,s + t ),

como antes se puede ver que Ω no dependerá de la coordenada s , por tanto nuestro sistema

queda

d s (n )

d (n )r
=Ω(r,s ′, ..., s (n−1)),

y haciendo un cambio de variable v = s ′ tendremos

d v (n−1)

d (n )r
=Ω(r,v, ..., v (n−2))

es decir un problema de un grado menor.

3. Resolución de ecuaciones diferenciales usando simetrías de Lie

Luego de leer la sección anterior, surge la siguiente duda ¿cómo se encuentra el cambio de

coordenadas canónico?, en esta sección nos concentraremos en aclarar esta duda, en varios

pasos.

Dada una ecuacion diferencial ordinaria:

d y

d x
=ω(x , y ),

Primero, hay que encontrar una simetría de Lie para la EDO Γ, luego calcular su campo, dig-

amos que el campo de este flujo en cero será:

XΓ0 =
∂ Γt

∂ t
|t=0 =

∂ x̂

∂ t
∂x +

∂ ŷ

∂ t
∂y = ξ∂x +η∂y



3. RESOLUCIÓN DE ECUACIONES DIFERENCIALES USANDO SIMETRÍAS DE LIE 47

Teniendo este campo se sabe que el cambio de coordenadas canónicoϕ convierte a una simetría

de la EDO original, a una simetria de la EDO canónica, de esta maneraϕ convierte el campo de

Γt al campo canónico, es decir: como ϕ(x , y )→ (r (x , y ),s (x ,y )):

(
∂ r

∂ x
·ξ+ ∂ r

∂ y
η)∂r = 0 · ∂r

(
∂ s

∂ x
·ξ+ ∂ s

∂ y
η)∂s = 1 · ∂s

Resolviendo este problema de EDP se encuentra el cambio de coordenadas deseadoϕ.

OBSERVACIÓN 3.13. Recuerde que nuestro problema original puede ser cualquiera, no nece-

sariamente lineal, así, que una EDP no necesariamente será más difícil que la EDO.

Ahora falta explicar cómo encontrar alguna simetría de Lie, y para ello usaremos una EDO

de orden n .

Sea el siguiente problema de EDO:

(3.1)
∂ y (n )

∂ (n )x
=ω(x , y , y ′, ..., y (n−1))

Si Γt : (x , y )→ (x̂ , ŷ ) es una simetría de Lie para 3.1, con campo

XΓ0 = ξ∂x +η∂y ,

este flujo genera otro flujo enℜn+2 es decir

Γt : (x ,y ,y ′, ..., y (n ))→ (x̂ , ŷ , ŷ ′, ..., ŷ (n )),

para encontrar el flujo de este campo en función de ξ y η, puede ser complicado, con esta

finalidad veremos el flujo como un polinomio de Taylor en variable t , es decir:

x̂ = x + t ξ+O(t 2)

ŷ = y + tη+O(t 2)

donde O(t 2) representa a los términos que poseen ordenes mayores o iguales que t 2.

Luego tenemos que:

ŷ ′ =
d ŷ

d x̂
=

d ŷ /d x

d x̂/d x
=

y ′+ t Dxη+O(t 2)
1+ t Dxξ+O(t 2)

= y ′+ t (Dxη− y ′Dxξ)+O(t 2),
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siendo Dx la derivada total con respecto a la variable x .

Así, denotamos a

η(1) =
∂ ŷ ′

∂ t
|t=0 = (Dxη− y ′Dxξ)

Y procediendo como antes:

ŷ ′′ =
d ŷ ′

d x̂
=

d ŷ ′/d x

d x̂/d x
=

y ′′+ t Dxη(1)+O(t 2)
1+ t Dxξ+O(t 2)

= y ′′+ t (Dxη
(1)− y ′Dxξ)+O(t 2)

Denotemos ahora a

η(2) =
∂ ŷ ′′

∂ t
|t=0 =Dxη

(1)− y ′Dxξ

Y haciendo este procedimiento sucecivamente obtenemos

η(k ) =
∂ ŷ (k )

∂ t
|t=0 =Dxη

(k−1)− y ′Dxξ.

Con esto, el campo de la extensión de Γ lo denotaremos por

X (n ) = ξ · ∂x +η · ∂y +η(1) · ∂y ′ + ...+η(n )∂y (n ).

El campo de la simetría Γ, es decir ξ∂x +η∂y , se obtiene buscando las soluciones para ξ y η

de la EDP:

X (n )(y (n )−ω(x ,y ,y ′, ..., y (n )) = 0

EJEMPLO 3.14. Sea el siguiente problema de EDO:

y ′′ =
y ′

y 2

Como esta EDO es de orden 2, solo usaremos aη(1) yη(2), coloquemos estos términos en funcion

de ξ e η y tenemos:

η(1) =ηx +(ηy −ξx )y ′−ξy (y ′)2

η(2) =ηx x +(2ηx y −ξx x )y ′+(ηy y −2ξx y )(y ′)2−ξy y (y ′)3+(ηy −2ξx −3ξy ′)y ′′.
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Buscamos las simetrias con la ecuación

X (2)(y (2)−ω(x , y , y ′) = 0

⇒ X (2)(y (2)− y ′

y 2 ) = 0

⇒ X (2)(y (2)((y (2))−X (2) y ′

y 2 = 0

⇒ η(2)− (ξ∂x +η∂y +η(1)∂ ′y )(
y ′

y 2 ) = 0

⇒ η(2)−ηy ′ (−2)
y 3 −η(1) 1

y 2 = 0

Sustituyendo η(2) y η(1) en la ecuacion y acomodando términos queda de la siguiente manera:

ξy y (y ′)3+(ηy y −2ξx y −2
ξy

y 2
)(y ′)2+(2ηx y −ξx x −

ξx

y 2
+2

η

y 3
)y ′+ηx x −

ηx

y 2
= 0,

de donde se obtienen las siguientes identidades:

(y ′)3 : ξy y = 0

(y ′)2 : ηy y −2ξx y −2
ξy

y 2 = 0

Y ′ : 2ηx y −ξx x − ξx

y 2 +2 η

y 3 = 0

1 : ηx x − ηx

y 2 = 0

Cuya solución es:

ξ= c12x + c2

η= c1y

Siendo asi, el campo original de Γ es:

X = (c12x + c2)∂x + c1y ∂y

El cual es combinación lineal de los generadores infinitesimales:

X1 = 2x∂x + y ∂y

X2 = ∂x
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Y como [X1, X2] = −2X2, para encontrar el cambio de variable adecuado solamente usaremos

a X2, y sustituyendo este campo en las condiciones que debe cumplir el cambio de variable

canónico ϕ(x ,y )→ (r, s ) tenemos el siguiente sistema de EDP

∂ r

∂ x
·ξ+ ∂ r

∂ y
η= 0 ⇒ ∂ r

∂ x
= 0

∂ s

∂ x
·ξ+ ∂ s

∂ y
η= 1 ⇒ ∂ s

∂ x
= 1

Una solución sencilla para esto es ϕ : (x , y )→ (r, s ) = (y ,x ) de esta forma:

s ′ = 1
y ′

⇒ s ′′ =− y ′′

(y ′)2 =− 1

(y ′)2
· y ′

y 2

⇒ s ′′ =− 1
y ′ ·

1
y 2 =− s ′

r 2
.

Y haciendo el cambio de variable v = s ′ nos queda:

v ′ =
v

r 2
.

Que, además de ser de un orden menor que el anterior, se puede resolver por separacion de

variables. 7

EJEMPLO 3.15. Sea el siguiente problema de EDO:

y ′′ =
y ′2

y
+ y 2

Como esta EDO es de orden 2, solo usaremos aη(1) yη(2), coloquemos estos términos en funcion

de ξ e η

Usando el cálculo correspondiente, tenemos:

ηx x +(2ηx y −ξx x )y ′+(2ηy y −ξx y )(y ′)2−ξy y (y ′)3+(ηx −2ξx −3ξy y ′)
�
(y ′)2

y
− y 2

�

=η
�
− (y

′)2

y 2
−2y

�
+ {ηx +(ηy −ξx )y ′−ξy (y ′)2}

�
2y ′

y

�
.
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de donde se obtienen las siguientes identidades:

(y ′)3 : ξy y + 1
y
ξy = 0

(y ′)2 : ηy y −2ξx y − 1
y
ηy + 1

y 2η = 0

Y ′ : 2ηx y −ξx x +3y 2ξy −2ηx

y
= 0

1 : ηx x − y 2(ηy −2ξx )+2yη = 0

Cuya solución es:

ξ= A(x )l n |y |+ B (x )

η= A ′(x )y (l n |y |)2+C (x )y l n |y |+D(x )y

Donde A, B ,C y D son funciones desconocidas a determinar, mas con un cálculo sencillo se

puede ver que:

A(x ) = 0 B (x ) = c1+ c2x

C (x ) = 0 D(x ) =−c2

de donde:

ξ= c1+ c2x

η=−2c2y

Y el generador infinitesimal

X = (c1+ c2x )∂x −2c2y ∂y

El cual es combinación lineal de los generadores infinitesimales:

X1 = x∂x −2y ∂y

X2 = ∂x

Y como [X1,X2] =X2, para encontrar el cambio de variable adecuado solamente usaremos a X2,

y sustitullendo este campo en las condiciones que debe cumplir el cambio de variable canónico
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ϕ(x , y )→ (r, s ) tenemos el siguiente sistema de EDP

∂ r

∂ x
·ξ+ ∂ r

∂ y
η= 0 ⇒ ∂ r

∂ x
= 0

∂ s

∂ x
·ξ+ ∂ s

∂ y
η= 1 ⇒ ∂ s

∂ x
= 1

Una solución sencilla para esto es ϕ : (x , y )→ (r, s ) = (y ,x ) de esta forma:

s ′ = 1
y ′

⇒ s ′′ =− y ′′

(y ′)2 =−
�
(y ′)2

y
− y 2

�
/(y ′)2

⇒ s ′′ =− 1
y
+ y 2

(y ′)2 =−1

r
+ r 2(s ′)2.

Y haciendo el cambio de variable v = s ′ nos queda:

v ′ =−1

r
+ r 2(v )2..

Que es un orden menor que el anterior. 7



Capítulo 4

Método de la característica de Cartan-Monge y problema de Cauchy

Este método, consiste en reducir un problema de EDP, a un problema de Cauchy, buscando

el campo característico de una curva característica que yace sobre la superficie solución.

Para simplificar la notación, dada una función "f ", denotaremos " f x çomo la derivada de f en

función de x .

Las referencias que se seguirán en este capítulo son: [6], [4] , [3]

1. Cono de Monge

A continuación, ilustraremos la construcción del cono de Monge, a partir del siguiente

problema de EDP de primer orden para la función u :ℜ2→ℜ

(4.1) H (x ,y ,u ,p ,q ) = 0

donde p = ux , q = u y , H ∈C 2(ℜ2n+1,ℜ) y |Hp |+ |Hq |> 0.

Lo primero que se nota de este problema, es que cualquier solución debe estar embebida

en la siguiente superficie:

SH = {(x ,y ,u ,p ,q )∈ℜ5/H (x ,y , u , p ,q ) = 0}

Más aun, como p y q están completamente determinadas por u , la solución se puede consid-

erar como la superficie

ΣH := {(x , y , u (x ,y ))∈ℜ3/(x ,y )∈ℜ2}

Luego, para un punto fijo (x0, y0, u 0)∈ℜ3, se cumple lo siguiente:

(1) Si (x0, y0, u 0)∈ΣH , su plano tangente viene dado por

T(x0,y0,u 0) = {(x ,y ,u )∈ℜ3/u −u 0 = (x −x0)ux +(y − y0)u y },

es decir por:

T(x0,y0,u 0) = {(x ,y ,u )∈ℜ3/u −u 0 = (x −x0)p +(y − y0)q}.

53
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(2) Cada elemento del conjunto

SH (x0,y0,u 0) := {(p ,q )∈ℜ2/H (x0, y0, u 0, p ,q ) = 0},

genera un plano enℜ3, que pasa por el punto (x0,y0,u 0), dado por la ecuación:

u −u 0 = (x −x0)p +(y − y0)q .

De modo, que para cada punto deℜ3, se tiene una familia de planos.

FIGURA 4.1. Cono de Monge

Esta familia de planos, alrededor de (x0, y0,z 0), da lugar a una superficie, denominada cono

de Monge, que denotaremos por Ξ(x0,y0,u 0). Para formar esta superficie, procedemos con lo sigu-

iente:

Para el punto (x0,y0,u 0) ∈ℜ3, y una curva sobre SH (x0,y0,u 0), la familia de planos enℜ3 gener-

ada, como se muestra en la figura 4.1, se describe de la siguiente manera:

u −u 0 = (x −x0)p (t )+ (y − y0)q (t ).

Si variamos t , tenemos:

u −u 0 = (x −x0)p (t +∆t )+ (y − y0)q (t +∆t ),

los puntos que forman parte de ambos planos poseen la siguiente propiedad

0= (x −x0)
�

p (t +∆t )−p (t )
∆t

�
+(y − y0)

�
q (t +∆t )−q (t )

∆t

�
,

haciendo tender∆t a cero tedremos lo siguiente:
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0= (x −x0)
d p

d t
+(y − y0)

d q

d t
.

Como esto es para cualquier curva, tendremos la siguiente condición:

0= (x −x0)d p +(y − y0)d q .

OBSERVACIÓN 4.1. En este caso de EDP de dos variables, sólo tendremos una curva, pues la

condición |Hp |+ |Hq |> 0, nos indica, por el teorema de la función implícita, que la solución de

la ecuación H (x0, y0, u 0,p ,q ) = 0, en un entorno de p , se puede escribir de la forma (p ,q (p )), o

viceversa.

Y si ahora tomamos una curva (x (t ),y (t ), u (t )) sobre Ξ(x0,y0,u 0), se obtiene la siguiente igual-

dad:

0=
d x

d t
d p +

d y

d t
d q ,

y además existirán (p ,q )∈SH (x0,y0,u 0), tal que

d u = p d x +qd y .

FIGURA 4.2. Conos tangentes para cada punto

Nótese, que para cada punto (x0, y0, u 0) ∈ ΣH , se tiene que T(x0,y0,u 0) coincide con un plano

tangente de Ξ(x0,y0,u 0), es decir ΣH y Ξ(x0,y0,u 0) son tangentes en (x0, y0, u 0), como se ilustra en la

figura 4.2.

Veamos algunas propiedades que deben cumplir los vectores tangentes a los espaciosΞ(x0,y0,u 0)

y SH con la siguiente construcción:

Como para (x0,y0,u 0)∈ℜ3 fijo se tiene

H (x0,y0,u 0, p ,q ) = 0,
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tenemos que, en SH se cumple:

Hp d p +Hq d q = 0.

Como para las uno formas d p y d q en SH , se tiene en Ξ(x0,y0,u 0) la siguiente propiedad

0=< (d x , d y ), (d p ,d q )>, se puede obtener fácilmente lo siguiente:

d x

Hp
=

d y

Hq
.

Además como en Ξ(x0,y0,u 0), para los (p ,q ) tal que H (x0, y0, u 0, p ,q ) = 0, se cumple la condi-

ción d u =< (d x , d y ), (p ,q ) >, tendremos la siguiente identidad para los vectores tangentes

a Ξ(x0,y0,u 0) y SH :

d x

Hp
=

d y

Hq
=

d u

Hp p +Hqq

Con esto, podemos concluir que cualquier campo tangente a la superficie solución en (x0,y0,u 0),

que a su vez es tangente a Ξ(x0,y0,u 0) y a SH , debe cumplir con el siguiente sistema:

(4.2)





d x
d t
=Hp

d y
d t
=Hq

d u
d t
= p Hp +qHq

De esta forma, el campo característico que buscamos en este método, debe satisfacer el sis-

tema 4.2. Sin embargo estas condiciones no determinan el campo, pues son 3 ecuaciones con

5 incógnitas.

Para completar las ecuaciones que determinan el campo, es decir para aplicar condiciónes

sobre p y q , sigamos las siguientes identidades:

Dado que

H (x , y , u , ux , u y ) = 0,

se siguen las relaciones:

Hx +ux Hu +ux x Hp +u y x Hq = 0,

Hy +u y Hu +u x y Hp +u y y Hq = 0,

es decir:

u x x Hp +u y x Hq =−Hx −ux Hu ,
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ux y Hp +u y y Hq =−Hy −u y Hu ,

y como:
d p

d t
=

d ux

d t
= ux x Hp +u y x Hq =−Hx −u x Hu ,

d q

d t
=

d u y

d t
= ux y Hp +u y y Hq =−Hy −u y Hu ,

Por último, escribiremos estas relaciones de la siguiente manera:

d p

d t
=−Hx −p Hu ,

d q

d t
=−Hy −qHu .

En conclusión, el campo característico tangente a la superficie solución, que a su vez es

tangente al cono de Monge, debe cumplir estas condiciones:





d x
d t
(x ,y ,u ,p ,q ) =Hp (x ,y ,u ,p ,q )

d y
d t
(x , y , u , p ,q ) =Hq (x ,y ,u ,p ,q )

d u
d t
(x , y , u , p ,q ) = p Hp (x ,y ,u ,p ,q )+qHq (x ,y ,u ,p ,q )

d p
d t
=−Hx (x ,y ,u ,p ,q )−p Hu (x ,y ,u ,p ,q )

d q
d t
=−Hy (x ,y ,u ,p ,q )−qHu (x ,y ,u ,p ,q )

Ahora comprobemos que cualquier campo que cumpla con estas condiciones, realmente

mantiene a los puntos de SH dentro de SH .

Supongamos que se puede resolver este sistema de EDO, es decir supongamos una curva

integral del campo: h(t ) = (x (t ), y (t ),u (t ),p (t ),q (t )) siendo h(0) = (x0,y0,u 0, p0,q0). Se puede

verificar facilmente que

(H (h(t )))′ = 0

De donde H (g (t )) es constante, y por tanto, de cumplirse la condición de H (x0, y0, u 0,p0,q0) = 0,

se deberá satisfacer para todo t que:

(H (h(t ))) = 0.

OBSERVACIÓN 4.2. Cada elemento de esta curva nos da información del plano tangente que

debería tener un punto que yace sobre la superficie solución como se muestra en la figura 4.3.
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FIGURA 4.3. Planos para la curva

2. Problema de Cauchy para una EDP con dos variables

A la misma ecuación diferencial parcial de primer orden 4.1, le colocamos ahora esta condi-

ción inicial (x (s ), y (s ), u (s ), p (s ),q (s )). Esta vez, se tratará de obtener una solución de la ecua-

cion anterior.

A continuación, mostraremos el teorema de existencia y unicidad para el problema de Cauchy.

TEOREMA 4.3. Sea la ecuación en derivadas parciales

H (x ,y ,u ,p ,q ) = 0

donde p = ux y q = u y , H ∈C 2(ℜ5,ℜ) y |Hp |+ |Hq |> 0.

Con condicion inicial g (s ) = (x (s ),y (s ), u (s ),p (s ),q (s )), tal que x (s ), y (s ), u (s )∈C 2(ℜ,ℜ) y p (s ),q (s )∈
C (ℜ,ℜ).
Si se cumplen las siguientes condiciones:

(1) (Condición de Banda)





d u (s )
d s
= d x (s )

d s
p (s )+ d y (s )

d s
q (s )

H (x (s ), y (s ),u (s ), p (s ),q (s )) = 0

(2) (Condición de transversalidad)

d e t




d x (s )
d s

d y (s )
d s

Hp (x (s ),y (s ),u (s ), p (s ),q (s )) Hq (x (s ), y (s ), u (s ), p (s ),q (s ))


 6= 0
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Entonces existe un entorno G ⊆ℜ2 de la curva (x (s ),y (s )) y una única función u :ℜ2→ℜ tal que:





u (x (s ), y (s )) = u (s )

ux (x (s ), y (s )) = p (s )

u y (x (s ), y (s )) =q (s )

H (x , y , u (x ,y ), ux (x , y ), u y (x ,y )) = 0

Demostración:

La demostración de este teorema se encuentra en el capítulo 2 del libro [4]. 7

OBSERVACIÓN 4.4.

(1) La condición 1 del teorema 4.3, nos pide que la curva g (s ) sea realmente parte de la

solución.

(2) La condición 2 del teorema 4.3, nos pide que la curva g (s ) sea perpendicular a la cur-

va integral característica solución del campo característico indicado anteriormente, y

además, usando el teorema de la función inversa, que el cambio de variables de s , t a

x ,y exista y sea único.

EJEMPLO 4.5. Consideremos la ecuación

p 2+q 2 = 1

La interpretación geométrica de la ecuación puede seguirse de la siguiente manera. Sea (p ,q ,−1),

un vector normal a una superficie solución, entonces la longitud de la proyección de éste sobre

el plano x |y posee magnitud 1, de forma que el vector (p ,q ,−1) y el eje u forman un ángulo de

π/4. En óptica geométrica las curvas de nivel de las soluciones son llamadas frentes de onda y

las curvas características rayos.

Escribiendo la ecuacion en los términos de este método tenemos:

H (x , y , u , p ,q ) = p 2+q 2−1= 0

Es evidente que la función H satisface la condicion |Hq |+ |Hp | 6= 0 en

Ω :=ℜ3× (R2− (0,0))
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Y con un cálculo sencillo ponemos de manifiesto que el cono de Monge en el punto (x0,y0,u 0),

viene dado por las ecuaciones,





(u −u 0) = p (x −x0)+q (y − y0)
x−x0

2p
= y−y0

2q

1= p 2+q 2

Por lo que el sistema característico es:





d x
d t
= 2p

d y
d t
= 2q

d u
d t
= 2(p 2+q 2)

d p
d t
= 0

d q
d t
= 0

1= p 2+q 2

y sustituyendo la sexta ecuación en la tercera el sistema se transforma en





d x
d t
= 2p

d y
d t
= 2q

d u
d t
= 2

d p
d t
= 0

d q
d t
= 0

cuyas soluciones se obtienen por integración elemental y resultan ser





x (t ) = 2p0+x0

y (t ) = 2q0t + y0

u (t ) = 2t +u 0

p (t ) = p0

q (t ) =q0

Si ahora tomamos como condición inicial la curva:

(x0(s ), y0(s ), u 0(s ))
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los datos iniciales que se consideran para el sistema característico son las bandas obtenidas

resolviendo el sistema 



p0(s )x0(s )+q0(s )y0(s ) = u 0(s )

(p0(s ))2+(q0(s ))2 = 1

estas condiciones vienen dadas por la condicion de banda del teorema 4.3. una vez obtenida la

solucion para p0(s ) y q0(s ) tenemos como solución del sistema a:





x (t ) = 2p0(s )t +x0(s )

y (t ) = 2q0(s )t + y0(s )

u (t ) = 2t +u 0(s )

p (t ) = p0(s )

q (t ) =q0(s )

7

3. Método de la característica de Cartan-Monge

Este método consiste en una generalización del resultado anterior, para ecuaciones de primer

orden.

Sea el siguiente problema de EDP, para la función incógnita u ∈C 2(ℜn ,ℜ)

H (~x ,u , ~p ) = 0

Donde ~p = ~∇~x u , H ∈ C 2(ℜ2n+1,ℜ), ‖H‖ 6= 0, es llamada función Hamiltoniana, ~x = (x1, ...,xn ) y

~∇~x u = ( ∂ u
∂ x1

, ..., ∂ u
∂ xn
). Y por último, la EDP se considerada con la siguiente condición inicial:

u
��
Γϕ
= u 0

con u 0 ∈C 1(Γϕ,ℜ), para la hipersuperficie suave:

Γϕ = {x ∈ℜ :ϕ(x ) = 0,‖ϕ‖ 6= 0}

siendo ϕ ∈C (ℜn ,ℜ).

Igual que en el caso de dimensión dos, llamaremos a las superficies:

SH := {(~x , u , ~p )∈ℜ2n+1/H (~x , u , ~p ) = 0}
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ΣH := {(~x ,u (~x ))/(~x , u , ~∇u )∈SH}

Como dijimos antes, este método consiste en reducir la EDP a un problema de Cauchy,

buscando el campo de un flujo sobre ΣH . Para esto definimos un flujo en SH , Ft : SH →SH cuyo

campo lo denotaremos por X : SH → T (SH ) es decir, tomaremos el campo “genérico”:

(4.3) X (~x , u , ~p ) =
�

d ~x

d t
,

d u

d t
,

d ~p

d t

�

Para encontrar este campo característico, igual que en el caso anterior, construimos nueva-

mente el cono de Monge, utilizando la familia de planos:

d u =< ~p , d ~x >,

es decir, definiendo la siguiente uno forma:

α :=< ~p , d ~x >−d u ,

impondremos que sea cero en el cono de Monge Ξp , para todo punto p ∈ΣH :

α|ΣH = 0,

Usando el teorema de Frobenius, versión para formas diferenciales1, imponemos esta segunda

condición, equivalente a la segunda condición del cono de Monge:

dα=< d ~p ,∧d ~x > |ΣH = 0.

Por otro lado, la uno forma en ℜ2n+1, que genera la distribución que caracteriza a SH como

solución, es:

d H =<H~x ,d ~x >+Hu d u+<H~p ,d ~p >= 0.

Intersectando las condiciones entre el cono de Monge y SH , tendremos lo siguiente:

d H |ΣH = <H~x ,d ~x >+Hu d u+<H~p ,d ~p >

= <H~x ,d ~x >+Hu < ~p , d ~x >+<H~p ,d ~p >

= <H~x +Hu ~p , d ~x >+<H~p , d ~p > .

1Ver 5.1 de la sección 5.1 del capítulo de Preliminares de geometría diferencial
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Y tomando el campo “generico” 4.3, definimos la siguiente uno-forma:

β := dα(X ) =
�

d ~p

d t
,d ~x

�
−
�

d ~x

d t
, d ~p

�

recuerde que

β |ΣH = 0

Si ponemos como condición, que la uno-forma β se anule en todo SH , tendremos, por las

condiciones de integrabilidad del teorema de Frobenius, que β y d H estan relacionados, por

que d H genera a todas las uno-formas que se hacen cero sobre todo SH , por lo que existe una

función escalar µ(x ) tal que:

β =µ(x )d H ,

entonces

µ

��
~∇~x H +

∂H

∂ u
~p , d ~x

�
+
¬
~∇~p H ,d ~p

¶�
=
�

d ~p

d t
,d ~x

�
−
�

d ~x

d t
,d ~p

�
,

e igualando coordenada a coordenada, tenemos el siguiente sistema de EDO:





d ~p
d t
=µ

�
~∇~x H + ∂H

∂ u
~p
�

,

d ~x
d t
=−µ~∇~p H ,

d u
d t
=−µ< ~p , ~∇~p H > .

El cual es un problema de Cauchy.

OBSERVACIÓN 4.6. La uno-forma β tambien se puede formar de la siguiente manera:

Dado que en ΣH se cumple la siguiente identidad:

d ~∇u

d t
= J (~∇u ) · d ~x

d t

y dado que J (~∇u ) es una matriz simétrica (por intercambio de derivadas parciales) tenemos

esta otra identidad
®

d ~∇u

d t
,d ~x

¸
=
�

J (~∇u ) · d ~x
d t

,d ~x

�
=
�

d ~x

d t
, J (~∇u ) ·d ~x

�
=
�

d ~x

d t
, d ~∇u

�
,
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asi definimos la siguiente uno forma en SH :

β :=
�

d ~p

d t
,d ~x

�
−
�

d ~x

d t
,d ~p

�
.



Capítulo 5

Fibrados de jets

En este capítulo expondremos la formulación geométrica de la teoría formal de ecuaciones

diferenciales. Con teoria formal nos referimos a ver una ecuación diferencial como un elemen-

to de un espacio. La herramienta geométrica que utilizaremos para este formalismo es la del

fibrado de Jet, que explicaremos en la primera sección de éste capítulo. En la segunda sección

mostraremos a las ecuaciones diferenciales como seccciones del fibrado de Jet. Por último pre-

sentaremos algunos ejemplos, en la tercera sección.

Las referencias a usar en este capítulo son: [14], [2], [7], [15], [5].

1. Introducción y definición de fibrados de jet

Sean M una m-variedad y N una n-variedad, además sea ϕ : M → N una función diferen-

ciable entre las variedades. Para un punto p ∈M podremos encontrar las cartas p ∈Up ⊂M y

ϕ(p )∈Uϕ(p ) ⊂N tal queϕ se pueda ver como una función deℜm aℜn , de esta manera siendo a

través de las cartas correspondientes p = (x1, ...,xm ) yϕ(p ) = (u 1, ..., u n ), localmente, podremos

ver a la función ϕ de la forma u α = ϕα(x1, ...,xm ) para 1 ≤ α ≤ n . En términos de ecuaciones

diferenciales las coordenadas de p son llamadas variables independientes y las coordenadas

de u , variables dependientes.

OBSERVACIÓN 5.1. A partir de ahora tomaremos a cualquier punto p ∈M como el punto a

través de su carta x ∈ℜm , y simplemente denotaremos x ∈M .

Notación: Denotaremos aµporµ= (j1, ..., jq )∈Nq y en este caso escribiremos |µ|= j1+...+jq

y µ!= j1!...jq !. µ es lo que se llama un multi-indice, y lo usamos para representar a las derivadas

de un mismo orden, es decir, en una 2-variedad, tomamos q = 2, si |µ|= 2 entonces

∂ xµ = {∂ x 2
1 ,∂ x 2

2 ,∂ x1∂ x2,∂ x2∂ x1}

65
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y además

(x −x0)µ = {(x1−x01)2, (x2−x02)2, (x1−x01)(x2−x02), (x2−x02)(x1−x01)} respectivamente.

Por otro lado, utilizando el teorema de Taylor, podemos expresar a ϕα localmente para un

punto arbitrario x0 ∈M como:

ϕα(x ) =
∑

0≤|µ|≤q

u α
µ

µ!
(x −x0)µ+Rαq (x ,x0)

donde x es la coordenada de p , x0 de p0,

u α
µ =

∂ |µ|ϕα

∂ xµ
(x0),

y

Rαq (x ,x0) =
∑

|µ|=q+1

∂ αϕα

∂ xµ
(x0+ξ(x −x0))

(x −x0)µ

µ!

para ξ∈ [0, 1]

Ahora introduciremos una relación de equivalencia, para el conjunto de las funciones difer-

enciables de M a N , es decir en C∞(M ,N ). Dos funcionesϕ yφ son equivalentes de orden q en

x0 ∈M , es decir ϕ ∼q φ, si sus expansiónes con Taylor de orden q en x0 son identicas. De esta

manera definimos la clase de equivalencia:

[ϕ]qx0
:= {φ ∈C∞(M ,N )|φ ∼q ϕ e n x0}.

Así podemos ver al fibrado de jet sobre las variedades M y N , como el fibrado cuya fibra en el

punto x es el espacio de todos los q-jet [ϕ]qx , para x ∈M y ϕ : M →N diferenciable. Denotare-

mos a este fibrado como Jq (M , N ) y a su fibra en x como Jq (M , N )x .

Se puede observar que para cada x ∈M , Jq (M ,N )x es, efectivamente, un espacio vectorial,

y además tenemos como la proyección del fibrado a πq : Jq (M , N )x →M y a otras proyecciónes

π
q
r : Jq (M ,N )x → Jr (M ,N )x como la inclusión canónica.

Es fácil probar que si M es una m-variedad y N es una n-variedad:

d i m (Jq (M , N )x ) =m +n




m +q

q



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EJEMPLO 5.2. Si M es una 2 variedad y N = ℜ tenemos que J0(M , N )x es generado por

{x1,x2, u }, J1(M , N )x es generado por {x1,x2, u , u [1,0], u [0,1]} y que J2(M ,N )x es generado por

{x1,x2, u , u [1,0], u [0,1],u [2,0], u [1,1],u [0,2]}.

Se puede notar que cualquier función ϕ, genera una asociación entre un punto de la var-

iedad con un elemento de su espacio de jet, es decir, se tiene la siguiente sección del fibrado de

Jet de orden q :

jqϕ :=





M → Jq (M , N )

x → [ϕ]qx =
�

x , ∂
|µ|ϕα

∂ xµ
(x )
�

OBSERVACIÓN 5.3. No toda función Φ : M → Jq (M , N ), tendrá la forma anterior, es decir no

siempre existirá un ϕ : M →N , tal que Φ= jqϕ. Las condiciones para que esto suceda se verán

mas adelante.

Se puede ver a jqϕ no sólo como una sección, sino también como una subvariedad de di-

mensión m en Jq (M , N ), en este caso la denotaremos por i m (jqϕ).

Ya teniendo una idea de lo que es el fibrado de jets mostraremos la definición intrinseca,

abstracta y teórica de este.

Dado un fibrado Π : F →M , y una sección sobre el fibrado φ : M → F . Como vimos en el

capítulo de preliminares II, tanto F como M son variedades, así tomando ahora el espacio tan-

gente de ambas, obtenemos un nuevo fibrado, TΠ : T F → T M , y una sección Tφ : T M → T F .

Fijando un punto p ∈M consideremos la restricción, Tφ(p )Π : Tφ(p )F → Tp M como un variedad,

y la restricción Tpφ : Tp M → Tφ(p )F como una sección. Así diremos que dadas dos secciónes de

F ,φ1,φ2 están relacionadas con orden q > 0 en p ,φ1 ∼p
q φ2, si y sólo si, Tpφ1 ∼p

q−1 Tpφ2 y están

relacionadas en orden 0 en p, φ1 ∼p
0 φ2, si y sólo si, φ1(p ) = φ2(p ). Análogamente definimos la

clase de equivalencia:

[ϕ]qp := {φ ∈C∞(M , N ) | φ ∼p
q ϕ}.

DEFINICIÓN 5.4. El fibrado de jet de orden q sobre un fibradoΠ : F →M , es el que posee co-

mo fibra de p ∈M al espacio de todos los q-jet [ϕ]qp , siendoϕ : M →N funciones diferenciables.

Este espacio es descrito como Jq (Π) y a las fibras como Jq (Π)p . •
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OBSERVACIÓN 5.5.

(1) Si tenemos como fibrado a Π : N ×M →M , con Π como la proyección canónica, ten-

emos que Jq (Π) concuerda perfectamente con la visión anterior de fibrado de Jet de

orden q , Jq (M ,N ), más simple.

(2) Note que toda sección sobre el fibrado original, genera, una sección en el fibrado de

Jets de orden q .

PROPOSICIÓN 5.6. Dado un fibrado Π : F →M , cada proyección πq
q−1 : Jq (Π)→ Jq−1(Π), es un

fibrado afín, es decir, dado un cambio de carta en Jq−1 varía a Jq (Π) como una transformación

afín.

Demostración:

Solámente haremos la demostración para F =N×M , viendo al fibrado de jets de orden q como

Jq (M ,N ) con el desarrollo de Taylor.1

Dado un cambio de carta en M y N (x̄1, ..., ¯xm ) y (ū 1, ..., ū n ) tenemos que:

ū α
j1...jq

=
∑

i

∑

β

�
∂ ū α

∂ u β

∂ x i 1

∂ x̄ j1

. . .
∂ x i q

∂ x̄ jq

�
u β

i 1...i q
+ ...

donde los puntos son una expresión muy complicada que depende solamente de los órdenes

menores que q . 7

2. Formalismo de fibrados de jets para las ecuaciones diferenciales y sus soluciones

Teniendo ahora en mente, el fibrado de jets, daremos la definición geométrica de una ecuación

diferencial, para un fibrado dado, como un objeto geométrico abstracto y sin tomar en cuenta

coordenadas de ecuaciones locales.

DEFINICIÓN 5.7. Una ecuación diferencial de orden q , para un fibrado dado Π : F →M , es

una subvariedad fibrada Eq ⊂ Jq (Π). •

OBSERVACIÓN 5.8.

(1) Con variedad fibrada nos referimos a que πq (Eq ) =M .

(2) Para el fibrado Π :ℜ×ℜn →ℜn , dada una función H : Jq (Π) = Jq (ℜn ,ℜ)→ℜ, la preim-

agen del 0 es una ecuación diferencial tal cual la conocemos.

1Una demostración completa se puede observar en el primer capítulo de [14]
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EJEMPLO 5.9. Tomando el fibrado Π :ℜ×ℜ2→ℜ2 y una función H : J1(ℜ2,ℜ)→ℜ, tenemos

la siguiente ecuación diferencial

H (x1,x2, u , ux1 , ux2) = 0

Ahora necesitamos un concepto de solución para la ecuación.

DEFINICIÓN 5.10. Sea un fibrado dado Π : F → M , y una ecuación diferencial de orden q ,

Eq ⊂ Jq (Π), una solución es una sección suaveφ : M → F tal que i m (jqφ)⊆Eq . •

Como dijimos antes, no toda sección suave sobre un fibrado de Jet de orden q , posee la

forma jqφ, para algun φ : M → F . Con el objetivo de ver qué condiciones extra debe cumplir

una sección, para poseer esta forma, veamos lo siguiente, pensando solamente en el caso de

F =N ×M y Jq (Π) = Jq (M ,N ).

DEFINICIÓN 5.11. Para un fibrado dadoΠ : F =N×M →M , una uno-formaω∈A (Jq (M ,N )),

en el fibrado de jet Jq (M , N ), es una forma de contacto, si para cualquier sección ϕ : M →
M ×N ,ω se anula en i m (jqϕ).

Nota: las formas de contacto generan una codistribución C ∗q ∈ T ∗(Jq (M , N )), a la cual llamare-

mos codistribución de contacto. •

Para entender un poco mejor esta definición, veamos las siguientes:

PROPOSICIÓN 5.12. Sea q ∈N, M una m-variedad y N una n-variedad. Para todo 1≤ α≤ n y

todo multi-índice µ con 0≤ |µ|<q, la uno-forma

ωαµ = d u α
µ −

m∑

i=1

u α
µ+1i

d x i

es una forma de contacto en Jq (M ,N ). La distribución de contacto C ∗q , es localmente generada

por todas estas formas y por tanto d i mC ∗q = n (m+q−1
q−1 ).

Demostración:

Un elemento general deA 1(Jq (M , N )) es de la forma

ω=
m∑

i=1

a i d x i +
n∑

v=1

∑

1≤|β |≤q

b v
βd u v

β
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para el multi-indice β .

Sea φ : M → N y ϕ : i m (jqφ) → Jq (M ,N ) la correspondiente inclusión natural. Entonces el

pull-back deω será de la forma:

ϕ∗ω=
m∑

i=1


a i +

n∑

v=1

∑

1≤|β |≤q

b v
β

∂ |β |+1φv

∂ x |β |+1i


d x i

Por tanto es sencillo probar la primera parte de la proposición si a i = −
∑n

v=1

∑
1≤|β |≤q

∂ |β |+1φv

∂ x |β |+1i
,

b v
β = 1 y los términos para |β | = q se anulan, obviamente ϕ∗ω = 0 con lo que ωαµ es una forma

de contacto.

Por otro lado probemos ahora que generan aC ∗q , tomemos ρ = [φ](q )x0 un punto arbitrario en la

subvariedad i m (jqφ). Todos los elementos en la clase ρ tienen las mismas derivadas excepto

por las de orden q + 1 si tomamos otro elemento de la clase φ̄ ∈ ρ que tenga en x0 sólo una

derivada de orden q +1 diferente de φ, es decir c = (∂ q+1φv /∂ xβi )(x0) 6= (∂ q+1φ̄v/∂ xβi )(x0) = c̄

para algún |βi |=q+1, tenemos que, siendo ϕ̄ : i m (jq φ̄)→ Jq (M , N ) la inclusión canónica, toda

uno formaω∈C ∗q debe cumplir lo siguiente:

ϕ∗ω= ϕ̄∗ω= 0

⇒ϕ∗ω− ϕ̄∗ω= 0

⇒ (c − c̄ )bβi
v (ρ)d x i = 0

⇒bβi
v (ρ) = 0

y por ser arbitrario, tenemos que toda forma de contacto cumple bβv = 0 para todo |β | = q + 1,

y en general para todo |β | > q , además se puede ver facilmente que cualquier forma generada

sólo por los elementos d x i no puede ser una forma de contacto, por tanto, sólo nos quedan

n (m+q−1
q−1 ) elementos linealmente independientes para conformar a las uno-formas de contacto,

número que coincide, justamente, con el número de formas linealmente independientes dadas

ωαµ, y teniendo esta cantidad de elementos linealmente independientes dentro del espacio, solo

queda que éstos sean una base. 7

Veamos ahora, las condiciones que debe cumplir una sección Φ : M → Jq (M ,N ), para que

se pueda escribir como Φ= jqφ, para alguna secciónφ : M →N ×M , a través de la siguiente
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PROPOSICIÓN 5.13. Sea q ∈ N, M una m-variedad y N una n-variedad. Cualquier sección

Φ : M → Jq (M ,N ), que satisfaga πq ◦Φ= i d M , se puede escribir de la forma Φ= jqφ, para algúna

φ : M →N ×M , si y sólo si i m (Φ)⊂ Jq (M , N ), es una superficie integral deC ∗q .

Demostración:

Sea la sección Φ : M → Jq (M ,N ), que en coordenadas locales se puede escribir de la forma

Φ(x ) = (~x , (φαµ)). Si i m (Φ) es una varierdad integral de C ∗q , Φ debe hacerse cero para todos los

elementos que generan aC ∗q , es decir:

Φ∗ωαµ =
m∑

i=1

�
∂ φm u α

∂ x i
−φαµ+1i

�
d x i = 0

y como es para todo α y µ tenemos:

φαµ+1i
=
∂ φαµ

∂ x i

y con esto queda claro que Φ= jqφ. 7

Ahora veamos estos resultados, en términos de los campos vectoriales, en vez de las formas

diferenciales.

DEFINICIÓN 5.14. Sean M y N variedades, la distribución de contacto Cq ⊂ T (Jq (M ,N )),

consiste en todos los vectores tangentes, que son anulados por las formas de contacto. A los

elementos deCq , les llamaremos vectores de contacto.

Y analogamente, para entender mejor la estructura de estos vectores de contacto, tenemos

la siguiente

PROPOSICIÓN 5.15. La forma de contactoCq ⊂ T (Jq (M , N )), para las m y n-variedades dadas

M y N respectivamente, es localmente generada por los campos:

C (q )i = ∂x i +
n∑

α=1

∑

0≤|µ|<q

u α
µ+1i
∂uµ+1α ,

y para 1≤α≤ n y |µ|=q:

C µ
α = ∂u αµ

Con lo que d i m (Cq = n +m (n+q −1q )). Y por otro lado, toda función Φ : M → Jq (M , N ), tal que

πq ◦Φ = i d M , es una prolongacion, si y sólo si T (i m (Φ)) ∈ Cq |i m (Φ), es decir, si y sólo si i m (Φ) es
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una variedad integral deCq .

Demostración:

Se sigue facilmente de las demostraciones 5.12 y 5.13. 7

OBSERVACIÓN 5.16.

(1) Note lo siguiente, si |µ|+1<q :

−
m∑

i=1

ωαµ+1i
∧d x i = −

m∑

i=1

(d u α
µ+1i
−

m∑

j=1

u α
µ+2i j

d x j )∧d x i

= −
m∑

i=1

(d u α
µ+1i
∧d x i )+

m∑

i=1

(
m∑

i=1

u α
µ+2i j

d x j ∧d x i )

= −
m∑

i=1

d u α
µ+1i
∧d x i

= dωαµ

(2) Veamos si la codistribuciónC ∗q , es involutiva. Como

dωαµ =−ωαµ+1 ∧d x i

para todo |µ| < q − 1 tenemos que efectivamente lo sería si no fuese por los términos

donde µ toma su máximo valor |µ|=q −1.

(3) Dualmente se puede observar que Cq , es involutiva excepto por los términos donde

|µ|=q , es decir, el corchete de Lie se hace cero excepto por:

[C β+1i
α ,C (q )i ] = ∂u αβ

para el arbitrario multi indice β tal que |β |=q +1.

3. Prolongación y proyección de una ecuación diferencial

Ya con una idea de las condiciones que una sección sobre el fibrado de jets de orden q , debe

cumplir para ser solucíon de una ecuación, introduciremos dos operaciones geométricas, la

prolongación y la proyección, de una ecuación diferencial.
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Dado un fibrado Π : F →M y una ecuación diferencial Eq ⊆ Jq (Π), podemos notar lo sigu-

iente:

(1) La proyección Π̄q : Eq →M genera un nuevo fibrado.

(2) siendo πq : Jq (Π)→ M tenemos que los siguientes fibrados de jets cumplen Jr (Π̄q ) ⊆
Jr (πq ).

(3) Existe una inclusión entre γ : Jq+r ,→ Jr (πq ).

DEFINICIÓN 5.17. Dado un fibrado Π : F →M y una ecuación diferencial Eq ⊆ Jq (Π) defini-

mos la prolongación de grado r de la ecuación diferencial, como:

Eq+r = γ−1(Jr (Π̄q )∩γ(Jq+r (Π)))⊆ Jq+r (Π).

•

Nota: A modo de simplificar, podemos decir directamente que la prolongación es:

Eq+r = Jr (Π̄q )∩ Jq+r (Π).

Esta definición puede ser algo complicada de observar. Para dar una idea mas sencilla de

la acción local de la prolongación, continuaremos dando un operador sobre las funciones de

Jq (M ,N ) aℜ, llamado derivada total. Para introducir la noción de éste operador, tomemos una

función F : Jq (M , N )→ℜ, entonces:

d F =
m∑

i=1

∂ F

∂ x i
d x i +

n∑

α=1

∑

1≤|µ|≤q

∂ F

∂ u α
µ

d u α
µ

pero con las uno formas de contacto:

ωαµ = d u α
µ −

m∑

i=1

u α
µ+1i

d x i = 0

podemos pensar en sustituir a

d u α
µ =

m∑

i=1

u α
µ+1i

d x i

con lo que tendríamos:

d F =
m∑

i=1



∂ F

∂ x i
+

n∑

α=1

∑

1≤|µ|≤q

∂ F

∂ u α
µ

u α
µ+1i


d x i

de esta manera tenemos la siguiente:
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DEFINICIÓN 5.18. Sean M y N una m -variedad y n-variedad respectivamente, el operador

derivada total en i denotado como Di : C∞(Jq (M , N )) → C∞(Jq+1(M , N )) se define para una

función cualquiera F ∈C∞(Jq (M , N )) como:

Di (F ) :=
∂ F

∂ x i
+

n∑

α=1

∑

1≤|µ|≤q

∂ F

∂ u α
µ

u α
µ+1i

•

Con esta definición podemos ilustrar lo siguiente:

Dadas las funciónes φ : M → N y Φ : Jq (M , N ) → ℜ tendremos que se cumple la siguiente

identidad:

∂ (Φ ◦ jqφ)
∂ x i

= (DiΦ) ◦ jq+1φ.

Este resultado es conocido como regla de la cadena.

EJEMPLO 5.19. Tomando en J1(ℜ2,ℜ) la función Φ(x , y , u , ux ,u y ) = (u y )2−x (ux ) tenemos a:

(DxΦ)(x , y , u , ux ,u y ,ux x ,ux y , u y y ) = 2u y ux y −x u x x −ux ,

(DyΦ)(x , y , u , ux ,u y ,u x x ,u x y , u y y ) = 2u y u y y −x u x y .

Y si sustituimos por j2φ para φ : ℜ2 → ℜ tenemos Φ̄ = Φ(x , y ,φ(x ,y ),φx (x , y ),φy (x ,y )) y uti-

lizando la regla de la cadena:

∂ Φ̄
∂ x
= 2φy (x , y )φx y (x , y )−xφx x (x ,y )−φx (x ,y )

∂ Φ̄
∂ y
= 2φy (x , y )φy y (x , y )−xφx y (x ,y )

OBSERVACIÓN 5.20. Note que C∞(Jq (M ,N )) ⊂ C∞(Jq+1(M ,N )) dado que si Φ ∈ C∞(Jq (M , N ))

entonces Φ ◦πq+1
q ∈C∞(Jq+1(M , N )), además note que:

DiΦ=C (q+1)
i (Φ ◦πq+1

q )

Ya con esta operación a la mano, tenemos que una ecuación diferencial Eq , escrita local-

mente de la forma Hi (x , u (q )) = 0, siendo 1 ≤ i ≤ k con k ∈ N y Hi : Jq (π)→ℜ, podemos decir
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que su prolongación de grado r es:

Eq+r :





Hi (x , u (q )) = 0, 1≤ i ≤ k

D j Hi (x , u (q )) = 0, 1≤ j ≤ n
...

DµHi (x ,u (q )) = 0, |µ|= r

DEFINICIÓN 5.21. Dado un fibrado Π : F → M y una ecuación diferencial Eq ⊆ Jq (Π) una

proyección de grado r de una ecuación diferencial de grado q , Eq ⊂ Jq (Π) se define como:

E (r )q =π
q
q−r (Eq )⊆ Jq−r (Π).

•

En contraste con la prolongación, esta definición es muy sencilla, pero su aplicación muy

compleja. Dada la ecuación localmente de la forma Hi (x , u (q )) = 0, la proyección consiste en

eliminar algebraicamente los elementos de orden superior, y de no poder eliminar ninguno, se

dice que la proyección es todo Jq−r (Π).

Dada una ecuación diferencialEq , se suele denotar como E (r )q , a la proyección en Jq (Π), de la

r prolongación en Jq+r (Π). Se puede ver que E (r )q ⊆Eq , sin embargo esta contención no siempre

llega a ser una igualdad.

EJEMPLO 5.22. Dada un fibrado Π : ℜ3 ×ℜ → ℜ3, consideremos la ecuación diferencial de

primer orden E1 ⊂ J1(Π) definida por el sistema:

E1 :





u z + y ux = 0,

u y = 0.

Entonces su prolongación será:

E2 :





u z + y ux = 0, u y = 0,

u x z + y ux x = 0, ux y = 0,

u y z + y ux y +ux = 0, u y y = 0,

u z z + y ux z = 0, u y z = 0.
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Y sustituyendo las ecuaciones u y z = 0 y u x y = 0 en u y z + y ux y +ux = 0 tenemos que ux = 0 por

lo que la proyección es:

E (1)1 :





u z = 0,

u y = 0,

ux = 0.

De donde es fácil ver que E (1)1 ( E1 y que E (1)1 = E (2)1 = E (3)1 . . . . 7

Note que en el ejemplo 5.22, la ecuación E (1)1 no está implícita en E1, sin embargo, toda

solución de E1 indudablemente debe satisfacer E (1)1 , en otras palabras no existen soluciones de

E1 que no sean ya soluciones de E (1)1 , así podemos pensar en E1 como una ecuación diferencial

con “problemas”. Para estos casos se presenta la siguiente

DEFINICIÓN 5.23. Dado un fibrado Π : F → M , diremos que una ecuación diferencial Eq ⊂
Jq (Π), es formalmente integrable, si y sólo si, para todo r ≥ 0, se tiene, E (1)q+1 = Eq+1. •

Para ecuaciones diferenciales de primer orden E1 ⊂ Jq (Π) podemos describir una condición

de integrabilidad sufcientemente clara. Imaginemos que nuestra ecuación diferencial está dada

por el sistema H = F = 0 siendo H , F : Jq (Π)→ ℜ, entonces nuestra prolongación en grado 1

será:

Di H =
∂H

∂ x i
+u i

∂H

∂ u i
+
∑

j

u i j
∂H

∂ u i j

Di F =
∂ F

∂ x i
+u i

∂ F

∂ u i
+
∑

j

u i j
∂ F

∂ u i j

de donde podemos proyectar la ecuación.

∑

i

�
∂ F

∂ u i
Di H − ∂H

∂ u i
Di F

�
=
∑

i

�
∂ F

∂ u i

�
∂H

∂ x i
+u i

∂H

∂ u i

�
− ∂H

∂ u i

�
∂ F

∂ x i
+u i

∂ F

∂ u i

��

así definimos el siguiente corchete

[H , F ] =
∑

i

�
∂ F

∂ u i
Di H − ∂H

∂ u i
Di F

�

del cual podemos descirbir aE (1)1 como H = F = [H , F ] = 0. Estas condiciones son identicas a

E1, si y sólo si, [H , F ] = 0 en E1, es decir E1 es formalmente integrable, si y sólo si, [H , F ] = 0 en E1.
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Se puede extender esta condición de integrabilidad a una ecuación diferencial de grado 1,

que posea más de dos ecuaciones. Dado una ecuación diferencial E1 ⊂ J1(Π) descrita por el sis-

tema Hk = 0, para todo 1 ≤ k ≤ n ∈ N, entonces la condición de integrabilidad formal será,

[Hi , H j ] = 0 en E1 para todo 1≤ i , j ≤ n .

Esta condición se puede extender también a ecuaciones de orden superior, sin embargo,

será una condición nesesaria, mas no suficiente. Dadas las funciones H ∈ C∞(Jq (Π),ℜ) y F ∈
C∞(Jr (Π),ℜ), con r ≤q , definimos el corchete, como:

[H , F ] =
∑

|µ|=r

∂ F

∂ xµ
DµH −

∑

|ν |=q

∂H

∂ xν
DνF.

4. Formalismo de fibrados de jets para simetrías y características de una ecuación

Este formalismo posee diferentes definiciones para abarcar los métodos de ecuaciones difer-

enciales, un ejemplo de este hecho se sigue a continuación.

En primer lugar observe que las formas diferenciales del método de Cartan-Monge:

α := d u−< ~p ,d ~x >= 0,

dadas en la sección 3 del capítulo 4, son equivalentes a las formas de contacto:

ωαµ = d u α
µ −

m∑

i=1

u α
µ+1i

d x i .

De esta manera podemor concluir que la condición dada en el método de Cartan-Monge, de

que α = 0, es igual a la condición de la propocición 5.13, nesesaria para ser solución de una

ecuación diferencial.

Además las definiciones de simetrías y características se siguen a continuación

DEFINICIÓN 5.24. SeaD una distribución de una variedad M . Decimos que X ∈X (M ) es una

simetría infinitesimal deD, si y sólo si,LXD = [X ,D]∈D. •

DEFINICIÓN 5.25. Un campo C ∈ D es una característica de Cauchy, siLCD = [C ,D] ∈ D. Y

su curva integral es llamada curva característica de Cauchy. •
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Cuando la distribución es una ecuación diferencial, estas definiciones concuerdan con las

definiciones de simetría y características dadas en los capítulos 3 y 4.

En conclusión la gran diversidad de métodos para resolver ecuaciones, quizás no se puedan

reducir a un sólo método, sin embargo podrían ser englobados por una sola teoría, en la cual

se entienda mejor su estructura general. En éste caso observamos a las características y las

simetrías a través de fibrados de jets.
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