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Introduccion

La teoria de ecuaciones diferenciales es una de las mds extensas dentro de las matemadticas.
El objetivo de esta teoria siempre ha sido hallar la solucién de estas ecuaciénes. Para tal fin una
gran variedad de métodos se han desarrollado. Sin embargo, no existe una teoria general para

resolverlas. Cada método de resoluciéon de ecuaciones tiene sus particularidades.

Uno de los métodos para buscar, si bien no necesariamente la solucién general, al menos
cierta clase de soluciones, y que abarca una gran cantidad de ecuaciones, es el de simetrias de
Lie. Introducido por S. Lie y luego desarrollado por E. Noether y E. Cartan, estudia las ecua-
ciones y sus soluciones dentro del formalismo de la geometria diferencial y acciones de grupos

de Lie.

Otro método para estudiar ecuaciones diferenciales, fue el desarrollado por D.L. Blackmore,
N.K. Prykarpats’ka, V.H. Samolienko, E. Wachincki y M. Pytel-Kudela, que consiste en encontrar

curvas caracteristicas para las diversas ecuaciones diferenciales.

Y por udltimo tenemos un método introducido por D. Spencer y desarrollado por A. Vino-
gradov. En este caso se us6 el formalismo de fibrados de jets y dlgebra homoloégica, a fin de

hacer un estudio global de las ecuaciones.

En el presente trabajo nos proponemos a revisar estos métodos dlgebro-geomeétricos y, sin
pretender resolver todas las ecuaciones, presentar al menos un esquema comun para estos
métodos. Con este fin estudiaremos principalmente los fundamentos bésicos de geometria
diferencial y revisaremos los diferentes aspectos algebraicos tales como: grupos y élgebras de
Lie. Luego veremos el método de Lie y el de Cartan-Monge, y los aplicaremos a la resolucién
de diversas ecuaciones diferenciales. Y por tltimo presentaremos el formalismo de fibrados de

jets y mostraremos que los procedimientos de Lie y de Monge provienen de la misma idea.

Usaremos e para marcar el fin de las definiciones yﬁ’para el fin de las demostracionesy cal-

culos. Las referencias cruzadas, se indicaran por tres ntimeros separados por puntos. El primero
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indica el namero del capitulo, el segundo el nimero de la seccion, y el tercero el nimero de la

misma.

Usaremos los simbolos usuales de teoria de conjuntos, (union, interseccién, pertenece,
etc...), ademads los simbolos usuales del célculo (derivada parcial con respecto a una variable, la
matriz jacobiana, etc...), los simbolos usuales de dlgebra lineal (producto interno, L.I., base, ®
para suma directa, etc...), los simbolos usuales de combinatoria (S; para el grupo de permuta-
ciones, sig para signo, etc) y los simbolos Z, R, C, para denotar a los nimeros enteros, reales 'y

complejos, respectivamente.

Para los resultados que se presenten sin demostracion, indicaremos la referencia donde se

puede hallar la misma.



Capitulo 1

Preliminares de algebra

En este capitulo revisaremos los conceptos basicos preliminares de dlgebra, necesarios para
entender la estructura algebraica de los métodos de resolucién de ecuaciones diferenciales pre-
sentados en este trabajo.

Las referencias que seguiremos en este capitulo son [2], [5], [8], [9],[10], [12], [1].

1. Anillos y médulos

El dlgebra moderna consiste en el estudio de estructuras, las cuales estdn compuestas por
una clase de elementos y una clase de aplicaciones entre estos elementos. Empezaremos por la
estructura mas béasica. Decimos que es basica pues s6lo consta de un conjunto y una aplicacion

binaria.

DEerINICION 1.1. Un grupo consta de los siguientes datos:

(1) Un conjunto no vacio G.

(2) Una operacién binaria *: G X G — G generalmente denominada multiplicacién.

Los cuales deben satisfacer las siguientes propiedades:

(1) xx(yxz)=(xxy)*z Vx,yz€G,.
(2) Existeece G talque exx =x Vxeg.
(3) ParacadaxeGexistex ' eGtalque xxx'=x"lxx=e. o

OBSERVACION 1.2. Se suele denotar al grupo solamente por G, sin embargo, si se quiere ser
mads explicito, se denotard como (G, *), indicando asi, no sélo el conjunto, si no también su

multiplicacion.

EjemprLO 1.3.
(1) (Z,+) siendo + la suma usual, es un grupo.
(2) Las matrices junto con la suma usual, es un grupo.

(3) Las rotaciones en un plano forman un grupo.
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(4) Las rotaciones en general no forman un grupo, pues no cumplen con la asociativiad.

Ahora supongamos que tenemos un grupo dado, por ejemplo Z junto con la operacion usu-
al +, este grupo, posee ciertos subconjuntos que, junto con ésta operacion, siguen siendo gru-
pos, como por ejemplo los pares. Por otro lado nuestro grupo podria estar contenido en otro
grupo mas grande, por ejemplo para Z tenemos a R, por lo tanto, para poseer un marco de

definiciones completo, nesesitamos la siguiente.

DEFINICION 1.4. Dado un grupo (G, *), un subgrupo S es un subconjunto de G, tal que (S, *)
es un grupo.

Nota: De ser S un subgrupo de G, lo denotaremos por S < G. .

OBSERVACION 1.5. Para que un subconjunto de un grupo, sea un subgrupo, no hace falta
ver si la operaciéon cumple la asociatividad, dado que, siendo la misma aplicacién de G, esta
propiedad es heredada, por lo tanto, un subgrupo de un grupo dado (G, *), es un subconunto

S C G, que junto con la operacién *, cumple las siguientes propiedades:

e ParacadaxeSexistex"!eStalquexxx~!=e.

e Paratodo x,y € S tenemos que x xy €8S.

DEFINICION 1.6. Un grupo abeliano es un grupo (G, *), que para todo x, y € G, se tiene:
XY=y *X.

Nota: Cuando un grupo es abeliano, su operacion binaria se llama suma, se denota por el sim-

bolo + en vez del * acostumbrado y el simbolo 0 indica el elemento neutro. .

A pesar de las muchas propiedades que puede cumplir un grupo, y lo interesante de su
estructura, siempre hemos visto dos operaciones, la suma y la multiplicacion usual, asi intro-

ducimos una nueva estructura, con dos operaciones, sobre un conjunto.

DEFINICION 1.7. Un anillo consta de 3 datos:

e Un conjunto R.
e Una aplicacion binaria+: R x R — R.

e Una aplicacion binaria*: R x R — R.

Que cumplen, para todo x, y, z € R, las siguientes condiciones:
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¢ (R,+) es un grupo abeliano.

o xx(yxz)=(x*xy)*z.

o x*(y+2)=(x*y)+(x*2)y(y+2z)*xx=(y*x)+(z*x).
Nota: Al igual que con los grupos, se suele denotar al anillo simplemente por el simbolo R de
su conjunto, pero si se quiere ser explicito, se puede denotar por (R, +, *), para dar referencia de

sus operaciones. °

DEeFINICION 1.8. Un subanillo de un anillo R, es un subconjunto S C R, tal que junto con las
mismas aplicaciones binarias heredadas de R, es un anillo.

Nota: De ser S un subanillo de R, lo denotaremos por S < R. )

OBSERVACION 1.9. De manera andloga a los grupos, para que un subconjunto de un anillo sea
un subanillo, no hace falta ver si la operacién cumple todas las propiedades, dado que siendo la
misma aplicacién de R, estas propiedades son heredadas, por lo tanto un subanillo de un anillo
dado (R,+,*), es un subconunto S € R, que junto con la operacién *, cumple las siguientes
propiedades:

e (5,+) es un subgrupo de (R, +).

e Paratodo x,y € S tenemos que x xy €8S.

Y consecuentemente tenemos la definicién explicita de agregar la propiedad “abeliana” a

los anillos.

DEeFINICION 1.10. Un anillo conmutativo es un anillo, que para todo x,y € R, se tiene:

X*y =Y *X.

Aun nos falta un elemento muy importante, que no aparece reflejado en la definicién de
anillo, el elemento neutro para la operacion *, agregaremos la siguiente definicion, para los

anillos como Z, que posean este elemento neutro.

DEFINICION 1.11. Sea R un anillo, diremos que R es un anillo con unidad, si existe un el-
emento 1 € R (que para simplificar denotaremos siempre como 1), tal que, para todo a € R,

tenemosquea*xl=1xa=a. °
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En este momento, hemos llegado a una estructura que cumple con las espectativas de Z,
es decir, las operaciones de los anillos abelianos con unidad, cumplen con las caracteristicas
algebraicas de Z. Hay que aclarar, no estamos diciendo que un anillo abeliano posea todas
las propiedades de Z, solamente que las propiedades que cumple la suma y el producto usual
para cualquier par de elementos, son las mismas que cumple las operaciones de algun anillo
abeliano, para todo par de sus elementos. Sin embargo, no hemos llegado al punto de com-
pletar las propiedades de i, asi continuemos presentando ciertas definiciones, de propiedades

para las operaciones, que cumpla R y no Z.

DEFINICION 1.12. Sea R un anillo con unidad, diremos que a € R es invertible a izquierda (a

derecha) si existe b€ R, talqueaxb=1 (bxa=1). °

DEFINICION 1.13. Sea R un anillo, decimos que un elemento no nulo a € R es un divisor de

cero a izquierda (a derecha), si existe un elemento nonulo b € R, talque, a*b =0 (b*xa =0). e

DEFINICION 1.14. Sea R un anillo, diremos que R es de caracteristica p > 0 si existe a € R tal

quezzzoa:O. .

DEFINICION 1.15. Sea R un anillo con unidad diremos que:
¢ R esun dominio de integridad, si no tiene divisores de cero.
¢ R es de dominio de division si tiene unidad y todo elemento es invertible.

¢ R esun cuerpo si es dominio de division y abeliano. o

EjempLO 1.16.

(1) Z es un dominio de integridad y no de division.
(2) Las matrices n x n, en R, invertibles, con la multiplicacién usual, son un dominio de
divisién y no un cuerpo.

(3) R es un ejemplo de cuerpo.

A continuacion, presentaremos otras propiedades de importancia algebraica, que puede

cumplir algun subanillo de un anillo mayor, con respecto a los elementos del anillo mayor.

DEFINICION 1.17. Sea R un anillo e I < R, diremos que [ es un ideal a izquierda (a derecha)

de R,siparatodoac Ryi€l, tenemos que, axi <l (i*xa<€R).
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Nota: De no especificar si un ideal es a izquierda o a derecha se tomara como si fuese a ambos

lados. °

DEFINICION 1.18. Sea R un anillo e I un ideal de R, diremos que I es un ideal maximal, si

para cualquier otro ideal J, talque I € J, tenemosque [ =] 6 ] =R. °

EjempLO 1.19.

(1) Los multiplos de cualquier nimero z € Z en los enteros es un ejemplo de ideal. Si z no
es primo, es facil notar que estard contenido en los multiplos de su descompocicién
prima.

(2) Los multiplos de algun primo p €Z en los enteros, es un ejemplo de ideal maximal.

Para finalizar la revision de las estructuras algebraicas, presentamos la nocién de accién

sobre un conjunto.

DEFINICION 1.20. Sea G un grupo y X un conjunto, una accién a izquierda (a derecha) de G

sobre X es una funcién 0 : G x X — X (0 : X x G — X) tal que:

(1) f(e,x)=x B(x,e)=x).
(2) 0(g1%82,x)=0(g1,0(82,x)) (O(x,81%82)=0(0(x, g1), 82)). o

EjempLo 1.21. Las rotaciones de un objeto en un plano, es una accién del grupo de rota-

ciones sobe el objeto como conjunto.

DEFINICION 1.22. Sea G un grupo actuando sobre un conjunto X, para cada x € X definimos

la 6rbita de x como:

O(x)=1{0(g,x)/g €G}.
Y el estabilizador de x como:

G(x)=1{g<cG/0(g,x)=x}.

Ahora volviendo con la idea de generalizar las estructuras estructuras conocidas, definimos

una, que depende de otra, esta es equivalente a la que posee 3", con respecto a R.
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DEFINICION 1.23. ! Sea R un anillo, un R-médulo a izquierda (a derecha) es un grupo abeliano
M, junto con una accién a izquierdao: Rx M — M (o: M X R — M), tal que paratodo a,b € M

y 1,5 € R, tenemos que:

e ro(a+b)=roa+rob (@a+b)or=aor+bor),

o (r+s)oa=roa+soa (ao(r+s)=aor+aos),

e (rxs)oa=ro(soa) (ao(rxs)=(aor)os),

e siRtieneunidad1loca=a (aol=a). °

DEFINICION 1.24. Sea F un cuerpo, una F-algebra es un espacio vectorial A sobre F, que

junto con una operaciéon bilineal -: A x A — A, es un anillo. .

EjempLo 1.25. Sea F un cuerpo, y M un conjunto no vacio, la coleccion de todas las fun-

ciones de M a F es una F-algebra con las operaciones canénicas heredadas de F.

2. Algebra tensorial

Sean R un cuerpo, V'y W dos R-espacios vectoriales, dado el siguiente subgrupo, G < Vx W,

generado por todos los elementos de la forma:
(Uly w,+ w2) - (Uly wl) - (Uly LUZ),

(V1 + V2, wy) — (v1, wy) — (v2, W),
(v, awy) —a(vy, wy),
(avy, wy)—alvy, wr),

paratodo vy, 1, €V, wy,w, e Wya<R.
El producto tensorial de V con W, esté el dado por el siguiente cociente:

VxW
G

VeWw:=
LeMA 1.26. Sea R un cuerpo, para todo U,V y W tres R-espacios vectoriales, se tiene que:
UR(VW)~(UQV)®W

Demostracion:

La de mostracién se puede encontrar en el capitulo VI seccion siete del libro [1]. *

!Cuando R es un cuerpo cualquier R-médulo es lo que conocemos como R espacio vectorial
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DEFINICION 1.27. Sea R un cuerpo y V un R-espacio vectorial de dimensién n, el espacio
tensorial de orden k en V se denota por V& 6 ®*V, y se define como el producto tensorial con

sigo mismo k veces:

Ve =V R(.(VeV).).

TeOREMA 1.28. Sea V un R-espacio vectorial de dimensiéon n con un producto interno, en-

tonces dim(V®)=nk,

Demostracion:
Consideremos una base ortonormal de V, {e,,...,e,}. Denotando a e;, ® ... ® e;, como la clase
de (ei,,...,e;,) paral <i; <n.Dado v; ®...® v, € V®* que representa la clase de (vy, ..., vx) € vk
podemos notar que
N®..Q Vg :Z (H;.Czl <Vj,e;, >) €,®..0¢;,.

1
Y por otro lado, dado que los e;; son todos ortonormales, tomando un elemento ¢;, ®...® e;,,

resulta imposible escribirlo como combinacién de los otros, asi el conjunto:
{ei,®..Q¢,}

es una base, que esta constituida por la combinacién de los n elementos de la base de V en k

casillas disponibles. *w
OBSERVACION 1.29. Denotraremos la base de V& como {e;; ®...® e;i};<,+.

TeOREMA 1.30. Sea V un R-espacio vectorial de dimensién n con un producto interno, en-

tonces (VO ) o~ (V/*)®k

Demostracion:
Consideremos una base ortonormal de V, {ey,...,e,} yla base dual {Tj, ..., T,,;}. Se puede notar

que la siguiente funcion L : (V*)®* — (V®)* definida por:

LT, ®..9T,)=F,

.....
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Una funcion k-lineal dada w : V¥ — R, no necesariamente es un elemento de (V¥)*, de
hecho, tomando la base candnica de V¥, {(e,,0,..,0);...;(0, ...,0, e,)}, se puede ver que para todo

elemento de la base, (0, ...,0, ¢;,0,...,0), se tiene:
«w(0,...,,0,¢;,0,...,0)=0,
Lo que implica, que de ser lineal, w es cero. Asi tenemos el siguiente:

TeOREMA 1.31. Sea V un R-espacio vectorial de dimensiéon n con un producto interno, en-
tonces el espacio de todas las funciones k-lineales de V, V**, es isomorfo al espacio tensorial de

orden k de V*.

Demostracion:

Se puede notar que la siguiente funcién L : (V*)®k — Vki* definida por:

LT, ®..8T,)=F,

.....

De la misma manera, que el producto cartesiano, tenemos

DEFINICION 1.32. Sea R un cuerpo y V un R-espacio vectorial, x € ®*V'y y € ®'V tal que:
X ::ijelj ®...8 ey
V=) yien®..®ex
se define el producto tensorial de x con y como:
x®y ::ZZx,-yjelj ®..0¢er ®e);®...0 e

conloque x®y e @V .

OBSERVACION 1.33. Dado que ®'V = V, es andlogo construir los k espacios tensoriales, uti-
lizando el producto tensorial, como:

RXV=VRV

RV=0°VeV

fV=eVveVv
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DEFINICION 1.34. Sea R un cuerpoy V un R-espacio vectorial, definimos el algebra tensorial

de V como:

®'V:=EPe"V)
keN
Donde el producto es el producto tensorial. °

3. Algebra exterior

Andlogo al espacio tensorial, dado un espacio vectrial V, tomaremos ahora el subgrupo an-

tisimétrico de orden k, G, < V®, generado por todos los elementos de la forma:
V1®..0VU+5i8(0)Ve()® ... ® Us(x)

para vy,..., vy € Vy o € S;. Siendo Si el grupo de todas las permutaciones en k elementos y

sig(o) el signo de la permutaciéon o.

DEeFINICION 1.35. Sea R un cuerpoy V un R-espacio vectorial, el espacio exterior de orden

k en V se denota por V¢ 6 A¥V, y se define como:
VAk = V®k/Gk.
donde G es el subgrupo antisimétrico de orden k. .

TEOREMA 1.36. Sea V un R-espacio vectorial de dimensiéon n con un producto interno, en-

tonces dim(V ) =(})

Demostracion:
Consideremos una base ortonormal de V, {e, ..., e,}. Haciendo el procedimiento anélogo a la
demostracion del teorema 1.28, tenemos que los elementos {e;; A ... A e;}, que representan a
la clase de equivalencia de la base {e;; ® ... ® e}, generan al espacio exterior. Sin embargo, la
condicién de antisimetria, hace a las permutaciones y repeticiones linealmente dependientes.
De esta manera, tenemos que el niimero de elementos de la base corresponde ala combinacién

de las n bases de V, en k espacios, sin repeticiones ni permutaciones. *
OBSERVACION 1.37. Denotraremos la base de V®* como {e;; A... A eik},-f(z)

TeOREMA 1.38. Sea V un R-espacio vectorial de dimension n con un producto interno, en-

tonces (VNEY o~ (V*)Nk
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Demostracion:
Consideremos una base ortonormal de V, {e, ..., e,} y la base dual {Ti,..., T,,} Se puede notar

que la siguiente funcion L : (V¥)" — (VAk)* definida por:
L(T;l AN A T;k) = El,...,ik

.....

Andlogo al caso del dlgebra tensorial tenemos el siguiente:

TeOREMA 1.39. Sea V un R-espacio vectorial de dimensiéon n con un producto interno, en-
tonces el espacio de todas las funciones k-lineales y antisimétricas de V, V¥4, es isomorfo al

espacio exterior de orden k de V*.

Demostracion:

Se puede notar que la siguiente funcién L : (V¥)\k — Vkas* definida por:

LT, AN...AT;)=F, i

siendo:
sig(o) si 3 oeSt (e, ... ei) =(€s(j1) - oK)
F .i.(ej,...ej)=
0 otro caso.
Es un isomorfismo entre espacios vectoriales. *

De la misma manera que el producto tensorial tenemos

DEFINICION 1.40. Sea R un cuerpoy V un R-espacio vectorial, x € AkV y y € AV se define

el producto exterior de x con y como:
XAy =xQy—y®x
conlo que x® y eV 3

OBSERVACION 1.41.

(1) Dado un espacio vectorial V de dimensién n, tenemos que V& = 0 para todo k > n,
pues su dimension es cero y por que no hay forma de no repitir elementos linealmente

dependientes.
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(2) Dado que A'V = V, tambien se pueden construir los k espacios exteriores, usando el

producto exterior, como:
NV = VAV

ANV = NVAV

AV = ATIVAV

/\I’H—IV = 0

(3) Sirealizamos induccién, el producto exterior en términos de la base, se puede ver para

X = E xjelj/\.../\ekj,

y = Zyieli N...\ ek,
como:

X/\y = Zijyjelj AL A €kj ANeyiN...N\eg;.

DEFINICION 1.42. Sea R un cuerpoy V un R-espacio vectorial, definimos el algebra exterior
de V como:
NV = EP(AF V)
k=1
Donde el producto es el producto exterior. °



Capitulo 2

Preliminares de geometria diferencial

En este capitulo revisaremos los conceptos bdsicos preliminares de geometria diferencial
necesarios para entender la estructura geométrica en los métodos de resolucién de ecuaciones

diferenciales presentados en este trabajo.

Este capitulo esta dividido en dos partes. La primera parte se introducirdn definiciones co-
mo n-variedad, fibrados, campos vectoriales, uno formas y tensores, enfocdindonos principal-
mente en los campos y sus operaciones. Se introducira la definicion de derivada de Lie y su
aplicacion inmediata a ecuaciones diferenciales. En la segunda parte, se repasara los concep-
tos de uno-forma, se introducird el concepto de formas diferenciales y el teorema de Frobenius.

Las referencias que seguiremos en este capitulo son [2], [8], [9],[10], [12], [5], [13] y [15].

Parte I: Variedades y campos

Dada una superficie cualquiera, por ejemplo una ldmina de hierro, y alguna funcion de ésta
a xR, como la que indica la carga eléctrica de cada punto sobre la lamina. Si se desea estudiar
el comportamiento de esta funcién, es decir: ;cudles son sus puntos criticos?, ;cémo varia con
respecto al tiempo?, entre otras cosas, necesitariamos un concepto de derivada sobre la super-
ficie. En esta primera parte del capitulo que se presentan los conceptos que dotan a un espacio

topoldgico de una nocion de derivada.

1. Conceptos basicos

Siguiendo la idea anterior, para dotar a una superficie de un concepto de diferenciabilidad

nesesitamos las siguientes definiciones.

DEFINICION 2.1. Sea M un espacio topolégicoy p € M. Una carta local de p es un homeo-
morfismo ¢ de un entorno de p € U € M a un subconjunto abierto de un espacio euclideo. Se

denotard a ¢ como un par (U, ¢), para indicar su dominio. )

14
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FiGura 2.1. Cartalocal
OBSERVACION 2.2. En la definicién anterior si el espacio euclideo es de dimensién n dire-
mos que p es de dimension 7. En la figura 2.1, se muestra una carta local para el punto p, de

dimensién dos, de una ldmina.

DEFINICION 2.3. Sea M un espacio topoldgico, diremos que M es localmente euclideo si

para todo punto en M existe una carta local. °

DEFINICION 2.4. Un atlas C¥ en un espacio topolégico M es una familia de cartas A = {(U;, p;)/i €
I} tal que:
W M=U,., U
(2) Paratodo par de cartas (U;, p;) y (U}, ;) tal que U; N U; # ¢ se tiene que ¢; o <pj_1 es un

difeomorfismo de grado k.

DEFINICION 2.5. Sea M un espacio topolégico, se dice que un atlas sobre M es maximal si
es el inico atlas sobre la variedad que contenga todas sus cartas, es decir, cada carta de M que

satisfaga la condicion 2 de la definicion 2.4 pertenece al atlas. °

DEFINICION 2.6. Sea M espacio topolégico de Hausdorff segundo numerable y localmente
euclideo, diremos que M junto con un atlas C* maximal sobre M es una n-variedad diferen-

ciable si todo punto de M es de dimension n .

TEOREMA 2.7. Sea M espacio topoléogico de Hausdorff segundo numerable y localmente eu-

clideo si existe un atlas C*® sobre M entonces existe un atlas C® sobre M maximal.

Demostracion:

La demostracion de este teorema se puede encontrar en el primer capitulo de [15] *
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EjEmpLO 2.8.
(1) Sobre las matrices n x m, la funcion biyectiva canénica a #7*™, dota a las matrices
con una topologia y a su vez es un atlas diferenciable, que define un atlas maximal, las

matrices junto con este atlas es una n x m—variedad.

c
R 1 /Qi e 3
- i B - . -
e H )m" “«\ W -
-+
s : .. Bo, i [~
- : | ' -

Ficura 2.2. Variedad

(2) Sea C el cilindro S; x (0, /), siendo S, la circunferencia de radio 1, se definen las cartas:
p1:C—=1,—=1(0,1)x(0,2n) y ¢, : C—1, — (0,1) x (0,27) siendo [, y I, dos rectas del
cilindro dadas por /; = theta;x(0,1) para j € {1,2}, tal como se muestra en la figura
2.2, tal que para p € C, tenemos que ¢;(p) = (l,,0,,) siendo [, la distancia desde el
fondo del cilindro hasta el punto p y 6,, = d(I;, p) 6 la minima distanciade p a I, y
p1(p)=(lp, 6,) donde 0, es lo analogo con respecto a 0, el cilindro con la topologia

usual y estas dos cartas, es una 2-variedad.

Recordando el problema planteado, para derivar en cierto espacio topolégico que cumpla

con las condiciones de variedad, debemos dotar a éste, de un atlas C*® maximal.

DEFINICION 2.9. Sean M y N una m-variedad y una n-variedad respectivamente,y f : M — N
una funcidn entre variedades, diremos que f es diferenciable en un punto p € M si para todo

par de cartas, (U;, p;) en M y (O;, u;) en N, la funcién u; o fo goi_l R — R es diferenciable. e

Sin embargo, a pesar de la definicién anterior, al igual que en R”, se quiere una nocién
atn mads precisa de derivada, es decir como varia la funcién en alguna direcciéon. Siendo asi se

define:

DEFINICION 2.10. Una curva diferenciable sobre una n-variedad M es una funcién continua

y diferenciable cuyo dominio es un subconjunto de e imagen en un subconjunto de M. .
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De esta forma, se puede componer curva con funcién, tal como se ilustra en la figura 2.3,
obteniendo otra funciéon de R a R, derivable en el sentido usual. Es decir, si g : # — M una

curva, f : M — R una funciony (U, ¢) una carta en g(¢), se tiene que

d(f(g(1)) d(fle~'(p(g(1) (5(f(90_1))( (t))) dp(g(t))
dr dt - ox, S T )

i<n

donde <, > representa el producto interno usual en R”.

Tomando una funcién en general, se evidencia que el operador derivada a través de la curva g

es:
d 0 dp(g®)\ _ N w(g)i @
—(gl1))= i<n =) — Q. .
a1 8 <(6x,-)‘ dr ZI: dr  ox;
Como %, puede tomar cualquier valor en 2, se puede ver a esta derivada como un vector

del espacio vectorial en R libremente generado por la base {%} i<n-

Asi, ya teniendo la curva, definimos la “direccion de la curva” como un vector.

vector

Ficura 2.3. Vector

DEFINICION 2.11. Sea M una n-variedad, p € M, y (U;, p;) una carta de p. Si se consider-
an todas las curvas que pasan por p y coinciden en U;, un vector tangente en p es el vector

tangente a éstas curvas en 3" imagen por ;. o

DEFINICION 2.12. Sea M una n-variedad y p € U;. El espacio tangente al punto p se define

como el conjunto de todos los vectores tangentes a p y se designa como T,,. .

TeOREMA 2.13. Dada una n-variedad M, para cualquier punto p € M, tenemos que su espa-

cio tangente es isomorfo aR", T, ~R".

Demostracion:

Por el Teorema de existencia y unicidad de EDO, para toda combinacién de la forma
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p(g(r))i

n 2
Mola; 35 Se puede encontrar una curva tal que =2

i1 = a;. Por lo tanto hay un isomorfismo

ente T, y ", entonces T, con la suma y producto por escalar usual en 3" es un espacio vecto-
rial. %
Nota: se denotard a la base de este espacio por {% = 0y,}i<n en vez de la base candnica de R".

1

En la figura 2.4 se muestra el plano tangente a un punto p sobre una lamina.

Ficura 2.4. Espacio tantente

DEFINICION 2.14. Sea M una variedad y p un elemento en M, al dual del espacio tangente,

es decir a las transformaciones lineales de 7, a % se denota por T’ e °

EjeMpLO 2.15. Considere alguna funcién f de un entorno U de p a R, yunvectorv € T, la
derivada de f en la direccion de v es un real, asi f genera can6nicamente una funcion de U a
R que facilmente se puede ver que cumple con las condiciones de operador lineal, asi f genera

un elemento de T; que se denotard por d f y se le llama gradiente de f en p.

OBSERVACION 2.16. La base candnica de T;, se denotard como {dx;};<, y corresponde con
la base dual de T, es decir d xi(ﬁxj) = 0;;. Note que dx; coincide con el elemento generado por

la funciones proyeccion a x;.

Las definiciones anteriores se aplican a cada punto de la variedad, mas no sobre toda es-
ta, asi se tienen las siguientes definiciones para englobar, sobre toda la variedad, al espacio
tangente y cotangente de cada punto. Empezaremos definiendo una estructura abstracta, para

luego definir la extensién de los espacios tangente y cotangente a toda la variedad.

DEFINICION 2.17. Un fibrado sobre una variedad M consiste en lo siguiente:

(1) Una variedad F
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(2) Un conjunto de espacios vectoriales F, : p € M
(3) Una funciénIl: F - M
Tal que se satisfaga lo siguiente:
(1) Paracada p € M se tiene que F, ~II~!(p) es decir son homeomorfos e isomorfos como
espacios vectoriales.
(2) Si U € M un entorno de p € M entonces F es localmente trivial, es decir II"'(U) es

homeomorfo a F, x U. °

Ahora presentaremos, finalmente, la extension del espacio tangente a un punto, para toda

la variedad, como un ejemplo de fibrado.

DEFINICION 2.18.

(1) Side estamanerasetomaaF,=T,aF= |_|p€M T, (ver definicion 2.11) y por ultimo a
IT definido de manera candnica, se obtiene lo que se llama el fibrado tangente.

(2) Si de esta manera se plantea a F, = T; aF= |_| T; y por ultimo a IT definido de

peEM

manera candnica, se obtiene lo que se define el fibrado tangente dual. .

=7

Ficura 2.5. Fibrado

En la figura 2.5 se ilustra los componentes de un fibrado, las dos variedades, M y F, con sus

respectivas cartas, la proyeccion Iy el espacio F, asociado aun p € M.

Regresemos a nuestro ejemplo de laldmina de hierro, tomando a cada punto con una carga
eléctrica, al someter la lamina a un campo eléctrico, genera un “movimiento” de cargas sobre
laldmina, generando diferentes caminos o curvas para cada punto, y derivando estos caminos

tenemos ademads vectores tangentes para cada punto, como se muestra en la figura 2.6.
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NS

FiGura 2.6. Campo vectorial

DEFINICION 2.19. Sea M una variedad, un campo vectorial en M es una funciéon que le
asigna a cada punto p € M un elemento en su correspondiente T,,.

Nota: Se denota el conjunto de todos los campos vectoriales por (M) °

OBSERVACION 2.20.

(1) Un campo vectorial se puede ver como una seccion del fibrado tangente.
(2) Por la misma razén de que para cada punto p en una variedad M, T, es un espacio

vectorial en R, se puede concluir que (M) es un C*(M, R)-mabdulo.

EjEmpPLO 2.21.

(1) Elinterior de un edificio rectangular se puede ver como una 3-variedad, haciendo un
isomorfismo con un paralelepipedo abierto en %3, sobre este, la gravedad es un campo
vectorial, a cada punto del edificio le define el vector (0,0, g) = g0, donde g =9,8 es la
gravedad.

(2) La atmosfera se puede ver como una 3-variedad, el viento es un campo vectorial, que
a cada punto le asigna la direccion del viento.

(3) Elespacio entre las laminas de un capacitor es una 3-variedad, el campo electrico es un

campo vectorial, que le asigna a cada punto la direccién de la diferencia del potencial.

DEFINICION 2.22. Sea M una variedad, una uno-forma en M es una funcién que le asigna a
cada punto p € M un elemento en su . .

Nota: Se denotard al conjunto de todas las uno-formas sobre M por .«/(M).

OBSERVACION 2.23.

(1) Toda uno-forma aplicada a un campo vectorial genera una funcién f: M — R.
(2) Se puede notar que .¢/(M) con la suma usual y el producto por escalar usual forman

un espacio vectorial que coincide con el dual de Z'(M).
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EjempLo 2.24. Toda funcién f: M — R genera una uno-forma a la cual se designard por d f.

A esta funcion se le llama gradiente de f.

OBSERVACION 2.25. Una uno-forma se puede ver como una seccion sobre el fibrado tangente

dual.

Si sobre una misma variedad, existen dos atlas diferentes, que definen la misma estruc-
tura diferenciable sobre la variedad, se tiene que las cartas de un atlas con respecto al otro son
diferenciables. Esto implica que existe un difeomorfismo entre ambos sistemas, es decir entre
la variedad con un atlas y la variedad con el otro. Si se presentan funciones, curvas y campos
vectoriales para una variedad y se cambia el atlas de la variedad, todas cambiaran. Para saber

como cambian estas funciones, se presentan las siguientes definiciones.

DEFINICION 2.26. Sean M y N dos variedades difeomorfas a través de ¢ se definen el push-

forward de:

e Una funcion f: M — R como:

o f=fle™.

e Unacurva g : ® — M como:

v g =p(g(1)).

DEFINICION 2.27. Sean M y N dos variedades difeomorfas a través de ¢ se definen el pull-

back de:

e Una funcion f: M — %R como:

o f = flp).

e Unacurva g: 3% — N como:

¢.g =9 '(g(1))
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Con respecto a como varia un campo con el difeomorfismo, se necesita observar el efecto
del campo en la variedad, asi si con los vectores se procede ahora del modo inverso, es decir

teniendo un campo vectorial se quiere su curva.

DEFINICION 2.28. Sea M una n-variedad y X € Z'(M). Una curva integral de X en p € M es

una curva g en p tal que:

L(g(1)=X(g(1))

Si ahora se quiere extender esta curva integral, a un subconjunto abierto U, de la variedad

se tiene.

DEFINICION 2.29. Sea, M una n-Variedad y X € Z'(M). Un flujo de X en p € M es un triplete
(Uy, a, F) donde:
e pelUy,€ M esabierto,ya R cona>00 a=o0.
e F:U,x(—a,a)— M es de clase C*
e paracadau € U, ¢, : I, — M definida como ¢, = F(u, t) es una curva integral de X en
el punto u.
e si F, : Uy — M definida como F,;(u)= F(u, t) entonces para cada t € I, F;(U,) es abierto

y F; es un difeomorfismo C*. o

OBSERVACION 2.30. Un flujo completo es un flujo que cubre a toda la variedad es decir donde

U():M.

De esta manera, se tiene que el flujo cambia la variedad, por tanto teniendo X € ' (M) y
Y € 2(N) con flujos FX y F respectivamente y ¢ : M — N un difeomorfismo entre variedades
tal que:

p(F)=F'.

Entonces por regla de la cadena tenemos que:

OFY  0y(FX) 2 FX
=% = o ¥ A

donde J representa el jacobiano.

OBSERVACION 2.31. Como ¢ es un difeomorfismo se tiene que J¢ es una matriz invertible.
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Asi, se ha encontrado c6mo cambian los campos al aplicar un difeomorfismo.

DEFINICION 2.32. Sean M y N dos n-veriedades y ¢ : M — N un difeomorfismo entre var-

iedades, se define el push-forward de X € 2'(M) a través de ¢ como
P X=JpX(p™).

Y el pull-back como
0 X =T X()-

El push forward da lugar al siguiente diagrama.

2M) 5 2(N)
FXl lFY

M ¢ N

Analogamente se tiene la siguiente funcion. Para una funcién diferenciable entre variedades

¢ : M — N se suele denotar como T : TM — TN ala funcién, tal que para v € Tp se tiene:

To(w)=J(p)y-v

Dando lugar al siguiente diagrama

Je)
—

T™ TN
m |1
M ¢ N

Por otro lado, como para una variedad M y campo X € (M), el fluyjo de X en un ¢t € R

fijo FX, es un difeomorfismo entre M y M que en cierta forma “arrastra” a todos los puntos

!Esta funcién se utiliza en el capitulo 5, por tanto no se recomienda pasarla por alto
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durante el tiempo t o volviendo a el ejemplo de la ldmina, como si se dejara el campo eléctrico
t segundos actuando sobre la lamina, éste campo “arrastra” a los puntos. Asi cualquier funcion,
curva u otro campo, estard siendo “arrastrado” hacia adelante en el tiempo por el push-forward

de FX o hacia atrés por el pull-back de FX.

DEFINICION 2.33. Sea M una variedad, y X € Z'(M) se define como funcién, curva o campo
arrastrado por X en un tiempo ¢ como el push forward del flujo de X en ¢ de una funcién, curva

0 campo. o

OBSERVACION 2.34. Facilmente se puede observar que una funcién, curva o campo arrastra-
do hacia atras, es decir con un tiempo negativo, a través del campo X coincide con el pull-back

de la funcién, curva o campo de X en el tiempo en positivo.

DEFINICION 2.35. Sea M una variedad un tensor (") en M, es una funcién n + m lineal que

asigna a n campos y m uno formas un valor real. .
EjempLO 2.36. El producto escalar en R" extendido a 7, es un tensor ).

OBSERVACION 2.37.

(1) Se puede notar que el espacio de todos los tensores (") sobre M, con la suma usual y
la multiplicacion por escalar usual es un espacio vectorial.

(2) El espacio de todos los tensores (") sobre una k-variedad M es isomorfo al espacio
tensorial Z'(M)®" ® .of (M)®™.

(3) A través del isomorfismo con ' (M)®" @ .o/ (M)®™ se puede definir un producto en el

espacio de todos los tensores () sobre una k-variedad M.

2. Derivadas de Lie

DEFINICION 2.38. Sea M una variedad y X € Z' (M), se define la derivada de Lie de una

funcién f en un punto p € M a través de X como la derivada de f en la direccién de X, es decir:

Zxf(p)=dfX)p)=Jf-X

donde J representa el Jacobiano °

OBSERVACION 2.39. Como dijimos antes, d f(X) = %xf es una funcién de M a }.
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TeEOREMA 2.40. (Férmula de la derivada de Lie para funciones):Sea M una variedad, X €

X' (M), F, el flujo de X y una funcién f : M — R. entonces

OF.f
=F.%xf.
o = fuxf
Demostracion:
Por la regla de la cadena tenemos que
OF.f, . Of(R)
5, P = —5—p)

ok,
= JUEP)- 5P
= J(E(p)-X(E(p))
= df(X)(F(p)
= Zxf(E(p))

= (Fuxf)p)

¥

PROPOSICION 2.41. Sea M una variedad, X € X' (M) y F; el flujo de X. Consideremos la sigu-
iente EDO

of
2.1) = =S

Con condicién inicial f(t, m)= g(m) para todo m € M. Tenemos que f = F,.g es una solucién

del problema 2.1.

Demostracion:
Por regla de la cadena tenemos que

of _0dFk.g
ot Ot

=(F:%x8)=Yx(Fi.8)=4xf

¥

Un campo vectorial no sé6lo “arrastra” a una curva si no también a un campo de esta forma

introduciremos la siguiente definicion.
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DEFINICION 2.42. Sea M una variedad, X, Y, 2 (M) se define la derivada de Lie del campo

Y a través del campo X como:

Esta definicion, puede resultar algo complicada, a fin de ilustrar una forma mas sencilla,

seguiremos el siguiente:

LEMA 2.43. Sea M una variedad, X,Y,c€ X' (M), se tiene que:

OFXY
5, = =UX)Y-(UY)X.

Demostracion:

JFX+Y ]

ét li=o = Elt:O(]FtX)'Y(F_X,)
_ OUFM _ o OY(FX
= o YEITUR)
— tX Y Y aF—Xt
= at)- +(JY)( at)

= (UX)Y-(JY)X.

¥

Del lema 2.43, definimos la siguiente operacién sobre 2'(M) para alguna variedad dada M.

DEFINICION 2.44. Sea M una variedad, el corchete de Lie para campos vectoriales es una

operacion bilineal [,] : ' (M) x X' (M) — % (M) tal que para todo X, Y, Z' (M)

(X, Y]=0X)-Y-(JY)-X

OBSERVACION 2.45.

(1) & (M) junto con el corchete de Lie es un algebra de Lie (Ver capitulo 3).
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(2) Sea M una variedad, X, Y € Z' (M) y una funcién f: M — R como Zx f es una funciéon

de M a R, se tiene:
(xN=yUf-X)=]JUf-X)-Y=JUf)-X-Y+]f-]JX-Y

de esta forma el corchete de Lie [X, Y] se puede ver tambien como el campo que cumple
con lo siguiente:

g[X,Y](f):gX(ng)_gY(ng)

OFX

LY =X, Y] =Y .

(3) Con un calculo andlogo al lema 2.43 podemos ver que
Para extender la derivada a toda la variedad tenemos

TEOREMA 2.46. (Formula de derivada de Lie para campos vectoriales): Sea M una variedad,
X, YeX (M) yF, el flujo de X. Entonces

0F.Y
ot

=F.%2xY

Demostracion:

JoF.Y 0 0
ot = g|s:0Ft+s*Y = E*%LS‘ZOFS‘*Y = F.2xY

*

De este teorema surge naturalmente el siguiente.

CoROLARIO 2.47. : Sea M una variedad, X,€ X (M) y F; el flujo de X. Entonces

F. X=X
Demostracion:
0F.X
ot :F;f*-gXX:[XrX]ZO
Por tanto F;.X no varia con el tiempo, es decir
F.X=F.X=X

*

OBSERVACION 2.48. De la misma manera se puede ver que FX = X.
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PROPOSICION 2.49. Sea M una variedad, X, (M) y F; el flujo de X. Consideremos la sigu-
iente EDP

2.2) Y _ix,v)
' or

Con condicion inicial Y(t, m) = G(m) para todo m € M, tenemos que Y = F;G es una solucion

del problema 2.2.

Demostracioén:

aY _ OF/G _ 1 s o
5 =2 =FIX,GI=[FX FG]=[X,Y].

EjEmpLO 2.50. Sea el siguiente problema de EDP

2.3) x+y)%—(x+y)%‘}—ul—u2
& = x+J’)%—(x+J/)aa—L;,2+u1+u2

Con condicioén inicial:
u1(0,x,y)=x

u2(01x)y):y2

Si definimos los siguientes campos U;(x,y) = (u1(t,x,y), us(t,x,v)), G(x,y) = Us(x,y) = (x,y?)
y

X(x,y)=(x+y,—(x+y)) tenemos exactamente el mismo problema que en la propocicién an-

terior y como X posee el siguiente flujo completo
FXx,y)=(x+y)t+x,—(x+y)t +y)

la solucién para el problema 2.3 es Y = FXG es decir:

uy(t,x,y)=[(x+y)t+x](1—1)—tly — (x +y)t]?
uy(t,x,y)=rtl(x+y)t+x]+(+ Dy —(x+y)t]?
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Parte II: Formas diferenciales

Las formas diferenciales son muy importantes para la teoria de ecuaciones diferenciales, ya

que a partir de éstas se puede definir de una manera mucho mas elegante las ecuaciones.

Ademads, en geometria se puede generalizar el sentido de “volumen” para variedades uti-
lizando las formas diferenciales, con este volumen definimos una medida, y con la medida,

una integral.

3. Fibrado de formas diferenciales

Para una variedad M, recordemos las siguientes definiciones dadas en la seccion 1 de la

parte I de éste capitulo de preliminares de geometria diferencial:

(1) Una uno-forma en M es una funcién que le asigna a cada punto p € M un elemento
sk

en Tp °

(2) Untensor (") en M es una funcién n+m lineal que asigna a n campos y m uno formas

un valor real. °

Como dijimos antes, a través de las uno formas se define un sentido de volumen, siguiendo

este principio, daremos la definicién de formas diferenciales.

Como sabemos, en %2, un paralelogramo se puede definir usando dos vectores, por otro
lado con la suma y la multiplicacién usual, tenemos que la funcion drea a : R2 x %2 — R, que
para v, w € R? se tiene a ||a(v, w)|| como el drea del paralelogramo formado por los vectores
v, w, cumple con las siguientes propiedades:

(1) aeslineal en cada una de sus coordenadas.

(2) Paratodo u € ®?, a(u,u)=0.

Con estas dos condiciones, se puede demostrar, haciendo u = w + v en la segunda condi-

cién, que se cumple esta tercera condicion:

a(v,w)=—a(w,v),

que es equivalente a la condicién dos.
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Por otro lado, haciendo el procedimiento analogo en %3, para el volumen de un paralelepipedo
formado por 3 vectores, tenemos que la funcién a, que ahora representa un volimen, debe
cumplir con las siguientes propiedades:

(1) a eslineal en cada una de sus coordenadas.

(2) Paratodo x1,x,, x3 € R3 y o una permutacién de tres elementos se tiene:

a(xy, X2, x3)=(— 1)Sig(g)a(xa(1), Xo(2) x0(3))-

Sucesivamente, podemos generalizar estas propiedades, de la funcién “volumen” a, a un
espacio n-dimensional, como:
(1) a eslineal en cada una de sus coordenadas.
(2) Debe ser antisimétrico, es decir, para todo xy,...,x, € ®" y 0 una permutacion de n

elementos se tiene:
a(xlr [XX3) xn) = (_1)Sig(g)a(x0'(l)) ceey xa(n))-
De estas propiedades surge la siguiente definicion.

DEFINICION 2.51. Sea M una n-variedad, una k-forma diferencial en M es un tensor (2)

antisimétrico. °

OBSERVACION 2.52.

(1) Sea M una n-variedad, dado un tensor del tipo (3) w, se puede construir una 2-forma «

sobre M, de la siguiente manera. Para X;, X, € Z' (M) definimos a:
1
ap(X1,X,)= 5 [wp(X1, X2) — w,(Xs, X4,

y sucesivamente para un tensor (%) ¢, se puede definirunak-formaen M @, con Xj, ..., Xy €
(M) como:
1
(X1, Xi) = 151D 0Kty Xt ).

gesS,

(2) Lostensores (2) sobre M se pueden ver como elementos en (' (M)®*)* = .o/ (M)®* y por

tanto las k-formas diferenciales se pueden ver como elementos en .o/ (M)"k,

Dada una n-variedad M, las k-formas serian las funciones k-lineales y antisimétricas de
Z(M)*kaR,ycomo 2 (M)"=.o/(M) tenemos que el espacio de las k-formas sobre M, coincide

con (X (M)"*)y = .o/ (M) (ver dlgebra exterior), asi que tomando la base canénica de (M)
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denotada por {0, ..., &, }, 1a base canénica de . (M )"* serfan las k-formas {dx;; A...Adxy; <o

que cumplen con:

(=1)5180) si o €S, /(X1iseor Xki) = (Xo(1)j5 -0r Xar(k)))
dxlj/\.../\dxkj(axli,...,axki): .
0 otro caso

de esta manera podemos escribir a cualquier k-forma w sobre M como:

w(p) =Zw(l9)1j,...,kjdx1j A Ndxij,
con w(p)ij,..kj : M — R una funciones para todo j.
Veamos ahora que una k-forma esta bien definida para cualquier cambio de carta, sea M
una n-variedad, y para un punto p € M tengo dos sistemas de coordenadas {x1, ..., X, } y {y1, ..., yn}
con ¢ : R" — R" la funcién cambio de coordenadas de la primera a la segunda, asi para todo i:

dxl-
dx; ZZ dy, dy;,

j<n

es decir dada una 1-forma w escrita en las coordenadas {x, ..., x,,} al cambiar sus coordenadas
es correspondiente a J(¢)~! - w. Por otro lado para un vector v € T,, escrito en las coordenadas

{x1,...,x,} al cambiar sus coordenadas es correspondiente a J(¢)- v por lo que:

J() - w(()-v)=J(p) " J(9) w(v)=w(),

con esto probamos que las 1-formas no dependen de la base, en general una k-forma se escribe
como el producto exterior de las 1-formas (ver capitulo 1 seccion 3), asi que la demostracion se

extiende para las k-formas de manera natural.

OBSERVACION 2.53.

(1) Notese que toda k-forma con k > n es cero, pues dado que solamente hay n vectores
linealmente independientes una combinacién mayor al numero de elementos que hay,
repetird algiin elemento de la base.

(2) Paracada punto p € M tenemos que las k-formas evaluadas en p forman un Rt-espacio
vectorial de dimension (), y por la observacién anterior, podemos formar hasta n 3i-

espacios vectoriales en p correspondientes a los n espacios .o/ (M)"k,
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Como acabamos de observar, para cada punto p € M tenemos n espacios vectoriales de
k-formas diferenciales en p, llamados Tp““* y al espacio de las formas diferenciales en p se le
designard como I*yesta definido por:

n

=P,

k=1
y para toda la variedad
T = |_| "
peEM

DEFINICION 2.54. Sea M una n-variedad, sustituyendo en la definicién 2.17 a F, = le\* y

F = T;; tenemos lo que se llama el fibrado de formas diferenciales. o

DEFINICION 2.55. Sea M una variedad, una seccién suave del fibrado de las formas diferen-

ciales es una forma diferencial. °

OBSERVACION 2.56.

(1) Al espacio de todas las k-formas diferenciales lo denotaremos por ./ ¥(M) := .o/ (M )"k,
(2) Al espacio de todas las formas diferenciales lo denotaremos por .</*(M).

(3) Note que .o/*(M):=;_, ./ *(M).

4. Calculo sobre formas diferenciales

4.1. Pull-back y Push-forward. Lo primero que nos interesa saber es la forma en que un
difeomorfismo “mueve” a las formas diferenciales entre los espacios difeomorfos, para esto

tomemos a M y N dos n-variedades con ¢ : M — N un difeomorfismo.
Sean w € .*¥(M)y X, ..., Xk € 2 (M), entonces w(Xj, ..., Xx): M — R es una funcién y en el
capitulo 2 vimos como actuaban los difeomorfismos sobre las funciones, por tanto:
O (X1, o0y Xi))p) = (X1, ooy Xi ) o1
entonces lo mas natural es decir que:
(@ )@ X1, ey @ Xi ) = (X1, o0y Xi )01 -

Con lo que se tiene la siguiente
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DEFINICION 2.57. Sean M y N dos n-variedades, ¢ : M — N un difeomorfismo, w € .o/ (M)
y Y,..., Y € Z'(N) se define el push-forward de w como:

(@ )Y, o0, Yi)p) = @(0s Vi, ooty 0 Yi )01 () -

Analogamente, sean y € .&¥(N)y ¥,..., ¥, € Z (M), tenemos a y(¥;,.., ;) : M — R como

funcién, por lo que se sigue:

(p*(,}/(y'l, ceey Yk))(p) = Y(}/lr seey Y;c)(gp(p));
por lo que es natural ver que:
(@ N X,y ety 0 Y )ip) = YY1 ooty Yi )i (p))-

y por ultimo tenemos la siguiente:

DEFINICION 2.58. Sean M y N dos n-variedades, ¢ : M — N un difeomorfismo, y € .&/*(N)y
X1, .., X € Z'(M) se define el pull-back de y como:

(1) X1, e Xi)ip) = 107 X1, oy 0 Xk 0 ()

4.2. Producto exterior. Ahora prosigamos con otra operacion bésica entre las formas difer-
enciales, el producto exterior, este producto es una operaciéon binaria A que si w es una k-forma
y v una l-forma w Ay es una k+l-forma, y es el inducido como algebra exterior de .</(M) o

X (M)*.

DEFINICION 2.59. Sea M una variedad, el producto exterior es una operacién binaria A :

A*(M) x .o/*(M)— .o/*(M) tal que para w € .*(M)yy € ./ (M)

OANY =w®Y —rQw.

OBSERVACION 2.60.

(1) Se nota facilmente que el producto exterior es lineal en cada coordenada, asociativo y

antisimétrico.
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(2) Si escribimos a las formas en términos de su base tenemos para todo par de tensores

we.d*¥M)yye.d/'(M)que:

y por tanto:

(3) Y que para X, ...Xx1; € Z' (M) se tiene:

WA Y(Xlr ---Xk+n) = Z N ig(o')w(xo(l)r ooy wcr(n)) : Y(Xa(n+1)y ooy Xa(k+n))-

OESkin

(4) Se cumple para todo par de tensores w € ./*(M)yy € .o/!(M) que:
wAy=FD"yrw.

Ahora veamos como se comporta el pull-back y el push forward, junto con el producto ex-

terior.

PROPOSICION 2.61. Sean M y N dos n-variedades, ¢ : M — N un difeomorfismo, w1, w, €
A (M)yri1,72 € /*(N) entonces las siguientes propiedades se cumplen:
(1) *(w1Awz)= (¢ w1) Alp*ws).
2) @ur1i Ar2)=(Pr1) Alpur2)-

Demostracion: La demostracién de esta propocicién se puede encontrar en [13] y en [15].

4.3. Derivada exterior. En esta subseccion, se quiere definir un operador derivada, que
no cambie las caracteristicas de las formas diferenciales, para una n-variedad M, definimos el

operador derivada “d”, para una cero forma f como:
d(f) =< (Vf)r (dxl) ceey dxn) >= df,

y extendiendo para cualquier k-forma, w € .o/ ¥(M) escrita en terminos de la base de la siguiente

manera

w= Z fl-(xl,- A NXki),

i<(y)
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definimos:

d(w) = D (df)A(xi A Axg)

i<(¥)
= D (SVfi (i) > A A Axk)
i<(})
of;
= Zzaflxj/\x”/\.../\xki.
i=q)j=n X

Y se extiende naturalmente para todo elemento de .«7*(M). Este operador cumple con varias

identidades que lo caracterizan ! estas son:

(1) d(w+7y)=dw+dy.
2) d(wAy)=(dw)Ay+(—1)*wy siendo w € ./ K(M).
(3) d(dw)=0.

Si ahora definimos el siguiente operador para w € .&/*(M)y X1, ..., Xx=1 € Z' (M) como:

k+1

(dw) Xy, Xke1) = kLH(Z(-W“X,-(w(xl,...,Xi,...,XkH))

i=1

+Z(_]—)i+jw([Xi)Xj]!Xl) ---)Xl') ---)Xj) ---)Xk+1)

i<j

Se puede probar que este nuevo operador cumple con las igualdades (1), (2) y (3) que car-
acterizan a d, por lo que d y d son iguales >

Usando la segunda definicién de d se puede mostrar, que dadas dos variedades M y N y
¢ : M — N un difeomorfismo entre variedades, para todo w € .&/*(M)y 7y € .¢/*(N), se cumplen

las siguientes propiedades:

(1) p*dw)=d(p*w).
2) puldy)=d(p.r).

!la demostracion se puede ver en los libros [2], [13] y en [15]

2una demostracion sin usar el hecho de que d es el unico operador que cumple las propiedades, se encuentra

en [13]
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DEFINICION 2.62.

(1) Sea M unan-variedad, una forma cerrada sobre M es una forma diferencial w € .&/*(M)
tal que dw =0. .
(2) Sea M unan-variedad y w € .¢/*(M) se dice que w es una forma exacta sobre M si existe

y€./*(M)talque w=dy. o

Obviamente toda forma exacta es cerrada, y se puede comprobar que en R” toda forma

cerrada es exacta, sin embargo no en toda variedad ésto ultimo ocurre.

4.4. Producto interno y derivadas de Lie. En esta subseccién definiremos los operadores
que dependen de un campo, de esta manera proseguimos. Sea M una n-variedad y X € Z'(M)

definimos la siguiente aplicacion lineal:
i(X): (M) — (M),
para todo elemento w € ./*(M)y X, ..., X; € 2 (M) como:
(X)) X1, .0 Xi) = (X, X1, ..o, Xi).
y para k =0 definimos i(X) =0, a este operador le llamaremos el producto interno de w con X.

OBSERVACION 2.63.
(1) Como dijimos el operador i(X) es lineal, es decir, para w,y € .*(M)y f, g € C*(M) se
tiene que:
(IXD)(few+gr)= fLEX))(w)+ gE(X))(y).

(2) Note que para w €.&/*(M)yy €.4/!(M) se tiene:
(XN AY)=([{(X)Nw) AT+ (=D 0 AEX))7).

Ahora definamos la derivada de lie del campo X € &' (M), con flujo F, : M — M, como es
usual, para w € .o/ ¥(M) como:

Lo =2 (Fw)
Xw.—att:() t(,().

LEMA 2.64. Sea M una n-variedad, X, X1, ..., Xy € X (M) campos y w € .o/ *(M) una k-forma
entonces:

Ly (X1, X)) = XX o Xi) = Y 05 (X1 o [X, X, o0 Xi).
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Demostracion:

0
Lxw(Xy, ... Xp) = E|t=0(ﬁ*w)(xln--;xk)

0
= E“:O(w(%*xh ceey W*Xk)(w’l(p)))

(w((p*le eey SD*Xk)((pfl(p))) - w(XI) "'!Xk)
t
w *X y ooy *X -1 — X ,...,X -1
limtqo( (0 X150 9 Xt ) (ptn (X k) 1(p) N

+ w(XI) ---er)(¢’1(p)) - w(Xlr )Xk))

== limt_,()

t

(X1, 0y PuXic)o1(p) = WX, oo Xid) 1)) N
t
CO(Xl, ...,Xk)((pfl(p)) — C()(Xl, ...,Xk)
t
(X1, 0 PuXicdip1p) = O(X, o) Xi 1)

= Hm;_,() " +X(C()(X1,,Xk))

= limt_,()

+limt_,0

Llamaremos al primer limite A y lo resolvemos por separado:

W(PsX1, e go*Xk)W—l(p)) —w(X, ---,Xk)(¢-1(p))
t
) (w(go*Xl, 0sX2y er0r P Xt ) (0-1(p)
=1im;_, ; -
(X1, X, @ Xi )1 p) — Oy oo Xidi 1) n
t
CO(X], SO*XZ) EY) SO*Xk)(Lp_l(p)) _
t
_ Cz)(Xl,Xz---; (P*Xk)(go‘l(p))
t
w(Xy, .o, Xio1, SO*Xk)(gfl(p)) — w(X, ---’Xk)(cp’l(z?))
t

A == limt_,o

+ limt_,o

+...+ limt_)()

k k
= Z w(Xl’ ceey [Xi)X]) ---)Xk) = _Zw(Xl) eeey [X)Xi]y ---)Xk)'
i=1 i=1

Y por dltimo tenemos:

2 k
Ehzo(Ft*w)(Xl, o Xi) = X(w(X1, .0, Xi)) — Z (X1 [ X, Xi ]y weer X))

i=1
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¥

OBSERVACION 2.65. Es usual definir a la derivada de Lie de una forma diferencial, como el

resultado del teorema y luego demostrar que coincide con una derivada.

5. Teorema de Frobenius

Empecemos con una definicion.

DEFINICION 2.66. Sea M una m-variedad, se dice que un subconjunto N € M es una subvar-
iedad de dimension n (una n-subvariedad) de M si para cada punto p € N existe alguna carta
(¢p,U,) en M tal que:

1) ¢(p)=(0,...,0).
2) o(UNN)={(x1,...xm) ERM /X141 = ... = X, = 0}.
Nota: Las cartas que cumplen con esta condicion son llamadas cartas principales, o coorde-

nadas principales. °

TEOREMA 2.67. Sea M una m-variedad y H € C*(M) la subvariedad H-'(0)= N C M es una

m — 1-variedad.

Demostracion: La demostracion se puede encontrar en el capitulo 3 seccion 5 del libro [15].

Bajo esta definicion se puede imaginar que, dada una variedad M y un campo en Z' (M), la
curva integral de éste campo coincide con una subvariedad, cuyo plano tangente en un punto
es generado por el valor del campo en este punto. Tratando de extender este hecho, teniendo
una familia de campos sobre M, ;podré existir alguna subvariedad integral, tal que su plano
tangente en cada punto, coincida con el espacio libremente generado por los vectores de estos
campos en el punto?.

El teorema de Frobenius da condiciones a la familia de campos, para que exista esta sub-

variedad.

DEFINICION 2.68. Sea M una n-variedad, una distribucién 2 de dimensién r sobre M, con-
siste en una asignacion, para cada punto p € M un subespacio de dimencioén r, 7, C T,, tal que
existe un conjunto Xj, ..., X, € Z' (M) de campos sobre M, tal que {X;(p),...,(X:(p))} es base para
Dp. o



5. TEOREMA DE FROBENIUS 39

DEFINICION 2.69. Sea M una m-variedad, se dice que una distribucién 2 sobre M es com-
pletamente integrable si existe una subvariedad N tal que para todo p € N se tiene que T, N =
Dp.

Nota: de ser integrable llamaremos a esta superficie como la integral de . .

PrROPOSICION 2.70. Sea 9 una distribucion en una n-variedad dada M, si D es completamente
integrable, entonces para cualquier par de campos vectoriales X,Y en 9, su corchete [ X, Y] debe

pertenecer a %.

Demostracion:
Suponiendo que N es la superficie integral de %, es decir, la subvariedad de M que cumple
con la definicién 2.69, ambos campos serdn campos de N y pensandolo como una variedad
completamente distinta, tendremos que su corchete debe pertenecer a los campos de N y por
tanto a 9. *

Basados en la propocicion 2.70 tenemos la siguiente

DEFINICION 2.71. Una distribucién 2 de una m-variedad dada M se dice que es involutiva,

si para cada par de campos vectoriales X, Y € Z'(M) en 9 se tiene que [X, Y] pertenecea %. e

OBSERVACION 2.72. Es sencillo ver que si ¥ es involutiva en una variedad M, para cualquier

subvariedad de M abierta U su restriccion sera involutiva en U.

TEOREMA 2.73. (Teorema de Frobenius) Una distribucion 9 en una n-variedad dada M es

completamente integrable, si y solo si, es involutiva. *

Demostracion: la demostracion se puede encontrar en el capitulo 2 de [13], en el capitulo 3

de [2] y en el capitulo 4 de [15].

5.1. Teorema de Frobenius para formas diferenciales. Ahora presentaremos el mismo teo-
rema, en términos de formas diferenciales, en lugar de campos vectoriales o distribuciones.
Empecemos por hacer una equivalencia entre distribuciones y formas diferenciales, de esta for-
ma si & es una distribucion de dimension 7 sobre una m-variedad dada M, consideraremos el

siguiente conjunto:

I"9)={we.d*(M)/w(X,...X)=0 ¥V X;€P},
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y sea

n

1(2)=EP1°9).
k=1
Se puede ver claramente que I(2) es un ideal de .</*(M) utilizando el producto A, asi tenemos

el siguiente.

LEMA 2.74. Sea 9 una distribucion de dimension n sobre una m-variedad dada M, entonces
I(2) es localmente el ideal generado por r = m —n uno-formas linealmente independientes sobre
M. Es decir para p € M existen wy, ..., € .o/ (M), tal que toda forma diferencial w € 1(2) existen

0., ...,0, € .o*(M) unicos, tal que w se puede escribir como:

n
C():ZHi/\Cz)i.
i=1

Demostracion:
Para p € M, por definicion de distribucién, podemos encontrar n campos vectoriales X3, ..., X, €
Z (M) linealmente independientes que generen %, luego, para un entorno de p € U, podemos
completar la base para Z'(U) utilizando los vectores principales Xj, ..., X;,, Xy41, ..., Xin € Z'(U),

luego tomamos la base dual de esta base w, ..., w,, € .</(U) tal que:
(J)i(Xj): 6ij-

Facilmente se puede ver que el conjunto {X,,;1,..., X, } genera al ideal I(2). *

PROPOSICION 2.75. Sea M una m-variedady 2 una distribucion sobre M, 9 es involutiva si 'y
s6lo si 1(9) es un ideal diferencial de .</*(M), es decir si I(2) es un ideal y si para todo w € 1(2)

setienedw € I1(2) o lo que es lo mismo:
dl(9)C 1(9).

Demostracion:

Usando

k+1

(dw)( X1, Xim1) = k%l(Z(—l)"ﬂxi(w(xl,...,)z,-,...,Xk+1))
i=1

+Z(_1)i+jw([Xi)Xj])X1) ---)Xi) ---»Xj)---)Xk+1) y

i<j
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se puede ver que si es involutiva se cumple d I(2) C I(2) pues (d w)(Xy, ..., Xk=1) =0. Y el hecho
de que si dI(2) € 1(2) es involutiva se puede ver, tomando las uno-formas que generan a I(2)

y volviendo a utilizar la definicién anterior ya que para una uno forma w € I(%) tenemos:
1
([dw)(X, V)= (Xa(Y) - Yo(X) - (X, Y])) =0,
por lo que:
o([X,Y])=0,

y por dltimo [X, Y] € 9. *

De esta manera, utilizando la proposicién anterior se tiene el siguiente

TEOREMA 2.76. (Teorema de Frobenius) Sea 9 una distribucion sobre una n-variedad dada

M, 9 es integrable si y solo si [(2) es un ideal diferenciable de .</*(M). *

Podemos escribir esos resultados de una forma mas préctica usando como generadores de
I(2) al conjunto w;,...w, € .o/ (M).

Es decir, dado un sistema de la forma
W =..=w,=0%

éste sistema tiene una solucion, es decir existe una subvariedad tal que estas condiciones ocur-

ran, siy solo si para todo w; existen r formas w;; € .</(M) tal que

r
d(/)i = E a)ij/\coj.
j=1

Si por otro lado procedemos del modo inverso y tenemos una subvariedad N € M de una
m-variedad M, dada por la condicién H(N) =0 para H € C*(M), entonces por el teorema 2.67
tendriamos que la dimensién de N es m —1, con lo que el espacio .</(N) tiene dimensién m —1,
asi cualquier uno forma que se anule en N, debe estar relacionada con d H en N, es decir, esta
uno-forma, restricta a N debe ser combinacion lineal de d H restricta a N, y por la condicion
de integrabilidad lo mismo ocurre para las formas de orden superior, todas deben pertenecer a
<dH>!

3fste sistema es llamado sistema Pfaffiano de ecuaciones

“Esta observacién, aunque pareciera fuera de lugar, en necesaria para el capitulo 4



Capitulo 3

Método de simetrias de Lie

El objetivo de este capitulo, es estudiar algunos métodos geométricos, para resolver ecua-
ciones diferenciales. Principalmente se introduciran los conceptos de dlgebras y grupos de Lie,
luego de simetria de una ecuacion diferencial, y por ultimo se explicard un método de resolu-
cion de ecuaciones diferenciales utilizando estos conceptos.

Las referencias que se seguiran en este capitulo son: [2], [12], [8], [9], [10], [5],[11].

1. Algebrasy Grupos de Lie

DEFINICION 3.1. Sea A un espacio vectorial, y [,] : Ax A — A una operacién bi-lineal, diremos

que (A, [,]) es un dlgebra de Lie si para todo a, b, c € A se tiene que:

(1) [a,a]=0

(2) Se satisface la identidad de Jacobi, es decir:
la,[b,c]]+[c,[a,b]]+[b,[c,al]=0

Nota: Si (A, [,]) es un dlgebra de Lie, llamaremos a la operacion bilineal [, ], corchete de Lie sobre

A. °

OBSERVACION 3.2. De la primera condicion de la definicién anterior, se tiene que si (4, [,]) es

un 4lgebra de Lie, para todo a, b € A se cumple la siguiente igualdad:
[arb] = _[b» ﬂ].

EjempLO 3.3.

(1) Sea A un élgebra, con operacion binaria denotada por o, sobre esta definimos el corchete

deLie[,]:AxA— A, paratodo a,b € A, como:
[a,b]=aob—Dboa.

Asiel par (4,[,]) es un dlgebra de Lie.

(2) M3 con el producto vectorial usual como corchete de Lie, es un dlgebra de Lie.

42
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(3) Dada una variedad M, 2’ (M) con el corchete de Lie para campos vectoriales, es una

algebra de Lie.

DEFINICION 3.4. Un grupo de Lie G, es una variedad diferenciable, que posee una estructura
de grupo, tal que, las operaciones de multiplicacion e inversion, son diferenciables, es decir,

-:G x G — G es diferenciable y definiendo f : G — G como f(g)= g~! es diferenciable. .

EjemprLO 3.5.

(1) R con la estructura diferencial usual y la suma usual, es un grupo de Lie.
(2) El plano tangente a un punto, es un grupo de Lie por su isomorfismo con R".
(3) Las matrices n x n como variedad de R"*" y la multiplicaciéon usual de matrices, es un

grupo de Lie.

DEFINICION 3.6. Sea M una variedad y G un grupo de Lie, una accién de G sobre M es una
accion de grupo ¢ : G x M — M, diferenciable, es decir, para todo g,g8’ € Gy p € M se tiene
que:

(1) ¢g: M — M definida como ¢, = ¢(g, p) es un difeomorfismo entre variedades.

(2) Siendo e € G laidentidad de G e Id(M) la funcién identidad de M se tiene la siguiente
identidad ¢, = Id (M)

(B) pgo, =g

@) (Pg) ™' =g

(5) ¢, :G— M definida como ¢, = ¢(g, p) es infinitamente diferenciable. o

EjeMmpLO 3.7.

(1) Todo grupo de Lie actua sobre si mismo
(2) Sea M una variedad y X € Z' (M), el flujo de X es una accién del grupo de Lie R sobre
M.

2. Simetrias de Lie

Una simetria es una aplicacién sobre algtin objeto que mantiene alguna propiedad, por
ejemplo si a un cuadrado de lados indistinguibles se le aplican rotaciones de, /2,7, 37/2 6 27,

no cambian la forma en que percibimos el cuadrado.
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De esta forma, dada una ecuacion diferencial, las aplicaciones que usaremos como simetrias
seran diffeomorfismos, es decir cambios de variables. Un cambio de coordenadas serda una

simetria si cumple la siguiente definicion.

DEFINICION 3.8. Dada una ecuacion diferencial ordinaria

d
d—z =w(x,y),

diremos que un cambio de coordenadas I'(x,y) — (X, 7) es una simetria de la EDO, silas nuevas

variables (X, ) cumplen lo siguiente:

OBSERVACION 3.9. Néte que un grupo de Lie actuando sobre una variedad M, genera una

familia de cambios de variables.
En este trabajo, no abarcaremos todos los tipos de simetrias posibles.

DEeFINICION 3.10. Dada una ecuacién diferencial ordinaria

d
d_z = a)(xry)

y G un grupo de Lie, diremos que una aplicaciéon I" de G sobre R? es una simetria de Lie para la
EDO, si para cada g € G, se tiene que I', :=I'(g,¥) es una simetria de la EDO. o
Nota: Para una EDO dada, nos concentraremos solamente en las simetrias de Lie, del grupo de

Lie R.

Recuerde que todo flujo sobre R? es una accién de % como grupo de Lie, y ademads, dada
una accién de R sobre %2, las derivadas de las variables con respecto a su accién generan un
campo, la accién sera el flujo de este campo, es decir, en este trabajo solo nos concentraremos

en las simetrias en forma de flujo.

DEFINICION 3.11. Sea T : i x R2 — R2 una simetria de Lie de R sobre R2, llamaremos al

campo de I en ¢, como:

or(t,x,y)
Xrto = ot Y |t:to
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Existen ciertas simetrias que nos dan informacién de la EDO, ilustraremos a continuacién

una muy importante. Si la siguiente EDO:

d
d—i=ﬂ(r,8),

posee como simetria de Lie la siguiente aplicacion:
I'(r,s)—(r,s+1),

entonces se tiene que:
d(s+t) ds

P P =, s),

Qr,s+1t)=
por tanto, derivando con respecto a t, se obtiene que g—f =0, entonces 2 no depende de s y la

ecuacion diferencial nos queda de la siguiente forma:

ds
— =Q(r),
dar (r)

s= f Q(r)dr.

Observe que el campo de este flujoen t =0 es

cuya solucion es:

JF,
Xro = a [’t = 53.
DEFINICION 3.12. Dada una EDO:
dy
— = w\X, )
ax (x,y)

diremos que un cambio de coordenadas ¢(x,y) — (r,s) es canénico, siy sélo si, el cambio de

variables
I'y(r,s)—(r,s+1t)

es una simetria de Lie de la nueva EDO:

ds
—=Q(r).
dar (r)

Nota: Las coordenadas s, r se llamaran coordenadas canénicas. °
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La idea de este método, es encontrar el cambio de coordenadas candnico ¢ : (x,y) — (1, s),
que a nuestro problema de EDO original lo envie a otro problema de EDO de solucion trivial,

es decir:

dy ds
i w(x,y)— P =Q(r).

De esta misma forma, se puede reducir el grado de una ecuacion diferencial, es decir, si una

EDO de grado n dada:
ds™
d™r

Tiene simetria de Lie la siguiente aplicacion:

=Q(r,s,5,...,s"D),

I'i(r,s)—(r,s+1),

como antes se puede ver que (2 no dependera de la coordenada s, por tanto nuestro sistema

queda
ds™

— ’ (n-1)
FIOP Qr,s',...,s ),

y haciendo un cambio de variable v = s’ tendremos

dv(n—l)

— (n-2)
FIP Qrv,...,v )

es decir un problema de un grado menor.

3. Resolucion de ecuaciones diferenciales usando simetrias de Lie

Luego de leer la seccion anterior, surge la siguiente duda ;c6mo se encuentra el cambio de
coordenadas canénico?, en esta seccién nos concentraremos en aclarar esta duda, en varios

pasos.

Dada una ecuacion diferencial ordinaria:

d
d_i = w(xry)!

Primero, hay que encontrar una simetria de Lie para la EDO T, luego calcular su campo, dig-
amos que el campo de este flujo en cero sera:

or, ox 0y

ro=ﬁ|r:0=a x+atay=§5x+n5’y
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Teniendo este campo se sabe que el cambio de coordenadas canénico ¢ convierte a una simetria
de la EDO original, a una simetria de la EDO candnica, de esta manera ¢ convierte el campo de

I'; al campo canénico, es decir: como ¢(x,y)— (r(x,y),s(x,y)):

ar ar

—_— —n)o, = 0-0,
(ax 5+3ym

Js Js

. —n)d, = 1-0,
Gy Etg,m0 2

Resolviendo este problema de EDP se encuentra el cambio de coordenadas deseado ¢.

OBSERVACION 3.13. Recuerde que nuestro problema original puede ser cualquiera, no nece-

sariamente lineal, asi, que una EDP no necesariamente serd mas dificil que la EDO.

Ahora falta explicar como encontrar alguna simetria de Lie, y para ello usaremos una EDO
de orden n.
Sea el siguiente problema de EDO:

dy™ , ne
(3.1) mzw(x,y,y,...,y( 1))

SiT'; :(x,y)—(%,7) es una simetria de Lie para 3.1, con campo
XFO = gax + T’a )

este flujo genera otro flujo en R"*2 es decir

(0,9 s V™) = (%, 7,9 7,

para encontrar el flujo de este campo en funcién de £ y 1, puede ser complicado, con esta

finalidad veremos el flujo como un polinomio de Taylor en variable ¢, es decir:
T=x+1tE+0(t?)

J=y+itn+0(t?)
donde O(#?) representa a los términos que poseen ordenes mayores o iguales que 2.
Luego tenemos que:

~/

_dy _dyldx _y'+tDa+0(t?)

h o - =y’ th - /Dx szy
di  dijdx - 1+iDzro ) TP =y D)0




3. RESOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES USANDO SIMETRIAS DE LIE 48

siendo D, la derivada total con respecto a la variable x.

Asi, denotamos a

2y’
W= —0=(Dxn— /Dx
N = == (DN —y'Dsg)
Y procediendo como antes:

dy’ dy’'/d "+ tDnW+0(r?
¥y . y/ x_y + n + ( ):y”+t(Dxn(l)_y/Dx§)+O(t2)

1

dx  dx/dx  1+tD,E+0(t?)

Denotemos ahora a

9"
ot

N® =——lizo= D" —y'D,&

Y haciendo este procedimiento sucecivamente obtenemos

27
Ot

(k) li=0 = Dxn(k_l) —y'D,&.

Con esto, el campo de la extension de I" lo denotaremos por
XW=&£.0, 4106, +nV- 8, +...+ "0,

El campo de la simetria I, es decir £J, +1J,, se obtiene buscando las soluciones para £ y n

de la EDP:

XDy —w(x,y,¥, ., y™)=0

EjeMpPLO 3.14. Sea el siguiente problema de EDO:

Como esta EDO es de orden 2, solo usaremos a V) y ), coloquemos estos términos en funcion

de £ e ) y tenemos:

nW=n.+m, &)y =&,V

77(2) =TNxx + (any - gxx)y/ + (ley - 2§xy )(y/)z - &:yy(yl)s + (ny - 2€x - 3§y/)y”-
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Buscamos las simetrias con la ecuacion

X(Z)(y(Z) — w(x,y,y/) =0
= X@(y@ — i_;) =0
= XOO(y@)-XB5 =0

= 1@ =(50:+n3 +119)(}) =0

1(=2)
y3

= n(z)_ny _7’](1)}% =0

Sustituyendo n® y n™ en la ecuacion y acomodando términos queda de la siguiente manera:

/ 5 / gx / X
Sy )? +(Myy —2&xy — zy_Jz/)(y 7+ 2Ny — Exx — F +2J%)y +xx — % =0,

de donde se obtienen las siguientes identidades:
(y,)s : gyy =0
£
) Nyy = 28xy _2;% =0
Y/I 277xy—€xx—f,—;‘+2)% =0

1: Nxx — % =0

Cuya solucion es:

E=ci2x+co
n=ay
Siendo asi, el campo original de I es:
X=(c12x+¢2)0:+ 1y 9,
El cual es combinacién lineal de los generadores infinitesimales:

X1 :2x8x ‘I‘yay
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Y como [X;, X;] = —2X,, para encontrar el cambio de variable adecuado solamente usaremos
a X, y sustituyendo este campo en las condiciones que debe cumplir el cambio de variable

canénico p(x,y)—(r,s) tenemos el siguiente sistema de EDP

ar ar or
o Sty nT0 2 570
Js Js Js
FriR ki P

Una solucién sencilla para esto es ¢ : (x,y) —(r,5) =(y, x) de esta forma:

=2
y/
/
= s” y” _ 1 y_
"2
v )2 y?
s/
n—_ 1 1 7
= s V3 2

Que, ademas de ser de un orden menor que el anterior, se puede resolver por separacion de

variables. ¥

EjempLO 3.15. Sea el siguiente problema de EDO:

s V? 2
y'="—+y
y

Como esta EDO es de orden 2, solo usaremos a ") y n?), coloquemos estos términos en funcion
deien

Usando el célculo correspondiente, tenemos:

Nxx T (any - gxx)y/'i' (Znyy - gxy)(y/)z - gyy(y/)S +(Nx —2&x — 3§yy/) (

(v’ . 2)
y y

N2 2 /
=n (—(yyz) —2y) +{ne+ )y =&y =&,V (Ty) -
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de donde se obtienen las siguientes identidades:
(y/)3: gyy‘i_;l,gy =0
(y/)Z: nyy_2§xy_}_l,ny+#n =0
’. — 25 _ohx  _
Y': 21y — & +3y%E, 2y =0

1: N —y3n, —2&)+2yn =0

Cuya solucion es:
& =Ax)Inly[+ B(x)
n=Ax)y(Inlyl)’ +C(x)ylnlyl+ D(x)y

Donde A, B,C y D son funciones desconocidas a determinar, mas con un célculo sencillo se

puede ver que:

A(x)=0 B(x)=ci+cx

C(x)=0 D(x)=-c

de donde:

E=c14cx

n=-—2cy
Y el generador infinitesimal

X=(c1+c2x)0 —2¢2y 0,

El cual es combinacioén lineal de los generadores infinitesimales:

X1 =x0,—-2y0,

Y como [X;, X,] = X,, para encontrar el cambio de variable adecuado solamente usaremos a X,

y sustitullendo este campo en las condiciones que debe cumplir el cambio de variable canénico
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¢(x,y)— (r,s) tenemos el siguiente sistema de EDP

or or or
o STl 2 570
Js Js Js
xSty Tl 2 !

Una solucién sencilla para esto es ¢ : (x,y) — (1, 5) =(y, x) de esta forma:

s'==
y/
" (y')?
> o= =—( —y? | /'
y
- §/=—14 =—1+r2(s’)2
y 2 r ’

Y haciendo el cambio de variable v = s’ nos queda:

1
vV =——4r*v)>.
r

Que es un orden menor que el anterior.
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Capitulo 4

Método de la caracteristica de Cartan-Monge y problema de Cauchy

Este método, consiste en reducir un problema de EDP, a un problema de Cauchy, buscando
el campo caracteristico de una curva caracteristica que yace sobre la superficie solucion.
Para simplificar la notacién, dada una funcién " f", denotaremos " fycomo la derivada de f en
funcién de x.

Las referencias que se seguirdn en este capitulo son: [6], [4], [3]

1. Cono de Monge

A continuacion, ilustraremos la construccion del cono de Monge, a partir del siguiente

problema de EDP de primer orden para la funcién u : 2 — %
4.1) H(x,y,u,p,q)=0

donde p =u,, g=u,, He C*(R>"+*,R)y|H,|+|Hy| > 0.

Lo primero que se nota de este problema, es que cualquier solucién debe estar embebida

en la siguiente superficie:

Su={(x,y,u,p,q)eR°/H(x,y,u,p,q)=0}

Mas aun, como p y ¢ estdn completamente determinadas por u, la solucion se puede consid-

erar como la superficie
Sy ={x,y, ulx,y) €R®/(x,y) e R}
Luego, para un punto fijo (xo, yo, 4o) € R3, se cumple lo siguiente:

(1) Si(x0, yo, Uo) € X g, su plano tangente viene dado por
Tcoyoue) = 12, y, u) ER®/u — ug = (x — xo)ux + (¥ — yo)uy 3,
es decir por:
Tixo.yo,u0) = 1,y u) € R%/u — ug = (x — x0)p + (¥ — y0)q}-

53
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(2) Cada elemento del conjunto
Stitroo.u0) = (P, @) € R/ H(xo, yo, o, p,q) =0},
genera un plano en R3, que pasa por el punto (xy, yo, Uo), dado por la ecuacion:
u—uo=(x—x0)p+ —y)q.

De modo, que para cada punto de %3, se tiene una familia de planos.

Trayectoria del vector

normal Cono de Monge

A ‘W”

familia de planos

(p(t),a(t),-1)

FiGura 4.1. Cono de Monge

Esta familia de planos, alrededor de (xo, o, z0), da lugar a una superficie, denominada cono
de Monge, que denotaremos por Z(y,,,,,4,)- Para formar esta superficie, procedemos con lo sigu-
iente:

Para el punto (xo, yo, to) € R3, y una curva sobre Spx, y,,40), 1a familia de planos en %3 gener-

ada, como se muestra en la figura 4.1, se describe de la siguiente manera:

u—uo=(x—x0)p(t)+(y — y0)q(2).

Si variamos t, tenemos:

u—uo=(x—xo)p(t+At)+(y —yo)q(t +At),

los puntos que forman parte de ambos planos poseen la siguiente propiedad

0=(x —xo) (p(t+At)—p(t)) ) (q(r +At)—c/(t)) ’

At At

haciendo tender At a cero tedremos lo siguiente:
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_ dp dq
0=(x xO)dt +(y J/o)dt-

Como esto es para cualquier curva, tendremos la siguiente condicion:

0=(x—x0)dp+(y—w)dgq.

OBSERVACION 4.1. En este caso de EDP de dos variables, s6lo tendremos una curva, pues la
condicién |H,|+|H,| > 0, nos indica, por el teorema de la funcion implicita, que la solucién de
la ecuaciéon H(xo, yo, Uo, p,g) = 0, en un entorno de p, se puede escribir de la forma (p, g(p)), o

viceversa.

Y si ahora tomamos una curva (x(¢), y(t), u(t)) sobre Z ,, 4,), S€ obtiene la siguiente igual-

dad:
y ademas existiran (p, q) € Sk(xg,yo,u0), tal que
du=pdx+qdy.

conos de

Monge para
ZH . cada punto

Ficura 4.2. Conos tangentes para cada punto

Nétese, que para cada punto (X, Yo, Uo) € X, se tiene que Ty, 4,) coincide con un plano
tangente de Z(y, ;,,u0), €S decir X y Ex,,y0,u0) SON tangentes en (xo, yo, Uo), como se ilustra en la

figura 4.2.

Veamos algunas propiedades que deben cumplir los vectores tangentes a los espacios Zy y,,u0)
y Sy con la siguiente construccion:

Como para (xo, yo, Uo) € R3 fijo se tiene

H(xOJyO) Ug, p,CI):O;
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tenemos que, en Sy se cumple:
H,dp+ H;dq=0.
Como para las uno formas dp y dq en Sy, se tiene en Z, ,, 4, la siguiente propiedad
0=<(dx,dy),(dp,dq)>, se puede obtener facilmente lo siguiente:
dx_dy
Hp, Hy
Ademads como en Z y,4,), Para los (p,q) tal que H(xo, o, U, p,q) = 0, se cumple la condi-

ciéon du =< (dx,dy),(p,q) >, tendremos la siguiente identidad para los vectores tangentes
a E(xg,y0,u0) Y SH:
dx dy du
H, H, H,p+H,q
Con esto, podemos concluir que cualquier campo tangente a la superficie solucién en (xy, yo, to),
que a su vez es tangente a Z(y, y,,4,) Y @ Sy, debe cumplir con el siguiente sistema:
& =Hy
4.2) 2L =H,
LZTI: =pH,+qH,
De esta forma, el campo caracteristico que buscamos en este método, debe satisfacer el sis-

tema 4.2. Sin embargo estas condiciones no determinan el campo, pues son 3 ecuaciones con

5 incognitas.

Para completar las ecuaciones que determinan el campo, es decir para aplicar condiciénes
sobre p y g, sigamos las siguientes identidades:

Dado que

H(x,y,u,uy,u,)=0,
se siguen las relaciones:
Hi+u.H,+uyH,+u,,H;=0,
H,+u,H,+uxyH,+u,,H;=0,

es decir:

uxpr + uny =—H,—u,H,,
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uxyHy,+uy, Hy=—H,—u,H,,

y como:
dp _ dux Hy+u, Hy=—H, —uH
. = = Uxx Uyx =—Hy — UxHy,
dt dt Py
dqg du,
E = W = uxpr + LtyyH = —Hy - uyHu,
Por ultimo, escribiremos estas relaciones de la siguiente manera:
dp
v _Hx - Hu»
dt P
dq
E = —Hy — QHL,

En conclusion, el campo caracteristico tangente a la superficie solucion, que a su vez es

tangente al cono de Monge, debe cumplir estas condiciones:

L(x,, 1, P, @) = Hpeeyoupa)

D (x,y,1,0,4)= Hytxyupa)

\ Z_Ltt(x’y’ u,p,q)=pHpxyupqgt+9Hgwyupg
% =—Hxxy,u,p.q) = PHuxyupg)

aq __
7 = Hyeyupa) — GHuey,upg)

Ahora comprobemos que cualquier campo que cumpla con estas condiciones, realmente

mantiene a los puntos de Sy dentro de Sy.

Supongamos que se puede resolver este sistema de EDO, es decir supongamos una curva
integral del campo: h(t) = (x(2),y(¢), u(t), p(t),q(t)) siendo h(0) = (xo, o, Uo, Po, Go)- Se puede
verificar facilmente que

(H(h(£))) =0
De donde H(g(t)) es constante, y por tanto, de cumplirse la condiciéon de H(xy, o, 4o, Po, Go) =0,

se deberd satisfacer para todo ¢ que:
(H(h(1)))=0.

OBSERVACION 4.2. Cada elemento de esta curva nos da informacion del plano tangente que

deberia tener un punto que yace sobre la superficie solucién como se muestra en la figura 4.3.



2. PROBLEMA DE CAUCHY PARA UNA EDP CON DOS VARIABLES 58

FiGura 4.3. Planos para la curva

2. Problema de Cauchy para una EDP con dos variables

A la misma ecuacién diferencial parcial de primer orden 4.1, le colocamos ahora esta condi-
cion inicial (x(s),y(s), u(s), p(s),q(s)). Esta vez, se tratard de obtener una solucién de la ecua-
cion anterior.

A continuacién, mostraremos el teorema de existencia y unicidad para el problema de Cauchy.

TEOREMA 4.3. Sea la ecuacion en derivadas parciales

H(x,y,u,p,q)=0

dondep=u,yq=u,, He C*(R°R) y|H,|+|H,| > 0.
Con condicion inicial g(s) = (x(s), y(s), u(s), p(s),q(s)), tal que x(s),y(s), u(s) € C>(R,R) y p(s),q(s) e
C(R, R).

Si se cumplen las siguientes condiciones:

(1) (Condicion de Banda)

d d d
1= Sp(s)+ Z2q(s)

H(x(s),y(s), u(s), p(s),q(s)) =0

(2) (Condicion de transversalidad)

det ds ds #0
H,(x(s),y(s), u(s),p(s),q(s)) Hy(x(s),y(s), u(s), p(s),q(s))
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Entonces existe un entorno G € R? de la curva(x(s), y(s)) y una tinica funcion u : 12> — R tal que:

u(x(s),y(s))=u(s)
ux(x(s),y(s))=p(s)
uy(x(s),y(s))=q(s)

H(x,y, u(x,y), ux(x,y), uy(x,y))=0

Demostracion:

La demostracion de este teorema se encuentra en el capitulo 2 del libro [4]. *

OBSERVACION 4.4.

(1) La condicién 1 del teorema 4.3, nos pide que la curva g(s) sea realmente parte de la
solucion.

(2) La condicién 2 del teorema 4.3, nos pide que la curva g(s) sea perpendicular a la cur-
va integral caracteristica solucién del campo caracteristico indicado anteriormente, y
ademads, usando el teorema de la funcion inversa, que el cambio de variables de s, ¢ a

X,y existay sea unico.
EjemprLo 4.5. Consideremos la ecuacion
pita’=1

La interpretacion geométrica de la ecuacion puede seguirse de la siguiente manera. Sea(p,q,—1),
un vector normal a una superficie solucion, entonces la longitud de la proyeccion de éste sobre
el plano x|y posee magnitud 1, de forma que el vector (p,q,—1) y el eje u forman un dngulo de
7/4. En 6ptica geométrica las curvas de nivel de las soluciones son llamadas frentes de onda'y
las curvas caracteristicas rayos.

Escribiendo la ecuacion en los términos de este método tenemos:
H(xry! u,p,q)=p2+6]2— 1=0
Es evidente que la funcion H satisface la condicion |H,|+|H,|# 0 en

Q:=R3x(R*—(0,0))
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Y con un célculo sencillo ponemos de manifiesto que el cono de Monge en el punto (xo, yo, Uo),

viene dado por las ecuaciones,

(1 —up)=px—x0)+q(y — )

X=Xo _ Y=JYo
2p 29

1=p?>+qg?
Por lo que el sistema caracteristico es:

dx

ar = 2P
@=2a

) @ =2p*+q°)
=0
2=0
1=p*+q*

y sustituyendo la sexta ecuacion en la tercera el sistema se transforma en

dx

ar = 2P
=24
{ =2
2 =0
=0

cuyas soluciones se obtienen por integracion elemental y resultan ser

x(t)=2po+x
y(t) =240t + yo
1 u(t)=2t+u,
p(t)=po
q(t)=qo

Si ahora tomamos como condicion inicial la curva:

(x0(8), Yo(s), uo(s))
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los datos iniciales que se consideran para el sistema caracteristico son las bandas obtenidas

resolviendo el sistema
Po($)x0(s) + qo(s)yo(s) = uo(s)
(Po(s)P +(qo(s)? =1
estas condiciones vienen dadas por la condicion de banda del teorema 4.3. una vez obtenida la

solucion para py(s) y go(s) tenemos como solucién del sistema a:

x(t)=2po(s)t + x0(s)
y(t)=2q0(s)t + yo(s)
1 u(t)=2t+ uy(s)
p(t) = po(s)
q(t)=qo(s)

3. Método de la caracteristica de Cartan-Monge

Este método consiste en una generalizacion del resultado anterior, para ecuaciones de primer

orden.

Sea el siguiente problema de EDP, para la funcién incégnita u € C?(3",R)
H(x,u,p)=0
Donde j = Vzu, H € C2(R2"+1,R), ||H|| # 0, es llamada funcién Hamiltoniana, ¥ = (x,, ..., X,) ¥
Vel = (5—;, o 57“”). Y por ultimo, la EDP se considerada con la siguiente condicién inicial:
u |F¢ = Uy
con u, € C(I'y,, R), para la hipersuperficie suave:

Ty ={xeR:p(x)=0,ll¢ll# 0}

siendo ¢ € C(R",R).

Igual que en el caso de dimension dos, llamaremos a las superficies:

Sy :={(%,u, p)eR*"*/H(X, u, p)=0}
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Yy = (%, w(@)/(%, u,Vu)€ Sy}

Como dijimos antes, este método consiste en reducir la EDP a un problema de Cauchy,
buscando el campo de un flujo sobre Xj. Para esto definimos un flujo en Sy, F; : Sy — Sy cuyo
campo lo denotaremos por X : Sy — T(Sg) es decir, tomaremos el campo “genérico”:

d% du dﬁ)

s (4412

Para encontrar este campo caracteristico, igual que en el caso anterior, construimos nueva-

mente el cono de Monge, utilizando la familia de planos:
du=<p,dx>,
es decir, definiendo la siguiente uno forma:
a:=<p,dx>-du,
impondremos que sea cero en el cono de Monge =, para todo punto p € Xyt
als, =0,

Usando el teorema de Frobenius, versién para formas diferenciales', imponemos esta segunda

condicién, equivalente a la segunda condicién del cono de Monge:
da=<dp,Ndx> |5, =0.

Por otro lado, la uno forma en R?"*!, que genera la distribucién que caracteriza a S como

solucioén, es:

dH=<Hg,dxX>+H,du+<Hz dp >=0.
Intersectando las condiciones entre el cono de Monge y Sy, tendremos lo siguiente:
dHl|y, = <HgdxX>+H,du+<Hy;dp>
= <HydX>+H,<p,dX>+<Hpdp>

= <Hy+H,p,dx>+<Hpzdp>.

Wer 5.1 de la seccion 5.1 del capitulo de Preliminares de geometria diferencial
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Y tomando el campo “generico” 4.3, definimos la siguiente uno-forma:

ap . ax
B:=da(X)= <E,dx> - <E,dp>

recuerde que

ﬁleZO

Si ponemos como condicién, que la uno-forma 8 se anule en todo Sy, tendremos, por las
condiciones de integrabilidad del teorema de Frobenius, que 8 y d H estan relacionados, por
que d H genera a todas las uno-formas que se hacen cero sobre todo Sy, por lo que existe una

funcién escalar u(x) tal que:

B =u(x)dH,

entonces

fH __‘) X _'Hr 7 =\ 7 X)— . 7 ’
,u(<V +8up dx>+<V,, dp>) <dt dx> <dt dp>

e igualando coordenada a coordenada, tenemos el siguiente sistema de EDO:

i _ (& OH =
@ =u(VeH+50P),
dz __ -
d—f——MVﬁH,

du __ — =

El cual es un problema de Cauchy.

OBSERVACION 4.6. La uno-forma f# tambien se puede formar de la siguiente manera:

Dado que en Xj se cumple la siguiente identidad:

dvu =J(Vu) dx
dt dt

y dado que J(Vu) es una matriz simétrica (por intercambio de derivadas parciales) tenemos

esta otra identidad

avu . o dx
<dt ,dx>—<](Vu)-E,dx>

ax - . ax -
<%,](Vu)~dx> = <E,qu>,
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asi definimos la siguiente uno forma en Sy:

ap d@
ﬁ.— <E,dx> — <Eyd]9>.

64



Capitulo 5

Fibrados de jets

En este capitulo expondremos la formulacién geométrica de la teoria formal de ecuaciones
diferenciales. Con teoria formal nos referimos a ver una ecuacion diferencial como un elemen-
to de un espacio. La herramienta geométrica que utilizaremos para este formalismo es la del
fibrado de Jet, que explicaremos en la primera seccion de éste capitulo. En la segunda seccién
mostraremos a las ecuaciones diferenciales como seccciones del fibrado de Jet. Por tltimo pre-

sentaremos algunos ejemplos, en la tercera seccion.

Las referencias a usar en este capitulo son: [14], [2], [7], [15], [5].

1. Introduccidn y definicién de fibrados de jet

Sean M una m-variedad y N una n-variedad, ademas sea ¢ : M — N una funci6n diferen-
ciable entre las variedades. Para un punto p € M podremos encontrar las cartasp € U, CM y
0(p) € Uy C N tal que ¢ se pueda ver como una funcion de " a R”, de esta manera siendo a
través de las cartas correspondientes p =(x1,...,X»,) Y ¢(p) =(ul,...,u"), localmente, podremos
ver a la funcién ¢ de la forma u® = p%(xy,...,x,;) para 1 < a < n. En términos de ecuaciones
diferenciales las coordenadas de p son llamadas variables independientes y las coordenadas

de u, variables dependientes.

OBSERVACION 5.1. A partir de ahora tomaremos a cualquier punto p € M como el punto a

través de su carta x € R, y simplemente denotaremos x € M.

Notacion: Denotaremos a u por u = (ji, ..., j) € N7 y en este caso escribiremos |u| = ji+...+j,
y ul=jil..j4!. ueslo que se llama un multi-indice, y lo usamos para representar a las derivadas

de un mismo orden, es decir, en una 2-variedad, tomamos q = 2, si |u| =2 entonces

Ox*={0x%,0x5,0x10%7,0X,0x1}

65



1. INTRODUCCION Y DEFINICION DE FIBRADOS DE JET 66

y ademas

(x = x0)* = {(x1 — x01)%, (X2 — X02)?, (X1 — X01)(X2 — X02), (X2 — X02)(X1 — X01)} Tespectivamente.

Por otro lado, utilizando el teorema de Taylor, podemos expresar a ¢* localmente para un
punto arbitrario x, € M como:
ull
u
PUx)= D (= xo) + RY(x, Xo)
0<lulzg ™

donde x es la coordenada de p, x, de p,,

u a‘.l”g&a
.U: ax‘u (xO)’
y
a d%p? (x — xo)*
Ri(oxo)= 3 ol + £ —m) =yt
lpl=g+1
para & €10,1]

Ahora introduciremos una relacion de equivalencia, para el conjunto de las funciones difer-
enciables de M a N, es decir en C*°(M, N). Dos funciones ¢ y ¢ son equivalentes de orden g en
Xo € M, es decir ¢ ~, ¢, si sus expansiones con Taylor de orden g en x, son identicas. De esta

manera definimos la clase de equivalencia:

[plf =1{p € C*(M,N)l¢p ~5 ¢ en Xo}.

Asi podemos ver al fibrado de jet sobre las variedades M y N, como el fibrado cuya fibra en el
punto x es el espacio de todos los g-jet [¢]?, para x € My ¢ : M — N diferenciable. Denotare-

mos a este fibrado como J,(M, N)y asufibra en x como J,(M, N),.

Se puede observar que para cada x € M, J,(M, N), es, efectivamente, un espacio vectorial,
y ademads tenemos como la proyeccion del fibrado a w9 : J,(M, N), — M y a otras proyecciones

e J4(M,N), — J,(M, N), como la inclusién canénica.

Es f4cil probar que si M es una m-variedad y N es una n-variedad:

m+q
q

dim(J;(M,N),)=m+n
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EjempLO 5.2. Si M es una 2 variedad y N = R tenemos que Jo(M,N), es generado por
{x1,%2, u}, J1(M,N), es generado por {x;,X, u, U0, Up1} vy que (M, N), es generado por

{x1,x2,u, U0 Ulo,1]y Ul2,0 UlL,1]y u[o,z]}-

Se puede notar que cualquier funcién ¢, genera una asociacion entre un punto de la var-
iedad con un elemento de su espacio de jet, es decir, se tiene la siguiente seccién del fibrado de

Jet de orden g:

M_’]q(MyN)

Jap = x o [p] = (x, agl)\cia(x))

OBSERVACION 5.3. No toda funcion ® : M — J,(M, N), tendra la forma anterior, es decir no
siempre existiraun ¢ : M — N, tal que ® = j, . Las condiciones para que esto suceda se veran

mas adelante.

Se puede ver a j, ¢ no s6lo como una seccion, sino también como una subvariedad de di-

mension m en J,(M, N), en este caso la denotaremos por im(j,p).

Ya teniendo una idea de lo que es el fibrado de jets mostraremos la definicion intrinseca,

abstracta y tedrica de este.

Dado un fibrado Il : F — M, y una seccién sobre el fibrado ¢ : M — F. Como vimos en el
capitulo de preliminares I, tanto F como M son variedades, asi tomando ahora el espacio tan-
gente de ambas, obtenemos un nuevo fibrado, TI1: TF — TM, y una seccién T¢ : TM — TF.
Fijando un punto p € M consideremos la restriccion, Tyl : Ty, F — T, M como un variedad,
y larestriccion T, ¢ : T, M — Ty, F como una seccion. Asi diremos que dadas dos secciones de
F, ¢1, ¢, estan relacionadas con orden g >0 en p, ¢1 ~, ¢, siy solo si, T,¢, ~Z_1 T,¢, y estan
relacionadas en orden 0 en p, ¢; ~} ¢, siy s6lo si, ¢1(p) = ¢»(p). Andlogamente definimos la

clase de equivalencia:

[p)0:={p €CX(M,N) | ¢~ p}.

DEerINICION 5.4. El fibrado de jet de orden q sobre un fibrado I1: F — M, es el que posee co-
mo fibra de p € M al espacio de todos los g-jet [¢], siendo ¢ : M — N funciones diferenciables.

Este espacio es descrito como J,(II) y a las fibras como J,(II),. °
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OBSERVACION 5.5.

(1) Sitenemos como fibradoalIl: N x M — M, con II como la proyeccién canoénica, ten-
emos que J,(II) concuerda perfectamente con la vision anterior de fibrado de Jet de
orden ¢q, J,(M, N), més simple.

(2) Note que toda seccioén sobre el fibrado original, genera, una seccién en el fibrado de

Jets de orden q.

PROPOSICION 5.6. Dado un fibradoIl : F — M, cada proyeccion 7'52_1 : Jg(IT) = J4-1(I), es un
fibrado afin, es decir, dado un cambio de carta en J,_, varia a J,(I1) como una transformacion

afin.

Demostracion:
Soldmente haremos la demostracion para F = N x M, viendo al fibrado de jets de orden g como
J4(M, N) con el desarrollo de Taylor."

Dado un cambio de cartaen M y N (X1, ..., X;,) y (@1, ..., #") tenemos que:

au? 8x,~ axi
-a _ 1 q B
uﬂ]q_Z;(auﬁ axh aj]q ulllq+

donde los puntos son una expresion muy complicada que depende solamente de los 6rdenes

menores que ¢. i?

2. Formalismo de fibrados de jets para las ecuaciones diferenciales y sus soluciones

Teniendo ahora en mente, el fibrado de jets, daremos la definicion geométrica de una ecuacion
diferencial, para un fibrado dado, como un objeto geométrico abstracto y sin tomar en cuenta

coordenadas de ecuaciones locales.

DEerINICION 5.7. Una ecuacion diferencial de orden ¢, para un fibrado dado I1: F — M, es

una subvariedad fibrada &, C J,(II). o

OBSERVACION 5.8.

(1) Con variedad fibrada nos referimos a que 79(&,) = M.
(2) ParaelfibradoIl: ® x R" — R", dada una funcién H : J,(II) = J,(R",R) — R, la preim-

agen del 0 es una ecuacion diferencial tal cual la conocemos.

'Una demostracién completa se puede observar en el primer capitulo de [14]



2. FORMALISMO DE FIBRADOS DE JETS PARA LAS ECUACIONES DIFERENCIALES Y SUS SOLUCIONES 69

EjempPLO 5.9. Tomando el fibrado IT: & x 32 — R? y una funciéon H: J;(R?,R) — R, tenemos

la siguiente ecuacion diferencial
H(xler) u, uxlr uxQ) = 0
Ahora necesitamos un concepto de solucioén para la ecuacion.

DEFINICION 5.10. Sea un fibrado dado I1 : F — M, y una ecuaci6on diferencial de orden g,

&, C J4(I1), una solucién es una seccion suave ¢ : M — F tal que im(j,;¢) C &,. .

Como dijimos antes, no toda seccién suave sobre un fibrado de Jet de orden g, posee la
forma j, ¢, para algun ¢ : M — F. Con el objetivo de ver qué condiciones extra debe cumplir
una seccion, para poseer esta forma, veamos lo siguiente, pensando solamente en el caso de

F=NxMy J,(I) = J,(M, N).

DEFINICION 5.11. Paraun fibrado dadoIl: F = NxM — M, unauno-forma w € ./ (J,(M, N)),
en el fibrado de jet J,(M,N), es una forma de contacto, si para cualquier seccion ¢ : M —
M x N, wseanulaen im(j,p).

Nota: las formas de contacto generan una codistribucién %q* € T*(J4(M, N)), a la cual llamare-

mos codistribucién de contacto. o
Para entender un poco mejor esta definicién, veamos las siguientes:

PrROPOSICION 5.12. Sea g € N, M una m-variedad y N una n-variedad. Paratodol1 <a<ny

todo multi-indice u con 0 <|u| < g, la uno-forma

wp=duy Zuuﬂ dx;

es una forma de contacto en J,(M,N). La distribucién de contacto €y, es localmente generada

por todas estas formas y por tanto dim Gy = n("”" D)

Demostracién:

Un elemento general de .</!(J,(M, N)) es de la forma

w= Zadx—i-zz bdu

v=11<|B|<q
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para el multi-indice f.
Sea¢p :M — Nyyp:im(j;¢)— J;(M,N) la correspondiente inclusién natural. Entonces el

pull-back de w sera de la forma:

DIBIH1 v
Pre0= Z ai +Z Z by 3xﬁ|ﬁl dx;

v=11<|B|<q

. . . oz . OB+l gy
Por tanto es sencillo probar la primera parte de la proposicién si a; = —ZU 1Z1<|/3|<q ax|ﬁ|+, ,

by =1y los términos para |B| = g se anulan, obviamente ¢, =0 con lo que wy es una forma
de contacto.

Por otro lado probemos ahora que generan a ¢, tomemos p = (@] “ un punto arbitrario en la
subvariedad im(j,¢). Todos los elementos en la clase p tienen las mismas derivadas excepto
por las de orden g + 1 si tomamos otro elemento de la clase ¢ € p que tenga en X, s6lo una
derivada de orden g + 1 diferente de ¢, es decir ¢ = (89+1¢? /0 xP1)(xo) # (09t ¢V /0 xPi)(x0) = ¢
para algin | 8;| = g +1, tenemos que, siendo ¢ : im(j,¢) — J,(M, N)la inclusién canénica, toda

uno forma w € 6y debe cumplir lo siguiente:
Pr = Q=0
= P — Q=0
=>(c— E)bfi(p)dx,- =0

= bli(p)=0

y por ser arbitrario, tenemos que toda forma de contacto cumple bf =0 paratodo |B|=qg+1,
y en general para todo || > g, ademads se puede ver facilmente que cualquier forma generada
sdlo por los elementos dx; no puede ser una forma de contacto, por tanto, sélo nos quedan

n(m+q 1

) elementos linealmente independientes para conformar a las uno-formas de contacto,
numero que coincide, justamente, con el niimero de formas linealmente independientes dadas
wg, y teniendo esta cantidad de elementos linealmente independientes dentro del espacio, solo
queda que éstos sean una base. *

Veamos ahora, las condiciones que debe cumplir una seccién ® : M — J,(M, N), para que

se pueda escribir como ® = j, ¢, para alguna seccion ¢ : M — N x M, a través de la siguiente
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ProOPOSICION 5.13. Sea g € N, M una m-variedad y N una n-variedad. Cualquier seccion
®: M — J,(M,N), que satisfaga w9 o ® = id ;, se puede escribir de la forma ® = j, ¢, para algiina
¢ :M— NxM,siysolosiim(®)C J,(M,N), es una superficie integral de G

Demostracion:
Sea la seccion ® : M — J,(M,N), que en coordenadas locales se puede escribir de la forma
d(x) = (X,(¢ ﬁ))- Si im(®) es una varierdad integral de ‘6;, ® debe hacerse cero para todos los
elementos que generan a %;, es decir:
m
* . a(pm u a
y como es para todo a y u tenemos:

29

a —

+1;
Al 0 Xi
y con esto queda claro que ® = j, ¢. %
Ahora veamos estos resultados, en términos de los campos vectoriales, en vez de las formas

diferenciales.

DEFINICION 5.14. Sean M y N variedades, la distribucion de contacto 6, C T(J,(M,N)),
consiste en todos los vectores tangentes, que son anulados por las formas de contacto. A los

elementos de 6,, les llamaremos vectores de contacto.

Y analogamente, para entender mejor la estructura de estos vectores de contacto, tenemos

la siguiente

PROPOSICION 5.15. La forma de contacto 6, C T(J,(M, N)), para las m y n-variedades dadas
M y N respectivamente, es localmente generada por los campos:
n
a=10<|ul<q
yparal<a<nylul=gq:
Cll e aug

Con lo que dim(6,=n+ m("+q —1,)). Y por otro lado, toda funcion ® : M — J,(M, N), tal que

m90® = idy, es una prolongacion, si'y sélo si T(im(®)) € 6,|im@), es decir, siy sélo si im(®) es
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una variedad integral de 6.

Demostracion:

Se sigue facilmente de las demostraciones 5.12 y 5.13. *

OBSERVACION 5.16.

(1) Note lo siguiente, si |u|+1 < g:

m m

m
_Z")ZHi ANdx; = _Z(d Uy, ~ Z Uy o, AX)) N AX;
i=1

i=1 j=1

m

= —Z(d uZ‘Hi A dx,-)+i(i uZJrzijdxj Adx;)
i=1

i=1 i=1

m

— a
= —Zduuﬂi/\dx,-

i=1

— a
= dwu

(2) Veamos si la codistribucion ‘6;, es involutiva. Como

a____ ,.a .
dwu— wﬂﬂ/\dxl

para todo |u| < g — 1 tenemos que efectivamente lo seria si no fuese por los términos
donde uy toma su maximo valor |u|=qg —1.
(3) Dualmente se puede observar que %,, es involutiva excepto por los términos donde

|ul = g, es decir, el corchete de Lie se hace cero excepto por:
i ol
[Cg+l ’ Ci ] - au‘ﬁ’
para el arbitrario multi indice f tal que || =¢g + 1.

3. Prolongacién y proyecciéon de una ecuacion diferencial

Ya con una idea de las condiciones que una seccién sobre el fibrado de jets de orden ¢, debe
cumplir para ser solucion de una ecuacion, introduciremos dos operaciones geométricas, la

prolongacion y la proyeccion, de una ecuacion diferencial.
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Dado un fibrado I1 : F — M y una ecuacién diferencial §,; C J,(II), podemos notar lo sigu-

iente:

(1) La proyeccién 119 : &4 — M genera un nuevo fibrado.

(2) siendo 77 : J,(II) — M tenemos que los siguientes fibrados de jets cumplen J.(I19) €
Jr(7e?).

(3) Existe unainclusién entre y : J,., — J,(77).

DEFINICION 5.17. Dado un fibrado IT: F — M y una ecuacién diferencial §, C J,(II) defini-

mos la prolongacién de grado r de la ecuacion diferencial, como:

gq+r = ‘)/_l(fr(ﬁq) N ’)’(]q+r(H))) - ]q+r(H)-

Nota: A modo de simplificar, podemos decir directamente que la prolongacion es:

q+r ]r(Hq) N ]q-i—r(H)

Esta definicion puede ser algo complicada de observar. Para dar una idea mas sencilla de
la accién local de la prolongacién, continuaremos dando un operador sobre las funciones de
J4(M,N)a®R, llamado derivada total. Para introducir la nocién de éste operador, tomemos una

funcion F: J,(M,N)— %, entonces:

dF = Z—dxl

pero con las uno formas de contacto:

3F

a=1 1<|m<q

m

o __ a__
a)u—du” E u+1 dx;=0

i=1

podemos pensar en sustituir a
m

duzzz U, dx;

i=1

con lo que tendriamos:

:; 3 Z Z u Z+1, dx;

a=1 1<|,u\<q

de esta manera tenemos la siguiente:
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DEFINICION 5.18. Sean M y N una m-variedad y n-variedad respectivamente, el operador
derivada total en i denotado como D; : C*(J,(M,N)) — C*®(J;4+1(M, N)) se define para una

funcion cualquiera F € C*(J,(M, N)) como:

OF < oF
DZ(F) = E—i_z Z —aua uu+1i
u

' e=li<lul<q

Con esta definicién podemos ilustrar lo siguiente:
Dadas las funciénes ¢ : M — Ny & : J,(M,N) — % tendremos que se cumple la siguiente
identidad:

2(®ojq¢)

ox. =(Di®)o jg19-

Este resultado es conocido como regla de la cadena.
EjeMpLO 5.19. Tomando en J;(%?,%) la funcién ®(x,y, u, u,, u,) = (u,)?* — x(u,) tenemos a:

(Dx®@)(X, Y, Uy Uy Uy, Uy, Uy, Uyy) =2Uy Uyy — XUXX — Uy,

(Dy(p)(xiy: U, Uy, Uy, Uxx, Uxy, uyy)zzuy Uyy —XuUXxy.

Y si sustituimos por j,¢ para ¢ : R2 — R tenemos ® = ®(x,y, ¢(x,y), ¢.(x,¥), ¢, (x,¥)) y uti-

lizando la regla de la cadena:

740
E :2¢y(x,y)¢xy(x,_)/)_x¢xx(er/)_ ¢x(x’y)

od
E :2¢y(x,y)¢yy(x»J’)—x¢xy(x’y)

OBSERVACION 5.20. Note que C*(J,(M,N)) C C*(J44+1(M, N)) dado que si ® € C*(J,(M, N))

entonces ® o 7TZ+1 € C*(J441(M, N)), ademads note que:
Di®=C{" (@ ont™)

Ya con esta operacion a la mano, tenemos que una ecuacion diferencial &, escrita local-

mente de la forma H;(x,u?) =0, siendo 1 <i < k con k e Ny H; : J,(r) —» R, podemos decir
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que su prolongacion de grado r es:

IA

Hix,u@=0, 1<i<k

DiHi(x,u@)=0, 1<j<n
Eqrr 4 :

DyH;(x,u'?)=0, |ul=r

DEeFINICION 5.21. Dado un fibrado II : F — M y una ecuacion diferencial &, C J,(IT) una

proyeccion de grado r de una ecuacion diferencial de grado ¢, &, C J,(II) se define como:

&P =m4_,(84) € Jg-,(I0).

En contraste con la prolongacion, esta definicién es muy sencilla, pero su aplicacién muy
compleja. Dada la ecuacion localmente de la forma H;(x, u?) = 0, la proyeccién consiste en
eliminar algebraicamente los elementos de orden superior, y de no poder eliminar ninguno, se

dice que la proyeccion es todo J,_(II).

Dada una ecuacion diferencialé,, se suele denotar como 62(,'), ala proyeccion en J,(I), de la
r prolongacion en J,.(II). Se puede ver que éi(,r) C &,, sin embargo esta contencion no siempre

llega a ser una igualdad.

EjeMpLO 5.22. Dada un fibrado IT : %3 x R — R3, consideremos la ecuaciéon diferencial de

primer orden &, C J;(IT) definida por el sistema:

U, +yu,=0,
ébl .
u, =0.
Entonces su prolongacion sera:
U +yu,=0, u, =0,
Uyz +yuxx =0, Uxy =V,

ggi{
Uy, +YUxy+Uuy=0, uy,, =0,

Uz +yuxz:0y UyZ:O.
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Y sustituyendo las ecuaciones u,, =0y uy, =0en u,, +y Uy, + u, =0 tenemos que u, =0 por

lo que la proyeccion es:

u,=0,
5’1(1) '\ uy=0,
u,=0.
De donde es facil ver que &) € & yque &V =62 =¥ ... )i

Note que en el ejemplo 5.22, la ecuacion 6’{1) no esta implicita en &), sin embargo, toda
solucién de &, indudablemente debe satisfacer 81(1), en otras palabras no existen soluciones de
&1 que no sean ya soluciones de 81(1), asi podemos pensar en &, como una ecuacion diferencial

con “problemas”. Para estos casos se presenta la siguiente

DEFINICION 5.23. Dado un fibrado I1 : F — M, diremos que una ecuacion diferencial &, C

J4(I1), es formalmente integrable, siy s6lo si, para todo r > 0, se tiene, 606(,21 =&E4q1. °

Para ecuaciones diferenciales de primer orden &, C J,(II) podemos describir una condicién
de integrabilidad sufcientemente clara. Imaginemos que nuestra ecuacion diferencial estd dada
por el sistema H = F = 0 siendo H, F : J,(II) — %, entonces nuestra prolongacion en grado 1

sera:

J0H JH J0H
2

DiH +u—+ : uijﬁij

:3xl~ au,-

DiF 3F+ OF +Z OF
' 5.76,‘ lﬁui 7 Uﬁuij

de donde podemos proyectar la ecuacion.

3 OF o OH_ -y OF (0H  OH\ 0H(OF  OF
— [ou; " Qu; | 40w \ox;  'ou;) Qdu;\ox; ou,

L l i

asi definimos el siguiente corchete
OF OH
H,F]= —D;H— —D;F
(1, F) Z[aui H-20D, ]
del cual podemos descirbir a éal(l) como H = F =[H, F] =0. Estas condiciones son identicas a

&1, siysolosi, [H, F]=0en &, es decir &, es formalmente integrable, siysélo si, [H, F]=0en &.
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Se puede extender esta condicion de integrabilidad a una ecuacion diferencial de grado 1,
que posea mas de dos ecuaciones. Dado una ecuacién diferencial & C J;(IT) descrita por el sis-
tema Hy = 0, para todo 1 < k < n € N, entonces la condicién de integrabilidad formal ser4,

[H;,H;]=0en & paratodo 1<i,j <n.

Esta condicion se puede extender también a ecuaciones de orden superior, sin embargo,
serd una condicion nesesaria, mas no suficiente. Dadas las funciones H € C*(J,(II),R) y F €
C>(J.(IT),R), con r < g, definimos el corchete, como:

[H,F] = Z aaTFDMH— Z
u

lul=r Ivi=q

ﬁHD R
ox,

4. Formalismo de fibrados de jets para simetrias y caracteristicas de una ecuacién

Este formalismo posee diferentes definiciones para abarcar los métodos de ecuaciones difer-

enciales, un ejemplo de este hecho se sigue a continuacion.

En primer lugar observe que las formas diferenciales del método de Cartan-Monge:
a:=du—<p,dx>=0,

dadas en la seccion 3 del capitulo 4, son equivalentes a las formas de contacto:

m

a __ a__ a .
wﬂ—duu E ”u+1idxl'

i=1
De esta manera podemor concluir que la condicién dada en el método de Cartan-Monge, de
que a = 0, es igual a la condicién de la propocicién 5.13, nesesaria para ser soluciéon de una

ecuacion diferencial.

Ademas las definiciones de simetrias y caracteristicas se siguen a continuacion

DEFINICION 5.24. Sea 2 una distribucién de una variedad M. Decimos que X € 2’ (M) es una

simetria infinitesimal de 9, siy sélo si, Zx% =[X, 9] € 2. °

DEFINICION 5.25. Un campo C € 2 es una caracteristica de Cauchy, si €2 =[C,2]1€ 2.Y

su curva integral es llamada curva caracteristica de Cauchy. o



4, FORMALISMO DE FIBRADOS DE JETS PARA SIMETRIAS Y CARACTERISTICAS DE UNA ECUACION 78

Cuando la distribucién es una ecuacién diferencial, estas definiciones concuerdan con las

definiciones de simetria y caracteristicas dadas en los capitulos 3 y 4.

En conclusion la gran diversidad de métodos para resolver ecuaciones, quizas no se puedan
reducir a un sélo método, sin embargo podrian ser englobados por una sola teoria, en la cual
se entienda mejor su estructura general. En éste caso observamos a las caracteristicas y las

simetrias a través de fibrados de jets.
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