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DETERMINACION MATEMATICA-ESTADISTICADE LA
LONGITUD MINIMA REQUERIDAPARALOGRAR LA
ESTABILIDAD DE LA MEDIA ARITMETICA EN
REGISTROS PLUVIOMETRICOS ANUALES*

Mathematical-statistical deterrmnation of the minimun length required
to achieve the stability of the Anthmetic Mean i annual pluviometric
records

Andres E. Blanco T. y Jorge Rodriguez G

RESUMEN:

En Climatologia, la determinacion de la cantidad mirama de registros
necesanios gquelogren estadisticos muestrales representativos ha sido un objetivo
para los investigadores en esta drea desde mediados del siglo pasado. Esta
investigacion se aboca a la obtencidn de esa cantidad miruma de valores que
generenuna media antméticarepresentativa o estable dela serie de tiempo de 29
datos de lluvias anuales de una estacidn pluviométrica ubicada en el estado
Monagas. Mediante una transformacion de variables, se han combinado las
técricas de regresion lineal simple v deldiferencial de funciones a partir de las
cuales, previo cdlculo de denvadas parciales con respecto alas variables myy
n, donde my es la me dia antmética unitaria pluvial acumulada ¥ nun indicador
del mimero acumulado de afios, se ha estimado que el umbral que separala

* Recibido: 20-02-2008,
Aceptado: 056-06-2008,



164 Andrés £ Bianco Ty Jorge Rodriguer G

condicidn esfable de las medias antmétic as de su condicidnno esfable, es de 14
afios, limite que se interpreta como la cantidad minima re quenda paralo grar una
media aritim ética representativa o estable de registros anuales de lluvia, paraesa
serie climdtica en cuestion, solucidn estadistica que se aproxima a la expresion
del enfoque figura-empirico. Lo relativamente sencillo de la estractura
procedimental v el cardcter general del algontmo matemético aconsejan suempleo
en otras senes climatoldgicas pluviales anuales en diferentes zonas climaticas.
e considera que el conocimuento de tales particulandades matemdticas del
procedimiento diferencial de funciones facultaria al profesional no matematico
explorar sobre su aplicacidn enlas series de tiempo de otros elemertos climédticos
o bien a otros estadisticos de la base de datos.

PALABRAS CLAVE serie temporal luvia media antmética, cantidad minima,
diferencial de funciones, regresion lineal.

o o e e e e e
ABSTRACT;

In Climat ology, the determination of the minimum amount of necessary
records whaich allows usto obtain statistical representative samples has beenan
objective pursued by researchers in this area from mud last century. Thus research
is focused on finding that minimum amount of values that will generate an
average representative or stable anthmetic mean of the seres of time of 29
annual rain data from a rainfall station located inMonagas State. By means of a
transformation of vanables, the techniques of simple inearregression andthose
of differential functions have been combined which allow the previous calculation
of partial denvatives with respect to the vanables my; and n, where my; is the
accumulated pluvial arithmetic unitary average and mis an indicator of the
accumulated number of years. It has been considered that the threshold which
separates the stable condition of the average anthmetic mean from its nonstable
condition is of 14 years, a limit which is interpreted as the minimum amount
required to obtain an average representative or stable anthmetic mean of annual
rain records forthe climatic series at is sue. This statistical solution comes close
to the solution obtained with a graph-empirical approach. The relatively simple
procedural structure and the general character of this mathematical algonthm
advocate their use in other annual pluvial climatologic series in different climatic
zones, [t is considered that the knowledge of such mathematical particulantities
ofthe differential procedure of functions would authorize the non mathematical
professional to explore its application in the senes of time for other climatic
elements or else to other statistics of the data base.
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I BSOS T

TwrrobDvccion

Al estudiar una red pluviomeétrica, con caracteristicas pluviales
homogéneas a mvel regional, el investigador suele mterrogarse sobre el
lapso mimmo comun de analsis temporal, para las estaciones que
constituyen la red de estaciones chimatolégicas, para de este modo
satisfacer dos requenmientos basicos: (1) utlizar el maszamo posible de
puntos de medicion pluwnal v (2) garantizar que las medidas de orden
chimatico sean representativas de los datos pluwales.

Landsberg (tomado de Rodriguez, 1986) ha sugerido el
procedimuento figura que confronta el estadistico en estudio versus el
nimero de datos o afios asociado al valor del estadistico respectivo.
Frecuentemente, el estadistico estudiado es lamedia antmética, que se
compara acumulativa v cronolégicamente con el nimero de afios
respectivo. Enla figura 1, se muestra un patrén estandar de tal relacidn.

Media Artimética Acumulada
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Figura 1.Media A ntmética Acumulada
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En el eje de ordenadas se grafica la media antmética a medida
que se va acumulando el nmimero de afios de registro, v se representa en
el eje de abscisas. Por ejemplo, el primer punto tiene por coordenada
horizontal (n =2) los dos afios mas antiguos delabase de datos phunales
y por coordenada vertical, lamedia artmética de tales afios de registro.

Se observa, en la parte inicial de la figura un comportamiento
inestable, es decr, al principio descendente v luego ascendente. Después
de mas de 10 afios —momento mdicado aproxmadamente por la
flecha—, la media antmética tiene un comportarmiento mas regular, ello
puede significar que: (1) los nuevos totales pluwiales, que se mmcorporan
alcélculo, son relatvamente sirmtlares alos ocurndos antenommerte o (2)1a
cantidad de valores anteriores es de un orden de magratud muy grande
determinando que se mantenga la estabilidad de la media artmeética.

En ese orden de ideas, la solucién, sobre la canhdad mimma de
datos, se hallard identificando, enla figura, en qué momento se presume
ocurre la estabilidad del estadistico analizado, momento que, el caso
que nos interesa, se ubicaria después del umbral indicado por laflecha

El propésite de este escrito es obtener mediante la combinacidn
de procedimientos matematicos y estadisticos, una solucién numérica a
la cantidad mimma de afios en la cual cambia la estabilidad de la media
antmética de una base de datos pluwiales anuales, sin menoscabo de la
pertinencia de la solucién grafica.

METODOLOGIA EMPLEADA

Buase de datos

Enlaaplicacién de la metodologia propuesta se utlizara el registro
pluviométrico anual (en mm) de la estacién San Félz para el periodo
1971-1999 de 2.810; estado Monagas (Méndez, 2006), con las
siguentes coordenadas geograficas: latitud norte: 9° 577 207, longitud
oeste: 63° 38" 407, dtitud: 160 m. De inmediato se muestra, larespectiva
base de datos de 29 afios.
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Cuadroe 1. Registro pluviométric o anal

Lhwaria (anual) Ao Lheria (anual) | Afw  Lharia fanal)
nm o i

71 7105 1981 12821 1991 | 9014
872 7492 ‘1982 | 20 9124 (w92 | 738

1973 55,1 1983 00,1 1993 9423
1974 63556 1984 6558 | 1994 | 701,1
975 4l5 1985 958,7 1995 735
1976 5497 1986 | 678,83 1996 | 11613
19T 5125 1987 965,2 1997 | 68
1978 64,1 1988 10058 1998 | 925
1979 &3 1989 | 456 | 1999 | 976,5
1980 9695 1990 1.002,8 i |
PROCEDIMIENTO

En la busqueda de la solucién numérica de la cantidad de datos
requendos para que cambie el grado de estabihidad dela media antmeétca
se ha disefiado el sigmente esquema légico— secuencial:

Relacidn cuantitativa entre media aritmética
acumu lada y nimero de datos anuales

B

Fundamentos matemdticos bdsicos del
gl Método Diterencial de Funciones

Apli:méﬁn del Método Diferencial de
Funcionesal caso en estudio

2

Interpretacion de Resultados
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Relacion cuantitativa entre media aritmética acumilada y
numere de datos anuales

Sea m _, o abrewiadamente m, la media antmética obtenida al
promediar n datos anuales. Sise divide am entre el nimero de datosn,

usados para su calculo se obtiene:

m 1
—=—m=m
n on

M=nem

Donde el cociente my; podria mnterpretarse, por analogia, con el
significado que podria atnibuirsele al estadistico de la media antmética
simple o no ponderada, segin el sigmente plantearmiento. Sea Pj el
total de la lluvia en el j-ésmmo afio; entonces la media antmética ¥ de

los n afios es:
n
5. F
el b
g=8_ o S I;=neX
A Jul

Por lo tanto, ¥ es

1. la contribucidn hipotética atribuible a cada n-sima lluwa anual o

2. la contnibucién hipotética atnbuble a cada lluwa anual o

3. la contribucién unitana atribuible a la lluwa anual en n afios.

Por lo tanto, dado que m=n * my,, ello implica que my; cuantfica,
la contribucién unitania de la lluvia anual al total a la media antméticam.
Al despejar my se tiene que:

=—m
b

m 1
m o=—
F
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S1 ademas m es constante, entonces la grafica bidimensional de
myy en funcién de n tendria el siguente comportamiento:

Relacion inversaentre Muyn

12,00
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oot |
< &00 ’\
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200 \"
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Figura 2. Relacion inversa entre Muyn

S1 se utilizara, repetidamente, una m distinta, ello ocasionaria
distintas funciones mnversas, tal como se exhibe en la figura:

Funcidn Ferersa Mu para 3 valores dem

Figura 3. Funcidon Inversa Mu para 3 valores dem
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: . . 30

La gréfica de 1 tiene por ecuacién Mu, = —
. - = 20

La grafica de 2 tiene por ecuacién M, = )
- . 10

La grafica de 3 tiene por ecuacién Mus = =

En consecuencia, habria tantas funciones mversas my como
valores de m.

El mimero de datos n es conocido porque comprende una
secuencia parcial de los nimeros naturales. Ello significa que en la
funcién multivariable de m (m =n * my,) se tendria dos mcégmitas: m y
My

Ahorabien, s1 se tiene una base de datos que permuta acumular la
media artmética v calcular el inverso de esa media aritmética
confrontandola con el nimero de datos, es factible hallar una funcién
lineal, también inversa, entre my; v n, lo que permitiria expresar my
seginn Graficamente, la funcidn lneal mversa seria:

Relacion lineal inversa entre Muyn
[22gun base de datos anuales)

1200
10,00 +—
2,00

4,00

200 .—&.\
0,00 Y

Figura 4. Relacion lineal inversa entre Mu yn
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Hasta aqui se han generado 2 funciones:
) m=nm,

2) my=atbn

Donde ay b son los coeficientes regresores de la funcidn hneal

my; Al reformular la funcidn 2 como ecuacidn lineal, se tendria;

D) m=nm,
2) my =atbn o
P my)=my—a+bn=0

En resumen, surgen las 2 sigmentes ecuaciones:

D m=nmy
2) ¢nmy)=my—a+bn

Nétese, ademas que:

Mmy=a-dn .. mMyp=gMn)

m=nmy; . m=finmy)= fing®)

Es decir, m es funcidn solamente del mimero de datos n

Dado que a v b son determinables estadisticamente, quedaria
por resolver, primero, los valores especificosdeny my; para fnalmente
conocer cuél es elrespectivo valor de m. Para ello se aplicara elmétodo
Diferencial de Funciones, v se explicara en el préximo aparte.
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El método diferencial de funciones (MDE) se aplica, al menos,
en la obtencién de valores extremos condicionados (Yamane, 1983).
Para apreciar de un modo practico los conceptos matematicos
involucrados en el MDF, se mostrara el sigmente ejemplo. Dada la
funcién (1) u =2 + v2, bajo la condicién (2) x + v =1, hallar el punto
en que la funcidn u presenta un extremo.

La funcién u es factible escribirla de modo wnplicito como u =f
(%, ¥). Sise conwiene en que y =g (x) = 1 — x, resulta, entonces que la
ecuaciéon (1) equivale au=£(x, g () ), es decir, u es funcién Gnicamente
de la vanable independiente x  Asi mismo, s1 x + y =1, es vahdo
considerar quex+y-1=0=0(x, y)

St en la funcidén u existe un valor extremo, necesanamente su
diferencial de primer orden es nulo, vale decir, se cumplira que du=0.
Bajo esacondicién, Yamane (1983) demestra que d u puede expresarse
como:

Con el propésito de simplificar la escritura de las denvadas
parciales, véanse las sigmentes simbologias equivalentes:

& _ o & _ . o _ aiﬂ_
Ex":j; féx cﬂy

== f =

recordando que:u=f(x y)=x2+y%- O (x, y)=x+y-1
Re-escnibiendo (1), segin la equivalencia sefialada,



Determinacion matematica-estadistica de i fongtud minima requeride.. 173

@ =[f'-¢'ir]a&=o
P

Debido a que d x ‘“ 0, necesariamente resultara que:
L] L} ff
(3 [f -9 o =0

Reajstando los términos de la sustraccién indicada,
] i '
L=t @ Lol
d, ¢ 9,

Al aplicar las denvadas parciales, mndicadas segun (4), en las
ecuaciones del ejercicio mencionado, se tendra:

O sea, x=vy. Asi mismo, se tiene larelacién lmeal ndirecta x +
y=1 Por lo tanto, habra 2 vanables (x, v) v dos ecuaciones. Al
resolver, se tiene:

x=1%4% y=%

El punto P concoordenadasx=% vy = %  satisface
simultaneamente a la funcién cuadratica y a la funcién kneal, significando

ello que P (x,y) =P (¥2, ¥2) es comin a las respectivas graficas de las

respectivas funciones. La grafica de f (x, y) =u es una circunferencia; la
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grafica de g (x) esunalinea recta, y es tangente a la circunferencia en el
punto P (32, ¥2). Es decwr, de las mnumerables cwrcunferencias dadas
por u = x? + y2 habra sélo una que esta condicionada a tener en un

punto una recta tangente. En otras palabras, se ha deterrinado, de las
infinitas circunferencias, la menor circunferencia que tendria un radio
que se extiende desde su centro hasta el punto de tangencia P.

Representacién grafica de la ecuacién u? =2 + y2

2
[Q‘ - Y|
2
7

Jj:

[ 2
2 ﬁ]
| 2

2
RESULTADOS y= [%] —x"
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Aplicacion del método diferencid de funciones al case en estudio

Se ha establecido que, de modo general, existe una relacidn
multivariable entre m, n y my;, que explicitamente esta dada por la
expresién m=n ¢ my. Asi mismo, lafuncién de regresién lineal de my,
conrespecto an, seginla base datos de lluwmas anuales para 29 afios, y

por medio de la hoja de calculo Excel, resulté my; = 176 - 6,50 n.

De ese par de funciones, se generan dos de tipo multivanable,

que relacionan a m, n y my;, ¥ tienen la siguente formulacion:

1. Im=n-*1ing
2. O (n, my ) =my - 176 +650n
donde

m = media antmética pluwial (mm) acumulada en n afios
n = mimero de afios o datos de la media anttméticam

g = media antmética unitana

Siguiendo el procedimiento explicado por Yamane (1983) para
el MDF, se hallara el valor extremo de m=n «my; condicionada porla
relacién lineal indirecta my; = 176 - 6,50 n. Como se explicé
previamente, el MDF consiste enigualar los cocientes de las denvadas
parciales de las ecuacionesm=n*my y O (n, my )=my- 176+ 6,50n.

Las denvadas parciales de m con respecto an y my son:

El cociente entre ambas denvadas parciales es:
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am ’ ¢
-é;=m,, =Ry =Ny
om -

= » =
O m

Parala funcién 2, O (m, my; ) =my - 176 + 6,50 n:

9P @, =imy—1764+6,50n ), =650
an

B =iy == 1M E50R ), =1
6#1;;

El cociente entre las respectivas derivadas parciales resulta en:

®, 650
e

D 1

Al jgualar las denvadas parciales se obtiene:

f f

my _ P, _650
) 1
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Pero, my =176 - 6,50 n. Sustituyendo en w2, = 6,502, se logra:

wy =176 =650 =650

_176

Von =13 54 =14 afos

my =879 2 = m=1189,9 mm
ano

En resumen, de las infinitas relaciones inversas entre my; y n, la
que satisface la restriccidn lineal my; = 176 - 6,50 n es la de ecuacién
mversa

My = ”39'971

Ello deterrmina la sigumente solucidn grafica:

Mu como funcion lineal e inversa de n
{m = 11895, 9 mimi

234567 8 010111213141516 171819202122 232425262728 2030
n

Figura 5.Mu como funcidn lineal e inversaden
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En consecuencia, el punto de tangencia (indicado de modo
aproximado por la flecha) tiene por coordenadas (14; 1189,%mm) y
pertenece tanto a la funcién mversa como a la funcién lineal.

Discusion

Interpretacion de resultados

. Cual es el significado matematico que tiene elresultadon H” 14
afios?

La estrategia seguda consistié en combinar dos modelos: (1) un
modelo matematico general y tedrico v (2) un modelo estadistico basado
en la base de datos. El modelo matematico se fundamenta en que, en
general, la relacion entre las vanables m, n y my; es factible que se cumpla
la relacion my; = m / n, lo cual determuina el sigmente lugar geometrico

(Bgura 6)

Mu como funcion inversade n
[con m, conocido)

Fo0
600
X
300 \

Z00 \"

100 \‘—E

0

b

2345678 910MI21314951617 15 1920212223 2425 0627 28 20 30

]

Figura 6.1u como funcién inversaden
Fuente: Elaboracion propia
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Esa grafica tedrica sélo es posible obtenerla cuando se resuelve
la funcidén m = n * my, la cual tiene solucién mediante el Metodo
Diferencial de Funciones e mmcorporando la funcién de regresion lineal
sabiendo la relacion estadistica my; = a+b n. Dado que se conoce el
diagrama de dispersién de los puntos (n, my), se estimaron los
coeficientesregresores de dicha funaén lineal, obteniéndose la sigmente
expresién: my; - 176 + 6,50 n. Graficamente ello corresponde a:

Mu como funcidn linesl n

180

160

140

1230
5 100 i
= =\

&0

]

o0

1]

3 HSHTS9ONMIZRUIGISITIEENNIIDUSHITI RN
n

Figura 7. Mu como funcion lineal n
Combinando elmodelo matematico generaly elmodelo estadistico
lineal de la base de datos, se obtuvo, el siguiente resultado:

M como funcién lines einversaden
im= 1835 mmj

cEEERREE

234 5ST EDTONMIZIZLISBITIBISDIIZ2D2:3B T B/ 20D0
n

Figura 8.Mu como funcién lineal e inversaden
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El punto donde la recta es tangente a la curva inversa es el de
coordenadas (n, my), tal que (n, my) = (14 afios; 37,9 mm / afio).
Dado que m=n + my; resultam =1189,2 mm. En consecuencia, de la
farmlia de funciones mversas generalizadas por my =m/n, la Gnica que
satisface las restricciones del problema es la que tiene por ecuacién

mU=1189,93:

En otras palabras, de todos los postbles valores de m, el valor
que determina la grafica anterior es m =1189,9, tal como lo indica la
flecha en el dibujo.

Ahorabien, nétese que cuando n pertenece alintervalo [ 2; 14 ),
la tasa de vanacion de curva mversa es mayor que la tasa de vanacion
de la recta de regresion. Ello significa que lanestabilidad de my; (y por
ende, de m) es mayor en la curva. Cuando n= 14, ambas funciones
tienen la misma tasa de variacién y, finalmente, cuando n = 14, la tasa
de vanacién de m es menor que el modelo lineal Dado que en el
modelo inverso multiplicativo participan las 3 vanables en estudio, el
comportamiento del mismo es el que nos permite conclur en que:

1. Sin < 14, mayor mestabiidad en m

2. S1m = 14, menor estabiidad en m

En consecuencia, n = 14 es el umbral que separa los grados de
inestabilidad de la media aritmética acumulada m, suginiendo ello que m
sea menos mestable con n > 14, por lo que para obtener una media
antmética representativa de la base de datos se recormenda, para este
caso, que la sucesidon pluvial amual debe tener méas de 14 afios deregistro.
En otro orden de ideas, si la estacion pluviométrica analizada es la
estacién piloto de un conjunto pluviométricamente homogéneo, el analsis
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espacial pluvioanual se realizaria contodos los puntos de medicién que

tuvieran un periodo de registro concurrente v con mas de 14 afios de
funcionamento.

Otra interpretacidon matematica: el MDF ha determnado la
existencia de un valor extremo: el méasamo valor de m, valido para los
datos usados, es 1.189,9 mm. Es decir, no se debiera utilizar ningin
modelo multiplicativo inverso con valores de m > 1.189,9 mm.

Para apreciar la aplcacion de la solucién matematico — estadistica
al problema planteado, considérese la figura de la media antmeética
acumulada m con respecto a la cantidad de afios de registro n:

Media Artimeética Acunulada

200

8350
2800 “‘*‘-“.‘-.—.—*—
E 150 iy, P Rk
E -
700 — +

* »
650 w t

i .

El Ay T

mn

Figura 9. Media Antmética Acumulada

La flecha sefiala el valor de m paran= 14

Obsérvese que la solucién matematica es compatible con la
apariencia de la menor mestabilidad de m a la derecha de n= 14 o,
igualmente, antes de n = 14, m tiene un comportamiento de mayor

inestabiidad que en medias antméticas estimadas con mayor nimero
de afios.
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Para constatar, cuantitativamente, el rol que asume como wmbral
de inestabilidad de m el punto que tiene por abscisan= 14, se analizara
el sigumente cuadro de diferencias sucesivas absolutas de las medias

antmeéticas de la base de datos ongnal

Cuadre 2. Ifedias Aritméticas

1 2 3
n ™M It Abs
2 T09

K [ aqy
[ 6ra.l 128
3 6.0 F7 |
3 CZil] 61
7 6132 168
g 62,1 19
9 6710 no
i ] nE
I i 53
1 wrn 132
JE; 618 51
4 42 74
15 6l e JET3
)51 o045 38
7 T2 Jh ]
13 A 129
I w7 174
2 wBlE 117
n ™0 57
n 4,6 22
= 2 [F:
- o 38
Z S L4
X &9 144
i G 53
= a0z 456
= 1) ol

promedio
51
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La columna 1 sefiala el mimero de afios de la respectiva media
aritmética acumulada en m (columna 2). Enla columna 3 se registraron
las sucesivas diferencias absolutas de la columna 2.

El promedio de dferencas absolutas, cronoldgicamente anteriores
alumbraln=14, fue de 25,1 mm. Después de n= 14, el correspondiente
promedio fue de 8,2 mm, o sea, el periodo previo de 13 afios al valor
umbral fue un 67% mas mestable que el periodo a postenon del valor
umbral.

Una grafica de las sucesivas dferencias absohitas pone enevidencia
la comparacién numénca (figura 10).

Diferencias absolutas de m
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Figura 10. Diferencias absolutas dem

Nétese que antes del umbral n = 14 (sefialado de modo

aproximado por laflecha), las medias antméticas acumuladas presentan
una mayor vanabiidad que después del mencionado umbral.
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CONCLUSIONES

El procedimiento matematico—estadistico, basado en el método
diferencial de funciones, revela segin la compatibihdad del resultado
obtemdo con el aproximado de la solucidn grafica, una opcidn wiable
para precisar la cantidad de afios en senes de tiempo de registros anuales,
donde el estadistico de lamedia antmética cambia de mestabihidad. Lo
relativamente sencillo de los procedimientos cuanttativos utihzados en
el MDF, como lo consistente delresultado logrado, lleva a los autores
recomendar a los gedgrafos-chmatélogos, u otros especialistas del area
chmatolégica, para precisar la solucién que brindan otras opciones tanto
cualtativas como graficas.

oe recoruenda la utiizacion de este procedimiento matematico—
estadistico a diferentes senes pluwiales anuales, en distintas regiones
geograficas del pais para tener sus respectivas cantidades minamas de
registros necesanos, para cada area en cueshon.
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