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RESUMEN

Los procesos industriales normalmente poseen cientos de sensores y actuadores, lo que dificulta la determinacion de un
controlador multivariable (MIMO) tnico. Por tal razén, se suelen emplear estrategias de control descentralizado (distri-
buido). En este trabajo, dentro de una estrategia general de control descentralizado, se formulan dos esquemas de control
por desacople. En ambos se intentan cancelar los acoples e interacciones entre los subsistemas que conforman el sistema
MIMO antes de disefar los controladores SISO (una entrada — una salida) de cada lazo simple. En el primer esquema
se realiza la inversion aproximada del modelo de la planta para disefiar el precompensador de la estrategia de desacople,
considerando sistemas susceptibles a descomponerse en dos escalas de tiempo (dinamica lenta y rapida). En el segundo
esquema, la técnica de descomposicion en valores singulares (DVS) se emplea para obtener un conjunto de ecuaciones
desacopladas entre las combinaciones lineales de los sensores y combinaciones lineales de los actuadores, dadas por las
matrices unitarias de la DVS de la matriz de transferencia del sistema. Ambas metodologias son validadas en un proceso
fisico de intercambio térmico. Los resultados alcanzados confirman su efectividad.

Palabras clave: Sistemas multivariables, Control descentralizado, Desacople, Sistemas singularmente perturbados, Valo-
res singulares.

SINGULAR VALUE DECOMPOSITION AND APPROXIMATE DECOUPLING
OF MIMO CONTROL SYSTEMS

ABSTRACT

Plants in the process industry usually have hundreds of measurements and actuators, which make the determination of
a single multivariable controller (MIMO) for the whole plant unfeasible — or at least not useful. Instead, a decentralised
(distributed) control strategy that tries to control multivariable plants by a suitable decomposition into single input — single
output (SISO) control loops is usually implemented. In this work, in the context of a decentralised control approach, two
decoupling control strategies are formulated. Both counteract the couplings and interferences between the subsystems of
the overall plant prior to SISO control design of the single loops. The first strategy considers the inversion of the slow time
scale reduced order model of the plant while the second approach uses the singular value decomposition (SVD) technique
to obtain decoupled equations between linear combinations of sensors and linear combinations of actuators, given by the
columns of the unitary matrix of the SVD of the process transfer matrix. Some numerical examples performed in a heat
exchanger process are provided to illustrate both the effectiveness of the synthesis and the performance achieved.

Keywords: Multivariable systems, Decentralised control, Decoupling, Singular perturbed systems, Singular values.

INTRODUCCION neficio econdémico, los puntos de operacion se calculan en

forma 6ptima, desde las capas superiores. Las capas infe-
El control de procesos industriales es hoy en dia un proble- riores tienen la responsabilidad de implementar los puntos
ma altamente estructurado. Por tal razon, suele descompo-  de operacion a través de la utilizacion de lazos sencillos de
nerse jerarquicamente en diferentes niveles. Apoyandose en  realimentacion y de evitar la saturacion de las variables ma-
funcionales de costo, principalmente orientados hacia el be- nipuladas. Tales procesos industriales usualmente poseen
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cientos o mas de sensores y actuadores, lo que hace dificil
o al menos no muy 1til, la determinacion de un unico con-
trolador multivariable. Por tal razon, el control global de la
planta (Skogestad, 2000) se descompone jerarquicamente
en distintas capas, con el proposito de disminuir el esfuerzo
puesto en el modelaje y disefio de la estrategia de control y
de esta forma incrementar la flexibilidad. La capa inferior
corresponde a la capa de control de regulacién. Esta es la
capa, donde las variables manipuladas y las salidas se co-
nectan con los controladores, en su mayoria de una entrada
y una salida. No obstante, esta capa también puede contener
pequefios controladores multivariables.

La segunda capa, la capa de control supervisor, actiia sobre
las sefiales de referencia (setpoints) de la capa inferior, evita
la saturacion de las sefiales de control y mantiene ciertas va-
riables dentro de cotas especificas, éstas ultimas impuestas
principalmente por consideraciones ambientales y de segu-
ridad. El manejo de estas restricciones se suele abordar em-
pleando control predictivo basado en modelos (Camacho &
Bordons, 2004).

Las capas de regulacion y supervision, configuran ambas, la
capa de control. Por encima de ésta, pueden aparecer, una o
dos capas de optimizacion. Esta optimizacion tiene por fi-
nalidad el computo de los setpoints para la capa de control,
maximizando la rentabilidad economica. Los setpoints sue-
len calcularse con una periodicidad diaria o semanal em-
pleando modelos de estado estacionario de la planta com-
pleta o modelos de partes de la planta. La figura 1 ilustra la
descomposicion jerarquica utilizada en el control global de
una planta industrial.

Optimizacién Global

L

I_ Optimizacién Local
VAR
/ \ \Capa de control
‘ s

| Control de Supervisién
IV
7J_ Control de Regulacién

I

Planta

Figura 1. Control jerarquico
de un proceso industrial de gran escala.

Una planta industrial general puede describirse por el
diagrama de la figura 2. En este trabajo, la planta se consi-
dera de la clase lineal, invariante en el tiempo (LTI) y mul-
tivariable, descrita por las ecuaciones de estado:

X(t) = Ax(f) + Bu(?),
(1)
W) = Cx(0) + Du(p),
donde:

el estado x, la entrada u, y la salida y son funciones de la
variable real  (tiempo), con valores en R", R" y R’, respec-
tivamente. Adicionalmente, 4, B, C, D son matrices reales
de dimension n x n, n X m, p X n, y p X m, respectivamente.
Asumiendo condiciones iniciales idénticas a cero y aplican-
do la transformada de Laplace se obtiene:

W(s) = (C(sI - A" B + D)ii(s) )

de manera que el comportamiento del sistema lineal es des-
crito por la funcién matricial racional:

G(s)=C(sI - A)' B+ D, (3)

de dimensioén p x m. Para una funcién matricial G dada,
existen infinitas representaciones de G en la forma de la
ecuacion (3). El menor nimero entero n sobre todas estas
representaciones se denomina el grado McMillan de G. Un
resultado fundamental de la teoria de sistemas lineales se-
fiala que cuando el triple (4, B, C) es controlable y observa-
ble, el grado McMillan coincide con el numero de variables
de estado y los polos de la funcion matricial racional G son
idénticos a los autovalores de la matriz A (Kailath, 1980).
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Figura 2. Variables de la planta.

El objetivo principal de la capa de control de regulacion
consiste en el rechazo de las sefiales de perturbacion y en el
seguimiento de los sefpoints suministrados por las capas su-
periores. Este trabajo se enmarca dentro de una estrategia de
control descentralizado (distribuido) para la capa de control
de regulacion, la misma hace uso de conceptos estructura-
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les para desacoplar las interacciones entre las variables del
proceso (Jargensen, & Jorgensen, 2000; Schmidt, 2002). El
empleo de equipo estandar, una sencilla sintonizacion y la
facilidad de entendimiento por personal no especializado
constituyen las principales ventajas de esta aproximacion.
Asi lo certifican numerosas aplicaciones a nivel industrial,
como por ejemplo las de Govatsmark & Skogestad, 2001;
Harefors, 1999 y Ogunnaike, 1995. En lineas generales el
esfuerzo de control de la estrategia descentralizada se des-
compone en dos etapas: primero; el desacople de la plan-
ta en subsistemas y luego el control individual de estos. O
sea, el control descentralizado enfoca el control de plantas
multivariables a través de una descomposicion adecuada de
lazos SISO de control. Los subsistemas, en la mayoria de
los casos poseen algln tipo de interaccion. Existen dos for-
mas de interaccion: i) Interferencia. Algunas variables de
un subsistema influencian otros subsistemas. Sin embargo,
estos ultimos, no influencian el comportamiento de varia-
bles del primero. La caracteristica principal de este tipo de
interaccion es que no existe un camino de retorno hacia el
sistema que origina la interferencia. En el caso lineal, esta
clase de interferencia se modela como perturbaciones adi-
tivas. ii) Acople. En este tipo de interferencia, si existe un
camino de influencia cruzada entre los subsistemas. Lo que
significa que aparecen lazos de realimentacion escondidos.
Descartar este Gltimo fenomeno en estrategias descentrali-
zadas de control puede conducir a problemas de inestabili-
dad (Skogestad & Postlethwaite, 2005).

La figura 3 esquematiza las formas de interferencia des-
critas. El control descentralizado intenta dividir la planta y
disefiar controladores independientes para cada subsistema
y de esta forma lograr el control de la planta global. Exis-
ten dos opciones: i) Control multilazos. Con el proposito
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Figura 3. Sistema MIMO
descompuesto en un conjunto de subsistemas acoplados.

de minimizar la posibilidad de un desempefio negativo del
sistema de control, las entradas y las salidas son agrupadas
en pares que minimizan las interacciones entre los lazos
sencillos y el resto del sistema. Esto se denomina problema
de apareamiento. El control multilazos consiste entonces,
en la resolucion del problema de apareamiento y el disefio
de controladores SISO para cada lazo (Yu & Luyben, 1986;
Skogestad, 1988). ii) Control por desacople. En este esque-
ma, antes de disefiar los controladores SISO para cada lazo
se efectia una operacion de desacople, donde se intenta
cancelar los acoples o interacciones entre los subsistemas
mediante la transformacion del sistema en una estructura
diagonal o triangular recurriendo a una transformacion ma-
tricial (Skogestad & Postlethwaite, 2005; Williams, 1981;
Williams & Antsaklis, 1986).

Este trabajo se concentra en la opcion de control por des-
acople dentro de la estrategia de control descentralizado de
la capa de regulacion de la estructura de control jerarquico.
En particular, se formulan dos estrategias de desacople.

En la primera se plantea una mejora de la estrategia de des-
acople de estado estacionario o DC. A ese fin se efectia ini-
cialmente, la descomposicion de la planta en dos escalas de
tiempo: las dindmicas lentas responsables de los fenomenos
fundamentales del sistema y las rapidas que solo actuan du-
rante un corto instante de tiempo. Posteriormente se lleva a
cabo la inversion de la dindmica lenta dentro de un esquema
de desacople prealimentado. De esta manera se aproxima la
inversa del modelo de la planta y se incrementa su ancho de
banda en comparacion con el que puede alcanzarse con una
estrategia tradicional de desacople DC.

En la segunda estrategia, la técnica de DVS se emplea para
obtener ecuaciones desacopladas entre las combinaciones
lineales de los sensores y combinaciones lineales de los
actuadores, dadas por las matrices unitarias de la DVS de
la matriz de transferencia del sistema. En este contexto se
puede sefalar que en la década de los 70 y principios de
los 80 aparecid un fuerte impulso para trabajar en la explo-
tacion de técnicas SISO en el control de sistemas MIMO.
Dentro de este marco, Hung & MacFarlane (1982) presen-
taron el primer antecedente de la técnica de desacople de
sistemas multivariables a través de la DVS de la matriz
de transferencia. En ese trabajo se defini6 la metodologia
RFN (Reversed Frame Normalising), 1a cual empleaba una
descomposicion Quasi-Nyquist (QND) que incorporaba
la informacion de la fase a los valores singulares. Poste-
riormente, Lau ef al. (1985) realizaron un segundo aporte.
En ambas contribuciones las matrices unitarias Uy V de la
DSV de la matriz de transferencia (G = UXV ™) varian con la
frecuencia, lo que dificulta la aplicacion de la metodologia.
No obstante, se apreciaba la potencialidad del concepto.
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Unos afios después, una vez consolidada una teoria madura
y eficiente que permitia el tratamiento directo de los pro-
blemas de control MIMO, la practica de descomposicion
del sistema multivariable en diferentes subsistemas SISO,
perdi6é su empuje inicial. En 1997, Hovd et al. (1997) ana-
lizaron la metodologia RFN a la luz de las nuevas técnicas
MIMO (H,, H,y sintesis p) y descubrieron que, bajo ciertas
hipotesis, (i.e. la matriz de transferencia admitia una DVS
particular, donde las matrices unitarias eran constantes, por
lo que no se tenian problemas con la direccion de las en-
tradas), el controlador MIMO compuesto de varios disefios
SISO era mas optimo que si se empleaba un disefio MIMO
directo. Sin embargo, a pesar de la importancia tedrica del
resultado, el mismo no tuvo mayor repercusion en aplica-
ciones practicas de control multivariable, quizas vinculado
al hecho de que la hipdtesis era bastante restrictiva. En este
trabajo se propone una metodologia simple para aplicar la
DVS en el disefio de un controlador multivariable, se utiliza
una aproximacion de variable real de la DVS de la matriz
de transferencia para desacoplar los enlaces sensor-actua-
dor del sistema. La sintesis del controlador multivariable se
resume en un procedimiento sencillo de muy pocos pasos.
Los resultados obtenidos muestran el buen desempeio y la
viabilidad de la técnica.

El articulo esta organizado de la siguiente forma: en la sec-
cion 1 se estudian los sistemas lineales con dos escalas de
tiempo y el analisis de perturbaciones singulares. La sec-
cion 2 considera las nociones basicas de la estrategia de
desacople del control descentralizado y los dos esquemas
de desacople propuestos. Un ejemplo numérico, el control
de un proceso de intercambio térmico, es presentado en la
seccion 3 y finalmente las conclusiones del trabajo.

SISTEMAS CON DOS ESCALAS DE TIEMPO

Existe un modelaje particularmente interesante para los
sistemas lineales que poseen dos tipos de dinamicas; la
lenta que corresponde a fenomenos que dominan el com-
portamiento del sistema y la rapida que se encuentra ligada
a fendbmenos que solamente intervienen durante un corto
instante de tiempo. Este es el caso de algunas aplicaciones
de robdtica donde aparece una dinamica lenta asociada a
los componentes mecénicos de manipulacion y una segun-
da mas rapida vinculada a la circuiteria eléctrica. En los
sistemas aerodinamicos también aparece este tipo de sepa-
racion e igualmente en todo sistema donde existan fendme-
nos fisicos que para los efectos de alglin tipo de analisis o
simulacion sobre el sistema puedan descartarse (pequenas
constantes de tiempo, pequeiias inercias, etc.). La existen-
cia de diferentes escalas de tiempo para un sistema LTI esta
fundamentalmente determinada por su espectro de autova-
lores. A ese fin consideremos un sistema lineal autonomo
(u = 0) descrito en variables de estado por:

= : “)

Con x =[x, xz]T € R" una particion arbitraria del vector de
estado. Sea la transformacion de equivalencia:

X, I 0flx
= , 5
N 5)
con L una matriz solucion de la ecuacion de Ricatti:
Ay, -A,L+LA -LA,L=0. (6)

Definicion 1 (Fossard & Magni, 1982). El sistema (4) se
dice que es un sistema con dos escalas de tiempo si el sis-
tema triangular por bloques obtenido de la aplicacion de la
transformacion anterior:

)el A~1 Alz X A1:A11'A12L

n Az = Azz - LAIZ

h 0 4 @

satisface la desigualdad siguiente:
max A (4))] < < min [A(4))].

Esto es, si los n autovalores del sistema original pueden re-
partirse en n, autovalores “lentos” y n, = n - n, autovalores
“rapidos”.

La transformacion de equivalencia precedente permite ais-
lar la parte rapida del sistema. Para separar la parte lenta
debe aplicarse una segunda transformacion:

| (I -M|x @®
n| |0 I|n|

con M una matriz solucion de la siguiente ecuacion matri-
cial:

AM-MA,+4,=0. ©)

En definitiva, dos subsistemas de orden reducido:

C=, -4,L), (10)

n:(Azz_LA]z)n > (11)
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pueden desprenderse de la ecuacion del sistema global. El
primero, dado por la ecuacién (10), contiene las dindmicas
lentas y el segundo descrito por la ecuacion (11) representa
la dinamica rapida del sistema original. No obstante, esta
descomposicion que permite definir teéricamente los sis-
temas con dos escalas de tiempo no se utiliza, porque en
general, no existe una solucion analitica para el calculo de
las matrices L y M (Fossard & Magni, 1982). En la practica
se emplea el modelaje a través de perturbaciones singula-
res para representar los sistemas con dos escalas de tiempo.
El modelaje de sistemas dinamicos en la forma de pertur-
baciones singulares es una técnica antigua y ampliamente
estudiada en la literatura como se desprende de los articu-
los tutoriales (Kokotovic et al. 1976; Saksena et al. 1984)
y la obra (Kokotovic et al. 1986) enteramente dedicada a
esta clase de sistemas. En su forma mas general se presenta
como un modelo matematico descrito en el espacio de esta-
do donde un pequeio pardmetro € > 0 interviene como un
factor multiplicador de la derivada de una parte del vector
de estado:

(12)

xl
y=[C, Cz]x + Du

2
Comportamiento lento
Se obtiene cuando € — 0, en este caso la solucién de:
0 = A21x1 + A22x2 + BZu 2
determina el valor del subvector x,;:
-1
= 'Azz (AZIx] + Bzu) :
El sistema de orden reducido sera:
. -1 -1
X = (All 'Alezz AZl)xl + (Bl 'Alezz Bz)” . (13)

En este caso el comportamiento rapido se considera como
instantaneo.

Comportamiento rapido

Alternativamente, para analizar el régimen transitorio se
efectua el cambio de escala 7 = €7, lo cual produce la nueva
ecuacion de estado:

1 dx,
¢ =Ax + B
gy |TAxX T Bu

2

dv

Con A y B matrices por bloques, como en la ecuacion (12).
Procediendo como antes € — 0, la derivada del primer sub-
vector de estado se desvanece, esto es x,(t) = X, permanece
constante, y el subsistema dinamico transitorio se represen-
ta por:

(14)

dx, _
o A, x, +A,x +Bu.

En este trabajo es de interés aislar la dinamica lenta del sis-
tema, por lo que se empleara el sistema de orden reducido:

x =Ax +Bu
, 15)
y=Cxl1+Du

donde:

Ar:An 'Alz A22-1A21 Br:Bl 'A12 Azz-] 32
(16)
— -1 _ -1
Cr—Cl-CZA22 A2 D,‘—D—CZ/J[22 B,

1

CONTROL POR DESACOPLE

El objetivo del control por desacople consiste en transfor-
mar la matriz de transferencia del sistema en una diagonal
o cercanamente diagonal. De esta forma, el control MIMO
seria equivalente a un conjunto independiente de lazos de
control. El desacople puede alcanzarse de dos maneras:
desacople prealimentado y desacople por realimentacion.
Este trabajo considera el desacople prealimentado, el lector
interesado puede dirigirse al articulo original de la técnica
de desacople realimentado (Falb & Wolovich, 1967), y a
una aplicacion de la misma en el control de una torre de
destilacion (Teppa et al. 2005).

El desacople prealimentado es un procedimiento que cons-
ta de dos pasos, inicialmente se disefia un precompensa-
dor P(s) que contrarresta las interacciones y acoples de la
planta G(s) y produce una “nueva” planta G (s) = G(s)P(s)
que es mas diagonal y sencilla de controlar que la planta
original. Luego de determinar un precompesador P(s) ade-
cuado, se diseflan controladores SISO para la nueva planta
G (s). Es de destacar que para que G (s) sea diagonal, el
precompensador tiene que aproximar en cierta forma a la
inversa de la planta G'l(s). A ese fin es usual considerar los
casos siguientes: 1) Desacople dinamico. La nueva planta
es diagonal para todas las frecuencias; ii) Desacople en es-
tado estacionario. En este caso el objetivo es hacer G (0)
diagonal, para este proposito lo mas comun es seleccionar
P(s)= G'I(O) y finalmente, iii) Desacople en una frecuencia
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particular. Esta lltima situacion no es muy tipica y por lo
general, cuando se implementa, la frecuencia considerada
corresponde al ancho de banda a lazo abierto (Skogestad &
Postlethwaite, 2005; Goodwin et al. 2001).

Desacople aproximado

Desde el punto de vista del control una condicion particu-
larmente interesante para una matriz de transferencia es la
de dominancia diagonal.

Definicion 2 (Skogestad & Postlethwaite, 2005). Una ma-
triz de transferencia cuadrada G = {g[.J.} se dice que es dia-
gonalmente dominante si v 7,3/, tal quej #j, si i#ky

> 2le,
J#J;

‘gi,/','

De la definicion anterior se desprende que existe una do-
minancia diagonal en el sentido de que a través de un reor-
denamiento conveniente de filas y columnas, la matriz de
transferencia poseera una estructura diagonal. La dominan-
cia diagonal permite incorporar la condicion de estabilidad
en el diseflo de controladores, para eso se supone una matriz
de transferencia G y la matriz G formada exclusivamente
por sus elementos diagonales. Estos elementos diagonales
se emplean para sintonizar un controlador multivariable
diagonal K = diag{k,} a fin de obtener una funcion a lazo
cerrado diagonal T especificada. Cuando el controlador se
coloca dentro del lazo, el error relativo se expresa como:

E=(G-G)G . (17)

Una relacion importante del control descentralizado (Sko-
gestad & Postlethwaite, 2005) es:

(I+GK)=(I+ET)I+GK). (18)

Esto es, el comportamiento multilazos es igual al analisis de
las interacciones multiplicado por los lazos individuales no-
minales. Por lo que si el sistema a lazo abierto es estable y
el término (/+ E 7‘) no tiene ceros en el semiplano derecho,
el sistema global a lazo cerrado sera estable. En Skoges-
tad & Postlethwaite (2005), se muestra como aprovechar el
concepto de dominancia diagonal (£ sera pequeiio) y el co-
nocido teorema de Gershgorin del algebra lineal (Atkinson,
1984), con el proposito de imponer un limite que oriente el
disefio del controlador con el objeto de satisfacer una con-
dicién de desempeiio a lazo cerrado T deseada, la mencio-

nada condicidn se expresa como:

|2, (w)|

—_—, Vi Yw
Z,/¢i|gij(jw)

|t,.,.(iW)| < (19)

En esta tltima ecuacion se trabaja con la version del teo-
rema de Gershgorin correspondiente a la suma de filas. En
Albertos & Sala (2004), se indica que el limite impuesto
por la ecuacion (19) es conservativo, o sea, pueden existir
controladores que proporcionan lazos mas rapidos.

Cuando los requerimientos de disefio contemplan especi-
ficaciones de un ancho de banda reducido para los dife-
rentes lazos del sistema multivariable, la simple insercion
de la inversa de la ganancia DC antes del lazo asegura el
desacople, al menos, en estado estacionario. Y en algunas
oportunidades, este desacople DC puede incrementar los
limites impuestos por la ecuacion (19) para posteriormen-
te efectuar el disefio de los controladores SISO para cada
lazo individual. Con el propédsito de ampliar el ancho de
banda, en este trabajo se plantea una aproximacion de la
inversa del modelo de la planta G_l(s) valida en las bajas
frecuencias, la misma se obtiene invirtiendo el modelo de
orden reducido, asociado a la escala de tiempo lenta, dado
por las ecuaciones (15) y (16). El precompensador vendra
dado entonces por:

P(s)=G(s), (20)

donde:

G(s)=C(s[-AY'B +D, . 1)
con las matrices (4,, B, C , D,) descritas en la ecuacion
(16). En caso de que la matriz G (s) no sea cuadrada se uti-
lizara la pseudoinversa (suponiendo que la matriz posee
rango fila completo).

Desacople por DVS

Se comienza esta seccion definiendo el concepto de valor
singular de una matriz.

Teorema
Toda matrizA € """ (¢ cuerpo de nimeros complejos)

de rango r puede descomponerse en sus valores singulares
de la siguiente forma:

(22)
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nxn

(* denota conjugada transpuesta) siendo U € y
Ve """ ambas unitarias ( UU*=In y VV*=Im) y
2 = diag(o, c.), 0,20,>2.20,>0.

Demostracion

Se plantea de manera constructiva. Dado que la matriz 4¥4
es simétrica y positiva semidefinida, sus autovalores son
reales y no negativos y sus autovectores expanden la tota-
lidad del espacio R". En este caso, debido a que adicional-
mente es una matriz normal, es posible elegir un conjunto
ortonormal de autovectores. Por lo tanto se obtiene la des-
composicion de Jordan siguiente:

22

VAt ayw =
4 0 0

(23)

Sin pérdida de generalidad se supone V unitaria y los va-
lores de 4™ 4 ordenados de mayor a menor (X = diag(A,,---,
1.)). Definiendo ¥, y V, como las primeras r y (m — 1)
columnas de V, respectivamente, es decir V.=[V, V,]. Se

obtiene, al reemplazar en la ecuacion anterior lo siguiente:

vEAray =z’ (24)
v A* AV, =0 (25)
WAV E =1 (26)

Si se define U, = AV, X" € ¢ """ se obtendra U,*U, = I.
Siempre se pueden completar las columnas de U, con un
conjunto ortogonal de vectores de modo de expandir el es-
pacio @', estoes, U=[U, U,] con U unitaria. Finalmente,
se obtiene:

U’ U'av, U 4,
A, =] N
U, U,Av, U, 4y,

)y 0

0 0](27)

ya que U, *AVl =2y AV, =0 de la ecuacion anterior.
Ademas, por definicion, las filas de U2* son ortogonales a
las columnas de U, = AV12F'1 y por lo tanto Uz*UIZI,:
U;“AV1 =0 lo que anula el elemento inferior izquierdo.
De esta manera, queda establecido el teorema y los valores

singulares son:
cl.:\/ AATA),i= 1y

En este trabajo la técnica de DVS se emplea para obtener
ecuaciones desacopladas entre las combinaciones lineales
de los sensores y combinaciones lineales de los actuadores,
dadas por las matrices unitarias Uy V, respectivamente. Si

(28)

los sensores se multiplican por U y las sefales de control
por ¥V, como se establece en la figura 4, entonces el lazo de
control estara desacoplado, lo que permitira la utilizacion
de un controlador diagonal.

Figura 4. Desacople DVS.

El controlador por DVS consiste en un precompensador
P (s), un postcompensador P,(s) y un controlador de estruc-
tura diagonal K (s). La matriz funcion de transferencia del
controlador global es:
K=PK,P, (29)
La matriz K se construye a partir de la DVS de G'l(s), de
forma que el sistema compensado global G, = GK sea dia-

gonalmente dominante. El procedimiento propuesto para
sintetizar el controlador (29) es el siguiente:

1) Evaluar G(s) en s = 0. Luego hacer G, = G(0)" .
2) Efectuar la DVS de G, para obtener G = UUZDV;T .
3) HacerP =V y P,= UOT.

4) Determinar K, = ITX donde:

1 T s

— dl
Ts
Ti

rdis-i-l

II=K

Pi

1+ I (I matriz identidad).

Observacion

i. En el paso (1) se evalua G(s) en s = 0 para que el con-
trolador se pueda implementar con componentes reales
(Liu, 1983). Otra forma es evaluar en una frecuencia w,
cercana al ancho de banda a lazo abierto y después ob-
tener una aproximacion de variable real de la funcion

G(jw).

ii. En el caso de sistemas no cuadrados ( p # m ) se debe
trabajar con la pseudoinversa. Se pueden presentar
problemas de realizabilidad al determinar la inversa (o
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pseudoinversa) de la matriz G,. Una forma de garantizar
la existencia de la inversa, seria exigir que G, fuese de
rango fila completo. Sin embargo, esto no es posible, ya
que la matriz de transferencia G(s) es un modelo dado
del sistema multivariable.

=

iii. Al evaluar en s = 0 las matrices U y V" dejan de ser de
valor complejo. Por tal razén no se utiliza la conjugada
transpuesta en el paso (2) del procedimiento y en la fi-

gura 4.

iv. En el paso (4) se contempla un conjunto de controlado-
res PID (Ogata, 2003) para el controlador diagonal K,
Podrian plantearse otro tipo de controladores SISO en
este paso.

v. En el problema de seguimiento, la sefial de referencia
r(f) (“set points™) debe multiplicarse por U para expre-
sarse en las mismas unidades que las salidas transforma-
das.

EJEMPLO NUMERICO

Considere el intercambiador de calor de la figura 5. Su
comportamiento en forma simplificada es el siguiente: la
seccion inferior es la “parte fria” donde se incorpora agua
con una temperatura 7. El flujo es f. (m*/min). La seccion
superior corresponde a la “parte caliente” con temperatura
de entrada del agua 7, y flujo f,. Cuando los fluidos se
“encuentran” (en tuberias separadas), el agua caliente se en-
fria hasta una temperatura 7, calentando el agua fria has-
ta una temperatura 7. Se asume que el agua se encuentra
perfectamente mezclada en cada seccion, de manera que su
temperatura sea uniforme en todos los puntos de cada parte,
estoes, T,y T,.. Luego de efectuar un balance de energia en
la parte fria se obtiene que la temperatura cambie conforme
a la ecuacion:

SooTo

drT,
Vemgi =1 Ty~ T +B(T,-T,). (30)
A
SoTa |
Ty £
T Ve
A ‘ ’ l

Figura 5. Intercambiador de calor. £y f;, son los flujos
de agua fria y caliente. 7, T,,, 7.y T, denotan
temperaturas en los puntos sefialadosy V,.y V,

son los voliimenes de agua fria y caliente.

El primer término del lado derecho representa el enfria-
miento debido a la entrada de agua fria (normalmente,
T.,<<T,, porlo que habrd un descenso de temperatu-
ra). El otro término corresponde al calor que fluye desde
la parte caliente hacia la parte fria en el intercambiador de
calor. Es proporcional a la diferencia de temperatura, y la
constante de proporcionalidad 3, depende del coeficiente de
transferencia de calor, la capacidad calorifica de los fluidos,
entre otros.

Repitiendo en la parte caliente resulta:

dT,
Va di

=fil Ty - T,) + BT, - T,) 31)

Se asume que los flujos f, y f. son constantes € iguales
a f'y se considera que las temperaturas de los fluidos que
ingresan al intercambiador son entradas: u, = T, y u, = T,,.
Tomando como vector de estado x =[x, x,]"=[T,. T,]"se

obtienen las ecuaciones en variables de estado:

IR B [,
. V. V. V.,
X = X+ u
B wm[, s
v, v, v,
(32)
1 0
y= X
0 1
Considerando los valores numéricos:
f=0.01 (m*min), b=0.2 (m’min)
y V,=V.=1(m’) resulta:
-0.21 0.20 0.01 0
=020 -021|*" 0 o001|¥
(33)
1 O
Y=o 1"

Empleando la ecuacion (3) se obtiene la matriz de transfe-
rencia:

g, g,)
G(s) =
&,(8)  g,,(8)
(34)
0.01 s+021 02
~ (s+0.01)(s+0.41) 02 st001

A partir de la ecuacion (33) se puede obtener el arreglo de
ganancia relativa (RGA) (Bristol, 1968):
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. -9.76
A=G(0)° [60)'] = ol

(35)
donde:

el simbolo ° denota multiplicacion elemento por elemento
(Producto de Schur o Hadamard). El RGA indica que los
dos posibles apareamientos entrada — salida para el sistema:

ul (—)yl

u2 (—)yz

ul (—)yz

u2 (—)yl

presentaran dificultades para el control multilazos. Esto
motiva el empleo de una estrategia de control por desaco-
ple a fin de reducir las interacciones entre los lazos, antes
de disefiar los controladores SISO para los canales 1y 2.

Desacople aproximado
Seleccionando un coeficiente de amortiguacion § = 2/3 y

una frecuencia natural w, = 3 (rad/s) la matriz de transferen-
cia a lazo cerrado deseada se especifica como:

9 0
~ 7,(s) 0 s2+4s+9
I(s) = = 9 (36)
0 t A
2(5) 0 s?+4s+9

A continuacion se disefia el controlador multivariable K(s)
suponiendo que no existen interacciones, esto es, se emplea
la matriz diagonal:

~ gy 0
G(s) = ;

0 g

el mismo resulta en:

(37)
900s”> + 3785 + 3.69 0
sS+4.21s5* + 0.84s

900s> + 3785 + 3.69
0 s+ 4215 +0.84s

La figura 6 muestra la salida y, para un escalén unitario
aplicado en la sefial de referencia r asi como la salida y,
para una sefal de referencia r, = -1 aplicada a partir de
t = 10s, todo esto, cuando se emplea el controlador K(s)
disenado a partir del modelo diagonal 5(s), pero utilizando
el modelo completo G(s) del intercambiador de calor en la
simulacién. Es evidente la presencia de interacciones entre
los lazos del sistema multivariable, asi como un error de
seguimiento. En la figura 7 se repite la simulacion pero in-
corporando una red de desacople DC dada por:

21 -20
G(0)" =

(38)

2, 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo [s]

Figura 6. Respuesta del intercambiador de calor
para un esquema de control multilazos
en el que no se han considerado las interacciones
y acoples al momento del disefio.

L

05F

7 4 6 8 10 128 4E 1D e 2
Tiempo [s]

Figura 7. Respuesta del intercambiador de calor
luego de incorporar una red de desacople DC
al controlador multilazos.
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Las interacciones no se logran reducir con el desacople de
estado estacionario, aunque si desaparecen los errores de
seguimiento. En lo que sigue se aplicara la metodologia
propuesta de desacople aproximado de estado estaciona-
rio. El célculo de los autovalores de la matriz de estado en
la ecuacion (33) arroja {A} = {-0.01, -0.41} de donde se
desprende A, < <X, , por tanto es posible descomponer el
sistema en dos escalas de tiempo.

Aplicando las ecuaciones (15) y (16) sobre una realizacion
balanceada de la ecuacion (33) (Kailath, 1980), el modelo
de orden reducido asociado a la dindmica fundamental vie-
ne dado por:

x, =-0.01x, +[-0.0707 -0.0707]u

(39)

-0.0707 0.0122 -0.0122
y= x, + u
-0.0707 -0.0122  0.0122

El subvector X, vinculado a la dindmica lenta tiene en este
ejemplo dimension uno. Empleando la ecuacion (21) la ma-
triz de transferencia del modelo reducido es:

G (s)=
0.0122s +0.0051 -0.00122s + 0.0049
+0.01 +0.01
* * . (40)
-0.00122s + 0.0049 0.0122s + 0.0051
s +0.01 s +0.01

la red de desacople viene dada por la inversa de la matriz
como:

G, ()=

30500000s” + 130550005 + 127000
368379s” + 340990s + 5000

igual a elemento
2.1

(41)
3050000s° + 122195005 + 122500
36837957 + 3409905 + 5000

igual a elemento

@.n

La figura 8 evidencia lo satisfactorio del esquema aproxi-
mado de desacople con respecto al desacople tradicional
de estado estacionario o DC. Practicamente las salidas se
confunden con las sefiales de referencia.

15
1
05t h
0
ey,
05}
.1.
_1'5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 2 4 & 8 10 12 14 16 18 20

Tiempo [s]

Figura 8. Respuesta del intercambiador de calor
usando la técnica de desacople aproximado.

Desacople por DVS

Siguiendo el procedimiento definido previamente se tiene:

21 -20
G,=G(0)' = , (42)
-20 21
la DSV de G| resulta en:
G,=UXV, = .

0.707 -0.707|[ 41 0] 0.707 -0.707
(43)

-0.707 -0.707|| 0 11/-0.707 -0.707

Haciendo P, =V, y P,= U "y sintonizando los controlado-
res PID en K, por técnicas empiricas simples de Ziegler-
Nichols [28]. La respuesta para r(f) = 1, V¢ y r (1) = -1,
V¢ > 10 se muestra en la figura 9. Es de destacar que la
respuesta mejora sensiblemente con refinamientos en la
sintonizacioén de los controladores PID.

113

1 _____

l Y1

05+

0

— .y,

051

1 o
15 . . . . . . . . .

0 2 4 ] 8 10 12 14 16 18 20

Tiempo [s]
Figura 9. Respuesta del intercambiador de calor
usando una estrategia de desacople por descomposicion
en valores singulares.
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CONCLUSIONES

Este trabajo considerd el desacople de sistemas de control
multivariable a través de dos metodologias. En la primera
se contemplan sistemas que admiten una descomposicion
en dos escalas de tiempo: lenta y rapida, a los fines de im-
plementar un esquema de desacople prealimentado donde
el precompensador corresponde a la inversa del modelo
reducido que contiene las dinamicas lentas del sistema ori-
ginal. En la segunda, se mostro lo satisfactorio de la utili-
zacion de la descomposicion en valores singulares como
una estrategia de desacople de las relaciones dinamicas del
sistema multivariable. Ambas metodologias fueron valida-
das en un proceso de intercambio térmico, lograndose una
mejora importante en relacion a la técnica tradicional de
desacople del sistema en el estado estacionario donde se
efectua la inversion del modelo DC de la planta.
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