Revista de la Facultad de Ingenieria U.C.V., Vol. 26, N° 3, pp. 97-110, 2011

CONTROL Y COMPENSACION AW ROBUSTA
EN SISTEMAS LINEALES A TIEMPO DISCRETO INCIERTOS

ADDISON Rios BoLivar

Universidad de Los Andes. Facultad de Ingenieria. Escuela de Ingenieria de Sistemas
Meérida, 5101, Venezuela

Recibido: mayo de 2010 Recibido en forma final revisado: agosto de 2011
RESUMEN

En esta contribucion se presenta un método para la sintesis de controladores con compensacion de la saturacion en los
actuadores. La técnica se aplica en sistemas lineales a tiempo discreto con incertidumbres politopicas, tomando como
base un indice de desempefio sobre una funcion de transferencia que involucra la diferencia entre la sefial de salida del
actuador y la salida del controlador, y su efecto sobre la sefial de control. Para ello, la saturacion en los actuadores es
considerada como una perturbacion en el desempeifio de la accion de la sefial de control, lo que permite establecer indices
de funcionamiento para el disefio de la ley de control (realimentacion estatica de la salida) y para la sintesis de una
ganancia de compensacion para el problema de windup. Asi, el método exhibe ciertas propiedades de robustez frente a
cambios en el funcionamiento de los actuadores. Para la sintesis de las ganancias de realimentacion estatica de la salida
y de la ganancia de compensacion, se propone un método derivado de las técnicas de control éptimo robusto en }4-}[&
para sistemas lineales con incertidumbres politdpicas, basado en desigualdades lineales matriciales. Para verificar las
propiedades de la técnica propuesta se presenta un ejemplo numérico.

Palabras clave: Sistemas lineales a tiempo discreto, Realimentacion estatica de la salida, Control robusto. Incertidumbre
politopica, Desigualdades matriciales lineales, Normas }[2-.’]{00.

ROBUST CONTROL AND AW COMPENSATION
IN UNCERTAIN DISCRETE-TIME LINEAR SYSTEMS

ABSTRACT

In this contribution an approach for the synthesis of robust controller with compensation of saturation in the actuators
is presented. The technique is applied in discrete-time linear systems with polytopic uncertainties, taking into account a
performance index on a transfer function that involves the difference between the actuator output signal and the controller
output, and its effect on the control signal. For it, the saturation in the actuators is considered like a disturbance in the
performance of the action of the control signal, which allows to establish operation indices for the design of the control
law (static output feedback), and for the synthesis of a gain of compensation for the problem of windup. Thus, the method
exhibits certain properties of robustness in front of changes in the operation of the actuators. For the synthesis of the gains
of static output feedback and the compensation gain, an approach derived from the techniques of robust optimal control in
.’]—[2/.’}-[00 for linear systems with polytopic uncertainties is proposed, which is based on linear matrix inequalities (LMIs).
In order to verify the properties of the propose technique a numerical example is also presented.

Keywords: Discrete-time linear systems, Static output feedback, Robust control, Polytopical uncertainty, Linear matrix
Inequalities (LMI), #,/#H_ Norms.

INTRODUCCION de operar en multiples ambientes y con multi-objetivos,

partiendo del reconocimiento de la situacion especifica
En la actualidad, es comun encontrar esquemas de control y sirviéndola adecuadamente, se puede definir como
de procesos industriales complejos que deben satisfacer control inteligente (Narendra & Balakrishnan, 1997). Cada
multiples objetivos y por lo tanto deben operar en diferentes  situacion especifica define el modo de operacion y cada uno
modos de control. La habilidad de un sistema de control de los modos tiene un controlador que se ha disefiado para
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satisfacer los objetivos de desempefio correspondiente a
ese modo. La conmutacion entre regimenes de operacion
se logra por una seleccion de la entrada de la planta a partir
de las salidas de un niimero de controladores en paralelo,
cada uno de los cuales corresponde a un modo en particular.
Entonces la conmutacion de modos es la sustitucion
de la entrada a la planta en virtud de que la salida de un
controlador se reemplaza por otro.

Como consecuencia de las limitaciones (saturacion) y de
conmutacion de controladores, la entrada de control a los
procesos sera distinta a la salida de dichos controladores.
Cuando esto sucede, la salida de los controladores no
conduce apropiadamente la planta y los estados del mismo se
actualizan fuertemente, situacion que se denomina windup
(Astrom & Rundqwist, 1989). En términos generales, el
windup es una inconsistencia entre la entrada de control al
proceso y los estados internos del controlador. Los efectos
adversos del rebote son un deterioro significativo del
desempeiio, sobre-disparo y en algunos casos inestabilidad
(Campo & Morari, 1990).

El problema de analisis y sintesis de sistemas de control
para sistemas lineales invariantes en el tiempo (LTT) sujetos
a limitaciones y sustituciones en la entrada de la planta
tiene dos formas de ser abordados: una es incorporando
las limitaciones y sustituciones en el disefio del sistema
de control (Zheng et al. 1993). La otra es que se puede
atacar el problema mediante compensacion, la cual consiste
en dos etapas: una primera etapa considera el disefio del
sistema de control sin tomar en cuenta las restricciones
fisicas de los actuadores, de manera que se pueden imponer
distintos objetivos de funcionamiento. La segunda etapa se
refiere al diseflo de alguna compensacion a través de una
realimentacion adicional a fin de minimizar los efectos
negativos de la saturacion de los actuadores.

En general, esta técnica se estudia como el problema de
transferencia sin salto anti-rebote (AWBT, por sus siglas en
inglés) o problema de compensacion anti-windup (AW). A
los fines de obtener compensadores globales, en Kothare ef
al. (1994) se presenta un marco general para el problema
de AWBT, el cual esta basado en el paradigma de disefar
un controlador lineal que ignore las entradas no-lineales e
incorpore compensacion a objeto de minimizar los efectos
adversos del efecto windup. La generalidad de ese trabajo
permite considerar cualquier estructura de sistema de
control incluyendo realimentacion de estados, pre-adelanto
(feedforward), grados de libertad multiples, cascadas
y controladores no cuadrados en general. La principal
desventaja de estos métodos es que no se consideran
los efectos de la saturacion de los actuadores sobre los
indices de desempeflo que se imponen para el disefio del

controlador. Ademas, cambios en los limites de saturacion
de los actuadores tampoco son tomados en cuenta lo cual,
desde el punto de vista de robustez, puede resultar muy
inconveniente.

Otra desventaja, no menos importante, es que en todos los
esquemas de compensacion es fundamental la medicion de
la salida no-lineal de los actuadores (Kothare & Morari,
1997; Zheng et al. 1993). En consecuencia, esta medicion
puede resultar una limitante a los fines de implementar la
compensacion en los procesos industriales (Rios-Bolivar &
Garcia, 2004).

De manera de considerar la robustez en el disefio de la
compensacionAWBT, en Mulder et al. (2001) se presenta
una formulacion general del problema de sintesis AWBT
multivariable. La compensacion resultante se obtiene
por minimizacién de una ganancia pesada en £, usando
desigualdades lineales matriciales, pero los cambios de
accion de los actuadores no se consideran y no se evaluan
los efectos respecto a los indices desempefio del sistema en
lazo cerrado cuando se estd en saturacion.

Por otro lado, en Wada & Sacki (2003) se presenta un
método basado en el desempefio £, con el cual se obtiene
un compensador anti-rebote estatico. En este caso, tanto
el desempefio nominal como el desempefio robusto se
reducen a un problema de autovalores generalizados. En
Hu & Lin (2001) se aborda el disefio de compensacion
AW con rechazo a perturbaciones para sistemas LTI a
tiempo discreto, donde, considerando realimentacion de
estados solamente, establece condiciones para un conjunto
invariante ante la presencia de perturbacion persistente para
el diseflo de la compensacion.

En Mulder & Kothare (2002) se muestra el disefio de un
controlador dinamico y una ganancia de compensacion
estatica de manera simultanea, en la cual se considera el
efecto de la saturacion sobre el desempefio en lazo cerrado,
pero no se toma en consideracion los posibles cambios en los
limites de operacion de los actuadores, no hay robustez.

Un enfoque empleado para la sintesis de la ganancia de
compensacion AW bajo criterios de robustez basado en LMIs
es presentado en Gomes da Silva Jr. & Tarbouriech (2005).
Mientras que en Cao & Lin, (2006), se presenta un disefio
de compensacion anti-windup para sistemas politdpicos.
Alli se utilizan funciones de Lyapunov dependientes de
parametros para reducir el conservatismo. La robustez se
considera para la incertidumbre del sistema dinamico.

Por otro lado, en Rios-Bolivar et al. (2005), se presenta
una técnica para compensacion AWBT en controladores
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PID basada en la caracterizacion de las normas _’]-[2 y .’]—[w
como desigualdades matriciales lineales, al igual que en
Rios-Bolivar & Godoy (2005) y Rios-Bolivar & Godoy
(2006), para controladores multivariables. La robustez se
considera asegurando el desempefio en lazo cerrado a pesar
de cambios desconocidos en los limites de saturacion de los
actuadores, pero no se considera sobre el funcionamiento
en lazo cerrado de acuerdo a las premisas de disefio del
controlador.

En Rios-Bolivar et al. (2010), se presenta un método para
la sintesis de sistemas de control con compensacion de
saturacion en los actuadores para sistemas lineales a tiempo
continuo con incertidumbres politopicas, tomando como
base un indice de desempeio basado en la descripcion dada
en Rios-Bolivar & Godoy (2005) y Rios-Bolivar & Godoy
(2006).

En este trabajo se presenta un método de disefio de
controladores dindmicos con compensacion robusta para
sistemas LTI basado en las normas -3 . La sintesis
del controlador dinamico y la ganancia de compensacion
se realizan simultineamente, tomando en consideracion
el desempefio en lazo cerrado y cambios en los limites de
saturacion de los actuadores. La caracteristica de desempefio
robusto se analiza sobre la funcion de transferencia
del lazo cerrado de la salida del actuador respecto a la
diferencia entre la sefal de control efectiva al proceso y
la salida del controlador, la cual se considera como una
seflal de perturbaciéon. Asi, se considera la minimizacion
de las normas .’]—[2—5-[00, descritas como un problema de
optimizacion convexa, de esa funcion de transferencia, en
conjuncion con las especificaciones de desempeio en lazo
cerrado en ausencia de saturacion.

Notacion. R es el conjunto de niimeros reales. Para una
matriz 4, A" denota su transpuesta. £, es el espacio de
Hilbert de sefiales vectoriales definidas en (-c0,00), tal
que: lall, 2 (2, e )" <o Varel,. diag(4.B) s
una matriz diagonal con entradas 4 y B en su diagonal. En
las particiones de matrices simétricas * denota cada uno
de sus bloques simétricos. I define la matriz identidad de
dimension apropiada.

PRELIMINARES

Enestaseccionse establecen algunosresultados preliminares
a los fines de dar condiciones de desempefio adicionales en
el analisis de los sistemas lineales a tiempo discreto (DTLS,
por sus siglas en inglés). Considérese el sistema:

x(k+ 1) = Ax(k) + Bu(k)

C@=0 )= Cxk) + Duth) M

donde: x(k) € R" son los estados, u(k) € R" son los controles
y (k) € R” son las variables medidas. Las matrices 4,58,C,D
son bien conocidas y de dimensiones apropiadas.

Se sabe que G(z) es estable si los autovalores de 4 pertenecen
a la region estable del plano complejo, esto es:

i 1
AP)=4| zel u ¢H<0 ’ )

z

10
¢:‘0 J 3

En términos de Lyapunov, esa condicion de estabilidad se
describe por el siguiente Lema:

donde:

Lema 2.1 (LMI Estandar) Considérese el sistema (1).
Entonces, todos los autovalores de A pertenecen a A($)
dado por (2) siy solamente si existe una matriz P € S _que
satisface el siguiente conjunto de LMIs:

P >0 @)
i I
u b P u <0 ®)

Demostracion (Pipeleers ef al. 2009)

Para estudiar el desempefio de ese sistema, en la teoria
de control 6ptimo robusto, es tradicional aplicar criterios
basados en normas. Asi, existen versiones mejoradas
del Lema Real Acotado de manera de minimizar el
conservatismo (Oliveira er al. 2002; Xu et al. 2007; He
et al. 2005), o en el caso de desempeiio en .7-[2 (Oliveira
et al. 2002; Pipeleers et al. 2009), esto nuevamente, con
la finalidad de reducir el conservatismo. Seguidamente,
algunos de estos métodos seran presentados y sirven de
base para el desarrollo de los resultados que se muestran en
esta contribucion.

Condiciones LMI extendidas para DTLS
Lema 2.2 (H, extendido en tiempo discreto)

Considérese un sistema como el dado por (1). Las siguientes
declaraciones, con P=P"> 0, son equivalentes:

i) A es estable y ||C (2] - A)‘IB||§ <.

ii) Existe Py Z, tal que:
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[P P4 PB

AP P 0 >0,

B'™P 0 Il

[z ¢ D ©

C"P 0]>0, tr(2)<p

D0

iii) Existe P, Zy G tal que:

G+G'-P GA GB
A'G" P 0 |>o, (7)
B'G" 0

Z C D

C"P 0]>0, tr(2)<p 3

D' 0

Demostracion. La demostracion estd basada en laaplicacion
de lema de proyeccion. Esta prueba puede ser evaluada en
Duan et al. (2006).

Lema 2.3 (H  extendido a tiempo discreto)

Considere el sistema a tiempo discreto (1), con matrices (4,
B, C, D). Las siguientes declaraciones, con P=P">0 son
equivalentes:

i) A es estable y ||C (z] - 4)'B + D <¥

ii) Existe P, tal que:

P 0 AP CT
2 T T
0 vy BP D - 0. )
PA PB P O
cC D 0 ]
iii) Existe Py G tal que:
G+G-P 0 GA GB
0 I ¢ D
> 0. 10)
A'GT cr P 0 (
B'G" D" o0 v¥I

Demostracion. La demostracion se construye a partir del
lema de proyeccion. Los detalles pueden ser evaluados en
Duan et al. (2006).

Estos resultados seran ttiles para el disefio de controladores
robustos por realimentacion estatica de la salida extendida,
tal como se muestra a continuacion.

PROBLEMA INTRODUCTORIO

De manera de introducir el problema de robustez para
el disefio de compensacion anti-rebote, considérese el
siguiente sistema lineal:

x(k+ 1) = Ax(k) + B w(k) + B,o(u)
z(k) = Cx(k) + D, w(k),
(k) = Cpx(k) + D, w(k),

(11)

donde: xR son los estados, we R son las perturbaciones,
ueR" son los controles, z€ R’ son las salidas controladas, y
yeR’ son las salidas medidas. 4, B,B,C,C,D,,D, son
matrices conocidas de dimensiones apropiadas.

11°

La funcioén no-lineal o(0) denota la saturacion del actuador,
la cual es definida por:

siu(k) < u,

Lmin min

ou)={ uk) si u <uk)<u — (12)
u, si ou(k) >u
para i = 1, 2, ..., p. Esta funcién no-lineal describe las

limitaciones y/o sustituciones debido al funcionamiento de
los accionadores (Figura 1).

o(t) ©
P 3
——o(w | PROCESO [
> > V(0
u(?)
CONTROLADOR |«
—

Figura 1. Sistema de control con saturacion de actuadores

El control efectivo aplicado al proceso o(u) es una funcion
no-lineal de la salida u(k) del controlador.

A objeto de satisfacer los requerimientos de control, se
considera un controlador dindmico con compensacion, el
cual es dado por:

Qlk+1)= A C(k) + B y(k) + E [o(u) - u]

u(k) = C (k) + D_y(k), (13)

donde: A, B, C_D,. corresponden a las matrices dindmicas
del controlador, las cuales son pardametros de disefio. E.
representa la ganancia de compensacion, la cual es también

un parametro de disefo (Figura 2).
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o)
()= PROCESO “
o(u
= > (0

u(®

CONTROLADOR
CON AW

Figura 2. Sistemas de control con saturacion y con

compensacion
Cuando la saturacion ocurre, la sefial ¢ =o(u) —u es
distinta de cero y los efectos adversos se presentan.
Considerando la minimizacion de dichos efectos mediante
compensacion, las matrices dindmicas del controlador A ,
B, C.D_ son disefiadas sin tomar en cuenta la saturacion,
mientras que se sintetiza la ganancia de compensacion
E_ para poder mejorar el desempefio del lazo cerrado. La
compensacion toma lugar cuando la sefial ¥ = o(u) — ues
no nula y la realimentacion adicional, es incorporada de
manera de hacer nula dicha sefial, en el menor tiempo
posible, mediante la actualizacion de la sefial de control u,
la cual entrard nuevamente en sus limites de accion.

Asi, el sistema en lazo cerrado esta dado por:

z(k+1) = (A+ BD.Co)x(k)+ B2Cc((k) +
(B1 + BoDeDo)w(k) + B9 (k),
C(k+1) = B.Cox(k)+ Al(k) + BcDow(k) + Ecd(k), (14)
z(k) = Ciz(k)+ Dyw(k),
uw(k) = D.Cax(k)+ C.l(k)+ D.Daw(k).

El desempefio del sistema en lazo cerrado y sin saturacion
se estudia a partir de la funciéon de transferencia de la
perturbacién w a la salida controlada z. Sea 1., tal funcién
de transferencia:

TZW(Z) = [%’%] = Cl(Z]I - A)_lBl + ]Dl (15)

donde:
A A4 B;D.Cy ByC,
- B.Cs A, )’
B, — By + BoD.Dy
! B.Dy ’
(Cl = (Cl O), Dl = D11.

Problema 1: Por requerimientos de desempefio, sin

saturacion, es necesario disenar un controlador dinamico

(13) tal que:

1. El sistema en lazo cerrado (14) sea asintdticamente
estable.

2. |Towll2 <t ||[Towlloo <y donde p>0yy>0.

Este es un problema tipico en la literatura de control 6ptimo
robusto.

Cuando la saturaciéon se activa es necesario preservar
las propiedades de estabilidad. Dichas propiedades se
garantizan por medio de la estabilidad global de los sistemas
de entrada acotada, la cual debe ser utilizada en el disefio
de la ganancia de compensacion. Entonces, el problema de
sintesis consiste en obtener E _ que garantice la efectividad
de la compensacion bajo alguna condicion de estabilidad
robusta para sistemas perturbados. Asi, en primer lugar,
la estabilidad en lazo cerrado se satisface por la adecuada
seleccion de las matrices dinamicas del controlador. La
segunda condicion, ligada a la estabilidad de los sistemas
de entrada acotada, permitira la compensacion bajo
condiciones de estabilidad robusta.

Por otro lado, es necesario considerar aspectos de robustez
en relacion con la operacion de los accionadores. En este
sentido, se debe disefiar la ganancia de compensacion
a objeto de garantizar la estabilidad en lazo cerrado y
minimizar el efecto de la serial perturbacion 1) sobre una
salida controlada que dependa de la sefial de control , bajo
saturacion. Por ejemplo, sea z (k) una salida controlada
definida por
z,=D.Cx+C._ (16)

que corresponde al control u(k) considerando sin efecto la
perturbacion w(k). Entonces, el problema de disefio de la
ganancia de compensacion se puede focalizar a partir de las

normas H,y H_.

Considérese la funcion de transferencia de la perturbacion
v alasalida controlada z :

Too(2) = [(%H;%Z} — Ca(zl — A) ‘B + Dy, (17)

donde:

_ (B
IBQ - <Ec> 9

Problema 2: Dado el sistema dinamico (11), disefiar la
ganancia de compensacion E . para el controlador (13), tal
que:

Cy=(D.Cy C.), Dy=0.

1. El sistema en lazo cerrado (14) sea asintoticamente
estable.

2. El efecto de 1) sobre z sea minimo, en alglin sentido.

En consecuencia, el indice de desempefio robusto respecto
a cambios en los limites de saturacion puede ser alcanzado.
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Este funcionamiento robusto es una demanda tipica en
un ambiente de control industrial ya que los elementos
actuadores (valvulas de control, dispositivos hidraulicos,
entre otros), sufren deterioros debido al uso intensivo,
obsolescencia de partes, degradacion de los materiales de
construccion, entre otros aspectos. Por lo tanto, es necesario
disefiar los mecanismos de compensacion con caracteristicas
de robustez.

En resumen, se han formulado dos problemas: un problema
tipico de control 6ptimo robusto y un problema de sintesis
de la ganancia de compensacion para AWBT robusto.
Ambos problemas pueden ser considerados bajo una misma
optica como un problema de control multiobjetivo:

Problema 3: Dado el sistema dinamico (11), disefar el
controlador con compensacion (13) tal que:

1. El sistema en lazo cerrado (14) sea asintéticamente
estable.

2| Tewlle < || Tewlloe < v donde u>0,y>0; sujeto
a que

3. El efecto de ¥ sobre z, sea minimo, en algiin sentido.

Bajo esta formulacion, los objetivos de sintesis pueden ser
una mezcla de desempeiio 5—[2, desempefio H_, rechazo
a perturbacion, los cuales pueden ser descritos mediante
desigualdades matriciales lineales, tal como ha sido
establecidoenlasintesis de controladores multi-objetivos. En
este contexto, es posible desarrollar una técnica sistematica
de diseno que combine aspectos importantes de la sintesis
de control realimentado con el disefio de compensacion
anti-rebote, tomando ventaja de la formulacioén con criterios
multiples (Rios-Bolivar, 2007; Rios-Bolivar, 2008). Asi
en Rios-Bolivar (2008), se ha resuelto este problema para
sistemas con matrices dindamicas conocidas de acuerdo al
siguiente resultado:

Teorema 3.1 Sea el sistema definido por (11). Dicho sistema
es estabilizable por el controlador por realimentacion
dinamica de la salida con compensacion AW, tal que
IT Il <v y T, |l <wsiysolamente si, existen matrices
de ordenn, X> 0“ y Y >0, matrices Q,L€ R, matrices
FeR'” Ne®"' MeR" yla matriz simétrica weR"™"
tal que las siguientes LMIs son factibles:

v * * *
AT + CINTBT + Q7 o * *
BT BIYT —1 o« | <008
le Cl Dll —"y]I

\g * *
AT + CITNTBT + QT P x| <0, (19)
BY BIYT +MT 1
W L NGOy
* X I >0, tr[W]<p. (20)
* % Y

donde: W =4X+XA4"+BL+L'B] y
®=YA+A"Y +FC,+ C;F". El controlador se
obtiene a partir de:

A. B.\ _ (V! VYR,
C. D.) — 0 I

Q-YAX F vt oy 2D
L ~N) coxut 1

La matriz de ganancia de compensacion E . estd dada por
E.= V'M donde V v U son matrices no singulares que
satisfacen YX + VU = [

Demostracion: (Rios-Bolivar, 2008) [ ]

El resultado anterior, desde una perspectiva muy
conservativa, resuelve el problema para el manejo de
perturbaciones y ciertas variaciones en los limites de accion
de los actuadores, pero no considera incertidumbres en el
modelo dindmico del sistema objeto de control.

Asi, para garantizar robustez tanto en la dinamica de los
procesos como por efecto del deterioro del funcionamiento
de los accionadores, se debe considerar el disefio de
sistemas de control para el manejo de perturbaciones e
incertidumbres, tal como sera presentado a continuacion.

CONTROL Y COMPENSACION AW ROBUSTA

A partir de este momento, se esta interesado en disenar
controladores y compensadores robustos, en procesos
donde existen incertidumbres politdpicas. Sea el sistema
incierto:

x(k+ 1) = A(x(k) + B (@)w(k) + B (@)o(w)
2(k) = C(n(k) + D (o) (k)
(k) = C x(h),

(22)

donde, tal como ha sido indicado, x€R" son los estados,
we R son las perturbaciones, u<R” son los controles,
ze R®" son las salidas controladas,y y€ R’ son las salidas
medidas. Adicionalmente, las matrices desconocidas del
sistema conforman un politopo incierto, es decir, pertenecen
a una cdscara convexa, con lo cual:
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Q,=(4,B,8,C, D))
(23)

N
:z Q,[_(A[_, B»i 5 Bu,-) Cz,-a D»,)a
i=1
N
donde: ., >0,y 2011; 1.
i=1

Dado que o estd restringida a un conjunto unitario, ya
que o, >0, Zigﬁ 1, entonces las matrices (4, B ,C,
D_)(o) son funciones afines del vector de parametros
inciertos o€ R" descrito por la combinaciéon convexa de
las matrices vértices 4, B,, , B,, C., D,,, i =1, 2,..., N.

Como se puede observar, la matriz C se considera
conocida. Eso tiene correspondencia con el hecho de
que ella representa, desde el punto de vista practico, un
elemento fundamental y preciso para la implantacion de los
sistemas de control, que son los sensores, los cuales nos
permiten construir controladores por realimentacion de la
salida medida.

Ahora, aplicando un control por realimentacion de la salida
estatica y de acuerdo al problema introductorio, entonces:
u(k) = Ky(k) + E (k) (24)

donde: K es la ganancia de realimentacion estatica de la
salida, a disefar. Asi, las matrices del lazo cerrado para
T (z) son:

A=A(a) +B()KC,,

B=[B(a) B(a)+B(0)E,], (25)
C=C(n), D, =[D(a) 0]
De manera similar, si de acuerdo a (24),
z (k) = Ky (k) + E, 9 (k), entonces las matrices del lazo

cerrado para 7_ ¢)(Z) son:
A=A4(a) + B ()KC,

B=[B(a) B(o)+B()E], (26)

C,=KC, D,= [0 E]

Es evidente que para realimentacion de estados C= I.
De acuerdo al Problema 3 y siguiendo las directrices del
disefio de la ganancia de compensacion para el problema
de saturacion de los accionadores, dicha ganancia se puede
obtener, en base a nuestro planteamiento, por dos vias: 1)
Disefando, en primer lugar, la ganancia de realimentacion
estatica de la salida, tomando en consideracion solamente
la funcion de transferencia 7_(z), y luego determinar la

compensacion, a partir de la funciéon de transferencia

T, 9(2) . 2) Disefiando, simultdneamente, ambas ganancias.
u

Este es el caso que seguiremos a continuacion.

Control y Compensacion AW en H,
Del Lema 2.2 se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 4.1 Considérese el sistema (22) sobre el politopo
(23), con z (k) = Ky(k) + E(k). Se obtiene una ley de control
por realimentacion estdtica de la salida y compensacion
AW, de la forma (24), garantizando un desemperio sub-
Optimo en 5‘[2 para T_(z) y T.49(2) a partir del siguiente
problema de optimizacion: '
min
G YR Z XX
i=1,.,N, j=1,2.

los siguientes conjuntos de LMIs son equivalentes:

tr(Z);

i)
X * Kk x
XAT+YBT X x %
i >0, (27)
B, 0 [ =
B.+RB 0 0 [
Z] *x  *  *
XC' X x
i >0, 28
F o (28)
0 0 0 |
Z, * Kk %
YO X x %
>0, (29)
0 o [ =
R" 0 0 ]

para i=1,.,N, j=1,2, X=X">0€R"",y eR” ,
AS R, A partir de lo cual, las ganancias de realimentacion
estatica de la salida y de compensacion estan dadas por

K= vx ccc’y’
Yy ¥y vy
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A4G+BY X >0, (30)
C.G 0 I

VA
YtX o x>0 (31)
D, 0

G+G -X x

AG+BY X |>0, (32)
Y 0 [
Z, *x *
B X *|>0 (33)
D, 0 ]

para i=1,..,N, j=1,2, ydonde:G €R"™", Y eR”™" ,
Z e x=x >0

A partir de lo cual, las ganancias de realimentacion
estatica de la salida y de compensacion estan dadas por:

K=YvG clccly
Yy Yy vy

Demostracion:

Considérese que existe una solucion factible para el
problema de realimentacion estatica de la salida, segin el
control (24). Entonces, a partir de las matrices dinamicas
del lazo cerrado y segun el Lema 2.2, para la parte i) se
aplica una transformacion congruente diag(X, X,[) para la
primera LMI en (6), y la transformacion diag([l, X,[[) para
la segunda LMI en (6), con X =P . Asi, se obtienen las
siguientes LMIs, para las matrices de lazo cerrado A, B, C
y D:

X *x % Z * %
XA" X x| >o0, XC' X x| >0,
B" 0 [ D" o0

Utilizando las matrices de lazo cerrado (25) y (26), las
desigualdades matriciales son linealizadas a partir del

cambio de variables Y= KC X y E =
se llega al resultado mostrado en el apartado i). Para el
apartado ii) se utiliza el sistema dual, entonces se obtienen
las siguientes desigualdades matriciales:

R, entonces

X x % Z * x
AX X % | >0, B X x| >0,
cx 0 | D 0 [

las cuales, siguiendo el procedimiento mostrado en Duan et
al. (2006), empleando funciones de Lyapunov dependientes
de parametros, se obtiene:

G+G -X * = Z x *
AG X x| >0, B X x| >0,
CG 0o I b 0
por lo tanto, sustituyendo las expresiones para las

matrices de lazo cerrado y aplicando el cambio de variables
Y= KCG y E =R, se obtienen los resultados dados en
el apartado i).

Control y Compensacion AW en H_
Del Lema 2.3 se deriva el siguiente resultado:

Teorema 4.2 Considérese el sistema (22) sobre el politopo
(23),con z, = Ky (t) + E )(k). Se obtiene una ley de control
por realimentacion estdtica de la salida y compensacion
AW, de la forma (24), garantizando un desemperio sub-
optimo en H_para T (z) y T. (z), a partir del siguiente
problema de optimizacion: '
min
G YRXX yjz
i=1,.,N, j=1,2.

tal que

los siguientes conjuntos de LMIs son equivalentes:

i)
I X * * |
0 Il *
0 0 ]] * * (>0, (34)
AX+BY B, B +BR X *
2
Cz,.X D, 0 0 v
I X * * * * 1
0 I *x %
0 0 I * ks, (35)
AX+BY B, B +tBR X *
Y 0 R 0 v
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I G+ GT—XI_ * * T

0 | * * ok

0 0 ]] * * >0’ (36)
AG+B Y B, B *BR X *

cG D, 0 0 1l

I G+ GT—XI_ * * T

0 | * * ok

0 0 | * x50, (37)
AiG + Bu- Y Bull' Bu- + BuR ‘le *

Y 0 R 0 vl

parai=1,.,N, j=1,2, donde: G €R™ Y eR™ .4
partir de lo cual, las ganancias de realimentacion estatica
de la salida y de compensacion estan dadas por

K=vG c'cc’y
Yy Yy vy

Demostracion

Considérese que existe una solucién factible para el
problema de realimentacion estatica de la salida, segtn el
control (24). Entonces, a partir de las matrices dinamicas
del lazo cerrado y segun el Lema 2.3, para la parte i) se
aplica una transformacion congruente diag(X, I, X, ) para
laLMIen (9),con X= P, Asi, se obtiene la siguiente LMI,
para las matrices de lazo cerrado A, B, Cy D:

X * *x %

()]]**

> 0.
AX B X x
CX D 0 I

Utilizando las matrices de lazo cerrado (25) y (26), las
desigualdades matriciales son linealizadas a partir del
cambio de variables Y =KC G y E = R, entonces se llega
al resultado mostrado en el apartado 7). Para el apartado
ii), siguiendo el procedimiento mostrado en Duan et al.
(2006), empleando funciones de Lyapunov dependientes de
pardmetros, se obtiene:

VG+GT-X * *x %

0 * %

> 0.

[
AG B X x
CG D 0 yj]]

por lo tanto, sustituyendo las expresiones para las
matrices de lazo cerrado y aplicando el cambio de variables
Y=KCGy E =R,se obtienen los resultados dados en el
apartado ii.

Los resultados asi obtenidos en .’]—[w y en .’]—[2 se pueden
combinar a fin de obtener controladores con multiobjetivos.
En las técnicas multiobjetivos clésicas, las expresiones
de la forma A'P + PA involucran productos entre las
matrices de Lyapunov y las matrices de disefio, tal como
ha sido mostrado en los casos no relajados, lo que se
traduce en conservatismo. A fin de garantizar la convexidad
del problema, es necesario hacer una consideracion
fundamental, reforzando todas las especificaciones a partir
de una tnica funcioén de Lyapunov. En el caso presentado,
debido a las versiones extendidas de las caracterizaciones
de las normas 3—[2/ 5'[00 como LMIs, no se generan productos
que involucren matrices de Lyapunov, y las matrices
de disefio K, E, no dependeran de ellas, evitandose la
necesidad de usar la misma matriz de Lyapunov para todas
las especificaciones.

Asi, este hecho es muy importante debido a que no solamente
hay una matriz de Lyapunov dependiente de parametros
para cada formulacion, sino que hay, ademas, una funcion
de Lyapunov para cada especificacion de desempeno, lo
que permite reducir el conservatismo.

Corolario 4.1 Considérese el sistema (22) sobre el politopo
(23),con z, = Ky (t) + EJ(k). Se obtiene una ley de control
por realimentacion estatica de la salida y compensacion
AW, de la forma (24), garantizando un desempeiio sub-
dptimo en .’]—[2 para T, (z) y un desemperiio sub-optimo
en H para T o(z), a partir del siguiente problema de
optimizacion: ' )
min
G YR XX
i=1L.,N, j=1,2.

tr(Z) tal que

los siguientes conjuntos de LMIs son equivalentes:

i)
X I S
XA +YB" X x %
i >0, 38
B, 0 [ = (%)
BI+RB 0 0 [
Z1 *  *x %
xXc' X x %
; >0, 39
0 [ (39)
0 0 0 [

105



X * * * *
0 I * *x  x
0 0 | R N N
AX+BY B, B+BR X *
Y 0 R 0 (40)
E 9:{}'lxﬂ e S}{pxn
para i=1,..., N, donde X=x">0 , Y LA

partir de lo cual, las ganancias de realimentacion estdatica
. ., T , T
de la salida y de compensacion estan dadas por:

K=vG6 ccc)'
Yy Yy vy

E =R
G+G -X * x
ii) AG+B Y X x >0,
CG 0
G I 41)
Z, x x
B X x >0
D 0
(42)
G+ G .x  * * T
0 I *  x
0 0 | *x xS
AG+B Y B, B +BR X *
y 0o R 0 y| @3
e mnxﬂ ESRPXVI
para i=1,..., N, donde G .Y . A partir de lo

cual, las ganancias de realimentacion estatica de la salida
.y . T T
y de compensacion estan dadas por:

K=YG C(CC)'
Y ¥y vy

E =R

¢

EJEMPLO NUMERICO

Para un ejemplo ilustrativo, considérese una variante del
sistema dinamico inestable mostrado en Lee ez al. (2006):

a 03 2 0 0
xk+D=(1 0o 1 |xk) [1 o] wk)
03 0.6 0.6 0 0
1 0
+10 1] ok
1 0
1 0
z2(k)= x(k)+ |0 1| w(k)
0 0
yky= (1 1 1)+xk)),

donde: el parametro o € [2, 2.7]. Tal como se puede
observar en la Figura 3, para los diferentes valores de o, el
sistema en lazo abierto es inestable.

3@

(b)

Figura 3. Polos en lazo abierto, para o €[2, 2.7]
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En este ejemplo, se considera la saturacion de los actuadores
en el sentido de que & (u) € [-6.2, 6.2].

En primer lugar, a los fines de evaluar la estabilidad bajo
incertidumbre, se considera el disefio de una ganancia de
realimentacion estatica de la salida sin tomar en cuenta
la saturacion de los actuadores. Entonces, aplicando el
Teorema 4.2 se obtiene la siguiente ganancia:

>

K| 11860
-0.7739

la cual permite garantizar la estabilidad en lazo cerrado para
todos los valores de «, tal como se muestra en la Figura 4,
con un indice de desempefio |7 (z)||, < 1.2611.

R (2)

06

(5.4 SRR R ........................ =

(1] 7] ST e e ) S vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv ............................

3(2)

Tis 0 05 1
#(2)

(b)

Figura 4. Polos en lazo cerrado, para o€ [2, 2.7]

Para o = 2.35, la Figura 5 muestra el comportamiento
temporal de las salidas controladas cuando no existe
saturacion en los actuadores.

Tiempo (k)
Figura 5. Salidas controladas sin saturacion,
para a = 2.35

En ella se puede observar la estabilizacion del sistema en
lazo cerrado.

Cuando la saturaciéon en los actuadores se hace presente
y no hay compensacion, el comportamiento temporal se
deteriora (Figura 6). Esto sugiere el disefio de la ganancia
de compensacion.

z(k)

Tiempo (k)

Figura 6. Salidas controladas sin compensacion,
a=2.35

Por lo tanto, nuevamente aplicando el Teorema 4.2 para
la sintesis de la ganancia de realimentacion estatica de la
salida y de la ganancia de compensacion se obtienen:

S R RIEL ,
-0.3840

- -1.9954  -0.0148

¢ 0.0165 -0.8736 |~

con los indices de desempefio [|7. (z)||, < 0.9255 y
IT 9(2)|], < 0.2700.

En consecuencia, al tomarse en cuenta la saturacion de los
actuadores en el disefo del controlador se mejora el indice
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de desempefio del efecto de las perturbaciones sobre la
salida controlada. Para verificar la estabilidad, la Figura
7 muestra la distribucion de los polos con respecto a la
variacion del parametro o.. Todos estos polos pertenecen a
la region estable, por lo tanto el sistema en lazo cerrado es
robustamente estable.

% (2)

3 (2)

. 4 3 ; :
01 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

(b)
Figura 7. Distribucion de polos en lazo cerrado del
sistema compensado, para a. € [2, 2.7]

Para evaluar el efecto de la compensacion, en primer
lugar, consideremos el diseno del control sin tomar en
cuenta la saturacion e induciendo, para la simulacion, que
la misma se hace presente, a partir de lo cual se evalta
el desempefio con la ganancia compensacidén, que se
obtiene en un segundo calculo. Tal como se muestra en
la Figura 8, el comportamiento temporal, con respecto
a la evolucion sin compensacion, se mejora. El efecto
de la saturacion es minimizado en el sentido de que
se alcanza el estado estacionario en un tiempo inferior
respecto al comportamiento sin compensacion (Figura 6),
aproximandose a la evolucion temporal sin la presencia de
saturacion en los accionadores.

2(K)

Tiempo (k)
Figura 8. Salidas controladas bajo compensacion,
o=2.35

Una segunda evaluacion se refiere a considerar el disefio
de la ganancia de realimentacion estatica y de la ganancia
de compensacion de manera conjunta. La Figura 9 muestra
la evolucion temporal de las salidas controladas, con
realimentacion de la salida y con compensacion. Se puede
observar que esta dinamica es mas oscilatoria con respecto
a la mostrada en la Figura 8, por cuanto la ubicacion de los
polos en lazo cerrado es distinta respecto al primer calculo
de la ganancia de estabilizacion estatica.

2(k)

5 ; i : :

o 5 10 i<} 20 25
Tiempo (k)
Figura 9. Salidas controladas bajo
compensacion, con K =[-1,1198 - 0.3840]T,
o =235
CONCLUSIONES

A partir de la salida, se ha planteado y resuelto el problema
de control por realimentacion estatica de la salida y con
compensacion AW en sistemas lineales tiempo discreto con
incertidumbres politopicas.

El método de sintesis consiste en disefiar dos ganancias, una
que corresponde a la realimentacion estatica de la salida y
otra que corresponde a la ganancia de compensacion AW.
Asi, se toman en cuenta dos funciones de transferencia.

La primera que corresponde al desempefio en lazo cerrado
de las salidas controladas respecto a las perturbaciones.
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La segunda corresponde a tomar en cuenta el efecto de la
saturacion de los accionadores en la sefial de control, de
tal manera que la diferencia entre la salida del actuador y
la salida del controlador se considera como una sefial de
perturbacion adicional. Por lo tanto, bajo las premisas de
estabilidad robusta y manejo de perturbaciones, se plantea el
disefio en el marco del control 6ptimo robusto con criterios
multi-objetivos, a partir de lo cual se obtienen las ganancias
bajo las premisas de la definicion de las normas .7-[2 y f]—[w
como desigualdades matriciales lineales, y aplicadas a las
funciones de transferencias sefialadas. En consecuencia,
las ganancias de realimentacion de la salida extendida y de
compensacion AW se obtienen por solucion de conjuntos de
LMIs, segun los criterios multi-objetivos que se impongan.

Dado que los resultados obtenidos se han derivado de
versiones extendidas de las caracterizaciones de las normas
5—[2/.7-[00 como LMIs, se reduce el conservatismo, porque se
utiliza una funcion de Lyapunov para cada especificacion
de desempefio.

Los resultados, ademas de su verificacion formal, han sido
evaluados numéricamente e indican la efectividad de la
compensacion AW robusta.

AGRADECIMIENTOS

Este trabajo ha sido financiado por el CDCHT de la
Universidad de Los Andes, a través del proyecto No.
1-1268-11-02-A4, por lo que gratamente se reconoce este
soporte.

REFERENCIAS

AstroM, K. J. & Runpowist, L. (1989). Integrator windup
and how to avoid it. In: Proc. of the American Control
Conference. pp. 1693—1698.

Campo, P. J. & Morari, M. (1990). Robust control of
processes subject to saturation nonlinearities. Comp.
& Chem. Enginnering 14, 343-358.

Cao, Y-Y. & Zonair, L. (2006). An anti-windup design for
polytopic systems by a parameter dependent lyapunov
function approach. Intern. J. Syst. Sci. 37(2), 129-139.

Duan, Z., ZHANG, J., ZHANG, C., Mosca, E. (2006). Robust
.’}-[2 and .7-[00 filtering for uncertain linear systems.
Automatica 42, 1919-1926.

GoMmEs DA SiLva Jr., J. M. & TARBOURIECH, S. (2005). Anti-
windup design with guaranteed regions of stability:
An LMI approach. IEEE Tran. on Autom. Control
50(1), 106—-111.

Hg, Y., Wu, M., SsE, J. H. (2005). Improved boundedreal-
lemma representation and 5‘{00 control of systems
with polytopic uncertainties. IEEE Trans. on Autom.
Control 52(7), 380-383.

Hu, T. & LN, Z.
saturation actuators for discrete-time linear systems.
In: Proc. 40th IEEE Conf. on Control and Decision.
Vol. WeMO01-3. Orlando, Florida, USA. pp. 1723-
1728.

(2001). Disturbance rejection with

KoTHARE, M. V. & Morari, M. (1997). Stability analysis
of anti-windup control systems: A review and
some generalizations. In: Proc. European Control
Conference ECC97.

KotHarg, M. V., Camro, P. J., Morari, M., NerT, C.N.
(1994). A unified framework for the study of antiwindup
designs. Automatica 30(12), 1869—1883.

Leg, K. H., Joon H. L., Wook, H. K. (20006). Sufficient
Imi conditions for }[M output feedback stabilization
of linear discrete-time systems. 1EEE Trans. on
Automatic Control 51(4), 675—680.

MuLDER, E.F. & KoTHARE, M.V. (2002). Static antiwindup
controller synthesis using simultaneous convex design.
In: Proceedings of the American Control Conference.
Anchorage. pp. 651-656.

MuLrper, E.F.,, KotHArRE, M.V., Morarl, M. (2001).
Multivariable anti-windup controller synthesis using
linear matrix inequalities. Automatica 37, 1407— 1416.

NAReNDRA, S. K. & Barakrisanan, J. (1997). Adaptive
control using multiple models. IEEE Trans. Autom.
Control Vol. 42(2), 171-187.

OLiveira, M. C., GEROMEL, J. C., BErRNussou, J. (2002).
Extended H, and H_ norm characterizations and

controller parametrizations for discrete-time systems.
Int. J. of Control 75(9), 666—679.

PipELEERS, G,
J.,  VANDENBERGHE, L.

DEMEULENAEREA, B., SWEVERSA,
(2009).  Extended
characterizations for stability and performance of
linear systems. Systems & Control Letters 58, 510—
518.

Imi

Rios-BoLivar, A. (2007).
compensation AW and performance in 5‘[2/3'{00.

Revista Técnica de Ingenieria 30(3), 263-272.

Controller synthesis with

109



Rios-BoLivar, A. (2008). Un método para el diseiio de
compensacion AW robusta en sistemas lineales a
tiempo discreto. Rev. Ciencia e Ingenieria 29(2), 173—
182.

Rios-BoLivar, A. & Garcia, G. (2004). Control with
saturation compensation and fault detection filter
design. Rev. Ciencia e Ingenieria 25(1), 51-59.

Rios-BoLivar, A. & Goboy, S. (2005). Multivariable
anti-windup  controller  design  using _’]-[2/.’7'-[00
multiobjectives. In: ICGST Int. Conf. on Automatic
Control and System Engineering. Vol. 1. Cairo, Egypt.
pp. 28-34.

Rios-BoLivar, A. & Gopoy, S. (2006). Multiobjective
approaches for robust anti-windup controller synthesis
in LTI systems. WSEAS Transaction on Systems 5(1),
164-171.

Rios-BoLivar, A., Rivas, F., Garcia, G. (2005). Robust
anti-windup compensation for PID controllers. In: Tth
WSEAS Int. Conf. on Automatic Control, Modelling
and Simulation, ACMOS-05. Prague - Czech Republic.
pp. 242-247.

Rios-Borivar, A., DEeLGapo, V., MARrRQuEz, R. (2010).
Control y compensacion Anti-Windup robusta para
sistemas lineales inciertos. Rev. Iberoamericana de
Automatica e Informatica Industrial. (Por aparecer).

Wabpa, N. & Saeki, M. (2003). Design of a static anti-
windup compensator that optimizes L2 performance:
An LMI based approach. In: Proc. of the IEEE
International Conference on Robotics & Automation.
Taipei-Taiwan. pp. 2628-2633.

Xu, S., Lawm, J., Zou, Y. (2007). New versions of bounded
real lemmas for continuous and discrete uncertain
systems. Circuits Syst. Signal Process 26, 829-838.

ZHENG, A., KOTHARE, M. V., Morar1, M. (1993). Antiwindup
design for internal model control. Technical Report
CIT-CDS Technical Memo. CalTech.

110



