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RESUMEN

La distribucion efectiva de poros de las membranas de ultrafiltracion, se obtiene a partir de datos experimentales de curvas
de rechazo de diferentes tipos de membranas y solutos. Para ello, se adopta un modelo hydrodindmico de transporte y se
comparan diferentes modelos estandares de densidad de probabilidad para describir la distribucion efectiva de poros. Los
modelos probabilisticos escogidos son Gamma, Log-normal y Weibull, por ser sesgados a la derecha. Con el algoritmo ro-
busto de Levenberg-Marquardt para regresion no lineal, implementado en la subrutina Isqcurvefit de Matlab®, se obtienen
los parametros optimizados de dichos modelos probabilisticos. Los intervalos de 95% confianza para los pardmetros opti-
mizados, se obtienen de la subrutina nlparci de Matlab. El analisis de varianza (ANOVA) se usa para probar el efecto del
modelo de densidad de probabilidad en la prediccion de los momentos centrales que caracterizan la distribucion efectiva
de poros, el coeficiente promedio de filtrado y el flujo promedio de agua. Con diferencias estadisticamente significativas
de un 5 a 10%, el analisis (ANOVA) de dos vias y el de una via indicaron que existe una diferencia relacionada con el mo-
delo probabilistico escogido para predecir del tamafo promedio efectivo de poros y el coeficientes promedio de filtrado.

Palabras clave: Ultrafiltracion, Curva de rechazo, Distribucion efectiva de poros, Tamafio promedio efectivo de poro,
Coeficiente promedio de filtrado.

STATISTICAL DIFFERENCES AMONG PORE DISTRIBUTION MODELS
OBTAINED FROM REJECTION PROFILE OF ULTRAFITRATION MEMBRANES

ABSTRACT

The effective pore size distribution of ultrafiltration membranes’ is obtained from the experimental rejection profile of
different types of membranes and solutes. For this, the hydrodynamic transport model is assumed and different standards
probability density functions are compared to describe the effective pore size distribution. The chosen probabilistic models
are the gamma, log-normal and Weibull, because they are skewed to the right. The robust Levenberg-Marquardt algorithm
for non-linear regression as implemented in Matlab® Isqcurvefit subroutine is used to provide the optimized parameters.
The 95% confidence intervals for the optimized parameters are obtained from nlparci subroutine in Matlab®. The analysis
of variance (ANOVA) is used to test the effects of the probability distribution model in the prediction of the central mo-
ments, the average sieving coefficient and the average water flux. With statistical significant differences between 5 and
10%, the two-way and one-way (ANOVA) analysis, indicated that the chosen probabilistic model introduced a significant
difference in the predictions of the effective average pore size, and the average sieving coefficient.

Keywords: Ultrafiltration, Rejection profile, Effective pores size distribution, Average effective pore size, Average sieving
coefficients.

INTRODUCCION de porosidad y tamafio de poros controlada, que logra sepa-

rar particulas con un tamafio de poro entre 1-100nm, equi-
El proceso de Ultrafiltracion (UF) consiste en una separa- valente a pesos moleculares entre 0,5 y 500kdalton, aproxi-
cion fisica de baja presion (1-10 bar) que utiliza una barrera  madamente. El proceso de ultrafiltracion puede ser pensado
selectiva, llamada membrana, la cual es una pared delgada, como un mecanismo de tamizado, en el cual las moléculas
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se separan por diferencia de tamafios y formas, impulsadas
a través del espesor de la membrana por la diferencia de
presion, como se puede observar en el esquema de la figu-
ra 1. La selectividad resulta fundamental en el proceso de
ultrafiltracion, pues ésta es la que permite la recuperacion
eficiente de productos de alto valor en procesos tales como
la separacion de la proteina de suero de queso o la recu-
peracion de una enzima en un sistema de reaccion, entre
otros (Wagner, 2001). La UF es una de las técnicas mas
competitivas porque tiene bajo costo energético y permi-
te conservar la naturaleza de los productos tratados, punto
muy importante cuando la meta consiste en la reutilizacion
de productos.

Retenido
{rechuzo, concenlrado, residuo)

| Mezcla alimenrada

= —>- —> >
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l Fluyjo de barrido
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Figura 1. Esquema general del ultrafiltrado.

Permeado o filtradio

Los parametros indicativos del desempefio de una mem-
brana de ultrafiltracion, se fundamentan en el coeficien-
te promedio de filtrado o de tamizado y la permeabilidad
promedia del solvente. Estos parametros de transporte glo-
bales dependen de la distribucion efectiva de poros de la
estructura porosa de la membrana, siendo esta distribucion
efectiva de los tamanos de los poros una medida del area y
el volumen disponible para el transporte que, a su vez, es
responsable de la separacion selectiva de los solutos.

Para predecir tedricamente el coeficiente promedio de fil-
trado y el flujo promedio de solvente de un proceso de ul-
trafiltracion, se requiere suponer un modelo probabilistico
para describir analiticamente la estructura porosa, acoplado
a un supuesto y aceptado mecanismo de transporte.

Una de las técnicas de caracterizacion de la membrana de
ultrafiltracion que mas se asemeja a las condiciones del pro-
ceso de ultrafiltracion, se fundamenta en el desarrollo de la
curva de rechazo, la cual es una curva operativa y una medi-
da del coeficiente experimental de filtrado de la membrana
como funcién del radio efectivo de los poros. Esta curva
tiene una forma sigmoidea y representa la funcionalidad en-
tre la retencion o rechazo de soluto y el tamafio de soluto, y
por lo tanto ésta es una medida indirecta de la distribucion
de tamanos de poros disponible para el transporte selectivo
y de la permeabilidad del solvente (Michaels, 1980).

El objetivo principal de este trabajo de investigacion, se

fundamenta en identificar diferencias estadisticas entre la
prediccion del radio promedio efectivo de la membrana, del
coeficiente promedio de separacion y el flujo promedio de
solvente, a partir del modelo hidrodindmico de transporte,
o del modelo de transporte restringido del soluto a través
de una membrana de ultrafiltracion, cuando diferentes mo-
delos de densidad de probabilidad se usan para describir la
distribucion efectiva de los tamafios de poros de la mem-
branas de ultrafiltracion.

MARCO TEORICO

En el proceso de ultrafiltracion, los solutos pueden ser su-
ficientemente grandes para comportarse como particulas
hidrodinamicas dentro del poro lleno de liquido. El trans-
porte restringido se atribuye a la reduccion de la movilidad
del soluto y la restriccion del espacio disponible dentro del
poro. Las paredes del poro aumentan la fuerza de arrastre
sobre las esferas que se trasladan en paralelo y disminuyen
la velocidad de las esferas libremente suspendidas, en rela-
cion con la velocidad del fluido que se acerca. Razon por la
cual ambos factores afectan el equilibrio de separacion del
soluto (Deen, 1987).

El enfoque de la teoria de transporte restringido o teoria hi-
drodinamica, consiste en el estudio del transporte de solidos
de tamaflo finito en canales cilindricos llenos de fluido. El
transporte de las particulas depende del radio relativo de la
particula al radio de poro y de las interacciones hidrodina-
micas con las paredes del canal. El transporte difusivo del
solido en el fluido posee caracteristicas Brownianas (Deen,
1987). El solvente se puede considerar como un flujo con-
tinuo, debido a que el radio del soluto y del poro tienen
ordenes de magnitud mayores que el radio molecular del
solvente. En la figura 2, se muestra el esquema de transpor-
te de una particula de soluto atravesando un poro lleno de
liquido.
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Figura 2. Transporte de soluto a través de un poro.
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Un modelo unidimensional para el transporte de soluto
dentro del poro, puede derivarse haciendo un balance de
las fuerzas de arrastre que impulsan el flujo de soluto en
el solvente. Considerando que la concentracion de soluto
es radialmente constante y la resistencia de transferencia
de masa en la entrada y salida del poro es insignificante, la
ecuacién del transporte promedio de soluto, (), a través
del poro presenta contribuciones difusivas y convectivas y
viene dada por la ecuacion (1):

(N)= wa@% +K (C)V) (1)
donde:(C)es el promedio radial de concentracion de soluto,
(V)es el promedio radial de la velocidad de la solucion en el
poro que tiene un perfil parabolico de acuerdo con la ley de
Hagen-Poiseuille, K, es el inverso del coeficiente integral
de arrastre, que es una medida del incremento de la friccion
en el soluto, mientras que K, es el coeficiente integral de
retraso debido a los efectos de la pared (Deen, 1987). Los
parametros de resistencia convectiva Ky difusiva K se de-
terminan a partir de la resistencia que actua en el soluto en
la direccion axial, y de la suposicion de trasporte en la linea
central (Bungay y Brenner, 1973), y estan definidos en las
ecuaciones (2) y (3):

(2-9) K
K = —r 0<i<l1 2)

¢
t

d

6m) <y <

K = 7[ ,0<A<1 3)
donde: A representa la relacion del radio del soluto al radio
del poro, ¢ es el coeficiente de particion, y las funciones
hidrodindmicas Ky K, , son el resultado de aproximaciones
asintdticas de la teoria del transporte restringido y tienen
una precision dentro del 10% para todos los valores de A,
calculados a partir de la ecuacion (4):

K 2 2 4
‘ —M(l +Z(Z”)(1 -7\.)’1)4- Z(Zﬂﬂ) @)

K a1 -0)*

Los coeficientes a, y b, son presentados en la tabla 1.

Tabla 1. Coeficientes de la correlacion de Bungay &
Brenner, 1973 ecuacion (4). (Deen, 1987).

a, b,
-73/60 -7/60
-77,293/50.4 2,227/50,4
-22,5083 -3,9788
0,3363 -1,9215
-1,216 -4,392
1,647 5,006

La condicion de borde para resolver la ecuacion diferencial
(1) para el transporte de soluto en el poro es el coeficiente
de distribucion, ¢ , para solidos esféricos y poros cilindri-
cos, viene dada por las restricciones geométricas (1 - INE
esto supone que existe un equilibrio entre la concentracion
promedio del fluido en la entrada del poro (C,)y la concen-
tracion de bulto del fluido rechazado o retenido a la entrada
del poro C,, que se expresa en la ecuacion (5):

c) .
—iJ—-%f—u-m 5)

Similarmente se puede establecer la relacion de concen-
tracion promedio del fluido a la salida del poro, (C}), y la
concentracion de bulto del fluido en el permeado, C, . El co-
eficiente de particion contabiliza la restriccion de transporte
debido a la disposicion de las particulas relativo al poro. Si
se suponen despreciables las interacciones estéricas entre
el soluto y el poro, y entre soluto-soluto dentro del poro
en comparacion con los efectos de las paredes, entonces el
flujo de soluto, (), (ecuacion (6)), a lo largo del poro re-
sulta de la integracion de la ecuacion (1) y la aplicacion de
la condicion de borde dada por la particion de equilibrio(e),

®)

C - -C
)= ok () WBEPDE (g

Donde: Pe, es nimero adimensional de Peclet y es la rela-
cion entre el transporte conectivo y el transporte difusivo
definido en la ecuacién (7):

LV )oK,
¢~ Dok, @

La concentracion del soluto en el permeado es determinada
por la relacion entre el flujo de soluto a lo largo del poro y
el promedio radial de la velocidad de la solucion en el poro,
representada por la ecuacion (8):
N,
qéig> (®)

Combinando las ecuaciones obtenidas para el flujo de un
soluto esférico en un poro cilindrico (6) con la concentra-
cion de permeado (8) se puede obtener la expresion para el
coeficiente de separacion a través del poro, usando la ecua-
cion (9):

C, exp(Pe)oK,
§= C, ~ @K _+exp(Pe) - 1 ©)

Perfil de rechazo de una membrana de ultrafiltracion (UF)

La selectividad de una membrana de ultrafiltracion esta de-
terminada principalmente por la relacion entre el didmetro
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hidrodinamico del soluto y del radio aparente del poro de
la membrana. La curva de rechazo se obtiene experimental-
mente a partir de la medicion de la permeabilidad de solutos
en optimas condiciones de operacion, donde se reduce al
minimo la polarizaciéon de concentracion, la adsorcion de
solutos y la obstruccion de la membrana (Tkacik, 1991).
Esto se logra con una solucién de baja concentracion, en un
sistema operando a bajas presiones, y a alta velocidad de
agitacion o de alto flujo tangencial, para diferentes tamafios
de solutos.

Las membranas se elaboran a partir de polimeros hidrofi-
licos, tales como polisulfona y acetato. Dextrano y polie-
tilenglicol (PEG) son solutos que se usan para caracterizar
la estructura porosa de las membranas poliméricas de ul-
trafiltracion por ser solutos inertes, solubles en agua, y que
no se adsorben a la superficie de la membrana. La curva de
rechazo se obtiene usando un rango de solutos para todo
el rango de poros de la membrana y tiene la forma de una
curva sigmoidal que cubre todo el rango de separacion. Los
valores de rechazo o retencion de soluto estan entre uno
(retencion total) y cero (no retencion).

El coeficiente de rechazo observado para un tamafio de so-
luto, R(PM), es una medida de la selectividad de la mem-
brana y se define de acuerdo a la ecuacion (10):

C,(PM)

R(PM):l'W

(10)
Donde: C (PM) es la concentracion de la soluciéon permea-
da o filtrada y C, (PM) es la concentracion de la solucion
retenida o rechazada. Y todas las concentraciones son fun-
cion del peso molecular del soluto.

La capacidad de separacion de la membrana se determina a
través del Peso Molecular de Corte, PMC, que es la designa-
cion nominal del tamafio de poros en Daltons de las membra-
nas de ultrafiltracion. Este es un indicador de la separacion por
peso molecular de un soluto inerte a través de una membrana
y se define como el peso molecular de un soluto inerte para el
cual se obtiene un rechazo del 95% a través de la membrana.
La distribucion de peso molecular se determina usando cro-
matografia de gel de exclusion molecular (CGEM) o técnicas
como HPLC. Para el dextrano la relacion empirica de difusi-
vidad o de viscosidad intrinseca de uso comun, que relaciona
el tamafio aparente esférico del soluto con su peso molecular,
se presenta en la ecuacion (11), publicada por Granath para el
rango de, 1000 Da < PM <300 000 Da (Granath, 1958).
Log (r) = 0,470Log(PM) - 1,513 (11)
Donde: r es el radio del soluto (en A%). Parael polietilengli-
col larelacion entre el radio de soluto 7, y el peso molecular

PM esta basada en medidas de la viscosidad intrinsecas de
Tam (Tam, 1991), que conducen a la ecuacion (12), valida
para el rango de peso molecular 200 Da < PM <40 000 Da.
r.=0.262(PM)** - 0,3 (12)
Una vez que los datos son transformados, la curva de recha-
70 se obtiene para todo el rango de tamafios del solutos, y
se grafica como una funcion del radio aparente del soluto.
Asi se genera una curva de forma sigmoidal en un rango de
valores normalizados entre cero y uno. El rango de valores
normalizado es una medida indirecta de la frecuencia de po-
ros de un tamafio dado que estan disponibles para el trans-
porte. Los datos de la curva de rechazo se usan para obtener
informacion sobre la distribucion efectiva de poros de la
estructura porosa de la membrana de ultrafiltracion (UF).

Transporte global a través de la membrana de UF

Los parametros de transporte globales tales como la per-
meabilidad del solvente y el coeficiente de separacion o de
rechazo, son indicativos del desempeiio de una membrana
de ultrafiltracion. Estos parametros se definen como el pro-
medio de las propiedades microscopicas y dependen del su-
puesto modelo de distribucion de los poros de la membrana
y de un aceptado modelo de transporte. Dichos parametros
son coeficientes efectivos de transporte y son una medida
de la selectividad y permeabilidad promedio de la mem-
brana.

La permeabilidad promedio de una membrana limpia es
una medida del radio efectivo medio. La disminucion de la
permeabilidad promedio es una medida del grado de obs-
truccion o de ensuciamiento de la membrana, durante el
proceso de separacion. Dicha permeabilidad, a través de los
poros abiertos de la membrana, se determina tedéricamente
suponiendo que la estructura porosa tiene una distribucion
de poros cilindricos y el liquido tiene caracteristicas de un
flujo tipo Poiseuille (ecuacion (13)):

[owr) £ ar

solvente] — (13)

[4(r) 1) ar
Donde: (J,,,,.,..)es la permeabilidad promedio del solvente
a través de la membrana, Q(r) es el flujo volumétrico tipo
Poiseuille a través de un poro cilindrico, A(r) es el area
transversal de un poro abierto disponible para el transporte
y f(r) es la funcion de densidad de probabilidad o distri-
bucion de poros, que cuantifica la frecuencia de poros que
estan abiertos o que estan disponibles para el transporte, de
manera que la ecuacion (13) se puede expresar en este caso
como:
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Donde: AP es la caida de presion a través del espesor, L el
espesor de la membrana y p la viscosidad de la solucion.

El coeficiente promedio de filtrado o tamizado prome-
dio (S) es una medida de la selectividad de la membrana
y mide la fraccién de soluto que se separa por diferencia
de tamafio. Experimentalmente, se determina mediante el
cociente de la concentracion del soluto en la solucion fil-
trada (C,) y la concentracion del soluto en la solucion re-
chazada o retenida (C,)a partir de la ecuacion (15):

C
i5)-

(o)
Para condiciones de transporte convectivo, la relacion entre
el flujo del soluto y del solvente es una medida de la con-
centracion del soluto en el filtrado.

(15)

Jotuto)
<C >,E < soluto (16)
‘ <‘]x01vente>
Combinando las ecuaciones (15) y (16), el flujo del soluto
dentro del poro queda descrito por la ecuacion:
sotao) = oo (S 1 (Co (a7
Con esto, para una distribucion de poros, el flujo promedio
de soluto a través de la membrana queda expresado como:

J.‘].voluta f(l") dr J‘§}4f(r) d}"
‘].m[um = = 0 . 7 (18)
o [4( s ar 8uL j;ﬂéf(r) B

El coeficiente promedio de filtrado se obtiene combinando
las expresiones obtenidas por la teoria hidrodinamica para
el coeficiente de filtrado, S, dentro un poro cilindrico, el
flujo promedio de soluto y el flujo promedio de solvente,
ecuaciones (14), (15), (16) y (18)

£ exp(Pe)ok 4
J; ¢K_+ exp(Pe) - 1 rjr)dr
(s)= . (19)

| Y

0

El coeficiente promedio teodrico de rechazo para la estructu-
ra porosa de la membrana es, por definicién, uno menos el
coeficiente promedio de filtrado.

Y

J’ exp(Pe)(pKC
) oK + exp(Pe) - 1

Rec=1-(5)=1-

(20)

I3

[ 1y ar

0

Distribuciones de probabilidad y sus parametros carac-
teristicos

La propiedades globales efectivas de transporte dependen
del modelo probabilistico supuesto para describir analiti-
camente la estructura porosa para un mecanismo de trans-
porte aceptado. Los modelos probabilistico para describir la
distribucion de poros en la estructura porosa a partir de la
curva de rechazo son de base empirica. Pueden existir mu-
chos modelos para la predicciéon de un mismo fendmeno,
estos pueden ser empiricos o semi-empiricos y deben ser
capaces de reproducir los datos que fueron usados para su
construccion (Monahan, 2006).

El problema de la eleccion de la distribucion de probabili-
dad para un determinado conjunto de datos es de considera-
ble interés en la caracterizacion de la distribucion de poros
de las membranas. El modelo probabilistico comunmente
usados para describir la distribucion efectiva de poro de las
membranas es el Log-normal, (Zydney ef al. 1994). En este
trabajo se consideran las distribuciones log-normal, la ga-
mma, y la Weibull, por ser modelos sesgados a la derecha,
faciles de usar y por tener una forma versatil (Derjani-Ba-
yeh & Rodgers, 2002; Villasana ef al. 2003).

En la descripcion de la distribucion efectiva de poros, a
pesar de la aparente similitud entre los ajustes de los tres
modelos, sigue siendo conveniente evaluar el desempefio
relativo de cada uno de ellos, porque las inferencias basadas
en el modelo, a menudo involucran la probabilidad de la
cola, en la cual el efecto de la hipdtesis del modelo es mas
critica en la representacion del proceso de ultrafiltrado en
condiciones de rechazo total.

Los momentos caracterizan las distribuciones probabilis-
ticas y ofrecen medidas que apuntan a diferencias intrin-
secas entre ellas. Los mismos proporcionan informacion
sobre las caracteristicas descriptivas de la distribucion. El
primer momento es una medida de localizacion que puede
pensarse como el valor central, pero por si solo no da una
adecuada descripcion de la forma de dicha distribucion. El
segundo momento es una medida de la dispersion y es el
cuadrado de la desviacion estandar de la distribucion de los
radios. El tercero es una medida de la asimetria relativo a la
distribucion normal, si la simetria es negativa los datos se
extienden mas a la izquierda de la media, en cambio si es
positiva los datos se extienden mas a la derecha. El cuarto
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es una medida de la concentracion de frecuencias alrede-
dor de la media y en la zona central de la distribucion en
relacion a una distribucién normal. Este momento, mejor
conocido como curtosis, mide cuan pesadas son las colas de
la distribucién con respecto a la normal que tiene curtosis
igual a 3.

Cuando se usan estos tres modelos de probabilidades, los
estimados de los cuatro primeros momentos de cada una de
las distribuciones de probabilidad se obtienen de las rela-
ciones entre los parametros optimizados y la definicion de
momentos. El apéndice A, presenta estos modelos probabi-
listicos con sus primeros momentos caracteristicos.

Pruebas de bondad de ajuste y validacion cruzada

Para evaluar el desempeiio relativo de cada uno de los mo-
delos candidatos de la distribucion de probabilidad conside-
rados, se adoptaron tres criterios: el analisis de las graficas
de residuos, el error cuadratico medio (ECM), la prueba Chi
cuadrado (%°).

Los residuos son las desviaciones de las observaciones con
respecto a la funcion ajustada que representa el modelo; la
grafica de residuales muestra la diferencia entre los valores
calculados y medidos de la variable dependiente en funcion
de los valores medidos. Una distribucion aleatoria es indi-
cativo que el modelo es un buen candidato. El error cuadra-
tico medio es un criterio importante y es la sumatoria de la
diferencia cuadratica entre los estimadores y el valor real,
y se define como:

ECM = \/Z(y

2
estimado yreal)

N-1

2]

El modelo con menor ECM es el modelo de menor varianza
y sesgo, y estadisticamente es un buen candidato.

La prueba %> es una prueba que se considera no paramé-
trica, y representa la diferencia entre la distribucion real y
la estimada por el modelo (Evans & Rosenthal, 2005). El
valor de esta estadistica se determina por la ecuacion:

(estimado. - real A)Z
2 i i

X =

i

22
real, (22)
Mientras mayor es el valor de %, menos probable es la hi-
potesis de que la estimacion es la correcta. En cambio si el

2 .. . ,
valor de X~ es cercano a cero, ambas distribuciones estan

cercanas. (Evans & Rosenthal, 2005).

También se uso la validacion cruzada, en la cual un grupo
de datos se divide en subconjuntos, con uno de los subcon-
junto se hace el analisis deseado y con los otros se valida o
se confirma el analisis inicial realizado (Kohavi, 1995). De
esta manera se intenta comprobar cuan sensible es cada uno
de los modelos a la falta de datos. Se puede decir que un
modelo es mas robusto que otro cuando es menos sensible
y mads estable a un cambio en las variables, ya sean experi-
mentales o del modelo en si (Saltelli e al. 2005).

PROCEDIMIENTO

La distribucion efectiva del tamafio de poro de la estructu-
ra porosa de las membranas de ultrafiltracion se obtuvo a
partir de seis conjuntos de datos de perfil de rechazo previa-
mente publicados (Derjani-Bayeh & Rodgers, 2002), que
corresponden a seis diferentes sistemas que se muestran en
la tabla 2.

Tabla 2. Datos para perfil de rechazo de distintos casos (Derjani-Bayeh & Rodgers, 2002).

Caso PMC Membrana Soluto # datos
1 100.000 Polisulfonato Dextran Mezcla 15
2 100.000 Acetato Dextran Mezcla 18
3 10.000 Polisulfonato Dextran Mezcla 12
4 10.000 Polisulfonato PEG Unico 18
5 10.000 Polisulfonato PEG Mezcla 19
6 30.000 Polisulfonato PEG Mezcla 15
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El conjunto de casos representa un disefio experimental
donde se manipula un factor a la vez, como el PMC o peso
molecular de corte o capacidad de separacion nominal, el
tipo de membrana, el tipo de soluto y finalmente la disper-
sion de soluto (mezcla o tnico). Esto permite hacer compa-
raciones con el modelo empirico probabilistico usado para
describir la distribucion de poros efectiva y su efecto sobre
las propiedades globales de transporte.

Los datos experimentales previamente publicados se ajus-
tan al coeficiente promedio teérico de rechazo para la es-
tructura porosa de la membrana, que se determina con la
ecuacion (20).

Para determinar los parametros de las funciones de la densi-
dad de probabilidad f(r) se realiza una regresion no lineal
usando la subrutina Isqcurvefit de Matlab. Este algoritmo
ajusta los datos al modelo por medio de rutinas robustas de
optimizacion no lineal (The MathWorks, 2007). Se utiliza
la subrutina nlparci de Matlab para calcular el intervalo de
confianza (basado en la distribucion asintotica normal) de
dichos parametros. Este algoritmo retorna el rango de los
parametros, con un 95% de confianza. El proceso de vali-
dacion cruzada utilizado en este trabajo se realizo quitando
un punto a la vez para cada uno de los modelos, funciones
y casos. Luego de eliminar el punto, se hace la regresion no
lineal y se determinan los parametros para cada funcion de
distribucion.

RESULTADOS
Regresion No Lineal y Bondad de Ajuste

Para todos los casos, los modelos probabilisticos estudiados
acoplados al modelo de transporte restringido ajustan esta-
disticamente bien los datos experimentales de la curva de
rechazo. Los resultados son corroborados con las pruebas
del error cuadratico medio, Ecm, normalizado dentro del
5% y la prueba x* dentro del 10%.

Como ejemplo, se discute el caso 5, la membrana de poli-
sulfonato de 10.000 PMC. En la figura 3, se observa gra-
ficamente los resultados de los ajustes con los parametros
optimizados de cada una de las distribuciones una mezcla
de PEG y una membrana de Polisulfonato con PMC de
10.000. En Ia tabla 3 se reportan los pardmetros y sus res-
pectos intervalos de confianza al 95%. La funcion Log-nor-
mal de distribucion efectiva de poros permite parametros
negativos, porque los dos primeros momentos son funcio-
nes exponenciales, manteniendo el sentido fisico de valo-
res positivos del radio efectivo promedio y la desviacion
estandar.
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Figura 3. Ajuste del coeficiente promedio tedrico de rechazo (ecuacion 20) con los diferentes
modelos de densidad de probabilidad a los datos experimentales del caso 5, la curva de rechazo
generada con una mezcla de PEG y una membrana de Polisulfonato con PMC de 10.000.
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El parametro de forma, n,: de la funcién Gamma de dis-
tribucion efectiva de poros, es estadisticamente cero, (sefia-
lado en color negro oscuro con su intervalo de confianza).
Esto implica que la distribucion Gamma se reduce a una
funcioén de un parametro que es la exponencial.

Tabla 3. Parametros de las distribuciones del caso 5, la
curva de rechazo generada con una mezcla de PEG y una
membrana de Polisulfonato con PMC de 10.000.

. . IC al 95%
Funcién Parametros N
N, 0,1886 -0,0143 0,3914
Gamma
. 0,3352 0,3183 0,3539
u, -0,7892  -0,9103 -0,6682
Lognormal
o, 0,5064 0,4768 0,5361
Y 0,8558 0,8107 0,9008
Weibull '
. 0,1820 0,1531 0,2108
Exponencial u, 0,2776 0,2725 0,2828

Por esta razoén se considera la distribucion exponencial para
describir la distribucion efectiva de poros de la membra-
na a partir del modelo hidrodinamico de transporte, con la
densidad parametrizada y sus momentos de acuerdo con la
ecuacion (23):

4
r

1 o=
ﬂﬂ—me
lVllzue
<u2:M62 (23)
=2
H,=6

Validacion Cruzada

La validacion cruzada indica que todos los modelos pro-
babilisticos escogidos (Log-normal, Weibull, Exponencial)
son robustos a la falta de datos. En la tabla 4 se reporta
la variabilidad en los pardmetros optimizados esta siempre
estd dentro del rango de los intervalos de confianza de los
parametros optimizados con el conjunto completo de da-
tos.

Existe una tendencia clara a la poca variabilidad del pa-
rametro de la distribucién exponencial, menor del 5%. La

funcion Lognormal es la mas sensible a la falta de datos o

el menos robusto. Su parametro L, , en algunos casos llega
a cambiar de signo en los limites de rechazo total y cero
rechazo pero siempre dentro del intervalo de confianza, re-
flejando la importancia de la cola del modelo estadistico.

Tabla 4. Impacto de falta de datos sobre los parametros
de las distribuciones, modelo caso 1, la curva de rechazo
generada con una mezcla de Dextran y una membrana de
Polisulfonato con PMC de 100.000.

Lognormal Weibull Exp

K, G, n, G, H,
-0,0460  0,6882 0,4655 0,0532 1,3973
-0,1000  0,6970 0,4622 0,0506 1,4036
0,0649 0,6677 0,5074 0,0928 1,3907
0,0612 0,6685 0,5049 0,0902 1,3934
0,0352 0,6736 0,4947 0,0796 1,3944
-0,1392  0,7145 0,4663 0,0562 1,3944

Analisis de Momentos

La regresion no lineal y las pruebas de bondad de ajuste
indicaban que todos los modelos probabilisticos estudiados
acoplados al modelo de transporte restringido se ajustan
bien a los datos experimentales de la curva de rechazo. En
la figura 3, la curva de rechazo es una funcion de proba-
bilidad acumulada equivalente e indica cualitativamente
la calidad de ajuste de los modelos candidatos acoplados
al modelo hidrodindmico de transporte. En la figura 4 se
muestra la diferencia cualitativa entre los modelos de den-
sidad de probabilidad con parametros optimizados con re-
gresion no lineal. Cuantitativamente, para poder diferenciar
entre los modelos probabilisticos escogidos, se procedi6 a
calcular los cuatro primeros momentos caracteristicos de
cada distribucion a partir de los parametros optimizados de
la regresion no lineal. De esta manera, se puede verificar si
las caracteristicas intrinsecas de los modelos de distribucio-
nes efectivas de poros son estadisticamente diferentes. Para
esto se utilizan las expresiones analiticas de los momentos
del apéndice A.

Para considerar si el modelo probabilistico escogido para
definir la distribucion de poros es una variable tan impor-
tante como la capacidad de separacion o peso molecular de
corte, PMC, se realiz6 un analisis ANOVA de dos vias, con-
siderando que los momentos dependen tanto de la distribu-
cioén como de las combinaciones de PMC-soluto-membrana
(tabla 5). La importancia de cada factor se midio usando
el p-valor calculado a partir de la distribucion F, pues de
no ser importantes las variables de interés, los momentos
estimados serian producto de un error aleatorio que, asinto-
ticamente, aproxima a una distribucién normal.
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Figura 4. Densidades de Probabilidades, Lognormal,
Weibull y Exponencial, con los parametros optimizados
a partir de la curva de rechazo generada del caso 5, con
una mezcla de PEG y una membrana de Polisulfonato
con PMC de 10.000.

Tabla 5. Analisis ANOVA de dos vias, considerando que
los momentos dependen tanto del modelo probabilisti-
co como de las combinaciones de PMC-soluto-tipo de
membrana.

Momentos  p-valor distribucion p-valor caso
u, 0,0191 0,0136
u, 0,1580 0,0130
U, 0,0588 0,1905
L, 0,1095 0,3028

Es de esperar que el modelo de distribucion de poros sea
un factor significativo, considerando que PMC es un pa-
rametro muy importante puesto que es una medida de la
capacidad nominal de separacion de la membrana.

Si la curva sigmoidea presenta una curvatura con alta pen-
diente, indica que su PMC es alrededor de 10.000 y por lo
tanto, que presenta una distribucion estrecha de tamafo de
poros, indicativo de mejor calidad de separacion. Si en cam-
bio la pendiente es poco pronunciada, indicaria un PMC de
alrededor de 100.000 y por tanto, una distribucion amplia
de tamaifio de poros, indicativo de una separacion difusa.

Los resultados del analisis estadistico ANOVA se presentan
en la tabla 5. Indica que los modelos probabilisticos usados
para describir la distribucion efectiva de poros predicen el
primer momento caracteristico con diferencias estadistica-
mente significativas de un 5 a 10%, (el valor de p es menor
a 0,10), que ademas es equivalente a la significancia es-
tadistica del factor de peso molecular de corte. En cuan-
to al segundo momento, el PMC es mas importante que el

modelo probabilistico usado para la distribucion de poros,
mientras que los valores del tercer y cuarto momento indi-
can que los modelos probabilisticos usados para describir
la distribucion efectiva de poros son de mayor relevancia,
mostrado la incidencia de la probabilidad de la cola, en la
cual el efecto de la hipotesis del modelo es mas critica en la
representacion del proceso de ultrafiltrado en condiciones
de rechazo total.

Una vez confirmado estadisticamente que el modelo pro-
babilistico para describir la distribucion efectiva de poros
es tan importante como la separacion por peso molecular
PMC, se formuld una nueva hipoétesis, comparando los ca-
sos de membranas que tienen la misma capacidad de separa-
cion como lo son los casos 1 y 2 (100.000 PMC) y los casos
3,4y5(10.000 PMC), usando ahora el analisis ANOVA de
una via. Los resultados se muestran en la tabla 6.

Tabla 6. Analisis ANOVA de una via, se analiza el
efecto de la distribucion el estimado de lo momentos
para un PMC.

100000 PMC 10000 PMC
Momentos casos 1 y2 casos 1,2y 3
p-valor p-valor
U, 0,0945 0,0502
K, 0,1328 0,2948
IR 0,3421 0,3541
u, 0,4229 0,4171

debido a que los valores de p estan entre 0,05 y 0,43 para
todos los cuatro momentos caracteristicos, se puede afirmar
que solo el primer momento depende del modelo probabi-
listico escogido y, como consecuencia, la prediccion del
radio promedio efectivo del poro depende del modelo pro-
babilistico.

En la figura 5 se presenta el diagrama de caja (percenti-
les 25, 50 y 75) de los cuatro momentos caracteristicos. Se
puede observar en esta figura que los valores de los cuatro
momentos caracteristicos estan muy dispersos, de forma
mas acentuada en la distribuciéon Weibull, lo que hace que
el analisis ANOVA muestre los resultados explicados ante-
riormente, donde el tercer y cuarto momento son estadisti-
camente iguales para todas las distribuciones. Pero como se
ve en los diagramas de caja existen grandes diferencias en
la dispersion, lo que trae como consecuencia que el analisis
ANOVA no sea concluyente para determinar la igualdad de
los momentos dentro de los grupos de casos estudiados.
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Valores

Weibull Exponencial
Figura 5. Diagrama de caja de los cuartos momentos
para el caso 1, la curva de rechazo generada con una
mezcla de Dextran y una membrana de Polisulfonato

con PMC de 100.000.

Influencia del Modelo de la Distribucion de Tamaiio de
Poro en la Prediccion del Coeficiente de Filtracion

Para determinar el efecto de la distribucion en el estimado
del coeficiente promedio de filtrado se tomo los parame-
tros obtenidos de la regresion no lineal con los intervalos de
confianza, suponiendo que reflejan el error experimental y
se generan las curvas del promedio de filtrado(S).

En la figura 6 se muestran las curvas para el caso 1 (mem-
brana de polisulfonato, mezcla de dextrano, con PMC de
100.000) usando los modelos de densidad de probabilidad

Lognormal, Weibull y Exponencial, en la que se evidencia
que la distribucion mas sensible al cambio de los parame-
tros optimizados, es consistentemente la Weibull seguida
por la Lognormal. Esto trae como consecuencia que para
un radio de soluto dado puedan existir grandes diferencias
en la prediccion del coeficiente de filtracion, S, a lo largo
de toda la curva, mas acentuado en la zona alrededor de la
inflexion. La distribucion exponencial es la menos sensible
a la variacion de los parametros optimizados y por ende la
mas robusta. La variabilidad del coeficiente de filtracion, S,
para un radio de soluto es muy pequefia, mostrandose dicho
comportamiento en todos los casos estudiados.

Para determinar la influencia de las distribuciones sobre la
prediccion del coeficiente promedio de filtrado, se toman
los valores de las curvas mas externas de cada distribucion
en cada caso, como se observa en la figura 7.

Con los datos que generan las curvas de filtrado promedio,
alrededor del punto la inflexion de la curva de rechazo, se
escoge un rango de radio de soluto entre Snm a 15nm para
los casos 1 y 2 (PMC 100.000), entre 2,5nm y 7,5nm para el
caso 3 (PMC 10.000), entre 1,5nm y 3nm para los caso 4y
5 (PMC 10.000), y entre Inm y 2,5nm para el caso 6 (PMC
30.000), se realiza el analisis ANOVA de una via, entre el
caso 1,2 (PMC 100.000), y caso 3,4y 5 (PMC 10.000), se
obtiene que el valor de p es menor a 0,05 indicando que el
coeficiente promedio de filtrado es estadisticamente depen-
diente del modelo probabilistico escogido para describir la
distribucion efectiva de poro.
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Figura 6. Comparacion del efecto de los modelos de densidad de probabilidad (Lognormal, Weibull y Exponencial)
sobre el coeficiente promedio de filtrado (datos del caso 1, y la curva de rechazo generada con una mezcla de Dextran
usando una membrana de Polisulfonato con PMC de 100.000).
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Figura 7. Curvas del coeficiente promedio de filtrado
con sus limites superior e inferior de las distribuciones
Lognormal, Weibull y Gamma (datos del caso 1, la
curva de rechazo generada con una mezcla de Dextran
usando una membrana de Polisulfonato con PMC de
100.000).

Influencia del modelo de la distribucion de tamaio de
poro en la determinacién del flujo de solvente

Con los parametros obtenidos para las distribuciones, se
realizo el calculo del flujo promedio de solvente represen-
tado por , que de acuerdo a la ecuacién (14) quedd expre-
sado como:

<J >—IA§?er(r)dr_ v el (14)
solvente J.Tcrzf(i’) dl" 8”'[‘ Jrzf(r) dr

Para cada caso, los resultados se presentan en la tabla 8.

Tabla 8. Flujos de solventes* con las distintas distribu-
ciones, con p-valor de analisis ANOVA.

Caso | Log-normal | Weibull Exp Z\I\gl\?;
1 16070,5 11837,1 | 23333,6 0,3099
2 14257,9 12360,1 14594,1
3 2265,1 1748,3 3721,0 0,6901
4 1478,0 1320,2 1369,1
5 9582 8249 | 9250
6 1688,8 1464.,9 1360,6 -

El analisis ANOVA de una via, entre el caso 1, 2 (PMC
100.000), y caso 3,4 y 5 (PMC 10.000) indica que no hay
diferencias significativas en la prediccion del flujo prome-
dio de solvente con diferentes distribuciones, debido a que
existen grandes diferencias en la dispersion, lo que trae

como consecuencia que el analisis ANOVA no sea conclu-
yente para determinar la diferencias dentro de los grupos de

casos estudiados.

CONCLUSIONES

Las pruebas de bondad de ajuste y regresion no lineal son
suficientes para considerar que un modelo es bueno, sin em-
bargo, no se pudo emitir un criterio inmediato sobre la va-
lidez del modelo. No se pudo discriminar entre los modelos
candidatos de probabilidad de densidades. Para todos los
modelos probabilisticos acoplados al modelo de transporte
restringido se obtuvo un buen ajuste. El error cuadratico
medio, Ecm, normalizado esta dentro del 5% y la prueba
%’ dentro del 10%.

Con el intervalo de confianza de los parametros que se ob-
tienen de la regresion no lineal, se logrd descartar la dis-
tribucion gamma debido a que su parametro de forma es
estadisticamente cero.

La prueba de validacién cruzada mostrd que todas las dis-
tribuciones son poco sensibles a la falta de un dato.

Se estudio los efectos del peso molecular de corte y del
modelo de densidad de probabilidad en forma simultanea
y con una significancia de 0,10, con el analisis de varianza
(ANOVA) de dos vias (también llamado analisis de dos fac-
tores de variacion). Se constaté que el modelo probabilisti-
co escogido para definir la distribucion efectiva de poros es
una variable tan importante como la capacidad de filtracion
de la membrana o peso molecular de corte (PMC).

Al comparar las diferentes modelos probabilisticos para
describir la distribucion de poros efectiva en las membra-
nas con un mismo peso molecular de corte (PMC), usando
el analisis de la varianza (ANOVA) de una via, se constato
que los modelos probabilistico introducen una diferencia
estadistica significativa en la prediccion del primer momen-
to o radio efectivo promedio de separacion y el coeficiente
promedio de filtrado.

Se constaté que la prediccion del flujo promedio de sol-
vente no dependen del modelo probabilistico elegido. Los
diagramas de caja mostraron que dichos valores son muy
dispersos. Por lo tanto, el analisis ANOVA no contribuy6 a
diferenciar entre modelos probabilisticos.
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Apéndice A
A continuacion se describen las funciones de distribuciones
de probabilidad usadas para describir la morfologia de la

membrana (NIST/SEMATECH, 2008; Monahan, 2006).
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