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RESUMEN

Este trabajo presenta el desarrollo de un modelo de flujo incompresible no estacionario en una tuberia para la deteccion
de obstrucciones. Primero, se muestra el modelado aproximando de las ecuaciones de golpe de ariete mediante el método
de colocacion, utilizando como condiciones de frontera el caudal de entrada y la presion de salida de la tuberia. En este
primer modelado la tuberia se divide en dos partes: la primera aguas arriba de la obstruccién y una segunda aguas abajo
de la misma. Cada una de las partes tiene dos secciones en donde se utilizan tres puntos de colocacion, tanto para la
presion (/) como para el caudal (Q,). Estas dos partes estan unidas por una ecuacion que modela la obstruccién parcial
que esta presente en la tuberia. Seguidamente, se presenta un segundo modelado, que contempla el método de diferencias
finitas, utilizando la logica usada en el primer modelado. En cada una de las dos secciones que estan antes y después de
la obstruccion, el calculo se hace a través del método de diferencias finitas. El objetivo de este trabajo no es mostrar en
detalle el comportamiento fluidodindmico desde el punto de vista clasico de los volumenes finitos o diferencias finitas, el
objetivo es identificar hasta qué punto, una representacion minima (en cuanto a nimero de nodos) es capaz de mostrar los
fenémenos transitorios del flujo en puntos especificos de la tuberia cuando se presenta una obstruccion.
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FLOW MODELING IN A PIPELINE FOR OBSTRUCTION DETECTION USING THE
COLLOCATION METHOD AND THE FINITE DIFFERENCE METHOD

ABSTRACT

This paper presents the development of a pipeline model for non-stationary incompressible flow to detect blockages. First,
the modeling of the water hammer equations by the Collocation Method, using the inlet flow and outlet pressure of the pipe
as boundary conditions is presented. In this first modeling, the pipe is divided into two parts, the first part, upstream of the
blockage and the second one downstream thereof. Each part has two sections, where three collocation points are used for
both, pressure (/7)) and flow (Q,). The two parts are joined by an equation that models the partial blockage that is present
in the pipe. Then, a second modeling, which includes the Finite Difference Method, but using the same logic of the first
model is presented. In each of the two sections that is before and after of the blockage the calculation is made by the finite
differences method. The aim of this work is not to show in detail the fluid dynamics behaviors from the classical finite
volumes or finite differences point of view, the aim is to see to what extent, a minimal representation (minimal number of
nodes) is able to show the transient phenomena of the flow at specific points in the pipeline when an obstruction occurs.

Keywords: water hammer equations, the collocation method, finite difference method, blockage
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INTRODUCCION

Actualmente las redes de tuberias son parte esencial de los
sistemas de transporte de fluidos en la sociedad moderna.
El transporte de fluidos a través de tuberias, es una forma
econdmica y eficiente de transportar el mismo. Igualmente,
en las tuberias se pueden presentar fallas tales como
obstrucciones (o fugas) que pueden generar pérdidas de
dinero y tiempo si éstas no se detectan y localizan a tiempo
(Souzaetal., 2000). Existen en la literatura diversos trabajos
de investigacion que han abordado modelos de flujo para la
deteccion y localizacion de fugas (Castro y Valdez, 2009),
(Torres et al., 2008) y (Besangon et al., 2007). Sin embargo,
el modelado de fluyjo en una tuberia para deteccion de
obstrucciones ha sido menos abordado, ejemplos de estos
son (Xiao et al., 2005), (Lee et al., 2008), (Ma et al., 2007)
y (Guillén et al., 2014). En el presente trabajo, se presentan
dos formas de abordar el modelado de flujo en una tuberia:
por medio del uso del método de colocacion y el método de
diferencias finitas.

ECUACIONES BASICAS DEL MODELO DE
TUBERIA: ECUACIONES DE GOLPE DE ARIETE

El modelo de flujo sera desarrollado utilizando las
ecuaciones del golpe de ariete, las cuales representan los
fenomenos que suceden en una tuberia cuando ocurren
cambios en la misma y son las utilizadas para desarrollar
los modelos de tuberia (Souza et al., 2000, Chaudry, 2014).
Si se realiza un balance de masa y energia en la tuberia, se
llega al siguiente sistema de ecuaciones:

gA Oz
2Q OH _f
5 3, 2DAQ|Q| 2)

Donde: z y ¢ son coordenadas de espacio y tiempo, H carga
de presion, Q flujo en la tuberia, ¢ velocidad del sonido,
D didmetro tuberia, 4 area, g aceleracion de gravedad,
[ coeficiente de friccion (Chaudry, 2014).

Discretizacion espacial para Q y H

Las ecuaciones (1) y (2) se conocen como la forma
simplificada de las ecuaciones para flujo transitorio en
conductos cerrados, y representan un conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales no-lineales e hiperbdlicas (Chaudry,
2014). Existen varios métodos para obtener una solucion
a este tipo de sistemas. Sin embargo, los mas utilizados
son el método de la caracteristica y el de diferencias finitas

ya que son mas sencillos y adecuados para el modelado
(Chaudry, 2014). Igualmente, existe
otro método, el cual ha sido utilizado poco para sistemas
hidraulicos, y que también presenta la ventaja de ser simple
y adecuado para las simulaciones unidimensionales. Este
es el método de colocacion (Villadsen y Stewart, 1967),
(Fletcher, 2006). En el presente trabajo las ecuaciones (1) y
(2) seran discretizadas por medio de estos dos métodos, el
de colocacion y el de diferencias finitas.

unidimensional

Discretizacion por el método de colocaciéon

El método de colocaciéon es un procedimiento de
resolucion numérica de ecuaciones diferenciales parciales
con condiciones de contorno. El método consiste en la
aplicacién de residuos ponderados a puntos particulares
del dominio, donde se aproxima el valor de la ecuacion
diferencial a valores obtenidos por una funcion en forma de
polinomio (Fletcher, 2006).

Solucién de las ecuaciones del golpe de ariete por el
método de colocaciéon

El método de colocacion aplicado a las ecuaciones de
golpe de ariete consiste en realizar una aproximacion de
la seccion a modelar mediante una funcién de polinomios
N(z), evaluados en los puntos de colocacion (z). Para ello
se debe escoger un numero # de puntos de colocacion y por
cada punto se hace la siguiente aproximacion:

H(z,0=3 (0N () ®
Qu(2.00=3, Q1IN (1) @

Donde QZ{QJ-(I)} y H:{Hj(t)} son los coeficientes a
calcular. Las N,(z) denotan las funciones de forma elegidas,
las cuales son evaluadas en z. H y Q, son los valores
aproximados de las variables, los cuales simplificando la
notacién podemos escribir de la siguiente manera:

Hu(zi’t):Ha(’Qa(Zi’t):Qa"Hj(t):Hj
Q;(t)=q,

Escribiendo las ecuaciones (1) y (2) en funcion de los
valores aproximados de las variables, para cada uno de los
puntos de colocacion seleccionados, se generara un residuo,
ya que al ser valores aproximados la igualdad a cero no se
cumple exactamente:
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1 L H,Q
ot +gA 0z i(z, H.,Q)
0Q, OoH, [ o
i i — ) 5
5¢ *A9 5, topa =Rz, H.Q) )

Donde R1(Zj)H:Q) y R
de los residuos.

2 (Z j» H, Q) representan el valor

Para que las ecuaciones aproximadas representen
correctamente las ecuaciones exactas, los residuos deben
ser lo mas cercano posible a cero. Del sistema de ecuaciones
(5) se obtienen dos ecuaciones con dos incognitas H y Q |

para cada punto de colocacion:

0

Sustituyendo la ecuacién (6) en la (5) se obtiene una forma
aproximada de las ecuaciones:

0H, * 0Q,
g & P
ot gA 0oz
OH, f
oz 2DAQ

0Q, (7

ot

+Ag

Los términos Nj(z) dependen solo de z, y los coeficientes
H y Q, dependen solamente de 1. Es posible entonces
simplificar la ecuacion mediante la derivacion de los
términos  correspondientes, siendo los términos N,(z)
constantes una vez introducidos los puntos de colocacion
para una funcion de forma dada, por lo tanto, es posible
escribir una matriz N, de valores constantes y de igual
manera para las derivadas con respecto a z en la matriz

N , tal como:
Nl(xl) Nl(xz) N1(Xn)
[Nji]lsi,an: NZ(.Xl) NZ(Xz) Nz(.Xn) ®)
N".(Xl) Nn(xz) . Nn(xn)

Las derivadas con respecto de z de la funcién de forma,
evaluadas en z, son los elementos de la siguiente matriz:

[NJ,]K, ]<n:[aa]\zl'] (zl)}:

N;(Zl) N;(Zz N;(Zn) )
=|Na(z)) N,y(2,) N,(z,)

Nj(z) Ny(z) - Nz,)

Por otro lado, las derivadas espaciales y temporales de las
sumatorias (3) y (4) son expresadas por:

aHﬂ(zi,t)_ :
T_Hj(t)Nji (10)
0 ,
222t _g (), (an
VA
OH,(2) () (12)
ot AR
at e

Luego, con la sustitucion de la ecuaciones (10), (11), (12)
y (13) en las ecuaciones con derivadas parciales, el nuevo
sistema se convierte en:

gmmmmsj;qmm> (14)

z Qiji(Z ):_Agz HjN;'i(Zi)

=1 o (15)
| Zon

Se ha transformado un sistema de dos ecuaciones
diferenciales parciales no lineales, con dos incdgnitas, en
un sistema de 2n ecuaciones diferenciales ordinarias con

2n incognitas, siendo n el nimero de puntos de colocacion.

Para la implementacion del método de colocacion es
necesario seleccionar las funciones de forma que en este caso
son las funciones de interpolacion de Lagrange (Dulhoste
et al., 2004). El interés de utilizar estas funciones, es la
obtencion de los coeficientes H{(1)y (1) correspondientes
a los valores fisicos de presiones y caudales en los puntos
de colocacion. Este tipo de funciones presenta la ventaja
de producir valores de “1” para la variable con el indice
correspondiente al punto de colocacion y “0” para los otros
valores, es decir:
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N _[1 si j=i (16)

0 sioji

Por tanto, la matriz [N]=1 cuando j = i. Asi, las ecuaciones
(14) y (15) se simplifican en:

(17)

Q.i:_AgZHjN}i(Zi)_ f ZQiji (18)
= =1

2DA

La Figura 1 muestra un esquema de esta discretizacion. Alli
se observa que para cada punto de colocacion corresponden
un valor de presion y un valor de caudal. Por otro lado, el
numero de ecuaciones para las presiones Hj(t) y los caudales
Qj(t) dependen de las condiciones de frontera empleadas.

H H, Hos Ha
Q Q; G O
Xn-1 Xn

Figura 1. Esquema de discretizacion por el Método de
Colocacion

En este trabajo, se utiliza igual nimero de puntos de
colocacion para las presiones y los caudales. También,
la posicion en la que se van a colocar estos puntos de
colocacion va a ser la misma para ambas variables (H'y Q).

Discretizacion por el método de diferencias finitas

Existen varias formas de diferencias finitas, en este trabajo
se realiza una discretizacion espacial explicita (Souza et
al., 2000), donde se aproxima la longitud de la tuberia (la
cual es continua) utilizando secciones espaciales discretas.
Para realizar la discretizacion se divide la tuberia en N
secciones, tal como se muestra en la Figura 2.

Hi H; Hi1 H; Hiq Ha
O-l Qz Qi-l 0.\ Qin Q"
Z Z Ziq Z Zi Zn

Figura 2. Esquema de discretizacion por el Método de
Diferencias Finitas

Las derivadas parciales con respecto a z se aproximan
mediante diferencias finitas de primer orden segun las
condiciones de frontera que se tomen en consideracion. En el
sistema de ecuaciones (19) se muestran las aproximaciones
realizadas:

8H(Z,t)~ AH(t)_H,,—H,

oz Az, Az,
0Q(z,0) _AQ(1)_Qui—Q, (19)
0z Az, Az

i

Es importante remarcar que el modelo discreto (1) y (2)
depende de las condiciones de frontera que se elijan para la
discretizacion. En este trabajo se escogen como condiciones
de frontera al caudal de entrada Q, y la presion de salida
(Guillén et al., 2012), (Guillén et al., 2016).

MODELOS DE FLUJO DISENADOS

En las secciones anteriores se mostraron dos métodos por
medio de los cuales se pueden discretizar las ecuaciones
de golpe de ariete. A continuacién se muestra en detalle
cada uno de los modelos obtenidos con estos métodos de
discretizacion.

Modelo de flujo discretizado por el método de colocacion

Una diferencia que presenta el método de colocacion con
el de diferencias finitas es que el de colocacion no permite
que se incluyan discontinuidades, que es lo que ocurre
cuando se presenta una obstruccion en una tuberia (Guillén
et al., 2014), (Guillén et al., 2016). Para solventar esto, la
tuberia se divide en dos partes, una primera parte antes de
la obstruccién y una segunda parte después de la misma.
Cada una de estas partes consta de dos secciones de tuberia,
en donde se utilizan tres puntos de colocacion para las
presiones (H)) y tres puntos de colocacion para los caudales
(Q). Estas dos partes estan unidas por una ecuacion que
toma en cuenta la obstruccion que se esta presentando en
la tuberia. En la Figura 3 se muestra un esquema de lo
planteado.

H H, HyH, H Hemu
- | | —+
R | T I 1 Ra @,
B Qry, Q, Q, Q. Q
e zE0 22=z/2 z3.z
Bomba 20—

Figura 3. Esquema de la Tuberia por el Método de
Colocacion
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Para modelar la tuberia se utiliza como base las ecuaciones
(1) y (2). Luego se realiza una aproximacion de la seccion
a modelar mediante una funciéon de polinomios N/.(zi),
evaluados en los puntos de colocacion (z,). Las ecuaciones
(1) y (2), después de aplicado el método de colacion, quedan
escritas como:

o n
—C

H= 2 > Q,N,(z,) (20)
n n 2
Qi:_AgZ HjN}i(Zi)_ﬁ z Qiji (21)

Para cada una de las dos partes de la tuberia, el caudal
a la entrada y la presion a la salida seran tomados como
condiciones de frontera (entradas «) y se ensamblaran las
dos secciones de manera que, el caudal calculado en el
primer tramo sirva de entrada para el segundo y la presion
calculada en el segundo tramo sea entrada del primero,
agregando una ecuacidén que represente la obstruccion
(Guillén et al., 2014), mas especificamente una ecuacion
que relaciona a H, con H," (H," es la presion H, pero
afectada por el efecto de la obstruccion).

Desarrollando las ecuaciones (20) y (21) para las dos

primeras secciones antes de la obstruccion, las funciones
de forma se pueden expresar de forma general como sigue:

z—1,

w2=]1

i=1
j#I

(22)

z;—z
Se definen los puntos de colocacion como (ver Figura 3):

z1=0; z2=z/2 y z3=z

donde z=z_es la posicion donde esta ubicada la obstruccion.
A partir de estos valores se obtienen las matrices de los
coeficientes que representan las funciones de forma Ny

N1, N1, N1,
Nji: N121 lez N123 (23)
N1, N1,, N1,

Desarrollando la ecuacion (22) y evaluando en los puntos
de colocacion quedaria:

0_Z
20—z
Ny=Ny|,_, 0= p O_Z_l-)Nllzl
0—=
2
r_rz_
2 22
N12:N1| z :0_)N12:0
=225 g% 0-z
2
z
e
Nu=N,| _. = . O_Z:0->N13:0
2

Asi se desarrolla el resto de los elementos resultando en:

1 00

N,=[0 1 0

0 01
Igualmente, derivando la matriz (23) para obtener
Nﬁ:% y desarrollando el resto de los elementos

quedaria:

De igual manera a como se hizo con las dos primeras
secciones de tuberia, se deben desarrollar las funciones
de forma para las dos secciones que estan después de la
obstruccion. Entonces de las ecuaciones (20) y (21) se
obtiene:

2

;Z(—Bul+4Q2—Q3)

__(_H1+H3)_—2£AQ§
H,=—-<
gAz
s Ag __f
Q3_ z (Hl 4H2+3H3) 2DAQ3
e a4
H3——m(—3Q3+4Q4—Qs)
f
)

. A .
=— H +u,)———
Qs L—z( 3 2DA
CZ

H4=—m(—0§+()5)
Ag
L—z

(—u+Q,)

2

Q.

S _ . [ A2
=— H.—4H,+ —
Qs ( 3 4 3“2) 2DAQ5
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La presion H_’, es la presion o la ecuacion que une las dos
partes de la tuberia. Esta ecuacion contempla la obstruccion
que se esta presentando, la cual se modela como una
obstruccion puntual y cuyo modelo es el siguiente (Guillén
et al., 2014):

2
. Q5

— 5 (25)
2gA;,

Donde: 4 es el area de seccion transversal de la tuberfay 4,
es el area de la obstruccion.

Igualmente, u, = Q, esta en funcién de los parametros de
la bomba y de la restriccion hidraulica de la entrada R
(Guillén et al7., 2016) (ver Figura 3):

u1:Q1
_—C,+\/Ci-4(R

ent+C0)(_C2+H1_Hem)
2(R,,+C,)

(26)

ent

De la misma forma u, = H, esta en funcion de la restriccion
de salida R_:
sal

uZZRsuI Q§+Hurm (27)

Modelo de flujo discretizado por el método de diferencias
finitas en dos partes

En esta seccion se presenta el modelado que utiliza el método
de diferencias finitas pero, utilizando la logica que se utilizd
con el método de colocacion, la cual consistio en, dividir la
tuberia en dos partes. Este modelo también contempla dos
secciones antes y dos secciones después de la obstruccion
(tal como en la Figura 3). Cada una de estas dos secciones
de tuberia estan unidas por una ecuacién que toma en
cuenta la obstruccion parcial que se esta presentando, pero
el célculo de las presiones (/) y los caudales (Q,) se hace a
través del método de diferencias finitas. A continuacion el
desarrollo de las ecuaciones de golpe de ariete:

_cQmy
gA z,~1z,
HZ_H]_ fz
z,—z, 2DA
_C_2 Q;—Q,
gA z3-z,
H3_H2_ f3
z,—z, 2DA
_ Q0
gA z,-1z,
H4_H3_ f3
972,—2z, 2DA
¢ Q0
gA z,—1,
u,-H; f;
z,—z, 2DA

2

Q>

Q;
(28)

Q;

Q:

Lapresion H," esta representada por la ecuacion (25), u, por
la ecuacion (26) y u, por la (27).

SIMULACIONES Y RESULTADOS

En primer lugar se presenta el modelo obtenido por el método
de colocacion, el cual estd representado por el sistema de
ecuaciones (24). Este modelo de tuberia se implemento6 en
MatLab, utilizando los siguientes parametros de simulacion:
Type: Variable-step y solver: odell3. Los resultados se
muestran en la Figura 4. La simulacion consistio en colocar
una obstruccion con un valor de A4, = 0.54 de manera tal
que se presente en el instante # = 50s, lo que significa que al
principio (instante £ = 0 ) no hay obstruccion en la tuberfa.
Igualmente, se tomo en cuenta el ruido que se presenta en
un sistema de tuberia real, por tanto se agregoé ruido blanco
a las dos variables de entrada del modelo de tuberia, es
decir a las entradas u, y u, (ver Figura 3).

Una obstruccion se caracteriza por la disminucion del flujo
a lo largo de toda la tuberia, el incremento de la presion de
entrada y la disminucion de la presion de salida aguas abajo
de la obstruccion. En la Figura 4, se ve como el modelo (24)
tiene un comportamiento como el descrito anteriormente,
donde se observa que O, asi como Q, disminuyen debido
ala obstruccion, mientras que H , disminuyey H, aumenta
aguas arriba de la obstruccion. La misma simulacion se
realizé en el modelo de tuberia (28) (método de diferencias
finitas), y se obtuvieron los resultados mostrados en la
Figura 5. Alli destaca que el modelo por diferencias finitas
también se adecua al comportamiento de una tuberia cuando
se presenta una obstruccion, vale decir, que se produce una
disminucionde Q , O, 'y H ,yaumento de H, .

sal’®
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w107 Caudal de Entrada y de Salida

47 43 49 80 61 62 63 &4 55 66 &7 &8

Presidn de Entrada y de Salida

Hent
Hsal

i i 1
495 50 a0.48 a1 515 a2
tiernpo (=)

Figura 4. Método de colocacion A, = 0.54

w107 Caudal de Entrada y Salida

4.34

433

4.32

Qm3ds)

4.31

tiempo (s)

Figura 5. Método de diferencias finitas A, = 0.54

w107 Caudal de Entrada y Salida
T T T

=== Qentdf
— == Qsaldf
Qentcol

Osalcol

a1 a2 a3 a4 85 a6 a7

T P P J
= TR DEUNOTRL e ST — = -Hentdt | .|
= ==~ Hsaldi
= O e S R R e R e e Hentcol ... .4
Hsalcol
4, - |
i i i I 1
49 495 a0 505 a1 515 a2

tiermpo (s)

Figura 6. Comparacion de los dos modelos

Finalmente, se realiz6 una comparaciéon entre los dos
modelos,
observa que, tanto los caudales, como las presiones de
ambos modelos, tienen un comportamiento muy similar,
en especial las presiones, que se solapan entre ellas. Sin

la cual se muestra en la Figura 6. En ésta se

embargo, los caudales de salida presentan cierta diferencia
(O .. presenta un comportamiento mas oscilatorio que
saldf

Qsa/col)'

El comportamiento de los dos modelos muestra resultados
satisfactorios, ya que la dinamica de ambos concuerda
con lo que ocurre en una tuberia cuando se presenta una
obstruccion. Sin embargo, esta comparacion no es una
validacion completa, debido a que ninguno de los dos
modelos, ha sido comparado con datos reales de algiin
banco de pruebas, porque no se dispone de dichos datos.

CONCLUSIONES

El primer modelo fue obtenido al discretizar las ecuaciones
de golpe de ariete por medio del método de colocacion.
Para aplicar este método, la tuberia se dividid en dos partes,
una primera antes de la obstruccion y una segunda después
de la misma. Luego, esas dos partes se unieron por medio
de una ecuacién que toma en cuenta la obstruccioén que se
estd presentando en la tuberia. Este modelo se implementd
en MatLab y se realizé una simulacion de una obstruccion.
El comportamiento de este modelo fue satisfactorio, ya
que se adecua a lo que sucede en una tuberia cuando se
presenta una obstruccion, es decir, se observo disminucion
en Q , 0y H,, Igualmente, se observd un incremento
en H . Después, se present6d un segundo modelo, el cual,
se obtuvo por medio del método de diferencias finitas. En
este caso la tuberia se dividio de la misma forma en que se
hizo con el método de colocacion, solo que el calculo de las
presiones y los caudales se realizo, a través del método de
diferencias finitas. En este modelo, también se observaron
los fendmenos que ocurren en una tuberia cuando se
presenta una obstruccion.

Por tanto, se concluye que ambos modelos son adecuados
para modelar los fendmenos que suceden en una tuberia
cuando se presenta una obstruccion. Sin embargo, hace
falta realizar una comparacion de ambos modelos con datos
reales de una tuberia donde se presente una obstruccion,
para asi de esta manera, obtener una validacion experimental
y, determinar cual de estos modelos representa mejor los
fenémenos que suceden por causa de la obstruccion.
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