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RESUMEN

Este articulo presenta un analisis experimental de la sensibilidad de un algoritmo de estimacion de la norma inducida
L, especialmente disefiado para sistemas lineales conmutados. En particular, se analiza el efecto observado sobre
el comportamiento del algoritmo con respecto a variaciones en el nimero de subfunciones, en el nimero de modos
conmutados y en parametros fisicos caracteristicos de cada modo. Para el andlisis se seleccionaron tres modelos de prueba
con diferentes grados de complejidad. Los resultados obtenidos permiten avanzar en la comprension de dos aspectos
fundamentales del algoritmo: la seleccion de un nimero de subfunciones adecuado y el significado fisico de la cota de
aproximacion obtenida.

Palabras clave: Analisis de Sensibilidad, Norma Inducida L,, Sistemas Conmutados Lineales. Desigualdades Matriciales
Lineales y Bilineales, Norma H_.

SENSITIVITY ANALYSIS OF AN INDUCED L, NORM ESTIMATION ALGORITHM FOR
LINEAR SWITCHED SYSTEMS

ABSTRACT

This paper present an experimental sensitivity analysis for a L -induced gain estimation algorithm designed for linear
switched systems, which studies the observed effect in the numerical approximation with respect to variations on the
number of sub-functions and switched modes used and the effect of the physical parameters in each mode. The analysis is
done by studying three test models with different complexity degrees. The results obtained allow one to go a step ahead in
the comprehension of two fundamental features of the algorithm: the right selection of the subfunction numbers and the
meaning of the approximated L,-induced gain value obtained.

Keywords: Sensitivity Analysis, L,-Induced gain, Switched Linear Systems, Linear and Bilinear Matrix Inequalities, H
Norm.

INTRODUCCION

Una amplia variedad de sistemas dinamicos pueden ser
descritos mediante una combinacion de l6gica de eventos
y ecuaciones diferenciales. Considere por ejemplo la
caja de velocidades de un vehiculo, la cual alterna entre
distintas posiciones generadas por un evento (el cambio
de la posicion de la palanca realizado por el conductor)
que genera saltos o discontinuidades en la dinamica de
funcionamiento del vehiculo.

Al evento que consiste en la transicion entre dos modos de

funcionamiento diferentes (es decir, entre dos ecuaciones
diferenciales diferentes para describirlo) se le denomina
conmutacion. Las caracteristicas propias de los sistemas
conmutados han sido bastante estudiadas y se cuenta con
una amplia literatura sobre el tema (Hirata y Hespanha,
2009, pag. 1), (Hirata y Hespanha, 2010a), (Dayawansa y
Martin, 1999), (Branicky, 1994) y (Sun y Ge, 2005). En
particular, se ha puesto énfasis en la estimacion de la norma
inducida L, para este tipo de sistemas, lo cual resulta de
mucha utilidad en problemas de control robusto y otras
aplicaciones (Alves, Kirata, y Strefezza, 2011) y (Qiu,
Feng, y Yang, 2009).




Dado un sistema conmutado, el valor de su norma L,
puede calcularse de manera aproximada mediante diversos
procedimientos numéricos. Por ejemplo, en (Alves, Kirata,
y Strefezza, 2011) se propuso un método de estimacion
basado en la solucion de ecuaciones de Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB). Dicho método requiere especificar, entre
otros pardmetros, un nimero entero M que determina el
numero de inecuaciones bilineales que deben resolverse de
manera simultanea. Uno de los objetivos del presente trabajo
consiste precisamente en analizar, a través del analisis
experimental, la influencia del valor M sobre los resultados
y el comportamiento del algoritmo. Este analisis aporta
entendimiento sobre el funcionamiento de este algoritmo
y su aplicacion sobre algunos sistemas de manera que, en
un problema en particular, pudiera permitir la seleccion de
un nimero de subfunciones adecuado, conduciendo a una
medida aceptable del tiempo de calculo involucrado. Note
que este tipo de analisis se conoce en la literatura como
andlisis de sensibilidad y en general tiene como finalidad
la evaluacion del efecto que generan las variaciones en
un determinado parametro sobre una variable de interés
generada por el mismo algoritmo.

Un segundo objetivo planteado en el trabajo consiste en
establecer una comparacion entre el valor L, estimado
para el sistema conmutado con respecto al valor
correspondiente a cada modo de manera separada, lo que
aporta conocimiento acerca de la relacion existente entre
los modos de funcionamiento por separado ¢ integrados de
un sistema conmutado.

También se propone analizar el efecto de las variaciones
en los parametros caracteristicos de cada modo, lo
que permite avanzar en la interpretacion fisica de la
aproximacion y obtener orientacion al momento de formular
especificaciones de disefio para un eventual controlador del
sistema conmutado.

La informacion que se presenta en este documento esta
estructurada como se explica a continuacion: en la seccion
II se describen algunos conceptos generales relacionados
con sistemas lineales conmutados y se presenta de manera
detallada el algoritmo de estimacién considerado para
el estudio. En la seccion III se describe la metodologia
utilizada y los modelos dinamicos de prueba seleccionados
para generar los resultados numéricos. En la seccion
IV se realiza una discusion de los resultados obtenidos.
Finalmente, en la seccién V se incluyen las conclusiones
del trabajo.

SISTEMAS LINEALES CONMUTADOS

En esta seccion se presenta una introduccion general sobre
los sistemas conmutados y se desarrolla el algoritmo
de estimacion de la norma inducida L,, incluyendo las
condiciones necesarias para dicho célculo.

Sistema Conmutado Lineal

Un sistema conmutado lineal puede ser descrito por un
conjunto de ecuaciones de estado de la forma

t=Ax+Bu

y=Cx+Du &

donde s € S es una sefial de conmutaciéon continua y
constante a trozos con

S={s :[0,00) - g0} 2

la cual selecciona valores de las matrices (A, Bp, Cp, DP)
dentro de una familia parametrizada como

{(AP:BPanaDp) lpe 80} (3)

donde g es un conjunto compacto de indices. Tal como
es usual x € R" representa al vector de estados, y € R* al
vector de salidas controladas y u € R" al vector de entradas
manipuladas del sistema.

Clases de senales conmutadas

Se denota S a la clase conformada por las sefales de
conmutaciéon constantes y continuas a trozos (Hirata y
Hespanha, 2009). A continuacién se establecen algunas
propiedades importantes de regularidad en S. Dado un
subconjunto S’ de S y para constantes b >a >0, se denota S’
[a,b) a la restriccion para todas las sefiales de conmutacion
s € S’ al intervalo [a,b).

Invariancia ante desplazamientos temporales

Sea S’ Sy ¢t>0. Apartir del conjunto de S’ [£,:0), se puede
definir otro conjunto Y, S’ [t,00) = {alo(p) = u(p+7) €
S’ (z,0), p > 0}. Se dice entonces que S’ es invariante ante
desplazamientos temporales si S = Z’ S'[T,00) para todo
t>0.

Cerradura bajo concatenaciéon

Sea §" < § y t > 0.
o €S'[0,0 y UE S'[t,0).

Supdngase
Defina la

que
sefnal




(o@u)(T) = { o(T) parat €[0,7)

H(T) para T €[T,00) y el conjunto
S’ 10,0 S'[t,00) ={oBu| 0 € S'[0,0), 4 € S'[t,00)}.
Se dice que S’ es cerrado bajo concatenacion si
S =5[0,) @ S'[t,00) paratodo ¢t > 0.

Sefial conmutada regular
Sea S" C S. Se dice que S’ es regular si:

1. Para todo pe P, la sehal conmutada constante
s”(t)=p pertenece a S’.

2. La clase de sefial conmutada
desplazamientos temporales.

3. La clase de sefial conmutada S’ es cerrada bajo
concatenacion.

S’ es invariante ante

Ganancia inducida L2

Se dice que el sistema descrito por (1) tiene ganancia
inducida L, <y € R, v > 0, uniformemente sobre S C S
siy sélo si paratodo TeR, 7> 0, todo s€S" y todo
u € L%, se cumple, considerando x(0) = 0:

fH u(z)szrswa u(t)[dr (4)

Cilculo aproximado de L,

En Hirata y Hespanha (2010b) se proponen las condiciones
necesarias y suficientes para que un sistema conmutado sea
exponencialmente estable y admita una ganancia inducida
L,<7v: Sea S’ un subconjunto de S regular y 7y > 0.
Suponga que existe al menos un indice ¢ € P tal que el par
(Cq, Aq) sea observable. Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. El sistema (1) es exponencialmente estable sobre
S’ y tiene una ganancia L, inducida menor que y
uniformemente sobre S”.

2. La constante positiva y satisface y*I— D,D, > 0 para
todo p € . Ademas existe una constante € > 0 y una
funcion V : R" — R estrictamente convexa, cero a
cero, homogénea de grado 2, la cual, para todo x € R"
excepto en un conjunto de puntos de medida cero
donde V(x) no es diferenciable, satisface:

a‘ggcx>Apx+xTCf;Cpx

1., 0V (x ! _

(38 25 pica) (- pi,y 5)
1.9V (x
(0
<—€|x|f

3. La constante positiva y satisface y*/—D,D, > 0
para todo p € P y existe una constante € > 0 y un
subconjunto compacto K C R de matrices definidas
positivas tales que la funcién cuadratica continua a
trozos V(x) = maxcxx’Qx satisface (5) para todo
p € g vy para todo x € R" excepto en un conjunto de
puntos de medida cero donde V(x) no es diferenciable.

4. La constante positiva y satisface y*I—D,D, > 0
para todo pe P y existe una constante € >0,
un entero M que satisface M > n y un conjunto
de vectores [;eR"i=1...M tal que la matriz
L=[0...0,] € R"" tiene rango completo y la funcién
cuadratica continua a trazos V(x) = max.-; v (I/x)’
satisface (5) para todo p € o y para todo x € R"
excepto en un conjunto de puntos de medida cero
donde V(x) no es diferenciable.

Por otra parte, note que la ecuacion (5) puede ser reescrita
como se indica a continuacion, sujeto a (#/x)’ > ({/x)’ para
todo j=1,....M

X' HLAx+x AT Lx +x"CyCox

+x"(Byl'l,+ D,C,) x(y*I-D,D,)"
X (BylI1;+ D5C,)x
<—€|x|’

Si se escoge cualquier p € g, i = 1,...,M,y considerando
ntmeros reales B2 > 0, j=1,...,M,la ecuacion (6) puede
escribirse nuevamente como (7)

PA,+AJP+C,C,
+(B,P+D,C,) X' (B,P.+D;C,)

. . ™
+2BiP =2 BP0
j=1 Jj=1

donde P.=1il; P,=10l, y X=y1-D,D,

Algoritmo para el calculo aproximado de L,

En Alves, Kirata, & Strefezza (2011) los autores demuestran
que la ecuacion (7) es equivalente a:

AP+ PA,+ .0 (PO—OP)CP,
+(1y ® B))P +(1u @ D,C,) (In @ X ®)
(1. ® BY)P+ (I, ® D5C,)] < 0

donde

A, =1, R A, ©)




P,
p= : (10)
Py
1 -1
o=|: . : (11)
1 1,
0=0Q1 (12)
CﬂM:{ﬂ” para j=q;i=1,...M y gel..M (13)
0 caso contrario
Cﬂm = Cﬁm X1 (14)

El operador @ representa al operador de multiplicacion
de Kronecker. Mediante el Teorema del Complemento
de Schur, la ecuacién (8) se plantea en términos de
Inecuaciones Matriciales Lineales (en inglés, LMIs) como

-y (15)
L®CC, LRCID,| _
I,QD,C, I, Q DD,
Definase ahora
L(P.B.y) =
AP+ AAﬁZU,(PO—OP)@ﬁp, P(Iv® B,)
1 B)P -yt | 19
|L.®CC, LRC,D,
1,®D,C, 1, D,D,
; _|L(P.B.y) 0
F(P,B.y)=
(P.p.y) [ 0 diag(vec()) (7
6(p)= b (13)

donde, por simplicidad B = B y diag(vec(f)) denotan una
matriz diagonal con los elementos de f como su diagonal
principal. Denote entonces F/ a la funcion F para f
constante y F2 a la misma F para P constante. El algoritmo
de estimacion propuesto por (Alves, Kirata, & Strefezza,
2011) consta de los siguientes pasos:

1. Inicializacion: Escoger los valores de f como valores
positivos aleatorios de donde se obtiene la estimacion
inicial 8. Escoger el nimero de subfunciones M > n o
M=1.

2. Resolver

Minimizar y
Sujeto a F1(P,B,,7) = 0;G(P) >0
de donde se obtiene 2,

3. Resolver
Minimizar y
Sujeto a F2(P,,8,7) >0
de donde se obtiene B,
4. Repetir
Minimizar y
Sujeto a F1(P, o, y) = 0; F2(2,,B,7) = 0:G(P) = 0
de donde se obtiene P y B, luego se sustituye
P,=P, By=p hasta convergencia de y con la
precision deseada.

De esta forma se concluye la introduccion de los conceptos
mas importantes con respecto a los sistemas conmutados y
al algoritmo de estimacion de la norma inducida L, para este
tipo de sistemas, el cual sera considerado en las siguientes
secciones.

METODOLOGIA

A continuacion se describe la metodologia utilizada para
conducir el estudio de sensibilidad. Se eligieron 3 modelos
de los cuales el primero fue previamente estudiado en
Alves, Kirata, y Strefezza, (2011) y constituye el punto
de partida del presente trabajo. El segundo fue tomado de
Benzaouia (2009) y consiste en un sistema de dos modos
de conmutacion, de complejidad similar al primero. El
tercero consiste en un modelo de reactor no isotérmico,
en el cual se desarrolla una reaccion quimica reversible,
caracterizado por 3 modos de conmutacion, lo que requiere
mayor esfuerzo numérico respecto a los anteriores.

Sistema de prueba 1

Consiste en un modelo para el sistema de amortiguacion
de un vehiculo, instalado en el banco de pruebas del
Laboratorio de Dinamica de Maquinas de la Universidad
Simén Bolivar, Venezuela. El sistema se caracteriza por
dos modos de funcionamiento descritos por los modos
mostrados a continuacion.

Modo 1
®, = 2,449744
{=0,341 (19)
_;C + 241(0,,156 + a)"lzx = a)ﬁm( t)
Modo 2
0, = 2,449794
£=1,114 (20)

X+ 2§2a)n25€ + a)nzzx = a)ﬁzu( t)

En términos de ecuaciones de estado, el modelo puede
representarse como:
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. [ O 1 0

Y= - _2€ia)ni]x+[aﬁi]u(t)

y=[1 ol @)
x>

)={,5 020

Sistema de prueba 2

Este modelo de segundo orden con una sola entrada y una
sola salida posee dos modos de funcionamiento (Benzaouia,
2009). El sistema puede modelarse con la representacion de
espacio de estados que se presenta a continuacion:

Modo 1
A, -0,7 1 ];
-0,5 —-1,5
Blz[l]; (22)
0
C =[1 0]
D1:O
Modo 2
A2[0,9 —1 :
1,7 -1,5
5=’ (23)
C.=[1 0],
D2=O

Sistema de Prueba 3

El tercer modelo consiste en un reactor no isotérmico
presentado en Willis (2000) en el cual se produce reaccion
quimica reversible A — B que sucede a razon k, en el
sentido directo y a razon k, en el sentido inverso. La
reaccion directa es exotérmica y libera un calor AHr. Un
diagrama simplificado del proceso se muestra en la figura
1. En la ecuacion (24) se presenta el modelo lineal y los
valores correspondientes de los parametros utilizados se
presentan en la tabla 1.

—%—Cle’% Cze’% P

A= Cle’% —% - Cze’% -P
AH, - & _AH. . & _F_ AH,
Cop=" ~ Cpp™™ V. Cpp
C:CuyEre 7 — C\CoE € T

p= 20 Beg L2 RT(z‘q Aeq L1 (24)
F
v

B=|0
0

c=[10 0]

D=0

Las variables de estado son x, = C,, x, = C, y x, = T, que
representan a las concentraciones y la temperatura del fluido
dentro del reactor respectivamente. La variable de entrada
u =T representa la temperatura del flujo de alimentacion.

Los valores en el punto de operacion se denotan como (25)

X1 C,m,
= 2
X2| = CBz’q ( 5)
X3 Teq
F
0
C
A0
C
B0
Py i
v
CA F
C C
B A
P <
P

Figura 1. Diagrama de un reactor de mezcla completa

para la reaccion quimica del sistema de prueba 3

Tabla 1. Parametros del sistema de prueba 3

Parametro Valor Unidades

F, 5 L/s

F 5 L/s
A% 300 L

T, 427 K

E, 41840 J/mol
E, 62760 J/mol
R 8.314 J/K.mol
C, 5000 s

C, 1000000 s

p 1 kg/L
Cp 4184 J/kg.K
AH, 20920 J/mol

El sistema puede conmutar a tres modos posibles, a saber:

Modo I: u < 430,77 K

x| [0,495
x2|=10,505
xs| 1429,5
~0,05743  0.02328 —6,93998 x 10°] (20
A =| 0,04077 —0,03995 6.93998 x 10~
0.20384 0.11641  —0,01632
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Modo 2: u > 433,31

X1 1,471
x2|=| 1,516
x;| 434,58 07
—0,06342 0,02859 —1,00027x107*
A =| 0,04675 —0,04526 1,00027x107*
0,23376 —0,14296  —0,01617
Modo 3: 430,77 < u < 433,31
X 0,984
x2|=| 1,010
x| 432,04
—0,06034 0,02582 —1,04188x 10~] (28
A,=| 0,04368 —0,04248 1,04188x 10°*
0,21838 —0,12908  —0,01615
Procedimiento

Para analizar el efecto de variaciones en el nimero de
subfunciones M se realizaron varias ejecuciones del
algoritmo descrito en la seccion I, parte E, tomando valores
de M =1, 2, 3,4y 5.Seobservaron 100 iteraciones de cada
ejecucion considerando los sistemas de prueba 1 y 3.

Para determinar la influencia de los parametros fisicos
sobre la estimacion L, en el caso del sistema de prueba 1 se
modificaron los valores de @, y { con un incremento y una
disminucion de 50% respecto a los valores iniciales.

RESULTADOS

En esta seccion se describen los resultados obtenidos al
ejecutar las pruebas descritas en la seccidn anterior.

Sensibilidad del algoritmo con respecto al niimero de
subfunciones M

En la figura 2 se puede observar que el valor obtenido para
M=1 es superior en todos los casos al obtenido para M>1, lo
que es de esperarse pues corresponde al caso trivial de una
sola ecuacion de Ricatti. Notese que al aumentar el valor
de M disminuye la rapidez de la convergencia del método
numérico, aunque se converge al mismo valor final. Es decir
que, en los experimentos realizados, un valor de M>3 no
aporta mejoras en el resultado numérico. Por el contrario,
se produce un incremento el tiempo de procesamiento de
los datos como se puede ver en la tabla 2. A medida que se
incrementa M, existe una complejidad del calculo superior
lo que hace que el tiempo aproximadamente se duplique para
un incremento de M en una unidad. El tiempo reportado en
la tabla 1 esta en segundos y se utilizé un procesador Intel
Centrino de doble nucleo, con 1.6GHz de frecuencia y una

memoria RAM instalada de 3GB sobre el sistema operativo
Windows 7.

Sensibilidad de Gamma vs nimero de subfunciones M
1.685 T T T T T T T

1.68

1.675-*

167

1.665

1.66

1.655

1.65

1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Nimero de lteraciones

Figura 2. Ganancia L, para distintos valores de M

Tabla 2. Valores de L, y tiempo de calculo requerido para
distintos nimero de subfunciones M

Tiempo
M Estimici()n de requerid(l)) para
2 el calculo (s)
1 1.6783 2
2 1.6431 6
3 1.6431 10
4 1.6431 25
5 1.6462 87

Resultados de L, para funcionamiento no conmutado

En una segunda etapa se determind el valor de L, para cada
sistema de prueba considerando cada uno de sus modos de
manera aislada, valor que corresponde simplemente a la
norma H_ del sistema considerado. Para los sistemas de
prueba 1 y 2 se observa que la estimacion L, para el sistema
conmutado es mayor que la norma Heo de cada uno de sus
modos de funcionamiento por separado, es decir

Lo 2 L

donde i corresponde al modo de funcionamiento. Estos
resultados pueden observarse en la tabla 3.

En el caso del sistema de prueba 3, se crearon tres reglas de
conmutacion que corresponderian a las combinaciones de
dos modos entre tres posibles y una regla de conmutacion
que permite que el sistema trabaje en los tres modos posibles
de funcionamiento. Usando estas reglas de conmutacion, se
observa nuevamente que la estimacion L, es mayor o igual
que el mayor valor de L, en cada modo de funcionamiento
por separado. Estos resultados se pueden observarse en la
tabla 4.
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Tabla 3. L, calculado para los sistemas de prueba 1y 2 en
distintos modos de funcionamiento

Tabla 6. Variacion de L, para incremento y disminucion
de la frecuencia de oscilacion libre

Sistema de Modo 1 Modo 2 Conmutado
Prueba
1 1.5581 1 1.6431
2 0.9677 0.3279 1.2030

Tabla 4. L, calculado para el sistema de prueba 3 en
distintos modos de funcionamiento

Modo Valor L,

1 0.4929

2 0.4656

3 0.4891

Conmutado Modos 1y 2 0.4929
Conmutado Modos 1y 3 0.4929
Conmutado Modos 2 y 3 0.4891
Conmutado Modos 1,2y 3 0.4929

Efectos de los parametros del sistema

En esta etapa se simularon variaciones en los parametros
fisicos que describen al sistema conmutado. La variacion
de estos coeficientes, como es de esperarse, tiene influencia
sobre el valor de L, obtenido para el sistema conmutado.
Esta variacion es practicamente despreciable en el caso de
incrementos en la frecuencia natural de oscilacion (@) pero
muy notable en el caso de incrementos y disminuciones del
coeficiente de amortiguamiento ({). Esto se interpreta por
la manera como el sistema “disipa” energia: la disipacion
se esta relacionada fundamentalmente con la capacidad de
amortiguamiento del resorte, mientras que la frecuencia
de oscilacion no se relaciona con la posibilidad de atenuar
la transferencia de energia en el sistema, lo cual se ilustra
mediante los resultados presentados en las tabla 5 y tabla 6.

Tabla 5. Variacion de L, para incremento y disminucion
del coeficiente de amortiguamiento

L L, para L, para
Estimacion | . ? ;
M L inicial incremento de | decremento de
2 50% en { 50% en {

1.3164 3.0069

2 1.6431 (-19.8831%) (+83.0016%)
1.3164 3.0068

3 1.6431 (-19.8831%) (+82.9956%)

. ., L, para L, para
Estimacion .
M L. incremento de decremento de
L, inicial
50% en w, 50% en o,

1.6431 1.6431

2 1.6431 (0%) (0%)
1.6431 1.6431

3 1.6431 (0%) (0%)

CONCLUSIONES

En este articulo se presentd un analisis experimental de
la sensibilidad del algoritmo de estimacion de la norma
inducida L,, propuesto por Alves, Kirata, y Strefezza
(2011). En particular se analizo el efecto de las variaciones
en el nimero de subfunciones M, en el numero de modos
conmutados y en los parametros fisicos caracteristicos de
cada modo.

Con respecto al parametro M los resultados parecen
confirmar que el método numérico requiere el uso del
menor valor posible para este parametro. Un incremento
M aumenta el tiempo de ejecucién y no produce mejoras
apreciables en el valor de convergencia.

Igualmente, se constatd que el valor estimado para el
sistema conmutado es consistentemente mayor que los
valores determinados para cada uno de los modos de
funcionamiento del sistema de manera aislada. Por otra
parte, también se constatd mediante la variacion de los
parametros fisicos del modelo de prueba 1 que el valor
estimado de L, estd relacionado con la capacidad de
disipacion de energia del sistema fisico (amortiguamiento).
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