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JORGE ALFREDO ROETTI

Apuntes preliminares
sobre didlogo critico y l6gica
(11 Parte)

5. El principio de tercero excluido

La defensa del tercero de los principios tradicionales de la l6gica
podria imaginarse en un didlogo de la siguiente forma:

0 B

av-a

(60)

=

al

T e B L o

P responde al momento del cuestionamiento defendiendo su
tesis mediante la asercién de —a. 0 ataca afirmando a, para dar
ocasion a la defensa. Y entonces P defiende por segunda vez su tesis,
esta vez “formalmente”, repitiendo lo ya concedido por 0 en fila 4.
Aparentemente la victoria de P es inobjetable. Sin embargo debe-
mos concentrarnos en distinguir las condiciones de defensa que han
dependido del “modelo interno” (las condiciones necesarias para la
existencia de didlogo critico) de aquellas otras dependientes de
“modelos externos”.
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En lo que precede hemos establecido como implicados por la
estructura necesaria de didlogo critico un conjunto de leyes y reglas.
Entre ellas se encontraban los llamados principios de identidad
(fuerte) y de no—contradiccion (débil) en su forma negativa. Este
dltimo se mostré compatible con la contradiccion déhil. Para com-
prender bien lo que acontece en el didlogo (60) debemos recordar
cémo hemos definido el uso dialégico de los operadores funda-
mentales; en este caso debemos recordar qué entendemos por atacar
y defender una disyuncién, una negacién y una afirmacién.

Hahfamos determinado que bastaba defender uno de los tér-
minos de una disyuncién para defenderla como un todo, pero, ;ha-
brd necesariamente una sola manera de entender una defensa de
aobenavh?

No es ese el caso, especialmente en lo que ataiie a la afirma-
cién y a la negacién de una férmula: segin cudl sea el “modelo
externo”, el sentido de la afirmacién y de la negacién variard
esencialmente.

Puesto que en caso del tercero excluido estamos en presencia
de una disyuncién de dos contradictorias, no serd posible, bajo la
interpretacién universal de la variable no cuantificada y considerando
s6lo la validez necesaria de la no—contradiccién débil — A a(ag-a),
la defensa de ambos contradictorios en todos los casos. De manera
que, frente al cuestionamiento, P tiene dos posibilidades: defender
a, o defender —a. Por ello los tres primeros pasos del didlogo acerca
de av-a discurrirdn de la siguiente manera:

0 I P
1. av-a
(61) e
3. a | =a

con una ramificacién de las defensas posibles del lado de P. Los
ataques de 0 también se ramificardn, pero de qué modo ello acaezca,
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dependerd de las decisiones que se tomen acerca de qué significa
defender una afirmacién y defender una negacién. Y estas decisio-
nes dependerdn a su vez del “modelo externo”, es decir, serdn tras-
cendentes a las meras condiciones de posibilidad de un didlogo critico
y dependerin parcialmente de la estructura de la “regién tedrica”
que se considere.

Para la defensa de una afirmacién atémica hay dos concepcio-
nes basicas:

1. Defender una afirmacién (atémica) significa presentar el
“estado de cosas” que ella mienta. Esta concepcién representa, en
forma esquematica, diversas formas de entender la verdad, que fre-
cuentemente se resumen bajo el rétulo de ‘adaequatio’.

2. Defender una afirmacion significa demostrarla. Hay diversas
maneras de entender este término, desde las versiones “axioma-
ticistas”, hasta las constructivistas, que exigen la construccién simbé-
lica del objeto para el enunciado correspondiente, pero todas ellas
tienen un nicleo comin: la demostracién es un proceso légico por
el que se arriva a una expresién a partir de otras expresiones pre-
viamente aceptadas, mediante reglas de inferencia tambiérr previa-
mente aceptadas.

De modo semejante, defender una negacion (atémica) admite
dos versiones:

1. Defender una negacién (atémica) significa indicar la au-
sencia del estado de cosas mentado por su correspondiente enuncia-
do afirmativo. Es decir, —a se considerar defendida si podemos hacer
advertir al auditorio que el estado de cosas a que se refiere el enun-
ciado a “no se da”, o no aparece. No hay tal cosa como la que re-
fiere a. En forma esquemdtica podrfamos hablar en este caso de la
verdad de un enunciado negativo entendida como adaequatio.

2. Defender una negacién significa deducir, a partir de la hi-
potesis de su correspondiente enunciado afirmativo y del fragmento
de teorfa ya disponible, una contradiccién. En tal deduccién hipoté-
tica consistiria la demostracién de una negacién. Esta es la habitual
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concepcién matemdtica de aquello en que consiste la verificaciéon
de un enunciado negativo: sea t una teorfa consistente, t, un frag-
mento disponible de ty —a un enunciado del campo teérico. —a estd
defendida (verificada) en t, si t, a | — falsum (donde “falsum” de-
signa una contradiccién).

Con estas precisiones podemos continuar el didlogo (61), po-
niendo a la izquierda la versién constructivista de un didlogo sobre
el tercero excluido, y a la derecha una presunta versién del mismo
que pretende fundarse sélo en las condiciones para todo didlogo
critico:

(61') (61")

0 P 0 14
1. av-a 13 av-a
2. oy
3 a -a 3 a | -a
4. 1la? 4, ? 7: al

|

5 (a) | falsum 5 : (a) (—a)l )"alsumi a

En el didlogo constructivo (61') frente a los dos ataques obli-
gatorios de fila 4 se abre la posibilidad de dos defensas materiales. Para
ganar una instancia de tercero excluido, o bien se debe demostrar la
correspondiente a, o bien se debe deducir una contradiccién a partir
de a (hipdtesis) y el fragmento ya disponible de teoria. Como para
teorias al menos tan complejas como la aritmética elemental de
ndmeros naturales (con igualdad, desigualdad, suma y producto) no
existe un algoritmo que permita decidir en cada caso si -a, o bien
si a |— falsum (donde ‘falsum’ designa una contradiccién), es claro
que solamente en casos particulares se podrd defender una tesis de
la forma av-a. Por tanto el principio no se satisfard en muchos ca-
sos, pero ello s6lo bajo la interpretacién constructivista o intuicionista
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de lo que significa afirmar y negar una férmula (interpretacién que
nos parece la mds ajustada para los objetos mateméticos para los que
fue pergenada).

En el didlogo (61"), luego de la ramificacion de la fila 3, el
oponente puede atacar de tres maneras: a la afirmacion 'a’ de la unica
manera posible '?. Para la negacién '-a' se le abren dos posibilida-
des: o bien atacar con '?, o bien con 'a?. Para los dos primeros
ataques la defensa debe ser material, como se sefiala en la fila 5 con
las expresiones entre paréntesis. Para el tercer ataque se puede in-
tentar la defensa material constructiva de deducir una contradic-
cién, como en (61'), o bien se puede (aparentemente) realizar la
defensa formal, (fila 5 a la derecha) reiterando el didlogo (60™). Pero
en ella la estrategia de defensa de P estd estructurada sobre la hipétesis
de que el tinico ataque posible a una negacién es su correspondiente
afirmacién. Pero ello sélo es asi en el caso de la interpretacién cons-
tructiva de lo que es defender una negacién. Y O no esta obligado
a ello, sobre todo cuando se discurre acerca de un “dominio empi-
rico”.

Concedemos empero, a modo de ejercicio, que el tnico ata-
que admisible a '-a' fuera 'a’. Y concedamos aiin la validez de la
no—contradiccién fuerte. Entonces nos preguntamos: ;Ha demostrado
realmente O que valga a al atacar —a? Segiin la misma regla de ara-
que admitida, de ninguna manera. Lo tinico que ha hecho 0 es atacar
-a del tnico modo en que, por la regla admitida, le estd permitido
hacerlo: déndole a P la oportunidad de defender —a mediante la
derivacién de una contradiccién a partir de a. Por lo tanto, si luego
del ataque de O con 'a?, P responde reiterando 'a’, se trata, desde el
punto de vista de un didlogo constructivo y, a fortiori, de uno cri-
tico, de una pseudodefensa, pues nada se ha demostrado, ni nada se ha

mostrado.

{Cudndo la anterior no seria una pseudodefensa? Cuando am-
bas partes dialogantes ya supieran de antemano que, para cualquier a,
de cierto dominio de enunciados, se cumple av-a. Pero esto es una
petitio principii. Sin ello no tiene sentido la dltima defensa de av-a.
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En cfecto, en el didlogo (60) la defensa se desarrolla asi: P pretende
defender cualquicr instancia de av—a contra cualquier ataque. Como
hay infinitas instancias posibles, P no sabe de antemano si para
cada una de ellas se cumple el tercero exclufdo. Por lo tanto, sa-
hiendo cual es la regla convenida de ataque y defensa de —a, de-
fiende el “principio” con la negacién -a. Con ello tiende una
trampa a 0, quien ataca de la inica manera en que le estd permitido
hacerlo: con a. Pero P no responde del modo requerido por la regla
(constructiva) de ataque y defensa de la negacién, es decir, deduciendo
una contradiccion a partir de a, sino que lo hace repitiendo a, que es
una asercién infundada de 0, concedida como mera ocasién para la
defensa de —a. Por lo tanto P no prueba que se de, para cada a, o bien
a, o bien —a, salvo bajo el supuesto de la validez universal del tercero
excluido, que es precisamente lo que se querfa fundar.

Tenemos pues una petitio principii y ninguna necesidad
inmanente para aceptar ¢l tercero excluido sobre la sola base de un
didlogo constructivo y, a fortiori, critico. Para los modelos externos
que validen la no—contradiccion fuerte cabrdn dos posibilidades: (1)
Si el modelo externo es constructivo no serd valido el tertium non
datir, pues para muchas expresiones de dicho modelo no estaremos
en condiciones de verificar ni su afirmacién, ni su negacion. Por eso
en esos dominios problemdticos el tercero excluido sélo se podrd
ganar en didlogos materiales del tipo (61') para instancias particula-
res. (2) Si el modelo externo es “cldsico”, valdrd por cierto el tertium
non datur de modo universal para toda expresion bien formada de
él, tanto si se trata de “mundos” cldsicos con no-contradiccién
irrestricta, cuanto si es el caso de aquellos que contienen pares de
enunciados contradictorios verdaderos. Las relaciones posibles se
pueden advertir considerando las matrices caracteristicas normales

C,C, C,yC, del parrafo 4. 7

En la semdntica de didlogos constructivista serd necesario evitar

(37)  De acuerdo con las definiciones dialégicas del uso de los operadores de conjuncién
y disyuncién (ver §§ 2.1. y 2.2.) valdré la siguiente regla: AeB |- AvB, y por lo
tanto, para el caso especial de ae-a, serd vélida la inferencia ae-a |- av-a.
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la posibilidad del paso 5 en el didlogo (60), pues como hemos visto
esa reiteracién “formal” de lo concedido en la fila 4 falsea el sentido
constructivo de la asercion de O, quicn concedia a sélo para habi-
litar a P para que demostrase —a, deduciendo una contradiccion a
partir de a.

Hay varias mancras de evitar la fila 5 del didlogo anterior:

1. La primera consistiria en la siguiente restriccién: “P sélo
puede repetir una fila anterior asertada por 0, si ella no es el ataque
a una negacién previamente asertada por P

2. Otra mancra Je evitarlo consistirfa en prohibir toda doble
defensa de una tesis.

3. Los inventores de las semanticas de didlogos —Paul Lorenzen
y Kuno Lorenz han propuesto otra restriccién més general y elegan-
te, que implica a la anterior y suena asi: “P sélo puede defender a la
dltima férmula por €l asertada”. ¢8

Como veremos, esta restriccién se usa para el rechazo cons-
tructivo de la “ley de estabilidad” — —a — a, entre muchas otras. Sin
embargo hemos de advertir que, a pesar de su ingeniosidad, las re-
glas de Lorenzen-Lorenz, de la que la anterior es un ejemplo, son
reglas dialdgicas ad hoc, “cortadas a medida” para permitir fundar
Gnicamente las expresiones que son vélidas en el modelo externo
constructivista. No son las tnicas ni las fundamentales, por tanto,
algunas de ellas son obligatorias en todo didlogo critico, pero otras
no son necesarias, como hemos visto. Y ademds, en el caso de la
regla anterior, su generalidad y elegancia ticnen el defecto adicional
de ocultar el sentido constructivo de la asercién de a en la defensa
de —a.

6. Doble negacion, estabilidad y otras expresiones

Un somero examen nos muestra que la versién constructivista
de la ley déhil de doble negacién no se valida en la semdntica de

(38) Cf. Lorenzen-Schwemmer (20), pp. 68‘, 78 y especialmente 82.
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didlogos criticos. La exposicién que da Lorenzen de dicho didlogo es
la siguiente: ©

0 P
L a—>-—-a
2. a?
(62) 3. --a
4. -a?
% al (4)

En la fila 2 el O, usando identidad, ataca el condicional de la
Gnica manera que posibilita su.defensa, cumpliendo la convencién
correspondiente del parrafo 2. P responde en fila 3 de la forma mds
rigurosa, dentro de la interpretacién infima de la defensa de un
condicional (ver pdrrafo 2). Los ataques de las filas 4 y 5 se fundan
en la no—ontradiccion fuerte o imestricta, siendo ¢l ataque formal
victorioso de la fila 5 sélo tal, si O no tiene permitido asertar simul-
tAneamente a y —a, para ninguna expresion a. Pero considerando
nuestra anterior discusién de la no—contradiccién fuerte podemos
concluir que la defensa formal de a = -~ -a no se puede ganar
contra todo oponente en el modelo interno de didlogo critico, sino
que requiere para su validacién un modelo externo mds restrictivo,
que al menos valide la no—contradiccién irrestricta, como acaece
con los que corresponden al Minimalkalkiil, al célculo intuicionista,
etc. Su demostracién en un sistema de deduccién natural nos indica
un hibito demostrativo insuficientemente “critico” (en el sentido
dialégico de este trabajo). Sus pasos serfan los siguientes: (1) a (hip.);
(2) —a (hip.); (3) ag —a (1, 2, conj.); (4) ——a (2, 3, raa.); (5) a =

—-a (1, 4, cond.). La demostracién considera inadmisible toda con-

(39)  Ipse, ibidem, p. 92-93 y 99, donde se consideran las férmulas con doble y triple
negacién que son constructiva y cl4sicamente vélidas.
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tradiccién y hace uso de la reduccién al absurdo (raa.), tema que
trataremos enseguida.

Con més razén ain la tesis conversa — —a — a (ley de climi-
nacién de la doble negacién, también 'lamada “principio” de esta-
bilidad por van Danzing, 1947) no serd validable en el modelo
interno de didlogo critico, sino que requerird un modelo “cldsico”.
Una version dialégica cldsica de su defensa es la siguiente:

0 P
1. --a—>a
2 - -a!
(63) : 8 -al (2)
4 a?
5. a

Las dos primeras filas son las obligatorias para la posicién vy el
ataque a un condicional. La tercera fila, en cambio, sobrepasa la
concepcién critica acordada en el pdrrafo 2.4 y admite, con los
constructivistas, que atacar el antecedente concedido por O es tam-
bién una defensa del condicional. Esta licencia es la que permitia la
defensa de ex falso sequitir quodlibet, como vimos en el pérrafo 2.4,
en conjuncién con la no—contradiccién irrestricta. La fila 5, que
reitera la asercién de O en fila 4, conduce a una presunta victoria de
P, defendiendo formalmente la fila 1. Pero esta tesis es invélida ya
en una ldgica constructiva. La solucién de los teéricos de la seméntica
de didlogos consistird en imponer restricciones ad hoc a las reglas
dialégicas. En el caso de los didlogos constructivos la restriccion serd
la mencionada con el nidmero 3 hacia el final del pérrafo anterior,
por la cual se prohibe defender toda formula que no sea la tiltima asertada
por el proponente. Con tales restricciones sélo se pueden ganar las
leyes y reglas de un célculo constructivo. Pero ello se logré mediante
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decisiones ad hoc en dependencia de condiciones externas a las de
un mero didlogo critico, que es lo que los autores de tales seménticas
de didlogo no explicitan.

En el parrafo 2 se discutieron los axiomas de Heyting para la
légica de enunciados. Observamos alli que en la estructura de dia-
logo critico se validaban los primeros nueve axiomas, pero no asf el
décimo o ley del ex falso sequitir quodlibet, pues ésta dependia de la
ley fuerte o irrestricta de no—contradiccién. @ Nos queda entonces
por considerar sélo el axioma undécimo de Heyting, o ley reductio
ad absurdum:

0 P
1. (a—=h)e(a—-h) = -
2. (a—=Db)e(a—-b)
3. | 7(2)
4. a—b
5. al (4)
6. b

(64) 7. D? (2)
8. a—-b
9. al (8)
10. -b
11. b? (10)

Una breve consideracién de la estrategia de victoria de P
nosindica que ella acaece sélo en el caso de que la contradiccion b
y =b sea inadmisible. El método de reduccién al absurdo sélo serd

(40)  Ver didlogo 13 del pérrafo 2.4.



APUNTES PRELIMINARES SOBRE DIALOGO CRITICO Y LOGICA (Il PARTE) 43

vélido, por lo tanto, en aquellos casos en que sea rechazable la aser-
cién conjunta de los consecuentes contradictorios b y —b, y no lo
serd en aquellas casos en que dichos contradictorios sean conjunta-
mente defendibles. La validez universal de la ley y la correspondien-
te regla de reduccién al absurdo trascenderd asi las condiciones in-
fimas del didlogo critico y exigird modelos externos en los que se
valide la no—contradiccién irrestricta.

Algo semejante ocurre con la famosa ley de contraposicién o
transposicion constructiva:

0 P
1. (a—=b) = (-b — -a)
2. a—b?
3. al
(65) 4 b
8. b — -a
6. -b?
7. b? (6)

Como en el caso anterior este didlogo se gana formalmente en
el caso de que sea vilida la ley irrestricta de no—contradiccién, como
ocurre en sistemas cldsicos y constructivos, pero para el caso general
de didlogos criticos la ley de contraposicién anterior sélo es admi-
sible cuando sera rechazable la asercién conjunta de los contradic-
torios b y -b.

La forma contrapuesta de (65) no es ni siquiera
constructivamente vélida, como lo muestra el desarrollo resumido
de su didlogo: (P) (-b = —-a) = (a —b), (0) -b = -a?, (P)a —
b, (Q) a?, (P) -b? (2), (0) b2, (P) b. Como se ve hay una asercién
intermedia de P (-b?) que impide defender a = b.
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Con lo dicho queda establecido que ninguno de las formas de
contraposicién es irrestrictamente vélida en la semdantica de didlo-
gos criticos.

Ortras leyes cldsicas, como la consequentia mirabilis de Clavius
((-a—=a) = a),o(a—b) v (b—c),olaley de Peirce (((a —
b) — a)— a) tampoco se dejan validar en la 16gica infima, como ya
se infiere de su no validez constructiva. Pero atin leyes constructivas
como la reduccién al absurdo directa ((a = —a) — -a) o la ley de
triple negacién (-a — — — —a) serdn invélidas en csta l6gica por
utilizar en su demostracion, la primera la reducciéon al absurdo dis-
cutida mds arriba, y la segunda la doble negacién constructiva v la
contraposicién.

7. Leyes cuantificacionables

Expondremos a continuacion las implicaciones v equivalen-
cias cuantificacionales de la l6gica constructiva y discutiremos
enseguida si tales leyes se conservan en nuestra logica infima. Vere-
mos que no es ese el caso. En ¢l comentario semantico haremos uso
de matrices adecuadas a cada tipo de mundo, en forma semejante a
lo que hiciéramos en ¢l parrafo 4. Las implicaciones y equivalencias
constructivas son las siguientes:

(i)  AxA (x) = = =AxA(x) = Ax - -A(x) & —=Ax—-A(x)«
—Vx-A(x);

(i) VyA(x) = Vx= -A(x) = - -VxA(x) © - -Vx= -A(x) «
—Ax-A(x);

(iii) Vx=A(x) = - -Vx-A(x) & —Ax— -A(x) = -AxA(x);
(iv) Ax=A(x) © - —Ax-A(x) & —Vx- -A(x) « -VxA(x)

La equivalencia clasica de cada una de las férmulas correspon-
dientes a uno de los niimeros romanos anteriores es facil de advertir
utilizando matrices finitas para mundos clésicos totalmente no—con-
tradictorios. Lo ejemplificamos para las férmulas de la fila (i):
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(66) A(a), A(a), ..., Aa))

* * *

y y vy

De tal matri: finita resulta la equivalencia cldsica
AxA(x) & —Vx-A(x),

entre la primera y la dltima férmula de la fila (i). Las equiva-
lencias con las restantes férmulas de (i) son triviales. Para las filas
restantes se construyen sus correspondientes matrices finitas de ma-
nera obvia, con lo que se muestra la valide: seméntica de las equi-
valencias clasicas. El uso de matrices finitas es en este caso obliga-
torio, por ser admisible un célculo clésico estrictamente sélo en el
caso de tratarse de un discurso acerca de colecciones finitas de
objetos.

En mundos constructivos totalmente no—contradictorios es ficil
mostrar la valide:z seméntica de AxA(x) = -Vx-A(x), toda vez que
contemos con un procedimiento demostrativo por recurrencia para
el cual sea accesible inductivamente todo elemento del universo (lo
que permite soslayar problemas tales como el de la inconsistencia—
). En cambio su conversa —Vx-A(x) = AxA(x) no es posible
validarla, pues =Vx-A(x) sélo significa la existencia de una de-
duccién Vx—A(x) |— falsim, pero ello no asegura la existencia in-
dependiente de una demostracién constructiva del enunciado uni-
versal AxA(x).

VxA(x) = —Ax-A(x) es constructivamente vilido en un
mundo totalmente contradictorio, no asf su conversa, pues puede
ocurrir que exista una demostraciéon de —Ax-A(x) (es decir una
deduccién de Ax=A(x) |— falsum, pero que no sc esté en condi-
ciones de presentar ningin a; tal que A(a;). De manera correspon-
diente se muestra la validez de Vx-A(x) = —~AxA(x) y la no va-
lidez constructiva de su conversa. La validez de las restantes
implicaciones y equivalencias de las filas (i), (ii) y (iii) de la pagina
anterior se siguen por las transformaciones proposicionales cons-
tructivas habituales (doble negacién, transposicion, etc.).
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Para la fila (iv) tenemos exclusivamente equivalencias cons-
tructivas. Su matriz infinita se esquematiza asf:

(67) ¥ s *
—A(al),..:,—A(an),...

La implicacidon Ax—A(x) = — VxA(x) es vilida.

En efecto, si Ax=A(x) es verdadero, puesto que hemos su-
puesto que el universo es totalmente no—contradictorio y todos sus
elementos son recursivamente accesibles, resultard que también es
verdadero =VxA(x). Pero su conversa también lo es, pues, si —
VxA(x) es verdadera, entonces existe una deduccién vilida VxA(x)
|— falsum, es decir, para cualquier b, A(b) |— falsum. Pero entonces
Ax-A(x). ‘

Pasamos ahora nuestra consideracién al caso de mundos cli-
sicos parcialmente no—contradictorios (y contradictorios). Supon-
gamos la verdad de AxA(x) en un universo clésico (es decir, finito):

68) | AG), ..., Aa), Afa), Aa), ..., Ala)

*7-”» i ,'—A('(lj), o y coey *

Como es obvio, la verdad de AxA(x) no implica la verdad de
-Vx-A(x), como lo ejemplifica la matriz anterior, que es posible en
un mundo parcialmente no—contradictorio. En cambio su conversa
es vdlida, por lo que podemos escribir:

(69) -Vx-A(x) = AxA(x)

Una inspeccién posterior de la matriz nos indica que tampoco
la implicacién Vx-A — VxA(x) es vilida. En cambio su conversa

(70) —AxA(x) = Vx=A(x) sf lo es.

La razén de la invalide:z de la implicaciones constructivas se
funda en la compatibilidad AxA(x) y Vx—A(x) en un mundo que
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admita contradicciones limitadas. En cambio la validez de (69) vy
(70), sus conversas cldsicas, se funda en el cardcter clasico de este
mundo (finito), es decir, en que de dos contradictorias al menos una
es verdadera, por lo que la falsedad de una implica la verdad de la
otra (en un mundo clasico todo enunciado estd determinado en el
sentido de la verdad).

La matriz complementaria de la anterior es la siguiente:

@y | e v LA, .
-Ala,) , ..., -Ala) .—A(aj) ,=Aa), ..., -Ala)
Es facil advertir en clla que ni Ax-A — -VxA(x) ni VxA(x)—

—Ax-A(x) son vélidas en un mundo tal, pero que en cambio si lo
son:

(72) “VxA(x) = Ax-A(x),
(73) —Ax-A(x) = VxA(x).

De las dos matrices anteriores también resulta inmediatamen-
te la validez de las siguientes leyes de subalternacion:

(74) AxA(x) = VxA(x),
(75) ~VxA(x) = -AxA(x)
(76) Ax-A(x) = Vx-A(x),
(77) “Vx=A(x) = -Vx-A(x).

Para estos mundos cldsicos (y constructivos) que admitan
contradiccién limitada podemos expresar su condicién de posibili-
dad de la siguiente manera:

(78) VAVx (A(x)e-A(x)).

Se evitarfa aparcntemente, la expresiéon de orden superior,
diciendo: Vx (A(x)e-A(x)), para algin A. En general las contra-
dicciones admisibles se presentardn, como en este caso, en relacién
a poseer y no poseer una propiedad (o una cantidad) por parte de
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un individuo o, como caso mds general, respecto del estar o no estar
de un individuo en una determinada relacién. De todas maneras no
podemos excluir de raiz una posibilidad mas fundamental de contra-
diccién, que consistirfa en la afirmacién y negacién simultinea de
la existencia de un individuo.

Para mundos constructivos parcialmente no—contradictorios (y
contradictorios) la matriz correspondiente a enunciados universales
afirmativos y particulares negativos puede tomar la siguiente forma:

(79 | Al), ..., A@), Aa), Aa), ..., A),... -

e * Al Yee %

Una breve consideracion de la matriz nos permite advertir que
las implicaciones AxA(x) = -Vx-A(x) y Vx-A(x) = —AxA(x) son
ambas invalidas en razén de la compatibilidad entre AxA(x) y Vx—
A(x) en un universo tal. Por otra parte sus implicaciones conversas
-Vx-A(x) = AxA(x) y =AxA(x) = Vx—A(x) son también ambas
invélidas por razones constructivas. En efecto, esto ya lo hemos
sefialado para el caso de mundos constructivos totalmente no—con-
tradictorios.

La matriz correspondiente a enunciados universales negativos
y particulares afirmativos en el tipo de mundo que nos ocupa es la
siguiente:

B * .. XL A@) * L * .
~A@,), .. -AG), “A@), -A(a), ..., A, ... .

Como en el caso anterior la invalidez de Ax—A(x) = -=VxA(x)
y de VxA (x) = —Ax—A(x) resulta inmediatamente de la consi-
deracion de la matriz, y la invalidez de sus respectivas conversas re-
sulta de las razones de logica constructiva ya consideradas para el
tipo de mundo constructivo totalmente no—contradictorio.

De estas consideraciones, y recordando que, de acuerdo con
los resultados del pdrrafo anterior, ninguna de las leyes de doble
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negacién ni de transposicion son vilidas en este tipo de mundo,
podemos concluir que ninguna de las implicaciones interesantes
contenidas en la filas (i) y (iv) de comienzos de este pérrafo es vélida
en un mundo constructivo parcialmente no—contradictorio. Y como
este tipo de mundo es el més general y comprende como casos
particulares a todos los otros tipos considerados, y ademds es el tipo
de mundo que corresponde a la caracterizacion seméntica de nuestra
l6gica infima, no podremos admitir ninguna de dichas implicaciones
como tesis en la presentacién sintéctica de la l6gica infima.

En cambio, de la consideracién de las matrices anteriores re-
sulta la validez en este tipo de mundo de las leyes de subalternacién
(74) — (77), que por tanto son vilidas en todo tipo de mundo posible,
por lo que podremos adoptar un par de ellas ((74) y (75) por ejemplo)
como tesis en la presentacién sintdctica del sistema. La invalidez de
la contraposicién constructiva obliga a adoptar pares de leyes, pues
la reduccién ulterior se torna imposible.

Una breve consideracién de las matrices anteriores nos indica
que la ley de instanciacién universal AxA(x) =AA(a;) es vélida en
la l6gica infima (siempre que a; sea recursivamente accesible). De la
misma manera la generalizacién existencial A(a;)) = VxA(x) se
muestra como viélida. Con ello estdan dados los pasos como para que
los axiomas de Hilbert, que son los que admite Heyting en su sistema
intuicionista “V, con las restricciones adecuadas, sean admitidos como
tesis en la presentacion sintdctica del célculo infimo.

Por otro lado la siguiente tesis es plenamente aceptable en la
semdntica infima:

(83) Ax(A = b) = (A = AxB), si x no aparece libre en A. 4?

(41) Véase Hilbert-Ackerman, Grundziige der Theoretischen Logik, dritte, verbesserte
Auflage, 1949, p. 59. Los axiomas son los siguientes: AxA(x) —(y) y A(y) — VxA(x).
El sistema presentado por Beth, op. cit. en nota 30, § 29, p. 51, contiene los mismos
axiomas. Para el sistema intuicionista de Heyting véase Heyting (11) p. 103.

(42) Este es, ademds de la ley de instanciacién universal, el otro axioma de Church en
la obra citada en nota 28, p. 172.
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Como es ficil advertir en el modelo las férmulas del célculo
afirmativo de primer orden serdn vélidas, como por ejemplo las le-
yes de movimicnto de cuantificadores (monddicas y poliddicas),
incluidas las leyes de movimiento condicionado, como (83), y las
de introduccién—eliminacién de cuantificadores, como:

(84) (A(x) = B) = (AXA(x) = B) v

(85) (A— B(x) = (A — VxB(x)),

incluidas las de movimiento condicionado, como:

(86) (A — B(x)) = (A = AxB(x)) si x no-libre en A, vy
(87) (A(x) = B) = (VxA(x) — B) si x no- libre en B, etc.

8. Un cdlculo para la logica infima

El célculo que sigue no pretende ser exhaustivo. Es posible
que leyes vilidas en la semdntica para la légica infima no resulten
ser teoremas en el calculo presentado (e.d., que el célculo no sea
saturado respecto de la interpretacién interna). ®» Esto sefiala que
en este momento no estamos en condiciones de asegurar la
complititud simple del sistema: si |= a, entonces |—a. En cambio s
estamos en condiciones de asegurar su consistencia, tanto sintactica
como semidntica (es decir, su “satisfacibilidad”) en el modelo inter-
no de la légica infima. La primera es trivial: puesto que el forma-
lismo infimo es un subformalismo de otros formalismos
sintdcticamente coherentes, se sigue su coherencia. En cambio la
consistencia semdantica o validez alude a que todo teorema es una
expresién semdnticamente vélida: si |— a, entonces |= a. Obvia-
mente la validez de un sistema implica su consistencia sintdctica
para, aunque su conversa no necesariamente se verifique.

En la presentacién del célculo daremos por ya establecido el
“alfabeto”, o conjunto de signos primitivos, como también la defi-

(43)  Para éste y otros predicados metatedricos véanse, por ejemplo, Kleene (15), p. 194,
y Ladriere (16), p. 67-72, especialmente p. 70.
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nicién recursiva de ‘expresion bien formada’, es decir, la “gramati-
ca” del sistema. Para ella nos atendremos al uso ya establecido en las
paginas precedentes. Lo que ahora debemos establecer es la lista de
axiomas y el repertorio de reglas de inferencia.

Los axiomas se exponen en una versién metalingiiistica; de
esta manera se pucde prescindir de una regla de substitucion. A los
nueve axiomas de Heyting (1930) que permanecen en el cdlculo
infimo se agregan un par correspondientes al célculo de predicados
de primer orden:

Al A — AeA,

A*2. AeB - BeA,

A*3. (A — B) — (AeC — BeC),

A'4. (A—>B)e(B—C)—> (A —C),
A*5. A — (B—A),

A%6. Ae(A — B) — B,

A'7. A — AvB,

A*8. AvB — BvA,

A*9. (A= C)e(B—C)— (AvB — O),

como resulta obvio, este conjunto de axiomas metalingiiisticos con
la regla R1 de modus ponens constituye el fragmento afirmativo P?
de la légica proposicional. Agregando los axiomas cuantificacionales
de Hilbert tenemos el sistema de 16gica afirmativa de primer orden:

A210. AxA(x) = Aly),

A1l A(y) = VxA(x).

A estos debemos agregar las correspondientes reglas de
inferencia para férmulas con cuantificadores:

R2. A — B(x) — A = AxB(x) si x no-libre en A,

R3.  A(x) = B }— VxA(x) = B si x no-libre en B
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Una manera alternativa de presentar la l6gica afirmativa de
primer orden es siguiendo la axiomatizacién PP de Hilbert 9, cuyos
axiomas para el calculo proposicional son:

Hl. A—=(B-—=A),
HZz, (A —={B—=C)) —==({A =B} ={A~—~));

H3. AeB — A,
H4. AeB — B,
H5. A — (B — AeB);
H6. A — AvB,
H7. B — AB

H8. (A—=C)—=((B—=C)—= (AvB—=Q));

H9. (A <« B) = (A — B),

Hil. (A—-B) = ((B— A) = (A < B)).

Se agregan a estos los axiomas anteriores para el cdlculo
cuantificacional y las reglas R1-R3. Como es claro se puede pres-
cindir de los axiomas H9-H11 mediante las habituales definiciones
del bicondicional, que no son controvertidas. Es ficil comprobar la
validez del HI-H11 en la seméntica infima, como también la de los
axiomas y reglas de P2, La ventaja del sistema de Hilbert es que sigue

¢l desarrollo de las propicdades de las conectivas que fuéramos en-
contrando a lo largo de la discusién del pérrafo 2 anterior.

En un sistema tal es inmediato que las reglas derivadas
A—->B|-AxA—B
A—-B}|A—-VxB

(44)  Se trata del “célculo proposicional positivo” de Hilbert, que se simboliza ‘PP’. Véase
Church, op. cit., pp. 140-141.
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se siguen de los axiomas A%10 y A%11, las hipdtesis de las reglas,
modus ponens y silogismo hipotético. La regla de generalizacion
universal:

Si |— A, entonces |— AXA,

se demuestra facilmente usando A5 en su forma A = ((p — p) —
A), modus ponens, la regla primitiva R2 y otra vez modus ponens,
apoyandonos en que —A es por hipétesis una tesis y f—p — p es una
tesis demostrable.

Usando los procedimientos deductivos habituales se obtienen
las leyes de la l6gica afirmativa de primer orden, todas las cuales son
férmulas vdlidas en nuestro modelo de didlogos criticos. Dicha
“satisfacibilidad” es facil de probar, recordando que cada uno de los
axiomas de cualquiera de las dos versiones presentadas del célculo
afirmativo es una férmula vdlida en el modelo de didlogos criticos,
como va lo hemos mostrado més arriba, y que las reglas de los cdl-
culos afirmativos conservan la validez en los didlogos criticos. Con
respecto a R1 (modus ponens) ya lo hemos mostrado mds arriba, y
también lo podrfamos hacer respecto de una regla de substitucién,
de la que hemos prescindido aqui por el tratamiento metalingiiistico.
Con respecto a las restantes reglas es también facil mostrar que con-
servan la validez en un dilogo critico cualquiera. Tomemos por ejem-
plo R2. Si en un didlogo las partes convienen en la validez de A —
B(x), en donde x no aparece libre en A, si A fuera verdadera (y su
verdad independiente del valor que se asigne a x) B(x) deberia ser
verdadera para cualquier valor de x, con lo que también A — AxB(x)
debera ser verdadera, de acuerdo con la convenida significacién
dialégica del cuantificador universal. Para R3 el caso es similar: si
A(x) = B es vilido y x no aparece libre en B, entonces es verdade-
ro para cualquier valor de x en A x). Si algin x hicicra verdadero
a A(x) entonces B deberfa ser verdadero, pero entonces VxA(x) —
B serd también verdadero.

Tenemos entonces que la totalidad del sistema de légica afir-
mativa se valida en la semdntica de didlogos criticos. El problema
que se plantea entonces es de si serd posible agregar algtin axioma
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o regla para la negacién que nos dé un formalismo mds fuerte que
los de la légica afirmativa y que su conjunto de teoremas ain se
encuentre incluido en el conjunto de las férmulas vélidas de la
semantica de didlogos criticos. Para los restantes calculos habituales
cl problema est4 resuelto. Agregando la expresién (~A— -B) — (B
— A) se obtiene la logica cldsica; agregando (A—> -A) = -Ay -
A = (A — B) se obtiene la lgica constructiva, y agregando sélo
la reduccion al absurdo se obtiene el Minimalkalkiil de Johansson. En
cambio para la légica infima es algo mas diffcil un formalismo
completo.

Hasta el momento no hemos podido individualizar ninguna
ley débil de la légica proposicional con negacién que sea vilida en
la lagica infima y que, por lo tanto pudiera funcionar como axio-
ma para la negacién agregado a un formalismo para la légica
proposicional afirmativa. En el fragmento cuantificacional de la légica
de primer orden, en cambio, si podemos encontrar leyes que no son
teoremas de la légica funcional afirmativa y que sin embargo son
férmulas validas en la légica infima. Tal es el caso de las leyes de
subalternacién (75) y (77). Podremos entonces agregar como axio-
ma alguna de ellas (preferentemente la primera, por su simpleza) al
sistema de légica funcional afirmativa para conformar un formalis-
mo mds completo para la légica infima. Ademds, si no considera-
mos la logica infima mds general, tal como surge del mero sistema
de didlogos criticos, sino que admitimos como vélidas incluso las
leyes que surgen de un modelo de matrices clasicas (finitas) con
contradiccién limitada, entonces recordaremos que las leyes (69),
(70), (72) y (73) son vilidas en esa interpretacién. Estas leyes cuan-
tificacionales con negacién no son deducibles en un sistema de légica
afirmativa y, como ninguna ley de eliminacién de negaciones ni de
contraposicién es admisible en estos sistemas, deberdn introducirse
conjuntamente como axiomas para el sistema mencionado.

De acuerdo con la discusién anterior podemos distinguir dos
sistemas de ldgica infima; una ldgica ifima constructiva, cuya inter-
pretacion se basa exclusivamente sobre los didlogos criticos desarro-
llados en los §§ 1y 2 (o en sus correspondientes matrices de los §§
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4y 7), que es la genuina légica infima, y una ldgica infima cldsica que
es la que se puede utilizar cuando, si bien debemos impedir la di-
fusién de la contradiccién a partir de premisas contradictorias admi-
tidas, podemos contar con el aspecto cldsico del mundo (de un par
de contradictorias al menos una es verdadera). Como aproximacion
a una completa formalizacién de dichas légicas infimas podemos
presentar los dos siguientes sistemas axiomdticos: Sea P2 el frag-
mento afirmativo de la légica proposicional, en cualquiera de sus
formalizaciones equivalentes, sean A*%10 y A%11 los axiomas
cuantificacionales estudiados mas arriba y R1, R2 y R3 las reglas
primitivas del sistema. La presentacién del mismo es metalingiistica,
con esquemas de axiomas y teoremas. El sistema conformado por
estos elementos es la légica funcional afirmativa de primer orden,
que simbolizamos L'af. El formalismo probablemente incompleto
semdnticamente que podemos presentar aqui para la légica infima
constructiva, que simbolizamos Ll'c, es: Ll'c= L'af + (75) (ver la
féormula con ese nimero en el texto).

Por su parte ¢l formalismo posiblemente incompleto
semdnticamente para la logica fnfima clésica, que simbolizamos Ll'cl,
serd Ll'cl= Ll'c + (69) + (70) + (71) + (73), siendo estas ultimas las
férmulas correspondientes del texto.

9. Conclusion

Del desarrollo anterior resulta claro que importantisimas leyes
légicas v reglas de deduccién, aceptadas incluso por el cons-
tructivismo, dependen de interpretaciones particulares de lo que
significa afirmar, negar y los restantes operadores l6gicos fundamen-
tales. Es decir, son leyes y reglas que se validan, o no, respecto de
algiin “modelo externo” particular, y no meramente respecto de las
condiciones necesarias para la efectuacién de un didlogo critico que
hemos determinado al inicio y que denomindramos como ‘modelo
interno de didlogo critico’. Podemos decir asi que los sistemas légi-
cos mds ricos que la ldgica infima constructiva (y naturalmente que
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la l6gica afirmativa de primer orden) son sistemas descriptos de algin
modelo externo particular. Algunos légicos, como Bochénski, afir-
man que “la légica es descriptiva; en realidad, hay un conjunto de
sistemas légicos cefiidos a los rasgos del objeto”. ) En ello parecerfa
coincidir con los resultados de este trabajo. Sin embargo debemos
insistir en que dicha descriptividad de la légico no deberfa enten-
derse, como parece hacerlo Bochénski, como la de una ciencia cu-
yas legalidades dependen exclusivamente de descripciones realiza-
das sobre regiones dnticas empiricas o construidas determinadas. Eso
nos sugiere Bochénski cuando nos dice que la “ontologfa es un
prolegd-meno de la 16gica”.® No obstante la presunta “descrip-
cién” en la légica se agota en una previa construccién de interpre-
taciones formales externas y en la ulterior validacién en ellas de los
“postulados” (axiomas y reglas) de los formalismos en los modelos
construidos mediante las reglas de interpretacién de una tipica seman-
tica formal (ademds de las demostraciones metatedricas acerca de
los formalismos).

Sin embargo, ain en esta interpretacién de los “modelos ex-
ternos” como los dominios objetivos de “verificacion descriptiva” de
los formalismos (y de los sistemas légicos en general, atin de los no
formalizados), no hay que extremar la tesis “descriptivista”, pues aun
asi no todo fragmento de la teorfa légica serfa a posteriori en el
sentido de verificada en sus modelos externos. En este trabajo he-
mos mostrado que existe un fragmento infimo de teorfa ldgica (que
incluye como parte propia de la légica afirmativa) que es a priori de
dichos modelos externos, pues su tinico fundamento consiste en esa
estructura de didlogo critico que hemos denominando ‘modelo in-
terno’. A esa mindscula teorfa que incluye a la légica afirmativa y
que es validada a priori de modelos externos la podriamos denomi-

(45) Esta cita fue tomada de un reportaje a .M. Bochénski en el diario La Nacién de
Buenos Aires, en ocasién de su visita a la Argentina durante el afio 1978.

(46)  Ipse, ibidem.
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nar ‘protoldgica’. Otros, més tradicionalmente, hablarian de ‘razén
légica’. Incluso el sistema minimal de Jojansson y la l6gica infima
cldsica L'cl requieren modelos externos para su validacién. Son pues
parcialmente a posteriori de la estructura de didlogo critico. Dicha
estructura es tan débil que permite discutir, a través de tales didlo-
gos, incluso acerca de dominios tedricos donde no sea vilida, ni la
no—contradiccién fuerte, ni la doble negacién déhil, es decir acerca
de dominios problemdticos que admitan casos limitados de contra-
diccion. La estructura de didlogo critico se nos aparece asf como
una matriz a partir de la cual se construye, escalonadamente me-
diante sucesivas determinaciones semanticas, el contenido légico que
se suele denominar ‘razén légica’.

Es conveniente preguntarse acerca del carcter analitico o sin-
tético de las leyes y sistemas légicos que nos ocupan. Como es sabi-
do las definiciones de analitico y de sintético, como las de a priori o
a posteriori varfan considerablemente. La definicién tradicional
kantiana de analiticidad ya queda demasiado estrecha. El desarrollo
deductivo de un formalismo se considera habitualmente como el
paradigma de la “analiticidad”, aun existiendo numerosas definicio-
nes alternativas. Por otro lado, un mismo contenido teérico puede
ser considerado “analitico” en un contexto formalista y “sintético”
en uno constructivista. Esto es sabido. Algo semejante ocurre con
términos tales como a priori o a posteriori, los cuales, como términos
relativos, s6lo se precisan en su significado cuando se expresa el otro
término de la relacién.Asf un sistema légico (o matemético) serd “
a priovi de la experiencia sensible”, puesto que para demostrar la
validez de sus axiomas y teoremas, y sus propiedades metatedricas,
s6lo se debe apelar a un modelo formal, pero serd a posteriori en esos
mismos aspectos, respecto de dicho modelo formal.

Si ahora hacemos a 'analitico', sinénimo de ‘formalmente dedu-
cible’ y a ‘sintético’ sinénimo de ‘verificable mediante el recurso a
una experiencia’, y por otra parte interpretamos ‘a priori’ como
‘independiente de todo modelo externo’ (tal como entendemos a
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ello en este trabajo) y, correlativamente, ‘a posteriori’ como ‘de-
pendiente de dichos modelos’, entonces nos encontramos con que
el sistema de reglas y leyes 16gicas que surgen de la consideracién de
la estructura de didlogo critico, o “modelo interno”, es por defini-
cién a priovi de los modelos externos.

Pero ademds el didlogo critico es una forma de experiencia
comunitaria en el que se torna posible por vez primera la
fundamentacion de un discurso. De esta “intuiciéon” o experiencia
comunitaria se despliegan, como su contenido légico, esas reglas y
leves logicas que constituyen la légica infima constructiva Ll'c.
Hemos hablado de ‘desplegarse’, pues dichas reglas y leyes no se
deducen en el sentido estricto de la palabra (es decir, como acontece
en un formalismo), sino que se manifiestan y verifican mediante la
inspeccién de las constricciones que el marco estructural de didlogo
critico impone a los posibles didlogos de fundamentacién. Se fun-
dan pues en lo que podriamos denominar la descripcién de una “in-
tuicién dialdgica interna”. Si convenimos, segiin parece razonable
por simetria con el proceder kantiano, en designar como ‘sintesis’ a
tal verificacion de dichas reglas y leves, podriamos defender la tesis
de que el contenido mfimo (constructivo) de la razén logica se compone
de verdades sintéticas a priori —en el sentido antes expresado. De ello
resulta que, en el sentido aqui otorgado a los términos, la légica
infima (constructiva) Ll'c es —a diferencia de lo afirmado por Kant
para la légica aristotélica— sintética a prioni. Y su “deduccion” tiene
lugar en una suerte de “deduccién trascendental” (a partir de sus
condiciones de posibilidad en la estructura general de didlogo criti-
co, de estilo kantiano). Por cierto, de ese ntcleo infimo de la razén
l6gica no se deduce, como suponia Kant, ningin sistema tradicional
de légica, aunque sf el nicleo necesario para toda discusién racional
de cualquier dominio tedrico.

Las relaciones entre los distintos formalismos de primer orden
considerados pueden diagramarse del modo siguiente:
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Formalismo de la | Formalismo de la | Formalismo para el
logica clasica (L'cl.) | légica constructiva | Minimalkalkil de Jo-
(L'c). hansson (L'm).

Formalismo para la légica infima clasica | Formalismo para la
(LI'cl). lédgica infima cons-
tructiva (LI'c).

Formalismo para la

l6gica afirmativa de
Hilbert (L'af).

A estos formalismos corresponden, como “modelos interme-
dios” de didlogos, los siguientes, sin que la correspondencia sea uno—
a uno, puesto que no se han hallado diferentes sistemas de didlogos
para cada uno de los formalismos:

Reglas dialégicas | Reglas dialégicas | Reglas dialégicas
para la légica cla- | para la légica | para la l6gica infima
sica (Lorenzen) | constructiva | constructiva (LI'c).

(L'cl). (Lorenzen) (L'c).

Reglas dial6gicas

_para la légica afirma-
tiva (L'af) (las de LI'c
sin negacion).

Los “modelos finales” correspondientes a los formalismos y a
los modelos intermedios de didlogos se distinguen en dos especies.
Para la légica afirmativa L'af y para la infima constructiva Ll'c nos
hasta como modelo la estructura fundamental de didlogo critico, que
es la que hemos denominado ‘modelo interno’. Para los cuatro
restantes formalismos Ll'cl, L'm, L'c, y L'cl tenemos en cada caso
los que hemos denominado ‘modelos externos’, mundos formales
cldsicos total y parcialmente no—contradictorios para L'cl y Ll'cl, y
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teorfas matemadticas adecuadas como modelos en los casos de L'c y
L'm. Las teorias L'af y Ll'c, que se validan en el “modelo interno”
de didlogos criticos, son las tnicas teorias légicas que pueden pre-
tender el nomhre de “conocimientos sintéticos a prioni”, segiin la
interpretacién que de esa expresién diéramos mds arriba.
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